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Parte 1

Continuidad, compacidad y
completitud






Capitulo 1
Motivaciéon

El siguiente problema guiard el desarrollo de la primera parte de estas notas.

Problema 1.1 Dados un subconjunto X de R™ y dos puntos p,q € X, jexiste una
trayectoria de p a q en X de longitud minima?

Precisemos esta pregunta. Una trayectoria de p a ¢ en X es una funcién continua
o :10,1] — R" tal que

c0)=p, o(l)=¢q, y o(t)eX Vtel01].

Su longitud se define como

£(o) = sup{z lo(te—1) —o(te)]| : 0=to <t <---<t, =1 me N},
k=1

donde ||z — y|| :== \/(z1 — 1) + -+ + (¥, — yn)? denota la distancia de z a y.

Observa que £(0) > ||[p — 4| -
Una trayectoria de p a ¢ en X es de longitud minima si su longitud es menor o igual
a la de todas las demds. Por ejemplo, si X := R", la trayectoria o(t) := (1 — t)p + tq
3



4 1. MOTIVACION

cumple que £(0) = ||p — ¢|| . De modo que o es una trayectoria de longitud minima de
paqen R".

Sin embargo, si X # R" no siempre existe una trayectoria de longitud minima, como
lo muestra el siguiente ejemplo. Recuerda que, si ¢ es continuamente diferenciable,
entonces la longitud de o estd dada por la integral !

(o) = / o' (1)) dt.

Ejemplo 1.2 No existe una trayectoria de longitud minima de p = (0,0) a ¢ = (1,0)
en X = {(z,y) € R?: (2,y) # (5,0)}.

Demostracion: Considera las trayectorias o (t) := (¢, +sennt), k € N. Su longitud

&
satisface

1 1 2
L(o) = /0|\0§€H—/0 \/1—1-(%) cos? mt dt
1

™ 2
< /0 <1+E|Cos7rt|>dt:1+g.

Por tanto, limj_,., £(cx) = 1. De modo que, si existiera una trayectoria de longitud
minima de p a ¢ en X, ésta deberfa tener longitud 1. Pero cualquier trayectoria de p a
q en R? de longitud 1 pasa por el punto (%, 0), que no pertenece a X. ®

! Consulta por ejemplo el libro de J.E. Marsden y A.J. Tromba, Cdlculo Vectorial, México: Addison-
Wesley, Pearson Educacion, 1998.



Este ejemplo muestra que el Problema 1.1 no es un problema trivial. Para intentar
resolverlo, empezaremos expresandolo como un problema de minimizacién.

Denotemos por 7, ,(X) al conjunto de todas las trayectorias de p a ¢ en X. Podemos
entonces considerar a la longitud como una funcién definida en dicho conjunto, es decir,

£:7,,(X) = RU{oco}, £(o):=longitud de o.

Diremos que la funcién £ alcanza su minimo en 7T, ,(X) si existe una trayectoria oy €
7,,(X) tal que
L(og) < L(0) Vo € T,,(X).

En estos términos el Problema 1.1 se expresa como sigue.
Problema 1.3 ;Alcanza £ su minimo en 7T, ,(X)?

En nuestros cursos de Célculo Diferencial e Integral enfrentamos un problema pare-
cido y vimos el siguiente resultado.

Teorema 1.4 Si f : R" — R es una funcion continua y K es un subconjunto compacto
no vacio de R", entonces [ alcanza su minimo en K, es decir, existe xo € K tal que

flzo) < f(x) Vxe K.

Ahora bien, como 7, ,(X) es un conjunto de funciones y no de puntos en R”, no tiene
sentido aplicar este teorema al problema que nos interesa. Pero podemos inspirarnos en
¢l. El gran matemético francés Henri Poincaré (1854-1912)

afirmé lo siguiente:
"La matemdtica es el arte de nombrar de la misma manera cosas distintas”.

Entonces, jserd posible pensar a las trayectorias como si fuesen puntos? El Teorema
1.4, ;valdra también para la funcién longitud? ;Qué quiere decir que la funcién £ :

7,

».q(X) — RU {oco} sea continua? ;Y que un subconjunto de 7, ,(X) sea compacto?



6 1. MOTIVACION

El Anélisis Matemdtico da respuesta a este tipo de preguntas. Profundiza en los
conceptos y los resultados que aprendimos en Célculo, captura su esencia, y los extiende
a otros espacios distintos del euclidiano. Muy especialmente, a espacios de funciones,
como el conjunto de trayectorias 7, ,(X). Y a funciones como £, cuyo dominio no es un
subconjunto de R"™ sino un conjunto de funciones.

Los espacios de funciones aparecen de manera natural en muchos problemas de
las Matemadticas y de sus aplicaciones. Por ejemplo, las soluciones de una ecuacién
diferencial son funciones. Veremos que el Andlisis Matemédtico nos permite demostrar
la existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales.

En la primera parte de estas notas introduciremos y estudiaremos los conceptos de
continuidad, compacidad y completitud en espacios muy generales. Estas nociones se
definen a partir de un concepto muy sencillo: el concepto de distancia. Los conjuntos
provistos de una distancia se llaman espacios métricos y son el objeto del siguiente
capitulo. Veremos aplicaciones interesantes de esos conceptos y daremos una respuesta
al Problema 1.1.



Capitulo 2

Espacios métricos

Algunos conceptos fundamentales, como el paso al limite o la continuidad de fun-
ciones en espacios euclidianos, estdn definidos exclusivamente en términos de la dis-
tancia. Otras propiedades de los espacios euclidianos, como su estructura de espacio
vectorial, no intervienen en dichos conceptos.

Empezaremos considerando conjuntos dotados exclusivamente de una distancia, a
los que se denomina, espacios métricos. El matemético francés Maurice Fréchet! intro-
dujo esta nocién, que juega un papel fundamental en las mateméticas modernas.

Daremos en este capitulo ejemplos interesantes de espacios métricos que aparecen
de manera natural en muchas aplicaciones, algunas de las cuales se veran mas adelante.

2.1. Definicion y ejemplos

Definicién 2.1 Sea X un conjunto. Una métrica (o distancia) en X es una funcion
d: X x X — R que tiene las siguientes tres propiedades:

(M1) d(x,y) =0 siy sdlo six=y.

(M2) d(z,y) =d(y,z) para todos x,y € X.

(M3) d(z,2) <d(z,y) +d(y, z) para todos z,y,z € X.

A esta ultima desigualdad se le llama la desigualdad del triagngulo.

Un espacio métrico es un conjunto X con una métrica dada d. Lo denotaremos por
(X,d), o simplemente por X cuando no haga falta especificar su métrica.

Veamos que la distancia entre dos puntos nunca es negativa.

'Maurice René Fréchet (1878-1973) nacié en Maligni, Francia. En la escuela secundaria fue alumno
de Jacques Hadamard, quien reconocié su potencial y decidié asesorarlo de manera personal. Estudié
matematicas en la Ecole Normale Supérieure de Paris donde obtuvo su doctorado bajo la direccién de
Hadamard. Introdujo la nocién de espacio métrico en 1906 en su tesis de doctorado, en la que, a través
de su estudio de funcionales en espacios métricos, inicia un drea totalmente nueva en Matemaéticas.

7



8 2. ESPACIOS METRICOS

Proposicién 2.2 d(x,y) > 0 para todos x,y € X.
Demostracion: De las propiedades (M1), (M3) y (M2) respectivamente se sigue que
0=d(z,z) < d(z,y) + d(y, x) = 2d(z,y).

En consecuencia, d(z,y) > 0 para todos z,y € X. =

Ejemplos de espacios métricos que conocemos bien son los siguientes dos.

Ejemplo 2.3 El conjunto R de los niimeros reales con la distancia usual

r—Y SiiﬂZ%
y—z stz <y,

o) i= o=l = {
es un espacto métrico.

Ejemplo 2.4 FEl espacio euclidiano R™ con la distancia usual

da(w,y) = /(11— 91)? + -+ - + (20 — yn)?%,
donde x = (x1,...,Tn), Yy = (Y1, -.-,Yn) € R, €s un espacio métrico.

La demostracion se vié ya en cursos anteriores. La dejamos aqui como ejercicio
[Ejercicio 2.32].
Podemos darle a R™ otras métricas interesantes, por ejemplo las siguientes dos.

Ejemplo 2.5 La funcion
d1<$,y) = |ZC1 - y1| +eeet ’mn - yn| )

donde © = (x1,....,x,), Yy = (Y1, .-, Yn) € R", es una métrica para el espacio euclidiano
R™.

Demostracion: Las propiedades (M1) y (M2) son inmediatas y la propiedad (M3)
se sigue de la desigualdad del tridngulo en R que afirma que, para toda ¢ = 1,...,n,

lzi — 2| < i =yl + yi — 2 -
Sumando ambos lados de estas desigualdades para i = 1, ..., n obtenemos
dl(flf, Z) S dl(xv y) + dl(ya Z)

En consecuencia, d; es una métrica. m
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Ejemplo 2.6 La funcion

doo(way> = mé'X{’$1 - y1| LI |$n - yn‘}a

donde x = (x1,...,T0n), Y = (Y1, ..., yn) € R, es una métrica para el espacio euclidiano
R™.

La demostracién es sencilla y se deja como ejercicio [Ejercicio 2.33].
Introduciremos ahora métricas anédlogas en espacios de sucesiones () de nimeros
reales.

Ejemplo 2.7 Sea (. el conjunto de todas las sucesiones acotadas de nimeros reales,
es decir, de las sucesiones x = () para las cuales eziste ¢ € R (que depende de x) tal
que |xg| < ¢ para todo k € N. Definimos

doo(z,y) := iuplxk—ykl, r=(z1), y = (Yr) € leo-
>1

Entonces do, toma valores en R y es una métrica en l,.

Demostracion: Sean x = (x), y = (y) sucesiones acotadas, y sean ¢y, ¢y € R tales
que |xk| < 1y |yk| < 2 para todo k € N. De la desigualdad del tridangulo para ntimeros
reales se sigue que

|2k — el <kl + lyel < er+ca VhEN,
es decir, la sucesién (zj — yx) estd acotada y, por tanto,

doo(z,y) := sup |z — Y| € R.
E>1

Es inmediato comprobar que d., satisface las propiedades (M1) y (M2). Aplicando
nuevamente desigualdad del tridngulo para nimeros reales obtenemos que, si x,y, z €
ls, entonces

|2k =yl <o — 2| + |2k — U] < doo(®, 2) + doo(2,y)  VE €N,
En consecuencia,
doo(,Y) < doo(2,2) + doo(2,y)  Vr,y,2 € U,

es decir, d, satisface (M3). =
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En los siguientes ejemplos requeriremos la nocién de convergencia de una serie.
Recordemos que una serie de niimeros reales

o0
> T
k=1

converge, si la sucesion (s,) de sumas finitas

n
Sp = >, Ty
k=1
converge. En tal caso, se denota
o0
> xp = lim s,.
k=1 n—oo

Si 2, > 0 para todo k € N, entonces la sucesién (s,,) es creciente. En ese caso, la serie
converge si y sélo si la sucesion (s,) estd acotada y, si eso ocurre, se tiene que

[e.e]
> xp := lim s, = sup s,.
k=1 n—00 n>1

Ejemplo 2.8 Sea ¢, el conjunto de las sucesiones x = (1) de nimeros reales tales que
la serie

o
D |l
k=1
converge, y sea

dy(z,y) :=k§1\wk—yk\, v = (1), y = (y) € 1.

Entonces di toma valores en R y es una métrica en ¢;.
Demostracion: De la desigualdad del tridangulo para mimeros reales,
2k — yrl <zl + |yl
se sigue que
n n n
O e — el < 20 |l + 22 |l
k=1 k=1 k=1

o

2 ol + 2 ol

k=1

IN
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o0
Por consiguiente, si x = (zx), y = (yx) € 1, la serie ) |z, — yx| converge y se cumple
k=1

Do lme =yl <D0 [k 4+ D0 [l - (2.1)
=1 =1 =1

Es facil comprobar que d; satisface (M1) y (M2). La propiedad (M3) se sigue de la
desigualdad (2.1) reemplazando zj, por x; — 2; ¥ Yr PO Y — 2, €s decir,

que

di(z,y) = >0 |oe =yl < D0 [on — 2| + 20 e — yi| = du(@, 2) + di(2,9),
k=1 k=1 k=1

para todas x,y,z € ;. m

2.2. Espacios normados

Nota que todos los ejemplos anteriores, ademds de la estructura geométrica dada
por la distancia, poseen una estructura algebraica: la de espacio vectorial. Las métricas
mads interesantes en un espacio vectorial son las inducidas por una norma.

Definicién 2.9 Sea V' un espacio vectorial sobre R. Una norma en V' es una funcion
||l : V- — R que tiene las siguientes propiedades:

(N1) |lv|| =0 si y solo siv =0,

(N2) [|Av]| = [Al||v|l para todos v € V; X € R,

(N3) |lv 4+ w| < ||v|| + ||w|| para todos v,w € V

Un espacio normado es un espacio vectorial V' con una norma dada |-||. Lo deno-
taremos por (V. ||-||), o simplemente por V' cuando no haga falta especificar su norma.

Proposicién 2.10 Todo espacio normado (V, ||-||) es un espacio métrico con la métrica
dada por
d(v,w) = Jlv—wl.
Esta métrica se llama la métrica inducida por la norma |-|| .
La demostracion es sencilla y se deja como ejercicio [Ejercicio 2.35].
Todas las métricas consideradas en los ejemplos anteriores estdan inducidas por una

norma. Veamos otros ejemplos.
Dado x € R" definimos

1
n P
lall, : = (zu) sip e [L o),

: = ma . 2.2
ol + = mix fo (22
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Es sencillo comprobar que [-[|, cumple las propiedades (N1) y (N2). Para probar que
cumple la propiedad (N3) requerimos unas desigualdades que demostraremos a contin-
uacion.

Lema 2.11 (Desigualdad de Young) Sean p,q € (1,00) tales que % + % = 1. En-
tonces, para todo par de nimeros reales a,b > 0 se tiene que

1 1
ab < —aP + =b4.
p q

Demostracion: Sia = 0 o b = 0 la desigualdad es obvia, de modo que podemos
suponer que ab > 0. La funcién logaritmo natural In : (0,00) — R es una funcién
concava, es decir, si xg, r7 > 0 entonces

In[(1—t)xg+te] > (1 —t)Inzg+tlnx; Ve |0,1].

y=Inx
Tomando xg :=aP, x; :=bl y t := 5 obtenemos

1 1 1 1
In (—ap—i— —bq> >—lna’ + -Inb? =Ina+Inb = In(ab)
b q b q

y, como el logaritmo natural es una funcién creciente, concluimos que

1 1
ab < —aP + —-b1.
p q

Esta es la desigualdad deseada. m
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Aplicaremos la desigualdad de Young? para demostrar la desiguladad de Holder?.

Proposicién 2.12 (Desigualdad de Hélder en R™) Sean p,q € (1,00) tales que
%4— % = 1. Entonces, para cualesquiera x = (T1,...,Tn), ¥ = (Y1, ..., yn) € R™ se cumple
que

1 1
n n ) n q
S ol < (S lo) (L)
k=1 k=1 k=1
es decir,

lzyll, < ll=ll, [[vll,
donde xy := (T1Y1, -y Tnln)-

Demostracion: La afirmacion es trivial si z = 0 o si y = 0. Supongamos pues que
ambos son distintos de cero. Aplicando la desigualdad de Young a

il |kl

Ay ‘= 77— k= T

], Iyl
obtenemos » .
| T x| L, 1 || Y|

= |agby| < =a} + -b] = 5 7
2, lyll, P g " plzly, allyll

Sumando todas estas desigualdades para k = 1, ...,n, obtenemos

EP ||y|| <Z'W’“'> < z;mlp(Z“p) ||y||Q<Z'y’“'q>
= —+-=1
p q

Multiplicando ambos lados por ||z||, [|ly||, obtenemos la desigualdad deseada. m

Estamos listos para demostrar el siguiente resultado.

Proposicién 2.13 Para cada p € [1,00], la funcion |||, : R* — R definida en (2.2)
es una norma en R™.

2William Henry Young (1863-1942) naci6é en Londres, Inglaterra. Estudié Mateméticas en la Univer-
sidad de Cambridge. Decidié dedicarse a la investigacién por influencia de su mujer, Grace Chisholm,
quien habia sido discipula de Felix Klein en Géttingen. Juntos formaron una pareja matemética desta-
cada. Young fue profesor en diversas universidades incluyendo la de Lausanne, ciudad en la que murié.

30tto Ludwig Holder (1859-1937) nacié en Stuttgart, Alemania. Estudié en las universidades de
Stuttgart y Berlin, donde fue estudiante de Kronecker, Weierstrass y Kummer. Obtuvo el doctorado
en la Universidad de Tiibingen en 1882 bajo la direccién de Paul du Bois-Reymond. Descubrié la
desigualdad que lleva su nombre en 1884, cuando trabajaba en la convergencia de series de Fourier.
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Demostracion: Es sencillo ver que ||-[|, cumple las propiedades (N1) y (N2). Demostremos
la propiedad (N3), es decir, que para todo p € [1, 00| se cumple que

lz+yll, < [lzll, + lyll, VvzyeR" (2.3)

Para p = oo esta desigualdad es consequencia inmediata de la desigualdad del tridngulo
para nimeros reales [Ejercicio 2.33]. El caso p = 1 se probé en el Ejemplo 2.5.
Consideremos el caso p € (1, 00). La afirmacion es trivial si z = 0. Supongamos pues que
x # 0y apliquemos la desigualdad de Holder a z y ((|z1|+y1])?7, ..., (J@n] + |yal)PH).
Observando que ¢ = p%l obtenemos

1

3ol ol + ol < (z (el + |yk|>p) ,

Andlogamente,

Q=

n

S el (el + P < o, (z (Ja] + rym)

k=1

Sumando las dos desigualdades anteriores obtenemos

ol + el < (el + Dol ) (0l + |yk|>p)é

Dividiendo ambos lados de esta desigualdad entre

IS

(£ ol + lnl)

k=1

y usando la desigualdad del tridngulo para nimeros reales |z + yx| < |zx| + |ykl,
obtenemos

1
n P n
o+ il = (z - +yk|p) < (kzlum ; mop) < llzll, + o1l

que es la desigualdad deseada. m

Notacién 2.14 Con el fin de distinguir cudl de todas estas normas estamos consideran-
do, usaremos la notacion

RZ = (R", ”'Hp)? p € [1,00],
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para designar al espacio R™ con la norma |[|-||,. Escribiremos simplemente R™ en vez
de RY para designar a R" con la norma usual, a la que denotaremos simplemente por

lz| == /a2 + -+ 22.

Nota que las métricas dy,ds v d,, consideradas en los Ejemplos 2.4 al 2.6 son las
inducidas por las normas |||, , ||| v |||, ; respectivamente.

Consideremos ahora espacios de sucesiones. Las sucesiones de nimeros reales se
pueden sumar y multiplicar por escalares término a término, es decir, si z = (xy) y
y = (yx) son sucesiones de nimeros reales y A € R, se definen

r+y = (Tp + yp) y Az = (Axzy,).

Con estas operaciones el conjunto de todas las sucesiones de niimeros reales es un espacio
vectorial. Para espacios de sucesiones adecuados podemos definir normas anélogas a las
definidas para R".

Proposicién 2.15 (a) Dada p € [1,00), consideremos el conjunto ¢, de todas las suce-
siones (xy) de nimeros reales tales que la serie

o0

>kl

k=1

converge. Entonces (), es un espacio vectorial y la funcion

laoll, = (£ |:ck|p)’l’

es una norma en .
(b) El conjunto o, de todas las sucesiones acotadas de nimeros reales (xy) es un espacio
vectorial y la funcion

(7)o := sup |z
k>1

es una norma en .
Demostracion: Es sencillo ver que Az € ¢, paratodax € £, A € Ry que ||-||, cumple
las propiedades (N1) y (N2) [Ejercicio 2.39]. Probaremos a continuacién que z +y € ¢,

si 2,y € £, y que [|-||, cample la propiedad (N3). Sean p € [1,00) y (z1), (yr) € £,
Como la norma ||-[|, en R™ satisface la propiedad (N3), se tiene que

(£ 1o +ykrp)‘17 < (s mr”)‘lﬁ " (kil\yk\p)’l’ <l@ol, + 1wl
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o0
para todo n € N. En consecuencia, la serie Y |7y + yx|” converge y se cumple que
k=1

o+ w)ll, = (f: 22 +yw)” < @l + Nl -

El caso p = 0o se prob6 en el Ejemplo 2.7. m

Si p € [1,00) la propiedad (N3) en ¢, se llama la desigualdad de Minkowski
para series. Nota que las métricas d; y d., consideradas en los Ejemplos 2.8 y 2.7 son
las inducidas por las normas [|-||; v ||-||., que acabamos de definir.

No cualquier métrica en un espacio vectorial estd inducida por una norma. De hecho,
a cualquier conjunto le podemos dar la métrica siguiente.

Ejemplo 2.16 Sea X un conjunto arbitrario. La funcion

0 six=y,
ddisc($7y) = { 1 Si T 7& y

es una métrica en X, llamada la métrica discreta. El espacio Xgise := (X, dgisc) S€
llama un espacio discreto.

Es sencillo comprobar que en un espacio vectorial no trivial ninguna norma induce
la métrica discreta [Ejercicio 2.38].
2.3. Espacios de funciones

Denotemos por C°[a,b] al conjunto de todas las funciones continuas f : [a,b] — R.
La suma de funciones y el producto de una funcién por un escalar, definidos como

(f +9)(@) = f(@) +g(2), (Af)(z) =Af(x), para fg€C’a,b], NER,

le dan a C°[a,b] la estructura de espacio vectorial. Dada una funcién continua f :
[a,b] — R definimos

171, - (/ e rpdx) sip e [1,00),

[flle = =max{|f(2)|:a <z <b}. (2.4)

Proposicién 2.17 Para cada p € [1,00] la funcion |||, : C°[a,b] — R es una norma.
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Demostracion: Si p = oo la demostracién es sencilla. Consideremos el caso p €
[1,00). Como |f(x)[” es una funcién continua y no negativa, se tiene que

b
Hﬂ§:/°umwwx=0¢:meP=OVxemmy

En consecuencia, || f||, = 0siy solo si f = 0. Esto demuestra (N1). La propiedad (N2)
es consecuencia inmediata de la linealidad de la integral. La propiedad (N3) se conoce
como la desigualdad de Minkowski para integrales y la demostraremos a continuacién
(Proposicién 2.19). m

Empezaremos probando la desigualdad de Holder para integrales. Su demostracién
es andloga a la correspondiente para R™.

Proposicién 2.18 (Desigualdad de Hélder para integrales) Sean p,q € (1,00)
tales que %4—% = 1. Entonces, para cualquier par de funciones continuas f, g : [a,b] — R

se cumple que
LWf@M@des([fuumwm);(Lﬂgmﬂﬂm){

1Fglly < 171, [lgll, -

Demostracion: La afirmacién es trivial si f = 0 o si ¢ = 0. Supongamos pues que
ambas funciones son distintas de cero. Para cada = € [a, b], definimos nimeros reales

positivos
|/ ()] p . 19(@)]

Qp = y by = .
11, gl

Aplicando la desigualdad de Young (Lema 2.11) obtenemos

F@I@] _ 1y < Ly Ly @D
¢ Pl

L£11, gl p
e integrando ambos lados de esta desigualdad obtenemos

L/ @g@lde _ [ @ de [ lg@)'de 1 1

1A gl = pIAL q|lgllg Poq

es decir,

lg()[*

qllglly”

_|_

Finalmente, multiplicando ambos lados por | f]|, [|g]|, obtenemos la desigualdad desea-
da. m
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Es facil ver que también vale la desigualdad de Holder

1£glly < WIf1l Mgl

[Ejercicio 2.45]. A partir de la desigualdad de Holder se obtiene la desigualdad de
Minkowski®.

Proposicién 2.19 (Desigualdad de Minkowski para integrales) Sea p € [1, x0].
Entonces,

1f +gll, < I1£1, +llgll, V.9 €Ca,bl.

Demostracion: Los casos p = 1,00 se dejan como ejercicio [Ejercicio 2.44].
Sea p € (1,00). Si f = 0 la afirmacién es inmediata. Supongamos pues que f # 0.
Sea h(z) := (|f(x)| + |g(z)])P~'. Aplicando la desigualdad de Holder para integrales
(Proposicién 2.18) a las funciones f, h, y g, h respectivamente, obtenemos

[ i)+ @ < i, ( /ab(\f(x)|+lg(r)|)p>;7

[ @1 1@+l < ol ( /ab<|f<x>|+|g<x>r>p)é,

y sumando estas desigualdades concluimos que

1

[ 1@+ lawieas < (151, 1al,) { [ 51+ onr)’

Dividiendo ambos lados de esta desigualdad entre

([arn+ |g<x>|>p)é

y usando la desigualdad del tridngulo para nimeros reales | f(z) + g(x)| < |f(z)|+]g(z)]
y la monotonfa de la integral obtenemos

I+l = ( / @) +g<x>|pdx); < ( / @)+ |g<a:>|>f”cza:)’i <71, + lgl,

como afirma el enunciado. =

*Hermann Minkowski (1864-1909) nacié en Lituania, entonces parte del Imperio Ruso. Realizé el
doctorado en 1885 en la Universidad Albertina de Konigsberg bajo la direccién de Ferdinand von
Lindemann. Fue profesor en la ETH de Ziirich y en la Universidad de Gottingen, ciudad en la que
murié.



2.3. ESPACIOS DE FUNCIONES 19

Notacién 2.20 Con el fin de distinguir cudl de todas estas normas estamos consideran-
do, usaremos la notacion

Cg[% b] == (Co[avb]v HHp)? p € [1,00],

para designar al espacio de las funciones continuas f : [a,b] — R con la norma [|-[|,, .
Como veremos mdas adelante, la norma mds adecuada en el espacio de funciones con-
tinuas C°la,b] es la norma ||-|| . Por ello, escribiremos simplemente

Co[a7 b] = (Co[avb]’ HHoo)

Observemos que la distancia || f — g entre dos funciones continuas f y g es pe-
quefia si sus graficas estdn cerca la una de la otra, mientras que la distancia || f — g||, es
pequena si el drea de la regién delimitada por sus gréficas es pequena. Asi, dos funciones
continuas pueden estar muy cerca segtin la norma |-||, y muy lejos segtn la norma ||-|| .,
como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.21 Consideremos las funciones fy : [0,1] — R dadas por

1—kr si0<z<i
_ = = k>
f’“(x){o sil<a<l.

Entonces || fxll, = 1 para toda k € N, mientras que || fx|, = 5.

y = fa(z) y = fs(z)

FEs decir, segun la norma |||, todas las funciones f, distan exzactamente 1 de la funcion
constante igual a 0, mientras que, segun la norma ||-||, , dichas funciones se acercan cada
vez mds a la funcion 0 conforme k crece.

Las normas definidas en esta seccién satisfacen las siguientes relaciones.
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Proposicién 2.22 Para toda f € C%a,b] se cumple que

r—s

I, < (b-a)
Il < (b-a)

fll, V1<s<r<oo,
fll, V1<s<oc.

Demostracion: Sil < s < r < oo, aplicando la desigualdad de Holder (Proposicién

2.18) con p = L~y ¢ = £ a la funcién constante con valor 1 y a la funcién |f|’

obtenemos que
/ab|f<as>|8dx < (/:dx)rzs(/ﬂf(as)rdx):
— -0 (/ab|f<x>|7"dx)i-

Elevando ambos lados a la potencia % obtenemos la primera desigualdad. La segunda
desigualdad es sencilla y se deja como ejercicio. m

2.4. El espacio de funciones acotadas

El siguiente ejemplo juega un papel importante en muchas aplicaciones, algunas de
las cuales se veran mds adelante.
Sea S un conjunto y sea X = (X, d) un espacio métrico.

Definicién 2.23 Una funcion f : S — X es acotada si exvisten ¢ € R y g € X tales
que
d(f(2),0) <c Vzebs.

Denotamos por
B(S,X):={f:5— X: f esacotada}

y definimos

dos ([, 9) :=supd(f(2),9(2)).

z€S

Proposicién 2.24 d,, es una métrica en B(S, X). Esta métrica se llama la métrica
uniforme.



2.5. SUBESPACIOS METRICOS E ISOMETRIAS 21

Demostracion: Veamos primero que, si f,g € B(S, X), entonces d(f, g) € R. Sean
xo,r1 € X y ¢g,c1 € R tales que

d(f(z),x0) <co v d(g(z),z1) <cy VzeS.
Como d satisface (M3) se tiene que
d(f(2),9(2)) <d(f(z),m0) + d(xo, 1) + d(x1,9(2)) < ¢ + d(zg,21) + 1 Vz € S.

En consecuencia, d(f,g) € R. Probemos ahora que d, es una métrica para B(S, X).
Como d satisface (M1) se tiene que

dos(f,9) =0 d(f(2),9(2)) =0 Vz € 5 f(z) = g(2) Vz€5,

es decir, d, satisface (M1). La propiedad (M2) para d., se sigue inmediatamente de la
misma propiedad para d. Sean f, g, h € B(S, X). La propiedad (M3) de d implica que

d(f(2),9(2)) <d(f(2), h(z)) + d(h(2), 9(2)) < doo(f, h) + doo(hy g) Yz E€S.

En consecuencia,

es decir, dn, satisface (M3). m

Si V' es un espacio vectorial, entonces el conjunto de todas las funciones de S a V'
es un espacio vectorial con las operaciones dadas por

(f+9)(z) = f(z)+9(2),  (AN)Z):=Af(2).

Si V es un espacio normado con norma ||-|| . entonces

[/l == sup [[£(2)]]
zeS

es una norma en B(S, V). La demostracién de estas afirmaciones es un ejercicio sencillo
[Ejercicio 2.50]. Esta norma se llama la norma uniforme.

2.5. Subespacios métricos e isometrias

Los subconjuntos de un espacios métrico heredan su métrica.
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Definicién 2.25 Si X = (X,d) es un espacio métrico y A es un subconjunto de X
definimos

dA($7y) = d([l),y) vxvyeA'

Esta es claramente una métrica en A, que se llama la métrica inducida por d. Al
conjunto A con esta métrica se le llama un subespacio métrico de X.

Nota que toda funcién continua f : [a,b] — R™ es acotada. En particular, C°[a,b] C
B([a,b],R). La norma definida en (2.4) coincide con la norma inducida en C°[a, b] por
la norma uniforme de B(|a, b],R).

Veamos otros ejemplos.

Ejemplo 2.26 Si X es un subconjunto de R™ yp,q € X, el conjunto 7, ,(X) de todas
las trayectorias de p a q en X, definido en la seccion anterior, es un subconjunto de
B([0,1],R™). Ast que T, ,(X) resulta ser un espacio métrico con la métrica inducida por
la métrica uniforme de B([0,1],R™).

A un subconjunto de un espacio métrico se le pueden por supuesto dar otras métri-
cas, distintas de la inducida. Una métrica muy natural sobre la esfera es la siguiente.

Ejemplo 2.27 Sean S"7':= {zx € R": ||z|| = 1} la esfera unitaria en R" y z,y €
S"L. Consideremos el conjunto T, ,(S"') de todas las trayectorias de x a y en S™ .
Definimos

d(z,y) :=inf{L(o) : 0 € '];,y(S”_l)},

donde £(o) es la longitud de la trayectoria o. Esta es una métrica en S" ', distinta de
la métrica inducida por la métrica usual de R™.

La demostracion de estas afirmaciones se deja como ejercicio [Ejercicio 2.55].
Desde el punto de vista geométrico dos espacios métricos se consideran iguales si
existe una biyeccién entre ellos que preserva distancias.

Definicién 2.28 Sean X = (X,dx) yY = (Y,dy) dos espacios métricos. Una funcion
¢: X —Y es una tsometria si

dy (p(x1), ¢(22)) = dx (21, 22) Vai, 129 € X.

Por ejemplo, si a un subconjunto A de un espacio métrico de X le damos la métrica
inducida, entonces la inclusién ¢ : A — X es una isometria. Por otra parte, observemos
que toda isometria es inyectiva. En efecto, si ¢(x1) = ¢(x2) entonces dx (1, x2) =
dy (¢(x1), ¢(x2)) = 0y, en consecuencia, x; = x2. Asi pues, una isometria ¢ : X — Y
nos permite identificar a X con el subespacio métrico ¢(X) := {¢(z) : v € X} de Y.
Veamos algunos ejemplos.
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Ejemplo 2.29 Para cada p € [1, 0], la funcion
L:iRY — £, vz, ..xy) = (21,..22,, 0,0, ...),

es una 1sometria. Es decir, podemos identificar a R con el subespacio de £, que consiste
de las sucesiones x = () tales que x = 0 para k > n.

Ejemplo 2.30 La identidad
id : C3,[0,1] — €7[0, 1], id(f) = f,

no es una isometria. En efecto, la funcion fi del Ejemplo 2.21 satisface

1
o = el 7 Il fello = 1,

es decir, la distancia de fi a la funcion constante 0 segin la métrica inducida por la

norma ||-||; es 5=, mientras que su distancia segin la métrica inducida por ||-|| ., es 1.

2.6. Ejercicios

Ejercicio 2.31 Sea X = (X,d) un espacio métrico. Prueba que, para cualesquiera
w,x,y,z € X, se cumple que

|d(w, z) — d(y, 2)| < d(w,y) + d(z, 2).

Ejercicio 2.32 (a) Demuestra que la distancia usual en R, definida en el Ejemplo 2.3,
es una métrica.
(b) Demuestra que la distancia usual en R™, definida en el Ejemplo 2.4, es una métrica.

Ejercicio 2.33 Prueba que x| = max{|z1|,..., |z,|} donde v = (x1,...,x,) € R",
es una norma en R".

Ejercicio 2.34 ;FEs la funcion p: R" — R, dada por p(x) := min {|zq|, ..., |z,|}, una
norma en R"? Justifica tu afirmacion.

Ejercicio 2.35 Sea (V,||-||) un espacio normado. Prueba que la funcion d(v,w) :=
|lv — w|| es una métrica en V.

Ejercicio 2.36 Describe los conjuntos B,(0,1) := {z € R* : [lz[|, < 1} para p =
1,2,00. Haz un dibujo de cada uno de ellos.
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Ejercicio 2.37 Describe los conjuntos

BdiSC(O? 1) -z {iE S R2 : ddisc(xao) < 1}7
BdiSC(O’ ]‘) L= {l’ € Rz : ddisc($a0) < 1}7

donde dgs. es la métrica discreta en R2.

Ejercicio 2.38 Sea V' un espacio vectorial distinto de {0}. Prueba que no existe ningu-
na norma en V que induzca la métrica discreta, es decir, no existe ninguna norma en
V' tal que

v — w|| = 0 siv=w,
11 siv#w.

Ejercicio 2.39 Prueba que, para cadap € [1,00], la funcion ||-||, definida en la Proposi-
cién 2.15 satisface:

(N1) |lz[l, = 0 siy sdlo siz =0 en £,

(N2) Siz = () €, y A €R, entonces \x = (A\xg) € £, y || Az, = [A] [[z]],, -

Ejercicio 2.40 Prueba que, para toda v € R™,

(@) e, < el
(b) |all, <n'=
(c) |all, < n?

st 1 <s<r<oo,
zl|, si 1<s<r<oo,
zll, st 1<s<o0.

(Sugerencia: Para probar la segunda desigualdad aplica la desigualdad de Holder a los
vectores (1,...,1) y (|z1]°, ..., |2zn|") conp = -y g =1).

Ejercicio 2.41 (Desigualdad de Hoélder para series) Prueba que, sip,q € (1,00),
% + % =1, (zx) € 4, y (yx) € ¢, entonces vy := (xpyx) € {1 y

1 1
q

o] o] P o]

Z [zkyr| < (Z |$k|p) (Z |yk|q> ;

k=1 k=1 k=1
es decir,

lzylly < llfl, [lyll, -
Ejercicio 2.42 (a) Prueba que, si 1 < s < r < oo, entonces
bsClpy Ls#C y |zl < |lzfl, Vel

(b) Prueba ademds que, si x € ¢, para alguna 1 < p < oo, entonces

el = lim Jo]l,
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Ejercicio 2.43 Muestra que la desigualdad de Minkowski en R™ no se cumple st p = %

Ejercicio 2.44 Prueba que todo par de funciones continuas f,g : [a,b] — R satisfacen
las siguientes desigualdades:

/ab|f<:v>+g<:v>!d:c < /ab|f(x)]dx+/ab\g(x)|dx’

’

méx | f(z) + g(z)] < mdx [f(z)| + mdx [g(z)].
z€la,b] z€a,b] z€la,b]

Ejercicio 2.45 Prueba que las desigualdades de Holder para sumas, para series y para
integrales siguen siendo vdlidas si p =1 y q = 0o, es decir,
(a) Si (x1,...,x0), (Y1, Yn) € R™ entonces

< i .
3 foinl = (Sl ) s )

(b) Si (xx) € l1, (yx) € Lo entonces (xrpyi) € €1 Yy

3 rasnl < (fj w) (suplonl).

k=1 k=1

(c) Si f,q:[a,b] = R son funciones continuas, entonces

[ 1w < ([ 15w (s o).

Ejercicio 2.46 Da un ejemplo de una sucesion de funciones continuas fy : [0,1] — R
tales que || fxll, = 1 para toda k € N, y || fx|l,, — o00. Concluye que no eziste ninguna
constante ¢ € R tal que

Iflloe < cllfll, — ¥feCo,1].

¢FEs posible construir una sucesion de funciones continuas gy : [0,1] — R tales que
gkl =1 para toda k € N, y ||gk||, — 0o? Justifica tu respuesta.

Ejercicio 2.47 Sea fi, : [0,1] — R, la funcion

1—kr si0<zx<i
_ = = >
f’f(x)_{o si%<x§1.

Para cada p € [1,00) y k € N calcula

il = ([ 1sora) "
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Ejercicio 2.48 Demuestra si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:
(a) Sip,r € [l,00] yp<r, entonces existe una constante ¢ > 0 tal que

Ifll, <cllfll, para toda f € c°0, 1].
(b) Si p,r € [1,00] y p>r, entonces existe una constante ¢ > 0 tal que
1fll, <cllfll, para toda f € c°0, 1].
(Sugerencia: Usa el Ejercicio 2.47.)

Ejercicio 2.49 Sea C"[a,b] el conjunto de las funciones f : [a,b] — R que son r-
veces continuamente diferenciables en |a,b|, es decir, tales que todas sus derivadas
f'of" ..., f7) hasta la de orden r existen en (a,b) y son continuas en [a,b]. Para cada
p € [1, 00| definimos

1 p o= WA, + 1, -+ L] -
Prueba que Cyla,b] = (C[a, b, ||-|l,,,) es un espacio normado.

Ejercicio 2.50 Sean S un conjunto y V= (V,||-||) un espacio normado. Prueba que
B(S, V) es un espacio vectorial con las operaciones dadas por

(f+9)(z) = [(z) +g(2), (Af)(z) = Af(2),
f,g€B(S, V), A€ R, y que

[f1loo == sup [ £ (2)]
zeS

es una norma en B(S,V).

Ejercicio 2.51 Sean X = (X,dx) y Y = (Y,dy) espacios métricos. Consideremos el
producto cartesiano
XxY ={(r,y):zeX, yeY}.

Dados (z1,91), (22,92) € X x Y, definimos

dp((xb?ﬂ)’(x??yQ)) : :(dX{mbx?)p+dY(y1;y2)p)1/p SiPE[LOO)’
doo((z1,81), (22,92)) + = méx{dx (21, 22),dy (y1,92)} -

(a) Prueba d, es una métrica en X XY para todo p € [1,00].
(b) Prueba que, para cualquiera de estas métricas y para cualquier yo € Y, la inclusion

t: X = X xY, o(z):=(z,9)

es una 1sometria.
(c) ¢Es la proyeccion
T XxY—-X, 7wy =z

una isometria?
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Ejercicio 2.52 Prueba que, si ¢ : X — Y es una isometria y es biyectiva, entonces su
inversa ¢ ' Y — X es una isometria.

Ejercicio 2.53 ;Cudles de las siguientes funciones son isometrias y cudles no? Justi-
fica tu afirmacion.

(a) La identidad id : R2 — R?, id(z) =z, conp#r.

(b) La identidad id : CO[O 1] — CO[O 1], zd(f) =f, conp#r.

(¢) La inclusion  : Cl[O 1] = C900,1], «(f) =

(d) La inclusion «: C2[0,1] — B([0,1],R), L(f) = f.

(e) La funcion ¢ : B(N,R) — loo, ¢(f) = (f(F)).

Ejercicio 2.54 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita y sea {ei,...,e,} una
base de V. Dado v € V lo expresamos como v =Y . x;e; con x; € R, y definimos

" 1/2
ol = (zﬁ) |
=1

Demuestra las siguientes afirmaciones:
(a) |||, es una norma en V.
(b) Si le damos a V' la norma ||-||, , la funcion ¢ : R* — V|

o(z1, .y g Ti€;,

es una tsometria lineal y biyectiva.

Ejercicio 2.55 Sean X C R", z,y € X y T, ,(X) el conjunto de todas las trayectorias
de x ay en X. Definimos

d(z,y) == mf{L(0) : 0 € T, ,(X)},

donde £(c) es la longitud de la trayectoria o, definida en el Capitulo 1.

(a) Prueba que, si para cada x,y € X existe 04, € T, ,(X) con £(0,,) < 0o, entonces
d es una métrica en X.

(b) sEn cudles de los siguientes ejemplos coincide esta métrica con la inducida por la
métrica usual de R™? Justifica tu afirmacion.

(b.1) X =R,

(0.2) X =B" :={x € R" : ||z|| <1},

(0.3) X ={z € B" : z # 0},

(b.4) X ={z €B":a ¢ D}, donde D :={(21, ..., 2p—1,0) € R" 1 aF +-- -+ 22 _; < 1},
(b.5) X =S"t:={z eR": ||z| = 1}.
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Capitulo 3

Continuidad

A principios del siglo XIX Augustin Louis Cauchy y Bernard Bolzano dieron, de
manera independiente, una definicién de continuidad. Llamaron continua a una funcién
que tomaba valores arbitrariamente cercanos para valores suficientemente cercanos de
la variable. Esta definicion es exacta pero imprecisa. La definicién usual hoy en dia, en
términos de ¢’s y ¢’s, fue introducida por Karl Weierstrass' a finales del siglo XIX.

-"E'I-"l"'u:u:{'.-n-__-"
"

Karl Weierstrass

La nocién de continuidad de una funcién entre espacios métricos es formalmente

'Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897) nacié en Ostenfelde, Westfalia (actualmente Ale-
mania) y murié en Berlin. Estudié matematicas en la Universidad de Miinster. Ademds de sus prolificas
investigaciones, fue profesor en la Universidad de Berlin y tuvo entre sus discipulos a Georg Cantor,
Ferdinand Georg Frobenius, Wilhelm Killing, Leo Kénigsberger, Carl Runge y Sofia Kovalévskaya. Lla-
mado el padre del andlisis moderno, Weierstrass dio las definiciones de continuidad, limite y derivada
de una funcién, que contindan vigentes hoy en dia.

29
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idéntica a la de continuidad de una funcién entre espacios euclidianos que ya conocemos.
En este capitulo estudiaremos este concepto y daremos varias caracterizaciones de la
continuidad.

3.1. Definiciones y ejemplos

Sean X = (X,dx) y Y = (Y,dy) espacios métricos.

Definicién 3.1 Una funcion ¢ : X — Y es continua en el punto xq € X si, dada
e >0, existe § > 0 (que depende de x¢ y de ) tal que

dy (¢(z), p(xo)) < e sidx(z,xg) <9.
Decimos que ¢ es continua si lo es en todo punto de X.

La continuidad de ¢ depende de las métricas que estamos considerando en X y Y.
Para hacer énfasis en ello usaremos en ocasiones la notacién

¢ : (X7 dX) - (Y’ dY)
en vez de ¢ : X — Y. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 3.2 La identidad id : R} — R} es una funcion continua para cualesquiera
p,1 € [1,00].

Demostracion: Observa que (max {a;,...,a" )" = max{a,...,a,} para todos
r € [1,00] y ai,...,a, > 0. En consecuencia, para cualesquiera p,r € [l,00) y z =
(1,...,2,) € R" se tiene que
N 1/r 1/r
lal. = (Sha) < (nmix bl ) =0t mix ol =0t ol
i=1 i=1,...,n i=1,...,n
1/p n 1/p
ol = i fol = (i lap) < (Elo?) =l (3.)
i=1,...,n i=1,...n i=1

De ambas desigualdades concluimos que
|z, <n'"zll, VzreR", pello0], re€[l,00). (3.2)

Dados 79 € R" y ¢ > 0 definimos 6§ := n~ /"¢ sir € [1,00) 0 0 := ¢ si 7 = co. De las
desigualdades anteriores se sigue que

|z =0l <e si|lz—ml,<d.

Esto prueba que id : R — R es continua. m
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Ejemplo 3.3 La identidad id : C2[0,1] — C?[0,1] es continua, mientras que la iden-
tidad id : C[0,1] — C2[0,1] no lo es.

Demostracion: Por la Proposicion 2.22,

Ifll < Wfll  ¥F €C%0,1].

En consecuencia, dadas fo € C°[0,1] y € > 0, para  := ¢ se cumple que

1f = folly <c st llf = follo <.

Esto prueba que id : C2 [0, 1] — C?[0, 1] es continua.

Denotemos por 0 a la funcién constante con valor 0 en [0, 1]. Probaremos que id :
C?00,1] — €2 [0, 1] no es continua en 0 (de hecho no lo es en ningtin punto de C°[0, 1]).
Sea € := 1. Afirmamos que para cualquier § > 0 existe g5 € C°[0,1] tal que ||gsl, <&y
lgsllo, =1 > €. En efecto, la funcién

(z) = 1—%x si0 <z <9,
99\ =9 0 sid<az<l,

tiene estas propiedades.

Y= 91/4(1‘)
Por tanto, la identidad id : C9[0,1] — C2.[0, 1] no es continua en 0. =

Definicién 3.4 Una funcion ¢ : X — Y es un homeomorfismo si ¢ es continua y
biyectiva y su inversa ¢+ Y — X es continua. Se dice que X yY son homeomorfos
st existe un homeomorfismo entre ellos.

Los ejemplos anteriores afirman que id : R — R} es un homeomorfismo para
cualesquiera p,r € [1, c0|, mientras que id : C2 [a,b] — C?[a,b] no lo es.
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Proposicion 3.5 Sean ¢: X — Y yp:Y — Z funciones entre espacios métricos.
(a) Si ¢ y 1 son continuas entonces la composicion o ¢ : X — Z es continua.

(b) Si ¢ es un homeomorfismo, entonces 1 es continua si y sélo si o ¢ es continua.
(c) Si 1 es un homeomorfismo, entonces ¢ es continua si y sélo si 1o ¢ es continua.

Demostracion: (a) Sean xg € X y € > 0. Como 1) es continua en gy := ¢(z9), existe
v > 0 tal que

dz(P(y), ¥(yo)) < e si dy(y,y0) <.

Y, como ¢ es continua en 1z, existe 6 > 0 tal que

dy (p(x), d(x0)) <y si dx(x,x9) <.

En consecuencia,

dz(Y(¢(2)), ¥(B(20))) <& sidx(z,z0) <.

Es decir, Y o ¢ : X — Z es continua.
(b) Si ¢ es un homeomorfismo, de la afirmacién (a) se sigue que 1 o ¢ es continua si y
s6lo si (Yo @) opt =1 lo es.

(c) Anslogamente, si ¢ es un homeomorfismo, entonces 1) o ¢ es continua si y sélo si

¢ (bog)=gloes. m

La proposicién anterior nos permite concluir que f : R" — R™ es continua si y sélo
si f: R} — R es continua para cualesquiera p,r € [1,00] [Ejercicio 3.37].

Algunas propiedades importantes de los espacios métricos, como la completitud (que
estudiaremos mds adelante), no se preservan bajo homeomorfismos. Por ello conviene
introducir los siguientes conceptos.

Definicién 3.6 Una funcion ¢ : X — Y es Lipschitz continua, si existe ¢ > 0 tal
que

dy (¢(x),0(y)) < cdx(z,y) Vr,ye X.

A ¢ se le llama una constante de Lipschitz para ¢.
Diremos que ¢ es una equivalencia si ¢ es Lipschitz continua y biyectiva y su inversa
o' Y — X es Lipschitz continua.

Esta nocién es mas fuerte que la de continuidad.

Proposicion 3.7 Si ¢ es Lipschitz continua entonces ¢ es continua.
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Demostracion: Sea ¢ > 0 una constante de Lipschitz para ¢. Entonces, dada ¢ > 0,
para ¢ := £ > 0 se cumple que

dy (¢(z), p(x0)) < e sidx(x,z) <.

Por tanto, ¢ es continua. m

Nota que en este caso 0 no depende del punto zy € X. El inverso no es cierto en
general, es decir, no toda funcién continua es Lipschitz continua [Ejercicio 3.44].

Definicién 3.8 Dos métricas di y ds en un conjunto X son equivalentes si la identi-
dad id : (X,dy) — (X, dz) es una equivalencia, es decir, si existen constantes ¢y, cy > 0
tales que

Cld?(xay) §d1($,y) §C2d2(x>y) VZC,yEX.

Andlogamente, dos normas |||, y |||, en un espacio vectorial V son equivalentes si
las métricas inducidas son equivalentes, es decir, si existen constantes ci,co > 0 tales
que

a ol < lvfly < ez flvfl,  VveV

Las desigualdades (3.2) y (3.1) muestran que [|-||, y |||, son normas equivalentes
en R™ para cualesquiera p,r € [1, 00|, mientras que el Ejemplo 3.3 muestra que |||,
¥ ||/l no son normas equivalentes en C°[0, 1]. De hecho, [|-||, y [|-[|, no son normas
equivalentes en C°[a, b] para ningtin par 1 < p < r < oo [Ejercicio 3.46].

La siguiente nocién nos permite visualizar el concepto de continuidad.

Definicién 3.9 Sean X = (X,dx) un espacio métrico, xty € X y e > 0. La bola
abierta en X con centro en xg y radio € es el conjunto

Bx(xg,e) :={r € X : dx(x,x9) < e}.
Dados un subconjunto A de X y una funcién ¢ : X — Y, denotamos por

O(A) :={o(x) €Y :x € A}

a la imagen de A bajo ¢. Con estos conceptos podemos reformular la definicién de
continuidad como sigue:
¢: X — Y es continua en el punto zy de X si, dada € > 0, existe 6 > 0 tal que

&(Bx (20,8)) C By(d(0), ). (3.3)
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Revisemos algunos de los ejemplos anteriores bajo esta nueva éptica.

Ejemplo 3.10 Denotemos por B,(xg,€) a la bola abierta en R} con centro en xy y
radio €.

B, 0. B,0.1) B (0)

De las desigualdades (3.1) y (3.2) se sigue que existe ¢ > 0 (que depende de n y ) tal
que
B,(xg,ce) C By(z9,e) Vp,r € [1,00].

De la caracterizacion (3.3) de la continuidad se sigue entonces que id : R} — R es un
homeomorfismo.

Ejemplo 3.11 Denotemos por By(fo,€) a la bola abierta en CJ[0,1] con centro en la
funcion continua fy : [0,1] — R y radio €. Si p = oo,

Buo(fo,€) = {f € C°10,1] : |[f(2) = fo(w)] <& Vax €[0,1]},

es decir, By (fo,€) es el conjunto de las funciones continuas cuya grifica estd contenida
en la franja {(z,y) e R? 1z € [0,1], |y — folz)] < e}

Por otra parte, si p =1,

Bi(fo,e) :=={g €C°[0,1] : /0 lg(x) — fo(x)| dx < £}
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es el conjunto de las funciones continuas g tales que el drea de la region comprendida
entre las grdficas de g y fo es menor que €.

Resulta claro entonces que By (fo,€) C Bi(fo,e). Y también que, para toda € > 0
y toda 6 > 0, podemos encontrar una funcion continua g tal que g € Bi(fo,0) pero

9 ¢ Bo(fo,€)

/“ y=g(x)

a b

De la caracterizacion (3.3) de la continuidad se sigue que id : By (fo,€) — Bi(fo,€) es
continua y que id : By(fo,€) = Boo(fo,€) no lo es.

3.2. Conjuntos abiertos y conjuntos cerrados

Sea X = (X, d) un espacio métrico y sea A un subconjunto de X.

Definicién 3.12 Un punto x € X se llama un punto interior de A si existe € > 0 tal
que Bx(z,e) C A. El conjunto de todos los puntos interiores de A se llama el interior

de A en X y se denota intx(A), o simplemente int(A). Decimos que A es abierto en
X si A= int(A).

Observa que intx(A) C A. Veamos que la bola abierta es un abierto en este sentido.

Proposicién 3.13 En cualquier espacio métrico X = (X, d), la bola abierta
Bx(zo,¢) :={z € X : d(x,x0) < ¢}

con centro en xy y radio € es un subconjunto abierto de X.

Demostracion: Sea x € Bx(zg,e). Tomemos § := ¢ — d(z,z9) > 0. Para todo
z € Bx(x,0), se cumple que

d(z,x0) < d(z,x) + d(z,m9) < § + d(x,10) = €,
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es decir, z € Bx/(xg,¢). Por tanto, Bx(z,d) C Bx(x¢,¢) para todo x € Bx(zo,¢).

=X

Esto muestra que Bx(xg,¢) = int(Bx(zg,£)). m

Corolario 3.14 FEl interior int(A) de cualquier subconjunto A de X es abierto.

Demostracion: Sea x € int(A). Entonces existe ¢ > 0 tal que Bx(z,e) C A.
Probaremos ahora que Bx(z,¢) C intA. En efecto, por la Proposicién 3.13, para todo
z € Bx(x,¢) existe 0 > 0 tal que Bx(z,d) C Bx(x,¢) C A. Por tanto, z € intA. m

Es fécil ver que int(A) es el mayor subconjunto abierto de X contenido en A [Ejer-
cicio 3.62].

El que un subconjunto A de X sea abierto en X o no lo sea depende desde luego de
la métrica que le demos a X. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 3.15 El conjunto
A:={feC’0,1]:|f(x)] <1/2 Vx€]0,1]}

es abierto en C2 [0, 1], pero no es abierto en CY[0,1].

Demostracion: Observa que A = Beg 017(0,1/2). La Proposicién 3.13 asegura que
A es abierto en C2_ [0, 1].
Probaremos ahora que A no es abierto en C¥[0, 1]. Para cada 0 < § < 1 consideremos
la funcién

[ 1-3z si0<z <,
9(%) =1 ¢ sid<a<l.



3.2. CONJUNTOS ABIERTOS Y CONJUNTOS CERRADOS 37

Entonces ||gs||; = 2 v [|gs]|, = 1. Por tanto, g5 € Beojo,11(0,0), pero gs & A.

‘ d
U2 p-mmmmmmmmeeee

ly=g (0

Y2

Es decir, Beojo (0,9) no esté contenida en A para ningun 6 > 0. En consecuencia, la
funcién 0 no es un punto interior de A en C{[0,1]. =

De hecho, el conjunto A del ejemplo anterior tiene interior vacio en C7[0,1] [Ejercicio
3.57].

Definicién 3.16 Un punto z € X se llama un punto de contacto de A si Bx(x,e)N
A # 0 para toda € > 0. El conjunto de todos los puntos de contacto de A se llama la

cerradura de A en X y se denota ZX, o simplemente A. Decimos que A es cerrado
en X si A= A.

Nota que todo punto de A es punto de contacto de A, es decir, A C A.
Definicién 3.17 La bola cerrada en X con centro en xy y radio € es el conjunto
Bx(zg,€) :=={x € X : d(x,x0) < €}.
Proposicién 3.18 Bx(zg,¢) es un subconjunto cerrado de X.

_ Demostracion: Seax € Bx (o, €). Entonces, para todo § > 0, existe x5 € Bx(x, )N
Bx (xo,¢). De la desigualdad del tridngulo se sigue que

d(x,x0) < d(z,x5) +d(xs,z0) <d+e  V§>D0.

En consecuencia d(z, zy) < ¢, es decir, x € Bx(z,£). ®

Denotaremos por X \ A al complemento de A en X, es decir,
XNA={zreX z¢A}.

Los abiertos y los cerrados son duales en el siguiente sentido.
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Proposiciéon 3.19 Para cualquier subconjunto A de un espacio métrico X se cumple
que

XN A=int(X \ A).

En consecuencia, A es cerrado en X si y solo st X . A es abierto en X.

Demostracion: La primera afirmacion es inmediata. En efecto, z € int(X ~ A) siy
s6lo si existe € > 0 tal que By (z,¢) N A = (), es decir, si y sélo si 7 € X \ A.
En consecuencia, si A es cerrado, entonces X \ A = X \ A = int(X \ A), es decir, X \ A
es abierto. E inversamente, si X \ A es abierto, entonces X \ A = int(X N A) = X \ A
y, en consecuencia, A = A, es decir, A es cerrado. m

Corolario 3.20 La cerradura A de cualquier subconjunto A de X es cerrado en X.

Demostracion: Por el Corolario 3.14, sabemos que int(X \ A) es abierto en X. En
consecuencia, por la Proposicién 3.19, se tiene que A = X\ int(X \ A) es cerrado en
X. m

Es sencillo comprobar que A es el menor subconjunto cerrado de X que contiene a
A [Ejercicio 3.63].

Existen subconjuntos que no son ni abiertos ni cerrados. Por ejemplo, el intervalo
[a, b) no es ni abierto ni cerrado en R. Més atin, un subconjunto puede ser simultdnea-
mente abierto y cerrado como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.21 Todo subconjunto de un espacio métrico discreto Xgs. es abierto en
Xaise- En consecuencia, todo subconjunto de Xgis. es cerrado en X gse.

Demostracion: Observemos que, para cada punto x € X,

Buise(z,1) :={y € X : dgise(y, x) < 1} = {x}.

Para cualquier subconjunto A de X se tiene entonces que Bys.(z,1) C A para todo
x € A. Por tanto, A es abierto. De la Proposicién 3.19 se sigue que A también es
cerrado. m

En general no es cierto que la cerradura de una bola abierta sea la correspondiente
bola cerrada. Veamos un ejemplo.
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Ejemplo 3.22 Si Xy, es un espacio métrico discreto con al menos dos puntos en-
tonces, puesto que todos los subconjuntos de X ;s sSon cerrados, se tiene que

Bd’L‘SC<$7 1) - BdiSC(I7 1) - {«r} vx 6 X

Por otra parte, )
Bdisc(xa ]-) = {y e X: ddisc(yyx) < 1} = X.

Esto no ocurre en un espacio normado.

Proposicién 3.23 Si V. = (V,|[-||) es un espacio normado, entonces la cerradura
de la bola abierta B(vg,e) == {v eV :|lv—uw| <e} es la bola cerrada B(vg,e) =
{veV |v—u <e}.

_ Demostracion: Como B(ug,€) es cerrado y contiene a B(uy, €) se tiene que B(vg, €) C
B(vg, ¢) [Ejercicio 3.63].
Probaremos ahora que B(vg,e) C B(vo,¢). Es decir, probaremos que, para todo v €

B(vg,e) y § > 0, se cumple que B(v,d) N B(vg, e) # (). Sin perder generalidad podemos
tomar ¢ < 2¢. El punto

J
v(;::v—l—%(vo—v)ev

satisface
|vs — o] =

lvs = woll - =

Por tanto, vs € B(v,0) N B(vg,€). m

Daremos ahora una caracterizacion de la continuidad en términos de conjuntos abier-
tos y conjuntos cerrados. La imagen inversa de un subconjunto B de Y bajo la funcién
¢: X — Y es el conjunto

¢ ' (B) :={r € X : ¢(z) € B}.
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Proposicion 3.24 Sean X y Y espacios métricos, y sea ¢ : X — Y una funcion. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) p: X — Y es continua.

(b) 1 (U) es abierto en X para todo subconjunto abierto U de'Y.

(c) $*(C) es cerrada en X para todo subconjunto cerrado C deY .

Demostracion: (a) = (b): Sea U un subconjunto abierto de Y. Para cada z € ¢~ *(U)
tomemos ¢ > 0 tal que By (¢(z),e) C U. Como ¢ es continua, existe 6 > 0 tal que
¢(Bx(z,6)) C By(¢(z),e). Entonces Bx(x,0) C ¢ '(U). Esto prueba que ¢ '(U) es
abierto en X.

(b) = (a): Sean x € X y ¢ > 0. Como By(¢(z),e) es abierta en Y, se tiene que
¢ Y (By(¢(x),e)) es abierto en X. En particular, existe > 0 tal que By(x,6) C
¢ (By (¢(z),¢€)), es decir, ¢(Bx(x,0)) C By (p(z),e). Esto prueba que ¢ es continua
en x.

Observa que X \ ¢ '(B) = ¢ (Y \ B) para todo subconjunto B de Y. La equivalencia
entre (b) y (c) es consecuencia inmediata de la Proposicién 3.19. En efecto, si ¢ satisface
(b) y C es cerrado en Y, entonces Y . C' es abierto en Y. En consecuencia, ¢ (Y \.C) =
X N~ ¢ (O) es abierto en X y, por tanto ¢~ *(C) es cerrado en X. Esto prueba que (b)
= (c). La otra implicacién se demuestra de manera andloga. ®

Ejemplo 3.25 Cualquier funcion ¢ : Xgse — Y de un espacio métrico discreto a un
espacto métrico cualquiera Y es continua, ya que todo subconjunto de Xgs. es abierto
(ver Ejemplo 3.22).

Para finalizar esta seccién veamos algunas propiedades importantes de los abiertos.

Proposicién 3.26 En cualquier espacio métrico X = (X, d) se cumple lo siguiente.
(1) El conjunto vacio () es abierto en X.

(i) X es abierto en X.

(iii) La union \J,c; Us de cualquier familia {U; : i € I} de subconjuntos abiertos de X
es abierta en X.

(iv) La interseccion U NV de dos subconjuntos abiertos U yV de X es abierta en X.

Demostracion: (i) se cample por vacuidad: Todo punto de () es punto interior de (.
(i) Bx(x,e) C X para cualquier x € X y cualquier € > 0, es decir, cualquier z € X es
punto interior de X.

(i) Si x € |J,c; Ui entonces x € U;, para algtin iy € I y, como Uj, es abierto, existe
e > 0 tal que Bx(z,¢) C Uy, Pero entonces Bx(z,e) C J,; Us. Esto prueba que z €
int(U,e; Us) -
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(iv) Siz € UNV, como U y V son abiertos, existen £1,e5 > 0 tales que Bx(x,e1) C U
y Bx(z,e9) C V. Tomando ¢ := min{ey, &5} se tiene que Bx(z,e) C (U N V). Esto
prueba que z € int(UNV). m

Dado que los subconjuntos cerrados de X son los complementos de los abiertos, las
afirmaciones duales son ciertas para dichos subconjuntos [Ejercicio 3.61].

Las propiedades (i) a (iv) se usan como definicién de los “abiertos” de un espacio
topolégico. Como la continuidad se puede caracterizar en términos de abiertos (ver
Proposicién 3.24), los espacios topoldgicos son el &mbito natural para estudiar la con-
tinuidad. Sin embargo, como mencionamos antes, otras propiedades importantes de los
espacios métricos, como la completitud, no son propiedades topolégicas, es decir, no se
preservan bajo homeomorfismos.

3.3. Convergencia de sucesiones

Como ocurre en R", es posible dar una caracterizacién de la continuidad en términos
de sucesiones en un espacio métrico.

Definicién 3.27 Una sucesion en un espacio métrico X = (X,d) es una funcion
x: N — X. El valor de tal funcion en k se llama el k-ésimo término de la sucesion
y se denota por xzy, := x(k). La sucesion se denota por x = (xy).

Decimos que (xy) converge a un punto x € X si, dada ¢ > 0, existe kg € N tal que
d(zg,x) < € para todo k > ko. El punto x se llama el limite de la sucesion (xy).

Usaremos la notacién

ry — o en X, obien Ilim zp=ux,
k—o0

para decir que (z) converge a x en X. Observa que

ry —cren X <= d(zg,z)— 0enR.

Definicién 3.28 Una subsucesion de © = (xy) es la composicion de x con una fun-
cion estrictamente creciente k : N — N. Su j-ésimo término se denota por xy, =

2(k(j))-

Proposicién 3.29 (i) El limite de una sucesion convergente es dnico.
(ii) Si (wx) converge a v en X entonces cualquier subsucesion (vy,;) converge a v en X.
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Demostracion: (i) Si xy — x 'y o, — y en X entonces
0 <d(z,y) <d(zy,x) +d(xr,y) — 0enRR.

Por tanto, d(z,y) = 0, es decir, z = y.

(ii) Sean (x;;) una subsucesién de (zx,) y € > 0. Como z;, — z, existe ky € N tal que
d(zg,x) < e para todo k > ko. Y, como k : N — N es creciente, existe jo € N tal que
k;j > ko para todo j > jo. Por tanto, d(x,, ) < € para todo j > jo. ®m

Definicién 3.30 Una sucesion () en X estd acotada si existen v € X yc € R tales
que d(zg,x) < ¢ para todo k € N.

Proposicién 3.31 Toda sucesion convergente estd acotada.

Demostracion: Si x, — = en X entonces existe kg € N tal que d(xy,z) < 1 para
todo k > ko, Tomando ¢ := max{d(z, ), ...,d(xy,_1,2), 1} obtenemos que d(zy,x) < ¢
para todo k € N. m

Daremos ahora una caracterizacién de la cerradura de un conjunto en términos de
sucesiones en dicho conjunto.

Proposicién 3.32 Sea A un subconjunto de X y sea x € X. Entonces x € A si y sélo
si existe una sucesion (xy) tal que xy, € A para todo k € N y xp, — = en X.

Demostracion: Si x € A entonces existe z, € B(z, 1) N A para cada k € N. Es
decir, z, € Ay 0 < d(xg,x) < % para toda k € N. En consecuencia, r, — x en X.
Sea ahora (zj) una sucesién de puntos en A tal que z; — x en X. Sea € > 0. Entonces
existe ko € N tal que d(zy, z) < € para todo k > ko. En particular, zy, € Bx(z,e) N A.
Por tanto, z € A. =

Podemos caracterizar la continuidad de una funcién en términos de sucesiones como
sigue.

Proposicion 3.33 ¢ : X — Y es continua en el punto x € X si y sdlo si para toda
sucesion (xy) en X tal que x, — x en X se cumple que ¢(xy) — ¢(x) en'Y.

Demostracion: Supongamos que ¢ es continua en = y que r, — = en X. Sea
e > 0. Entonces, como ¢ es continua, existe 6 > 0 tal que ¢(Bx(x,d)) C By(¢p(x),¢)
y, como x — x, existe kg € N tal que z;, € Bx(z,0) para todo k > ko. Por lo tanto
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o(zr) € By (¢(x),e) para todo k > ko, es decir, ¢p(zx) — ¢(x).

Inversamente: Supongamos que ¢ no es continua en z. Entonces, para alguna ey > 0
y para cada k € N, existe 7, € Bx(z, ;) tal que ¢(z)) ¢ By (¢(x),e0). Es decir, (z)
converge a = en X pero (¢(xy)) no converge a ¢p(z) en Y. m

Ejemplo 3.34 Consideremos las funciones continuas f : [0,1] — R dadas por

1—kr si0<z<i
_ = = k>
f’f(x)_{o sil<a<l,

FEntonces fr, — 0 en C{[0,1], pero (fi) no converge en C2 [0,1].

Demostracion: Se tiene que

! 1
1ill, = /0 fu@) do = - — 0.

2k
Por tanto, f;, — 0 en C)[0,1].
Supongamos que f, — f en C2 [0,1]. Entonces, como

[fi(z) = (@) < [lfk = fllo  para cada x € [0, 1],

se cumple que la sucesién de nimeros reales (fix(z)) converge a f(x) en R para cada
x € [0, 1]. En consecuencia

f(x)zlimfk(x):{l siz=0

k—oo 0 si0o<z<1

Esta funcién no es continua en [0, 1], lo que contradice nuestra suposicién. m

3.4. Ejercicios

Ejercicio 3.35 Sean V = (V,||l,) y W = (W, |||l) espacios normados, y sea L :
V — W wuna transformacion lineal. Prueba que las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes.

(i) L es continua.

(i) L es continua en 0.

(iii) Existe ¢ > 0 tal que ||Lv|ly, < c|lv||,, para todo v € V.

(iv) L es Lipschitz continua.
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Ejercicio 3.36 Sea X un espacio métrico. Prueba que, si f,g: X — R son continuas,
entonces las funciones max{f,g}: X — R y min{f, g} : X — R dadas por

(méx{f,g})(z) : =max{f(z),g(x)},
(min{f,g})(z) : =min{f(z),g(z)}),
son continuas.

¢FEs cierto que, si f,g : X — R son Lipschitz continuas, méx{f, g} y min{f, g} son
Lipschitz continuas?

Ejercicio 3.37 Prueba que f : R" — R™ es continua si y sélo si f : R} — R es
continua para cualesquiera p,r € [1,00].

Ejercicio 3.38 Sea gy € C°[a,b]. Prueba que, para toda p € [1,00|, la funcion ¢ :
CYla,b] — R dada por

o(f) = / oo

es Lipschitz continua. (Sugerencia: Usa la desigualdad de Holder para integrales.)

Ejercicio 3.39 Prueba que, si 1 < p < r < oo, entonces la inclusion ¢ : £, C {, es
Lipschitz continua.

Ejercicio 3.40 Prueba que, para toda p € [1, 0], la k-ésima proyeccion
Tl = R, mp(x) =y,
con x = (xy) € £y, es Lipschitz continua.

Ejercicio 3.41 Dados dos conjuntos S y S’, una funcién ¢ : S — S y un espacio
métrico X, consideremos la funcion ¢* : B(S, X) — B(S', X) dada por la composicion

¢*(f):=foo.

(a) Prueba que ¢* estd bien definida (es decir, que f o ¢ es acotada si f lo es) y que es
Lipschitz continua.
(b) Prueba que, si ¢ es suprayectiva, entonces ¢* es una isometria.

Ejercicio 3.42 Demuestra las siguientes afirmaciones.

(a) Toda isometria es Lipschitz continua.

(b) Sip: X =Y yi:Y — Z son Lipschitz continuas entonces la composicion
vo¢: X — Z es Lipschitz continua.

(c) Si¢p: X — Y esuna equivalencia, entonces 1 : Y — Z es Lipschitz continua si y
sélo sipop: X — Z lo es.

(d) Siv Y — Z es una equivalencia, entonces ¢ : X — Y es Lipschitz continua si y
solo sipop: X — Z lo es.



3.4. EJERCICIOS 45

Ejercicio 3.43 Sea I un intervalo enR (abierto, cerrado, finito o infinito). Prueba que,
si f: 1 — R es continuamente diferenciable en I y existe C € R tal que |f'(t)| < C
para todo t € I, entonces f es Lipschitz continua.

Ejercicio 3.44 ;Cudles de las siguientes funciones son Lipschitz continuas y cudles
son equivalencias?

(a) o : R — R, ¢(x)=a>

(b) :10,00) = R, ¢(z) = .

(c)p:R— (=%,5), ¢(z)=arctan.

Ejercicio 3.45 Dada f € C[0,1] definimos

A =170
Al : = 1FO) + 1
1
© = max dz|, || f ,
Al : = mé {/ f(@)da ||f||oo}

AN = =l + 112

(a) sEs |||f]||i una norma en C*[0,1]? Responde esta pregunta para cada i =1, ...,4.
(b) Si |||f|ll; es una norma, ses ||| f|||; equivalente a la norma

11100 7= I 1lo + 11/ Nlso

del Ejercicio 2.497
(¢c) Considera la funcion D : C'0,1] — C°[0,1] que a cada f € C*0,1] le asocia su
derivada f' € C°[0,1]. Prueba que

D (Cl[ov ”7 H'Hl,oo) - Cgo[ov 1]

es continua.
(d) Para aquellas ||| - |||; que st son normas investiga si

D: (€0, 1], [[] - [[l:) — €[0,1]
es 0 no una funcion continua.

Ejercicio 3.46 Sean p,r € [1, o).

a) Investiga en qué casos id : C°[0,1] — C°[0,1] es Lipschitz continua y en qué casos
(a) g p k y

no lo es.

b) Investiga en qué casos id : C°[0,1] — CP[0,1] es continua y en qué casos no lo es.
( ga en q 10, » [0, yenq

(c) 4En qué casos es id : CP[0, 1] — CP[0, 1] una equivalencia?

(d) ;En qué casos es id : CJ[0,1] — C?[0,1] un homeomorfismo?
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Ejercicio 3.47 (a) Prueba que la sucesion de trayectorias oy, : [0,1] — R?,
or(x) = (x, —=sen(mkx)),
1(a) = (5, senka)

converge a la trayectoria o(z) = (z,0) en B([0, 1], R?).

AL
S TRy

\/ \/ \/ \ /
\/ vV Vv V

oF] 016 032

(b) Sea T 0 (1.0) (R?) el conjunto de todas las trayectorias de longitud finita de (0,0) a
(1,0) en R? con la métrica uniforme

dool0,7) := méx [lo(t) = 7(B)l| . 0.7 € T5.0),01.0)(R?)

(ver Ejemplo 2.26). Prueba que la funcion longitud
£ 7'(3,0),(1,0)(]1%2) - R,
definida en el Capitulo 1, no es continua. (Sugerencia: Usa el inciso anterior.)

Ejercicio 3.48 Sean X = (X,dx), Y = (Y,dy) y Z = (Z, dz)espacios métricos.

(a) Prueba que todas las métricas del Ejercicio 2.51 en el producto cartesiano X xY :=
{(z,y) : z € X, y € Y} son equivalentes. En adelante X x Y denotard al producto
cartesiano con cualquiera de estas métricas.

(b) Prueba que las proyecciones

Tx : X XY — X, Tx(z,y) = x,
Ty : X XY =Y, Ty (z,y) = v,

son Lipschitz continuas.

(¢) Prueba que, ¢ : Z — X XY es continua si y sélo simxo¢p:Z — X ymyop:Z —Y
son continuas.

(d) Prueba que la distancia dx : X x X — R es continua.
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Ejercicio 3.49 Sea (V.|||) un espacio normado.
(a) Demuestra que las siguientes funciones son continuas.

VxV — V., (v,w)r—v+w,
RxV — V., (\v)— v,
V — R, ve—|v].

(b) ;Cudles de ellas son son Lipschitz continuas?

Ejercicio 3.50 Sean V' un espacio vectorial y d una métrica en V. Demuestra las sigu-
tentes afirmaciones.

(i) Sid satisface
dv+z,w+z) =dv,w) Yv,w,z €V, (3.4)

entonces la suma V xV =V, (v,w) — v+ w, es continua.

(i1) Sid satisface (3.4) y

dA, \w) = [N d(v,w)  Yo,w eV, VAER, (3.5)
entonces el producto por un escalar R x V — V, (\,v) — Av, es continuo.
(i1i) Si d satisface (3.4) y (3.5), entonces existe una norma ||-|| en V' que induce a la
métrica d.

Ejercicio 3.51 Sean X = (X,d) un espacio métrico, A un subconjunto no vacio de X
y x € X. Definimos la distancia de x a A como

dist(z, A) := 1’r€1£1 d(z,y).
y

(a) Prueba que la funcion f : X — R dada por f(x) := dist(x, A) es Lipschitz continua.
(Sugerencia: Usa el Ejercicio 2.31).

(b) Prueba que, si A es un subconjunto cerrado de X, entonces dist(x, A) =0 si y sdlo
stz € A

Ejercicio 3.52 Sean A y B subconjuntos cerrados de un espacio métrico X tales que
ANB=0.
(a) Prueba que existe una funcion continua n : X — [0,1] tal que n71(0) = A y
n~*(1) = B, donde n7*(a) := {z € X : n(z) = a} . (Sugerencia: Considera la funcién
dist(x, A)
n(@) == — . :
dist(x, A) + dist(z, B)

Prueba que estd bien definida y que tiene las propiedades deseadas.)
(b) Prueba que existen subconjuntos abiertos V- y W de X tales que ACV, BC W y
VW =0.
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Ejercicio 3.53 Sean X = (X,d) un espacio métrico, xo € X y r > 0. Prueba que la
esfera

Sx(xo,r) :={x € X : d(xg,x) =1}

es un subconjunto cerrado de X. (Sugerencia: Usa el Ejercicio 3.51 y la Proposicién
3.24)

Ejercicio 3.54 Sea p € [1,0]. Demuestra las siguientes afirmaciones.
(a) U es abierto en R™ si y sélo si U es abierto en R}.
(b) C es cerrado en R" si y sdlo si C es cerrado en R.

Ejercicio 3.55 Sea X = [—1,1] con la métrica inducida por la de R.
(a) Describe las bolas abiertas Bx(1,e) y Bx(—1,¢), € > 0.
(b) ;Cudl es el interior en X de los siguientes conjuntos?

1 1
(0’1]7 [071]’ (075)7 [075)’ [_171]'

Observa que el interior de estos conjuntos en X a veces no coincide con su interior en
R.

(c) ;Cudles de estos conjuntos son abiertos en X ¢
(d) ;Cudles de ellos son cerrados en X ¢

Ejercicio 3.56 (a) Investiga para cudles p € [1,00] el conjunto

Ay ={geC’0,1]: /0 lg(x)| dx < 1}

es un subconjunto abierto de C)[0,1]?
(b) Investiga para cudles p € [1,00] el conjunto

1
Ay :={geC’0,1]: / lg(z)|dx < 1}
0
es un subconjunto cerrado de C) [0, 1]?
(Sugerencia: Usa la Proposicién 3.24.)
Ejercicio 3.57 (a) Sea
A :={f €C’0,1] : [f(z)] <1Vz e [0,1]}.

Calcula el interior y la cerradura de Az en Cg [0, 1] para cada p € [1, 0.
(b) Sea fi € C°[0,1] la funcidn

1—kx sizel0,4],

fi(z) = { 0 stz € [4,1].

Calcula el interior y la cerradura de Ay := {fi : k € N} en C)[0,1] para cada p € [1,00].
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Ejercicio 3.58 Prueba que una sucesion (xy) en un espacio métrico discreto X gs.
converge a x en Xgs. sty solo si existe kg € N tal que xp, = x para todo k > ky.

Ejercicio 3.59 Prueba que en cualquier espacio métrico X la interseccion de un nimero
finito de subconjuntos abiertos Uy N ---NU,, es abierta en X.

Ejercicio 3.60 Da un ejemplo de una familia numerable de abiertos {Uy : k € N} en
R cuya interseccion [,y Ur no es abierta en R.

Ejercicio 3.61 Demuestra que en cualquier espacio métrico X = (X,d) se cumple lo
sigquiente.

(a) X es cerrado en X.

(b) El conjunto vacio () es cerrado en X.

(¢c) La interseccion (;,; Ci de cualquier familia {C; : i € I} de subconjuntos cerrados
de X es cerrada en X.

(d) La union C'U D de dos subconjuntos cerrados C' y D de X es cerrada en X.
(Sugerencia: Aplica las Proposiciones 3.26 y 3.19).

Ejercicio 3.62 Sean A y B subconjuntos de un espacio métrico X. Demuestra las
siguientes afirmaciones.
(a) int(B) C int(A) si B C A.

(b) int(A) es el mdaximo subconjunto abierto de X contenido en A.

Ejercicio 3.63 Sean A y B subconjuntos de un espacio métrico X. Demuestra las
sigutentes . afirmaciones.
(a) BC AsiBCA.
(b) A es el minimo subconjunto cerrado de X que contiene a A.
Ejercicio 3.64 Sea A un subconjunto de un espacio métrico X. La frontera de A en
X es el conjunto -

0A = AN int(A).
Prueba que x € OA si y sélo si Bx(xg,e) NA# D y Bx(xg,e) N (X N A) # 0 para todo
e > 0.

Ejercicio 3.65 Prueba que la frontera 0A de cualquier subconjunto A de X es un
subconjunto cerrado de X.

Ejercicio 3.66 (a) Prueba que la frontera de la bola abierta By (vo,T) en un espacio
normado V' es la esfera

Sy (vg,r) :i={v eV :|lv—w| =r}.

(b) ¢Es cierto que la frontera de la bola abierta Bx(xo,r) en un espacio métrico arbi-
trario X es la esfera

Sx(zo,r) :={r € X :dx(z,209) =71}7?
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Capitulo 4

Compacidad

Los subconjuntos de R™ que son cerrados y acotados tienen una propiedad funda-
mental: cualquier sucesién de puntos en ellos contiene una subsucesién convergente.
Esta propiedad resulta también relevante en espacios de funciones. Permite, por ejemp-
lo, concluir la existencia de una solucién de una ecuacién diferencial tomando el limite
de ciertas aproximaciones elementales, como ocurre en el Teorema de Cauchy-Peano
que demostraremos mds adelante (ver Teorema 7.14).

A un subconjunto de un espacio métrico que tiene la propiedad de que cualquier
sucesion de puntos en él contiene una subsucesién que converge a un punto de él se le
llama compacto. Este término fue introducido por Fréchet en 1906.

La compacidad tiene consecuencias muy importantes. Por ejemplo, toda funcién
continua en un espacio métrico compacto alcanza su maximo y su minimo.

Existen varias nociones equivalentes de compacidad en espacios métricos. Una de
ellas afirma que un subconjunto K de un espacio métrico es compacto si de cualquier
familia de conjuntos abiertos cuya unién contiene a K podemos extraer una familia
finita cuya unién también contiene a K. Esta es la definicién que usaremos aqui como
punto de partida.

4.1. Conjuntos compactos

Sea X un espacio métrico y sea A un subconjunto de X.

Definicién 4.1 Una cubierta de A es una familia € = {X, : i € T} de subconjuntos
de X tal que
AcC | X
i€T
St ademds X; es abierto en X para toda i € I, se dice que € es una cubierta abierta
de A.
51
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Definicién 4.2 Un subconjunto K de X es compacto si cada cubierta abierta € =
{X;:i€Z} de K en X contiene un subconjunto finito {X;,,...,X; } C € tal que

KcX,Uu---UuX, .
Veamos algunos ejemplos. Denotemos por
B(zg,r) :={z € R": ||z — x| < 1}
a la bola abierta en R™ con centro en z( y radio r.
Ejemplo 4.3 R" no es compacto.

Demostracion: € := {B(0,k) : k € N} es una cubierta abierta de R", pero ningin
subconjunto finito de € es cubierta de R™.

Por tanto, R” no es compacto. m

Ejemplo 4.4 La bola abierta B(0,1) en R™ no es compacta.

Demostracion: € :={B(0,1— 1) : k € N} es una cubierta abierta de B(0,1), pero
ningtin subconjunto finito de € es cubierta de B(0, 1).
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Por tanto, B(0,1) no es compacta. m

A continuacién probaremos algunas propiedades importantes de los conjuntos com-
pactos.

Proposicién 4.5 Si K es un subconjunto compacto de X, entonces toda sucesion (xy,)
de elementos de K contiene una subsucesion que converge en X a un elemento de K.

Demostracion: Sea (xj) una sucesién en K. Probaremos primero que existe un
punto yo € K tal que, para cada € > 0, la bola abierta Bx(yo,e) con centro en yq y
radio € contiene alguna subsucesién de (zy).

Argumentando por contradiccién, supongamos que para cada y € K existe ¢, > 0 tal
que Bx(y,¢e,) no contiene ninguna subsucesién de (z). Entonces existe k, € N tal que

z, ¢ Bx(y,ey) Vk >k,

Como K es compacto y € := {Bx(y,e,) : y € K} es una cubierta abierta de K, existen
Y1, ---, Ym € K tales que

K C Bx(yl,Eyl) J---U Bx(ym,Eym).

Esto implica que z;, ¢ K para todo k > max{ky,,...,k,,, }, lo cual es falso.

En consecuencia, existe yg € K tal que toda bola abierta con centro en y, contiene a
una subsucesion de (xy). Esto nos permite escoger, inductivamente, para cada j € N
un punto zx;, € Bx (o, %) tal que k; > k;_;. La sucesién (z;) es una subsucesién de
() que converge a yo. ®

Msés adelante veremos que el reciproco también es vilido, es decir, que K es un sub-
conjunto compacto de X si y sélo si toda sucesién (z) en K contiene una subsucesion
convergente en K. (ver Teorema 7.4).

Definicién 4.6 Un subconjunto A de un espacio métrico X es acotado si existen
r e X ye>0 tales que A C Bx(z,¢).

Proposicion 4.7 Si K es un subconjunto compacto de X, entonces K es cerrado y
acotado.

Demostracion: Sea K un subconjunto compacto de X. Si zy € K, existe una suce-
sién (zx) en K que converge a xy en X (ver Proposicién 3.32). Por la Proposicién 4.5,
(7x) contiene una subsucesion (zy,) que converge a un punto o € K. De la Proposicién
3.29 se sigue que zop = yo € K. Esto prueba que K es cerrado.
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Probemos ahora que K es acotado. Fijemos un punto zy € X. El conjunto € :=
{Bx(zo,k) : k € N} es una cubierta abierta de K. Como K es compacto, existen
k1,....,km € N tales que

K C Bx(alo,/{?l) Uu-.--u Bx<ﬂfo,km).

Sea ko := méax{ky, ..., ky}. Entonces K C Bx(xo, ko), es decir, K es acotado. m

El reciproco no es cierto en general, como lo muestra el siguiente ejemplo.

[e.9]

Ejemplo 4.8 La bola cerrada By,(0,1) := {(x) € lo: > 22 <1} no es compacta en

k=1
ls.

Demostracion: Para cada k € N consideremos la sucesion ey, = (ey,) tal que ey, = 1
Y exn = 0 si k # n. Claramente e, € By,(0,1). Observa que

lej —exll, =v2  Vj#k.

Supongamos que una subsucesién (e;,) converge a e en f,. Entonces existe jo € N tal

que ||ekj — €H2 < g para todo j > jo. En consecuencia,

5 2
2<\/7_+\/7—=\/§ Vi i > o,

lew, — eully < e, —ell + lle - e

lo cual es imposible. Esto prueba que (er) no contiene ninguna subsucesién convergente.
La Proposicién 4.5 implica que By, (0,1) no es compacta. ®

En general, las bolas cerradas en espacios de dimensién infinita nunca son compactas
(ver Ejercicio 5.39). Veremos en la préxima seccién que en R™ si lo son.

Proposiciéon 4.9 Sea K un subconjunto compacto de X. St C C K es cerrado en X,
entonces C' es compacto.

Demostracion: Sea C' un subconjunto cerrado de un conjunto compacto K. Si € =
{U; : i € T} es una cubierta abierta de C' en X, entonces €' := {U; :i € Z} U{X \ C'}
es una cubierta abierta de K en X. Como K es compacto, existen U, , ...,U; € € tales
que

KcU,uU---uU;, UX\CQO).

En consecuencia, C' C U;, U---UU;, . Esto prueba que C' es compacto. m

La compacidad se preserva bajo funciones continuas.
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Proposicion 4.10 Si ¢ : X — Y es continua y K es un subconjunto compacto de X,
entonces ¢(K) es un subconjunto compacto de'Y .

Demostracion: Sea € = {V;:i €I} una cubierta abierta de ¢(K) en Y. Co-
mo ¢ es continua, ¢ *(V;) es abierto en X (ver Proposicién 3.24). Por tanto, ¢’ :=
{gzﬁ_l(\/;) el } es una cubierta abierta de K en X y, como K es compacto, existen
¢ (Vi) .o, 1 (V3,,) € @ tales que K C ¢ '(V;,)U---Ué '(V;,). En consecuencia,
o(K)CV;,, U---UV, . Esto prueba que ¢(K) es compacto. m

Corolario 4.11 St K es un espacio métrico compacto y ¢ : K — X es continua,
entonces ¢ es una funcion acotada.

Demostracion: Por la proposicién anterior, ¢(K) es un subconjunto compacto de
X. La Proposicién 4.7 asegura entonces que ¢(K) es acotado, es decir, ¢ es una funcién
acotada (ver Definicién 2.23). =

4.2. El teorema de Heine-Borel

Resulta dificil decidir a partir de la definicién si un conjunto es compacto o no lo
es. A continuacion daremos una caracterizacion sencilla de los subconjuntos compactos
de R"™. Probaremos que son precisamente aquéllos que son cerrados y acotados. A este
resultado se le conoce como el Teorema de Heine-Borel, aunque su paternidad es més
complicadal.

Empezaremos probando la siguiente afirmacion.

Proposicion 4.12 El cubo cerrado
Q:={(x1,...,x,) ER" 1 x; € [-1, 7], i =1,..n}, r >0,

es compacto.

'P. Dugac en su articulo Sur la correspondance de Borel et le théoréme de Dirichlet-Heine-
Weierstrass-Borel-Schoenflies-Lebesgue, Arch. Internat. Hist. Sci. 39 (1989), pags. 69-110, cuenta que
la historia de este resultado empieza con su uso implicito en diversas demostraciones del teorema que
establece que toda funcién continua en un intervalo cerrado es uniformemente continua. Dirichlet fue el
primero en probar este teorema en sus notas de 1862, publicadas en 1904, mientras que la demostracién
de Heine data de 1872. Dirichlet usé la existencia de una subcubierta finita de una cubierta abierta da-
da del intervalo de manera mds explicita que Heine. Emile Borel fue el primero en formular y demostrar
en 1895 una version explicita del resultado que ahora conocemos como el teorema de Heine-Borel, para
cubiertas numerables. Cousin (1895), Lebesgue (1898) y Schoenflies (1900) la generalizaron a cubiertas
arbitrarias.
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Demostracion: Argumentando por contradiccién, supongamos que () no es com-
pacto. Entonces existe una cubierta abierta € = {U; : i € Z} de @ en R™ tal que ningtin
subconjunto finito de € es cubierta de (). En consecuencia, si subdividimos a ) en 2"
cubos cerrados de lado r, se cumple que al menos uno de ellos, llamémoslo )1, no esta
contenido en la unién de un nimero finito de elementos de €. Subdividamos ahora (),
en 2" cubos cerrados de lado § y repitamos este argumento para obtener una sucesion
decreciente cubos cerrados

QDQ1D"'DQkD"',

tales Q) es un cubo de lado 5= y Q% no esta contenido en la unién de ningin subcon-
junto finito de €.

%

Denotemos por £ = (&5, ..., &%) al centro de Q. Entonces,
r
€ —ml < o Vo= () € Q (4.1)
En particular, como & € Q;, para j > k, se tiene que
i r . .
& — €| < % Vi>k Yi=1,..n. (4.2)

Por tanto, para cada i = 1, ..., n, la sucesion (Sf ) es de Cauchy en R y, en consecuencia,
existe ¢, € R tal que 5? — ¢, en R. Pasando al limite cuando j — oo en la desigualdad
(4.2) obtenemos que

eF — ¢ < Q—Tk Yk, Vi=1,..,n. (4.3)

Como &F € [—r, 7], se tiene que &; € [—r,r]. Es decir, £ := (£,...,£,) € Q. Y como € es
cubierta de @), existe U, € € tal que ¢ € U,.

Dado que U, es abierto, existe ¢ > 0 tal que B({,e) C U,. Ahora bien, si x € Qy,
usando las desigualdades (4.1) y (4.3) obtenemos

o ryn

ok - 9k—1"

o6l < o — &) + et — e < L2+
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En consecuencia,

. /N
Qr C B(&e) U, i 2]:/_:<€.

Esto contradice que ), no puede ser cubierto por un nimero finito de elementos de €.
Esto demuestra que () es compacto. m

El siguiente resultado da una caracterizacién sencilla de los subconjuntos compactos
de R".

Teorema 4.13 (Heine-Borel) Sea K un subconjunto de R"™. Entonces, K es com-
pacto si y solo st K es cerrado y acotado.

Demostracion: Por la Proposicién 4.7, si K es compacto entonces es cerrado y
acotado. Inversamente, supongamos que K es cerrado y acotado. Entonces existe r > 0
tal que K estd contenido en el cubo

Q= {(z1,....,zn) ER" 1y € [-1,7], i =1,..n},

que es compacto. La Proposicion 4.9 implica que K también lo es. m

Otra consecuencia importante de la Proposicién 4.12 es el siguiente resultado, que
se conoce como el teorema de Bolzano?-Weierstrass.

Bernard Bolzano

?Bernardus Placidus Johann Nepomuk Bolzano (1781-1848) nacié en Praga, entonces parte del
Imperio Austriaco. Cultivé la filosoffa, la teologia y las matemédticas. Fue uno de los pioneros en
proponer un tratamiento riguroso del Andlisis Matematico. Sus contribuciones sélo fueron conocidas
y valoradas muchos anos mads tarde, ya que fue destituido de su cdtedra en la Universidad de Praga
por razones politicas y puesto bajo arresto domiciliario con la prohibicién de publicar.
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Teorema 4.14 (Bolzano-Weierstrass) Toda sucesion acotada en R™ contiene una
subsucesion convergente.

Demostracion: Si (},) es una sucesién acotada en R™, entonces existe r > 0 tal que

(x € () para todo k € N, donde @ es el cubo
Q ={(x1,...,z,) ER" 12z, € [-r,r], i =1,...n},

que es compacto. Por la Proposicién 4.5, la sucesién ((,) contiene una subsucesién
convergente. m

4.3. Existencia de maximos y minimos
Sean X un espacio métricoy f: X — R U {oo, —oo} una funcién.
Definicién 4.15 Decimos que f alcanza su minimo en X si exviste vo € X tal que
f(zo) < f(x) VreX.
Decimos que f alcanza su mdaximo en X si existe x1 € X tal que
flz1) > f(x) VxeX.

El punto xq se llama un minimo de f en X y el punto x1 se llama un mdximo de f
en X.

Una funcién continua no alcanza, en general, su minimo o su méximo. Veamos un
ejemplo.

Ejemplo 4.16 La funcion arctan : R — R estd acotada inferior y superiormente pero
no alcanza ni su minimo ni su mdximo en R.

°

a\Joa

25 5 75

5
@
&
i
@
°

Yy = arctanx
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Una consecuencia importante de la compacidad es la siguiente.

Teorema 4.17 Si K es un espacio métrico compacto y no vacio, entonces toda funcion
continua f : K — R alcanza su minimo y su madximo en K.

Demostracion: FEl Corolario 4.11 asegura que f(K) es un subconjunto acotado en
R y, dado que no es vacio, se tiene que

my = Zlél}f{ f(z) € R.

Escojamos 2, € K tal que
1
my < f(Zk) < mog+ E Vk € N. (44)

Como K es compacto, la Proposicién 4.5 asegura que la sucesién (zj) contiene una
subsucesion (zk].) que converge a un punto zo en K. Dado que f es continua, se tiene
entonces que f(zx,) — f(2) en R. De la desigualdad (4.4) se sigue que

mo = lim f(21,) = f(20).

Jj—00

Es decir, 2y es un minimo de f.
De manera ansloga se prueba que f alcanza su méximo en K [Ejercicio 4.39]. m

En particular, se tiene el siguiente resultado, al que nos referimos en el Capitulo 1.

Corolario 4.18 Sea K # 0 un subconjunto cerrado y acotado de R™. Entonces toda
funcion continua f : K — R alcanza su mdximo y su minimo en K.

Demostracion: FEsta afirmacién es consecuencia inmediata de los Teoremas 4.17 y
413. =

Una consecuencia importante del Teorema 4.17 es el siguiente resultado.

Teorema 4.19 Clualesquiera dos normas en un espacio vectorial de dimension finita
son equivalentes.

Demostracion: Sea V. = (V,||-||) un espacio normado de dimensién finita y sea
{e1,...,e,} una base de V. Dado v € V' lo expresamos como v = Y | z;¢; con x; € R,

y definimos
N 1/2
ol = (S2)
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Es sencillo comprobar que ||-||, es una norma en V' (ver Ejercicio 2.54).
Para probar este teorema, basta probar que ||-||, v ||| son normas equivalentes. A fin
de distinguir qué norma le estamos dando a V, denotaremos por V, := (V,|-]|,)-

Sea ¢ == (>, ||ei||2)1/2. Nota que ¢; > 0. Usando la desigualdad del tridngulo para
||| v la desigualdad de Holder en R™ con p = g = 2 (ver Proposicién 2.12) obtenemos

n n 1/2 n 1/2
2 2
< Elatlel < (k) (Slelt) <alol.. @)

i=1
De esta desigualdad se sigue que la funcién [|-|| : Vi — R es continua. En efecto, si
v — v en V,, como

Howll = Nl < flow = oIl < ex flox =,

se tiene que ||vg]| — ||v]| en R. Esto demuestra que ||-|| : Vi — R es continua.
Por otra parte, la funcién ¢ : R" — V, dada por

n
O(T1, ey ) 1= D 464,
i=1

es, claramente, una isometria biyectiva. Por tanto, el conjunto S :={v € V : ||v|, = 1}
es la imagen bajo ¢ de la esfera unitaria S"™! := {x € R" : ||z|| = 1}, que es cerrada
y acotada en R". El Teorema de Heine-Borel y la Proposicién 4.10 aseguran entonces
que S es compacto en V,. Aplicando el Teorema 4.17 concluimos que existe vy € S tal
que ||vo]| < ||v|| para todo v € S| es decir,

(Y
¢z := [lvoll < H—
[l 1 ol

*

O, equivalentemente,
el <ol YveV. (4.6)

Nota que ¢ > 0. Las desigualdades (4.5) y (4.6) demuestran que las normas ||-||, y |||l
son equivalentes. m

Denotemos por
C'(X,Y):={¢: X — Y : ¢ es continua}. (4.7)

El Corolario 4.11 asegura que, si X es un espacio métrico compacto, entonces C°(X,Y)
estd contenido en el espacio de funciones acotadas B(X,Y") (ver Seccién 2.4). Podemos
entonces darle a C°(X,Y’) la métrica uniforme

dos(9,0) := Sup dy (¢(), ().
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Observa que, si ¢, € C°(X,Y), la funcién f : X — R dada por f(z) := dy(é(x),(z))
es continua. Si X es compacto y no vacio, esta funcién alcanza su méximo en X, por
lo que en ese caso

doo(6. ) = mixdy (6(2), ().

xe

4.4. Semicontinuidad

Volvamos ahora a nuestro problema de partida, el Problema 1.1, que formulam-
os como sigue: jAlcanza la funcién longitud su minimo en el conjunto de trayectorias
7,,(X)?. El conjunto 7,,(X) es un espacio métrico con la métrica uniforme. Sin em-
bargo, el Teorema 4.17 no es aplicable a la funcién longitud porque ésta no es continua
(ver Ejercicio 3.47).

En cierto sentido las condiciones de compacidad y continuidad son opuestas la una
de la otra, es decir, mientras mds abiertos tenga X mads facil es que una funciéon X — Y
resulte continua pero més dificil es que X sea compacto. Y viceversa. Esta disyuntiva
se presenta con frecuencia en las aplicaciones. Resulta pues conveniente contar con un
resultado de existencia de minimos para funciones no necesariamente continuas.

Empecemos extendiendo el concepto de trayectoria a un espacio métrico arbitrario

X = (X, dy).

Definicién 4.20 Una trayectoria en X es una funcion continua o : [a,b] — X. La
longitud de o se define como

£(0) = sup{i dx(0(te ), o(te)) i a=to <ty < -+~ <tm—=b, me N} |
k=1

La longitud de una trayectoria no es necesariamente finita [Ejercicio 4.48]. Denote-
mos por

£:C%[a,b],X) — RU{oo}

a la funcién que a cada trayectoria le asocia su longitud.
Sabemos que esta funcién no es continua en general (ver Ejercicio 3.47). Esto se debe
a que pueden existir trayectorias arbitrariamente largas tan cercanas como queramos a
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una trayectoria dada.

Sin embargo, no pueden existir trayectorias arbitrariamente cortas tan cercanas como
queramos a una trayectoria dada, como lo muestra el siguiente resultado.

Proposicién 4.21 Dadas o € C%([a,b], X) y ¢ < £(0), existe 6 > 0 tal que
c< L(1) side(r,0) <.
Demostracion: Sean o : [a,b] — X una trayectoria en X y ¢ < £(0). Escojamos
do > 0 tal que ¢+ dp < £(0) y una particiéon a =ty < t; <--- <t,, =b tal que

c+ 60 < Y dx(o(tr), o(ts)).
k=1

Sea ¢ := ;—fn. Si doo(0,T) < 9, se tiene que
dx(o(tr-1),0(tx)) < dx(o(tr-1),7(tr-1)) + dx(T(tk-1), 7(t)) + dx(7(tr), o (tx))

< 0+ dx(T(tk_l),T(tk)) + 6= dx(T(tk_l)ﬂ'(tk)) + %

Sumando estas desigualdades para todo k = 1, ..., m obtenemos que

m

c+ 60 < Y dx(o(tior), o(ty) < Y _dx(T(tro1), 7(tr)) + 0o < £() + o.

k=1 k=1

En consecuencia, ¢ < £(7). =

A continuacién estudiaremos a las funciones que tienen esta propiedad.

Definicién 4.22 Una funcion f : X — RU{oo} es semicontinua inferiormente
en el punto xo € X si, dada ¢ < f(xg), existe 6 > 0 tal que

c< f(x) si dx(z,z0) <0.
Se dice que [ es semicontinua inferiormente (s.c.i.) silo es en todo punto o € X.

Anédlogamente, se define el siguiente concepto.
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Definicién 4.23 Una funcion f : X — RU{—o0} es semicontinua superiormente
en el punto xy € X si, dada ¢ > f(xg), existe 6 > 0 tal que

flz) <c si dx(z,z0) <0.
Se dice que f es semicontinua superiormente (s.c.s.) silo es en todo punto o € X.
Observa que f: X — R es continua si y sélo si f es s.c.i. y s.c.s. [Ejercicio 4.43].
Ejemplo 4.24 (a) La funcién |- [: R — R dada por
ltfl=n si n—1<t<n, n€Z.

€s S.c.1. pero no es continua.
(b) La funcion parte entera || : R — R dada por

[t]:=n si n<t<n+1, ne€Z,
es §.c.S. Pero mo es continua.
La demostracion es sencilla [Ejercicio 4.44].
Ejemplo 4.25 La Proposicién 4.21 asegura que la funcion longitud
£:C%a,b], X) —» RU {0}, o— £(0),
es S.c.1.

Una caracterizacién muy 1til de la semicontinuidad inferior estd dada en términos
del siguiente concepto.

Definicién 4.26 Sea (t) una sucesion en R U {oco, —oo}. El limite inferior de (i)
se define como
liminf ¢, :=sup inf ¢y € RU{oc0,—00},

k—oo m>1 k>m

y el limite superior de (t) como

limsupty := inf supt, € RU{oo, —o0}.

k—o00 m21l p>m
Ejemplo 4.27 Sit, := (1) entonces la sucesion (1) no converge, y se tiene que

h’]gn infty=—1 'y limsupt, = 1.
—0o0 k—o0
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Es fécil ver [Ejercicio 4.45] que, si una sucesién de nimeros reales (t;) converge en
R, entonces
liminf ¢, = kh'm tr = lim sup ty, (4.8)
—00

k—o0 k—o00

Proposicién 4.28 f: X — RU{oco} es semicontinua inferiormente en xqy si y sélo si

para toda sucesion (xy) en X tal que lim xy = x¢ se cumple que
k—o0

f(wo) < liminf f(zy)

o0

Demostracion: =) Supongamos que f es semicontinua inferiormente en xy. Sea
(rx) una sucesién en X tal que kh’m xp = To. Entonces, para cada ¢ < f(xg), existe
— 00

0 > 0 tal que
c< flx) st dx(x,xg) <.

Sea ko € N tal que
Ty € Bx(ZL'O,(s) Vk Z ]C().

< ’ < ’ . )

Como esta desigualdad se cumple para todo ¢ < f(zg), concluimos que

f(xo) < liminf f(zy).

<) Supongamos que f no es semicontinua inferiormente en xy. Entonces, para algin
co < f(xg) existe una sucesion (xy) en X tal que

1
xkEBX(a:O,E) y o> f(xy) VkeN

Esto implica que (z}) converge a zo en X y que
li;ninff(xk) < ¢ < f(o),

lo que demuestra la implicacién deseada. m

Dado a € R, denotamos
f=r={recX: f(z)<a}.

El siguiente resultado tiene aplicaciones importantes. Por lo pronto, como la funcién
longitud es s.c.i., nos da esperanzas de obtener alguna respuesta al Problema 1.1.
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Teorema 4.29 Si f: X — RU {0} s.c.i. y si f<* es compacto y no vacio para algin
a € R, entonces [ alcanza su minimo en X.

Demostracién: Sea mg := inf,cx f(x). Como fS% # (), se tiene que —oco < mg < a.
Sea () una sucesién en f=% tal que f(x;) — mo. Como f=¢ es compacto, () contiene
una subsucesién (ry,) tal que x;; — 1 en X. De la proposicién anterior y la observacion
(4.8) se sigue que

mo < f(wo) < lUminf f(zy) = lim f(wy) = mo.

Por lo tanto, f(x¢) = myg, es decir, o es un minimo de f. =

Para aplicar este resultado al Problema 1.1 deberemos investigar si para algin a € R
el conjunto de trayectorias en 7, ,(X) de longitud a lo mds a es compacto y no vacio.
Es sencillo comprobar que no es asi [Ejercicio 4.49]. Volveremos al Problema 1.1 en el
Capitulo 7.

4.5. Continuidad uniforme

La nocién de continuidad de una funcién es una propiedad local, es decir, una funcién
es continua si lo es en cada punto. A continuacién daremos una nocién de continuidad,
que no depende de cada punto en particular, sino dnicamente de la distancia entre los
puntos. Esta propiedad es importante, por ejemplo, para garantizar la continuidad de
ciertas funciones definidas en espacios de funciones [Ejercicio 4.52].

Sean (X,dx) y (Y, dy) espacios métricos.

Definicién 4.30 Una funcion ¢ : X — Y es uniformemente continua si dada
e > 0 existe 0 > 0 (que depende tunicamente de €) tal que, para cualesquiera x1,xs € X,

dy (Pp(x1),p(x2)) < e sidx(xy,z2) <.

Claramente toda funcién uniformemente continua es continua. Pero el reciproco no
es cierto en general [Ejercicio 4.51]. El siguiente resultado afirma que, si la funcién estd
definida en un espacio compacto, ambas nociones coinciden.

Teorema 4.31 Sea X un espacio métrico compacto. Entonces toda funcion continua
¢: X =Y es uniformemente continua.
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Demostracion: Argumentando por contradiccién, supongamos que X es compacto
y que ¢ : X — Y es continua pero no es uniformemente continua. Entonces para algin
go > 0 y para todo k € N existen zy, 7, € X tales que

1

dx (zy, Tp,) < % y  dy(¢(wk), d(Tk)) > eo.

Como X es compacto, la sucesiéon (z;) contiene una subsucesién (zy,) tal que zy, —
en X (Proposicién 4.5). De la desigualdad del tridngulo

dx (7, Ty;) < dx (v, zy;) + dx(Tk;, Tn))

se sigue que Zj; — x en X y, como ¢ es continua, se cumple entonces que ¢(zy,) — ¢(z)
y ¢(Tx;) — ¢(x) en' Y (Proposicién 3.33). En consecuencia,

dy (¢(xr,), 0(Tr;)) < dy (d(wp;), d(7)) + dy (d(x), ¢(Th;)) < €0

para j suficientemente grande. Esto contradice nuestra suposiciéon. m

4.6. Ejercicios

Ejercicio 4.32 Sea V' un espacio normado y sea Sy := {x € V : ||z|| = 1} la esfera
unitaria en V. En cada uno de los siguientes casos investiga si la esfera unitaria es o
no compacta. Justifica tu afirmacion.

(a) dimV < oc.

(b) V=1, conpell, o0

(c) V. =C)0,1] conp € [1,00].

Ejercicio 4.33 (a) Sean K un subconjunto compacto de R"™, § > 0 yp € [1, 00]. Prueba
que el conjunto

K= By(€,9)

¢eK

es compacto, donde By(€,0) == {z € R" : ||z — &||, < 0} es la bola cerrada en R} con
centro en & y radio 9.
(b) Prueba que la afirmacion anterior no es vdlida en un espacio métrico arbitrario.
(Sugerencia: Toma K := {0} en /5 y usa el Ejemplo 4.8.)

Ejercicio 4.34 ;FEs cierto en general que, si ¢ : X — Y es continua y K es un sub-
conjunto compacto de Y, entonces ¢71(K ) es un subconjunto compacto de X ? Justifica
tu respuesta.
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Ejercicio 4.35 Prueba que, si ¢ : X — Y es un homeomorfismo, entonces K es
compacto en X si y solo si ¢(K) es compacto en'Y.

Ejercicio 4.36 Sea X un espacio discreto. Prueba que X es compacto si y sdlo si es
finito.

Ejercicio 4.37 Prueba que, si ¢ : X — Y es continua y biyectiva y X es compacto,
entonces ' Y — X es continua (es decir, ¢ es un homeomorfismo).

Ejercicio 4.38 Sea S' := {(x,y) € R? : 22 + y* = 1} el circulo unitario en R
Considera la funcion

f:[0,2m) —S',  f(t) = (cost,sent).

Prueba que

(a) f es continua y biyectiva,

(b) f~1:S' = [0,27) no es continua.

Es decir, la compacidad de X es esencial en la afirmacion del ejercicio anterior.

Ejercicio 4.39 Prueba que, si un espacio métrico X es compacto y no vacio, entonces
toda funcion continua f : X — R alcanza su mdximo en X.

Ejercicio 4.40 Sean A un subconjunto no vacio de un espacio métrico X y xr € X.
Como en el Ejercicio 3.51 definimos la distancia de v a A como

dist(z, A) := in£ dx(z,y).
ye

(a) Prueba que, si A es compacto, entonces para cada x € X existe z € A tal que
dx(z,z) = dist(z, A).
(b) ;Es cierta la afirmacion anterior si A es un subconjunto arbitrario de X ¢

Ejercicio 4.41 La distancia entre dos subconjuntos no vacios A y B de un espacio
métrico X se define como

dist(A, B) := inf{dx(x,y) : x € A, y € B}.

(a) Prueba que, si A es compacto, B es cerrado y AN B = (), entonces dist(A, B) > 0.
(b) sEs cierta la afirmacion anterior si B es abierto en vez de cerrado?
(c) sEs cierto en general que la distancia entre dos cerrados ajenos es positiva?
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Ejercicio 4.42 Sean V y W espacios normados. Demuestra las siguientes afirma-
ciones:

(a) Si dimV = dim W < oo, entonces eziste una equivalencia ¢ : V. — W que es
ademds un isomorfismo lineal.

(b) SidimV < oo y K CV, entonces K es compacto si y sdlo si K es cerrado y acotado
en V.

(¢) Si dimV < oo, entonces toda transformacion lineal L : V' — W es Lipschitz contin-
ua. (Sugerencia: Prueba que existe ¢ € R tal que || Lv||y, < ¢ si |||y, = 1, y demuestra
que se cumple la afirmacién (744) del Ejercicio 3.35.)

Ejercicio 4.43 Sea x¢o € X. Prueba que f : X — R es continua en xq¢ st y sélo si f es
S.c.1. Y S.C.S. €n xg.

Ejercicio 4.44 Prueba que:
(a) La funcion |- [: R — R dada por

ltfl=n si n—1<t<n, n€Z.

€s S.c.1.
(b) La funcion parte entera || : R — R dada por

[t]:=n si n<t<n+1, neZ,
es 8.C.S.

Ejercicio 4.45 Sea (ty) una sucesion en en R.
(a) Prueba que

liminf ¢, < limsup .

k—oo k—oo

(b) Prueba que la sucesion (t) converge en R si y sdlo si

lim inf ¢, = lim sup ty,

k—o0 k—oo

Y que, en ese caso,
liminft, = lim ¢, = limsupty.
k—o0

k—o0 k—o0

Ejercicio 4.46 Prueba que son equivalentes las siguientes afirmaciones:
(a) f es s.c.i.

(b) fsa:={x € X : f(z)>a} es abierto para toda a € R.

(c) f=*:={z € X: f(zx) <a} es cerrado para toda a € R.
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Ejercicio 4.47 (a) Prueba que f : X — RU {—o0} es s.c.s. si y solo si —f : X —
RU{o0} es s.c.i.

(b) Para una funcion s.c.s. f: X — RU{—o0} enuncia y demuestra los resultados
correspondientes al Ejercicio 4.46, la Proposicién 4.28, y el Teorema 4.29.

Ejercicio 4.48 Da un ejemplo de una trayectoria o : [0,1] — R? de longitud infinita.

Ejercicio 4.49 Considera la sucesion de trayectorias oy, : [0,1] — R,

k < <1
ak(t):{zt st 0<t< g5,

1 s 5 <t<1.

(a) Prueba que oy es un minimo de la funcion longitud £ : To1(R) — R U {oo} para
todo k € N.
(b) Prueba que (o)) no contz'ene ninguna subsucesion convergente en C°[0,1] (Sugeren-
cia: Prueba que |lo; — oy > 5 Vj # k).
(c) Prueba que
£5%:= {0 € T)1(R) : £(0) < a}
no es un subconjunto compacto de CO[O, 1] para ningin a > 1.
(d) Concluye que £ : To1(R) — RU {oo} no satisface las hipdtesis del Teorema 4.29.

Ejercicio 4.50 Sean S' := {(z,y) € R* : 2? + y* = 1} el circulo unitario en R?,
p = (1,0),
T,,(S") == {0 €C*([0,1],S") : 0(0) =p = (1)}
y £:7,,(S'") = RU{oo} la funcion longitud. sPara qué valores de a € R es
£5 = {0 €7T,,(S") : £(0) < a}
un subconjunto compacto de C°([0,1],S')?

Ejercicio 4.51 ;Cludles de las siguiente funciones son uniformemente continuas? Jus-
tifica tu respuesta.

(a) [ : (0,00) — R, f(t) =
(b) f:la,0) =R, f(t) =+, cona>D0.

(c) [: X — R, f(x) := dist(z,A), donde A es un subconjunto arbitrario del espacio
métrico X.

1

¢
1
t?
18

Ejercicio 4.52 Sean K : [a,b] X [a,b] — R y f : [a,b] — R funciones continuas.
Definimos f : [a,b] — R como

ﬂ@:/ﬁwwmwy

Prueba que fA es continua. (Sugerencia: Usa la continuidad uniforme de K.)
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Ejercicio 4.53 Investiga si son falsas o verdaderas las siguientes afirmaciones.
(a) Toda funcion Lipschitz continua es uniformemente continua.
(b) Toda funcion uniformemente continua es Lipschitz continua.



Capitulo 5

Completitud

Resulta 1itil contar con un criterio de convergencia de sucesiones que dependa tni-
camente de la sucesiéon misma. Para sucesiones de niimeros reales contamos con un
criterio tal, a saber: si una sucesiéon de nidmeros reales es de Cauchy entonces converge.

La nocién de sucesion de Cauchy se extiende de manera natural a espacios métricos.
Sin embargo, no es cierto en general que cualquier sucesiéon de Cauchy en un espacio
métrico converge. A los espacios métricos en los que, como ocurre en R, cualquier
sucesion de Cauchy converge se les llama completos.

La completitud es una propiedad muy importante. Permite, por ejemplo, obten-
er soluciones de sistemas de ecuaciones numéricas, de ecuaciones diferenciales y de
ecuaciones integrales mediante un proceso de iteracién, como veremos en el siguiente
capitulo.

5.1. Espacios métricos completos

Sea X = (X, dx) un espacio métrico.

Definicién 5.1 Una sucesion (z1,) en X es de Cauchy' si, dada € > 0, existe kg € N
tal que

dx(l'k,{[‘j) <é€ Vk,j > ko.

! Augustin Louis Cauchy (1789-1857) nacié en Parfs. Es uno de los pioneros del An4lisis Mateméti-
co. Fue un matemadtico profundo, que cultivé diversas dreas de las matemadticas y ejercié una fuerte
influencia sobre sus contemporéneos y sucesores. Escribié cerca de 800 articulos de investigacion.

71
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Augustin Cauchy

Proposicion 5.2 Toda sucesion convergente en X es de Cauchy.

Demostracion: Si x, — x en X entonces, dada ¢ > 0 existe kg € N tal que
dx(wg,x) < 5 si k> ko. Por tanto

dx (vg, z;) < dx(zp,x) +dx(z,2;) <e  Vk,j > k.

Es decir, (z) es de Cauchy. =

No es cierto, en general, que cualquier sucesién de Cauchy converge. Veamos un par
de ejemplos.

Ejemplo 5.3 Sea X :=(0,1) con la métrica inducida por la de R. La sucesion (1) es
de Cauchy en X pero no converge en X [Ejercicio 5.31].

Ejemplo 5.4 La sucesion de funciones fr : [—1,1] — R,

-1 si —1<z< -4,
_ : 1 1
fr(x) kx i - <z <,
1 sz%ﬁxﬁl,
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es de Cauchy en C?[—1,1] pero no converge en CY[—1,1].

Y :st(x)

Demostracion: Para j > k se tiene que

/_llfj(x)—fk(x)\d:r:Z/o (fi(z) — fulz ))da:_%_

En consecuencia, dada € > 0 se cumple que

1
7

.2
\fi— fell, <€  Vk,j> =

Asi pues, (fx) es de Cauchy.
Supongamos que fr — f en CY[—1,1]. Sea a € (0,1). Si k > <, entonces fi(z) =1 para
todo = € [a, 1]. En consecuencia,

1
o</ - Idfc</_1|fk(w)—f(w)ld$=i 1 — fll, — 0.

/\1— x)| dz =0,

y esto implica que f(x) = 1 para todo x € [a, 1]. Andlogamente, f(z) = —1 para todo
xr € [-1,—a] y, como a € (0,1) es arbitraria, tenemos que

-1 sixz € [-1,0),
f@):{ 1 size(01].

Por tanto,

En consecuencia, f no es continua en [—1, 1], lo cual contradice nuestra suposiciéon. =

En la siguiente seccién probaremos que en C2 [—1, 1] cualquier sucesién de Cauchy
converge. A los espacios métricos que tienen esta propiedad se les llama completos.
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Definicién 5.5 Un espacio métrico X es completo, si toda sucesion de Cauchy en X
converge en X. Un espacio normado que es completo con la métrica inducida por su
norma se llama un espacio de Banach.

Los ejemplos anteriores muestran que (a,b) y C{[a,b] no son completos. De hecho,
Cpla, b] no es un espacio de Banach para ninguna p € [1, 00) [Ejercicio 5.32]. Sin embargo
es posible extender Cg [a,b] a un espacio completo en el sentido de la Definicién 5.56.
Ms4s adelante daremos una completacion explicita de CS [a,b], el espacio de Lebesgue
LP(a,b), que aparece de manera natural en muchas aplicaciones importantes.

La completitud no es invariante bajo homeomorfismos, como lo muestra el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 5.6 La funcion tan:(—%,5) — R es un homeomorfismo. R es un espacio

métrico completo, pero (=%, %) no lo es.

I I
-7.5 -5 -2.5 0 2.5 5 7.5

arctan x

Sin embargo, la completitud si se preserva bajo equivalencias.

Proposicion 5.7 Si existe una equivalencia ¢ : X — 'Y entre dos espacios métricos X
y Y, entonces X es completo si y sélo si'Y lo es.

Demostracion: Supongamos que Y es completo y que ¢ : X — Y es Lipschitz
continua. Sea (xj) una sucesién de Cauchy en X. Entonces, dada € > 0, existe kg € N
tal que

dy (¢(x;), d(xy)) < cdx(zj,xr) <e Vi, k> ko.

Es decir, la sucesién (¢(xy)) es de Cauchy en Y y, como Y es completo, se tiene que
¢(x;) — y en Y. Ahora bien, como ¢~ ' es continua, la Proposicién 3.33 garantiza que
rr = ¢ od(x)) — ¢ '(y) en X. Esto prueba que X es completo. El reciproco se
obtiene remplazando Y por X y ¢ por ¢ ! en el argumento anterior. m

Una consecuencia importante es la siguiente.
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Teorema 5.8 Todo espacio normado de dimension finita es de Banach.

Demostracion: Como para cualquier espacio normado V' de dimensién n existe
una equivalencia ¢ : R — V (ver Ejercicio 4.42), en virtud de la Proposicién 5.7
bastard probar que R” es completo. Sea (zj) una sucesién de Cauchy en R” | donde
z = (T, ..., T ). Entonces, dada € > 0, existe kg € N tal que

(256 = wpal < MAX fay; —wp| = oy —wnll <& Vik >k, Vi=1,..m.

Esto prueba que, para cada i = 1,...,n, la sucesién (z,) es de Cauchy en R. Como R
es completo, x,; — z; en R. Por tanto, dada € > 0, existe k; € N tal que

|IL‘]€7Z‘—$Z‘| <€ \V/k?Zk’“ ‘v’izl,...,n,
y, en consecuencia,

|lzr — 2| == ig%éx |z — x| <& Vk>max{ky, ... k,},

)

donde z := (21, ...,x,). Es decir, zy — z en RZ.. m

No todo subespacio de un espacio métrico completo es un espacio métrico completo.
Por ejemplo, R es completo pero ningin intervalo abierto (a,b) lo es. La siguiente
proposicién caracteriza a aquéllos que si lo son.

Proposiciéon 5.9 Sea X un espacio métrico completo. Un subespacio A de X es com-
pleto si y solo si es cerrado en X.

Demostracion: Supongamos que A es cerrado en X. Sea (ay) una sucesién de Cauchy
en A. Entonces (a;) una sucesién de Cauchy en X y, como X es completo, a;, — z en
X. Por la Proposicién 3.32 se tiene que z € A = A. Esto prueba que A es completo.
Supongamos ahora que A es completo. Sea z € A. Por la Proposicién 3.32, existe una
sucesién (ax) en A tal que ap — = en X. La Proposicién 5.2 asegura entonces que (ay)
es de Cauchy y, como A es completo, se tiene que ap — a en A. De la unicidad del
limite (ver Proposicién 3.29) se sigue que x = a € A. En consecuencia, A es cerrado. m
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5.2. Convergencia uniforme

En esta seccién daremos ejemplos importantes de espacios métricos completos. Em-
pezaremos comparando ciertos tipos de convergencia para sucesiones de funciones.
Sean S un conjunto y X = (X, dx) un espacio métrico.

Definicién 5.10 Una sucesion de funciones fr : S — X, k € N, converge puntual-
mente en S a una funcion f : S — X si fr(z) — f(z) en X para cada z € S. Es decir,
(fx) converge puntualmente a f en S si, para cada € > 0 y cada z € S, existe kg € N
(que depende de € y de z) tal que

dx(fi(2), f(z)) <€ Vk = ko.
La funcion f se llama el limite puntual de (fy).

El limite puntual de una sucesién de funciones continuas no es, por lo general, una
funcién continua, como lo muestra el siguiente ejemplo.

k

Ejemplo 5.11 La sucesion de funciones fi : [0,1] — R, fix(x) = 2", converge puntual-

mente a
0 s10< <1,
f(x)_{ 1 siz=1.
y=a’ y=a' y=a’

Daremos a continuacién una nocién de convergencia seguin la cual el limite de una
sucesién de funciones continuas resultard ser una funcién continua.

Definicién 5.12 Una sucesion de funciones f, : S — X, k € N, converge uniforme-
mente en S a una funcion f : S — X si, dada € > 0, existe kg € N (que depende de
e) tal que

dx(fr(2), f(2)) <e Vk >k, Vz€S.

La funcion f se llama el limite uniforme de (fy).
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Notemos que esta nocién es més fuerte que la de convergencia puntual, es decir,
si (fx) converge uniformemente a f, entonces converge puntualmente a f. El reciproco
no es cierto pues la sucesion (fi) del Ejemplo 5.11 no converge uniformemente en [0, 1]
[Ejercicio 5.41]. El siguiente ejemplo muestra que, aun cuando una sucesién de funciones
continuas converge puntualmente a una funcién continua, no necesariamente converge
uniformemente.

Ejemplo 5.13 Sea f; : [0,1] — R la funcion dada por

)
0%

xr — —

fr(x) :méx{k:—kQ k

y = fa(x)

La sucesion (fi) converge puntualmente a 0, pero no converge uniformemente a 0 ya
que, si e € (0,1), ningin k € N cumple que |fr(x)| < € para todo x € [0, 1]. En efecto,

fk<%)':k>s Vk € N,

La propiedad fundamental de la convergencia uniforme es la siguiente.

Teorema 5.14 Sean Z = (Z,dz) y X = (X,dx) espacios métricos. Si fr: Z — X es
continua para todo k € N y (f) converge uniformemente a f en Z, entonces f : Z — X
es continua.

Demostracion: Sean zg € Z y e > 0. Como (fy) converge uniformemente a f, existe
ko € N tal que

dx(ful2) f(2) < 5 V2 €2, Vk 2 ko.
Y, como fy, es continua, existe 6 > 0 tal que

dX(fk:o (Z)7 fko(zﬂ)) <

si dz(z,20) < 6.

Wl M



78 5. COMPLETITUD

En consecuencia,

dx(f(2), f(20)) < dx(f(2), fro(2)) + dx(fro(2), fro(20)) + dx(fio(20), f(20))
<

e s dy(z,2) <.

Esto prueba que f es continua. m

Para funciones acotadas la convergencia uniforme es simplemente la convergencia
en el espacio métrico B(S, X), definido en la Seccién 2.4, cuya métrica es la métrica
uniforme

doo(f; ) :=supdx (f(2), 9(2)),  f,g € B(S, X).

z€S
Es decir, se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 5.15 Sea (fx) una sucesion en B(S,X). Entonces, (fi) converge uni-
formemente a f en S si y sélo si (fx) converge a f en B(S,X).

Demostracion: Si (fi) converge a f en B(S, X) entonces, dada € > 0, existe kg € N
tal que

doo(fr, [) :=supdx(fi(2), f(2)) <e  Vk > k.

z€eS
En consecuencia,

dx(fu(2), f(2)) <& Vk>ko, Vz€S.

Es decir, (fx) converge uniformemente a f en S.
Reciprocamente, si fr € B(S,X) y (fx) converge uniformemente a f en S entonces,
dada ¢ > 0, existe kg € N tal que

dx(fr(2), f(2)) <e Vk>ky, VzeS. (5.1)

Como fi, es acotada, existen ¢ > 0y xy € X tales que dx(fx,(2),20) < ¢ para todo
z € S. En consecuencia,

dx (f(2),x0) < dx(f(2), fro(2)) + dx(fio(2), 20) <€+¢  VzES.
Esto prueba que f € B(S, X). De (5.1) se sigue que

doo(fi: f) 1= supdx (fi(2), f(2)) <& ¥ = ko.

Es decir, (fx) converge a f en B(S,X). m

El siguiente espacio jugard un papel importante en las aplicaciones del préximo
capitulo.
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Definicién 5.16 Sean Z y X espacios métricos. El espacio de funciones continuas
y acotadas de Z a X es el espacio métrico

CHZ,X):={f:7Z— X :f es continua y acotada}
con la métrica inducida por la de B(Z,X), es decir,

doo(f,9) :=supdx(f(2), 9(2))

z2€Z
si f,9 € C)(Z, X).

Para sucesiones de funciones continuas y acotadas podemos reinterpretar el Teorema
5.14 como sigue.

Corolario 5.17 Sean Z y X espacios métricos. Entonces CY(Z,X) es un subespacio
cerrado de B(Z, X).

Demostracion: Sea f € CY(Z,X). Por la Proposicién 3.32 existe una sucesién
(fr) en C)(Z, X) tal que f, — f en B(Z,X). El Teorema 5.14 asegura entonces que
fe€C(Z,X). Esto prueba que C(Z, X) es cerrado en B(Z, X). m

Concluimos esta seccién con otra consecuencia importante de la convergencia uni-
forme.

Teorema 5.18 Si f; : [a,b] — R es una sucesion de funciones continuamente diferen-
ciables en [a,b] tales que (fi) converge a f puntualmente en [a,b] y (fi) converge a g

uniformemente en [a,b], entonces f es continuamente diferenciable en [a,b] y f' = g.

Demostracion: Sea xy € (a,b). Aplicando el teorema del valor medio a la funcién
fj — fx se tiene que, para cada x € (a,b), existe £, € (a,b) tal que

fi(@) = fu(@) = (fi(z0) — fi(x0)) = (fi(€,) — fi(€r)) (x — o).

En consecuencia,

[fi(2) = fi(wo) = fulw) + fulzo)l < ||fj = fill o |z — @] Vo € (a,0).

Como (f{) converge en C°[a, b], dada £ > 0 existe kg € N tal que

115(x) = f;(x0) — fule) + fulzo)| < g o —z0|  Va € (a,b), Vi, k> ko.
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Tomando el lfimite cuando 7 — oo, concluimos que
€
[f(@) = f(20) = fil) + fu(wo)l < S|z — @ V2 € (a,b), Yk = ko. (5.2)
Por otra parte, existe k; € N tal que
€
| fe(zo) — g(@0)| < 3 Vkzhk (5.3)

Sea k, := méax{ko, k1}, y sea § > 0 tal que
Ji.(2) = fr.(@o)

T — 2o

De las desigualdades (5.2), (5.3) y (5.4) se sigue que

si |z — x| < 0. (5.4)

—fé*(xo)‘ <

Wl M

f(xi : isxo) _ g(xo)’ < ‘f(l’; : :];Exo) e (32 : i}; (o)
+ Ji. (ma): : iﬁ (JEO) - fl;* (950) + ‘fl; (550) - 9(930)|

< e 8l |x—xe <.

Es decir, f es diferenciable en xy y f’(z0) = g(zo). Finalmente, como f; € C%a,b], se
tiene que g € C%a, b], es decir, f es continuamente diferenciable en [a,b]. =

5.3. Espacios completos de funciones

A continuacién daremos un criterio que garantiza la convergencia uniforme de una
sucesion de funciones en términos de la sucesién misma.
Sean S un conjunto y X = (X, dx) un espacio métrico.

Definicién 5.19 Una sucesion de funciones fr : S — X, k € N, es uniformemente
de Cauchy en S si, para cada € > 0, existe ky € N tal que

dx(fil2), fi(2) <& Vi k= ko, Vze€S.

El siguiente teorema nos da una condicién necesaria y suficiente para la convergencia
uniforme de una sucesién de funciones.

Teorema 5.20 (Criterio de convergencia uniforme de Cauchy) Sea X un espa-
cio métrico completo. Una sucesion de funciones f, : S — X, k € N, converge uni-
formemente en S si y sdlo si (fi) es uniformemente de Cauchy en S.
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Demostracion: Si (fy) converge uniformemente a f en S entonces, dada ¢ > 0,
existe kg € N tal que

dx(fo(2), f(2)) < S Yk >k, Vz€S.

DN ™

En consecuencia,

dx (fi(2), [i(2)) < dx(fi(2), f(2)) + dx(f(2), [;(2)) <& Vi, k = ko, V2 €S.

Es decir, (fx) es uniformemente de Cauchy.

Supongamos ahora que (fz) es uniformemente de Cauchy en S. Entonces, para cada
z € S, la sucesién (fi(z)) es de Cauchy en X y, como X es completo, esta sucesién
converge a un punto de X al que denotaremos por f(z). Probaremos ahora que f; — f
uniformemente en S. Sea £ > 0. Como (f;) es uniformemente de Cauchy, existe ky € N
tal que

dx (fil2), f3(2)) < 5

Y como para cada z € S se tiene que f;(z) — f(2) en X, existe k(z) € N (que depende
de z) tal que

Vi, k > ko, Vz € S.

dx(f(2), f(2) <5 Vi = k).

Dadas k > ko y z € S, tomemos j := max{ko, k(z)}. Entonces

dx (f(2), f(2)) < dx(fe(2)., f5(2)) + dx(f(2), f(2)) <e.

En consecuencia,

dx(fr(2), f(2)) <e Vk>ky, Vz €S,

es decir, (f;) converge uniformemente a f. m

Recuerda que, si S es un conjunto y V = (V,||-||) es un espacio vectorial normado,
entonces B(Z, V') con la norma uniforme

1/ lloo := sup [/ (2)]] (5.5)
z2€Z

es un espacio vectorial normado (ver Ejercicio 2.50). Si Z es un espacio métrico, C (Z, V)
es un subespacio vectorial de B(Z,V).
Una consecuencia importante del teorema anterior es la siguiente.

Corolario 5.21 Sean S un conjunto, Z un espacio métrico y X un espacio métrico
completo. Entonces los espacios métricos B(S, X) y C)(Z, X) son completos.

En particular, si V es un espacio de Banach, entonces B(S,V) y CY(Z,V) son espacios
de Banach.
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Demostracion: Sea (fi) una sucesién de Cauchy en B(S, X). Claramente (fy) es
uniformemente de Cauchy en Sy, por el Teorema 5.20, (f;) converge en B(S, X). Esto
prueba que B(S, X) es completo. Por el Corolario 5.17, CJ(Z, X) es un subconjunto
cerrado de B(S, X). La Proposicién 5.9 asegura entonces que C{(Z, X) es completo. m

Esta propiedad hace que los espacios B(S, X) y C)(Z, X) jueguen un papel impor-
tante en las aplicaciones, como veremos en el siguiente capitulo.

Recuerda que, si K es un espacio métrico compacto, entonces toda funcién continua
de K en X es acotada (ver Corolario 4.11), es decir,

C'(K,X):={¢: K — X : ¢ es continua} = CP(K, X).

Por tanto, C°(K, X) es un espacio completo si K es compacto y X es completo.

5.4. Series en espacios de Banach

Sea V' = (V,||-||) un espacio vectorial normado y sea (vj) una sucesién en V.

Definicién 5.22 Decimos que la serie
D Uk
k=1

converge enV si la sucesion (w,) de sumas parciales w, := Y, _, vy converge en V.
Su limite se denota

00 n
> v = lim g V-
— n—oo
k=1 1
Una observacion sencilla es la siguiente.

Proposicién 5.23 Si la serie Y -, vy converge en V, entonces v, — 0 en V. En par-
ticular, (vg) estd acotada.

Demostracion: La sucesion (Y, _, vy) es de Cauchy (ver Proposicién 5.2). Por tanto,
dada £ > 0, existe ng € N tal que

n+1 n

|vngsill = [ Do v — Do vkl <& Vn >ng.
k=1 k=1

Esto prueba que v, — 0 en V. Por la Proposicién 3.31, (v;) estd acotada. m

En espacios de Banach se tiene el siguiente criterio de convergencia para series.
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Proposicién 5.24 (Criterio de Cauchy para series) Sea V' un espacio de Banach
y sea (vg) una sucesion en V. La serie

e.)
> Uk
k=1
converge en V' st y sélo si, para cada € > 0, existe ko € N tal que

ket + - Fopgjll <& Vk > ko, Vi > 1.

Demostracion: Como V es completo, la sucesion (w,) de sumas parciales w,, =
> p_; U converge en V siy sélo si (w,) es de Cauchy, es decir, si y sélo si para cada
e > 0, existe kg € N tal que

|wks; — wil| = Jvgr + -+ -+ vesjl| <€ VE> ko, Vj>1,

como afirma el enunciado. =

El siguiente criterio garantiza la convergencia uniforme de una serie de funciones en
términos de la convergencia de una serie de niimeros reales.

Teorema 5.25 (Criterio de Weierstrass) Sea V' un espacio de Banach y sea (vy)
una sucesion en V. Si la serie de niumeros reales

e, °]
D okl
k=1

converge, entonces la serie
o0
D Uk
k=1

converge en V' y se cumple que

o0
\ S,
k=1

o0
< D ol
k=1

Demostracion: Sea € > 0. Como »_ >, ||ug| converge en R, la Proposicién 5.24
asegura que existe kg € N tal que

[orsall + - -+ lowssll <& VE = ko, Vi 21
Usando la desigualdad del tridngulo obtenemos que

|vrg1 + -+ vpggll < el + -+ llowggl] <& Vb > ko, Vj > 1.
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Aplicando nuevamente la Proposicién 5.24 concluimos que la serie
oo
> Uk
k=1

converge en V. En consecuencia, usando la continuidad de la norma y la desigualdad
del tridngulo obtenemos

= lim

n—oo

[ee]
> Uk

k=1

n
> Uk
k=1

n o0
< lm ) fjogll = 2 [loll
=00 k=1 k=1
como afirma el enunciado. =

Sea S un conjunto y sea fj : S — V una sucesién de funciones.

Definicién 5.26 Decimos que la serie de funciones
> f
k=1

converge uniformemente en S si la sucesion de funciones g, := Y ,_, fi converge
uniformemente en S a una funcion S — V, a la que se denota

o0
> fi
k=1
Un ejemplo importante de series de funciones son las series de potencias.

Definicién 5.27 Sea (ax) una sucesion en R y sea xy € R. La serie
= k
> ax(r — o)
k=0
de funciones reales de variable real x se llama una serie de potencias. Su radio de

convergencia se define como

R:=sup{r € [0,00) : > axr* converge en R} € [0, cc].
k=0

El siguiente resultado justifica llamar a R el radio de convergencia.
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Teorema 5.28 Sean (ay) una sucesion en R y zp € R.
(a) Las series de potencias

> ag(x — .Ig)k y > kay(x — J?g)k_l
k=0 k=1

convergen uniformemente en [xo — 1,z + r| para todo r € (0, R), donde R es el radio

de convergencia de >, ar(r — xo)".

(b) La funcion
f(z) = g_:oak(:v — x0)F

es continuamente diferenciable en (xg — R, xo + R) y su derivada estd dada por

o0
f'(z) =3 kag(x — zo)* 1.
k=1
Demostracion: (a) Sea r € (0, R). Definimos f;, € C°[xg — r, 9 + 7] como fi(z) :=
ar(z — x0)*, k > 0. Probaremos que la sucesién (f;) satisface el criterio de Weierstrass.
De la definicién del radio de convergencia se sigue que existe 7 € (r, R] N R tal que
> or o artt converge en R. Por tanto, existe ¢ € R tal que |ax#*| < ¢ para todo k € N
(Proposicién 5.23) y, en consecuencia,

| fe(2)] = |ak| |z — 20| < |ag| F¥0% < 0¥ VEk €N, Vz € [xg — 1,20 + 7],
donde 6 := %. Se tiene entonces que

Ifill, = méx |fu(@)] < ¥ VkeN.

x€[xo—T,20+T]

Como 6 € (0, 1), la serie de nimeros reales Y-, 6% converge. Por consiguiente, la serie
> reo 1kl converge [Ejercicio 5.45] y el Teorema 5.25 implica que la serie

= k
D ar(w — o)
k=0

converge uniformemente en [z — r, zo + 7.
Por otra parte, si definimos g, € C°[xg —r, 79+ 7], como gi(x) := kag(x —x)* 1, k > 1,
tenemos que

1g1(x)] = k|| |z — 20" ! < gke’H Vk €N, Va € [zo — 1,30 + 1]
Por tanto,

, C _
lgklloo ==  méx ]ng(l’)| < ;ké”“ 1 VkeN.

x€[xo—T,T0+T
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Dado que la serie Y /7, k0" converge en R, argumentando como en el caso anterior,
concluimos que la serie
oo
kay(x — x0)*!
k=1
converge uniformemente en [xg — r, zg + 7.

(b) Sea r € (0, R) y denotemos por
Fi(z) == ;)aj(a: — o), f(x):= ;aj(x — o), g(x):= ;jaj(x — o)

F. es continuamente diferenciable, y acabamos de probar que (F},) converge a f y (F})
converge a g uniformemente en [xg — 7, 2o + r]. El Teorema 5.18 asegura entonces que
f es continuamente diferenciable en [xg — 7,29+ 7] y que f'=g¢g. m

Una funcién f : (zg — R,z9 + R) — R que se puede expresar como una serie de

potencias
oo

fl@) =3 ap(x — mo)*

k=0
se llama una funcién analitica. Una funcién analitica tiene derivadas de todos los
érdenes [Ejercicio 5.50]. El reciproco no es cierto [Ejercicio 5.51].

5.5. Ejercicios

Ejercicio 5.29 Sea X4, un espacio métrico discreto.
(a) Describe a las sucesiones de Cauchy en Xgisc.
(b) sEs Xgise un espacio métrico completo?

Ejercicio 5.30 Sea (x1) una sucesion de Cauchy en un espacio métrico X.

(i) Prueba que (z1) estd acotada en X.

(i1) Prueba que, si alguna subsucesion de (xy) converge a x en X, entonces () converge
axenX.

Ejercicio 5.31 Sea X = (0,1) con la métrica inducida por la de R. Prueba que la

sucesion (%) es de Cauchy en X pero no converge en X.

Ejercicio 5.32 Considera la sucesion de funciones fy : [—1,1] — R,
-1 si —1<z<—4,
fol®) =< kx si —1 <z <4,
1 si ;<z<l
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(a) Prueba que (fi) es de Cauchy en C)[—1,1] para toda p € [1,00).

(b) Prueba que (fi) no converge en Cp[—1,1] para ninguna p € [1,00]. (Sugerencia:
Usa el Ejercicio 3.46 y el Ejemplo 5.4).

(c) ¢FEs (fx) de Cauchy en C%[—1,1]?

Ejercicio 5.33 Prueba que {, es un espacio de Banach para todo p € [1,00].

Ejercicio 5.34 Considera los siguientes subespacios de lo, con la norma inducida.
¢ Cudles de ellos son de Banach?

(i) 0:={(z,) € le : T, # 0 s6lo para un nimero finito de n’s}.

(it) ¢ = {(z,) € lo : T, — O}.

(11i) ¢ := {(x,) € b : (x,) converge en R}.

Ejercicio 5.35 Sean X un espacio métrico completo y x,y € X. Prueba que el espacio
de trayectorias

T.,(X) = {0 €C%0,1],X) : 0(0) = x, (1) =y}

con la métrica uniforme es completo.
Ejercicio 5.36 Prueba que todo espacio métrico compacto es completo.

Ejercicio 5.37 Sean X y Y espacios métricos completos. Prueba que X X Y con
cualquiera de las métricas del Ejercicio 2.51 es completo.

Ejercicio 5.38 Sea V' un espacio normado. Prueba que todo subespacio vectorial de
dimension finita de V' es cerrado en V.

Ejercicio 5.39 Sean V = (V,||-||) un espacio normado y Sy :={v € V : |jv|| = 1} la
esfera unitaria en V. Demuestra las siguientes afirmaciones.

(a) Si W es un subespacio vectorial de V, W es cerrado en V. y W # V entonces, para
cada § € (0,1), existe vs € Sy tal que

|lvs —w|| >0 YweW.

(b) Teorema (Riesz) La esfera unitaria Sy = {v € V : ||v|| = 1} es compacta si y
sélo si dimV < co. (Sugerencia: Si dimV = oo, usa el Ejercicio 5.38 y el inciso (a) para
construir una sucesién en Sy que no contiene ninguna subsucesién convergente.)

(¢) La bola cerrada By (0,1) := {v € V : |jv|| < 1} es compacta si y sélo si dimV < oo.

Ejercicio 5.40 Sea ¢ : X — Y una funcion uniformemente continua.

(a) Prueba que, si (xy) es de Cauchy en X, entonces (¢(xy)) es de Cauchy en'Y.

(b) Prueba que, si existe una funcion continua v : Y — X tal que poop =1id y Y es
completo, entonces X es completo.
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Ejercicio 5.41 (a) Prueba que la sucesion de funciones fi(x) = ¥

formemente en [0, 1].
(b) Prueba que la sucesion de funciones fy(z) = x
subintervalo cerrado |a,b] C [0, 1).

no converge uni-

* converge uniformemente en cualquier

Ejercicio 5.42 ;Cudles de las siguientes sucesiones de funciones fr : R — R con-
vergen puntualmente en R? Encuentra todos los intervalos donde la convergencia es
uniforme.

 kx b  kx Kz
(a) fk(iv)*kxg—ﬂy (b) fk(m)*mv (¢) fk(i”)*]mz—ﬂ'

Ejercicio 5.43 ;Cudles de las siguientes sucesiones de funciones f, : R — R convergen
uniformemente en R? Encuentra el limite de tales sucesiones.

@ = { TR
B A0 = g
() fula) = sen(w/k).
@  fle) = {om it b

Ejercicio 5.44 Sea fy : [a,b] — R una sucesion de funciones continuamente diferen-
ciables en [a,b] que converge puntualmente a una funcion f en [a,b]. Investiga si son
falsas o verdaderas las siguientes afirmaciones..

(a) f es continua en |a,b].

(b) (fx) converge uniformemente a f en |a,b].

(¢) La sucesion (f}) converge puntualmente en [a,b].

(d) Sif es continuamente diferenciable, entonces (f;,) converge puntualmente en [a, b].
(e) Si f es continuamente diferenciable y si (fi(x)) converge para cada x € [a,bl,
entonces (f;) converge puntualmente a f' en |a,b].

Ejercicio 5.45 (a) Prueba que, si a,,b, € R, 0 <a, <b, y> > b, converge en R,
entonces » - a, converge en R.

Ejercicio 5.46 Considera la sucesion de funciones fr : R — R,

332

fi(x) = A+ 22k

(a) Prueba que, para cada x € R, la serie de numeros reales Y, fi(z) converge.
(b) ¢Converge la serie de funciones Y o, fr uniformemente en R?
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Ejercicio 5.47 Considera las funciones fr : R — R dadas por
senkx
Vi
(a) Prueba que (fy) converge uniformemente a 0 en R.
(b) Prueba que (f]) no converge puntualmente en R, donde f; es la derivada de f.

fi(z) =

Ejercicio 5.48 Prueba que, para cadar > 1, el espacio C._[a, b] definido en el Ejercicio
2.49 es un espacio de Banach. (Sugerencia: Usa el Teorema 5.18.)

Ejercicio 5.49 (a) Dada una sucesion (cx) en R definimos

¢ := limsup |ex|""* .
k—oo

Demuestra el criterio de la raiz para la convergencia de series de nimeros reales:

bl ' 1
Y e Ck converge sic <1,
o0 .
Y peoCk Mo converge sic > 1.

(b) Prueba que el radio de convergencia R de una serie de potencias Y . ax(x — xo)"

estd dado por
_ . 1/k
R~ = limsup |ay|"/* .
k—o00
(c) Calcula el radio de convergencia de las siguientes series de potencias y averigua i
convergen o no en los puntos |x| = R.

00 kK 00 A 00 .Tk 00 IEk
Z k®x N Z T, Z ?, Z 72"
k=0 k=0 k=0 k=0

Ejercicio 5.50 Sea > . ar(x — xo)*, ar € R, una serie de potencias con radio de
convergencia R > 0. Prueba que la funcion f: (zg — R,z9 + R) — R dada por

fx) = Zak(x —x0)F

k

e
=0

tiene derivadas de todos los drdenes y que la n-ésima derivada f™ de f estd dada por
f™(z) = Z k(k—1) - (k—n+ Dagle —20)*™, 2 € (xg— R, 70+ R).
k=n

En particular se cumple que ™ (z¢) = nla,.
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Ejercicio 5.51 Considera la funcion f : R — R dada por

eV iz #£0,
fo) = { 0 six=0.

0.87T
0.67T
0.47

0.27T

| | |
t t t t
-2.5 -1.25 0 1.25 2.5

y = 6—1/1‘2

(a) Prueba que f tiene derivadas de todos los érdenes en x =0 y que f™(0) = 0.
(b) sSe puede escribir f como una serie

[e.o]

flz) = Zakxk, ap € R,

k=0

convergente en algin intervalo (—R, R), R > 07

Ejercicio 5.52 Sean ai; € R tales que las series de nimeros reales

o0
> laws| = b
=1

convergen para cada k € N y la serie Y - | by también converge. Prueba que
o o o0 o0
DD =) ) o
k=1 j=1 j=1 k=1

(Sugerencia: Considera el subespacio métrico X := {1 : n € N}U{0} de R y aplica el
criterio de Weierstrass a la sucesién de funciones f; : X — R dadas por

fr <%) = Zakja fe(0) = Zakj'

Comprueba que esta sucesion satisface todas las hipétesis del Teorema 5.25.)
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Ejercicio 5.53 Cualcula el radio de convergencia R de la serie de potencias

k

——
f(z) = Z o
k=0
y demuestra que f' = f en (=R, R). ;Quién es la funcion f?
Ejercicio 5.54 Sea P el conjunto de todas las funciones polinomiales p : [0,1] — R,
p(z) = a2™ + - - - + a1z + ap, con ag, ..., a, € R.

(a) Prueba que P es un subespacio vectorial de C°[0, 1].
(b) ¢Es P con la norma uniforme

Ipllo = mdx [p(z)|

un espacio de Banach? (Sugerencia: Considera la sucesion de polinomios py(z) = %xqu
-+- 4z + 1 y utiliza la Proposicién 5.9).

Ejercicio 5.55 Sea ¢ : R — R la funcion dada por

(1) =4 © si v €[0,1
A= 2-2 siozell,2

J
l

y o(x +2) = p(x) para todo x € R.

(a) Prueba que la serie
o0 3 k
Z <Z> p(4"x)

k=0

converge uniformemente en R. En consecuencia, la funcion f: R — R dada por

=3 (3 et

es continua.
(b) Prueba que f no es diferenciable en ningun punto x € R. (Sugerencia: Para cada
j € N toma m € N tal que m < 47z < m+ 1, y define y; :=477m, z; := 477 (m +1).
Prueba que

— 00 cuando j — o0.

‘f(zj) — /()
% Y

Usa este hecho para concluir que f no es diferenciable en x.)
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5.6. Proyecto de trabajo
Sean X = (X, d) y X* = (X*,d*) espacios métricos.

Definicién 5.56 X* es una completacion de X si X* es completo y existe una

isometria v : X — X* tal que 1(X) = X*, donde 1(X) denota a la cerradura de 1(X)
en X*.

Por ejemplo, el espacio R de los niimeros reales es una completacién del espacio Q
de niimeros racionales.

5.6.1. Objetivo

El objetivo de este proyecto es demostrar que todo espacio métrico admite una
completacién y que ésta es tinica salvo isometria.

5.6.2. Esquema de la demostracién

UNICIDAD. Demuestra la siguiente afirmacion.

Proposicién 5.57 Si X* = (X*,d*) y X¥ = (X#,d") son completaciones de X,
entonces existe una isometria biyectiva 3 : X* — X7,

EXISTENCIA. Para construir una completaciéon de X considera la siguiente relacion.

Definicién 5.58 Sean (xx) y (yi) dos sucesiones de Cauchy en X. Decimos que ()
y (yr) son equivalentes, y lo denotamos (xy) ~ (yx), si

lim d(zg, yx) = 0.
k—oo
Demuestra ahora el siguiente lema.

Lema 5.59 La relacion (xy) ~ (yx) es una relacion de equivalencia en el conjunto de
todas las sucesiones de Cauchy de X.

Denota por [xy] a la clase de equivalencia de la sucesién de Cauchy () y define
X" :={[zk] : (1) es de Cauchy en X}

d" ([l [ya]) = lm d(wy, ye)-

Demuestra el siguiente lema.
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Lema 5.60 (i) d* estd bien definida, es decir, existe limy .o d(xy,yr) y no depende
de los representantes (xy) y (yx) elegidos.
(ii) d* es una métrica en X*.

Dado = € X denota por [z] a la clase de equivalencia de la sucesién cuyos términos
son todos iguales a x. Demuestra el siguiente teorema.

Teorema 5.61 X* es una completacion de X. Mds precisamente, X* = (X*,d*) es un
espacio métrico completo y la funcion v : X — X* dada por 1(x) := [x] es una isometria

tal que o(X) = X*.
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Capitulo 6

El teorema de punto fijo de Banach
y aplicaciones

El teorema de punto fijo de Banach, también llamado el principio de contraccion,
garantiza la existencia y unicidad de puntos fijos de cierto tipo de funciones de un
espacio métrico completo en si mismo. A diferencia de otros teoremas de punto fijo,
éste da un método constructivo para obtenerlo mediante un proceso de iteracién.

El teorema de punto fijo de Banach tiene muchisimas aplicaciones a resultados de
existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones numéricas, ecuaciones diferenciales y
ecuaciones integrales. Daremos aqui algunos ejemplos.

Una aplicacién muy importante es el teorema de Picard-Lindelof que asegura la exis-
tencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias con una condicién
inicial. Este resultado fue publicado por primera vez en 1890 por Lindelsf!. Simultdnea-
mente, Picard? desarrollé un método de aproximacién sucesiva de soluciones. El método
de iteracion de Picard es justamente el método iterativo del teorema de punto fijo de
Banach.

6.1. El teorema de punto fijo de Banach
Sea X = (X, d) un espacio métrico.

Definicién 6.1 Una funcion ¢ : X — X se llama una contraccion si existe a € (0, 1)

'Ernst Leonard Lindelsf (1870-1946) fue un matemético finlandés que realizé aportaciones impor-
tantes en Anélisis y Ecuaciones Diferenciales.

2Charles Emile Picard (1856-1941) fue un destacado matemético francés que realizé aportaciones
muy importantes en multiples ramas de las matemadticas, particularmente en Variable Compleja y
Ecuaciones Diferenciales.

95
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tal que
d((z),d(y)) < ad(z,y)  Vo,y e X. (6.1)

Es decir, una contraccién es una funcién de un espacio métrico en si mismo que es
Lipschitz continua con constante de Lipschitz estrictamente menor que 1. Es importante
observar que el que ¢ : X — X sea o no contracciéon depende de la métrica que le demos
a X [Ejercicio 6.20].

Definicién 6.2 Un punto z* € X se llama un punto fijo de la funcion ¢ : X — X si
o(z*) = x*.
Denotamos por ¢* a la composicién
¢ =po---0p sikeN, ¢° = idy,
k

donde idy : X — X es la funcién identidad. El siguiente resultado, debido a Stefan
Banach?, tiene aplicaciones muy importantes.

Stefan Banach

Teorema 6.3 (Banach) Sea X un espacio métrico completo, no vacio, y sea ¢ : X —
X una contraccion. Entonces se cumple lo siguiente:

(i) ¢ tiene un tnico punto fijo x*.

(i) Para cualquier xo € X la sucesion (¢"(x0)) converge a x* en X, y se cumple que

ak

d(¢" (x0),2") <

donde o € (0,1) satisface (6.1).

d(ﬁb(xo),-fo)a (6-2)

11—«

3Stefan Banach (1892-1945) naci6 en Cracovia, Polonia. Fue basicamente autodidacta y su genio fue
descubierto accidentalmente por el matemdatico Hugo Steinhaus. Se le considera fundador del Anaélisis
Funcional moderno. Muchos conceptos y resultados notables llevan su nombre.
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Demostracion: Sea xg un punto cualquiera de X y denotemos por

T = ¢k($o)-

Demostraremos primero que la sucesion (zy) es de Cauchy en X. Nota que, si ¢ satisface
(6.1), entonces

A(Tpgr, 7)) = d(¢" (1), 0" () < &¥d(zy,29) Vk €N,
Ademis, para cualesquiera y, z € X, se cumple que

d(y, z) d(y, ¢(y)) + d(o(y), ¢(2)) +d(¢(2), 2)
d(y, o(y)) + ad(y, z) + d(¢(z), 2),

IA N

es decir,
(1= a)d(y, 2) < d(y, o(y)) + d(&(2), 2)-

Tomando y := zj, y 2 := x; obtenemos

d(Tps1, zk) + d(xj41, 7)) < af + ol

dlxg, x:) < d(x1,x0). 6.3
( ks J) = 1 = ( 1, 0) ( )
Sea e > 0. Como « € (O, ].) existe ]{70 € N tal que
' d( ) < = vk >k (6.4)
1 T1,To 5 -~ Ro. .

En consecuencia,
d(fL‘k,iL'j) <e€ VJ, k> k.

Esto demuestra que la sucesién (z) es de Cauchy en X.

Como X es completo, existe z* € X tal que z, — x* en X y, como ¢ es continua,
se tiene entonces que w11 = ¢(xr) — ¢(2*) en X. Como el limite de una sucesién es
unico, concluimos que ¢(z*) = z*, es decir, z* es un punto fijo de ¢.

Veamos ahora que es tnico. Si ] y x5 son puntos fijos de ¢ entonces

d(ay, 75) = d(P(x7), ¢(73)) < ad(ay, 23).

Como « < 1, esta desigualdad implica que d(z3, x3) = 0, es decir, x} = x3.
Por 1ltimo, haciendo tender j — oo en la desigualdad (6.3) obtenemos que

ak

d(zg, ") = lm d(xy, x;) < | d(zy,29) VkeN.

J—00 -«
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Esto concluye la demostracién. m

El teorema anterior no sélo afirma la existencia de un tnico punto fijo para una
contracciéon ¢ : X — X. También nos dice como encontrarlo, o cémo encontrar una
buena aproximaciéon de él: Basta tomar un punto arbitrario o € X y considerar la
sucesién de iteradas (¢*(z¢)). Esta converge al punto fijo. La desigualdad (6.2) nos
da una estimacién del error en cada paso de la iteracién. A este método se le conoce
como el método de aproximaciones sucesivas. Veremos algunas aplicaciones en las
siguientes secciones.

Los siguientes ejemplos muestran que las condiciones del teorema de punto fijo de
Banach son necesarias.

Ejemplo 6.4 La funcion ¢ : (0,1) — (0,1) dada por ¢(t) = it es una contraccion
y no tiene ningun punto fijo en (0,1). Por tanto, para la validez del Teorema 6.3 es
necesario que X sea completo.

Ejemplo 6.5 La funcién ¢ : R — R dada por ¢(t) =t + 1 satisface
l6(t) —o(s)| =t —s| Vt,seR.

Sin embargo, no tiene ningun punto fijo. Por tanto, para la validez del Teorema 6.3 es
necesario que el nimero a de la condicion (6.1) sea estrictamente menor que 1.

Esta condicién también es necesaria para la unicidad del punto fijo [Ejercicio 6.22].
La siguiente generalizacién del teorema de punto fijo de Banach es muy 1itil en las
aplicaciones.

Corolario 6.6 Sea X un espacio métrico completo y ¢ : X — X una funcion. Si existe
k €N tal que ¢" : X — X es una contraccion, entonces ¢ tiene un inico punto fijo.

Demostracion: El Teorema 6.3 asegura que ¢* tiene un unico punto fijo z* € X.
Aplicando ¢ a la igualdad ¢*(z*) = 2* obtenemos que

¢"(p(*)) = ¢ (¢"(z")) = ¢ (27,

es decir, ¢(x*) es también un punto fijo de ¢*. Como el punto fijo es tinico, obtenemos
que ¢(x*) = z*. En consecuencia, r* es también un punto fijo de ¢. Y es el tinico, ya
que todo punto fijo de ¢ es también un punto fijo de ¢*. m
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6.2. Sistemas de ecuaciones lineales
Consideremos el sistema de ecuaciones lineales
Az —z =10 (6.5)

donde A = (a;;) es una matriz real de n x n 'y b = (by,...,b,) € R™. Observemos que
xr € R™ es una soluciéon de este sistema si y sélo si z es un punto fijo de la funcién
¢ : R" — R" dada por ¢(x) := Az — b. De modo que, si ¢ es una contraccién, podemos
aplicar el método de aproximaciones sucesivas para encontrar una solucién. El que ¢
sea una contraccién depende de la métrica que le demos a R™. Por ejemplo, si le damos
a la métrica ||-||; del Ejemplo 2.5 obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 6.7 Si existe o € (0,1) tal que
Y lagl<a  Vji=1,..n, (6.6)
i=1
entonces el sistema (6.5) tiene solucion inica para cada b € R™. La solucion x* satisface
k-1
x* + Z A™b
m=0
Demostracion: Para todo x € R" se tiene que

n n n
S agl |zl <@ layl =zl .
j=1

i=1 j=1

ak

<
1

181l -

11—«

n

| Azll, =

=1

n

E CLZ‘jIj

=1

En consecuencia, la funcién ¢ : R} — R} dada por ¢(x) = Az — b satisface

lo(x) = ¢W)ll, = [[Ax — Ayll, = [[A(z = »)ll; < efle —yll, Yo,y € R",

es decir, ¢ es una contraccién. Por el Teorema 6.3, existe un tnico z* € R" tal que
o(z*) = Az* — b = z*. Mds ain, como

k—1
¢(0) = =) A™,
m=0
se tiene que
k—1 ak
* ATl < b, .
x+ﬁ;} 1_1_0[||||1
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Esto concluye la demostracién. m

Si consideramos otras métricas en R" obtendremos condiciones, distintas de (6.6),
que también garantizan la existencia y unicidad de soluciones del sistema (6.5) para
cada b [Ejercicio 6.28].

Sabemos que el sistema (6.5) tiene solucién unica si y sélo si det(A — I) # 0,
donde I es la matriz identidad. En consecuencia, la condicién (6.5) y las del Ejercicio
6.28 garantizan que det(A — I) # 0. En este caso, la matriz A — I es invertible y la
solucién del sistema estd dada por x := (A — I)~'b. Sin embargo, en problemas que
involucran un nimero grande de variables, encontrar la inversa de una matriz tiene un
costo prohibitivo, incluso con la potencia de las mejores computadoras disponibles. Por
ello se utilizan métodos iterativos, como el de Jacobi o el de Gauss-Seidel, para encontrar
la solucién mediante aproximaciones sucesivas a partir de una estimacién inicial. Para
ecuaciones no lineales los métodos iterativos son, en general, la 1inica opcién.

6.3. Ecuaciones integrales

Aplicaremos el teorema de punto fijo de Banach para probar la existencia y unicidad
de soluciones de dos tipos de ecuaciones integrales importantes: la ecuacién integral de
Fredholm y la ecuacién integral de Volterra.

6.3.1. La ecuacién integral de Fredholm del segundo tipo

Sean K : [a,b] x [a,b] = R y g¢: [a,b] — R funciones continuas, y sea A un mimero
real. Una ecuacién integral de la forma

M) - / K(a,9)f)dy = g(x), = € [a,], (6.7)

se llama una ecuacién integral de Fredholm®. Se dice que es del primer tipo si
A =0y del segundo tipo si A # 0. Una funcién continua f : [a,b] — R que satisface
(6.7) para todo = € [a, b] se llama una solucién de (6.7). Nos preguntamos, ;jpara qué
valores A tiene la ecuacién (6.7) una tnica solucién?

Queremos expresar este problema como un problema de punto fijo. Es decir, quere-
mos encontrar una funcién ¢, : C°[a, b] — C°a, b] cuyos puntos fijos sean las soluciones
de la ecuacién (6.7). Para ello, procederemos del siguiente modo. A cada f € C°[a,b] le

1Erik Ivar Fredholm (1866-1927) fue un matemético sueco. En 1903 introdujo la teorfa moderna de
ecuaciones integrales, a la que se conoce como Teoria de Fredholm.
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asociamos la funcién §f : [a,b] — R dada por

b
3 (@)= [ Ko )y
En términos de esta funcién la ecuacién (6.7) se escribe como

M(x) = ) (x) =g(x) Vo €la,b],

es decir, f es solucién de (6.7) si y sélo si satisface la ecuacién funcional
A =38f=y
Si A # 0 esta ecuacion es equivalente a
1
f= X(S’f +9).

Probaremos que §f € C°[a,b] (ver Lema 6.8). Esto nos permite definir una funcién de
C°[a, b] en si mismo como sigue:

¢x:Ca,b] = COla,b],  du(f) = (B +9).

> =

Las soluciones de (6.7) son justamente los puntos fijos de ¢,.
Para poder aplicar el Teorema de Punto Fijo de Banach requerimos que C°|a, b] sea
completo. De acuerdo con el Corolario 5.21 este espacio, dotado de la norma uniforme

1/l := max | f(z)],
z€[a,b]

es un espacio de Banach. Probaremos que para ciertos valores de A\ la funcién ¢, :
C°a,b] — C°a,b] es una contraccién. El Teorema 6.3 asegura entonces que ¢, tiene un
tnico punto fijo, es decir, que la ecuacién (6.7) tiene una unica solucién (ver Teorema
6.9). A continuacién damos los detalles.

Lema 6.8 Para cada f € C°[a,b], la funcién Ff : [a,b] — R dada por

3/) (@) = / K(z,y)f (y)dy

es continua.
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Demostracion: Sea f € C°a,b]. Si f = 0 entonces Ff = 0. Supongamos que f # 0.
Como [a,b] X [a,b] es compacto, el Teorema 4.31 asegura que K es uniformemente
continua. En consecuencia, dada ¢ > 0, existe § > 0 tal que

IK(z1,91) — K(22,2)| < si|or— x| <0y [y — 1yl < 0.

(b=a)[lfll

Por tanto,

BF) (1) — (B)) (@2)] < / K1) — K(aa 9)] £ )] dy

< (b—a) [flle=¢ sl |z — o <0

(b— )||f||

Esto prueba que §f es continua. m

Teorema 6.9 Si |A\| > ||K|| (b — a) entonces, para cada g € C°a,b], la ecuacion
integral de Fredholm (6.7) tiene una tnica solucion.
Demostracion: Dados A # 0y g € C°a, b], definimos ¢, : C°[a, b] — C°[a, b] como
1
oA(f) = N (&f+9).

El lema anterior asegura que ¢, es, efectivamente, una funcién de C°[a, b] en si mismo.
Veamos que, si |A| > |||, (b—a), entonces ¢, es una contraccion. Sean fi, fo € C°[a, b].
Entonces, para toda x € [a, b], se tiene que

92 (f1)(2) — O (f2) ()] = |)\\ 8 f1(2) — fa(2)|

b
<3 / K@) 1f1(y) — folo)] dy

1
(0= a) [IKl[ 1 fr = Foll

<
R

Por consiguiente,

192 (f1) = ox(f2)]] S b-a) 1K 1f1 = Folloe V1, f2 € COla, B,

==

Por hipétesis, W( a) ||K||, < 1. En consecuencia, ¢, es una contraccién.

Dado que C°[a, b] es completo (ver Corolario 5.21), el Teorema 6.3 asegura que existe
una unica f* € C%a, b] tal que

=0 =5 B +).
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Es decir, existe una unica f* € C%a, b] que satisface la ecuacién integral de Fredholm
ANT=38"+g,

como afirma el enunciado. =

Es sencillo comprobar que la funcién § : C%a,b] — C°[a,b], que a cada f le asocia
Sf, es lineal y continua [Ejercicio 6.30]. Si g = 0, la ecuacién integral de Fredholm se
convierte en la ecuacién de valores propios’

Sf=Af

para el operador de Fredholm §. Nota que la funcién f = 0 satisface esta ecuacién.
El teorema anterior asegura que ésta es la tnica solucién si |A| > |||l (b—a). En conse-
cuencia, los valores propios de § estdn contenidos en el intervalo cerrado [— ||| (b—a),

1Ko (b= a)].

6.3.2. La ecuacién integral de Volterra del segundo tipo

Consideremos ahora la ecuacion
M@) =~ [ K@y =goo) Vo€ fa.b] (6.8)

donde K : [a,b] X [a,0] = Ry g : [a,b] — R son funciones continuas dadas y A es un
nimero real. Nota que ahora la variable x aparece también en el extremo superior de
la integral. Una ecuacién de este tipo se llama una ecuacién integral de Volterra®.
Se dice que es del primer tipo si A = 0 y del segundo tipo si A # 0.

Queremos expresar a las soluciones de (6.8) como los puntos fijos de una funcién
oy : C°a,b] — C°a,b]. Para ello, a cada funcién f € C°[a,b] le asociamos la funcién
Bf:]a,b] - R dada por

(06 (@) = [ Kl o)y
En términos de esta funcién, la ecuacién (6.8) se escribe como

A —Tf =g

’Recuerda que v € V es un valor propio (llamado también autovalor o eigenvalor) de la funcién
lineal L:V — V siv# 0y Lv = Av para algiin A € R.

6Tas ecuaciones integrales de Volterra fueron estudiadas por el matemstico rumano Traian Lalescu
en 1908 en su tesis escrita bajo la direccién de Emile Picard. En 1911, Lalescu escribi6 el primer libro
sobre ecuaciones integrales.
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Probaremos que U f € C%a,b] (ver Lema 6.10). Si A # 0, podemos entonces definir una
funcién de C°[a, b] en sf mismo como sigue:

62 Clast] = Clatl,  6:(f) = 1(Bf + ).

Sus puntos fijos son las soluciones de la ecuacién (6.8). Probaremos que para cada A # 0
existe k € N tal que la funcién ¢§ es una contraccién (ver Lema 6.11). El Corolario 6.6
asegura entonces que ¢, tiene un unico punto fijo, es decir, que la ecuacién (6.8) tiene
una tUnica solucion.

Lema 6.10 Para cada f € C°a,b], la funcion Bf : [a,b] — R dada por

O (@)= [ Koy
es continua.

Demostracién: Sea f € C°[a,b]. Si f = 0 entonces Bf = 0. Si f # 0, por el Teorema
4.31, para cada € > 0 existe § > 0 tal que

€ )
IK(z1,91) — K(22,2)| < 2( si [[(z1,91) — (22, 0)| < 0.

b—a)fll

En consecuencia, si |r; — 23| < min{J, W} y x1 < I, se tiene que
oo oo

(D) (21) = (Tf) (x2)] =

/a " (K(@nry) — K 0) f(g)dy — / " Keny) f(y)dy'

z1

< / UK y) — Ko )| 1)) dy + / K () 1F @) dy

1

£ [
< x—a—foo—i——lcoofoo
@ =95y M T oy, el 11
CeLE
- 2 2

Esto prueba que U f es continua. m
Dados A # 0y g € C%a, ], definimos ¢, : C°[a, b] — C°[a,b] como

6r(f) =5 (Bf +9).

El lema anterior asegura que ¢, es, efectivamente, una funcién de C°[a, b] en si mismo.
Probaremos el siguiente resultado.
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Lema 6.11 La funcion ¢, satisface la desigualdad

(b—a)*
k!

165(f) = o5 (F2) |, < N IKIIS 11 = folloo
para todas fy, fo € C%a,b], k € N.

Demostracion: Probaremos por induccién que

(@) - k]| < Bl 0]y ) oot @9)

Para k =1 se tiene que

0,(f)(@) — br(f)(@)] < ﬁ/ﬁmmyumw—ﬁ@my

< ’)\| 1Kl (z = a) [ f1 = fall oo

Supongamos que la desigualdad (6.9) vale para k& — 1. Entonces

(@)~ ()] < W/memw A () )] dy
< I [t ﬁlh ()] dy
< ﬁTHﬁ
:\ﬁp ﬁ”< a%

Esto demuestra la desigualdad (6.9). De ella se sigue que

(@) — ()] < g, O

11 = foll Vo € la, 0]

y, €en consecuencia, que

6500 - b, < P WCo0) ey o)

como afirma el enunciado. =
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Teorema 6.12 Si A # 0 entonces, para cada g € C°a,b], la ecuacion integral de
Volterra (6.8) tiene una tnica solucion.

Demostracion: Existe kg € N tal que

(A Kl (b — )"
k!

<1 Vk >k

[Ejercicio 6.33]. Por el lema anterior, para k > ko, la funcién ¢5 : C%[a, b] — C°[a, b] es
una contraccién. Del Corolario 6.6 se sigue que ¢, tiene un tnico punto fijo, es decir,
la ecuacién (6.8) tiene solucién tnica. ®

Este resultado asegura en particular que, si A # 0, la solucién trivial es la tnica
solucién de la ecuacién de valores propios

Tf=Af

para el operador de Volterra 0. Es decir, ningtin A # 0 es un valor propio de 0. La
ecuacién integral de Volterra del primer tipo, Uf = 0, es bastante mds complicada y
no la estudiaremos aqui.

6.4. El problema de Cauchy

Sea () un subconjunto abierto de R"™. Un campo vectorial en 2 es una funcién
continua de €2 en R™. Los campos vectoriales se utilizan a menudo en la fisica para
modelar, por ejemplo, la velocidad de un liquido mévil, o la intensidad y la direccién
de una cierta fuerza, como la fuerza electromagnética.

Consideraremos campos vectoriales que cambian continuamente con el tiempo, es
decir, funciones continuas x : (a,b) x @ — R™. El intervalo abierto (a,b) puede ser
infinito. Las siguientes figuras ilustran el campo vectorial x (¢, z,y) = (tx — y,x + ty)
parat =0yt =1.
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x(0,z,y) = (—y, 2)

x(Lz,y) = (v —y,z+vy)

Dado un tiempo inicial ¢y € (a,b) y una posicién inicial zg € €2, nos preguntamos si

existe una trayectoria u(t) en € tal que u(ty) = xo cuya velocidad '(t) en cada tiempo
t sea precisamente x(, u(t)).

Definicién 6.13 Una solucion del problema de Cauchy
u = x(t, u),
6.11
{ U(to) = 2o, ( )

es una funcion continuamente diferenciable u : J — §Q, definida en un subintervalo J
de (a,b) que contiene a ty, que satisface

W(t)=x(tut) VteJ y  ult)= o
El punto (tg,x0) se llama la condicion inicial del problema (6.11)

Empezaremos mostrando que el problema (6.11) es equivalente a una ecuacién in-
tegral. Dada una funcién continua f = (fi, ..., fn) : [a,b] — R", denotamos por

b b
/ f)dt == </ fi(t)dt / fult dt) e R"
al vector cuyas componentes son las integrales de las componentes de f

Lema 6.14 u : [ty —,to + d] — Q es solucion del problema de Cauchy (6.11) si y sdlo
st u es continua y satisface

u(t) = /tx(s, u(s))ds +xo  Vt € [to—0,tg+ 9. (6.12)
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Demostracion: Esta afirmacién es consecuencia inmediata de los teoremas funda-
mentales del Calculo, aplicados a cada componente. En efecto, si v = (ug,...,u,) y
X = (X1, -, Xs), €ntonces u; es continua y satisface

w(®) = [ xulouls))ds + o0,

to

si y sélo si u; es continuamente diferenciable y satisface

u(t) = x;(t,u(t)), ui(to) = o,

paracadat=1,...n. m

Queremos expresar la ecuacion integral (6.12) como un problema de punto fijo. Para
ello se requiere una condicién adicional sobre el campo . Denotemos por

B(xzg,0) :={z € R" : ||z — x| <}
a la bola cerrada de radio ¢ y centro zy en R" con la norma usual.

Definicién 6.15 Una funcion x : (a,b) xQ — R™ es localmente Lipschitz continua
en la segunda variable si, para cada tg € (a,b) y xg € Q, existen 09 >0y C >0
(que dependen de ty y xq) tales que [to — do,to + 00] C (a,b), B(xg,d0) C Q y

||X(t,$1) - X(t,l’g)” S C ||l'1 - :EQH st |t - t0| S 60 Yy T1,T2 € B(mOa 60)

En el resto de esta seccién supondremos que x : (a,b) x @ — R"™ es localmente
Lipschitz continua en la segunda variable.

Para la condicidn inicial (tg, ) del problema (6.11) escogemos 69 > 0y C' > 0 como
en la Definicién 6.15. Escogemos ademdas M > 0 tal que

||X<t,l‘)|l S M \V/(t, l’) S [to - 60,t0 + (50] X B(Io, (50) (613)

Tal M existe gracias al Corolario 4.11. Finalmente, escogemos ¢ € (O, min{%, 5M0 ) )

a t,-d t,+d b
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Definimos
X ={ue CO([to —0,to + 0, R") : ||u — x|, < M}

donde g es la funcién constante con valor xg y

:= maé t
Jul = s )]

es la norma uniforme de C°([ty — 8, to+ 8], R™). Recuerda que C°([to — 4, o+ J], R™) es un
espacio de Banach (Corolario 5.21). Le damos a X la métrica inducida por esta norma.

Lema 6.16 (a) X es un espacio métrico completo.
(b) Siu € X, entonces u(t) € Q para toda t € [ty — 0,tg + 4.

Demostracion:  (a) Observa que X es la bola cerrada con centro en la funcién
constante zq y radio d M en el espacio C°([to — d, o+ 6], R™) con la norma uniforme. Por
tanto, X es un subconjunto cerrado de C°([to — d,to + 8], R"). De la Proposicién 5.9 se
sigue que X es un espacio métrico completo.

(b) Siu € X entonces

En consecuencia, u(t) € B(xg, o) C §2 para toda t € [tg — 6,19+ 5]. =

Para cada u € X definimos la funcién ¢(u) : [tg — 0, ty + J] — R™ como
t
o(u)(t) = / (s, u(s))ds + .
to

Nota que el integrando estd bien definido porque, de acuerdo con el lema anterior,
u(s) € Q para todo s € [ty — 0,1ty + 0]. Requerimos la siguiente desigualdad.

Lema 6.17 Para toda funcion continua f : [a,b] — R™ se cumple que

La demostracién de esta desigualdad es sencilla y se deja como ejercicio [Ejercicio
6.36].
Probaremos ahora que ¢ es una funcién de X en si mismo.

b
/ f(t)dtH <Ib—al ]l

Lema 6.18 ¢(u) € X para todo u € X.
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Demostracion: Por el teorema fundamental del Célculo, la i-ésima funcién compo-
nente de ¢(u),

o(u)i(t) = / x5, u(s))ds + 20,

es continuamente diferenciable. En particular, ¢(u) € C°([to — d,to + ], R™). Usando el
Lema 6.17 obtenemos ademads que

t
/ x(s,u(s))ds|| < |t —to] M < §M.

to

l6(a)(t) — ol = \

En consecuencia, u € X. m

El teorema que demostraremos a continuacién, es un resultado fundamental de la
teorfa de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Teorema 6.19 (Picard-Lindel6f) Sea x : (a,b) x Q@ — R" una funcion continua
y localmente Lipschitz continua en la sequnda variable. Entonces, dados ty € (a,b) y
xo € Q, existe § > 0 tal que el problema de Cauchy (6.11) tiene una tnica solucion en
el intervalo [ty — 0,tg + 4.

Demostracion: El lema anterior asegura que ¢ es una funcién de X en si mismo.
Observemos que u € X satisface la ecuacién integral (6.12) si y sélo si

t

b (u)(t) = / (s, u(s))ds +z0 = u(t) Yt € [to — 0.t + 3],
to

es decir, si y sélo si v es un punto fijo de ¢ : X — X.

Probaremos que ¢ es una contracciéon. Sean u,v € X. Usando el Lema 6.17 obtenemos

que, para toda t € [ty — 0,to + d], se cumple que

/ (s, u(s)) — (s, 0(s)))ds

to

lp(u)(t) — o)D) =

<t —to| méx |[x(s,u(s)) = x(s,v(s))]
|s—to|<8

< |t— 4 -

< =t mix Cfu(s) ()]

Por consiguiente,

[9(u) = 6(v)llo < 0C [lu = vl
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y, como hemos elegido ¢ tal que 6C < 1, se tiene que ¢ es una contraccién.

Como X es completo, el Teorema 6.3 asegura que ¢ tiene un tnico punto fijo. Es decir,
que existe una tnica u* € X que satisface la ecuacién integral (6.12). Del Lema 6.14
se sigue que u* es la tnica solucién del problema de Cauchy (6.11) en el intervalo
[to — 5,t0 + (5] |

6.5. Ejercicios

Ejercicio 6.20 Sea X un conjunto arbitrario con la métrica discreta dg;s. definida en
el Ejemplo 2.16. Prueba que ¢ : X — X es una contraccion si y sélo si ¢ es una funcion
constante.

Ejercicio 6.21 (a) Prueba que la funcion ¢ : R} — R} dada por o(z) = %:U es una
contraccion para todo p € [1,00).

(b) ;Es posible darle a R"™ alguna métrica tal que ¢ no sea contraccion?

(¢) sEs posible darle a R"™ alguna norma tal que ¢ no sea contraccion?

Ejercicio 6.22 (a) Usa el teorema del valor intermedio para probar que toda funcion
continua f : [a,b] — [a,b] tiene al menos un punto fijo.

(b) Da un ejemplo de una funcion continua f : [a,b] — |a,b] con una infinidad de
puntos fijos.

Ejercicio 6.23 Sea f : [a,b] — R continuamente diferenciable en [a,b] y tal que f(a) <
0 < f(b) y f'(x) > 0 para toda x € [a,b]. Prueba que existe un unico x* € [a,b] tal
que f(z*) =0 y que =* se puede encontrar por el método de aprorimaciones sucesivas.
(Sugerencia: Demuestra que existe A > 0 tal que x — A\f(x) € [a, b] para todo x € |a, b]
y tal que ¢,(x) ;= x — Af(z) es una contraccién en [a, b].)

Ejercicio 6.24 Prueba que, si f : R — R es continuamente diferenciable y |f'(z)] <
M < 1 para todo x € R, entonces f es una contraccion.

Ejercicio 6.25 Da un ejemplo de un espacio métrico completo y una funcion ¢ : X —
X que satisface

dp(x),0(y)) <d(z,y) Vr,ye X conx#vy, (6.14)

Y que no tiene ningun punto fijo. Es decir, la condicion (6.14) no es suficiente para
garantizar la existencia de un punto fijo.
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Ejercicio 6.26 Sean X un espacio métrico completo y ¢ : X — X una funcion.
(a) Prueba que, si existe o € (0,1) tal que

d(¢*(2), 6(2)) < ad(¢(x),z)  Va € X,

entonces ¢ tiene un punto fijo.
(b) Muestra, mediante un ejemplo, que dicho punto fijo no necesariamente es inico.

Ejercicio 6.27 Prueba que, st X es un espacio métrico compacto y ¢ : X — X satis-
face

d(p(x), d(y)) <d(z,y)  Ve,ye X conx#y,

entonces ¢ tiene un unico punto fijo.

Ejercicio 6.28 Sea ¢ : R" — R™ la funcion dada por ¢(x) = Ax — b, donde A = (a;;)
es una matriz den xn y b e R™.
(a) Prueba que, si

>N al <, (6.15)
i=1 j=1

entonces ¢ : Ry — RY es una contraccion.

(b) Prueba que, si

gaxnzl la;| < 1, (6.16)
J:

entonces ¢ : R, — R7 es una contraccion.
(¢) Da ejemplos de matrices A que satisfagan cada una de las condiciones (6.6), (6.15)
y (6.16) pero no las otras dos. Es decir, cada una de estas condiciones es suficiente
para que la ecuacion

Ar —x =0,

tenga solucion unica, pero ninguna es Necesaria.

(d) En cada uno de los incisos (a) y (b) aplica la férmula (6.2) para estimar la solucion
en términos de A y b exclusivamente.

(e) Prueba que cada una de las condiciones (6.15) y (6.16) implica que det(A—1) # 0.
(f) Da un ejemplo de una matriz A tal que det(A — I) # 0 y que no cumple ninguna
de las condiciones (6.6), (6.15) y (6.16).

Ejercicio 6.29 Sea A una matriz de n X n. Recuerda que A € R es un valor propio
de A si eviste x € R", x # 0, tal que Axr = \x. Prueba que todo valor propio A de A
satisface

n
=L i
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Ejercicio 6.30 Sea K : [a,b] X [a,b] — R una funcion continua.
(a) Prueba que el operador de Fredholm § : C°[a,b] — C°[a,b] dado por

b
E() = [ Ky
es un operador lineal, es decir,

S fr + pafo) = S (f1) + m8(f2) Vi, fa € Co[a,b], s pg € R

(b) Prueba que § : C°la,b] — C°[a,b] es Lipschitz continuo.

Ejercicio 6.31 Sean K : [a,b] x [a,0] = R y ¢ :[a,b] — R funciones continuas, y sea
A€ R tal que |A| > ||[K||, (b—a). Prueba que la solucion f* de la ecuacidn integral de
Fredholm (6.7) satisface

Oék

< 7 l9lle s
(1 —a) A

o0

m=1

donde o = ‘—/1\| K|, (b—a) y§ es el operador de Fredholm.

Ejercicio 6.32 Considera la ecuacion no lineal de Fredholm

v@wi/muijmwzmm,

donde K : [a,b] X [a,b] x R = R y g : [a,b] — R son funciones continuas, y K es
Lipschitz continua en la tercera variable, es decir, existe M > 0 tal que

IK(z,y,21) — K(x,y, 22)| < M |21 — 29| Vr,y € [a,b], 21,29 € R.
Prueba que esta ecuacion tiene solucion unica st

IA| > M(b—a).

Ejercicio 6.33 Sea ¢ > 0. Prueba que
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Ejercicio 6.34 Sea K : [a,b] X [a,b] — R una funcién continua.
(a) Prueba que el operador de Volterra 0 : C°a,b] — C°[a,b] dado por

W) () = [ Koo fw)dy
es un operador lineal, es decir,

By fr + pofa) = 1 B(f1) + 1B(f2)  Vfi, f2 € Co[a,b], s oy € R,

(b) Prueba que U : C°a,b] — C°[a,b] es Lipschitz continuo.
(c) Prueba que, si A es un valor propio de 0, entonces A = 0.

Ejercicio 6.35 Sean K : [a,b] X [a,b] = R y g : [a,b] — R funciones continuas, y
A # 0. Prueba que la solucion f* de la ecuacion integral de Volterra (6.8) satisface

ak

< Ty 9l
(1 =a)[A

o0

donde o = ‘—/1\| 1Kl (b—a) y U es el operador de Volterra.

Ejercicio 6.36 Dada una funcion continua f = (f1,..., fn) : [a,b] — R™, denotamos

[ st ([ . [ o) e

al vector cuyas componentes son las integrales de las componentes de f. Prueba que

donde ||-|| es la norma usual en R™ y || f||, := sup,e(qy [| f(¢)]| es la norma uniforme en
C%([a, b], R™). (Sugerencia: Aplica primero la desigualdad de Holder para probar que

/abfi < (b—a)” (/abff)m

Ejercicio 6.37 Prueba que, si f : R — R es continuamente diferenciable, entonces
es localmente Lipschitz continua, es decir, para cada t € R , existe 0y > 0 tal que la
restriccion de [ al intervalo [t — &4, t + 0;] es Lipschitz continua.

b
/ f(t)dtH <lb—alIfl..

parai=1,...,n).
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Ejercicio 6.38 Sea x : R x R — R tal que x(t,z) = 32%/3.
(a) Prueba que x no es localmente Lipschitz continua en la sequnda variable.
(b) Prueba que, para todas o < 0 < f3, la funcion

(t—a)® sit<a,
Uap(t) =14 0 sta<t<p,
(t—p)° sit>p,

es diferenciable en R y es solucion del problema de Cauchy

u' = 3u?/3,
u(0) = 0.

En consecuencia, si x no es localmente Lipschitz continua en la sequnda variable, el
problema de Cauchy puede tener una infinidad de soluciones.

Ejercicio 6.39 Sea x : R x R — R tal que x(t,z) = —2?

(a) Prueba que x es localmente Lipschitz continua en la sequnda variable.
(b) Para a # 0 considera el problema de Cauchy

u = _u27
o=t o
Prueba que

Ct-a
es solucion de (6.17) en algin intervalo que contiene a 0.
(c) ¢Cudl es el intervalo mdazimo para el que existe una solucion de (6.17)7
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Capitulo 7

Compacidad en espacios de
funciones

En el Capitulo 4 dimos una caracterizacién sencilla de los subconjuntos compactos
de R™. Probamos que son precisamente aquellos que son cerrados y acotados.

El objetivo de este capitulo es dar una caracterizacién sencilla de los subconjuntos
compactos del espacio de funciones continuas C°( K, X) en un espacio métrico compacto
K. Dicha caracterizacién, debida a Giulio Ascoli' y Cesare Arzela?, se basa fundamen-
talmente en la nocién de equicontinuidad, introducida por Ascoli en 1884.

El teorema de Arzela-Ascoli es un resultado fundamental en Anélisis, que tiene
multiples aplicaciones. En él se basa la demostracién del teorema de Cauchy-Peano so-
bre la existencia de soluciones al problema de Cauchy para campos vectoriales continuos.
Permite ademads obtener condiciones para la existencia de trayectorias de longitud min-
ima en espacios métricos. En este capitulo expondremos ambas aplicaciones y daremos
una respuesta a la pregunta planteada en el Capitulo 1.

7.1. Conjuntos totalmente acotados.

La demostracién del teorema de Heine-Borel se basé en el hecho de que podemos
cubrir a un cubo en R" (y, en consecuencia, a cualquier subconjunto acotado) con un
numero finito de bolas de radio ¢, para cualquier € > 0. Esto no es cierto en un espacio
métrico arbitrario, como lo muestra el siguiente ejemplo.

LGiulio Ascoli (1843-1896), matemdtico italiano. Fue profesor en el Politecnico di Milano. Hizo
importantes contribuciones a la teoria de funciones de variable real.

2Cesare Arzela (1847-1912), matemético italiano. Fue profesor en Bologna. Destacan sus impor-
tantes contribuciones al estudio de sucesiones de funciones.

117
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Ejemplo 7.1 La bola cerrada By, (0,1) := {(z,) € €y : >_ 22 < 1} no puede ser

n=1
cubierta por un niumero finito de bolas abiertas de radio € en s, para mingin & €

(0,/2/2).

Demostracion: Sea er = (ey) la sucesién tal que exr = 1y ex, = 0 si k # n.
Entonces e, € By, (0,1) y

o 1/2
ey =il = (£ (e —ea)  =VE Wik

Sea ¢ € (0,v/2/2). Si By,(0,1) pudiese ser cubierta por un niimero finito de bolas de
radio ¢ en /5, entonces al menos una de ellas tendrfa que contener a un par e;, ex, j # k,
lo cual es imposible. m

Sea X = (X,dx) un espacio métrico. Estudiaremos a los subconjuntos de X que
tienen la siguiente propiedad.

Definicién 7.2 Un subconjunto A de X es totalmente acotado si para cada € > 0
existe un numero finito de puntos aq, ..., a,, € A tales que

AC BX(al,s) u---u Bx(am,€),
donde Bx(a,¢) denota a la bola abierta con centro en a y radio € en X.
Veamos algunas propiedades sencillas de los conjuntos totalmente acotados.

Proposicién 7.3 Sea A un subconjunto de X.

(a) Si A es compacto, entonces A es totalmente acotado.

(b) Si A es totalmente acotado, entonces A es acotado en X.

(¢c) Si D C Ay A es totalmente acotado, entonces D es totalmente acotado.

(d) Si A es totalmente acotado, entonces su cerradura A en X es totalmente acotada.

Demostracion: (a) Si A C X es compacto entonces, para toda ¢ > 0, la cubierta
abierta {Bx(x,¢) : x € A} de A contiene una subcubierta finita. Es decir, existen
X1, ..., Ty € A tales que

A C Bx(z1,e) U+ - U Bx(xm, ).
(b) Si A C X es totalmente acotado entonces existen ay, ..., a,, € A tales que

AC Bx<a1, 1) U---u B)((am, 1)
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En consecuencia, A C Bx(ay,r+1) donde r := méax{dx (a1, a;) : j = 2,...,m}, es decir,
A es acotado.

(c) Sean A un subconjunto de X totalmente acotado, D C A y ¢ > 0. Entonces existen
ai, ..., a, € A tales que

9.

A C Bx(a, §> U+ U B (am, 5

Sea J := {j € {1,...,m} : Bx(a;,5) N D # 0}. Para cada j € J elegimos un punto
b; € Bx(aj,5) N D. Entonces se cumple que

D C U Bx(bj,8>.

JjeJ

Esto prueba que D es totalmente acotado.
(d) Sean A un subconjunto totalmente acotado de X, ¢ > 0,y ay,...,a,, € A tales que

A C By(an, §> U~ U Bx(am, g).

Como Bx(ay,5)U---UBx(am,5) es cerrado, se tiene que

— = € _ €
A C BX((ll, 5) u---u BX(CLm, 5)
En consecuencia,

A C Bx(ay,e)U---UBx(am,¢).

Esto prueba que A es totalmente acotado. m

El siguiente resultado da caracterizaciones muy 1itiles de los espacios métricos com-
pactos.

Teorema 7.4 Las siguientes tres afirmaciones son equivalentes:

(a) X es compacto.

(b) Toda sucesion en X contiene una subsucesion que converge en X.
(c) X es completo y totalmente acotado.

Demostracion: (a)=(b): Esta es la afirmacién de la Proposicién 4.5.
(b)=(c): Sea (x}) una sucesién de Cauchy en X. Si X satisface (b) entonces () con-
tiene una subsucesién que converge a un punto € X. En consecuencia, (z) converge
a x en X. [Ejercicio 5.30]. Esto prueba que X es completo.
Supongamos ahora que X no es totalmente acotado. Entonces existe g > 0 tal que X no
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puede ser cubierto por un nimero finito de bolas abiertas de radio £q. Por consiguiente,
podemos escoger, inductivamente, una sucesién de puntos x; € X tales que

xy & Bx(x1,60) U~ - U Bx(Tr-1, €0).

Por tanto, dx(x;, x)) > €¢ para toda j # k y, en consecuencia, ninguna subsucesién de
(xy) es de Cauchy. Esto implica que (xj) no contiene ninguna subsucesién convergente.
Es decir, si X no es totalmente acotado, entonces (b) no se cumple.
(c)=(a): Argumentando por contradiccién, supongamos que X es completo y total-
mente acotado pero no es compacto. Entonces X tiene una cubierta abierta U = {U; :
i € T} que no contiene ninguna subcubierta finita. Como X es totalmente acotado, estd
contenido en un nimero finito de bolas abiertas de radio 1. Por tanto, existe un punto
zo € X tal que Bx(zo,1), no puede ser cubierta por un nimero finito de elementos de
U. Como Bx(xo,1) es totalmente acotado (ver Proposicién 7.3), estd contenido en un
numero finito de bolas abiertas de radio % cuyos centros estan en By (zg,1). Por con-
siguiente, existe x; € Bx (g, 1) tal que Bx (1, %), no puede ser cubierta por un nimero
finito de elementos de U. De este modo construimos, inductivamente, una sucesion (xy)
tal que zy, € Bx(xk_1, 21“%) y Bx(zg, 2%) no puede ser cubierta por un nimero finito
de elementos de U. Para toda j > k, se tiene entonces que
1 1 1

dx (g, v5) < dx(Tg, Teyp1) + - +dx (0, 75) < or Tt o <o
es decir, la sucesion (z) es Cauchy. Como X es completo, esta sucesién converge a un
punto z* en X. Haciendo tender j — oo en la desigualdad (7.1) obtenemos que

(7.1)

Vk € N.

dX (mkh ZE*) S 2]671

Por otra parte, como z* € X, existe U* € U tal que z* € U*. Como U* es abierto,

existe ¢ > 0 tal que Bx(z*,¢) C U*. Sea k tal que 2,%1 < $. Entonces, para todo
r € Bx(xy, 2%), se tiene que

1
< §+ ok—1

dx(ﬂf,.r*) S dX(maxk) + dX(x*vxk) <eg,

es decir,

1 * *

ﬁ) C Bx(z*,e) Cc U".

Esto es una contradiccién, ya que habiamos supuesto que Bx(xg, 2%) no puede ser
cubierta por un nimero finito de elementos de /. =

BX(:L‘ka

Observa la similitud de la demostraciéon de la afirmacién (¢)=(a) con la de la
Proposicién 4.12, que constituye la parte medular de la demostracién del teorema de
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Heine-Borel. La caracterizacién (¢) es muy 1til, como veremos en las siguientes sec-
ciones.

Definicién 7.5 Un subconjunto A de X es relativamente compacto en X si su
cerradura A en X es compacta.

Los subconjuntos relativamente compactos de R™ son precisamente aquellos que son
acotados. En un espacio métrico completo se cumple lo siguiente.

Corolario 7.6 Un subconjunto A de un espacio métrico completo X es relativamente
compacto en X si y solo si es totalmente acotado.

Demostracion: Sea A relativamente compacto en X. La Proposicién 7.3 implica
entonces que A es totalmente acotado y, en consecuencia, que A también lo es.
Inversamente, supongamos que A es totalmente acotado. La Proposicién 7.3 afirma que
A es totalmente acotado. Por otra parte, como X es completo y A es cerrado en X, se
tiene que A es completo (ver Proposicién 5.9). El Teorema 7.4 asegura entonces que A
es compacto. |

7.2. El teorema de Arzela-Ascoli.

Sean K = (K, df) un espacio métrico compacto y X = (X, dx) un espacio métrico.
Consideremos el espacio de funciones continuas

C'(K,X):={f: K — X : f es continua}
con la métrica uniforme

doo(f; 9) = mix dx (f(2), 9(2)),

que introdujimos en la Definicién 5.16. Usaremos el Corolario 7.6 para obtener una
caracterizacién sencilla de los subconjuntos relativamente compactos de C°(K, X). La
siguiente nocién jugard un papel fundamental.

Definicién 7.7 Un subconjunto H de C°(K, X) es equicontinuo en el punto 2y € K
si, dada € > 0, existe 6 > 0 (que depende de € y de zy) tal que, para toda f € H,

dx (f(2), f(z0)) <e si dz(z,20) <.

'H es equicontinuo si lo es en todo punto de K.
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El aspecto crucial de esta definicién es que la misma ¢ > 0 nos sirve para todas las
funciones que pertenecen a H. Un ejemplo en el que esto no se cumple es el siguiente.

Ejemplo 7.8 El conjunto H = {fy € C°([~1,1],R) : k € N}, donde
-1 si te[-1,—¢],
ft) =2 kt site|-L 1],
1 site (1],

no es equicontinuo en 0.

fy

La demostracion es sencilla [Ejercicio 7.29].
Denotaremos por

Boo(f07r> = {f € CU(K7X> : dw(f? fO) < T}
a la bola abierta en C°(K, X) con centro en fy y radio 7.

Teorema 7.9 (Arzela-Ascoli) Sean K un espacio métrico compacto y X un espa-
cio métrico completo. Un subconjunto H de C°(K, X) es relativamente compacto en
Co(K,X) siy solo si H es equicontinuo y los conjuntos

H(z) :={f(2) : f e H}
son relativamente compactos en X para cada z € K.

Demostracién: Supongamos que H es relativamente compacto en C°(K, X). En-
tonces H es totalmente acotado. En consecuencia, dada € > 0, existen ¢y,..., 9, € H

tales que
€ €



7.2. EL. TEOREMA DE ARZELA-ASCOLI 123

Por tanto, g;(z) € H(z) parai=1,...,m, y
€

H(2) C Bx(i(2). )

Esto prueba que H(z) es totalmente acotado y, como X es completo, el Corolario 7.6
asegura que H(z) es relativamente compacto en X para todo z € K. Por otra parte,

como K es compacto, cada g; es uniformemente continua. En consecuencia, existe d; > 0
tal que, para cualesquiera y, z € K,

dx (9:(y). 9:(2)) < 5 sidic(y,2) < (7.2)

Definimos 0 := min{di, ...,0,,}. Dada f € H existe i € {1,...,m} tal que do(f, 9:) < 5.
Usando (7.2) obtenemos que

dx(f(y), f(2)) < dx(f(y),9:(v)) + dx(9:(y), 9:(2)) + dx (:(2), [ (2))

< e si dg(y,z) <.

U---U Bx(gm(2), §> vz € K.

Esto prueba que H es equicontinuo.

Supongamos ahora que H es equicontinuo y que H(z) es relativamente compacto en
X para todo z € K. Queremos probar que H es relativamente compacto en C°(K, X).
Como X es completo, C°(K, X) también lo es (ver Corolario 5.21). Por el Corolario
7.6 basta entonces probar que H es totalmente acotado. Sea ¢ > 0. Para cada z € K
tomemos 0, > 0 tal que, para toda f € H,

€ .
dx (f(y), f(z)) < stdx(y,2) <0 (7.3)
Como K es compacto, existen 21, ..., z,, € K tales que
K C BK(Zl,(SZl)U"‘UBK(Zm,dzm) (74)

y, como cada H(z;) es totalmente acotado, existen xy,...,z; € X tales que

H(z) U+ UH(z) C BX(xl,Z) U---UBX(mk,Z) (7.5)

Consideremos el conjunto (finito) S de todas las funciones o : {1,...,m} — {1,...,k}.
Para cada o € S consideremos el conjunto
£
Ho = {f €eH: f(zz) S BX(xU(i)a Z)
Se sigue de (7.5) que, para cada f € H y cada i € {1,...,m}, existe o(i) € {1,..., k} tal
que f(z) € Bx(24(i), 7)- En consecuencia,

Vi=1,..,m}.

Hc |JH.. (7.6)

ogeS
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Sean f,g € H, y sea z € K. Se sigue de (7.4) que existe i € {1,...,m} tal que
di(z,2;) < 6., y, en consecuencia, (7.3) implica que dx (h(z),h(z;)) < § para toda
h € H. Por tanto,

dx(f(2),9(2)) < dx (f(2), f(2)) + dx(f (%), Tor)
+dX<g<Zi)>x0(i)) + dx (g(z)79(zl)) <E.

Tomando el méximo sobre toda z € K concluimos que du(f,g) < € para todas f,g €
‘H,. En consecuencia, para cualquier eleccién de g, € H,,, se cumple que

H, C Boo(Gss€). (7.7)

De (7.6) y (7.7) se sigue que
HC U Boo(os€).
ocesS
Por tanto, H es totalmente acotado. m

Recordemos que H es un subconjunto acotado de C°(K,R™) si existen fo € H y
C > 0 tales que

1f = folloo = max [ f(2) = fo(z)| =C Vfe™r

(ver Definicién 4.6). El teorema de Arzela-Ascoli permite caracterizar a los subconjuntos
relativamente compactos de C°(K,R") como sigue.

Corolario 7.10 Sea K un espacio métrico compacto. Un subconjunto H de C°(K,R")

es relativamente compacto en C°(K,R") si y solo si H es equicontinuo y acotado en
Co(K,R").

Demostracién: Sea H un subconjunto relativamente compacto en C°(K,R"). Por el
Teorema 7.9, 'H es equicontinuo y, por la Proposicién 4.7, la cerradura de H es acotada
en C°(K,R™). En consecuencia, H es acotado en C°(K,R").

Inversamente, supongamos que H es equicontinuo y acotado en C°(K,R"™). Entonces
existen fo € Hy C' > 0 tales que
1 = follo = méx|[f(z) = fo(2)| <C V[ eH.

zE

En consecuencia, H(z) estd acotado en R™ para todo z € K vy, por el teorema de Heine-
Borel (ver Teorema 4.13), H(z) es relativamente compacto en R™ para todo z € K. El
Teorema 7.9 asegura entonces que H es relativamente compacto en C°(K,R"). =

Daremos a continuacién una primera aplicacién interesante de este resultado. Re-
querimos la siguiente definicién.
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Definicién 7.11 Una funcion lineal T : V. — W entre espacios de Banach se llama
un operador compacto si, para toda sucesion acotada (vy) en V) la sucesion (Twvy)
contiene una subsucesion convergente en W.

Proposicién 7.12 Sea K : [a,b] X [a,b] — R una funcion continua. El operador de
Volterra 0 : C°[a, b] — C°[a, b] dado por

W)= [ K y)f )y

es un operador compacto.

Demostracion: Sea (f;) una sucesion en C°[a, b] tal que || fx||, < ¢ para algin ¢ € R.
Entonces,

(T fe) ()] < /x K, )@l dy < (b= a) [[Kl[ | filloe < (b= a) [IK][

para todo x € [a,b] y todo k € N. Por tanto, || U fi| . < (b—a) ||K||, ¢ paratodo k € N,
es decir, H := {Uf, : k € N} es acotado en C°[a, b]. M4s atin, como K es uniformemente
continua, para cada ¢ > 0 existe d; > 0 tal que

€

K1, y1) — K(z2,42)| < m si||(z1,51) = (2, 92)[| < 01

. o, . )
En consecuencia, si |r; — 23| < § := min{d;, QH’C—M} y x1 < Iy, se tiene que

(T fe) (21) — (Vfi) (22)] =

[ Kern) = Koz sy — [ Koz i) ]

1

< / K (a1, ) — K 9)] | sy >|dy+/”r (2, 9)| 1 ()| dy

1

g [
< A e T IR

| ¢

para todo £ € N. Esto prueba que H es equicontinuo. Por el Corolario 7.10, H es
relativamente compacto en C°[a,b] y, en consecuencia, (% f;) contiene una subsucesién
convergente en C°[a,b]. ®

Esta proposicién tiene consecuencias importantes, como la que veremos en la Seccién
?7?7. A continuacion daremos otras dos aplicaciones interesantes del teorema de Arzela-
Ascoli.
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7.3. El problema de Cauchy

Sean ) un subconjunto abierto de R", x : (a,b) x  — R"™ una funcién continua,
to € (a,b) y xg € Q. En la Seccién 6.4 probamos que el problema de Cauchy

{ u' = x(t,u),

u(to) = .

tiene una unica solucién en un intervalo [ty — d, %o + d] si el campo vectorial x es lo-
calmente Lipschitz continuo en la segunda variable (ver Teorema 6.19). Usaremos el
teorema de Arzela-Ascoli para probar que basta con que el campo vectorial sea con-
tinuo para que este problema tenga solucién. En este caso, sin embargo, la solucién no
necesariamente es tnica (ver Ejercicio 6.38).

Fijemos r > 0 tal que

[to—7r,to+7] C (a,b) vy B(wg,r) CQ (7.8)
y consideremos el conjunto
K:={(t,z) e RxR": |t —to| <r, ||z — a0 <r}.

Sea M > 0 tal que

M > ma t, ,
(ggg%ﬂx( 2l

y sea

r
0 :=min{r, —1}.
{ 7M}

Empezaremos demostrando que el problema de Cauchy tiene soluciones aproximadas.

Lema 7.13 Dadace > 0 existeu. € C°([tg — d,to + 8] , R™) con las siguientes propiedades:
(l) ua(tg) = Xg-

(11) |Ju(t) — x| <1 para todo t € [ty — d,to + 0].

(153) ||ue(t) —uc(s)|| < M [t —s| sis,t€[to—0d,to+0].

(iv) Existe un subconjunto finito F. de (to — 0,to+ d) tal que u. es continuamente
diferenciable en (to — §,t9 +0) ~ F., y

Jul(t) — x(t,u-(t))|| <e V€ (to—b,ty+0) ~ FL..

Demostracion: Como x es uniformemente continua en K, existe v > 0 tal que, para
cualesquiera (s, ), (t,y) € K,

Ix(s,2) =x(t,y)| <e  sifs—t| <7, lz—yl| <n. (7.9)
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Subdividimos el intervalo [ty — ¢, ty + ¢] en subintervalos
lo—0=tt_,<- - <t 1 <tpg<t1<---<t,:=ty+90

tales que |t;11 — t;] < min{vy,v/M} para toda i = —n,....,n — 1.
Definimos wu. : [ty — 0, tg + d] — R", empezando con u.(tg) := o, recursivamente como
sigue:

we(t) = { u(t;) + (t — ti)x(ti, uc(ti)) S? Z >0, t € [titiy]
c Ua(tz) + (t — tz)X(tu Ue(tz)) S11 S 0, t e [ti—la tz]

%

Probaremos primero que u. estd bien definida, es decir, que u.(t;) € Q para todo
1t = —n,...,n. Para ello, basta probar que

ya que, en ese caso, ||u.(t;) — zol| < Mé < r y, en consecuencia, u.(t;) € 2. Demostraremos
la desigualdad (7.10) inductivamente. Si i = 0, puesto que hemos definido u.(tp) := o,

la desigualdad se cumple. Supongamos que |u-(t;) —zol| < M |t; —to| para algin
li| <ny tomemos s,t € [t;,t;41] sii >0, 0 bien s,t € [t;_1,;] si i < 0. Como

Jue(t) — ua(s)[| = [[(t = $)x(ts; ue(ta)|| < M|t — 5|,
se tiene entonces que

lue(®) = 2ol < [lue(t) — ue(ti)ll + [lue(ti) — o

En particular, ||uc(tiv1) — xol| < M |tip1 —to| sii >0y ||uc(tio1) — zol] < M |ti—1 — o]
si i < 0. Esto prueba, inductivamente, la desigualdad (7.10).

Verifiquemos ahora que u. tiene las propiedades deseadas. Por definicién, u. cumple ().
Para s,t € [tg —0,tg+ 6] contj_1 <s<t; <--- <tjp; <t<t;jr;11 se tiene que

luc(t) = uc(s)l < Jlue(®) = ue(tipa) | +- - - + [Juc(ty) — ue(s)l]
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Es decir, se cumple (%ii). Tomando s = t, en la desigualdad anterior obtenemos
lluc(t) — xol| K M |t —to| <r Vit € [to—d,t0+ 9.

Esta es la afirmacién (7). Claramente, u. es continuamente diferenciable en (g — 0, tg + §)~
{ti:i=—-n+1,...,n—1}. Sit € (t;,ti11), usando (i) obtenemos que

=t <7 v ue(t) —ut)ll <.

Se sigue entonces de (7.9) que

(8, ue () — wl(®)]] = [Ix( ue(t) — x(ti, ue(t:))|| < e

Esto prueba la afirmacién (iv). m

Teorema 7.14 (Cauchy-Peano) Sean Q un abierto de R" y x : (a,b) x @ — R"
una funcion continua. Entonces, para cada (to, zo) € (a,b) x Q, existe 6 > 0 tal que el
problema de Cauchy

r_

u(to) = .

tiene al menos una solucion en el intervalo [ty — 6, to + 9].

Demostracion: Consideremos el conjunto
H = {ul/k < CO([tU — (S,to + (5] ,Rn) ke N},

donde u;;, es la funcién dada por el Lema 7.13. En particular, si denotamos por zy a
la funcién constante con valor z, definida en [to — 0,%p + 0], la funcién uy;, satisface
— = ; t) — <r.
o=l = s ) = ] <
Esto prueba que H estd acotado en C°([ty — d,tg + ], R"). Por otra parte, dada ¢ > 0,
la propiedad (%ii) del Lema 7.13 asegura que, para toda k € N,
€

||u1/k(t) - Ul/k(S)H <e si|t—s|< 7

Esto prueba que H es equicontinuo.
El Corolario 7.10 asegura entonces que H es relativamente compacto en C°([tg — 4, o + 0] , R™).
Por tanto, existen una subsucesion (u1x,) de (uy/;) y una funcién u* € C°([to — 9,0 + ], R™)
tales que

uyp, — u* cuando j — oo en C°([to — 8,0 + 6], R™). (7.12)
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Probaremos ahora que u* es una solucién del problema (7.11).
Como uyy, (t) — u*(t) para cada t € [to — d,to + ¢], la propiedad (i) implica que

[ () = ol <7

Yt € [to — 0, to + 9]

Se sigue de (7.8) que u*(t) € Q para todo t € [ty — I, 1y + ] . Ademds, la propiedad (i)
implica que u*(tg) = xo. Demostraremos que u* satisface

u*(t) = xo + /tx(s,u*(s))ds Vt € [to — d,t0 + 4.

to

(7.13)

Sea ¢ > 0. Como x es uniformemente continua en K, existe n > 0 tal que

Ix(s,2) = x(s. )l < =

si(s,z),(s,y) € Ky |z —yll <n.

Tomemos jy € N tal que % < § para todo j > jo y tal que
J

s =], < min{n, )

st J 2 Jo-

Entonces, usando el Lema 6.17, para cada t € [ty — ¢, to + J] obtenemos

/ [x(s,u1m,(s)) — x(s,u"(s))] ds

to

<

<t = tol méx X (s, uym, (5)) — x(s,u"(s))||

€ §i >
3 .]—jO'

Usando ademads el teorema fundamental del Célculo y la propiedad (iv) obtenemos

i (0) = a0~ [ (o1, (5))ds

to

En consecuencia,

u*(t) — xo — / X(s,u*(s))ds

to

IN

[ [t = X, 59 s

to

1t — to]
Ok'j

€
< = si 7> 79o.
3 J = Jo

o (#) = e, ()]

o ()= a0 = [ X ()
+«ZH@W%@%W@M@H%
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para toda ¢ > 0. Esto demuestra (7.13). El Lema 6.14 asegura entonces que u* es
solucién del problema (7.11). =

7.4. Existencia de trayectorias de longitud minima

Volvamos a nuestro problema de partida, el Problema 1.1. Podemos ahora plantear
esa misma pregunta de manera més general, para trayectorias en espacios métricos y
no tnicamente en subconjuntos de R™.

Sean X = (X, d) un espacio métrico y z,y € X. Una trayectoria de = a y en X
es una funcién continua o : [a,b] — X tal que o(a) =z y o(b) = y. Recordemos que la
longitud de o se define como

£(0) == sup {kfl Ao(te1),0(te)) ca=to <t <---<tm—b me N}

(ver Definicién 4.20). El objetivo de esta seccién es dar una respuesta a la siguiente
pregunta.

Problema 7.15 Dados x,y € X, sexiste una trayectoria de longitud minima de x a y
en X ?

Para poder expresar este problema como un problema de minimizacién en un espacio
de funciones veremos primero que, reparametrizando a o, podemos siempre suponer que
estd definida en el intervalo [0, 1].

Sip: [a, ] — [a,b] es una funcién continua, no decreciente y suprayectiva, y o €
C°([a, ], X) es una trayectoria de z a y en X, entonces la trayectoria cop € C%([a, 8], X)
es también una trayectoria de x a y en X. Se le llama una reparametrizacién de o.
Las reparametrizaciones preservan la longitud, es decir, se cumple lo siguiente.

Lema 7.16 Sio o p es una reparametrizacion de o, entonces £(o o p) = £(0).

La demostracién es sencilla y se deja como ejercicio [Ejercicio 7.37].
Cualquier trayectoria o € C%([a, b], X) se puede reparamentrizar mediante la funcién

p:10,1] — [a,b], p(t)=(1—1t)a+td.

El dominio de la trayectoria o o p es el intervalo [0, 1] y esta trayectoria tiene la misma
longitud que o.
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Consideremos entonces el espacio de trayectorias
T,.,(X) i= {o € C°(0, 1], X) : 0(0) =z, o(1) =y}

con la métrica uniforme

y la funcién longitud

£: T, (X) = RU{c0}, o £(0).
El Problema 7.15 se puede reformular como sigue.
Problema 7.17 ;Alcanza £ su minimo en T, ,(X)?

Recordemos que la funcién £ es semicontinua inferiormente (ver Proposicién 4.21).
Sin embargo, vimos un ejemplo en el que no es posible aplicar el Teorema 4.29 para
obtener la existencia de una trayectoria de longitud minima (ver Ejercicio 4.49). El
siguiente resultado muestra que, para nuestro problema, las hipétesis de dicho teorema
casi nunca se cumplen.

Proposicién 7.18 Sean z,y € X, v # y, c € R. §i £5¢:= {0 € T, ,(X) : £(0) <
c} # 0, entonces £¢ no es compacto.

Demostracion: Sea o € T, ,(X) tal que £(0) < ¢. Las funciones p,, : [0,1] — [0, 1]

dadas por
kt si telo,:

1
ol

Y

site

Y

son continuas, no decrecientes y suprayectivas. Por tanto, oy := 0 o p, es una repara-
metrizacién de o y, en consecuencia, £(0y) = £(0) < ¢. Observa que

0x(0) = o(0) =z para todo k € N.

1
op(t) = o(1)=y sitE(O,l]yk>¥,

Argumentando por contradiccién, supongamos que £5¢ es compacto. Entonces (o)
contiene una subsucesién tal que o, — o* en C°([0,1],X). En particular, converge
puntualmente, es decir,

* ERRY: — r Sit:o’
o (t) _]lillgoo-k](t) _{ Y site (07 1]7
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lo que contradice la continuidad de o*. En consecuencia, £5¢ no es compacto. ®

En la proposicién anterior la falta de compacidad se deriva de admitir muchas para-
metrizaciones de una trayectoria. Mostraremos a continuacién que es posible seleccionar
una parametrizacion especifica para cada trayectoria.

Definicién 7.19 Decimos que una trayectoria o € C°([0,1], X) de longitud finita estd
parametrizada proporcionalmente a la longitud de arco si

L(o

[O,t]) = L(o)t vt € [0,1],

donde o | q: [0,t] — X denota la restriccion de o al intervalo [0,1].

//>/ﬂ N

\
\

— )s ©)=s (1)

Denotamos por

A

Toy(X) ={0 € T, 4,(X) : £(0) < 00, £(0 [jpy) = £(o)t VYt €[0,1]}

al espacio de las trayectorias de x a y parametrizadas proporcionalmente a la longitud
de arco, con la métrica uniforme.

Lema 7.20 Para cada o € T,,(X) de longitud finita existe & € T, (X) tal que £(5) =
£(0o).

Demostracion: Sea o € 7, ,(X). Es sencillo comprobar que la funcién A : [0,1] —
0, £(0)], dada por
At) == L(o [p4),

es continua, no decreciente y suprayectiva [Ejercicio 7.38]. Observa que, si A(t1) = A(t2),
entonces o(t) = o(t;) para todo t € [t1,ts]. Por tanto, la funcién o : [0, £(0)] — X,
dada por

a(s)=o(t) con A(t)=s,

estd bien definida. Ademds es continua [Ejercicio 7.39] y, como 0 o A = o, el Lema 7.16
asegura que
£ [j0s) = L0 o) = At) =s Vs €0,£(0)].
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Definimos ahora ¢ : [0,1] — X como
a(t) :=a(L(o)t).
Claramente, ¢ es continua y satisface
£(6 o) = £(0 |pL@yy) = L(o)t ¥Vt € [0,1].

En particular, £(5) = £(0). Por tanto, & € 7, ,(X). ®

El siguiente resultado da una respuesta afirmativa al Problema 7.15 cuando X es
compacto.

Teorema 7.21 (Existencia de trayectorias geodésicas) Sean X un espacio métri-
co compacto y x,y € X. Si existe una trayectoria de x a y en X, entonces existe una
trayectoria de longitud minima de x a y en X.

Demostracion: Por hipétesis, T, ,(X) # 0. Si todas las trayectorias en 7, ,(X)
tienen longitud infinita, cualquiera de ellas es un minimo de £. Supongamos que 7, (X)
contiene una trayectoria de longitud finita. Por el Lema 7.20, basta probar que la funcién

£:7,,(X) - RU {oc}
alcanza su minimo. Sea 7 € ’]A;yy(X) tal que £(7) =: ¢ < 00, entonces
H:={0e T, (X): L) <c}#0.

Usaremos el teorema de Arzela-Ascoli para probar que este conjunto es relativamente
compacto. Como X es compacto, cualquier subconjunto de X es relativamente compacto
en él. En particular, H(¢) es relativamente compacto en X para todo t € [0, 1]. Asf pues,
basta probar que H es equicontinuo. Sean ¢y € [0,1] y ¢ > 0. Para toda o € H se cumple
que

d(o(t),o(te)) < |L(0 l0g) — £(0 lj04))]
, €
= Llo)|t—to] <clt—ty| <e i |t—t0|<g.

Esto prueba que H es equicontinuo. El teorema de Arzela-Ascoli asegura entonces que
H es relativamente compacto en C°([0, 1], X).

Como £ es s.c.i. (ver Proposicién 4.21), se tiene que H es cerrado en C°([0,1], X)
[Ejercicio 4.46]. En consecuencia, H es compacto. El Teorema 4.29 asegura entonces
que £ alcanza su minimo en 7, ,(X). m
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7.5. Ejercicios

Ejercicio 7.22 Sea A un subconjunto de X. Investiga si es falsa o verdadera cada una
de las siguientes afirmaciones.

(a) Si A es acotado, entonces A es totalmente acotado.

(b) Si A es totalmente acotado, entonces A es compacto.

(c) Si A es totalmente acotado, entonces A es relativamente compacto en X.

(d) Si A es relativamente compacto en X, entonces A es totalmente acotado.

(e) Si X es compacto, entonces A es relativamente compacto en X.

Ejercicio 7.23 Prueba que un espacio métrico X es totalmente acotado si y sdélo si
toda sucesion en X contiene una subsucesion de Cauchy.

Ejercicio 7.24 (a) Prueba que, si ¢ : X — Y es uniformemente continua y A es
un subconjunto totalmente acotado de X, entonces ¢(A) es un subconjunto totalmente
acotado de Y.
(b) ¢Es cierto que, si ¢ : X — Y es continua y A es un subconjunto totalmente
acotado de X, entonces ¢(A) es un subconjunto totalmente acotado de Y ¢ Demuestra
tu afirmacion.

Ejercicio 7.25 Prueba que los subconjuntos totalmente acotados de R™ son precisa-
mente los conjuntos acotados.

Ejercicio 7.26 Sea X un espacio vectorial normado y sea Sx = {x € X : ||z|| = 1} la
esfera unitaria en X. En cada uno de los siguientes casos investiga si la esfera unitaria
es o no totalmente acotada. Demuestra tu afirmacion.

(a) ngg
(b) X =l
() X =c,1].
(d) X =coo,1].

Ejercicio 7.27 Prueba que, st X y Y son espacios métricos compactos, el producto
X XY con cualquiera de las métricas del Ejercicio 2.51 es compacto.

Ejercicio 7.28 FEl conjunto

1
Q= {(xk) € ly: |zy| < W}

se llama el cubo de Hilbert. Prueba que
(a) Q es cerrado en Uy
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(b) Q es totalmente acotado. (Sugerencia: Prueba que, para cada ko € N, el conjunto
QFo = {(x) € Q : 2, =0 Vk > ko} es compacto. Dado z = (z;,) € Q, define
ok = (21, ...,11,,0,0,...) € Q¥ Prueba que Ha: — xkOHQ < 2,60%1)

En consecuencia, el cubo de Hilbert es compacto.

Ejercicio 7.29 Prueba que el conjunto H = {fi : [-1,1] — R : k € N} de las funciones
continuas

-1 si—lgxg—%
_ . 1 1
1 sty <x<1

no es equicontinuo en 0.

Ejercicio 7.30 Sean Z y X espacios métricos y H C Cy(Z, X). Prueba que, si evisten
C,a > 0 tales que

dx(f(z), f(y)) < Cdz(z,y))"  VfeH,

entonces 'H es equicontinuo.

Ejercicio 7.31 Sean Z y X espacios métricos. Prueba que la cerradura en C)(Z, X)
de cualquier subconjunto equicontinuo es equicontinua.

Ejercicio 7.32 Sea f; : [0,00) — R la funcion dada por fi(t) = senv/t + 4mw2k2.
Demuestra las siguientes afirmaciones.

(a) El conjunto H := {fx : k € N} es equicontinuo.

(b) El conjunto H(t) es relativamente compacto en R para cadat € [0, 00). (Sugerencia:
Prueba que la sucesién (f;) converge puntualmente a 0 en [0, 00).)

(c) H no es un subconjunto compacto de Cp([0,00),R). (Sugerencia: Prueba que la
sucesion ( fx) no converge uniformemente a 0 en [0, 00).)

Concluye que la compacidad de K es necesaria en el teorema de Arzela-Ascoli.

Ejercicio 7.33 Sean X := {(z,y) € R?* : (z,y) # (3,0)} y o, € C([0,1],X) la
funcion oy (t) := (t, £ senwt). Considera el conjunto H := {oy, : k € N}.

(a) ;Es H equicontinuo?

(b) sEs H acotado en C°([0,1], X)?

(c) ;Es H relativamente compacto en C°([0,1], X)?

Compara tus conclusiones con el Corolario 7.10.

Ejercicio 7.34 Sean K un espacio métrico compacto, X un espacio métrico completo
y (fr) una sucesion en C°(K, X) que converge puntualmente a una funcién f : K — X.
Prueba que, si H := {fx : k € N} es equicontinuo, entonces f es continua y fr — f en
CoUK, X).
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Ejercicio 7.35 Prueba que, st K y X son espacios métricos compactos, entonces un
subconjunto H de C°(K, X) es relativamente compacto en C°(K,X) si y sdlo si es
equicontinuo.

Ejercicio 7.36 Sea K : [a,b] X [a,b] — R una funcion continua. Prueba que el operador
de Fredholm § : C°a,b] — C°[a,b] dado por

3f)(@) = / K(x,9)f () dy

es un operador compacto.

Ejercicio 7.37 Sea p: [a, ] — [a,b] una funcién continua, no decreciente y suprayec-
tiva. Prueba que, para toda o € C°([a,b], X) se cumple que

L(oop) = L(o).

Ejercicio 7.38 Sea o € C°([0,1], X) una trayectoria de longitud finita. Prueba que la
funcion A : [0,1] — [0, £(0)], dada por

At) == £(0 [p.),
es continua, no decreciente y suprayectiva.

Ejercicio 7.39 Sea o € C°([0,1], X) una trayectoria de longitud finita. Prueba que la
funcion ¢ : [0, £(0)] — X dada por

a(s):=o(t), dondetc [0,1] es tal que £(0 |jpy) = s,
es continua.

Ejercicio 7.40 Sean X un espacio métrico y x € X. Prueba que el espacio de trayec-
torias

T.(X) := {0 €C°([0,1], X) : 0(0) = 0(1) = z}

dex ax en X es relativamente compacto en C°([0,1], X) si y solo si la tnica trayectoria
de x ax en X es la trayectoria constante.



Capitulo 8

Teoremas de aproximacion

Cuando hacemos cédlculos con niimeros reales usamos siempre una aproximacion
decimal de éstos, es decir, usamos algiin nimero racional suficientemente cercano al
nimero real que nos interesa.

En este capitulo probaremos que toda funcién continua f : [a,b] — R se puede
aproximar uniformemente por una funcién polinomial. Este resultado se conoce como
el teorema de aproximacién de Weierstrass y tiene gran relevancia desde el punto de
vista tedrico y practico, ya que que los polinomios son funciones sencillas y féciles de
calcular.

De hecho, exhibiremos una sucesién explicita de polinomios que converge uniforme-
mente a f en [a,b], los polinomios de Bernstein, y estimaremos el error en la aproxi-
macion.

La versién original del teorema de aproximacién fue formulada por Karl Weierstrass
en 1885. En 1937 Marshall H. Stone! generalizé considerablemente este resultado, y sim-
plific6 su demostracién. Su resultado se conoce como el teorema de Stone-Weierstrass,
y extiende el resultado original de Weierstrass en dos sentidos: permite remplazar al
intervalo [a, b] por cualquier espacio métrico compacto K, y permite remplazar a los
polinomios por subconjuntos méas generales del espacio de funciones continuas C°( K, R).
En este capitulo expondremos también este resultado.

8.1. El teorema de aproximacién de Weierstrass

El objetivo de esta seccién es demostrar que toda funcién continua f : [a,b] — R se
puede aproximar uniformemente por polinomios, es decir, por funciones de la forma

p(t)=ag+at+---+ayt", a,€R, neNU{0}.

'Marshall Harvey Stone (1903-1989) fue un matemédtico estadounidense que realizé importantes
contribuciones al andlisis real, al andlisis funcional y a la topologfa.
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Este resultado se conoce como el teorema de aproximaciéon de Weierstrass. Méas atn,
exhibiremos una sucesién explicita de polinomios que converge uniformemente a la
funcién f en [a, b].

Para 0 < k < n consideremos los polinomios

i) = ()=

(+)

es el coeficiente binomial. De la conocida férmula binomial

(a+b)" = Xn: < . ) bt

k=0

donde

se sigue que
S ruslt) = 1 CRY
k=0

Multiplicando por ¢ la igualdad (8.1) para n — 1 en vez de n, obtenemos

n—1
b=t Y
§=0

En consecuencia,

nt =Y kv, 4(t). (8.2)
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De manera andloga, multiplicando por t? la igualdad (8.1) para n — 2 en vez de n, es
sencillo probar que

(n* = n)t® = (K = k), (1) (8.3)
k=0
[Ejercicio 8.12].
V3 3( ) = t? '73,2( ) = 2752(1 —1)
731()—2t(1_t)2 730() (1_t)

Definicién 8.1 Sea f : [0,1] — R una funcion continua. El n-ésimo polinomio de
Bernstein? de f es el polinomio

Bo(1) = Byt Zf( )Mm

2Sergei Natanovich Bernstein (1880-1968) fue un matemético ruso. En su tesis doctoral, presentada
en 1904 en la Sorbona, resolvié el 19° problema de Hilbert sobre la solucién analitica de ecuaciones
diferenciales elipticas. Realiz6 importantes contribuciones a la teoria de probabilidad, la teorfa con-
structiva de funciones y los fundamentos matematicos de la genética.
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Se tiene el siguiente resultado.

Teorema 8.2 (Bernstein) Sea f : [0,1] — R una funcion continua. La sucesion de
polinomios de Bernstein (f;,) converge uniformemente a f en [0,1].

Demostracion: Sea € > 0. Como f es uniformemente continua, existe 6 > 0 tal que
€ .
|f(s)—f(t)|<§ si|s—t| < 0. (8.4)

Fijemos t € [0, 1]. Multiplicando la igualdad (8.1) por f(t) obtenemos que

F&) =) ft)1,4(t) VneN.

En consecuencia,

n

k
< i
n
k=0

S 001 ()t <307 () st 99

k=0

|[f(t) = Bra(t)] =

Probaremos que el lado derecho de esta desigualdad es menor que ¢ si n satisface

1 2
n > max {?’ ”J;!"O} (8.6)

Consideremos los conjuntos

k 1)1
I = {keNU{0}:0<k<n, |——t<|- ,
n n

I, = {keNu{0}:0<k<n, k¢I},

y tomemos una n que cumple (8.6). Entonces (%)i < 4, y se sigue de (8.4) y de (8.1)

e
S - s (S)

kel
Por otra parte, si k € I entonces (¢t — %)’2 < +/n y, en consecuencia,

Sl =1 (5) s = T20eratt)

kels kel

= 21/l ¥ a0

ke[z( T on

n

T <D Shp S SY v =5 (87)

kely k=0

21 VAY (1-5) 2ust 69

kel

AN



8.1. EL TEOREMA DE APROXIMACION DE WEIERSTRASS 141
Probaremos que ahora que
En t AN (t)<1 Vn € N (8.9)
- — — n .
n) TR\ =gy

k=0

Multiplicando la igualdad (8 1) por %, la igualdad (8.2) por —2¢, y la suma de las

igualdades (8.2) y (8.3) por -

obtenemos respectivamente,

n

t2 = ZtQ’Yn,k(t%
k=0
_2t2 = 2_2_t7n,k(t)a
k=0
1 1 — k?
1—— |2+ -t = —, . (t
< TL) + n kz:%nQ’Yn,k( )
Sumando estas tres igualdades obtenemos
1 e K\’
(=) =) _(t—=) 7.0 (8.10)
n n
k=0
Observa que médxe(o,1](t — t*) = ;. En consecuencia, (8.10) implica (8.9).
Si n satisface (8.6) entonces ”} < ¢. Por tanto, (8.8) y (8.9) implican que
k €
I <=
Sl =1 (5) st < 5
kels
De esta desigualdad, junto con (8.5) y (8.7), obtenemos que
. k
10 Br0] < 3|0 -7 (20
k=0
= Zf(ﬂ—f()vnk )+ ()%k() €
kel kel
para toda t € [0, 1], si n satisface (8.6). Es decir,
. I Vi
Hf_ﬁf,nHoo <e si n2max{§4, = (8.11)
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Esto concluye la demostracién. m

Observa que la férmula (8.11) nos da una estimacién del error, en términos de f, en
cada paso de la aproximacién.
El siguiente resultado es consecuencia inmediata del teorema anterior.

Teorema 8.3 (de aproximaciéon de Weierstrass) Sea f : [a,b] — R una funcion
continua. Entonces existe una sucesion de polinomios (p,) que converge uniformemente

a f en |a,b.

Demostracion: Este resultado se obtiene del anterior mediante un cambio de vari-
able. Especificamente, sea p : [0,1] — [a,b] la funcién dada por p(t) := (1 — t)a + tb.
Aplicando el Teorema 8.2 a la funcién g := f o p obtenemos que

Byn —g en C°[0,1].
La funcién p, := 3, o p~! es un polinomio y se cumple que

I = Fll = mi (o) = F()] = mic | 3,0(8) = 9()] = 18,0 — gl

En consecuencia, p, — f en C°[a,b]. =

La compacidad del dominio de f jugé un papel importante en la demostracién del
Teorema 8.2 para asegurar la continuidad uniforme de f. El siguiente ejemplo muestra
que el Teorema 8.3 no es valido, en general, si el dominio no es compacto.

Ejemplo 8.4 Sea f(t) = sen%, t € (0,1]. Ninguna sucesion de polinomios converge
uniformemente a f en (0,1].
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Demostracion: Argumentando por contradiccién, supongamos que existe una suce-
sién de polinomios (py) que converge uniformemente a f en (0, 1]. Entonces (py) converge
a f en B((0,1],R) (ver Proposicién 5.15) y, por tanto, es de Cauchy en B((0,1],R). Es
decir, dada ¢ > 0 existe kg € N tal que

’pk(t) _pj(t)| <é€ Vi € (Oa 1} ) Vk’,j > kO-

Como la funcién ¢ — |pg(t) — p;(t)| es continua en todo R, la desigualdad anterior
implica que
pk(0) = p;(0)| <& Vk,j> ko

Esto demuestra que (py,) es de Cauchy en C°[0, 1]. Por tanto, como C°[0, 1] es completo
(ver Corolario 5.21), existe g € C°[0, 1] tal que

pe — g en C°0,1].

En particular, se cumple que

1
g(t) = lim pi(t) = sen vt e (0,1].

k—o00

Como g es continua en [0, 1], se tiene entonces que

nm 2
1i — =1 — | =9(0
Jim s’y = Jim g () =000,

lo cual es una contradiccién, ya que la sucesion (sen%) no converge. W

8.2. El teorema de Stone-Weierstrass

Sea X un espacio métrico.

Definicién 8.5 Un subconjunto A de X es denso en X si A = X, es decir, si para
todo x € X existe una sucesion (a) en A tal que a, — x en X.

Por ejemplo, el conjunto Q de los nimeros racionales es denso en R.
Denotemos por R [¢] al conjunto de todos los polinomios

p(t)=ao+ait+---+a,t", neNU{0}, o; €R,
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con coeficientes reales. En términos de la definicién anterior, el Teorema 8.3 afirma que
el conjunto de funciones polinomiales en [a, b],

Pla,b] == {p |a: p € R[t]},

es denso en C%a, b].

En esta seccién probaremos un resultado més general, conocido como el teorema
de Stone-Weierstrass. Supondremos de aqui en adelante que K es un espacio métrico
compacto y, por simplicidad, denotaremos por

C°(K) := C*(K,R)
al espacio de funciones continuas f : K — R con la norma uniforme

‘= ma x)|.

|1l = méx | £(2)]

Observa que C°(K) no sélo es un espacio vectorial sino que cuenta ademds con un
producto, definido como sigue:

fo:K—=R,  (fg)(x):= f(x)g(x).

Este producto le da al espacio vectorial C°(K) la estructura de una R-dlgebra con
unidad [Ejercicio 8.26]. La unidad es la funcién constante igual a 1, a la que denotamos
por 1.

El siguiente resultado da condiciones suficientes para que un subconjunto A de
C°(K) sea denso en C°(K).

Teorema 8.6 (Stone-Weierstrass) Sea K un espacio métrico compacto y sea A un
subconjunto de C°(K) con las siguientes propiedades:

(a) Ao+ pu € A para todas o, € Ay A\, u € R.

(b) o€ A para todas p, € A.

(c) 1€ A

(d) Dados x1 # x2 en K, existe ¢ € A tal que o(x1) # ©(x2).

Entonces A es denso en C°(K), es decir, dada una funcion continua f : K — R eziste
una sucesion (py) de funciones en A que converge uniformemente a f en K.

En términos algebraicos, las primeras tres condiciones (a), (b) y (c) se expresan
diciendo que " A es una R-subalgebra con unidad de la R-algebra de funciones continuas
C%(K)". La propiedad (d) suele expresarse diciendo que “A separa puntos”.

Para demostrar el teorema de Stone-Weierstrass usaremos los siguientes cuatro
lemas.
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Lema 8.7 Dados ©1 # x3 en Ky c¢1,c2 € R, existe p € A tal que (r1) = ¢1 y
w(lﬁg) = Co.

Demostracion: Sea ¢ € A tal que p(z1) # ¢(x2). Como el determinante
p(x1) 1
0,
‘ o(ze) 1 ’ 7
existen A\, u € R tales que

Xo(z)+p = (8.12)
Ap(xe) + 11 = ¢ (8.13)

De las propiedades (a) y (c) se sigue que la funcién ¢ := Ap + ul € A. Las igualdades
(8.12) y (8.13) afirman que ¢ (z1) = ¢1 y Y(x2) = co. W

Lema 8.8 La cerradura A de A en C°(K) también tiene las propiedades (a), (b) y (c).

Demostracién: Es sencillo comprobar que A tiene la propiedad (a) [Ejercicio 8.27].
La propiedad (c) es inmediata. Probemos (b). Dadas ¢, € A existen ,, 1, € A tales
que ¢, — @y, — ¥ enC°(K) (ver Proposicién 3.32). Como toda sucesién convergente
estd acotada, existe C' > 0 tal que ||¢,||,, < C para toda k. En consecuencia,

< e =)l + 19 = )Vl o
< lelloo 10 = ¥)lle + 10 = @idlloo [P0l
< el 18 = i)l + Cll (e = wi)llo

Tomando el limite cuando £ — oo en ambos lados de la desigualdad obtenemos que
0, — p. Dado que .9, € A, concluimos que ¢ € A (ver Proposicién 3.32). m

et — o]l oo

Lema 8.9 Si ¢ € A, entonces |p| € A.

Demostracion: Como ¢ es continua y K es compacto, se tiene que p(K) es acotado
en R (ver Corolario 4.11). Por tanto, ¢(K) estd contenido en algun intervalo [a, b]. Por
el Teorema 8.3 existe una sucesiéon de polinomios p; que converge uniformemente a la
funcién valor absoluto |-| en el intervalo [a, b], es decir, dada £ > 0 existe ko € N tal que

pe(t) — |t <& VE>ko VtE [a,b].
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Esta desigualdad se cumple, en particular, para t = ¢(x) con z € K. Por tanto,
Ik 0 ¢ = l¢lllo = max |pr(e(2)) = ()| < ¥k = ko,

es decir, py o ¢ — |¢| en CO(K).
Finalmente, el Lema 8.8 implica que, para cualquier polinomio p(t) = oo + agt + - - - +
a,t™, se cumple que

pop=agt+mp+---+ane™ €A

Por tanto, |p| € A. =

Dadas dos funciones f, g : K — R denotamos por max{f, ¢}, min{f, g} : K - R a
las funciones

(méx{f, g})(x) : =max{f(z),g(x)},
(min{f, g})(z) : =min{f(z) g(z)}.

Lema 8.10 Si ¢,¢ € A. entonces max{yp, ¢}, min{p, ¢} € A.

Demostracion: Basta observar que

méxlp, 0} = 5o+t =) (5.14)
minfp, 0} = 3o+ v o= ) (5.15)

Como A satisface la propiedad (a), el lema anterior implica que max{p, ¥}, min{p, 1} €
A =

Demostracién del Teorema 8.6. Sea f : K — R una funcién continua y sea
e > 0. El Lema 8.7 asegura que, para cada par de puntos z,y € K, podemos escoger

Puy € Atal que @, (z) = f(2) ¥y 0., (y) = f(y).
Fijemos v € K. Como ¢, , — f es continua y ¢,  (y) — f(y) = 0, existe §, > 0 tal que

|00y (2) = f(2)] <& Vz € Bk(y,d,) (8.16)

y, como K es compacto, existen vy, ..., y,, € K tales que

K C BK(yl,(Syl) U---uU BK(ym,(Sym).
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Sea ¢, = méx{¢, , .., sy, }- Bl Lema 8.10 asegura que ¢, € A. Puesto que cada
z € K pertenece a alguna B(y;,d,,), la desigualdad (8.16) implica que

0. (2) — f(z) > — VzeK. (8.17)

Por otra parte, dado que ¢, () = f(z) para todo y € K, se tiene que ¢, (z) = f(z) y,
como ¢, — f es continua, existe v, > 0 tal que

pa(2) = f(2)] <& Vz€ Bk(x,7,). (8.18)
De la compacidad de K se sigue que existen x1, ..., x, € K tales que
K C BK(‘/L‘M’Y:):I) U---u BK("L‘TL”VQ:T)'

Sea ¢ := min{yp, , ..., ¢, }. El Lema 8.10 asegura que ¢ € A. Puesto que cada z € K
pertenece a alguna B(z;,7,,), usando la desigualdad (8.18) obtenemos que

o(z)— f(z2) <e VzeK. (8.19)
Y, como la desigualdad (8.17) vale para toda = € K, se tiene ademds que
o(z) = f(z) >—e VzeK. (8.20)

Las desigualdades (8.19) y (8.20) implican que ¢ — f||, < &. Por consiguiente, dado
que ¢ € A, concluimos que f € 4. B

Denotemos por R [x1, ..., z,] al conjunto de polinomios
m
p(1, .y y) = Zaixl toghin s q; € R ki € NU{0},
i=1

en n variables con coeficientes reales. Una consecuencia interesante del teorema de
Stone-Weierstrass es la siguiente.

Corolario 8.11 Sea K un subconjunto compacto de R™. Entonces, dada una funcion
continua f : K — R, existe una sucesion de polinomios (py) en R[xy,...,z,]| que con-
verge uniformemente a f en K.

Demostracion: Obviamente el conjunto

satisface las condiciones (a), (b) y (c) del Teorema 8.6. Consideremos los polinomios
(21, oy xy) = x4, 1 =1,...,n. Si £, n € K son puntos distintos, entonces al menos una
de sus coordenadas es distinta, digamos que &; # n,. Entonces, m;(§) = &, # 1, = mi(n).
Esto prueba que P(K) satisface la condicién (d). El Teorema 8.6 asegura que existe
una sucesién de polinomios (py) en R [z, ..., z,] que converge uniformemente a f en K.
u
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8.3. Ejercicios
Ejercicio 8.12 Demuestra la igualdad (8.3).

Ejercicio 8.13 Sea X un espacio métrico. Prueba que, si Z CY C X y Z es denso
en X, entonces Y es denso en X.

Ejercicio 8.14 Prueba que, si ¢ : X — Y es continua y suprayectiva y A es denso en
X, entonces ¢p(A) es denso en Y.

Ejercicio 8.15 Prueba que el conjunto

Qn = {(Ch, 7Qn) e R": qr € Q Vk = 17 ,n}
es denso en R".

Ejercicio 8.16 Sea Q> el conjunto de todas las sucesiones (qu, ..., Gk, 0,0, ...) de nimeros
racionales tales que sélo un nimero finito de sus términos es distinto de cero. Prueba
que Q> es denso en £, para todo p € [1,00).

Ejercicio 8.17 Sea Q [t] el conjunto de todos los polinomios
q(t)=qo+at+---+gt", neNU{0}, ¢ €Q,

con coeficientes racionales. Prueba que

Pgla,b] :={q llas: ¢ € Q[]}
es denso en Ca, b].

Ejercicio 8.18 Se dice que un conjunto A es a lo mads numerable si eviste una
funcion inyectiva i : A — N.

(a) Prueba que el conjunto Q de los nmiimeros racionales es a lo mds numerable.

(b) Prueba que Prueba que el conjunto de todas las sucesiones (by,) tales que by € {0,1}
no es a lo mds numerable.

(c) Prueba que R no es a lo mds numerable. (Sugerencia: Usa el hecho de que todo
nimero real tiene una representacion binaria.)

Ejercicio 8.19 Un espacio métrico X se llama separable si contiene un subconjunto
a lo mds numerable que es denso en X. Demuestra las siguientes afirmaciones.
(a) Ningin subconjunto propio de un espacio métrico discreto Xgs. €s denso en X gise-

(b) Un espacio métrico discreto X g es separable si y sélo si Xyise €s a lo mds numer-
able.
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Ejercicio 8.20 Inwvestiga si los siguientes espacios métricos son o no separables.

(a) R} con p € [1,00].

(b) £, conp € [1,00].

(c) C%[a, b] con p € [1, 0.

(d) G (R, R).

Ejercicio 8.21 Prueba que todo espacio métrico compacto X es separable. (Sugerencia:
Para cada k € N, toma un conjunto finito de bolas de radio % cuya unién es X. Considera
el conjunto de centros de todas esas bolas.)

Ejercicio 8.22 Sea ) un subconjunto abierto y acotado de R™. Denotemos por C*(£2)
al conjunto de todas las funciones f : € — R que tienen derivadas parciales de todos
los drdenes en ) y dichas derivadas son continuas en la cerradura de ). Prueba que

C>=(2) es denso en C°(). (Sugerencia: Usa el Corolario 8.11 y el Ejercicio 8.13.)
Ejercicio 8.23 Sea f € C°[0,1] tal que

1

/ f(x)z"dz =0 Vn e NU{0}.

0
Prueba que
1
/ fA(z)dxr =0
0

y concluye que f(x) =0 para todo x € [0, 1].

Ejercicio 8.24 Sea S' = {(cosf,sinf) € R? : 0 < 0 < 27} el circulo unitario en R2.
Prueba que cualquier funcion continua f : S* — R es el limite uniforme de funciones
de la forma

@(cosf,sinf) = ag + a3 cos@ + by sinfh + - - - + a, cosnb + b, sinnd
con a;,b; € R, n € NU{0}.

Ejercicio 8.25 Sean X yY espacios métricos compactos. Prueba que cualquier funcion
continua f : X XY — R es el limite uniforme de funciones de la forma

ez, y) = filx)gi(y) +- -+ ful2)ga(y),
con fi, ..., fn € CUX), g1,.-,9, € CO(Y) yn € N.

Ejercicio 8.26 Investiga lo que es una R-dlgebra con unidad y prueba que, para cualquier
espacio métrico X , el espacio C°(X) es una R-dlgebra con unidad.

Ejercicio 8.27 Sea A un subespacio vectorial de C°(X). Prueba que A es un subespacio
vectorial de C°(X). (Sugerencia: Usa el Ejercicio 3.49.)
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Parte 11
Diferenciabilidad
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Capitulo 9

Diferenciabilidad

La idea bésica del Célculo Diferencial consiste en aproximar localmente a una fun-
cién por una funcién lineal. La derivada de una funcién f : R® — R™ en un punto z
de R™ es la funcién lineal f'(zg) : R — R™ que mejor aproxima a f en dicho punto.

Esta nocion se extiende de manera natural a espacios de Banach con la siguiente
precaucion: una funcién lineal entre espacios de Banach de dimensién infinita no es
necesariamente continua. La derivada de una funcién ¢ : X — Y entre espacios de
Banach en un punto z de X es la funcién lineal y continua ¢'(x) que mejor aproxima
a ¢ en dicho punto. La continuidad de ¢'(z() juega un papel esencial en la demostracién
de propiedades importantes de la derivada, como que toda funcién diferenciable es
continua, o la regla de la cadena. El papel de la continuidad queda oculto cuando
consideramos funciones entre espacios euclidianos, ya que toda funcién lineal entre
espacios de dimension finita es autométicamente continua.

En este capitulo introduciremos el concepto de derivada para funciones entre es-
pacios de Banach y estudiaremos sus propiedades fundamentales. Este concepto tiene
aplicaciones importantes. Por ejemplo, las soluciones de muchas ecuaciones en derivadas
parciales son puntos criticos de una funcién diferenciable definida en un espacio de fun-
ciones.

Pero ademas, estudiar el concepto de derivada en esta generalidad no hace mas
dificiles las demostraciones de los resultados del Célculo Diferencial que ya conocemos,
el teorema del valor medio o la férmula de Taylor. Al contrario, nos permite poner
de relieve los aspectos fundamentales que intervienen en ellos, y obtener una mayor
claridad y profundidad en su comprension.
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9.1. El espacio de funciones lineales y continuas

Empezamos con un breve estudio del espacio de funciones lineales y continuas entre
espacios de Banach.
Sean V = (V, ||-|l,,) y W = (W, ||-|l;) espacios de Banach. EI conjunto

LV, W):={T:V — W : T es lineal y continua}
es un espacio vectorial con las operaciones dadas por
(Th + To)v :=Thv + Ty, (NTh)v == AT,

donde 71,7, € L(V, W), A € Ry v € V. La continuidad de una funcién lineal estd
caracterizada como sigue.

Proposicion 9.1 Sea T :V — W una funcion lineal. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(i) T es continua.

(i1) T es continua en 0.

(iii) Existe ¢ € R tal que || Tl < cllv||l,, para todo v € V.

(iv) T es Lipschitz continua.

Demostracion: Las implicaciones (i)=-(ii) y (iv)=>(i) son evidentes. Demostremos
las otras dos.
(i1)=(ii1): Si T es continua en 0 existe 6 > 0 tal que

|Tv||y, <1 si ]|y, <9.

T H’UH Yo e V.
<2 lv ||v) H Y
Esto demuestra (ii).

(tii)=(iv): Si existe ¢ > 0 tal que ||Tv||y, < cllv]|,, para todo v € V, entonces

En consecuencia,

2
7ol = 5 llvlly

[Tvr = Tosly, = [T (1 — vl < cllon —wally, Vo, €V

Esto prueba que T" es Lipschitz continua. m

Definimos

[T]]
1T gy = sup —— ==

VT € L(V,W). (9.1)
vev [vlly
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La afirmacién (uii) de la Proposicién 9.1 asegura que ||T'|| ;3 < 0. Es sencillo com-
probar que ésta es una norma en L(V, W) [Ejercicio 9.32]. Observa que

ITollw < ITl ey vl YoeV (9-2)
Usaremos con frecuencia esta desigualdad.
Proposicién 9.2 L(V,W) con la norma definida en (9.1) es un espacio de Banach.

Demostracion: Sean (T},) una sucesiéon de Cauchy en L(V,W) y € > 0. Entonces
existe kg € N tal que
|T% — T}”[;(\g{/[/) <e st g, k2> ko,

es decir,
|Tev — Tjollyy, < ellvlly,  si g,k >k, YoeV. (9.3)

Por tanto, para cada v € V, la sucesién (Tv) es de Cauchy en W y, como W es un
espacio de Banach, existe Tv € W tal que

Twov—Tv en W.
Probaremos ahora que T' € L(V,W). Sean v,w € V, A\, u € R. Se tiene que
T+ pw) = kh_)rglo T (Av + pw) = klir(r)lo()\Tkv + pTw)
= A]}LIgO Tyv + uklirgoTkw = \T"v + pTw.

Esto prueba que T es lineal. Por otra parte, haciendo tender £ — oo en la desigualdad
(9.3) obtenemos

|Tv = Tjvlly, < ellvll, st j>ko, YoeV. (9.4)
Por tanto,
1Tvlly < NTv = Tevlly + 1Thovlly
< ellvlly + 1Tkl zevmy 101l

IN

[+ Tl cqan ] oy Vo e V.
De la Proposicion 9.1 se sigue que 1" es continua.
Finalmente, la desigualdad (9.4) implica que

[T — Tjvlly

<e si j>ky, YveV,
||U||V

Por tanto,
1T =Tl pymy <€ sij = ko

Esto prueba que T; — T en L(V,W). En consecuencia, L(V, W) es un espacio de
Banach. m



156 9. DIFERENCIABILIDAD

9.2. Diferenciabilidad

Para definir diferenciabilidad requerimos generalizar la nocién de limite.

Definicién 9.3 Sean X,Y espacios métricos, A un subconjunto de X, f: A —Y una
funcion, vo € A y yo € Y. Decimos que
Yo = lim f(x)

T—T0o

s, dada € > 0, existe 6 > 0 tal que
dy(f(x),y0) <e  Vx € A condx(z,x9) < 0.

Nota que f no necesariamente estd definida en xy, pero zy tiene que estar en la
cerradura del dominio de f.

Sean V' y W espacios de Banach y 2 un subconjunto abierto de V. La nocién de
derivada de una funcién entre espacios euclidianos se extiende a funciones entre espacios
de Banach como sigue.

Definicién 9.4 Una funcion ¢ : Q@ — W es (Fréchet-)diferenciable en el punto
ug € 2 si existe T € L(V, W) tal que

o (o +v) = (o) = Tl
8 folly

=0. (9.5)

T se llama la derivada (de Fréchet) de ¢ en uy y se denota
O'(ug) =T, obien Do(ug):=T.

La condicién (9.5) se expresa como sigue: Para cada e > 0 existe § > 0 tal que, para
todo v € V con ||v||,, < J, se cumple que

up +v € Q2 y le(uo +v) = @(uo) = &' (uo)vlly, < ellvlly -

Intuitivamente, esto significa que en una vecindad pequena de ug la funcién ¢ se
parece mucho a la funcién ¢(ug) +¢'(up). Se parece tanto, que la norma de la diferencia
entre ambas funciones ||¢o(ug + v) — (p(uo) + ¢'(uo)v)|| ;- resulta despreciable respecto
a la norma de v cuando v — 0.

La siguiente proposicién garantiza que la derivada esta bien definida.

Proposicién 9.5 Sip es diferenciable en uyg, la funcion T € L(V, W) que cumple (9.5)
es unica.
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Demostracion: Supongamos que 11,7y € L(V, W) cumplen (9.5). Entonces, dada
e > 0 existe 6 > 0 tal que

€ . ‘
(o +v) = o) = Toolly < S lolly i Jlolly <6, i=1,2.
Por tanto,

[T —Tavlly, < [[Tw —@(ug +v) + @(uo)lly + lle(uo +v) — p(uo) — Tovlly,
< el si vl < 4.

Si ||lv|ly, > 6, escogemos A € (0, 1) tal que ||Av||;, < 6. Entonces
1 €
1Ty = Tavlly = + [T1(W) = To(do)ly < 5 [Avlly = elllly-
En consecuencia,

T —Toolly, <ellv|l, YveV.

Como € > 0 es arbitraria, necesariamente T1v = Tov. ®

Definicién 9.6 Decimos que ¢ : Q — W es (Fréchet-)diferenciable en Q) si lo es
en cada punto u € ). La funcion

O Q= LV, W), u— ' (u),

se llama la derivada (de Fréchet) de ¢,. La denotaremos también por Dy : Q —
LV, W).

Usualmente diremos que ¢ : 2 — W es diferenciable en vez de decir que es Fréchet-
diferenciable y hablaremos de su derivada para referirnos a su derivada de Fréchet. Es
inmediato comprobar lo siguiente.

Ejemplo 9.7 Si ¢ : Q@ — W es constante, entonces es diferenciable en Q y ¢'(u) =
0 € L(V,W) para todo u € .

Ejemplo 9.8 Toda funcion T' € L(V,W) es diferenciable en V' y T"(u) = T para todo
u €V, ya que
Tu+v)—Tu—Tv=0 VYu,veV.
Ejemplo 9.9 La funcion ¢ : {5 — R dada por ¢(x) = Ha:||?2 = > 22 es diferenciable
k=1
en ly y
Y@y =2 zpyy  Vr,y € L.
k=1
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Demostracion: Observa que
lz +yllz, = llz, +2 3 wxgn + llyll, Yo,y € b,
k=1
Por tanto,

rﬂx+w—ww—2§pwu

= |lyll, =0 cuando y — 0.
ylle,

Para cada x € /5, la funcién T : /5 — R dada por
Ty:=2) Ty
=1

es evidentemente lineal. De la desigualdad de Holder para series (ver Ejercicio 2.41) se
sigue que

Ty| =2

oo
Z TrYk
k=1

En consecuencia, T' : {5 — R es continua (ver Proposicién 9.1). Esto prueba que ¢ es
diferenciable en f5 y que ¢'(z) =T. m

SQ;;M%%‘SQHMMHny

Proposicion 9.10 Si ¢ es diferenciable en ugy, entonces @ es continua en uy.
Demostracion: Si ¢ es diferenciable en ug, existe 6; > 0 tal que

o) — (o) — & (o) — o)y < llu—wally i [l — wly, < .

Como ¢'(ug) € L(V, W),

usando la desigualdad (9.2) obtenemos

)
le(u) = eluo)lly < lle(u) = p(uo) — @' (o) (u — uo)lly + [l (uo) (w — uo) |y
<

[ = wolly + [l (uo) I (V,W) [ — wolly,

)
(1 1) gy = wolly st = wolly < 0.

-1
Dada € > 0, tomemos ¢ := min {51,8 [1 + ||g0’(u0)H£(V,W)] } . Entonces,

lp(w) = pluo)llw <& st [lu—wuolly <o

Esto prueba que ¢ es continua en ug. =
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Proposicién 9.11 (Linealidad de la derivada) Sip, v : Q — W son diferenciables
en ug y A\, 1 € R, entonces \p + i) es diferenciable en ugy y

(g + ) (o) = A/ (tto) + 1t (o).

Demostracion: La demostracién es un ejercicio sencillo [Ejercicio 9.35]. m

Proposicién 9.12 (Regla de la cadena) Sean 2 C V, Qcw subconjuntos abier-
tos. Si p : Q — W es diferenciable en ug, p(v) € Q para todov € Q y : Q — Z es
diferenciable en vy := @(ug), entonces ¥ o p : Q — Z es diferenciable en ug y

(1 0 ¢)'(uo) = ¢’ (vo) © ¢' (ug).
Demostracion: Parav eV y w € W tales que ug+v € Q y vg+w € Q, definimos
o1(v) = p(ug+v) — p(uo) — ¢'(uo)v,
oa(w) = =1p(vo + w) — h(vo) — ¥’ (vo)w.
Se tiene entonces que
(Yop)(uo+v) = Plp(ug+v)
U(p(uo) + ¢ (ug)v + 01(v))

¢(UO) + 9" (v0) (' (10)v + 01(v)) + 02(¢' (uo)v + 01(v))
(1 0 @) (uo) + [/ (vo) 0 ¢’ (uo)] v + 03(v),

donde
03(v) 1= Y (vg)o1(v) + 02( (ug)v + 01(v)).
Demostraremos ahora que

lim HO?’(U)HZ

= 0. (9.6)
=0 o]y,

Sea £ > 0. Denotemos por
= HSOI(UO)Hﬁ(V,W) +1, C2 = le(uo)”c(w,m +1,
€ { , 1 € c
:=min<{ — =
! 202 2 261
Existen 01,05 > 0 tales que

lor(@)llw < exllvlly i flofly <6y,

loa(w)lly; < eaflwlly st fwlly < d2.
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Sea J3 := min{dy, g—f} Entonces,
¢/ o)o + o)l < ¢ @o)olly + lloa(w)
<l wolll cvwy lI0lly +exllolly < erllolly st flolly <61
Por tanto, ||¢'(ug)v + 01(v)|ly, < 62 si ||v]|, < d3 y, en consecuencia,

loa2(' (uo)v + 01 ()l ;< &2 [l (uo)v + 0r(v)

€ .
< excq ]y < 5 ol si [lolly < ds.
Por otra parte,
1" (vo)or (W), < (19 ()l quwz lon ()l
€ .
< anlely <Slely sl <dn

Conclufmos que
los(0)llz <ellvlly st vlly < ds.

Esto prueba (9.6) y concluye la demostracién de la proposicién. m

9.3. El teorema del valor medio

Una funcién lineal T': R — V estd totalmente determinada por su valor en 1, ya
que
T(t)=T(tl)=tT(1) VteR.

La funcién

L LR, V) =V, (T) :=1T(1), (9.7)
es un isomorfismo de espacios vectoriales. Ademds, es una isometria, ya que
— o NT®ly tT(1)

=T, VI eLR,V).

T =sup ————— =
|| ||E(R,V) teg |t| t
t£0

%0
Esta isometria nos permite identificar a £(R, V') con V.

Si o : (a,b) — V es diferenciable en un punto to de (a,b), identificaremos en lo
sucesivo a la transformacién lineal o'(tg) € L(R, V') con su valor en 1, y escribiremos
simplemente o' (to) en vez o’(tp)(1). Se tiene entonces que

_ iy Nt t0) — o(to) — to'(to) ||y
t—0 |t|

o(t+tg) — o(to)
t

lim

t—0

=0.

— d'(to)

v
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Es decir,

eV

o(t+1tg) —o(t
o' (tp) = lim (t+t) (to)
t—0 t
Esto nos permite interpretar a o’(ty) como la velocidad de la trayectoria o : (a,b) — V
en el tiempo to. Si V = R entonces o'(ty) € R es la pendiente de la recta tangente a la

grafica de o en el punto (tg, o(to)).

N

Sio:(a,b) — Q CV esdiferenciable en ¢y € (a,b) y ¢ : Q — W es diferenciable en
ug = o(tp), la regla de la cadena dice que

(poo)(t) = ¢'(u)(d'(t)  Vte(ab), (9-8)

es decir, la derivada de la trayectoria poo en t es el valor de la funcién ¢’ (ug) € L(V, W)
en el vector o'(t) € V.

Uno de los resultados mds ttiles en Anélisis es el teorema del valor medio. Para
funciones reales de variable real éste se expresa como una igualdad: Si f : [a,b] — R es
continua en [a, b] y diferenciable en (a, b) entonces existe ¢ € (a,b) tal que f(b)— f(a) =
f'(¢)(b — a). El problema con esta formulacién clésica es que no existe una igualdad
semejante para funciones con valores vectoriales. Por otra parte, esta igualdad esconde
el hecho de que en realidad no sabemos quién es ¢, lo linico que sabemos es que se
trata de algin punto en (a,b). Para fines practicos, lo importante es tener una cota
para | f’(c)|. Es decir, la verdadera naturaleza del teorema del valor medio se obtiene al
expresarlo como una desigualdad.

Teorema 9.13 (del valor medio) Sea o : [a,b] — V una funcién continua. Si o es
diferenciable en todo punto t € (a,b) y si existe M € R tal que

lo'(8)lly < M ¥t € (a,h), (9.9)

entonces

lo(b) = a(a)lly < M(b—a).
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Demostracion: Probaremos que, para toda € > 0, se cumple que
lo(b) —o(a)lly, < M(b—a)+e(b—a)+e. (9.10)

Esto implica que ||o(b) — o(a)||,, < M (b — a).
Sea € > 0. Consideremos el conjunto

S:={telab:|o(t)—ocla)|, <M(t—a)+e(t—a)+ec}
Como o es continua en a existe v > 0 tal que
lo(s) —o(a)|ly <e Vsé€la,a+7].

Por tanto, a +v € S. Sea ¢ :=sup S. Observa que c € Sy a+ v < ¢ < b. Queremos
probar que ¢ = b.

Argumentando por contradiccién, supongamos que ¢ < b. Entonces ¢ es diferenciable
en ¢y, en consecuencia, existe § € (0, min{c — a,b — c}) tal que

lo(s) —o(c) —d'(c)(s—o)|y <els—¢c| st |s—c|] <.
Por tanto, si s € (¢,c+ 6), usando (9.9) obtenemos

|o(s) — o(a)lly lo(s) —a(A)lly + llo(c) = ala)ly
lo(s) —ale) = a'(c)(s = o)l + [lo'(c)(s = )ly + llo(c) — a(a)]ly,
e(s=c)+ o'y (s—¢)+ M(c—a)+e(c—a) +e

M(s—a)+e(s—a)+e, (9.11)

VANRVAS VAN VAN

lo que contradice que ¢ = sup S. En consecuencia, ¢ = b. Esto demuestra (9.10). =

El teorema anterior nos permite acotar la diferencia entre dos valores de una funcién
diferenciable ¢ : 2 — W cuando su derivada estd acotada en el segmento que une a los
puntos correspondientes.

Un modo de garantizar esto iltimo es pidiendo que la derivada sea continua en €2, lo
que nos lleva a introducir el siguiente concepto.
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Definicién 9.14 Sea Q2 abierto en V. Una funcion ¢ : Q — W es de clase C* (o
continuamente diferenciable) en Q) si es diferenciable en Q y su derivada

¢ Q— LV, W)
es continua.

Las funciones de los Ejemplos 9.7 y 9.8 son de clase C' ya que en ambos casos la
derivada es una funcién constante de V' a L(V, W). Veamos que la funcién del Ejemplo
9.9 también es de clase C*.

Ejemplo 9.15 La funcion ¢ : ¢y — R dada por ¢(x) = ||x||§2 = Y.z es de clase C*
k=1
en ly.

Demostracion: En el Ejemplo 9.9 vimos que ¢ es diferenciable y su derivada es la
funcién ¢ : l; — L(¢>,R) dada por

¢'(@)y =23 Ty,
k=1
donde = = (zx), y = (yx) € {5. Para probar que ¢’ es continua observemos que, si
z = (zr) € /s, aplicando la desigualdad de Holder para series (ver Ejercicio 2.41)
obtenemos

&' (2)y — ¢ (z)yl =2 <2|lz =z, llyll, -

> (26— 1)y
k=1

Por tanto,

' (2)y — ¢’ (2)y|
1¢'(2) — Spl(x)Hc(eg,R) = sup
yELls Hnyg
y#0

< 2|}z ==,

Esto prueba que ¢ es Lipschitz continua. m

Como consecuencia del teorema del valor medio obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 9.16 Si Q es abierto en'V, o : Q — W es de clase C* en Q y ug,u; € Q son
tales que uy == (1 — t)ug + tuy € Q para toda t € [0,1], entonces

sup H<p/(Ut)HL(V,W) <o
te[0,1]

lp(ur) = @(uo)llw < Jup " el 2wy lur = wolly, -
€10,
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Demostracion: Sea « : [0,1] — § la funcién a(t) := u = up + t(u; — up). Esta
funcién es diferenciable en (0,1) y su derivada estd dada por o/(t) = u; — uy. La
composicién o := p o« : [0,1] — W es continua en [0,1]. Por la regla de la cadena
(9.8), o es diferenciable en (0,1) y

o' (t) = ¢'(ur) (ur — uo).
Se tiene entonces que
lo" @O llw < 16"l vy lur = wolly, — VE € (0,1). (9.12)

Ahora bien, la funcién que a cada t € [0,1] le asocia el valor [¢'(u)|| ;) € R es una
funcién continua, ya que es la composiciéon de las funciones continuas

o / Il
0,1] % Q-2 c(v,w) =57 R,
Como [0, 1] es compacto, concluimos que

M := sup H@’(Ut)H.C(V,W) < 00
te[0,1]

De la desigualdad (9.12) se sigue que

sup [0’ ()]l < M [Jur —uolly, ¥t € (0,1),
t€(0,1]

y aplicando el Teorema 9.13 obtenemos que
lp(u1) = (o)l = llo(1) = a(0)[ly, < M [lur — uol|y,

como afirma el enunciado. =

Usaremos a menudo la siguiente consecuencia sencilla del corolario anterior.

Corolario 9.17 Si Q es abierto en'V, o : Q — W es de clase C* en Q y ug,u; € Q son
tales que u; := (1 — t)ug + tuy € Q para toda t € [0,1] entonces, para todo u € €2,

sup ||’ (ur) — SDI(U)HL(V,W) <0 y
te(0,1]

lp(ur) = @(uo) — @' () (ur = uo)lly < sup [|¢'(ue) = & (Wl vy llua — uolly -

te[0,1]
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Demostracion: Sea v := p—¢'(u). Entonces ¢’ (v) = ¢'(v) — ¢/ (u) para toda v € €.
Aplicando el corolario anterior obtenemos que

lo(ur) = p(uo) — @' (W) (wr —wo)llyy = [[¥(wr) — ¥ (uo)lly
< sup (19wl vy llr — wolly
te(0,1]
= sup [l¢'(w) — &' (Wl gvmy llur — wolly
te(0,1]

como afirma el enunciado. m

9.4. Un criterio de diferenciabilidad

Sip:Q — W es diferenciable en un punto ug de 2 y v € V entonces, para cada
e > 0 existe 6 > 0 tal que

Wt eQ y e+ o) - plug) — @ (o) (1) < e lltolly  VE € (=6,9).

Dividiendo ambos lados de la desigualdad entre || obtenemos que

<ellvll,, s 0<|[t] <0.
W

H p(uo + tv) — p(ug) (119

t

Es decir,

p(uo + tv) — p(up) Vo €V

/ I
¢! (up)v = lim

De este modo obtenemos una condicién necesaria para que ¢ sea diferenciable en
up. En primer lugar, para cada v € V' debe existir el limite

Ademass, la funcién Go(ug) : V' — W dada por

Golug)v = lfm pluo + tvt) — ¢luo) (9.14)

debe ser lineal y continua. Esto da lugar al siguiente concepto.

Definicién 9.18 Una funcion ¢ : Q — W es Gdateauzx-diferenciable en el punto
up € Q si, para cada v € V, existe el limite (9.13) y la funcion Gp(ug) definida en (9.14)
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pertenece a L(V,W).
¢ es Gdteaux-diferenciable en () si lo es en todo punto u € Q). La funcion

Gp: Q= LV,W),  ur Go(u),
se llama la derivada de Gdateaux de .

Cabe senalar que la existencia del limite

lm o(uo +tv) — p(ug)
t—0 t

para toda v € V no basta para garantizar que Gy(ug) € L(V, W) [Ejercicio 9.39].
La discucién anterior asegura que, si ¢ es diferenciable en ug, entonces ¢ es Gateaux-
diferenciable en ug y

Gp(uo) = ¢'(uo).

El reciproco no es cierto en general.

Ejemplo 9.19 La funcién ¢ : R? — R dada por

ol2,y) ;:{ s (a,y) 7 (0,0)

es Gateauz-diferenciable en R? pero no es diferenciable en (0,0).

La demostracion es sencilla y se incluye como ejercicio [Ejercicio 9.40].
Sin embargo, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 9.20 ¢ : Q — W es de clase C* en Q si y sélo si p es Gateaus-diferenciable
en Q y su derivada de Gateaux Gy : Q — L(V,W) es continua. En tal caso, ¢' = Gy.

Demostracion: Ya demostramos que, si ¢ es diferenciable en ug, entonces ¢ es
Gateaux-diferenciable en ug y Gp(ug) = ¢'(up). En consecuencia, si ¢ es de clase C! en
Q, Go = ¢’ es continua.

Supongamos ahora que ¢ es Gateaux-diferenciable en Q y Gy : Q@ — L(V,W) es
continua. Sean uy € 2, v € V y € > 0. Entonces existe § > 0 tal que ug +v € Qy

1G¢(uo +v) = Go(uo)ll sy <& st lvfly <. (9.15)
Para cada v € V' con ||v||;, < 0 definimos o, : [0,1] — W como

0y(t) == @(uo + tv) — p(uo) — Gp(uo)(tv).
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Entonces o, es diferenciable en (0,1) y su derivada es

o,(t+ h) —o,(t)

/ o ’
_ Pl o+ hv) = p(ug + tv) — Gp(u) (hv)
- h—0 h
- 1im p(uo + tv + h?;l) —pluo +tv) Goo(uio)v

= Go(ug + tv)v — Go(ug)v.
Se sigue de (9.15) que

low @Ol < NGp(uo + tv) = Ge(uo)ll o) 0]y
< elvll,, Vte(0,1).

Por el teorema del valor medio (Teorema 9.13),

lp(uo +v) = p(uo) = Gep(uo)vlly = llow(l) = au(0)lly
< elolly st flolly <6

Esto prueba que ¢ es diferenciable en uy y ¢'(ug) = Gp(ug). Como Gy es continua, ¢
esdeclase Cl en ). m

El teorema anterior proporciona un criterio muy ttil para verificar la diferenciabil-
idad de una funcién y calcular su derivada. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 9.21 Sea f : R — R una funcion de clase C'. La funcion ¢ : C°la,b] — R
dada por

(1) = / F(ult))dt

es de clase C' en C°la,b] y su derivada es

¢ (u)v :=/ I (u(®))v(t)dt.

Demostracion: Probaremos primero que ¢ es Gateaux-diferenciable. Sean u,v €
C°a,b], v # 0, y € > 0. Denotemos por

(b—a) vl

M= Jlull + vl v &=
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Como f’ es uniformemente continua en [—M, M] existe § > 0 tal que
If'(x) = f'(y)| <&  Va,ye€[-M,M]con |x—y|<d.

Del teorema del valor medio (ver Corolario 9.17) y la desigualdad anterior se sigue que,
six,x+hz e [-M,M], |hz| <y s e€|[0,1], entonces

|[f(x +hz) = f(x) = fi(x)hz)| < sup [f'(z + shz) — f'(x)[|hz] <E|hz|.  (9.16)

s€[0,1]
Observa que
[u(t) + ho(t)] < lJull o + vl = MVt €la,b], h€l0,1].

Por tanto, podemos aplicar la desigualdad (9.16) con = := u(t), z ;== v(t) y 0 < |h| <
min{1, W} para obtener

‘f(U(t) + hv(}f)) — fu(®) f’(u(t))v(t)‘ <E(t) < 5 - - vicla .

En consecuencia, si 0 < |h| < min{1 }, entonces

_0
"ol

'm+m /f ‘

b v
< [ )—f'<u<>><>'dt<e
Esto prueba que
/ f(u t)dt = }IHO olut hz;l) = wlu) =: Go(u)v.

La funcién Gp(u) : COa,b] — R es claramente lineal y, como

Golu v|<(/ e )Hvlloo Vo € Cfa, b,

la Proposicién 9.1 asegura que Go(u) es continua. Por tanto, ¢ es Gateaux-diferenciable
en u para todo u € C°a, b].

Probaremos ahora que Gy : C°a,b] — L£(C%a,b],R) es continua. Sean uy € C°a, b
y € > 0. Denotemos por My := [Jug|l,, + 1. Como f" es uniformemente continua en
[— My, M), existe § € (0,1) tal que

() = f'(y)] <

Y,y € [—My, My] con |z —y| < 9.
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Observa que, si ||lu — ||, < J, entonces
()] < flullo < Nuollo + llu = uollog < fluoll +6 < Mo ¥ € [a, 8],

Por tanto,

Gp(u)v — Gop(ug)v| < / [f () = f'(uo(®))] fo(t)] dt <z [v]l-
En consecuencia,

Go(u)v — Gp(ug)v .
G () — Gep(uio)ll oy = sup 122 IR gy g <6
v€CO(a,b] ”UHoo
v#0

Esto prueba que Gy : C°[a,b] — L(C°[a,b],R) es continua.
Del Teorema 9.20 se sigue que ¢ es de clase C! y que ¢’ = Gy. m

9.5. Derivadas parciales

Sean Vi, ..., V,,, W espacios de Banach. El producto cartesiano Vi x - -- x V,, con la
norma

100 0y, 3= i [l

et MRS

es un espacio de Banach (ver Ejercicio 5.37). La inclusién en el j-ésimo factor,

L Vi—= VX xV,, tj(v) :==(0,...,0, _v _,0,...,0),

j-ésimo

es una funcién lineal y una isometrfa. Si {2 es abiertoen V :=V; x --- x V,, y u € €,
entonces

Qu={veV;:u+ive}
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es un abierto de V; que contiene a 0.

j j,u

ST W,

Definicién 9.22 Una funcion ¢ : Q@ — W es diferenciable respecto a V; en u si la
funcion

Pju - QJ}U - W7 Spj,u(v) = SO(U + l’j”)?
es diferenciable en 0. La derivada parcial de ¢ respecto a V; en u se define como

Oy plu) = ¢,(0) € L(V;, V).

La funcion ¢ es diferenciable respecto a V; en 2 silo es en todo punto u € €2, y la
derivada parcial de ¢ respecto a V; en () es la funcion

Iyp: Q2 — LV, W), ue dyp(u).

Si ¢ : Q — W es diferenciable en u entonces, por la regla de la cadena, ¢ es
diferenciable respecto a V; en u y

Ovp(u) =¢' (u)or;, j=1,..,n.

Es decir, Ov,¢(u) es la restriccion de ¢'(u) al factor V;. Nota que v = 37 | tjv; si
v = (vy, ..., v,). En consecuencia,

¢ (u)v = Z@ngo(u)vj, j=1,...,n. (9.17)
j=1

Los siguientes ejemplos relacionan estos conceptos con los que ya conocemos de
Calculo.
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Ejemplo 9.23 Si ) es abierto en R" = R x --- xR y ¢ : Q — R es diferenciable
en x, entonces Oy, o(x) € L(R,R) = R. Como en la Seccién 9.3, identificamos a la
funcion lineal Oy, p(x) con su valor en 1. Esta es la j-ésima derivada parcial de o
que conocemos de Cidlculo, a la que se suele denotar

o9

P, (x) € R.

El gradiente de ¢ en x es el vector

Vo(z) = (S—Z(x),..., 52 (x)) e R".

La formula (9.17) se escribe entonces como

~ Op

(z)y; = V() -y,
= 8[Ej J

¢'(z)y =

donde Vp(z) -y denota al producto escalar usual de V(x) y y.

Ejemplo 9.24 Si Q es abierto en R™ y ¢ = (py, ..., 0,,) : & — R™ es diferenciable en
x, entonces la j-ésima componente ¢; de ¢ es la composicion p; := m; o donde

it R™ =R, 7i(z, ..., 2m) = 2,
es la j-ésima proyeccion. Como m; es lineal, aplicando la regla de la cadena se tiene que
i(x) =m0 ¢ (x),

es decir, ©(z) es la j-ésima componente de ¢'(x). Por tanto,

@)y = (P1@)Y, s 0, (2)y)
= (Vo (2) -y, ..., Vo (2) - y),

es decir, ¢'(x) es la funcion lineal dada por la matriz

0 0

k() o €
¢'(r) = : :

0 0

Som(x) o Hom(a)

que se llama la matriz jacobiana de p en .
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No es cierto, en general, que si ¢ es diferenciable respecto a toda variable en u
entonces ¢ es diferenciable en u [Ejercicio 9.40]. Pero lo es si se cumple ademés que
Oy, es continua en §) para toda j =1,...,n.

Teorema 9.25 Sean €2 abierto en V; X - - - x V,,. Una funcion ¢ : Q — W es de clase
Cl en Q si y sdlo si ¢ es diferenciable respecto a V; en Q y sus derivadas parciales

Oy p: Q — L(V;, W)
son continuas en ) para todo j = 1,....n.

Demostracion: Ya vimos que, si ¢ : 2 — W es diferenciable en u, entonces ¢ es

diferenciable respecto a Vj en u y Ov,¢(u) = ¢'(u) o ;. Por tanto, dy, ¢ es continua si ¢
es de clase C! en .
Supongamos ahora que ¢ es diferenciable respecto a todo V; en Q2 y que sus derivadas
parciales son continuas en (). Basta considerar el caso n = 2. Por simplicidad denotare-
mos ;¢ := Oy,¢. Sean u = (uy,uz) € 'y € > 0. Como ¢ es diferenciable respecto a V}
en u'y dop es continua en u, existe d > 0 tal que

utveQ siv=(v,v) €Vix Vo y |l = max{{villy, , [loally, } <9,

lp(u+nv1) = o(u) = dp@olly, < Fluly st flolly, <9, (9.18)

|02 (u + v) — 82‘;0(U)H£(V2,W) < st [|v]ly; 1, <.

N ORI O]

La segunda desigualdad implica que

[Oap(u + t1v1)va — Dep(u)vally, < [|O2p(u + trv1) — Dop(u) | £y wy 021l
1) .
< 7 [vally, si [uilly, <9, (9.19)
y también que
[02p(u + t1v1 + tigvz) — Dop(u + t101)|| £ vy
< Oep(u 4 111 + tiava) — (U] vy + 1020(w) — Dop(u + t101)| v )

€ .
< 3 si vl <0y te[0,1].

De esta iltima desigualdad y el Corolario 9.17 se sigue que

lo(u+v) = p(u+ 11v1) — (U + t1v1)va]|y

< sup. [02p(u + t1v1 + tigva) — Dop(u + 1101 vy 1021l
tefo,1

19 .
< Sloaly, s ol <o (9.20)
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Finalmente, de las desigualdades (9.18), (9.19) y (9.20) obtenemos

lo(u +v) — o(u) — drp(u)vy — Dap(u)va|
< le(u+v) — @(u + t1v1) — Oep(u + t1v1)ve|| + || O2p(u + t1v1)va — Daip(u)va|
+ lo(u + t1v1) — @o(u) — drp(u)vy ||

S € ||UHV1><V2 Si ||U”V1><V2 < 5

Esto prueba que ¢ es diferenciable en u y ¢'(u)v = d1p(u)vy + dap(u)vy. Por tanto, ¢
es de clase C' en Q. =

9.6. Derivadas de orden superior

Sean V' y W espacios de Banach y ) un subconjunto abierto de V. Si ¢ : Q@ — W
es diferenciable en €2, su derivada ¢’ es una funcién que toma valores en el espacio de
Banach L(V,W). Si ¢’ : Q@ — L(V,W) es, a su vez, diferenciable en 2 decimos que ¢
es dos veces diferenciable en (). La derivada de ¢’ se llama la segunda derivada
de ¢ en () y se denota por

D*p: Q — L(V,L(V,W)).

Veremos a continuacién que el espacio L(V, L(V,W)) tiene una representacion sen-
cilla como el espacio de funciones bilineales y continuas V' x V — W.

En general, si Vi, ..., Vi, W son espacios de Banach, una funcién F' : Vy x---xV, — W
es k-multilineal si es lineal en cada variable, es decir, si para cada j € {1,...,k} y
u; € Vi, 1 # j, la funcién

Vi — W, v F(Ug, ooy U1, U, Uji 1, - Uy
es lineal. Si £ = 2 se dice que F' es bilineal. Denotamos por
LV, VigW) :={F: Vi x -+ xV, — W:F es k-multilineal y continua}.
SiVi=---=1V, =V escribimos simplemente

Lo(V,W) = L(V,..,V; W).
——

k veces

Como en el caso k =1 se tiene el siguiente resultado.
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Proposiciéon 9.26 Si F': V; x --- x V,, = W es k-multilineal, entonces F' es continua
st y solo si existe C' € R tal que

IF@)y < Cllorly Mol 0= (@ ov) €Vix oo x Voo (9:21)
Demostracion: Si F' es continua, existe 0 > 0 tal que

IF@lly <1 i 0l = mix, fosly, <.

geeey

Por tanto, para todo v = (v, ...,v;) € Vi X « -+ X Vj,
oF ) V1 Vg
|E()|lw = [|1F | = e < 1.
25 loally, -+ - llvelly, v 2 \ llvilly, lvellvs, J ),y

En consecuencia,

2k
IF@hy < S5l ol Yo = (00, mn) € Vix o x Vi

Inversamente, si F': V} x -+ x V,, = W es k-multilineal y se cumple (9.21), entonces la
Proposicién 9.1 asegura que F' es continua en la j-ésima variable para cada j = 1,... k.
En consecuencia, F' es continua. =

Para F' € L(V4, ..., Vj; W) definimos

| F(v1, ooy v) |l

Il iy = S0 |

LV VisW) Uj‘e‘?\{lg} HUlHVl o ||UkHVk
J=L

(9.22)

Esta es una norma en L(Vi, ..., Vi; W), que coincide con la definida en (9.1) cuando
k=1.
Es f4cil comprobar que la identidad

(FUI)UQ = F(vy, v2), v € Vi, v € Vo,

define una biyeccién

~

LV, Vo; W) — L(Vy, L(Vo, W), F+—F, (9.23)

y que ésta es lineal y es una isometria, es decir,

Flles s = | ]
I ”c(vl,vz,W) L(V1,L(V2,W))
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[Ejercicio 9.51]. Inductivamente, obtenemos isomorfismos lineales

que son ademds isometrias. En consecuencia, £(V1, ..., Vi; W) es un espacio de Banach.
La biyeccién (9.23) nos permite interpretar a la segunda derivada de ¢ : Q@ — W
como una funcién

D?*p: Q — Lo(V,W).

Ms4s ain, como ocurre en espacios euclidianos, la segunda derivada en cada punto es
una funcién bilineal simétrica.

Proposicion 9.27 Si o : Q — W es dos veces diferenciable en ) entonces, para cada
u € Q, la funcion D*p(u) € Lo(V, W) es simétrica, es decir,

D*p(u)(v1, v2) = D*p(u)(va,v1)  Vui,vy € V.

Demostracion: Sean u € ) y € > 0. Como ¢ es dos veces diferenciable en u existe
0>0talqueu+veQy

H(p'(u +v) — ¢ (u) — D%p(u)vHav’W) <e|vlly, st vl < 206. (9.24)
Sean v,w € V tales que ||v|\, < 0 y ||wl||,, < d. Definimos o : [0,1] — W como
o(t) = p(u+tv+w) — p(u+tv).
Entonces
o'(t) — (D*p(wyw)v = [¢'(u+tv+w) — p(u)v — D*p(u)(tv + w)v]
— [¢'(u+ tv)v — p(u)v — D*p(u)(tv)v] .
Aplicando (9.24) obtenemos
o) — (D) oy < [+ b0+ w) — () - Do)t + 0) | 0y
[+ 1) = @ (w) — D) (00)]| gy 0y
< 2e([lolly + llwlly) vl vt < [0,1].
El Corolario 9.17 y la desigualdad anterior implican que
lo(1) = a(0) = (Dp(ww) vlly, < lla(1) = 0(0) = Ol + o'(©) — (Dp(u)) o],
< sup [[o'(t) = o' (0)lyy + [|0'(0) = (D*(u)w) v,

t€[0,1]

3 sup ||o'(t) — (D*p(u)w) “HW
t€[0,1]

< 6 (Jolly + lwlly) lJvlly -

IN
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Observa que o(1) — g(0) = p(u + v + w) — p(u+ v) — p(u + w) + p(u) es simétrica
en v y w, por lo que intercambiando los papeles de v y w en la desigualdad anterior
obtenemos

lo(1) = 0(0) = (D*p(u)v) wl|,, < 6= (lvlly + lwly) lwly -
En consecuencia,
[(D*¢(u)v) w = (D*p(u)w) vy, < 62 (Jolly + [lwlly,)®  si max{||olly, [lwll,} <.

Si v,w € V son arbitrarios, escogemos A € (0,1] tal que ||\, < 0y ||[Awl, < 6.
Entonces

| (D*o(u)v) w — (D*¢(u)w) UHW = S [[(D*e(u) (W) (Aw) = (D*p(u) (Aw)) ()\U)HW

56 ([IAvlly + [Nawlly)* = 62 ([[olly, + flwlly)*.

IN

Asi pues,
| (D)) w— (D2e()w) olly, < 6 (Jolly + [l )*  Vo,we V.

Como & > 0 es arbitraria, concluimos que (D?*p(u)v)w = (D*p(u)w)v para todos
vyweV. m

Definimos las derivadas de orden superior de ¢ inductivamente como sigue.

Definicién 9.28 Sea k € N, k > 2. Una funcion ¢ : Q — W es k-veces diferenciable
en  si p es (k — 1)-veces diferenciable en Q y su derivada de orden k — 1, D1y :
Q — L, 1(V,W), es diferenciable en Q. La derivada de D* ' se llama la derivada
de orden k de ¢ y se denota

DFo: Q — L(V, Ly (V, W) = L,(V,W).

Si D es continua en Q decimos que ¢ es de clase C* en Q.

Si DI admite una extension continua a la cerradura Q de 2 para cada j = 0,1, ...k,
donde D°p := ¢, decimos que ¢ es de clase C* en .

Finalmente, si ¢ es de clase C* en Q (resp. en Q) para todo k € N, decimos que ¢ es
de clase C* en ) (resp. en ().

En caso de que exista una extensién continua de D’¢ a la cerradura de €, la deno-
taremos también por D’ .
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Si V'y W son espacios de Banach, €2 es un subconjunto abierto de V'y k € NU{oo}
definimos

CHOQW) : ={p:Q— W :pesdeclase C" en Q},
CHOQW) : ={p:Q— W :pesdeclase C" en Q}.
Si W = R escribiremos simplemente
ck(Q) : =CMR),
ck@Q) : =CHQR).

Argumentando por induccién a partir de la Proposicién 9.27 se obtiene el siguiente
resultado. Dejamos los detalles al lector [Ejercicio 9.52].

Proposicion 9.29 Si ¢ : Q0 — W es k-veces diferenciable entonces, para todo u € €,
la k-ésima derivada de ¢ en u es simétrica, es decir,

DkQO(U)(’Ul, B 7Uk) = Dkﬁp(U)(’UT(l)7 s 7UT(k))

para cualesquiera vy, ..., v, € V y cualquier permutacion 7 : {1,... k} — {1,...,k}.

9.7. La férmula de Taylor

Si ¢ es diferenciable en ug entonces

@(ug + v) = p(ug) + ¢ (uo)v + r1(v)

lIr1 ()l
. H”H‘.’ . . .
mds una funcién lineal salvo por un término que tiende a cero mas rdpidamente que

|v|ly, . La férmula de Taylor generaliza esta afirmacién. Asegura que si ¢ es de clase
C* en ug entonces, cerca de ese punto, ¢ es una suma de funciones j-multilineales,
j=0,...,k, salvo por un término que tiende a cero mas rdpidamente que HUH@ )

El teorema que veremos a continuacién es una extensién a espacios de Banach del
teorema de Taylor para funciones reales de variable real que estudiamos en Célculo.
Usaremos ese resultado para demostrar éste, por lo que te sugerimos que revises su
demostracién [Ejercicio 9.54].

donde lim,_,g

= 0. Es decir, cerca de uyp, ¢ es la suma de una funcién constante

Teorema 9.30 (Taylor) Si V' es un espacio de Banach, S es un subconjunto abierto
de V, ug € Q yv €V satisfacen que ug + tv € Q para todo t € [0,1], y ¢ € C*1(Q,R),
entonces existe 6 € (0,1) tal que

o(ug+v) = @(ug) + Dp(ug)v + %DQ@(uO)(@, v) 4 -

1 1
—DF DFH 0 ).
+ o(uo)(v,...,v) + CESN o(uo + 0v)(v,...,v)

k veces k+1 veces
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Demostracion: La funcién real de variable real f(t) := p(ug + tv) estd definida en
algun intervalo abierto que contiene a [0, 1], es de clase C¥*1 en dicho intervalo y

Dif(t) =D’ +tv)(v,...,v), =1, k+1. 9.25
f(@t) p(ug + tv)(v,...,v) J (9.25)

J veces

En efecto, por la regla de la cadena, Df(t) = Dy(ug + tv)v. Argumentando por in-
duccién, si D71 f(t) = D' Lp(ug + tv)(v,...,v) para algin j = 2,....k + 1, entonces
DIl f = Eo(Di 1p)oo donde o (t) := ug+tvy € es lafuncién que a cada F' € L;_1(V,R)
le asocia el valor F(v,...,v) € R. Observa que &£ es lineal y continua [Ejercicio 9.50].
Entonces, por la regla de la cadena,

DIf(t) = (D?p(ug + tv)v) (v,...,v),

7—1 veces

que corresponde a la funcién (9.25) bajo la isometria (9.23).
Aplicando el teorema de Taylor para funciones de variable real [Ejercicio 9.54] a la
funcién f, concluimos que existe 6 € (0,1) tal que

olup+v) = F(1)= F(0) £ DFO) + ~D?F(0) + -+ ~DFf(0) + DF1 ()

2 k! (k+1)!

= QO(UO) + DQD(UQ)U + %DQQD(uO)(U’ U) + ..

1 1
—DF DF+1 0 ).
o o(up)(v, ..., v) + it 1) o(ug + 0v)(v,...,v)
k veces k+1 veces

Esta es la identidad deseada. m

Corolario 9.31 (Férmula de Taylor) Si V' es un espacio de Banach, S es un sub-
conjunto abierto de V, ug € Q y o € C*(Q,R), entonces la funcion

re(v) == @(ug +v) — p(ug) — Dp(ug)v — -+ — HDkgp(uo)(v, )

estd definida en una vecindad de 0 en V' y satisface

(V)

=
I

v—0 ||/U
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Demostracion: Sea § > 0 tal que By (ug,0) C Q. Aplicando el Teorema 9.30 con k
en vez de k + 1 obtenemos que, para cada v € By (0, 0), existe € (0,1) tal que

olug +0) = §§j0J<>< )+ 2 Dplug + 00)(v......v)

jz::() ﬁDjw(uo)(v, ooy 0) F r(v).

Por tanto,
(v) = ( Fo(ug + Ov) — Dkgo(uo)) (v,...,v).
De la definicién (9.22) de la norma en L;(V,R) se sigue que
7 (v)] - 1 } D’“ (ug + Ov) — chp(uo)) (v,...,v)}
ol = A vl

< |Dkgo(u0 + 0v) — D*p(uq

T\

1
g| )Hﬁk(V,R)
re(v) _

y, dado que Dk<p : Q — Li(V,R) es continua en ug, concluimos que lim,_q ik = 0. m
1%

La funcién

Pilv) 1= pluwo) + Dipluto)v + -+ + 2 D¥(uo) (v, v)

k veces

se llama la expansién de Taylor de grado k de ¢ alrededor de wuy.

9.8. Ejercicios

Ejercicio 9.32 Prueba que
17|

ey Tolly

||T||L(V,W) =

es una norma en L(V,W).

Ejercicio 9.33 Prueba que, para todo T € L(V, W),

||T||L(V,W): sup  |[Tvlly, = sup [ Tlfy .
veBy(0,1) vESY(0,1)

donde By (0,1) :=={v e V :|jv|, <1} y Sv(0,1) :={v € V : |[v]|,, = 1}.
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Ejercicio 9.34 Sean V,W, Z espacios de Banach, Ty € L(V.W) y Ty € LW, Z).

Prueba que

172 0 Tl v zy < T2l ez 1Tl 2wy -

Ejercicio 9.35 Prueba que, si p,v : Q@ — W son diferenciables en ug, entonces Ao+ 1)
es diferenciable en ug y

(Mg + ) (ug) = M@ (ug) + pa’ (uo).

Ejercicio 9.36 Sean Vi, Vs espacios de Banach, (ui,us) € Vi X Va. Prueba que las
funciones

l’].,UQ . ‘/1 - ‘/1 X ‘/27 Ll,t@(”l) = (U17u2)7

Loy ¢ Va = VX Vo, gy, (v2) i= (ug,v2),
son diferenciables y calcula su derivada.

Ejercicio 9.37 Prueba que la funcion ¢ :C°([0,1],V) — V x V dada por

es diferenciable y calcula su derivada.

Ejercicio 9.38 Un subconjunto A de un espacio métrico X es conexo si para cua-
lesquiera a1, as € A existe una trayectoria de aq a ay en A.

Prueba que, si §2 es un subconjunto abierto y conexo de un espacio de Banach V,
0 : Q — W es diferenciable en Q y ¢'(u) = 0 para todo u € 2, entonces ¢ es constante
en €. (Sugerencia: Usa el teorema del valor medio.)

Ejercicio 9.39 Sea ¢ : R? — R dada por

i) #£(0,0),
pla,y) = { 0 si(x,y)=1(0,0).

Prueba que, para todos (zo,yo), (z,y) € R?, existe

t ty) —
yr% o(xo + tx, yo +t y) — ¢(xo, Yo)

= w(xo,yo) ('IJ y)7

pero Yo ) no es lineal. Concluye que ¢ no es Gateaur-diferenciable en (0,0).
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Ejercicio 9.40 Prueba que la funcion ¢ : R? — R dada por

_ ) siay) £(0,0),
wmw.{ 0 si(zy) = (0,0).

es Gateaur-diferenciable en R? pero no es diferenciable en (0,0).

Ejercicio 9.41 Sean Vi, V5, W espacios de Banach, ) abierto en Vi X Vo, u € Q y
p : Q — W. Investiga si las siguientes afirmaciones son vdlidas en general.

(a) Si ¢ es Gateauz-diferenciable en u, entonces ¢ es diferenciable respecto a Vi y a Vs
en u.

(b) Si p es diferenciable respecto a Vi y a Vo en u, entonces ¢ es Gateauz-diferenciable
en u.

Ejercicio 9.42 Considera las funciones fi, fo, foo : R™ — R dadas por
A@) =zl fole):=llzlly,  foolz) = [[2]ls -
Investiga en qué puntos son diferenciables y calcula su derivada en dichos puntos.

Ejercicio 9.43 Considera la funcion

o
Flly s =R, ey o= 30 [l -

k=1

(a) Prueba que |||, es Gateaua-diferenciable en x = (xy,) si y solo si vy, # 0 para todo
k € N. Calcula, en este caso, su derivada de Gateau.
(b) Prueba que ||-||; no es Fréchet-diferenciable en ningin punto.

Ejercicio 9.44 Sea f € C°[a,b]. Prueba que la funcién ¢ : (a,b) — R dada por

b
ols)i= [ (o
es de clase C' y su derivada es ©'(s) = — f(s).

Ejercicio 9.45 Sea [ : [a,b] x R — R wna funcion continua, cuya derivada parcial
respecto a la sequnda variable existe y es continua en [a,b] X R.
(a) Prueba que la funcion ¢ : C°[a,b] — R dada por

o) = / £ (s, u(s))ds



182 9. DIFERENCIABILIDAD

es de clase C' y su derivada estd dada por

o (u)y = / Ouf (s, u(s))u(s)ds,

donde Oof denota a la derivada parcial de f respecto a la sequnda variable.
(a) Prueba que la funcion ® : C°[a,b] — C°a,b] dada por

B0)(t)i= [ f(s.u(s)ds

es de clase C' y su derivada estd dada por

(@ (u)o) (1) = / Ouf (s, u(s))(s)ds.

Ejercicio 9.46 (a) Prueba que toda funcion T' € L(V,W) es de clase C* y calcula su
derivada de orden k para todo k € N.

(b) Prueba que toda funcion F' € Lo(Vy, Va; W) es de clase C* y calcula su derivada de
orden k para todo k € N.

Ejercicio 9.47 Sea F € Ly(V,R). Si F' es simétrica, es decir, si F(vy,ve) = F(vq,v1)
para cualesquiera vy, v € V, prueba que la funcion

1
Q:V-R, Q) :§F(U,U),
es de clase C* y calcula todas sus derivadas.

Ejercicio 9.48 Prueba que la funcién ¢ : C°[0,1] — C°[0,1] dada por p(u) := u? es de
clase C* y calcula todas sus derivadas.

Ejercicio 9.49 Sea K : [a,b] X [a,b] — R una funcién continua y simétrica. Prueba
que la funcion ¢ : C°[a,b] — R dada por

o= [ [ Kty
es de clase C*° y calcula todas sus derivadas.
Ejercicio 9.50 Sean Vi, ...,V,,,W espacios de Banach yv; € V;. Prueba que la funcion
E LV, . Vi, W) =W, E(F):=F(v,...,0),

es lineal y continua.
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Ejercicio 9.51 Prueba que la funcion

~

LV Ve W) = L(Vi, L(Ve, W), Fr—s P,
donde R
(F'vr)vy = F(v1,v2), v € Vi, vp € V5,
estd bien definida (es decir, F € LV, L(Va, W)) si F € L(V4,Va; W), es lineal, es

biyectiva y es una isometria (es decir, |[F| z, vy = E ALY para toda F €
V23 Vi,L(Va, W
LV, Vo; W)).

Ejercicio 9.52 Prueba que, si ¢ : 2 — W es k-veces diferenciable entonces, para todo
u € §, la k-ésima derivada de ¢ en u es simétrica, es decir,

Dkgo(u)(lvh ce 7Uk) = DkQO(’U,>('U7.(1), s 7UT(I€))

para cualesquiera vy, ..., v, € V y cualquier permutacion 7 : {1,... k} — {1,...,k}.

Ejercicio 9.53 Sean Vi,...,V,, W espacios de Banach, ) un subconjunto abierto de
Vi=Wx-xVyyp:Q—-W.

(a) Prueba que si ¢ es de clase C* entonces existen las derivadas parciales
Ov; Oy, p(u) == y; (Bvp) (u) € L(V;, LVi, W) = L(V;, Vi; W)

para todos u € 2, 1,7 =1,...,n, y se cumple que

D2p(u)(v,w) = 32 By, dviiplu) (v, w)

,j=1

para todos v = (vy,...,v,),w = (wy,...,w,) € V.

(b) Prueba que si ¢ es de clase C* entonces dy,dv,p(u) = Oy, 0y, (u) para todos u € Q,
ij=1,....n.

(¢) Prueba que si existen las derivadas parciales Oy,0v,o @ Q — L(V;,Vi; W) y son
continuas para todos i, = 1,...,n. entonces ¢ es de clase C?.

(d) Formula y demuestra los resultados andlogos para ¢ de clase C*, k > 2.

Ejercicio 9.54 (Teorema de Taylor para funciones de variable real) Si f € C**!(a,b)
y 0 € (a,b) entonces para todo t € (a,b) entonces existe un punto 6 € (0,1) tal que

Dk+1f<9t)tk+l.

£(1) = F(0) + DFO) + LD F(O)F* + -+ 2 D (O)f* +

Kl (k+1)!
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Ejercicio 9.55 Sea Q := {(z,y) € R? : x +y # 0}. Calcula la expansion de Taylor de
grado 2 de la funcion ¢ : Q2 — R dada por

(2,y) == —

x,y) =

Y T+y

alrededor de (1,1).

Ejercicio 9.56 Utiliza una expansion de Taylor de la funcion p(x,y) = cos(x + y)

para calcular el siguiente limite:

) 1 — cos(z + )
lim —.
@a)—00) (22 +y2)}




Capitulo 10

El teorema de la funcién implicita

Sean ¢ : 0 — R una funcién de clase C! definida en un abierto Q de R™, y ¢ € R.
Queremos obtener informacién sobre la estructura del conjunto de soluciones £ € Q2 de
la ecuacion

p(§) = ¢, (10.1)
al que denotaremos por
M:={{eQ:p({)=c}

Veamos un ejemplo. Si ¢ : R? — R es la funcién p(z,y) = 2? — y? entonces, para

¢ < 0 el conjunto M tiene dos componentes: una de ellas es la grédfica de la funcién

x — V1?2 —cy la otra es la grafica de © — —+/2? — c. Andlogamente, si ¢ > 0 el
conjunto M tiene dos componentes: la gréfica de la funciéon y — /c+y? y la de la

funcién y — —+/c + y2. En cambio, si ¢ = 0 no existe ninguna vecindad de (0,0) en R?
cuya intersecciéon con M sea la gréfica de alguna funcién.

AN SN %
N : \
. . b
~_| - \\ /
\\ //,
\ //
/ 0
/ \
I /’ \\
: N N
/ /
/ \ /,‘,/ \
P / \\ /, \
-yt =c<0 22—yt =c>0 22 —19> =0

Nota que Vo(x,y) # (0,0) si (z,y) # (0,0). En ese caso, la recta perpendicular a
V(x,y) es tangente a M en el punto (z,y), es decir, M se parece a dicha recta en una

vecindad del punto.
185



186 10. EL. TEOREMA DE LA FUNCION IMPL{iCITA

El teorema de la funcién implicita asegura que, en general, si £ € M y V(&) # 0
entonces, en una vecindad de £, M es la grifica de una funcién cuyo dominio es un
abierto en el subespacio de R"™ ortogonal a V(¢), y cuyo codominio es el espacio
generado por Vp(§).

En particular, cerca de £, el conjunto de soluciones de la ecuacién (10.1) se parece a
R,

Esto permite extender conceptos y resultados del Célculo Diferencial a conjuntos
M de soluciones de (10.1) que tienen la propiedad de que Vp(§) # 0 para todo £ € M.
Tales conjuntos son llamados variedades.

Las variedades aparecen con frecuencia en las aplicaciones como restricciones de
una funcién ¢ : 2 — R cuyos minimos o méaximos locales sobre dicha variedad intere-
sa encontrar. El teorema de la funcién implicita proporciona un criterio sencillo para
detectarlos: si £ € M es un méximo o un minimo local de g en M, entonces Vg(§) es
perpendicular al espacio tangente a M en . Por ejemplo, si g(z,y, z) := z es la funcién
que a cada punto de R? le asocia su altura respecto al plano xy, los méximos y mfnimos
locales de ¢ sobre una superficie M en R3 tienen la propiedad de que el plano tangente
a M en tales puntos es paralelo al plano zy.

Los resultados anteriores son vdlidos también en espacios de Banach y tienen apli-
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caciones importantes en ese contexto.

10.1. El teorema de la funcién implicita

Sean Y un espacio de Banach, ) un subconjunto abierto de Y, ¢ : 2 — R™ una
funcién de clase C' y ¢ € R™. Nos interesa obtener informacién sobre la estructura del
conjunto de soluciones u € €2 de la ecuacién

p(u) =c, (10.2)
al que denotaremos por
M:={ueQ:p(u)=c}

Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 10.1 Sea ¢ : R" — R la funcién ¢(zy,...,2,) =22+ +22. Sic> 0, el
conjunto M es la esfera de radio \/c con centro en el origen. Esta tiene la propiedad
de que, localmente, se parece a R"™' en el siguiente sentido: Para cada punto &€ € M
existe un subespacio vectorial T:M de R" de dimension n — 1, a saber

TM = {yeR":y-£=0},

tal que, en una vecindad de &, el conjunto M es la grifica de una funcion de clase C*™
cuyo dominio es la bola unitaria abierta en T¢ M y cuyo codominio es el complemento
ortogonal de Te M.

Dicha funcion f estd definida como sigue: Si {vy,...,v,_1} es una base ortonormal de
TeM yv=xv1 + -+ + Ty_10,—1 cumple que ||v]| < 1, entonces

F) = (Y1 Gt ) €
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La gréifica de f resulta ser el conjunto {y € M :y-& > 0}, el cual es abierto en M y
contiene a &.
Observa que V(&) = 2&, por lo que TeM = {y € R" : y - Vyp(§) = 0}.

Queremos obtener una condicién suficiente para que el conjunto de soluciones de la
ecuacion (10.2) sea, localmente, la gréfica de una funcién. El siguiente concepto jugard
un papel fundamental.

Definicién 10.2 Decimos que ¢ € R™ es un valor regular de ¢ : Q@ — R™ si ¢'(u) :
Y — R™ es suprayectiva para todo w € M :={w € Q: p(w) = c}.
FEl subespacio vectorial

TuM :=ker¢'(u) ={veY:¢(uv=0}
de Y se llama el espacio tangente a M en el punto u € M.

Nota que, si M = (), entonces c es un valor regular de ¢. Si ¢ es un valor regular de ¢
y M # (), necesariamente dimY" > m. Observa ademéds que, dado que ¢'(u) : Y — R™
es continua, el espacio tangente T,,M es un subespacio cerrado de Y y, por tanto, es un
espacio de Banach.

Ejemplo 10.3 Si Q es un subconjunto abierto de R™ y ¢ : Q@ — R es de clase C!
entonces ¢ es un valor reqular de ¢ si y sélo si V() # 0 para cada & € M. En este
caso,

TeM = {y e R" : y - Vop(§) = 0},
es decir, Te M es el subespacio ortogonal a V().

Este ejemplo incluye a la funcién ¢(zy,...,7,) = 23 + -+ + 22, considerada en el

Ejemplo 10.1, y es un caso particular del siguiente ejemplo.

Ejemplo 10.4 Si Q es un subconjunto abierto de R" y o = (¢q,...,0,,) : 2 — R™ es
de clase Ct, m < n, entonces ¢ es un valor reqular de ¢ si y sélo si el conjunto

{Vei (), -, Ve, ()}

es linealmente independiente para cada & € M. En ese caso,
TeM ={yeR":y-Vp;(§) =0, j=1,...,m}

es el complemento ortogonal del espacio generado por {V,(€),..., V. (§)}.
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Demostracion: En efecto, ¢'(€) es la funcién lineal dada por la matriz jacobiana

2e) - A9
¢'(€) = : : :

Bem(g) - Em(g)

y ésta es suprayectiva si y sélo si la matriz tiene rango méximo, es decir, si y sélo si sus
renglones son linealmente independientes. m

Si queremos expresar localmente a M como la gréafica de una funcién definida en
un subconjunto abierto del espacio tangente, necesitamos primero expresar a Y como
un producto de espacios de Banach de la forma T,M x W,. Si Y = R"™ podemos
simplemente tomar a W, como el complemento ortogonal de T, M.

Desde un punto de vista puramente algebraico, todo subespacio V' de un espacio
vectorial Y tiene un espacio complementario, es decir, existe un subespacio W de Y
tal que Y es linealmente isomorfo a V' x W. Sin embargo, si Y es de Banach y V es
cerrado en Y, ni W es necesariamente cerrado en Y, ni Y es necesariamente homeomorfo
alV xW.

En el caso particular que estamos considerando se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 10.5 Si Y es un espacio de Banach, L € L(Y,R™) es suprayectiva y
V .= ker L, entonces existe un subespacio vectorial cerrado W de 'Y tal que la restriccion
Llw:W —R™de L a W es un isomorfismo y la funcion lineal

LV x W =Y, (v,w):=v+w,

es un homeomorfismo.

Demostracion: Sea {eq, ..., en} la base canénica de R™. Escojemos w; € Y tal que
Lw; =ej, j = 1,...,m, y denotamos por W al subespacio vectorial de ¥ generado por
{wy,...,wy}. La funcién lineal S : R™ — Y dada por

S(T1, ey Tn) 1= T1W1 + + - + Ty Wiy

es también continua, ya que su dominio es de dimensién finita (Ejercicio 4.42). Ademés,
cumple que LSx = x para todo x € R™. En consecuencia, y — SLy € ker L para todo
y € Y y la funcién

T:Y =V xW, 7(y):=(y—SLy,SLy),
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es lineal y continua (Ejercicio 3.48). Claramente, ¢ es lineal y continua y ¢ o m = idy.
Observa que SL(v + w) = SLw = w para todo v € V, w € W. Por tanto,

m(t(v,w)) = (v+w — SL(v + w),SL(v + w)) = (v, w),

es decir, 7 ot = idy . Esto prueba que ¢ es un homeomorfismo.

Para probar que W es cerrado en Y tomemos una sucesién (yx) en W tal que y,, — y en
Y. Como SL es continua, se tiene que y, = SLy, — SLy. En consecuencia, y = SLy €
W. Esto prueba que W es cerradoen Y. m

Definicién 10.6 Una funcion lineal y biyectiva T : V- — W entre dos espacios de Ba-
nach' V. y W que es ademds un homeomorfismo se llama un isomorfismo de Banach.

De la Proposicion 10.5 se desprende que, si ¢ es un valor regular de ¢ entonces, para
cada u € M, existe un subespacio cerrado W, de Y tal que la funcién

LT MXW, =Y, (v,w):=v+w,

es un isomorfismo de Banach. El teorema de la funcién implicita, que enunciaremos a
continuacién, garantiza que M se puede expresar localmente como la grafica de una
funcién cuyo dominio es un abierto de T, M y cuyo codominio es W,,.

Teorema 10.7 (de la funcién implicita) Sean V., W, Z espacios de Banach, 2 un
subconjunto abierto de V- x W, (vo,wo) € Q y ¢ : Q — Z una funcién de clase C' en
Q. Si (v, wp) = ¢ y Owe(ve, wo) € LIW,Z) es un isomorfismo de Banach, entonces
existen §,m > 0 tales que By (vg,d) X By (wo,n) C Q y una funcion f : By (vy,0) — W
de clase C' con las siquientes propiedades:

(I) El conjunto de soluciones (v, w) € By (vg,d) X Bw(wo,n) de la ecuacion

o(v,w) =c¢

coincide con la grifica de f,

graf(f) .= {(v, f(v)) : v € By (v9,0)}.

En particular, f(vg) = wo y f(v) € Bw(wo,n) para todo v € By (v, 9).
(II) Para todo v € By (vg,0) se cumple que Ow (v, f(v)) es un isomorfismo de Banach
y

f'(v) = = [Bwelv, f)] " o dvelv, f(v)).
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Pospondremos la demostracién de este teorema para la Seccién 10.4 de este capitulo,
y procederemos a presentar algunas consecuencias importantes.

La Proposicién 10.5 asegura que, si ¢ € R™ es un valor regular de ¢ : 2 — R™,
entonces para cada u € M existe un subespacio cerrado W, de Y tal que la funcién

LT M xW, =Y, (v,w):=v+w,

es un isomorfismo de Banach e, identificando a Y con T, M x W, mediante dicho
isomorfismo, se obtiene que dw,p(u) = ¢'(u) |w,: W, — R™ es un isomorfismo. Nota
que W, no es unico. Para cualquier eleccién de W, con las propiedades mencionadas
se tiene el siguiente resultado, que es consecuencia inmediata del teorema de la funcién
implicita.

Corolario 10.8 Sic € R™ es un valor regular de ¢ : 0 — R™ yu = vy +wy € M con
vo € T.M y wg € W, entonces existen 6, > 0 y una funcion f : By, (ve,d) — Wy
de clase C! tal que

M 0 [Br,u(vo, 6) X Bw, (wo,n)] = {v+ f(v) : v € Br,m(vo, 0)}.
Mas ain, Oy, (v + f(v)) es un isomorfismo y
f'(0) = = [Ow, (v + F@)] ™ 0 dr,mp(v+ f(v))
para cada v € Br, (v, 0).

Es importante hacer notar que, si la funcién ¢ del Teorema 10.7 y del Corolario 10.8
es de clase C*, entonces la funcién f también es de clase C* [Ejercicio 10.23].

10.2. Extremos locales de funciones diferenciables
con restricciones

Sean () un subconjunto abierto de un espacio de Banach Y, ¢ : 2 — R™ una funcién
de clase C', c e R™ y M := {u € Q: ¢(u) = c¢}. El Corolario 10.8 permite caracterizar
al espacio tangente como sigue.

Proposiciéon 10.9 Si ¢ es un valor reqular de ¢ entonces, para cada u € M,
T.M ={d'(0): 0 € T,(M)},

donde T',(M) es el conjunto de todas las funciones o : (—¢,e) — Y de clase C! tales
que 0(0) =u y o(t) € M para todo t € (—¢,¢).
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Demostracion: Si o € T',(M) entonces (¢ o 0)(t) = ¢ para todo t € (—¢,¢). Por
tanto, (p o 0)'(t) = 0 para todo t € (—¢,¢). En particular, si ¢t = 0, usando la regla de
la cadena obtenemos

0= (po0)(0)=¢'(u)(0(0)).
Esto prueba que ¢’(0) € ker ¢'(u) =: T,,M.
Inversamente, sea v € T,,M. Si escribimos u = vg + wy con vy € T, M y wyg € W,, el
Corolario 10.8 asegura que existen §,7 > 0 y una funcién f : Bp, (v, 0) — W, de
clase C! tal que

M N [Br,m(vo,0) X Bw, (wo,n)] = {v+ f(v) : v € Br,m(vo,0)}

y
f'(vo) = = [Bw,p(u)] " 0 Bp,mep(u).
Escogemos ¢ > 0 tal que vy + tv € Br,a(x9,0) para todo t € (—¢,¢) y definimos
o:(—€,e) =Y como
o(t) == v + tv + f(vg + tv).
Claramente, o € I',(M). Como v € T,,M se tiene que O, p(u)v = ¢'(u)v = 0y, en
consecuencia,
f'(wo)v = = [Bw,p(w)] " (Br,mp(w)v) = 0.
Por tanto,
a'(0) = v+ f(vo)v =v.
Esto prueba que T,M C {0’(0) : c € T',(M)}. =

Asi pues, T, M es el conjunto de velocidades en el punto u de todas las trayectorias
continuamente diferenciables en M que pasan por u. Esto justifica llamarlo el espacio
tangente a M en u. Nota que esta tltima caracterizacién no depende de la funcién ¢.

Definicién 10.10 Un subconjunto M de un espacio de Banach Y se llama una sub-
variedad de Y clase C* y de codimension m si existen una funcién ¢ : Q — R™
de clase C* definida en un abierto Q de'Y que contiene a M vy un valor reqular ¢ € R™
de ¢ tales que M = {u € Q: p(u) = c}.

Las subvariedades aparecen a menudo en las aplicaciones como restricciones de una
funcién cuyos maximos y minimos locales sobre la variedad interesa encontrar.

Definicién 10.11 Sea A un subconjunto de un espacio métrico X. Decimos que £ € A
es un minimo local de g: X — R en A si existe 6 > 0 tal que

g9(&) <g(x) Vze AN Bx(£,9).
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Decimos que € € A es un maximo local de g : X — R en A si existe 6 > 0 tal que
9(§) 2 g(x) Vo e AN Bx(E,9).

Los minimos y méximos locales de una funcién en una variedad tienen la siguiente
propiedad.

Proposicién 10.12 Sean M una subvariedad de un espacio de Banach Y, £ un sub-
conjunto abierto de Y que contiene a M y g : Q — R una funcion de clase C*. Si u es
un minimo (mdximo) local de g en M, entonces

gduwv=0 YveT,M.

Demostracion: Sean v € T,M y o € I',(M), definida en (—¢,¢), tal que o’(0) = v.
Si w es un minimo (mdximo) local de g en M, entonces 0 es un minimo (maximo) local
de goo : (—¢,e) — R. Por tanto,

0=(g00)(0) =4g'(u)(0(0)) = g'(u),

como afirma el enunciado. =

Definicién 10.13 Sean M una subvariedad de un espacio de Banach 'Y, ) un subcon-
junto abierto de'Y que contiene a M y g : Q — R una funcion de clase C*. Se dice que
un punto u € M es un punto critico de g en M si

Jdwo=0 YveT,M.

La Proposicién 10.12 afirma que los maximos y minimos locales son puntos criticos
de g en M. Para Y = R" podemos caracterizar a los puntos criticos del siguiente modo.

Teorema 10.14 (multiplicadores de Lagrange) Sean Q un abierto de R", ¢ =
(P15 s 0m) + 8 — R™ una funcion de clase Ct, ¢ € R™ un valor regular de ¢ y
M :={x € R": p(x) = c}. Sea g : 2 — R una funcion de clase C'. Entonces & es un
punto critico de g en M si y sélo si existen Ay, ..., \,, € R tinicos tales que

Vg(€) = MVpi(§) + -+ AV, (§).

Demostracion: Por definicién, £ es un punto critico de g en M si y sélo si V(&)
es ortogonal a T¢ M. En el Ejemplo 10.4 vimos que {V¢,(§),...,Vg,,(£)} es una base
del complemento ortogonal de Tz M. En consecuencia, § es un punto critico de g en M
si y sélo si Vg(§) se expresa de manera tinica como

Vg(€) = MV (&) + -+ AV, (8)
con A\,.., A\, €R. m
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Ejemplo 10.15 Sea g : R™ — R la funcién g(x1,...,x,) = 23 + - +22_,. Los puntos
criticos de g en la esfera unitaria S"™! son los puntos de la forma (&;,....,€,1,0) y
(0,...,0,%1). Los primeros son mdximos y los tiltimos son minimos de g en S*~1.

Demostracion: Por el teorema anterior, £ € S"~! es punto critico de g en S* ! siy
sélo si existe A € R tal que

2(&1, - 8n-1,0) = Vg(§) = AVQ() = A2(&y, -, &) (10.3)
donde ¢(z1,....,x,) = 3 + -+ + 22. Si §; # 0 para algin j = 1,...,n — 1, entonces §
satisface (10.3) siysélosi A =1y ¢, =0.51& =---=¢,_; =0, entonces ¢, = +1
y la igualdad (10.3) se cumple para A = 0. Por tanto, los puntos criticos de g en S~

son los puntos de la forma (&5, ...,€,_1,0) v (0, ...,0, £1). Para verificar si son méximos
o minimos basta observar que

1
g(&y, . €,,1,0) = o 9(0,...,0,£1) =0,

y0<g(z) < : paratodor € S"!. m

1
2

10.3. Homeomorfismos lineales

Consideremos el conjunto de isomorfismos de Banach de V' a W al que denotaremos
H(V,W):={T € L(V,W) : T es isomorfismo de Banach}.

Un elemento de H(V, W) es una funcién T': V' — W lineal, continua y biyectiva, cuyo
inverso es lineal y continuo.
Denotamos por T'S a la composicién T o S y por

T :=id, TF:=To---0oT.

k veces

En la demostracion del teorema de la funcién implicita usaremos el siguiente resultado.

Proposicién 10.16 (a) H(V,W) es un subconjunto abierto de L(V,W).
(b) La funcion
& H(V,W) = HW,V), &T)=T",

es diferenciable y su derivada en Ty es

'(T)T = T, 'TT; .
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Demostracion: (a) SiV = W = {0} o si H(V,W) = (), la afirmacién es obvia.
Supongamos pues que H(V,W) # 0 y que V # {0} y W # {0}. En ese caso se tiene
que [Ty, > 0 para toda T" € H(V, W).

Sea Ty € H(V,W). Probaremos que

Berw,w)(To, ') C H(V, W),

donde ¢o := HTO_lHL(W,V)'
Supongamos primero que V =W y Ty = id es la identidad de V. Sea S € L(V,V) tal
que [|S]l 21y < 1. Como HS’“HE(VV) < ||S||Z(V’V) (Ejercicio 9.34), se tiene que

0 0 ]_
> ||s* < ISlewyy = e
= H ”L(V,V) i=h L(V,V) 1 — HSHﬁ(V,V)
El Teorema 5.25 asegura entonces que la serie
S (—1)ks* (10.4)
k=0
converge en L(V,V) y que
- k ok 1
dS(=1)"S < —. (10.5)
k=0 LV, V) 1- ”SHE(V,V)

Observa que

(id + S) (i <_1)ksk> —id — (—1)"HgnH — (fj (-1)’29‘6) (id + S).

k=0 k=0

Como la serie (10.4) converge, la sucesién (—1)*S* — 0 en £(V, V). Por tanto, haciendo
tender n — oo obtenemos

(id + 5) (f (-1)ksk) —id = (i (—1)ks’f) (id + S).

k=0 =0
Esto prueba que id+ S € H(V,V) y que

(id+ S) ™" = ;()(-1)’“5’“ si (1Sl < 1. (10.6)

Por tanto, Bevyy(id, 1) C H(V, V).
Consideremos ahora el caso general. Si Ty € H(V,W) y T € L(V,W) es tal que
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1T vy < ¢y, entonces || Ty < HToing(V,V) 1T\ 2wy < 1y, por el caso

1
THL(V,V)
anterior, id + T, 'T € H(V, V). En consecuencia,

To+T = To(id + Ty 'T) € H(V, W).

Esto prueba que By (To, cg') € H(V, W).
(b) Sean Ty € H(V.W) y T € L(V, W) tal que [Ty < (2¢0)”" . Denotemos por
S =Ty 'T. Entonces ||S]| () < 5. Por tanto, id + S € H(V,V) y

((id+8)" —id+S) Tyt = (To+T) ™' — Ty + T, 'TT, .
Usando la férmula (10.6) obtenemos
(id+S8) ™" —id+ S5 =3 (-1)FS* = 823 (—=1)*5* = S? (id + S) "
k=2 k=0

Aplicando la desigualdad (10.5) y el Ejercicio 9.34 concluimos que

S 2
-+ 5)7 i+ 5] < S

1= {151l gevvy

En consecuencia, como [|S|[ .y < 2,

S 2
[(To+ 1) = T3 ' + T, ' TTy M HTO_1H£<WV>
: ,

1
[ L= ISz

2
s Tl

< B <20 HTH2 )
1 - ”SHL(V,V) ’ £
Concluimos que

T+ D) T + T T ey _

lim
=0 1T 2oy

Esto prueba que ® es diferenciable en Ty y ®(Ty)T =T, 'TT, . =

10.4. Demostracion del teorema de la funciéon im-
plicita

Observa primero que basta probar el Teorema 10.7 para ¢ = 0. En efecto, la funcién
(v, w) = p(v, w)—c cumple que 1 (v, wp) = 051 y s6lo si (v, wo) = ¢, y (v, w) =
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Owe(v,w) para todo (v,w) € €. Aplicando el teorema de la funcién implicita a v
obtenemos una funcién f : By (vg,d) — W de clase C! que cumple (i), (iii) y

{(v,w) € By(vg,d) X By (wg,n) : o(v,w) =c} = {(v, f(v)) : v € By(vg,d)}.

En lo que resta de esta seccién supondremos que V, W, Z son espacios de Banach,
Q) es un subconjunto abierto de V- x W, ¢ :  — Z es una funcién de clase C! en ), y
(vo, wp) es un punto de 2 tal que

o(vo,wo) =0y Ty := we(ve,wo) € H(W, Z).
Dado (v, w) € 2, definimos

Wy (w) == w — Ty (v, w).

Observa que
o(v,w) =0 <= Ty 'p(v,w) =0 <=, (w) = w. (10.7)

Esto sugiere usar el teorema de punto fijo de Banach para obtener soluciones de
(v, w) = 0. Empezaremos demostrando el siguiente lema.

Lema 10.17 Ezisten 6,1 > 0 tales que

(’L) Bv(’lJo,(5> X Bw<w0,7]) C Q, B B

(i) Owep(v,w) € H(W,Z) para todos v € By (vy,0), w € By (wo,n),
(111) ||, (w) —wol|| < 7n  para todos v € By (vg,0), w € By (wo,n),

() ||, (w1) — ¢y (wa) Iy < 2 |lwr — wallyy para todosv € By (vg, 6), w1, ws € By (wo, 7).

Demostracion: Sea ¢y = HTO_IHﬁ(z W) Como H(W, Z) es abierto en L(W,Z)
(Proposicién 10.16), dwp(vo, wo) € H(W, Z) y Owe : Q@ — L(W, Z) es continua, existe
n > 0 tal que By (vo,n) x Bw(wo,n) C £,

Owp(v,w) € HW, Z)  Y(v,w) € By(vg,n) x By (wo,n), (10.8)

1
10w (v, w) = Owep(vo, wollpwz) < g~ V(v w) € By (vo,n) x B (wo,n). (10.9)
0
Por otra parte, como T, '¢ es continua, existe € (0,7) tal que

HTO_lgp(v,wo) — To_lgo(vo,wo)HW < Z Yo € By (v, 6). (10.10)
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Sean v € By (vo, ), wy,ws € By (wo,n). Entonces, w; 1 := (1 —#)w; +twy € By (wo,n)
para todo ¢ € [0, 1]. Del Corolario 9.17 y la desigualdad (10.9) se sigue que

[0, (w1) = ¢, (w2l = ||To To(wr — wa) = Tg " (0w, wr) — (v, w2))]|
< o [|Owe(vo, wo)(wy — w2) — (v, w1) + (v, w) ||y
< ¢ [|Owep(vo, wo) (w1 — wa) — G (v, wo) (w1 — w2)||W

+co || Ow (v, wo) (w1 — wa) — (v, wr) + @(v, ws)||

< ¢ [[Ow (v, wo) — Owe(vo, wo)|l w2 [lwr — wally
+co Sl[lp] [Ow (v, wei1) — Ow (v, wO)Hﬁ(W,Z) [Jwr — waly
tef0,1
3

En consecuencia, como 1, (wo) = wp, usando (10.10) obtenemos

[0, (w) —wolly, < 1[0, (w) — b, (wo)llyy + || (wo) = ¥y (wo) ||y,
= ¢, (w) — b, (wo)llyy + || T5 " (vo, wo) — Ty (v, wo) ||,

3
< gl -l + _
< 7 Vv € By(vg,0),w € By (wq,n). (10.12)

Esto concluye la demostracién. m

Lema 10.18 Para §,1 > 0 como en el Lema 10.17 se cumple lo siguiente:
(a) Para cada v € By (v, ) existe f(v) € By (wo,n) tal que

y f(v) es el tinico elemento de By (wg,n) con esta propiedad.
(b) La funcion f : By(vy,0) — W es de clase C' y

f'(w) = = [Bwe(v, fF)] 0 dvp(v, f(v)) Yo € By (v, d).

Demostracion: (a) Sea v € By (vg,d). La propiedad (iii) del Lema 10.17 asegura
que 1), es una funcién de By (wg, n) en sf mismo. Como By, (wg, ) es cerrado y W es de
Banach, By (wg,7) es un espacio métrico completo. La propiedad (iv) del Lema 10.17
asegura que

Y, : Bw(woyﬁ) - Bw(wo,ﬁ)
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es una contraccién. Por el teorema de punto fijo de Banach (Teorema 6.3) existe un
tnico f(v) € Bw(wp,n) tal que

fw) =v,(f(v)).

La propiedad (7i) del Lema 10.17 asegura entonces que f(v) = ¢,(f(v)) € Bw (wo,n).
De la observacién (10.7) se sigue la afirmacién (a).

Antes de probar la afirmacién (b) probaremos que la funcién f : By (vg,d) — W es
continua.

Sean v; € By (vg,6) y € > 0. Como ¢*(f(v)) = f(v), la propiedad (iv) del Lema 10.17
asegura que

3\ * 3\ ¥
Jobtan) = £l < (3) oo 1@ < (3) 0 o € Bl
Por tanto, existe ky € N, independiente de v, tal que
€
|95 (wo) — f()]],, < 5 k= ko, Vo€ By(u,0).

La funcién v +— 1), (wo) = wy — Ty ' (v, wp) es continua en By (vg,d). Por tanto, existe
v > 0 tal que

€
H@bﬁo(wo) - @Uﬁ?(wo)HW <3 Vv € By (vg,6) N By (v,7).

Concluimos que

If () = f@)lly < || f(w) “MHW+W“ 0) = ¥u? (wo) |
+va1 wo) = f(1)|yy
< € Yov € Bv(Uo, 5) N Bv(vl,’}/).

Esto demuestra que f es continua en By (v, ).
(b) Sean v,v; € By (vp,0) y € > 0. Denotamos por

w:= f(v), wy:=f(v1), Ti:=0vp(vi,wr), To:=0we(vy,wr).
Se sigue de (a) que p(v1,w1) =0 = p(v,w) y, como ¢ es diferenciable en (vy,w), se
tiene que
p(v,w) — p(vr,wr) — @' (v, w1) (v — v, w —wy) = =Ty (v —v1) — Ta(w — wy)

satisface
Hm ||T1(U_Ul)+T2(w_w1)||Z

(v,w)—(v1,w1) H('U — VU, W — wl)HVxW

= 0. (10.13)
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La propiedad (i) del Lema 10.17 asegura que T es un isomorfismo de Banach. Denote-
mos por

o I Tl o= 1T ey 0= e min {1 S b,
Como f es continua, la afirmacién (10.13) implica que existe p > 0 tal que

[T1(v = v1) + To(w —wi)l[; <O ([Jlv —villy + lw —willy,) Vv € By(v,p).
Por tanto, para todo v € By (v1, p),

|7 Tio— o) w -y = (75T — o)+ T3 o - w)
< e|Ti(v =) +Ta(w —wi)ll,
< Oca (v —villy + lw = willy) (10.14)

y, como fcy < %, obtenemos

||w — leW < HT;ITl(U — U1> +w — ’U)lHW + HT{lTl(’U — UI)HW

1 1
< 5 v —villy + 3 [w —willy, + e [fv— o]y -
En consecuencia,
Jw —willy < 2+ 1) [[v—vilfy -

Combinando ésta con la desigualdad (10.14) obtenemos que

| f(v) = fv1) + T3 ' Ti (v — U1)||W = [|T;'"(v—v) +w— leW
< Ocy (201 +2) |lv —w]y,
< e Yvé€ By(vy,p),

lo cual demuestra que f es diferenciable en v; y que

f'(v1) = = [Owe(vr, w1)] ™ 0 Ovip(ve, wr)

para todo vy € By (vg,d). Como ¢ es de clase C! en Q y la funcién 7' — T~ es continua
en H(V,W) (Proposicién 10.16) concluimos que f es de clase C' en By (vg,0). ®

Demostracion del Teorema 10.7: Sean 9,7 > 0 como en el Lema 10.17 y f :
By (vg,0) — W como en el Lema 10.18. Entonces By (vg, d) X By (wo,n) C Qy f es de
clase C!. La afirmacién (a) del Lema 10.18 asegura que

{(v,w) € By (v, ) X Bw(wo,n) : p(v,w) =0} ={(v, f(v)) : v € By(vg,0)}.
Esta es la afirmacion (I) del Teorema 10.7. La afirmacién (11) se sigue de las afirmaciones
(ii) del Lema 10.17 y (b) del Lema 10.18. W

A continuacién daremos una aplicacién importante del teorema de la funcién im-
plicita.
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10.5. Ejercicios
Ejercicio 10.19 Sea A = (a;;) una matriz de n x (m +n) tal que el determinante

A1,m+1 - Alm+n

pm+1  °°°  Qnm+n

es distinto de 0. Prueba directamente (sin usar el teorema de la funcion implicita) que
existe una unica funcion L : R™ — R" tal que

A1, ..oy, Lz, .., 20)) = 0.

Ejercicio 10.20 Identificamos al espacio L(R™, R™) con el espacio M,xn(R) de ma-
trices A = (a;;) de m x n de la manera usual. El espacio H(R™,R™), definido en la
Seccion 9.1, es vacio sim # n y es el espacio de matrices cuyo determinante es distinto
de 0 st m = m.

(a) Prueba que las normas

1/p
HAHp = (Z |aij|p> ) pE [1700)7
.3

1Al = mixag|,

)

son equivalentes a la norma || Al| £ gn gm) -
(b) Prueba que el determinante det : M,,x,,(R) — R es una funcion continua y concluye

que H(R™,R™) es abierto en L(R", R™).

(c) Sin < m, el espacio de monomorfismos Mono(R",R™) de R™ en R™ coincide con

el espacio de matrices de m X n de rango n. Prueba que Mono(R™ R™) es abierto en

L(R™ R™).

(d) Andlogamente, sin > m, prueba que el espacio de epimorfismos Epi(R™, R™) de R™

en R™ es abierto en L(R™,R™).

Ejercicio 10.21 Sea F': LIW, V) x LW, V) — L(L(V, W), LW, V)) la funcion
F(Tl, TQ)S = TlSTQ.

Prueba que F' es bilineal y que

IE (T, To) | ey, covvy < Tl qmon 1 T2l covy -

En consecuencia, F' es continua.
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Ejercicio 10.22 Prueba que la funcion
O H(V,W) = HW,V), &T)=T7",
es de clase C*. (Sugerencia: Usa los Ejercicios 9.46 y 10.21.)

Ejercicio 10.23 Demuestra que, si en el Teorema 10.7 la funcion ¢ es de clase C*,
entonces la funcion f también es de clase C*.

Ejercicio 10.24 (Teorema de la funcién inversa) Sean V., W espacios de Banach,
Q un subconjunto abierto de V, ¢ : Q — W una funcion de clase C* en Q con 1 < k <
00, y vy € Q. Prueba que, si ¢'(vy) € LV, W) es un isomorfismo de Banach, entonces
existen un abierto Q' de W y un abierto Q" de V tales que vg € Q" C Q, p(") =Q" y
la funcion

(2 |QH: Q// — Q/

. -1
es un homeomorfismo cuyo inverso 1 := (o |qov) " : Q' — Q" es de clase C* en Q' y
satisface

¥ (p(v0)) = (' (w0)) -
(Sugerencia: Aplica el teorema de la funcién implicita a la funcién 6 : W x Q — W,
O(w,v) = p(v) —w.)

Ejercicio 10.25 Considera la funcion ¢ : (0,00) x R — R? dada por o(r,0) =
(rcos@,rsend). Demuestra las siguientes afirmaciones.

(a) Para todo (r,0) € (0,00) X R existen un abierto ' de R? y un abierto Q" de
(0,00) X R tales que (r,0) € Q" (") = Q' y la funcion

(2 |QN: Q” — Q/

es un homeomorfismo cuyo inverso ¥ := (¢ |Q//>71 QY — Q" es de clase C™.
(b) La funcion ¢ : (0,00) x R — R? no es un homeomorfismo.

Ejercicio 10.26 Considera la funcién ¢ : R* — R? dada por ¢(z,y) = (x,py(z,7))
donde
(z,y —2?) siz® <y,
ool y) = Q (2,55Y)  si0<y<a?
—py(x,—y) siy <0.

Prueba que

(a) ¢ es diferenciable en R?,

(b) ¢'(0,0) es la identidad de R?,

(¢) ¢ no es de clase C*en R?,

(d) ¢ no es inyectiva en ningin abierto Q que contiene a (0,0).
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Ejercicio 10.27 Sean 2 un abierto de R", xqg € Q y ¢ : Q — R™ una funcion de clase
C* con 1 < k < co. Demuestra las siguientes afirmaciones.
(a) Si @' (xg) : R" — R™ es inyectiva, entonces existen un abierto Q' de R™ y un abierto
Q" de R™ tales que o € ' C Q y () € ', y una funcion ¢ : Q" — R™ de clase C*
tal que

(1, ooy n)) = (21, 00y 0, 0,...,0)  V(z1,...,2,) € Q.

(b) Si ¢'(x0) : R" — R™ es suprayectiva, entonces existen un abierto ' de R™ y una
funcion n: Q' — R™ de clase C* tales que xo € V', n(zo) =z, () CQ y

om(x1, .y n)) = (T1, ooy Tin) V(z1, .y ) € Q.

Ejercicio 10.28 FEncuentra los maximos y los minimos locales de la funcion g : R™" —
R dada por g(z1, ..., x,) := x1+-+2y, en la esfera unitaria S* ' := {x € R" : ||z]| = 1}.

Ejercicio 10.29 Sea T el toro de revolucion en R que se obtiene rotando el circulo
S:={(z,y,0): (x —a)* +y* =1}, 0<r<a,

alrededor del eje y.

(a) Encuentra los puntos criticos de la funcion g(x,y,z) = z en T, y di cudles de ellos
son mdximos o minimos locales de g en T.

(b) Encuentra los puntos criticos de la funcion h(x,y,z) =y en T, y di cudles de ellos
son mdximos o minimos locales de h en T

Ejercicio 10.30 Sean ) un subconjunto abierto de un espacio de Banach 'V, ¢ : @ — R
una funcion de clase C? y ug € 0 un punto critico de p, es decir, ©'(ug)v = 0 para todo
v € V. Demuestra las siguientes afirmaciones.

(a) Si existe ¢ > 0 tal que

D?p(ug)(v,v) > ¢ Yv €V con |jv| =1,

entonces uy es un minimo local de ¢, es decir, existe § > 0 tal que p(u) > @(ug) si
lu — | < 0.
(b) Si existe ¢ > 0 tal que

D?*p(ug)(v,v) <c¢ Yo eV con || =1,

entonces uy es un mdaximo local de @, es decir, existe 6 > 0 tal que o(u) < @(ug) si
|lu — upl| < 0. (Sugerencia: Usa el Teorema de Taylor.)
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uniforme, 76
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local, 192
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local, 192
maximo de una funcién, 58
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uniforme d,, 20
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semicontinuidad
inferior (s.c.i.), 62
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de potencias, 84
subespacio métrico, 22
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sucesion
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