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CAP{TULO 1

Topologias “naturales” en C(X)

1. Topologia de la Convergencia Puntual

Dados dos espacios topolégicos X v Y, sobre el conjunto Y* de todas
las funciones de X en Y, podemos considerar la topologia producto o
topologia de Tychonoff que se caracteriza como la minima topologia
que hace continua a cualquier proyeccién 7, : YX — Y. Note que las
proyecciones 7, son funciones abiertas. Ademas, una funcién
f:Z — Y es continua si y sélo si la composicién 7, o f lo es, para
cada xr € X.
Nuestros principales objetos de estudio seran los conjuntos

C(X,Y)={feY™ : fesuna funcién continua }

equipados con la topologia heredada de Y¥, a la cual se suele llamar
topologia de la convergencia puntual, en general, denotaremos por
Co(X,Y) a los espacios asi obtenidos, pero en el caso en que ¥ =R
escribiremos simplemente C,(X). El resultado siguiente justifica la
terminologia empleada (Ejercicio 1.12).

1.1. PROPOSICION. Sea (f))xea unared en C,(X,Y). Entonces, (f))ea
converge a f en C,(X,Y) siy s6lo si (fa(x))rea converge a f(z), para

cada x € X.

Dado un espacio Z es conveniente tener una descripcién precisa de
una base para su topologia; en el caso de los espacios Cp(X,Y) esto se
logra considerando bases para la topologia de los espacios
contradominio Y.

Para cada subconjunto finito {x1,...,x,} de X y cada coleccién
finita de abiertos { By, ..., B,} en Y, denotaremos por

W(l’l, c. ,[L‘n;Bl,. - ,Bn)

al conjunto 7' (By) N7, (Bz) N -+ Nw, ! (By); es decir, al conjunto
de funciones f € Y tales que f(z;) € B;, para cadai=1,...,n.

Como es sabido, la familia de todos los conjuntos de este tipo es una
base para la topologia producto en Y. Por lo tanto, la familia de
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2 1. TOPOLOGIAS “NATURALES” EN C(X)

todos los conjuntos
W(z1,...,2p;Br,...,By) = W(a1,...,2p: B, ..., B,) NC(X,Y)

es una base para la topologia en C,(X,Y’). De hecho, como ya hemos

mencionado, para tener una buena descripcion de la topologia de los

espacios C,(X,Y’) no es necesario considerar a todos los abiertos del
espacio Y.

1.2. PROPOSICION. Sean B una base de la topologia de Y, y By (y)
una base local de vecindades, para cada y € Y. Entonces:
(a) La familia
{W(xl,...,xn;Bl,...,Bn) :neNx € X, B, € B}
es una base para la topologia producto en YX; de donde, la familia
{W(i[)l,...,.’ljn;Bl,...,Bn) T n e N,.TZ' € X,Bz S 8}

es una base para la topologia en C,(X,Y)
(b) Para cada f € Y, la familia de todos los conjuntos de la forma

W(f;xl,...,xn;Bl,...,Bn):{gGYX cg(x) €By,i=1,...,n}

en donden € N, z; € X, B; € By(f(x;)), para cadai = 1,...,n, es
una base local de f € YX; de donde, los conjuntos

W(faxhaxnaBlaaBn):{g S C(va) : g('Il) S Bi? L= 17"‘7”}
constituyen una base local de f en C,(X,Y).

En el caso particular en que Y sea un espacio metrizable, es
conveniente tomar como bases locales en Y a las colecciones de
e-bolas abiertas. Por lo tanto, cuando Y es un espacio metrizable, los
conjuntos

W(f;ml,...,mn;e):{geYX Sd(f(xy),g(x) <€ i=1,...,n}

forman una base local de f en Y (donde d es una métrica que define
la topologia de Y'). Al considerar intersecciones de este tipo de
subconjuntos de Y¥ con el conjunto C(X,Y), nuevamente generamos
bases locales en Cp,(X,Y).
Por otra parte, observe que de la proposicion anterior resultan las
siguientes desigualdades para el peso y el caracter! de los espacios

OP<X’Y)7
(1) w(G(X,Y)) < [X]-w(Y) y x(Cp(X,Y)) <[X]-x(Y)

IPara las definiciones y propiedades bésicas de funciones cardinales véase el
apéndice A
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Al tener presentes estas relaciones es natural preguntarse si pueden
garantizarse las igualdades, o bien, bajo qué condiciones se dan éstas.
Cuando Y es el espacio de los nimeros reales, el peso y el caracter de
los espacios C,(X,Y") son iguales al cardinal del espacio dominio X.

1.3. TEOREMA. Para cualquier espacio infinito X,
| X[ = w(Cy(X)) = x(Cp(X))

DEMOSTRACION: Dado que x(C,(X)) < w(Cy(X)) <
w(R*) <|X| - w(R), bastarad demostrar que |X| < x(Cp(X)).
Supongamos lo contrario: esto es, supongamos que x(C,(X)) < |X]|.
Sea A una base local de 0 en C,(X) de cardinalidad estrictamente
menor que el cardinal de X. Podemos suponer que los elementos de
A son de la forma W (0;xy,...,2z,;€), con z1,...,z, en X. Para cada
W(0;xq,...,2,;€) € A, sean

KEW)={z1,...,z,} y Y = J{EKW) : We A}

Entonces |Y| < |X|; sea 2" € X \ Y. Consideremos ahora la vecindad
W(0;2*;1) de 0 en Cp(X). Sea V =W (0;xy,...,x,;€) un elemento
arbitrario en A. Como {z1,...,z,} C Y, z* # x; para cada
t=1,...,n,y dado que X es un espacio de Tychonoff, podemos
elegir una funcién g € C,(X) tal que: g(z;) = 0, para cada
i=1,...,n,y g(z*) = 1. Entonces se tiene que g € V' \ W(0;z*; 1).
Por lo tanto, V'€ W(0; z*; 1), lo cual contradice el hecho de que .4
sea una base local de 0 € C,(X). O
La caracterizacion de la metrizabilidad y de los axiomas de
numerabilidad en los espacios C,(X) es un corolario inmediato al
teorema anterior. El hecho notable de este resultado es que estas
propiedades topolédgicas son caracterizadas en términos de una
propiedad puramente conjuntista de los espacios dominios.

1.4. COROLARIO. Para cualquier espacio X, las siguientes condiciones
son equivalentes.

(a) |X] < Ro.

(b) C,(X) es un espacio primero numerable.

(c) Cp(X) es un espacio segundo numerable.

(d) Cp(X) es un espacio metrizable. metrizabilidadmetrizabilidadde
Cy(X)

Asi por ejemplo los espacios C,(N) y C,(Q) son metrizables
separables, mientras que C,(R) no es metrizable.
El Teorema 1.3 serd de utilidad para obtener condiciones bajo las
cuales se den las igualdades en (1); pero serd también necesario poner
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de relieve dos hechos importantes en la teoria de los espacios
Cp(X,Y).
En primer lugar, el espacio Y puede ser considerado un subespacio
cerrado del espacio Cp(X,Y).

1.5. PROPOSICION. Sea & : Y — C,(X,Y) la funcién que a cada
y € Y le asigna la funcién constante ¢, : X — Y con valor y. Entonces
&y es un encaje cerrado.

DEMOSTRACION: Claramente &y es una funcién inyectiva. Sea y €
Y,y

W:W(Ili'l,...,l'n;Bl,...,Bn)

un abierto bésico en C,(X,Y) tal que &y (y) € W. Entonces
y = cy(z;) € B;, para cada i = 1,...,n. Sea
B =N, B;; entonces y € By & (B) C W. De donde, & es continua
en y € Y. Es facil ver que para B C Y abierto

&(B) = J{W(,B): 2 € X}n&(Y)

con lo cual, &y es un encaje.

Ahora, si f € C,(X,Y) \ & (Y) entonces existen x; y x5 en X, con
Ty # o, tales que f(x1) # f(x2). Sean Uy y U, abiertos ajenos en Y
que satisfacen f(z;) € U;, para i = 1,2. Entonces
f S W(mlaxQ;UlaUZ) g Cp(Xay)\£Y(Y) O
Esta tltima proposicién, y el hecho de que las funciones cardinales
cardinales w y x son monotonas, permite concluir que para
cualesquiera espacios X y Y,

w(Y) Sw(Cp(X,Y)) vy x(Y) < x(Cp(X,Y)).
El segundo hecho importante lo constituye el siguiente resultado.

1.6. PROPOSICION. Si Y estd encajado en Z, entonces Cp(X,Y) es
homeomorfo a un subespacio de Cy(X, Z). Ademds, C,(X,Y") es sube-
spacio cerrado en C,(X,Z) si Y estd encajado en forma cerrada en el

espacio Z.

DEMOSTRACION: Sea i:Y — Z un encaje. Sea
€:Cy(X,)Y) — Cp(X, Z) la funcién dada por £(f) =io f.
Claramente & es una funcién bien definida, y la inyectividad de ¢
implica la de €. Sea f € Cp(X,Y), y sea
W =Wi(xy,...,2,;C4,...,C,) un abierto basico en C,(X, Z) tal que
E(f) e W. Paracada k =1,...,n, sean By =i 1(Cy). Entonces

feW(xy,...,zy; By, ..., By)
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yEW (1, ..., 2 B1,...,By)) CW(xy,...,z,;Cy,...,Cy). El

verificar que & es una funcion abierta sobre su imagen se deja para el
lector.

Ahora, supéngase que i es un encaje cerrado. Sea
heCyX,Z)\&(Cy(X,Y)). Entonces existe xy € X tal que
h(zo) € Z \ i(Y); sea C C Z abierto tal que h(zg) € C C Z\ i(Y).
Entonces h € W (zo; C) C Cp(X, Z) \ Cp(X,Y). De donde, € es un
encaje cerrado. O
Con estos resultados, la demostracién de la siguiente proposicién es
facil de establecer; en ésta se enuncian condiciones suficientes bajo las
cuales se obtienen las igualdades en (1). Antes, recordemos que una
trayectoria no trivialtrayectoria no trivialtrayectoria no trivial en un
espacio X es una funcién continua ¢ : [0,1] — X tal que ¢(0) # ¢(1).
En un espacio Hausdorff X, la existencia de una trayectoria no trivial
implica la existencia de un subconjunto homeomorfo a R [W, pag.
222].

1.7. PROPOSICION. pesopesode C,(X,Y") caractercardcterde Cp(X,Y)
Sea X un espacio infinito cualquiera, y sea Y un espacio que contiene
una trayectoria no trivial, entonces:

w(Cp(X,Y)) = [X|-w(Y) ¥ x(Cp(X,Y)) = |X]|-x(Y)

DEMOSTRACION: Dado que Y contiene una trayectoria no trivial,
Cp(X) es homeomorfo a un subespacio del espacio C,(X,Y); la
monotonia de la funcion cardinal w implica que
| X| = w(Cp(X)) < w(Cp(X,Y)). Asi mismo, dado que Y es
homeomorfo a un subespacio de C,(X,Y), w(Y) < w(C,(X,Y)). Por
lo cual, | X|-w(Y) <w(Cy(X,Y)). Con la desigualdad de (1) tenemos
que w(Cy(X,Y)) = [X] - w(Y).

Anélogamente se demuestra la igualdad referente a x(C,(X,Y)). O
Esta ultima proposicién permite concluir resultados interesantes.
Primeramente, para espacios topoldgicos X y Y, tales que Y contiene
una trayectoria no trivial, se tiene que:

(a) Cp(X,Y) es primero numerable si y sélo si |[X| < Ry y YV
primero numerable.

(b) Cp(X,Y) es segundo numerable si y sélo si | X| < Xy y Y
segundo numerable.

Esto tdltimo nos capacita para exhibir ejemplos de espacios X y Y
tales que C,(X,Y') es primero numerable pero no segundo numerable.
Bastara considerar, por ejemplo, X =Ny Y = [0,w;) x [0,1) , donde

[0,w;) tiene la topologia del orden y Y la topologia generada por el

orden lexicografico (ver Ejercicio 1.1.4).
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La Proposicién 1.7 también permite responder en forma negativa a la
siguiente cuestién: jExisten espacios X y Z tales que C,(X,Cy(Z)) es
primero numerable pero no segundo numerable?. En efecto, sean X y
Z espacios topoldgicos cualesquiera; dado que R puede ser
considerado un subespacio (de hecho, subespacio cerrado) de C,(Z),
w(Cy(X, Cy(2)) = |X| - w(Cy(2)) = |X]- 2] = |X| - X(Cy(2)) =
X(Cp(X,C,(Z))). De donde, para espacios de funciones del tipo
Co(X,Cy(2)), las propiedades topoldgicas: primero numerable,
segundo numerable y metrizabilidad, son equivalentes; y estan
caracterizadas por la cardinalidad de los espacios X y Z.

1.8. COROLARIO. Para cualesquiera espacios X y Z, las siguientes
propiedades son equivalentes:

(a) X]-12] < No.

(b) Cp(X,Cy(Z)) es primero numerable.

(c) Cp(X,Cp(Z)) es segundo numerable.

(d) Cp(X,Ch(2)) es metrizable.

Por otra parte, es importante hacer notar que la condiciéon “Y
contiene una trayectoria no trivial” es esencial para la demostracion
de la Proposicion 1.7. En efecto, considérese a los espacios R y Q;
debido a que la conexidad se preserva bajo imagenes continuas, las
unicas funciones continuas de R en Q lo son las funciones constantes,
de donde, C,(R, Q) es homeomorfo a Q. Asi,

w(Cp(R,Q)) = w(Q) =Ry < Ry - 2% = w(Q) - [R|
X(Co(R,Q)) = x(Q) =Ry < Ry - 2% = x(Q) - |R]

Observe que esta misma argumentacion (la referente a la conexidad)
demuestra que si Y es un espacio topoldgico totalmente disconexo y
X es un espacio con un numero finito de componentes conexas,
digamos n, entonces el espacio C,(X,Y’) es homeomorfo a Y. La
generalizacién de esto ultimo al caso en que la familia de
componentes conexas de X es infinita requiere de una hipdtesis
adicional, ya que es posible construir espacios topolégicos X y Y de
tal forma que la familia C de componentes conexas de X sea infinita,
con Y totalmente disconexo, pero para los cuales C,,(X,Y’) no es
homeomorfo a Y¢; por ejemplo, considérese como X al compacto
{0} U {2 :n € N}y como el espacio Y al espacio discreto D(Rg) de
cardinalidad Ry, dado que los tnicos subconjuntos compactos en un
espacio discreto son los subconjuntos finitos,

Ro = [Cp(X, V)| < Xg° = [V,
de donde, C,(X,Y’) no puede ser homeomorfo a Y€,
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Si examinamos detalladamente el anterior ejemplo podemos notar, a
diferencia del caso finito, que el hecho que impide a C,(X,Y") ser
homeomorfo a Y¢, es que la familia de componentes conexas de X no
es una familia de subconjuntos de X localmente finita (el lector podrd
comprobar esto ultimo analizando el comportamiento del punto
0 € X); de hecho, no es dificil demostrar que para espacios Y’
totalmente disconexos son equivalentes el que C,(X,Y) sea
homeomorfo a Y y el que la familia C de componentes conexas del
espacio X sea una familia de subconjuntos de X localmente finita
(ver Ejercicio 1.1.7).

Esta tltima equivalencia es una herramienta 1til para la construccion
de espacios X y Y, para los cuales, las dos desigualdades plasmadas
en (1) son desigualdades estrictas; sélo basta considerar espacios
topoldgicos X y Y con las siguientes caracteristicas: Y un espacio
totalmente disconexo, la familia C de componentes conexas de X debe
ser una familia localmente finita, y ademas, la cardinalidad de X debe
exceder tanto al cardinal de la familia C asi como al peso del espacio
Y.

Por otra parte, es notorio el comportamiento de los espacios de
funciones C,(X,Y) como subespacio de los espacios producto Y¥,
para espacios topolégicos X y Y construidos con el espiritu de los
anteriores parrafos. Note, por ejemplo, que estos espacios resultan ser
siempre subespacios cerrados en los espacios YX. Esto motiva una
vertiente de andlisis en la teoria de los espacios de funciones; ésta
linea de estudio nace al considerar la siguiente pregunta basica: ;Qué
propiedades topoldgicas inherentes a subespacios satisface C,(X,Y)
respecto de YX?.

En futuras secciones abordaremos el andlisis concerniente a preguntas
como: ;Cudndo es C,(X,Y) un subespacio cerrado de Y7 y ;Bajo
que condiciones en los espacios soportes X y Y es el espacio C,(X,Y)
compacto?, asi como también, el andlisis de la normalidad de los
espacios de funciones continuas; finalizaremos esta seccién estudiando
a estos espacios en la linea marcada por la cuestion: ;Cuando es el
espacio Cp(X,Y) un subespacio denso del espacio Y*7.

El problema de determinar condiciones sobre los espacios soportes,
que caractericen a la densidad de C,(X,Y") en Y no es un problema
trivial. De hecho, en su articulo [?], D. J. Lutzer y R. A. McCoy
indican que el que C,(X,Y) sea un subespacio denso de Y¥ es
equivalente a que la familia de funciones C'(X,Y’) separe puntos del
espacio X (Se dice que una familia F de funciones de un espacio
topoldgico X en un conjunto Y separa puntostamiliafamiliaque separa
puntos del espacio X, si para cada par de puntos distintos x;, x5 en X
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existe una funcién f € F para la cual f(z1) # f(x2)); asi, el problema

se puede traducir en determinar condiciones sobre los espacios X y Y

que caractericen al hecho de que C(X,Y’) sea una familia de funciones
separadora de puntos del espacio X. Por ahora nos conformaremos
con enunciar una condicién suficiente sobre el espacio Y que implica
la densidad de C,(X,Y) en Y. Antes de establecer este resultado

enunciamos una proposicién que muestra que en el caso en que Y sea
el espacio de los ntimeros reales, la propiedad de ser de Tychonoff de

un espacio X implica la densidad de C,(X) en R¥.

1.9. TEOREMA. densidaddensidadde C,(X) Para cualquier espacio X,
C,(X) es denso en RX.

DEMOSTRACION: Sean f GBX, 1, ...,x, € X y e > 0. Consideremos
al abierto basico W = W (f;z1,...,zn;€) de R*. Como X es
Tychonoff, existe una funcién continua g : X — R tal que
g(x;) = f(x;), para cada i = 1,...,n. Tenemos entonces que
g€ WNC,(X). O
La generalizacion de esta ultima proposicion a espacios de la forma
Cyp(X,Y) requiere, ademés de que el espacio X sea de Tychonoff, la
posibilidad de poder “conectar” cualesquiera dos puntos de Y por
medio de una trayectoria.

1.10. PROPOSICION. densidaddensidadde C,(X,Y) Si Y es conexo
por trayectorias, entonces Cp(X,Y) es denso en Y~

DEMOSTRACION: Consideremos una funcion cualquiera g € YXy
una vecindad basica W = W(g;x1,...2,; Bi,...,B,) de g en Y,
Podemos hallar, para i =1,...,n — 1, trayectorias o; : [0,1] = Y
tales que 0;(0) = g(z;) v 0:(1) = g(z441). Entonces o : [0,n] =Y
definida por o(t) = 0;(t) si i <t <i+ 1, es una funcién continua. Por
ser X un espacio de Tychonoff, existe una funcion continua
f: X —[0,n] tal que f(x;) =i. La funcién f o o es entonces un
elemento de W N C,(X,Y). O
El reciproco de esta proposicién no es cierto, vease Ejercicio 1.1.6d.

(1). Demuestre la Proposicion 1.2.

(2). Sea (fi)aea una red en C,(X,Y). Demuestre que: (fy)iea
converge a f en Cu(X,Y) si y sélo si (fa(x))ren converge a
f(z) para cada z € X,

(3). metrizabilidadmetrizabilidadde C,(X,Y’) Sean X, Y espacios,
con Y conteniendo una trayectoria no trivial. Demuestre que
Cp(X,Y) es metrizable si y sélo si X es numerable y Y es
metrizable.
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(4). Sea Y = [0,w;) x [0,1) con el orden lexicografico, (aq,t;) <

(5).

(6).

(crg,t9) siempre que oy < ag 0 bien a; = ag y t; < to. El
conjunto Y con la topologia inducida por este orden se llama
linea larga. Aumentando el punto w; a Y y asumiendo que
x < w; para todo x € Y, obtenemos un conjunto linealmente
ordenado Y *°; el conjunto Y *° con la topologia inducida por el
orden lineal antes definido se llama segmento largo.

(a) Muestre que la linea larga es un espacio primero numer-
able, pero no segundo numerable.

(b) Muestre que el segmento largo es la compactacién de
Stone-Cech de la linea larga.

(c) Pruebe que para cualquier zy € Y, el subespacio M =
{z €Y :2 < xy} es homeomorfo al intervalo [0, 1]. (Sug-
erencia: Sea () el conjunto de todos los niimeros racionales
en el intervalo (0,1). Muestre que los elementos de @ y
los de M N ([0,w1) X @) pueden ser ordenados en suce-
siones 11, 72,...y S1, S2,... de tal manera que r; < r; si
y sélosi s; < s;; verifique que la férmula f(r;) = s; define
una funcién continua f : () — M que puede extenderse
a [0,1].) ) )

(d) Un espacio es Cech-completoespacioespacioCech-completo
si es un conjunto del tipo Gs en su compactacion de
Stone-Cech. Un espacio es localmente Cech-completoespacioespaciolocalmente
Cech-completo si cualquier punto = € X tiene una vecin-
dad Cech-completa. Muestre que el espacio obtenido
apartir de la linea larga removiendo todos los puntos de
la forma (a, 0), donde a es un nimero ordinal no limite,
es localmente Cech-completo pero no Cech-completo.

(e) Demuestre que C,(N,Y') es un espacio primero numerable
pero no segundo numerable.

Un subconjunto D de un espacio X es Gg-denso si cada con-
junto del tipo G§ en X intersecta a D. Un espacio X es a-
discreto si cada subconjunto numerable A es discreto y cualquier
funcién f € R4 tiene una extension continua a X. Pruebe que
Cy(X) es G5 denso en R si y sélo si X es a-discreto.

(a) Sea Y un espacio no conexo. Si C,(X,Y) es denso en
Y X entonces X es totalmente disconexo.

(b) Si X es cero-dimensional (y T7), entonces X es totalmente
disconexo.

(c) Si X es cero-dimensional (y 77), entonces Cp(X,Y) es
denso en YX.
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(7).

(8).

1. TOPOLOGIAS “NATURALES” EN C(X)

(d) Dar un ejemplo de un espacio (Tychonoff) X totalmente
disconexo tal que C,(X,Y") no es denso en Y~ para algin
espacio Y.

Demuestre que las siguientes proposiciones son equivalentes:

(a) X es suma topoldgica de subespacios conexos.

(b) Cada componente conexa de X es un conjunto abierto.

(¢) La familia C de componentes conexas de X es una familia
(de subonjuntos de X') localmente finita.

(d) Para cualquier espacio totalmente disconexo Y, se tiene
que C,(X,Y) es homeomorfo a Y.

Sea X un espacio topolégico. Una m-base (pseudobase) pseu-
dobasepseudobase es una familia B de subconjuntos abiertos
no vacios de X tal que para cada abierto A de X, existe B € B
tal que B C A. Definimos el m-peso pipesom-peso de X como
mw(X) = min {|B| : B es una m-base de X}. Una familia B de
subconjuntos abiertos no vacios de X es una m-base local de
X en x, si para cada vecindad V de z, existe B € B tal que
B C V. Definimos el w-cardcter del espacio X en el punto
x como mx(X,z) = min {|B]: B es una w-base local de x} y
el m-cardcter de X como mx(X) = sup{mx(X,z):x € X}.
picaracterm-caracter Demuestre que para cualquier espacio in-
finito se cumple que

mw(Cy(X)) = mx(Cp(X)) = x(Cp(X)) = [X].

. Demuestre que no hay una metrica d sobre C,(I,I) con la

propiedad de que limd(f, f,) = 0 si y s6lo si f = lim f,, con
respecto a la topologia de la convergencia puntual. (Sugerencia
[?]: supdngase que existe una metrica d sobre C,(I, ) con la
propiedad anterior. Para cualquier x € [ y n € N, sea

o) =su { f0): £ € 1)y af, 0 < 1|

y verifique que limd,(z) = 0 para cualquier z € X. Observe
que para un natural ng existe una sucesion xq, T, ... de puntos
de I y una sucesiéon Uy, Us,, ... de conjuntos abiertos de [ tales
que dno(z;)) < 1y a; € Uy parai € Ny U; NU; = ) siempre
que i # j. Para ¢ € N seleccione funciones continuas f; : [ — [
tales que f;(I \ U;) = {0} y f(z;) = 1, y considere luego la
sucesion fi, fo,....)
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2. Funciones naturales y el encaje candnico de X en C,-(X)

Algunas construcciones que cotidianamente se hacen en la categoria
T de espacios de Tychonoff, y funciones continuas entre ellos, definen
lo que desde el punto de vista de la teoria de categorias es conocido
como funtores. Através de esta seccién haremos uso del lenguaje
categdrico con el tnico afan de evidenciar que éstas son
construcciones universales, esto es, son construcciones que resultan
validas en otras categorias ademéds de la de espacios de Tychonoff.
La primera construccién que estudiaremos es aquella basada en la
composicion funciones a derecha; como veremos, ésta nos permitira
asociar a cada espacio de Tychonoff un funtor covariante con dominio
y contradominio la categoria 7.

Consideremos un espacio de Tychonoff X. Si f:Y — Z es una
funcién continua, entonces f determina una funcién entre los espacios
de funciones continuas C,(X,Y) y C,(X, Z), a saber, la funcién

fo 1 Co(X,Y) = Cp(X, 2)

dada por f.(h) = foh (h € Cy)(X,Y)).
Es interesante observar que f, es un morfismo en la categoria 7; es
decir, una funcién continua. En efecto, si h € C,,(X,Y) y
W =W(xy,...,x,;C4,...,C,) es un abierto bésico en C,(X, Z) que
contiene a f o h, entonces el abierto

W= W21, fHC), FHCa), e FHC)

contiene a h y es tal que f,(W) C W.

Observe también que si idy : Y — Y es la funcion identidad definida
sobre el espacio Y,y f:Y — Zy g: Z — W son funciones continuas,
entonces (idy ). = idc,(x,y) ¥ (9© f)s = g« © fi. Asi entonces, la
transicion de f a f, define una funcién de la clase de funciones
continuas entre espacios de Tychonoff a si misma; y las anteriores
igualdades muestran que esta funcién es un funtor covariante.

1.11. PROPOSICION. Para cada espacio de Tychonoff X, la funcién
()e: Mor(T) — Mor(T)

cuya regla de asociacion esta dada por ( ).«(f) = f«, es un funtor
covariante de la categoria T a la misma categoria 7T .

Una rapida examinacion a la construccion anterior revela que ésta
puede ser dualizada utilizando la composicién de funciones al lado
izquierdo. Es pertinente aclarar que el proceso asi concebido no
genera funtores covariantes, si no que determina funtores
contravariantes.
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Consideremos un espacio topolégico Y. Cada funciéon continua
f: X—=Z7

induce una funcién entre los espacios de funciones C,,(Z,Y) y
Co(X,Y), a saber, la funcién

[T G(ZY) = Gp(X,Y),

dada por f*(h) =ho f (he C,(Z,Y)).

Como ya hemos indicado, para cada espacio de Tychonoff Y, la
funcién que asocia a cada f con f* es una funcién cuyo dominio y
contradominio lo es la clase de todas las funciones continuas entre
espacios de Tychonoff; ademas esta funcién tiene la propiedad de

preservar identidades e inviertir las composiciones.

1.12. PROPOSICION. Para cada espacio de Tychonoff Y, la funcién
() Mor(T) — Mor(T)

dada por ( )*(f) = f*, es un funtor contravariante de la categoria T a
la categoria T .

DEMOSTRACION: S6lo demostraremos que si f : X — Z es una
funcién continua, entonces f*: C,(Z,Y) — C,(X,Y) es una funcién
continua; dejamos las demds comprobaciones como ejercicio al lector.
Sean h € Cp(Z,Y) y W =W (xy,...,2,; By, ..., B,) un abierto basico

en C,(X,Y) que contiene a f*(h). Consideremos al abierto
W =W(f(x1),..., f(zn); B1,...,B,) de C,(Z,Y). Entonces h € W,
y ademads, f*(W) C W. Efectivamente, dado que f*(h) € W,
h(f(x;)) = (ho f)(x;) = f*(h)(x;) € B; para cada i = 1,...,n. Ahora,
si ¢ € f*(W) podemos elegir k € W de tal manera que ¢ = f*(k).
Entonces ¥(z;) = k(f(x;)) € B;, paracadai=1,... n. O
Observe que la proposicién 1.6 muestra una propiedad importante
que poseen los funtores ( ),. Si escribimos el enunciado de 1.6 en
términos de estos funtores, entonces se tiene el siguiente resultado:
Para cada espacio de Tychonoff X, el funtor ( ), asociado al espacio
topologico X envia encajes (cerrados) en encajes (cerrados).
Esto ultimo sigiere investigar el comportamiento de los funtores ( )*
al ser aplicados a encajes. Con este espiritu, notemos primeramente
que sii: X — Z es un encaje, y Y un espacio de Tychonoff fijo,
entonces la funcién i* : C,(Z,Y) — C,(X,Y) es, en esencia, la
funcién que asocia a cada funcién continua h : Z — Y con su
restriccién al subespacio ¢(X) de Z. Note también que si YV es el
espacio de los niimeros reales R e 7 : X — Z es una funcién inclusién,
entonces la propiedad de ser un espacio de Tychonoff de Z implica el
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que i*(C,(Z)) sea un subespacio denso de C,(X). En efecto, si

W(g;x1,...,7,;€) es una vecindad candnica de g en C,(X), podemos
elegir una funcién f en C,(Z) de tal manera que f(z;) = g(x;), para
cadai=1,...,n.

Este ultimo resultado (el referente a densidad) puede ser generalizado
al caso en que el espacio Y es conexo por trayectorias.

1.13. PROPOSICION.
SiY es un espacio conexo por trayectorias e i : X — Z es un encaje,
entonces i*(C,(Z,Y)) es un subespacio denso de C,(X,Y).

DEMOSTRACION: Sea W = W (xy,...,x,; By,..., B,) un abierto
candnico de C,(X,Y'). Consideremos el abierto
W =W(i(z1),i(x2),...,i(xn); B, ..., By) de YZ.

Dado que C,(Z,Y) es denso en YZ, podemos elegir f € C,(Z,Y)N W,
Entonces f es una funcién en C,(Z,Y") para la cual i*(f) € W. O
Es costumbre denotar por 7y a la funcién i* : C,(Z) — C,(X) cada
vez que i : X — Z sea una funcién inclusion y por C,(Y|X) a
7y (Cp(X)); la proposicién que enseguida enunciamos engloba algunas
propiedades de las funciones 7wy, llamadas funciones restriccion.

1.14. PROPOSICION. Sea X un subespacio de un espacio Z.

(a) Cp(X|Z) es un subespacio denso de C,(X).

(b) Si X es cerrado en Z entonces mx : Cp(Z) — Cp(X) es abierta a
su imagen.

(c) Si X estd C-encajado en Z, entonces mx : Cn(Z) — C,(X) es
sobreyectiva.

(d) Si X es un subespacio denso de Z, entonces wx : Cp(Z) — Cp(X)
es una condensacion (esto es, una funcién continua y biyectiva) a su
imagen.

DEMOSTRACION: (a) Consideremos f € Cp(Z), y sea
W =W(f;z1,...,2,;€) una vecindad bésica cualquiera de f en
Cyp(Z). No es dificil demostrar que si {z1,...,2,} C X entonces
Tx(W)=W(n(f);z1,...,2n€) Nx(Cy(Z)). Supongamos entonces
que existe [ € N, con 1 <[ <mn, tal que: {z1,...,2} C Xy
{zi1, .-, 2zn} € Z\ X. En este caso se tiene que
x(W) =W(nx(f);z1,...,z5€) Nwx(Cp(Z)). Efectivamente, si g es
un elemento de mx (W) entonces existe h € W tal que
hlx = mx(h) = g. Ahora, dado que Z es de Tychonoff, X C Z es
cerrado y {2141, ...,2,} € Z \ X, podemos elegir una funcién
continua ¢ : Z — R de tal manera que: ¢¥(X) = {0} y
Y(z;) = f(zj) — h(z;), para cada j =1+ 1,...,n. Entonces ¢ + h es
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una funcién en C,(Z) que tiene las siguientes dos propiedades:
ax(h+v) € W(rx(f);21,...,215€) y mx(h+ ) =g.

Asi entonces, g € W(nx(f);z1,...,215€) Nwx(Cp(Z)). Por lo tanto,
mx(W) CW(nx(f);z1,...,2155€) Nmx(Cp(Z)). Dejamos al lector
comprobar la contensién contraria.

Observese, por otra parte, que el inciso (b) es una consecuencia
inmediata de la propia definicién de cuando X estd C-encajado en el
espacio Z. Asi mismo, note que para demostrar el inciso (c), basta
mostrar que la funcién wx es inyectiva. Con este propdsito en mente,
sean fi y fo en Cp(Z), tales que f1 # fo. Elijamos z, € Z para el cual
f1(2z0) # f2(20); entonces el conjunto

A= i ((filzo) = fi(z0) + 7)) N fo H((fa(20) = 7, falz0) + 7)),

donde r = M, es un subconjunto abierto y no vacio de Z.
Dado que X es denso en Z, podemos elegir x5 € X N A. Por la forma
de haber definido al conjunto A, necesariamente fi(xg) # fa(xo); de
donde, Wx(fl) o 7rX(f2)- L
El lector ha de recordar que la idea que permitioé cencebir a los
funtores ( )* fue la de dualizar la construccién que dié a luz a los
funtores ( ),; debido a esto y a que las funciones continuas
sobreyectivas son, desde el punto de vista de la teoria de categorias,
los morfismos duales a los encajes topolégicos, cabe esperar que los
funtores ( )* transformen en encajes a las funciones continuas que son
sobreyectivas. Esto puede ser demostrado facilmente si se traslada
“mutatis mutandis” la demostracién de la afirmacion correspondiente
para uno de los dos funtores que enseguida estableceremos (ver
proposicién 1.16).

Consideremos un conjunto X. Si g : Y — Z es una funcién continua
entre espacios de Tychonoff entonces g define una funcién entre los
espacios topolégicos YX v ZX a saber, la funcién

gﬁ:YX—>ZX

dada por gs(h) = goh (h € Y¥). Obsérvese si idy : Y — Y es la
funcion identidad definida sobre el espacio Y y f:Y — Z y
g : Z — W son funciones continuas, entonces: (idy )y = idyx y
(gofl:=gso fr
Por otra parte, si Y un espacio topologico fijoy f: X — Z una
funcién entre conjuntos, entonces f tiene asociada una funcion entre
los espacios topolégicos Y7 y Y X,

ffy? - y¥,
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cuya regla de correspondencia es f#(h) = ho f (f € YZ). Nétese que

en este caso (idx)* = idyx y (go f)f = ffog*, donde idx : X — X es
la funcién identidad sobre el conjunto Xy f: X - Zyg: Z —-W

son funciones entre conjuntos.

La proposicion que ahora sigue muestra que, para cada elecciéon de las
funciones f y g, las funciones inducidas f* y gy son morfismos en la
categoria de espacios de Tychonoff. Con esto se establece que para

cada conjunto X y cada espacio de Tychonoff Y, las funciones

()g: Mor(T) — Mor(T) v ( )ﬁ : Mor(Conj) — Mor(T)

cuyas reglas de asociacién estan dadas por: ();(9) =gy ()*(f) = f%,
definen respectivamente un funtor covariante con dominio y
contradominio la categoria 7, y un funtor contravariante con dominio
la categoria de todos los conjuntos Conj, y cuyo contradominio lo es
la categoria de espacios de Tychonoff 7.

1.15. PROPOSICION.

(a) SiY es un espacio topolégico, y f : X — Z es una funcion entre
conjuntos, entonces f*:Y? — Y*X es una funcién continua.

(b) Si X es un conjunto, y g : Y — Z es una funcién continua, entonces
la funcién g; : YX — Z* es continua.

DEMOSTRACION:

(a)SigpeYX yW =W(xy,...,2,; B1,...,By,) es un abierto basico
en YX que contiene a f*(¢), entonces

W =W (f(21), f(x2)..... f(2a): Br..... By)
es un abierto en Y# que contiene a ¢ y tal que fﬂ(W) CWwW.
(b) Sea ¢ € YX. Sea W = W(x1,...,2,;C1,...,C,) un abierto
basico de Z* que contiene a g;(¢). Entonces

W = W<x17 s 7$n;gil<cl)agil(02)7 s 7971(071,))

—~

es un abierto en Z¥, contiene a ¢ y ademds g;(W) C W. O
Los funtores que han sido establecidos poseen propiedades
interesantes, la siguiente proposicién narra dos de ellas.

1.16. PROPOSICION.

(a) Si f: X — Z es una funcién sobreyectiva entre conjuntos, entonces
ffoy?Z -y¥X

es un encaje cerrado.

(b) Sig:Y — Z es un encaje (cerrado) entonces

gﬁ:YX—>ZX
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es un encaje (cerrado).

DEMOSTRACION:

(a) Claramente, la sobreyectividad de la funcién f implica la
inyectividad de la funcién f*. Por la proposicién anterior, bastard
demostrar que la funcién f* es abierta a su imagen y que f*(Y%) es
un subespacio cerrado de YX.

Sea W = W(z1,...,2,; Bi,..., B,) un abierto basico en YZ. Sea
Y € f4(W) arbitrario. Elijamos z; € f~1(2;), para cadai=1,...,n.
Entonces

Y € W(xy,..., 2y, By,...,By) N fHY?) C (W)

Ahora, dado que
FIY2) ={¢ e YX: f(21) = f(z2) = (x1) = P(22)}, s
Y € YX\ fH(Y%) entonces existen a1 y 79 en X tales que
f(x1) = f(x2) y ¥(x1) # ¥(xs). Sean Uy y U abiertos ajenos en Y
que contienen a ¥ (x1) y a ¥ (xs), respectivamente. Entonces

Z/J € W(l’l,.]?Q; Ul,UQ) g YX \ fﬁ(YZ)

De donde, f*(Y?) es cerrado en Y¥.

(b) Claramente gy es inyectiva. Por 1.15 inciso (b), gy es continua; de
donde, para demostrar que gy es un encaje, bastara mostrar que gy es
una funcion abierta a su imagen.

Sea W = W(w1,...,2,; Bi,..., B,) un abierto basico en Y¥ ; y sea
Y € gs(W). Dado que ¢ : Y — Z es un encaje, g(B;) es un abierto en
g(Y), para cada ¢ = 1,...,n. De donde, existen abiertos C1,...,C,
en Z tales que g(B;) =C;Ng(Y), parai=1,...,n.
Entonces,

v eW(xy,...,xn;Chy ..., Ch) ﬂgﬁ(YX) C gy(W).

Supongamos ahora que g : Y — Z es un encaje cerrado. Sea
Y € ZX\ g4(YX). Entonces, para cada h € Y™, go h # 1. De donde,
existe g € X tal que ¥(xg) € Z \ g(Y). Sea C un abierto en Z tal
que ¥(zg) € C C Z\ g(Y). Entonces se tiene que

b€ W(xg;C) C Z%\ gy(Y™).
O
Como hemos ya indicado en paginas anteriores, la demostracion del
inciso (a) en la anterior proposicién en esencia demuestra el siguiente
resultado: Dado un espacio de Tychonoff Y, si f : X — Z es una

funcién continua sobreyectiva entonces f*: C,(Z,Y) — C,(X,Y) es
un encaje.
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Es interesante observar ahora que si f : X — Z es una funcion
cociente (esto es, una identificacién) entonces

[F:C(Z)Y) — Cp(X,Y)

es un encaje cerrado.
Algunas otras propiedades de los funtores ( )* son establecidas en la
proposicion que enseguida enunciamos, y en el corolario a ésta.

1.17. PROPOSICION. Sean X un conjunto no vacio, y Y y Z espacios
topolégicos. Si f : X — Y y g : X — Z funciones entre conjuntos
que son sobreyectivas, entonces las siguientes proposiciones son equiv-
alentes:

(a) FH(C(Y)) C gH(C(2)) ;

(b) Existe una funcién continua h que hace conmutativo el siguiente
diagrama

DEMOSTRACION: Supongamos que h : Z — Y es una funcién
continua que hace conmutar al anterior diagrama. Si ¢ € f#(C(Y)),
existe ¢ € C'(Y) tal que ¢ = ¢ o f. Entonces tenemos que
h*(1)) =1 o h € C(Z) puesto que h es una funcién continua. Pero
g (W) = h¥(Y) og =y ohog=1o f = ¢: de donde, ¢ € ¢*(C(2)).
Supéngase ahora que f*(C(Y)) C ¢*(C(Z)). Entonces:
size X, AC X,y g(x) €clg(A), entonces f(x) € clf(A).

En efecto: Supongamos que f(z) & clf(A). Entonces existe ¢ € C(Y)
tal que ¢(f(x)) =1y ¢(clf(A)) = {0}. De donde, f*(¢)(z) =1y
T#(¢)(A) = {0}. Por hipétesis, existe 1 € C(Z) tal que ¢*(v)) = f*(¢).
Para tal 1 se tiene entonces que ¥(g(z)) = ¢*(¥)(x) =1y
¥(g(A)) = g*(1)(A) = {0}; pero esto tltimo contradice la continuidad
de .

Observe ahora que si y € X entonces g~ (g(y)) C f~1(f(v)).
Efectivamente, elijamos x € ¢~ '(g(y)) y sea A = {y}. Claramente se
tiene que g(z) = g(y) € g(A). Por la afirmacién anterior,

f(x) € clf(A) = clf({y}) = {f(y)}. De donde, f(z) = f(y). Asi,
97 (9(v) € fFH(F ()
Considérese ahora a la funcién h: Z — Y dada por h(z) = f(g7'(2))
(z € Z). Note que la buena definicién de h ha sido establecida en la
anterior afirmacién. Ademads, por la construccion de esta funcién, se
tiene que hog = fog 'og= f. Resta entonces demostrar que h es
una funcién continua.
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Para este fin, sean B C Zy z € Z, con z € clB. Definase A = g~ (B),
y sea x € g~ '(z) arbitrario. Entonces g(x) = z € cIB = clg(A). Por la
primera de nuestras afirmaciones, f(x) € clf(A), esto es,
h(g(z)) € clh(g(A)). Pero g(A) = B y g(z) = z. Entonces,

h(z) € clh(B). De donde, la continuidad de h. O

1.18. COROLARIO. Sean X yY espacios topolégicos, ysea f: X — Y
una funcion sobreyectiva, entonces:

(a) f es continua si y sélo si fH(C(Y)) C C(X).

(b) Si f es una funcién cociente, entonces f*(C(Y)) es un subespacio
cerrado de C,(X).

(¢) f es una condensacion si y sélo si f*(C(Y')) es un subespacio denso
de Cp(X).

(d) f es un homeomorfismo si y sélo si f*(C(Y)) = C,(X).

DEMOSTRACION: (a) Témese Z = X y g = idy en la proposicién
anterior.

(b) Sea ¥ € C,(X) tal que ¢ € cl(f*(C(Y))). Considérese la funcién
h:Y — R definida por lo siguiente: Siy € Y, elijase z € f~1({y}),
entonces h(y) = ¢ (x). Ciertamente en este instante es necesario
pergenar algunas lineas acerca de la buena definicion, como funcion,
de h. Antes de abocarnos a esta tarea, nétese que por la forma de
haber definido a h, si h resulta ser una funcién entonces h satisface
1 = ho f = f¥h); ademas, esta tltima igualdad, junto con la
continuidad de ¥ y el que f sea una funcién cociente, implican la
continuidad de h. Asi, para establecer el resultado, inicamente hay
que mostrar que h es una funcién bien definida.

Con esto en mente, observe que si ¢ estd en f#(C(Y)) entonces ¢
debe ser constante en cada fibra f~'({y}) (y € Y). Y esto, junto con
el hecho de que 1 es un elemento de la cerradura de f*(C(Y)) en
Cp(X), implican que ¢ debe ser también constante en cada conjunto
F'({y}). Esto tltimo implica ficilmente la buena deficién de h.
(c) Supongamos que f es una condensacion. Sean ¢ € C,(X) y
W (¢;x1,...,2,;€) una vecindad basica de ¢ en C,(X). Sin perdida
de generalidad, podemos suponer que n > 2. Dado que f es una
funcién inyectiva, y; = f(x1),...,yn = f(x,) son elementos de Y
distintos entre si. Ahora, como Y es de Tychonoff, existe ¢ : Y — R
continua tal que ¥ (y;) = ¢(z;), para cada i = 1,...,n. Entonces
ff@W) € fACY)NW(p;x1,..., 7 €). De donde, f4(C(Y)) es denso
en Cp(X).

Supéngase ahora que f#(C(Y)) es un subconjunto denso de C,(X). Si
f no es inyectiva, podemos elegir 1 y x5 en X, con x; ~xq, tales que
f(x1) = f(x3). Pero entonces, para cada elemento 1) € f*(C(Y)) se
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tiene que ¢(x1) = 1 (z2). Ahora bien, dado que x; # x4, existe
¢ € Cp(X) tal que ¢(z1) =1y ¢(x2) = 0. Consideremos ahora al
conjunto W (¢; xq, xs; %) Este conjunto es una vecindad de 1) en

Cp(X) para la cual W(¢;x1,22;5) N fH(C(Y)) = 0; pero esto

contradice el que f#(C(Y)) sea un subconjunto denso de C,,(X). Asf,
necesariamente f es una funcién inyectiva; y con esto, una
condensacién.
(d) Claramente, si f es un homeomorfismo entonces
Fe) = O(X).

Supongamos que f*(C(Y)) = C(X). Por los anteriores incisos, basta
demostrar que f es una funcién cerrada. Supongamos lo contrario;
esto es, supongamos que existe un subconjunto cerrado F' de X para
el cual cly (f(F))\ f(F) # 0. Elijamos y € cly (f(F))\ f(F) y
z € f1({y}). Como z & F, existe ¢ : X — R continua tal que
o(F)={0} y ¢(z) = 1. Finalmente, obsérvese que esto ultimo
implica que si ¢ € RY es tal que ¢ = f¥(¢), entonces 1) no puede ser
una funcién continua (pues ¥(f(F)) = ¢(F) ={0}, ¥(y) =1y
y € cly(f(F))). De donde, ¢ € f*(C(Y)); lo cual es una
contradiccion. O
Dado que los espacios de Tychonoff son homeomorfos a subespacios
de productos de rectas reales, todo espacio de Tychonoff X puede ser
interpretado como un conjunto de funciones reales continuas equipado
con la topologia de la convergencia puntual (X es homeomorfo a un
subespacio de Cy,(D(w(X))), en donde D(w(X)) es el espacio discreto
de cardinalidad w(X)).

Finalizaremos esta seccion mostrando que todo espacio de Tychonoff
X puede también ser interpretado como un conjunto de funciones
continuas de valores reales con dominio de definicién el espacio de
funciones C,(X).

Dados un conjunto X, un espacio topoldgico Y, y una subfamilia F
de YX, la evaluacidn de la familia F en el punto z € X es la funcién

e, F—Y

dada por e,(f) = f(x) (f € F). La funcién 7 : X — Y7 definida
por medio de ¥ x(z) = e, (x € X), es llamada la evaluacion candnica
asociada a la familia F. Si dotamos a F con la topologia de
subespacio respecto a YX, cada funcién e, es una funcién continua.
De donde, si F es un subespacio de Y* entonces

Yr(X) = {e, : * € X} es un subconjunto de C,(F,Y).

1.19. PROPOSICION. Para cada espacio X y cada subespacio F de
Cp(X), Yr: X — C,(F) es una funcién continua.
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DEMOSTRACION: Sea 2 € X arbitrario. Sea W = W(ey; f1,..., fu;€)
una vecindad bésica de ¢z(x) = e, en Cp(F). Dado que cada f; es
una funcién continua de X en R,

v (W) =Ny fi (file) — e filz) + ).

es una abierto en X que contiene a x. De donde, la continuidad de
Vr. O
Se dice que una familia F de funciones de un espacio topolégico X en

un conjunto Y separa puntos del espacio X, si para cada par de
puntos distintos x1, x5 en X existe una funcion f € F tal que

f(z1) # f(x2). Una familia de funciones F C C(X,Y) es regular si

para cada z € X y cada A C X, con x ¢ cl(A), existe una funcién
f € F para la cual f(z) & cl(f(A)). Note que toda familia regular es
una familia que separa puntos y que la propiedad de ser de Tychonoff

de un espacio X implica la regularidad de las familias de funciones
continuas C'(X) y C*(X) ={f € C(X) : f(X) CR es acotado}.

1.20. PROPOSICION. Para cada conjunto X y cada subfamilia F de
R¥X, Ia familia ¥x(X) C R” es una familia que separa puntos de F.

DEMOSTRACION: Si fi y fo puntos distintos en F, entonces existe
zo € X tal que fi(xg) # fao(xo). La funcién e,, : F — R es tal que
ewo(fl) 7é Czq (f2) [

1.21. PROPOSICION. Sea F un subespacio de R¥.
(a) Si F es una familia de funciones continuas que separa puntos de X
entonces la funcion
w]: X — Cp(F)
es una una condensacion a su imagen.
(b) Si F es una familia regular, entonces ¢ : X — C,(F) es un encaje.

DEMOSTRACION: (a) Para establecer la afirmacién bastard demostrar
que Y r es inyectiva. Sean x1, x5 en X tales que x; # x3. Dado que F
es una familia que separa puntos del espacio X, existe f € F tal que
f(zo) # f(x1). De donde, x(x1) # ¥x(x2). Por lo tanto, ¥ es
inyectiva.
(b) Dado que F separa puntos del espacio X (pues es regular),
w]: X — Cp(f)
es continua y biyectiva a su imagen. De donde, resta demostrar que
Y7 hr(X) — X es continua.
Sea y € ¥#(X). Sea U un abierto en X que contiene a z = ¢! (y).
Dado que z ¢ X \ U, existe f € F tal que f(x) & clf(X \ U). Sea
e >0 tal que (f(z) —¢, f(z) +e)N f(X\U) = 0. Entonces
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W (y; f;€) NYx(X) es una vecindad de y en ¢x(X) para la cual
¢;1(W(y; fie)Nz(X)) CU. De donde, la continuidad de w}l. O

1.22. COROLARIO. Sea X un espacio de Tychonoff. X es homeomorfo

a un subespacio del espacio de funciones C,(C,(X)) y a un subespacio
del espacio de funciones C,(C;(X)).

(1). ([E, pag.105]) Topologia de la convergencia uniforme en

C(X) .

Considérese la funcién ~ : P(C(X)) — P(C(X)) cuyaregla
de asociaciéon esta dada por lo siguiente: N

SiACCX)y f e C(X), entonces f € A siempre que
exista {f,}nen en A tal que {f,}, converge uniformemente a
f

Demuestre que la funcién ~ define un operador cerradura
sobre el conjunto C'(X), esto es, demuestre que ~ tiene las
siguientes propiedades cuatro propiedades: N

(a) =0 (Mb)ACA ()AUB=AUB (d) A=A

Considere al espacio topoldgico (C(X),7) que se obtiene
al dotar al conjunto C(X) con la topologia 7 generada por
el anterior operador cerradura. Demuestre que si f € C(X)
entonces la familia de conjuntos de la forma

1
U(f) = {9eC(X): existe0<a<g
tal que |f(z) — g(x)| < a para toda x € X'}

(i € N) es una base local de vecindades para f en C'(X). La
topologia en C'(X) asi generada recibe el nombre de topologia
de la convergencia uniforme.

(a) Demuestre que, para cualquier espacio topolégico X, C(X, [0, 1])
es un subespacio cerrado de C(X) en la topologia de la
convergencia uniforme.

(b) Demuestre que, para cualquier espacio topoldgico X, la
topologia de la convergencia uniforme en C(X) es més
fina que la topologia de la convergencia puntual.

(c) Demuestre que no es cierto en general que la topologia
de la convergencia puntual y de la convergencia uniforme
coinciden en un espacio de la forma C(X).
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(Sugerencia: Considere al conjunto C(N). Demuestre que
la funcién constante cero con dominio el espacio N y con-
tradominio el espacio R pertenece a la cerradura del con-
junto

A={ge C(N): f(N) € {0, 1}y [f7"({0})] < No}

en la topologia de la convergencia puntual pero no en la
topologia de la convergencia uniforme).

(2). Sea f : X — Y definida de un conjunto X en un espacio
topoldgico Y. Se dice que f es una funcién casi-sobreyectiva si
f[X] es un subespacio denso de Y. Demuestre que si f: X —
Y es una funcién continua, entonces f* : C(Y) — C(X) es
inyectiva si y sélo si f es casi sobreyectiva y que f*: C(Y) —
C'(X) es una funcién casi sobreyectiva siy sélo si f es inyectiva.

(3). Funciones inducidas y la topologia de la convergencia
uniforme.

(a) Demuestre que para cualquier funcién continua f: X —
Y, la funcién inducida por f

o) — CX),

es una funcién continua cuando a C(X) y a C(Y) se les
dota con la topologia de la convergencia uniforme.

(b) (Es cierto que si X, Y y Z son espacios topolégicos, y
g Y — Z es una funcién continua entonces la funcién

£ C(X,Y) = C(X, 2)

es una funcién continua cuando se considera la topologia
de la convergencia uniforme en los conjuntos C(X,Y) y
C(X,Z)? (ver [E, Ejemplo 4.2.14])

(c¢) Demuestre que si f : X — Y es una funcién continua
sobreyectiva, entonces la funcién inducida por f

frCy) — C(X),

es un encaje topolégico cuando a C(X) y a C(Y) se les
considera con la topologia de la convergencia uniforme.
(d) ¢Si f: X — Y es una funcién cociente, es entonces

frCy) — C(X),

un encaje topologico cerrado, cuando se considera a la
topologia de la convergencia uniforme en los conjuntos
C(X)yC(Y)?
(4). Sean X y Y espacios topolégicos. Si f € C(X,Y), denotaremos
por T'(f) a la gréfica de f (un subconjunto de X x Y).
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(a) Para cada subconjunto abierto G de X x Y, sea
Fo={feCX)Y):I(f) € G}

Demuestre que la coleccién {Fg : G € X XY es abierto }
es una base para una topologia en C'(X,Y’). La topologia
asi generada recibe el nombre de Topologia de la grifica
en C(X,Y); y C(X,Y) es el espacio que se obtiene al
dotar al conjunto C'(X,Y’) con esta topologia.

(b) Demuestre que si X es un espacio compacto, entonces
para cualesquiera espacios Y y Z, la funciéon composicion

S C(X,Y) x Cy(Y, Z) — Cy(X, Z)

es una funcién continua.
(c) Demuestre que para cada g € C(Y,Z), la funcién in-
ducida

g+ Cy(X,Y) — C\(X, 2)

es una funcién continua. Demuestre ademas que si g es
un encaje topoldgico, entonces g, es también un encaje
topoldgico.

(d) Sea R, la linea de Sorgenfrey. Demuestre que la funcién
inducida la funcion identidad id : R, — R

id* : OL(R) — C,(Rg)

no es una funcién continua.

3. Estructuras Algebraicas en C(X) y conexidad

Aprovechando la estructura algebraica de R, de manera natural
podemos dotar a RX de una suma, una multiplicacién y una
multiplicacion por escalares; definiendo para cada x € X y cadar € R

(f +9)(x) = f(z) + g(z)
(2) (f9)(x) = f(x) - g(x)
(r f)(@) =r- f(x).

Con estas operaciones, R resulta ser un algebra sobre el campo de
los niimeros reales. Mas atn, puesto que R es un campo topoldgico y
las operaciones en R¥ han sido definidas de manera puntual, resulta
que al aplicar dichas operaciones a funciones continuas obtenemos
funciones continuas; es decir, C'(X) es un subdlgebra de R*. En
ocasiones resaltaremos la estructura de C'(X) como grupo, anillo o
espacio vectorial sobre R.
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Las operaciones asi definidas tienen otra relaciéon con la topologia en
RX, son funciones continuas. Al componer la suma con cualquier
proyeccién 7, : RX — R se obtiene una funcién continua como se

puede apreciar en el siguiente diagrama conmutativo.

_|_

RX x RX RX
Ty X Ty Ty
R xR R

Un argumento similar permite deducir que la multiplicacién en R¥ y
la multiplicacion por escalar también son funciones continuas. Asi,
obtenemos lo siguiente.

1.23. TEOREMA. Con las operaciones definidas en (2), R* es un 4l-
gebra topoldgica. En particular, C,(X) es un algebra topoldgica.

Observe que en realidad nuestros razonamientos no dependieron del
conjunto particular de los nimeros reales; para establecer el teorema
precedente unicamente nos bastaron la estructura algebraica de R y
la continuidad de sus operaciones algebraicas, por ello se tienen
generalizaciones obvias cuando consideramos cualquier algebra,
grupo, anillo o espacio vectorial topoldgico Y. Nuevamente C,(X,Y")
se convierte en algebra topoldgica, grupo topoldgico, anillo topoldgico
o espacio vectorial topolégico (ver Ejercicio 1.2.1). La formulacién de
las siguientes proposiciones, se hara en términos de algebras
topoldgicas, por ser el caso mas general, pero evidentemente son
validas para el caso particular de grupos, anillos o espacios vectoriales
topoldgicos.

Si tenemos una familia de dlgebras topolégicas {Y, : a € A}, entonces
el producto cartesiano Y =[], ., Yo también tiene una estructura de
algebra topoldgica si definimos las operaciones en Y coordenada a
coordenada (producto directo) y equipamos a Y con la topologia
producto (ver Ejercicio 1.2.2). Por otra parte, diremos que dos
algebras topoldgicas Y y Z (o bien, grupos, anillos o espacios
vectoriales topoldgicos) son topoldgicamente isomorfas
algebrasalgebrastopoldgicamente isomorfas
isomorfismoisomorfismotopoldgico si existe un homeomorfismo
h:Y — Z que es a la vez un isomorfismo; o sea, que preserva la
estructura algebraica.

1.24. PROPOSICION. Sea Y = [] .4 Ya, entonces:
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(a) El espacio C,(X,Y) es homeomorfo al espacio [],., Cp(X,Ya).
(b) Si ademads cada Y, es un dlgebra topoldgica, entonces Cp,(X,Y) es

topolégicamente isomorfa a [ [, Cp(X, Ya).

DEMOSTRACION: Sea

X
H: <H Ya) =[] v
acA acA
la funcién tal que a f € ([T,c4 Ya)X le asigna H(f) € [[,cx Ys', la
cual es la funcion definida por medio de

H(f)(a)(x) = f(x)(a).

H es un homeomorfismo. Ademas,

Co(X, [ Ya)) = [] Co(X.Y0).
acA acA
De donde, C,(X,Y’) es homeomorfo a [], ., Cp(X,Y,).

Para establecer el inciso (b), inicamente basta demostrar que la
funcion H también preserva las operaciones algebraicas
Consideremos funciones cualesquiera f,g,h € Cp(X, [, c4 Ya) y un
escalar arbitrario r € R. Sean a« € A y z € X elementos cualesquiera,
entonces

H(rf +gh)(e)(z) = (rf+gh)(z)(e)
= ((rf)(z) + (gh)(2)) (@)
( f(z) + g(x)h(z)) ()
( )(@) + g(z)(a)h(z)(a)
H(f)(a)(@) + H(g)(a)(z) H(h)(e)(z).
De donde, H(rf + gh) = rH(f) + H(g)H(h). O

1.25. PROPOSICION. Sea X = > _, X, la suma topoldgica de los
espacios X, y sea Y un espacio cualquiera. Entonces:

(a) El espacio Cp(X,Y) es homeomorfo a [ .4 Cp(Xa,Y).

(b) SiY es una algebra topoldgica, entonces C, (X Y') es topoldgi-

camente isomorfa a [ [ .4 Cp(Xa,Y).

DEMOSTRACION: Para cada o € A, denotemos por i, a la funcién
inclusién de X, en X,y sea hy : YX — YXe tal que: ho(f) = f 0.
Dejamos al lector comprobar que la funciones h,, son continuas.
Consideremos ahora la funciéon H : YX — ] _, Y¥« donde

H(f)(e)(x) = [ oia(z)
para cada f € YX. Esta funcién es una biyeccién, y puesto que
T © H = h,, para cada o € A, concluimos que H es continua.

a€cA
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Por otra parte, sea
ﬁ//:W(xl,...,xn;Bl,...,Bn).

un bésico canénico en YX. Entonces, si denotamos por Wai a los
conjuntos W (z;; B;) C YXei, donde x; € X,,,, se tiene que
HW) =N, 7 (W,,). En efecto, si f € W, ysil<i<n, entonces

e i

To; (H(f))(2:) = g 0, (1) = g(:) € B,

—

de donde H(f) € N, 7, (Wa,). Ahora, si g es elegido en
N, 73 (Wa,) entonces, dado que H es sobreyectiva, existe f € Y
tal que H(f) = g. De aqui que
f(zi) = [ oia(z:) = H(f)(w)(z:) = f(au)(z:) € By;
es decir, f € W. Por lo tanto, H(W) = Nz, w;}(’wvai). De donde, H
es una funcion abierta.

Finalmente, dado que las inclusiones 7, son funciones continuas se
tiene que H(Cp(X,Y)) C [l ca Cp(XaY); ysig € [[oea Cp(Xa,Y),
la sobreyectividad de la funcién H, permite argumentar la existencia

de una funcién f € YX tal que H(f) = g. Pero como para esta
funcion se tiene que: f o1, = m, 0 g, para cada o € A, f es continua.

De donde, [[,c4 Cp(Xa,Y) € H(C,(X,Y)). Por lo tanto,
[[C(x.va) = HC,(X,Y)).

acA
Dejamos al lector verificar que H preserva las operaciones algebraicas,
estableciendo con esto el inciso (b). O
La siguiente proposicién es analoga a la Proposicién 1.6; su
demostracion es similar y por lo tanto la omitimos.

1.26. PROPOSICION. SiZ es un dlgebra topoldgica yY es una subdlgebra
de Z, entonces Cp(X,Y’) es un subdlgebra topoldgica de C,(X, Z).

Terminaremos esta seccion estudiando la conexidad de los espacios
Cp(X,Y) cuando Y es un espacio vectorial topoldgico real o complejo.
Empecemos por recordar algunas definiciones.

Dos funciones continuas f,g € C,(X,Y') son homotdpicas si existe una
funcion continua H : X x I — Y tal que, para cada x € X,
H(z,0) = f(z) y H(z,1) = g(x). A la funcién H se le llama
homotopia entre f y g. Un espacio X es contrdctil
espacioespaciocontractil si existe una homotopia entre la funcion
identidad Id : X — X y alguna funcién constante; en tal caso la
homotopia recibe el nombre de contraccioncontraccioncontraccion.
Un espacio X es homogeneo si para cualesquiera x, y € X, existe un
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homeomorfismo h : X — X tal que h(z) = y. Obsérvese que cualquier
grupo topoldgico G es un espacio homogeneo, ya que las traslaciones
traslaciontraslaciéon 7, : G — G son homeomorfismos (
T.(g) = g + ). En particular, los espacios vectoriales topoldgicos son
espacios homogeneos.

Por otra parte, un espacio vectorial topoldgico se dice localmente
convezo espacioespaciolocalmente convexo si cada vecindad del
elemento cero (y por lo tanto, de cualquier elemento) contiene una
vecindad convexa V'; es decir, si para cada elemento z existe una
vecindad V' de él, tal que: tx + (1 —t)y € V, paracadax,y € V' y
cada t € (0,1).

Si Y es un espacio vectorial topolégico, entonces Y es contractil, pues
la funcién que a cada (y,t) € Y x I le asigna ty € Y es una
contraccién. De esto ultimo, se infiere que C,(X,Y") es un espacio
contractil siempre que Y sea un espacio vectorial topologico. Es bien
sabido que todo espacio contréactil es conexo por trayectorias, y por lo
tanto, conexo (ver Ejercicio 1.2.3).

1.27. PROPOSICION. Para cualquier espacio X y cualquier espacio
vectorial topoldgico Y, C,(X,Y) es un espacio homogeneo, contrédctil
Yy conexo por trayectorias.

Esta proposicién pone de manifiesto que al ser contractiles los
espacios C,(X), éstos son espacios “muy conexos”. Se conocen
ejemplos de espacios contractiles que no son localmente conexos [W,
pag. 225]; pero este no es el caso para los espacios Cp(X). De hecho,
estos espacios satisfacen una propiedad mas fuerte que la conexidad
local por trayectorias.

1.28. PROPOSICION. Para cualquier espacio X, C,(X) es localmente
convexo.

DEMOSTRACION: Cualquier vecindad W = W (0; xq, ..., x,;€) es una
vecindad convexa de la funcién constante cero 0 € C,(X). En efecto,
si f,geW y0<t<1, entonces

[6f (i) + (L= O)g(@)| < [f(a)]+ (1 =1) [g(z:)] < te+ (1 —t)e=e.
[l

(1). Demuestre que si Y es un dlgebra topolégica, entonces Y es
también un algebra topolégica y que C,(X,Y") es un subélgebra
topoldgica de YX.

(2). Demuestre que si {Y, : @ € A} es una familia de dlgebras topolé-

gicas, entonces equipando a Y = [] ., Y, con la topologia
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producto y definiendo operaciones coordenada a coordenada,
se tiene que Y es también un algebra topoldgica.

(3). Demuestre que cualquier espacio contractil es un espacio conexo
por trayectorias.

(4). Demuestre que X es conexo si y sélo si lo tnicos elementos
idempotentes en C,(X) son 0 y 1.

(5). Para cualquier espacio X, C,(X) tiene un orden (parcial) nat-
ural definiendo f < g siy sélosi f(z) < g(x) para cada x € X.
Demuestre que cualquier homomorfismo entre dos anillos C'(X)
y C(Y') preserva el orden.

6).  (a)

Sea {Ya}aesr una familia de espacios topolégicos. De-
muestre que para cualquier espacio topolégico X, la funcion
producto

H: Cy(X, [ Ya) = TMaerCy(X, Ya)
acl

es una funcién continua. Demuestre ademéds que si |I| <
Ng, entonces H es un homeomorfismo.

Sean Y un espacio topoldgico y { X, }aer una familia de
espacios topoldgicos. Demuestre que la funcion

H : C’Y(E(XEIXav Y) - HaEIC’Y(XomY)
dada por lo siguiente: H(f)(5)(z) = f(ig(x)), donde
ig : Xﬁ — EaeIXa

es la funcién inclusién y o € X, es una funcién continua.
Demuestre ademés que H es un homeomorfismo si || <
No.

4. ;Por qué Espacios Tychonoff?

Ian Stewart nos habla de un hombre curioso que desarrollé una teoria
matematica de la brocha gorda de pintar. “Para plantear las
ecuaciones de manera que pudiera resolverlas, tuvo que suponer que
las cerdas eran planos semi-infinitos. La teoria no anadié nada nuevo
al arte de la pintura de la brocha gorda y fue de escaso interés para
los matematicos, porque deliberadamente se escogieron ecuaciones
que pudieran resolverse por métodos conocidos”.

El lector curioso (y el que no lo sea tanto) tal vez se habré ya

cuestionado...

. Por qué la hipdtesis general de elegir siempre espacios

de Tychonoff?. Hasta este instante no se ha fundamentado la
inclusién de esta hipdtesis, y es en este momento que nace la idea de
argumentar al respecto. En primer lugar la clase de espacios de
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Tychonoff es una clase lo suficientemente grande como para contener

a los espacios topoldgicos interesantes, y a la vez es lo suficientemente

restrictiva como para no degenerar en una “teoria sin sentido” como
lo es la teoria de la “brocha gorda de pintar”.

Pero por otra parte, resulta que dado un espacio topolégico X (no
necesariamente, un espacio de Tychonoff) siempre existe un espacio
Tychonoff Z tal que las dlgebras topolégicas C,(X) v Cp(Z) son
topolégicamente homeomorfas. Esta seccion estd dedicada a mostrar
esto ultimo.

1.29. PROPOSICION. Para cualquier espacio topolégico X y cualquier
espacio Tychonoff Y, existe un espacio Tychonoff Z tal que C,(X,Y)
es homeomorfo a C,(Z,Y’). Ademaés, si Y es un dlgebra topoldgica,
entonces Cy,(X,Y) es topologicamente isomorfa a Cp(Z,Y).

DEMOSTRACION: Pongamos x1 = x5 siy s6lo si f(xq) = f(z2) para
cualquier f € C(X,Y). Claramente = es una relacién de equivalencia.
Sea Z el conjunto de todas las clases de equivalencia moédulo =.
Denotemos por 7 a la proyeccién canénica de X en Z; es decir, para
cada x € X, m(x) es la clase de equivalencia a la que pertence z.
Sea F = {g €Y?:.:gome C(X, Y)} y consideremos en Z la
topologia débil inducida por la familia F; claramente F C C(Z,Y) y

7: X —= 7

es continua. Por otra parte, si h € C(Z,Y) entonces hom € C(X,Y),
luego F = C(Z,Y).

Sea 7# : C\(Z,Y) — C,(X,Y) definida como n#(h) = hom. Por lo
anterior, tenemos que 77 es una funcién sobreyectiva. Atin més, si
g1, 92 € Cp(Z,Y) con g1 # go, entonces existe z € Z tal que
g1(2) # g2(2). Tomando x € z, se obtiene 7% (g;)(x) # 77 (g2) ().
Luego 77 (g1) # 77 (g2), vy resulta que 7 es biyectiva.

Ahora bien, dado que

Tt (W(g; 21, .., 2n; B1, ..., By)) = W(r#(g);x1,...,20; By, ..

donde 7(z;) = z; para cada i = 1,...,n, tenemos que 7" es una
funcién continua y abierta. Por lo tanto, el espacio C,(Z,Y) es
homeomorfo a C,(X,Y).

Por otro lado, es evidente que si z; # 25 entonces existe g € C,(Z,Y)
de tal manera que g(z1) # g(22). Esto demuestra que Z es un espacio
de Hausdorft.

Ahora bien, si 7 la topologia débil inducida por F sobre Z, y 7’ la
topologia débil inducida sobre Z por C(Z), mostraremos que Z es un
espacio de Tychonoff demostrando que 7 = 7' [?, pag. 163].

‘7Bn)7
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Claramente se tiene que 7" C 7. Ahora, puesto que 7 es la minima
topologia que hace continua a cada funciéon en F, para ver que 7 C 7/,
basta demostrar que cada funcién g : 7 — Y en F es continua con la
topologia 7'. Pero dado que Y es un espacio de Tychonoff, probar la

continuidad de g se reduce a demostrar la continuidad de f o g para
cada f € C(Y). Sabemos que C(Z,7) C C(Z,7'), ya que 7’ es la

minima topologia que hace continua a cada funcién en C(Z, 1), y

ademés, fog € C(Z,1); es decir, fog:Z — R es continua con la
topologia 7/, lo que se deseaba establecer. Asi 7 C 7/, y por lo tanto,

Z es un espacio de Tychonoff.

Es facil demostrar que 7# también es un isomorfismo entre algebras
en el caso de que Y sea un algebra topoldgica. O
La construccién del espacio Z que aparece en la demostracion
anterior es en cierto sentido (que se vera después de la Proposicién
1.31), similar a la construccién de un espacio cociente. Es sabido que
el cociente de un espacio completamente regular no necesariamente es
un espacio de la misma clase; a continuacion definiremos la topologia
R-cociente que puede considerarse como un caso especial de la
topologia cociente, donde el espacio resultante es completamente
regular.

1.30. DEFINICION. topologiatopologiaR-cociente Sea f : X — Y una
funcién sobreyectiva de un espacio X sobre un conjunto Y. Sea F =
{g e RY: f#(g) € C(X)}. La topologfa débil en Y inducida por la
familia F se llama topologia R-cociente generada por la funcion f. A
la funcion f se le llama funciéon R-cociente. funcionfunciénR-cociente

Puesto que la topologia R-cociente es inducida por una familia
contenida en RY, ésta resulta ser una topologia completamente
regular. Desgraciadamente, la topologia R-cociente no es en general
de Tychonoff; por ejemplo, si X = (R x {0}) U (R x {1}) como
subespacio de R?, y Y es el espacio cociente obtenido a partir de X al
identificar cada punto de la forma (x,0) con (x,1) (donde x # 0), la
topologia R-cociente generada por la proyeccion canénica no es
Hausdorff. Una condicién necesaria y suficiente para que la topologia
R-cociente sea Tychonoff es que la familia F separe puntos del
espacio Y. Esto tltimo se satisface cuando, por ejemplo, al equipar al
conjunto Y con la topologia R-cociente generada por la funcion f, la
funcién f resulta ser una funcién abierta y cerrada. Usando la
notacién de la definicion anterior, las siguientes afirmaciones se
verifican.

1.31. PROPOSICION. Sea 7* la topologia R-cociente sobre Y generada
por la funcioén f.
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(a) La familia
B={g'(U):g€F, U esabierto en R}

es una subbase para la topologia T*.

(b) Si T es una topologia arbitraria sobre Y tal que f : X — (Y, 7) es
continua, y para la cual F C C(Y, 1), entonces F = C(Y, ).

(c) Para el espacio (Y, 7*) se tiene que F = C(Y,7*); mds aun, 7* es
la tinica topologia completamente regular sobre Y para la cual F =
cy, ).

(d) 7* es la mds fuerte de todas las topologias completamente regulares
sobre Y, relativas a las cuales f es continua.

DEMOSTRACION: (a) Se sigue de la definicién de 7*.
(b) Si f: X — (Y,7) es continua y g € C((Y, 7)), entonces g € Y y
ademas go f € C,(X). Por definicnién de la familia F, f € F.

(c) Con facilidad se demuestra que f : X — (Y, 7*) es continua. Del
inciso (b) se sigue que F = C(Y,7*). Ahora, si 7 es alguna topologia
completamente regular para la cual F = C(Y, 7), entonces 7 es la
topologia débil inducida por F. Asi 7 = 7%.

(d) Si 7 O 7* es una topologia completamente regular de tal manera
que f: X — (Y, 1) es continua, entonces claramente F C C(Y, 7);
aplicando (b) deducimos que F = C(Y, 7). Sin embargo, las
topologias 7 y 7* son completamente regular, por lo tanto 7 = 7*.

O

La parte (d) de esta tltima proposicién explica el porqué 7* se llama
topologia R-cociente. Recuérdese que la topologia cociente es la mas

fuerte de las topologias (no necesariamente, completamente regulares)

sobre Y relativas a la cual f es continua. Observe también que de la
parte (c) resulta que en el caso de que Y =R y f sea la proyeccién
candnica m de X en el espacio Z de la Proposicion 1.29, la topologia
R-cociente en Z generada por 7 es precisamente la topologia de Z

segun la construccién de la demostracién en la Proposicion 1.29.

1.32. DEFINICION. funcionfunciénfuncionalmente cerrada Una funcién
f X — Y deun espacio X sobre un espacio Y se llama funcionalmente
cerrada si f#(C(Y')) es un subconjunto cerrado de Cp(X)

Este ultimo concepto nos permite caracterizar a las funciones
R-cociente.

1.33. PROPOSICION. Una funcion f de un espacio X sobre un espacio
completamente regular Y es una funcion R-cociente si y sélo si f es
funcionalmente cerrada.
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DEMOSTRACION: Supongamos que f : X — Y es funcionalmente
cerrada. Como el conjunto C(Y') es denso en RY y f# es una funcién
continua, tenemos que f#(C(Y)) es denso en f#(RY) y ademds
f#(C(Y)) C C(X). Entonces

fHe)) c eX)n fARY) = fH(F)

y f#(C(Y)) es denso en f#(F). Como f# es funcionalmente cerrada,
f#(C(Y)) es un subconjunto cerrado de C,(X); asi
fH(C(Y)) = f#(F). Pero f# es una funcién inyectiva; de donde,
C(Y) = F. De la Proposicién 1.31(c), dado que Y es completamente
regular, la topologia de Y es la topologia R-cociente generada por f.
Ahora si f es una funcién R-cociente. Por la Proposicién 1.31(c),
C(Y) = F; por lo tanto, f#(C(Y)) = f#(F) es un subconjunto
cerrado de C,(X), pues f#(RY) es cerrado en R¥. O
Una de las principales lineas de estudio en la teoria de espacios de
funciones consiste en la busqueda de relaciones entre propiedades del
espacio C,(X,Y") y propiedades topoldgicas de los espacios soporte X
y Y. Una manera de hallar dichas relaciones consiste en agregar
alguna estructura adicional al espacio C,(X,Y") (ver por ejemplo el
Ejercicio 1.2.4). Sabemos que en el caso en que Y es un grupo, un
anillo, un espacio vectorial topolégico, o méas generalmente cuando Y
es un algebra topoldgica, el espacio C,(X,Y) tiene una estructura del
mismo tipo. Estudiando las propiedades algebraicas de C,(X,Y") se
pueden dar magnificos ejemplos de las relaciones que guardan las
propiedades de C,(X,Y) y las de los espacios soporte. Sin embargo,
cuando se pretende estudiar desde el punto de vista algebraico a los
espacios de funciones, resulta muy conveniente fijar a Y como el
espacio de los nimeros reales. El cuestinamiento natural a esto
ultimo es el por qué el dlgebra C(X) es seleccionada como
instrumento para el estudio de propiedades topologicas de X y por
qué la exclusién del dlgebra C'(X, C), o més generalmente, de algebras
C(X,Y) donde Y puede ser cualquier algebra topoldgica. Estas
preguntas fueron planteadas y resueltas por E. Hewitt en el segundo
apéndice de [?]. La respuesta de Hewitt hewittHewitt, E. es que la
limitacion a campos topoldgicos I’ ofrece considerables ventajas para
la caracterizacién de las unidades del algebra C(X, F'). Ademads, los
campos topoldgicos usados deben ser conexos y localmente compactos
para asegurar cantidades razonables de funciones continuas cuando se
consideran espacios conexos y espacios compactos, respectivamente.
Hewitt afirma que por un célebre teorema de Pontrjagin [?] estos
requerimientos nos limitan a considerar a R, a C o a J el campo (no
conmutativo) de los cuaternios y establece el siguiente teorema.
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1.34. TEOREMA. Sean X y Y espacios. Las siguientes propiedades
son equivalentes:

(a) C(X,R) es algebraicamente isomorfo a C(Y,R).

(b) C(X,C) es algebraicamente isomorfo a C(Y,C).

(¢) C(X,J) es algebraicamente isomorfo a C(Y,]).

Una funcién f en C(X,R) (respectivamente en C(X,C), C(X,J])) se
llama acotada funcionfunciénacotada si f(X) es un subconjunto
acotado de R (respectivamente de C considerado como R? o de J

considerado como R*); el conjunto de funciones acotadas de X en R

se denota por C*(X,R) (respectivamente C*(X,C), C*(X,])). Estos

conjuntos son cerrados bajo las operaciones algebraicas, lo que los
convierte en subdlgebras que poseen gran informacion acerca del
espacio X.

1.35. TEOREMA. Sean X, Y espacios. Las siguientes propiedades son
equivalentes:

(a) C*(X) es algebraicamente isomorfo a C*(Y').

(b) C*(X,C) es algebraicamente isomorfo a C*(Y,C).

(¢) C*(X,J) es algebraicamente isomorfo a C*(Y,J).

(1). Demuestre que los isomorfismos entre dos algebras C(X) y
C(Y) envian funciones acotadas en funciones acotadas. Con-
cluya que, X es pseudocompacto si, y sélo si, C'(X) es isomorfo
como algebra a C*(X).

(2). ;Si C(X) y C(Y) son isomorfos como anillos, entonces son
isomorfos como &lgebras?.

(3). Si f : X — Y es una funcién sobreyectiva de un espacio
X sobre un conjunto Y, pruebe que existe exactamente una
topologia completamente regular sobre Y para la cual f#(C(Y))
es un subconjunto cerrado de C,(X). ;Cudl es esta topologia?.

(4). Defina un espacio regular Z que contenga puntos a y b con la
propiedad de que f(a) = f(b) para cualquier f € C'(X). A este
tipo de puntos se les llama puntos gemelospuntospuntosgemelos.

(a) Defina un espacio regular X tal que |X| > 1y cualquier
funcién continua f : X — R es constante. (Sugerencia
[?]: sean Z un espacio regular con puntos gemelos a y b;
S un conjunto con |S| = |Z| ysean Y = > (X x {s}),
A ={(a,s):s€ S}y B={(bs):se€ S} Tome una
biyeccién arbitraria g : A — Y \ (AU B) y considere el
espacio cociente X = Y/E, donde E es la relacion de
equivalencia correspondiendo a la descomposicién de Y
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consistente del conjunto B y los conjuntos con dos puntos
{(a,s),9(a,s)} para s € S.)

(b) Para cualquier espacio Y que satisfaga el axioma de se-
paracién 77, defina un espacio regular X tal que | X| > 1
y cualquier funcién continua f : X — Y es constante.
(Sugerencia [?]: Defina primero un espacio regular Z con
puntos a y b tales que f(a) = f(b) para cualquier f €
C(Z,Y) y entonces proceda como en la sugerencia de
(a)).

(¢) Deducir apartir de (b) que no existe un espacio Y, T1, con
la propiedad de que cualquier espacio regular es encajable
en una potencia de Y.

(5). (a) Demuestre que si f : X — Y es una sobreyecciéon con-

tinua, abierta y cerrada, y g € C*(X), entonces h : Y —
R dada por

h(y) = sup{g(z) : f(z) = y}

es una funcién continua.

(b) Muestre que si f : X — Y es una sobreyeccién continua,
abierta y cerrada, entonces la topologia R-cociente sobre
Y generada por f es una topologia de Tychonoff.

5. Propiedades del tipo compacidad en Espacios de
Funciones Continuas, 1

Dado que R es un subespacio cerrado de cualquier espacio C,(X)
(Proposicién 1.5), estos espacios de funciones continuas no pueden ser
espacios numerablemente compactos; de donde, no son espacios
compactos. Esta vicisitud ha generado una linea de estudio en la
teoria de espacios de funciones continuas, que consiste en el analisis
de propiedades “cercanas” a la compacidad en espacios C,(X,Y).
Esta seccién esta dedicada a un primer analisis en este sentido, asi
como al analisis de los subconjuntos compactos de estos espacios.
Una propiedad topoldgica P se dice débilmente hereditaria
propiedadpropiedaddébilmente hereditraria si cualquier subespacio
cerrado de un espacio que satisface P también satisface P; esto es,
una propiedad topoldgica es débilmente hereditaria si es hereditaria
bajo subespacios cerrados. Claramente toda propiedad hereditaria es
una propiedad débilmente hereditaria. La proposicién siguiente es
una consecuencia inmediata de la Proposicién 1.5.

1.36. PROPOSICION. Sea P una propiedad débilmente hereditaria. En-
tonces, C,(X,Y’) no satisface P si Y no satisface P.
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Aunque esta proposiciéon no nos capacita para responder a la
pregunta: ;Cuando es C,(X,Y") un espacio compacto?, su
importancia radica en que nos proporciona una condiciéon necesaria
para que los espacios de funciones continuas satisfagan propiedades
topolégicas débilmente hereditarias (como lo es la compacidad): Para
que C,(X,Y) satisfaga una propiedad topologica débilmente
hereditaria, necesariamente Y debe satisfacer esta propiedad. De esto
se concluye que, para cualquier espacio topoldgico X, los espacios
C,(X) y Cp(X,R%) no son espacios numerablemente compactos; y
por lo cual, nunca son espacios compactos. Asi mismo, los espacios
Cyp(Z, T ) no satisfacen el axioma de normalidad (T denota a la
Plancha “borrada” de Tychonoft), ni los espacios C,(Z,P) pueden ser
espacios localmente compactos (P es el espacio de los niimeros
irracionales); también se deduce de esta proposicién que los espacios
de funciones C,(Z, Rz x R.) no son espacios de Lindelof (R, denota a
la linea de Sorgenfrey) y que los espacios C,(Z, R*') no pueden ser
espacios metrizables.

Ciertamente nuestro anélisis de la compacidad de los espacios de
funciones C,(X,Y) es, hasta el momento, parcial. De hecho como
veremos hasta después del Proposicion 1.42, la respuesta general a
esta cuestion acerca de compacidad esta estrechamente ligada a la
respuesta a la pregunta: ;Cudndo es C,(X,Y’) un subespacio cerrado
de YX7?.

Ahora anélizaremos a los espacios de funciones respecto a otra
propiedad importante cercana a la compacidad. Un espacio X se dice
pseudocompacto espacioespaciopseudocompacto si toda funcion
continua de valores reales y con dominio X es acotada y X es
realcompacto espacioespaciorealcompacto si es homeomorfo a un
subespacio cerrado de algin producto de rectas reales. Es sabido que
un espacio topoldgico es compacto si, y sélo si, es pseudocompacto y
realcompacto [E, pag. 214]. Como los espacios de funciones C,(X)
nunca son espacios compactos, es natural cuestionarse si pueden ser
espacios pseudocompactos o espacios realcompactos. La siguiente
proposicién da respuesta a la primera de estas preguntas.

1.37. PROPOSICION. Para cualquier espacio X, C,,(X) no es un espa-
cio pseudocompacto.

DEMOSTRACION: Consideremos cualquier € X. Sea
e, : Cp(X) — R la funcién dada por e,(f) = f(z) para cada
f € Cp(X). Esta funcién es continua pues es la restriccién de la
proyeccién 7, al subespacio C,(X). Ademads es no acotada ya que,
para cada n € N, e,(n) = n. O
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Para el caso general solo se tiene una condicion necesaria para la
pseudocompacidad de los espacios C,(X,Y). Si Cp(X,Y) es un
espacio pseudocompacto necesariamente Y debe ser pseudocompacto.
En efecto, si Y no es pseudocompacto, entonces existe f € C,(Y) no
acotada. Sea xy € X. La funcién

foey Cp(X,)Y)—R

resulta ser continua y no acotada. Ahora, la condicién “Y
pseudocompacto” no es suficiente para implicar la pseudocompacidad
del espacio C,(X,Y); Gillman gillmanGillman, L. y Jerison
jerisonJerison, M. presentaron en 9.15 de [?] un ejemplo (debido a
Novék novakNovék y Terasaka) terasakaTerasaka de un espacio
pseudocompacto Y para el cual Y x Y no es pseudocompacto.
Una linea importante de investigacién en la teoria de los espacios
Cp(X) es la concerniente a cuando alguna “semejanza” de C,(X) con
RX implica la discretez del espacio X, o alguna propiedad
“semejante” a esta. Por ejemplo, si Cp(X) coincide con R¥ entonces
X es un espacio discreto; también éste es el caso si C,(X) es un
subespacio cerrado de R¥. Estos hechos motivan preguntas acerca de
la discretez del espacio dominio X cuando se supone “menos
semejanza” del correspondiente espacio de funciones C,(X) respecto
al producto topolégico R¥. En este contexto, las preguntas siguientes
son interesantes: ;Si C,(X) es del tipo F, en R¥, es entonces X un
espacio discreto?. Si suponemos que C,(X) es del tipo G5 en R,
entonces jEs X un espacio discreto?.

J. Dijkstra, T. Grillot, D. Lutzer y J. van Mill dijkstraDijkstra, J.
grillotGrillot, T. lutzerLutzer, D. millMill, J. van demostraron en
1985 que la respuesta a ambas cuestiones es afirmativa. El resultado
referente a cudndo es C,(X) un G5 en RY es ttil para obtener la
caracterizacion de la compacidad local para espacios de funciones de

la forma C,(X).

1.38. TEOREMA ([?]). Si C,(X) es un Gs en R¥, entonces X es un
espacio discreto.

DEMOSTRACION: Sea g € R*. Entonces T, es un homeomorfismo y
Z =T,(Cy(X)) es un subespacio denso y G5 de R¥.
Consecuentemente Z N C,(X) es la interseccién de una familia
numerable de subconjuntos densos y abiertos de RX. Sin embargo,
RX tiene la propiedad de Baire [?]; asi Z N C,(X) # 0. Tomemos una
funcién h € Z N C,(X). Entonces h € Z implica, por la definicién de
Z, que h = f + g para alguna f € C,(X). Pero h € C,(X),
consecuentemente g = h — f € C,(X); es decir, C,,(X) = R¥. Por lo
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tanto, todas las funciones de X en R son continuas. Asi X es
discreto. O]

1.39. COROLARIO. C,(X) es localmente compacto si, y solo si, X es
finito.

DEMOSTRACION: Si C,(X) es localmente compacto, entonces es un
subespacio abierto en cl(C,(X)) . Dado que C,(X) es denso en R¥,
lo anterior implica que C,(X) es abierto en RX y as{ un Gs. Por el
teorema anterior, X es discreto. Entonces, R¥ es un espacio
localmente compacto. Por lo tanto, | X| < Ny.
Claramente, si | X| < Xy entonces C,(X) es localmente compacto.
O
La proposiciéon que sigue generaliza el resultado anterior a espacios de
funciones C,(X,Y), en el caso en que el espacio Y sea un grupo
topoldgico.?
1.40. PROPOSICION. Sea Y un grupo topoldgico.
(a) Si para alguna vecindad W = W(0;xq,...,2,;V) del elemento

—~

neutro 0 € YX se tiene que cl(W)NC,(X,Y) es un subconjunto cerrado
en Y entonces C,(X,Y) es cerrado en Y.
(b) Si ademéds Y es conexo por trayectorias, entonces C,,(X,Y) =YX,

DEMOSTRACION: (a) Sean f € cl(Ch(X,Y)) y {fi},cp una red en
C,(X,Y) tal que fy — f en Y. Puesto que —f € cl(C,(X,Y)),
podemos elegir
g e W(_f,$1,,$n,U—f<$1),,U_f(l'n))me(X,Y),

donde U + U C V. Existe \g € D tal que para todo A > Ag se tiene
que

EW(fimy, .. an flz) + U,..., f(za) + U).

Ademds, dado que g+ f\ = g+ fy CZ(W) NCy(X,Y) es cerrado en
Y¥, obtenemos que g+ f € cl(W) N C,(X,Y). Por lo tanto,
f=—g+4 (g+ f) es un elemento de C,(X,Y).

1.41. COROLARIO. Sea Y un grupo topolégico conexo por trayecto-
rias. Si Cp(X,Y’) es localmente compacto, entonces X es discreto y Y
es localmente compacto. Mas atin, si Y no es compacto, X es finito.

Caracterizaremos ahora a los subconjuntos compactos de los espacios
Co(X,Y), pera esto introduciremos la siguiente terminologia: Una
familia /' C C'(X,Y) es puntualmente acotado

2Recuérdese que usamos notacién aditiva, aunque los grupos no sean abelianos.
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familiafamiliapuntualmente acotada en x € X si cly{f(z): f € F} es
compacto. Una familia es puntualmente acotada
familiafamiliapuntualmente acotada si es puntualmente acotada en
cada x € X.

1.42. PROPOSICION. Sea Y un espacio Hausdorff.

(a) Un conjunto K C C,(X,Y) es compacto si, y solo si, es cerrado en
YX y puntualmente acotado.

(b) Si'Y es compacto, entonces K C C,(X,Y) es compacto si, y sélo
si, K es cerrado en Y.

DEMOSTRACION: (a) Si K es compacto en C,(X,Y) entonces K es
un subconjunto compacto en Y. Como este tltimo espacio es
Hausdorff, K es cerrado en Y. Ademds, para cada = € X, la funcién
evaluacién e, : K — Y definida por e,(f) = f(z) es continua, por lo
cual, e,(K) = {f(z) : f € K} =cly{f(z) : f € K} es un compacto en
Y. Si se satisfacen (i) y (ii), entonces el producto
M = [L,ex cl{f(z): f € K} es un subespacio compacto de Y~ y
contiene a K. Como K es cerrado en YX, lo es también en M; por lo
tanto K es compacto.

(b) Es una consecuencia ficil de (a). O
Consideremos ahora a los espacios de funciones acotadas Cy(X) y
Cp(X,[0,1]). Como ya ha sido mencionado, estos espacios juegan un
papel importante en la teoria de los espacios de funciones. Veremos a
continuacion algunas de las relaciones de éstos espacios con los
espacios de funciones Cp(X).

1.43. PROPOSICION.

(a) C(X) es un subanillo topoldgico denso de Cp(X).
(b) EI espacio C;(X) es unién numerable de espacios
homeomorfos a C,(X, [0, 1]).

(c) Cp(X,[0,1]) es un subespacio cerrado de Cy(X).

(d) Cp(X,]0,1]) es compacto si y sélo si X es discreto.
(e) C;(X) no es compacto cualquiera que sea X, con X infinito.
(f) C;(X) es o-compacto si y sélo si X es discreto.

DEMOSTRACION: (a) Para demostrar que Cy(X) es denso en Cy(X),
tomemos W = W (z1, ..., x,; By, ..., By) un abierto canénico en C,(X).
Sean y; € By, ys € Ba,..., Yy, € B, y sean a,b € R con a < b tales que,
para toda 1 <i < n, y; € [a,b]. Como X es Tychonoff, existe una
funcién continua f : X — [a, b] tal que f(x;) = y;, para cada i.
Claramente, f € W N Cr(X).
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(b) Para demostrar la afirmacion, sélo obsérvese que

C;<X) = U CP<X7 [_nv n]),
new
y que cada C,(X, [—n,n]) es homeomorfo a C,(X, [0, 1]).
(c) Es una consecuencia de la Proposicién 1.6.

(d) Si X es discreto, entonces C, (X, [0,1]) = [0,1]* el cual es
compacto. Ademads, por la Proposicién 1.10, C,(X, [0, 1]) es denso en
[0,1]%. Por lo cual, si C,(X,[0,1]) es compacto, entonces
C,(X,[0,1]) = [0,1]%. Es decir, cualquier funcién de X en [0,1] es
continua. Esto sélo ocurre cuando X es discreto.

(e) Se sigue de (a).

(f) Ejercicio. O
Note que en la demostracién del inciso (d) de la proposicién anterior,
sélo hicimos uso de la compacidad de [0, 1] y de la densidad de
C,(X,[0,1]) en [0,1]%. De tal forma que es factible generalizar: para
un compacto K tal que C,(X, K) es denso en K~ se tiene que,
Cy(X, K) es compacto si y sélo si X es discreto.

Observe que la densidad de C,(X, K) en K* es esencial en la
afirmacién anterior. En efecto, si S = {0} U {: : n € N}, entonces
Cp(R, S) = S es compacto, pero R no es discreto.

(1). Muestre por medio de ejemplos que un espacio Cp(X,Y’) puede
no satisfecer las siguientes propiedades topoldgicas: ser here-
ditariamente normal, ser perfectamente normal, ser un espacio
secuencial, ser un k-espacio, ser un espacio Fréchet-Urysohn,
la propiedad de ser un espacio secuencialmente compacto, la
de ser un espacio realcompacto, la de ser paracompacto, la
propiedad de ser un espacio o-compacto, ser colectivamente
normal, ser Dieudonné-completo.

(2). Sea I el intervalo cerrado [0,1]. ;Cuél de los siguientes sube-
spacios Y de C,(I,I) es compacto?

(a) Sea a,be I fijosyseaY ={f e C,(I,I): f(a) = b}
(b) {f € C,(1,I): f es diferenciable y |f'(x)| < 1Vz € I}.

(3). Cp(X,S") (respectivamente C,(X,[0,1])) es localmente com-
pacto si y solo si X es discreto.

(4). Sea X un espacio infinito.

(a) Demuestre que R se puede encajar como subespacio cer-
rado en cualquier subconjunto abierto de C,(X).

(b) Sea P una propiedad hereditaria. Demuestre que C,(X)
no satisface localmente la propiedad P si R no cumple
esta propiedad.
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(5)-
(6).
(7).

(10).
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(c) Caracterizar a los espacios Y tales que: para cualquier X,
Y es homeomorfo a un subespacio cerrado de cualquier
subconjunto abierto de C,(X,Y).

[MN, pag. 94] C,(X) contiene un subconjunto denso del tipo
Gs de R siy sélo si X es discreto.

C,(X) contiene un conjunto del tipo G5 no vacio si y sélo si X
es la suma de un espacio discreto y un espacio numerable.
C(X) es o-pseudocompacto si y sélo si Cp(X, I) es o-pseudo-
compacto. (Sugerencia: para la funcién £ : R — R dada por

0, siz <0
E(r)=} z, si0<z<1
1, sil<uz,

considere £#, y muestre que es una retraccion.)

. Un familia F C Y¥ es eventualmente continua familiafamili-

aeventualmente contiunua si para todo z € X, cualquier y € Y
y toda vecindad V' de y, existen vecindades U de x y V' de y
tal que f(U) C V para cada f € F que satisface f(x) € V'.
Demuestre que:
(a) Cualquier elemento de una familia eventualmente con-
tinua es una funcién continua.
(b) Si F C C(X,Y) es una familia eventualmente continua,
entonces la clausura de F' en Y es también una fa-

milia eventualmente continua, y por lo tanto es igual a la
clausura de F en C,(X,Y).

. Sean XY y Z espacio. Definamos £ : Y**% — (YZ)X por

E(f)(x)(z) = f(x,2) para cada f € Y**Z. Muestre que:

(a) E es una biyeccién.

(b) E(C(X x Z,Y)) C (C(Z.Y ).

(c) Si Z es un espacio compacto, entonces para cada f €
C(X x Z,Y) se tiene que E(f)(Z) es una familia even-
tualmente continua de C'(X,Y).

(d) Si F C Cp(X,Y) es una familia eventualmente continua,
entonces la evaluacion canoénica ¢ asociada a la familia
F' es continua. Reciprocamente si F' C C,(X,Y) es co-
macto y Y es continua, entonces F' es eventualmente
continua.

[?]Una familia F' de C(X,Y) es simplemente eventualmente
continua familiafamiliasimplemente eventualmente continua si
para cualquier x € X, cada y € Y, toda vecindad V de y y
cualquier red (f))aea en F, existen vecindades U de x y V' de
y tal que para cada u € U hay una subred (fy,) de (f\) que



6. TOPOLOGIA DE LA CONVERGENCIA UNIFORME 41

tiene la propiedad de que o bien (f), (u)) estd eventualmente
en V o (fy,(u)) no estd eventualmente en V’. Demuestre que
un subconjunto de C,(X,Y") es compacto si y sélo si es cerrado,
puntualmente acotado y simplemente eventualmente continuo.

6. Topologia de la Convergencia Uniforme

En las secciones anteriores iniciamos el andlisis de los conjuntos
C(X,Y) considerados con la topologia de la convergencia puntual.
Existen otras topologias en C'(X,Y’) que son de gran importancia;

algunas de ellas han sido estudiadas con particular detenimiento por

su pertinaz presencia en diversos marcos matematicos. En esta
seccion dedicaremos nuestra atencion a la Topologia de la

Convergencia Uniforme que en muchos sentidos contrasta con la
topologia de la convergencia puntual a causa de su finura. Por el

momento nos limitaremos al caso en que Y es un espacio métrico, y
en el Capitulo ... Seccién ... veremos como es posible generalizar las

ideas que aqui desarrollaremos.

Sea (Y, d) un espacio métrico. Para cada f € Y y cada ¢ > 0, sea
B(f,¢€) la coleccién de funciones g : X — Y cuya grafica G, C X x Y
no se separa de la grafica de f en mas de una cantidad 0 < § < ¢€; es

decir,

B(f,e)={g € C(X,Y):3d<e,d(f(x),9(x) <dVze X}

La coleccion B = {B(f,¢) : f € YX, ¢ > 0} forma una base para una
topologia en Y. A esta topologia en Y¥ y a su restriccién en
C(X,Y), la denotaremos, indistintamente, por 74, y designaremos por
Ca(X,Y) ala pareja (C(X,Y),74). A 74 le llamamos la topologia de
la convergencia uniforme (con respecto a la métrica d)
TopologiaTopologiade la convergencia uniforme.

Como es usual, diremos que dos métricas en un espacio Y son
equivalentes metrica(s)Métrica(s)equivalentes si inducen la misma
topologia; y una métrica d en un espacio (Y, 7) es
compatiblemetrica(s)Métrica(s) compatible si la topologia generada
por d en Y coincide con la topologia 7. Una métrica d en un espacio
Y es acotadametrica(s)Métrica(s)acotada si existe un nimero natural
n tal que d(y,y’) < n para cualesquiera dos puntos y,y € Y. Dada
una métrica d en Y, la métrica d* : Y x Y — R definida por
d*(y,y") = min{1,d(y,y’)} es una métrica acotada en Y y equivalente
a d. La métrica Euclideana en R la denotaremos como e.
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Cuando tenemos un espacio métrico (Y, d) y d es acotada podemos
definir la funcion

d: VX xYyX SRt

CcOo1mo

(3) d(f,g) = sup{d(f(x),g(x)) : © € X}

Es posible probar que d es una métrica en YX compatible con 7.
Mas aun, si d es una métrica en Y no necesariamente acotada,
entonces d* también es una métrica en YX compatible con 74 (Véase
el Ejercicio...). Asf obtenemos:

1.44. PROPOSICION. Si (Y, d) es un espacio métrico, entonces (Y~ 74)
(y por consiguiente Cyq(X,Y")) es metrizable.

Es importante notar que no toda métrica acotada y equivalente a una
métrica d en un espacio (Y, d) induce la topologia 74. Por ejemplo,
consideremos X =Y = R, y sea d la métrica definida por

x y
d(z,y) = — .
TR T T

La métrica d es equivalente a la métrica usual en R pero d no induce
la topologia 7. (véase el Ejercicio ...).
El siguiente resultado, cuya demostracion dejamos al cuidado del
lector, justifica el nombre de la topologia 7,.

1.45. PROPOSICION. Una sucesién (f,)nen de elementos en Y con-
verge a f en (Y 714) si y sélo si (f,)nen converge uniformemente a f;
es decir, para cada € > 0 existe ng € N tal que d(f,(x), f(z)) < € para
todo x € X y para todo n > ny.

Ahora exhibiremos la relaciéon que existe entre la convergencia
puntual y la convergencia uniforme. Recordemos que en un espacio
métrico (Z,d) una sucesion (z,)nen es d-Cauchy si para cada € > 0

existe ng € N tal que d(z,, z,) < € cada vez que n,m > ny.

1.46. PROPOSICION. Sea (Y,d) un espacio métrico. Una sucesion
(fu)nen en YX converge uniformemente a f si y s6lo si (fn)nen €s

d*-Cauchy y converge puntualmente a f.

DEMOSTRACION: No es dificil probar la necesidad, de tal manera que
nos abocaremos a probar la implicacién contraria. Supongamos que
(fn)n<w €8 c/i\*-Cauchy y que converge puntualmente a f. Sea ¢ > 0;

por hipétesis, existe ng € N tal que c?*(fn, fm) < €/4 si n,m > ng. Sea
x € X arbitrario. Como (f,),<, converge puntualmente a f, existe
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un entero positivo n(x) > ng tal que d(f.(x), f(x)) < €/4 si n > n(x).
Por lo tanto, si m > ng se cumple que
fm € B(f,€) si m > ny. O

Una funcion f definida en un espacio X y con valores en un espacio
métrico (Y, d) se dice que es acotadafuncionfunciénacotada si existe
n € N tal que para cada dos puntos x,y € X se cumple que
d(f(z), f(y)) < n. A la coleccién de funciones acotadas en C'(X,Y)
con la topologia de la convergencia uniforme lo denotaremos con el
simbolo C%(X,Y). Naturalmente, si d es una métrica acotada en Y,
entonces Cy(X,Y) = C3(X,Y).

Resulta que los subespacios Cy(X,Y) vy C5(X,Y) son cerrados en
(YX,74) como se prueba a continuacién.

1.47. PROPOSICION. Si (f)n<w €s una sucesion en Cy(X,Y) (resp.,
en C3(X,Y)) que converge en (Y* 74) a f, entonces f es continua
(resp., es continua y acotada).

DEMOSTRACION: Sean zy € X y € > 0 arbitrarios. Como (f,)nen
converge uniformemente a f, existe ny € N tal que
d(f(x), fu(z)) < €/3 para todo n > ng y para cualquier z € X. Asi, al
tomar una vecindad V' de zg que satisface f,,,(V) C B(fn,(x0),€/3),
obtenemos que, para cualquier y € V,

d(f(w0), f(y)) <

d(f(0); fno(0)) + d(fg(20), o () + d(fno(y), F(y)) < €.
Es decir, f(V) € B(f(xo),€).

Si ademas cada f, es acotada, y m € N es tal que
d(f(x), fm(x)) < 1/2 para toda = € X, entonces para cada z,y € X se
tiene que

d(f(2), f(y)) < d(f(2), fm(2) +d(fin(2), S () +d(fm(y), f(y)) < k+1

en donde k£ es un nimero natural mayor que la distancia entre
cualquiera dos valores que tome f,,. Por lo cual concluimos que f es
acotada. O]

Si d es una métrica acotada en Y entonces la coleccién C de funciones
constantes en (YX,d) es un espacio isométrico a (Y, d’). Ademds
7, C 74, por lo cual C es cerrado en (Y, 74) y en Cy(X,Y).
Como veremos a continuacién, la completez del espacio Cy(X,Y)
depende de la misma propiedad en (Y, d).
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1.48. PROPOSICION. Sea d una métrica acotada en Y. Entonces, los

espacios (Cq(X, Y),c?) y (YX,J) son completos si y solo si (Y,d) es
completo.

DEMOSTRACION: De lo expuesto en los parrafos anteriores es
suficiente que probemos que (YX d) es completo siY lo es.
Supongamos que (f, )<, €s d-Cauchy en (YX, d) Entonces

(fu(2))n<w es d-Cauchy para cada € X. Por hipétesis, (fn())n<w
converge a un limite f(z). Aplicando ahora la Proposicién ...
concluimos que f es el limite de (f,,)n<, en (Y, J) Por lo tanto
(YX, d) es completo. O

Ya mencionamos que 7, C 74. Esta contension es, en general, propia.
Por ejemplo, consideremos en C'(N) al conjunto
A={feC(N): f(N) C{0,1} y |f~1(0)] < Ro}. Resulta que la
funcién constante 0 es un elemento de clc, A, pero 0 € clo, A, en
donde d es la métrica usual en R.

La discusién sobre el peso del espacio Cy(X,Y') la pospondremos
hasta el Capitulo... (se pondran cosas como los teoremas 4.2.4 y 4.2.5
pag 54 del Mc Coy, y los ejercicios 42A(2) y (3) y 42D del Willard).
Las condiciones sobre compacidad en la topologia de la convergencia
uniforme no son comunes y nos limitaremos a determinarlas en la
siguiente seccion para espacios X compactos. Pasamos ahora a
analizar la relacion entre las operaciones del dlgebra C'(X) y la
topologia de la convergencia uniforme.

La suma en R es una funciéon uniformemente continua ya que

(r 1) = (s +u)| < [r—s|+[t =

para cualesquiera 7, s,t,u € R; de tal forma que (C(X),+) es un
grupo topoldgico. Pero otro es el panorama cuando consideramos el
producto; en efecto, si r, s, t, u son numeros reales suficientemente
grandes en valor absoluto, entonces |r -t — s - u| puede ser también un
numero grande, atun si |r — s| y |t — u| son cantidades pequenas. Es
decir, el producto en (R, e) no es una funcién uniformemente
continua. Por lo tanto el producto y el producto por escalares en
C(X) no son operaciones continuas. Sin embargo, C.(X) contiene
una subalgebra topolégica.

1.49. PROPOSICION. El espacio C*(X) es un dlgebra topoldgica local-
mente convexa.

DEMOSTRACION: Para probar la continuidad de la suma, producto y
producto por escalares en C¥(X) basta con demostrar que si (fy,)nen
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¥ (gn)nen son sucesiones en CF(X) que convergen uniformemente a
f,g9 € C*(X) respectivamente, y si (A, )nen €s una sucesion de
numeros reales que converge a A en R, entonces (f,, + gn)nen,

(fn ! gn)nEN y ()‘n ’ fn)nEN convergen uniformemente a f +9, f gy
A - f respectivamente. Verifiquemos sélo el caso del producto.

Sea € > 0y sean M y m dos nimeros reales tales que f(z) < My
g(x) < m para todo z € X. Tomemos ahora un nimero natural ng tal
que [g(z) — gn(z)| < €/2M y |f(z) — fu(z)| < Me/(€ +2Mm) para
toda n > ngy y para toda x € X. Resulta entonces que

[f (@) - g(x) = gn(z) - ful(2)] <
[f(@)] - 19(x) = gn(2)] + lgn(@)] - [ f(2) = fal2)] <€

para toda n > ng y para toda xr € X.

Para terminar la demostracién del Teorema basta probar que para
fo =0 € Cf(X) su vecindad abierta B(fy; €) es convexa cualquiera
que sea €. En efecto, sean f y g dos elementos en B(fy;€), y sea
0 < A < 1. Entonces,

e 4 (1= A) -9, fo) = sup,ex | Af(2) + (1 = A)g(z)| <

A-supgex | f(2)] + (1 = A) - supgex|g(z)] < e

(1). Para un espacio métrico (Y, d), y una sucesion ( f,, )nen en C(X,Y),
se cumplen las siguientes proposiciones:

(a) (fn)nen converge uniformemente a f € C(X,Y) siy s6lo
si limy, oo c/i\*(f, fn) =0, endonde d*(z,y) = min{1,d(z,y)};
es decir, si y sélo si f = lim, . f, en (C(X,Y), c/l\*)

(b) Sea e la métrica usual en R. Entonces, C.(X) = (C(X),€¥).

(2). Sea d una métrica acotada en Y y sea F' C Y. Denotamos por
d' a la métrica d restringida a F' x F'. Demuestre que:

(a) latopologiaen C'(X, F) (resp., en F'X) heredada de Cy(X,Y))
(resp., de (YX,74)) coincide con 7y;

(b) si F' es un subespacio cerrado de (Y, d), entonces C'(X, F)
es un subespacio cerrado de Cy(X,Y);

(c) si (F,d') es un subespacio completo de (Y, d), entonces
la pareja (Cy (X, F),c/l\’) es un subespacio completo de
Ca(X,Y).

(3). (a) Demuestre que para cualquier espacio X y cualquier espa-
cio métrico (Y, d), la topologia de la convergencia puntual
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en Y¥ estd contenida en la topologia de la convergencia
uniforme.

(b) Sea (Y, d) un espacio métrico en donde d es una métrica
acotada. Demuestre que Cy(X,Y") contiene un subespa-
cio cerrado isométrico a (Y, d).

(4). Demuestre que un espacio métrico (X, d) puede ser isométricamente
encajado en C¥(X). Concluya que C*(X) contiene una com-
pletacién métrica de X. (Sugerencia. A cada a € X considere
la funcién f, € C*(X) dada por f,(z) = d(z,a) — d(x,xg), en
donde x4 es un punto fijo en X).

(5). Si e es la métrica usual en R, entonces 0 € clg,mA y 0 ¢
cle,(vA, en donde

A={feCN): f(N) C{0,1}, [f(0)] < Ro}

(6). Sea (Y, d) un espacio métrico. Si p es una métrica equivalente
a la métrica d en Y, entonces no necesariamente se cumple que
Co(X,Y) = Cy(X,Y). En efecto,

(a) sean p; y po las métricas en R definidas por:

p1(z,y) = min{1, |z — y|}ypa(z,y) = p(h(z), h(y)),

endonde i : R — S\ {(0,1)} C R? es un homeomorfismo
y p es la métrica usual en R?. Verifique que p; y po son
métricas acotadas y equivalentes en R, y que C,, (N,R)
no es homeomorfo a C,,(N,R) ([E, pag.262]);

(b) sea d(z,y) =| Tia — T3 Demuestra que Ca(R) 2
C.(R), y que d y e son equivalentes.

(7). Dos métricas dy y dy en un espacio Y son uniformemente equiv-
alentes si para cualquier € > 0 existen 61,05 > 0 tales que
para cualesquiera y,y’ € Y se cumple que di(y,y) < € si
da(y,y') < 2y da(y,y') < esidi(y,y’) <dr.

(a) Observe que dos métricas uniformemente equivalentes son
equivalentes, y que existen métricas equivalentes que no
son uniformemente equivalentes.

(b) Si dy y dy son dos métricas uniformemente equivalentes
en Y, entonces c/l:{ y c/i\;‘ son uniformemente equivalentes en
C(X,Y) cualquiera que sea X,y Cq, (X,Y) = Cy (X, Y).

(8). (a) Si X es un espacio compacto y d, p son métricas equiv-

alentes en Y, entonces d y p inducen la misma topologia
en C(X,Y).

(b) Si d es una métrica equivalente a la métrica usual e en

R, entonces C(X) = C*(X).
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9).
Sea (Y, d) un espacio métrico. Entonces,

(a) Cy(X,Y) es un espacio discreto si y sélo si Y es discreto.

(b) Si X es un espacio finito, entonces Cy(X,Y) = C,(X,Y).

(c) SiY es un espacio que contiene una trayectoria no trivial,
y ademads, Cy(X,Y) = C,(X,Y), entonces X es finito.

(d) Suponga que Y es un espacio que contiene una trayectoria

no trivial y que Cy(X,Y) = C,(X,Y), {Que se puede
decir acerca del espacio X7 ;jEs X un espacio finito?

(10). Sea d una métrica en Y. Entonces, la funcién evaluacién e :

Ca(X,Y) x X — Y definida por e(f,z) = f(z) es continua.

7. Topologia Compacto-abierta

Sean X y Y dos espacios topoldgicos. Paracada K C X y V C Y,
denotaremos por

(K, V]

a la coleccién de funciones f: X — Y tales que f(K) estd contenido
en V. La coleccién de conjuntos [K, V] en donde K C X es compacto
y V es un subconjunto abierto de Y genera, como subbase, una
topologia 7, en YX y en C'(X,Y). Esta topologia es llamada topologia
compacto-abiertaTopologiaTopologiacompacto-abierta. El espacio
C(X,Y) con esta topologia es denotado por Ci(X,Y"). Obsérvese que
la topologia 7, ha sido construida considerando como subbase a los
elementos [K, V] de la subbase de 7 para los cuales K es finito, por
lo cual, la topologia 7, esta contenida en 7. En general 7, # 75, como
veremos mas adelante. En la préxima seccién se generalizara esta
técnica para generar topologias en C'(X,Y).

La relaciéon entre la topologia compacto-abierta y la topologia de la
convergencia uniforme se muestra en la siguiente proposicién; primero
veamos algunos conceptos. Sea (fy)aea una red en C(X,Y), en donde
(Y, d) es un espacio métrico; decimos que (fy)rea converge
uniformemente a f € C(X,Y) en un subconjunto K de X si para
cada € > 0 existe A\g € A tal que d(f(z), fa(x)) < € para todo A > \g y
para todo x € K. Por otro lado, si ' C Y y e > 0, denotaremos por
B(F,¢€) ala coleccién de puntos y € Y cuya distancia a algin punto
en F' es menor que €.

1.50. PROPOSICION. Sea (Y, d) un espacio métrico. La topologia com-
pacto-abierta en C(X,Y") es la topologia de la convergencia uniforme
sobre los subconjuntos compactos de X ; es decir, una red (f\)xea con-
verge a [ en Cp(X,Y) si y sélo si (fx|k)rea converge uniformemente
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a f|x para cada compacto K C X. En particular, si X es un espacio
compacto se cumple que Ci(X,Y) =2 Cy(X,Y)

DEMOSTRACION: Sea K un subconjunto compacto de X y sea € > 0.
Como f es continua, f(K) es compacto; por lo cual existe una
coleccion finita x4, ..., z, € K tal que f(K) C J,;,, B(f(xi),€/4).
Sea K; = f~'(cIB(f(x;),¢/4)) N K. El conjunto

A= K, B(f(z),

1<i<n

€/2)]esunbasicocandnicoenCr(X,Y') que contiene a f. Por hipétesis,
existe \g € A tal que si A > )¢ entonces f, € A. Ahora bien, si
xr e K; vy A > )\, entonces

d(fa(@), f(2)) < d(fx(2), f(2:) +d(f(2:), [(2)) <e/2+€/4 <€

Tomemos ahora un bésico canénico W = [Ky, Ui N -+ - N [K,, U,] en
Cr(X,Y) que contiene a f. Para alguna € > 0, B(f(K;),¢) C U; para
cada 1 <7 <n. Por hipétesis, existe \g € A tal que si A > ),
entonces d(fx(x), f(x)) < € para cualesquiera 1 <i <ny x € K;. Por
lo tanto, fA(K;) CU;sil <i<ny\>X\. Esdecir, fy € W para
todo A > ). O
Veamos ahora bajo que condiciones en X la topologia compacto
abierta coincide con la topologia de la convergencia puntual.

1.51. PROPOSICION.
Sea Y un espacio que contiene una trayectoria no trivial. Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes.

(a) Cp(X,Y) = Cr(X,Y).

(b) Cada compacto en X es finito.

(¢) Para cualquier U C X y cualquier subconjunto compacto K
de X, KNU es abierto en K.

En particular, C,(X,Y) = Cyx(X,Y) si X es discreto.

DEMOSTRACION: Supongamos que C,(X,Y) = C(X,Y). Sea
t:[0,1] — Y una funcién continua tal que t(0) # t(1), y sea
V =Y\ {t(1)}. Para cualquier compacto K C X, t(0) € [K,V];
podemos ahora encontrar un conjunto finito z1, ..., x,, de elementos en
X, y abiertos Vi, ..., V,, en Y tales que t(0)
eW =z, Vi]Nn...N[z,, V] C[K,V]. Se afirma que
K C F={xy,...,z,}. En efecto, si x € K\ F entonces, como X es
completamente regular, existe ¢ € C'(X, [0, 1]) tal que ¢(F) = {0} y
¢(z) = 1. Entonces t o ¢p € W\ [K, V], lo cual es una contradiccién.
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La equivalencia de las proposiciones (b) y (c) es facil de establecer; asi
que dejamos la demostracién de esta equivalencia y la de la
implicacién “(a) implica (b)”, como ejercicios al lector. O

Dado que cualquier espacio X considerado aqui es un espacio
Tychonoff, cada vez que tomemos una coleccion finita de
subconjuntos compactos K1, ..., K, de X y una coleccién {rq,...,r,}
de puntos en R, es posible encontrar una funcién continua ¢ : X — R
tal que ¢(K;) = {r;} para cada 1 < i < n. Por lo tanto, y siguiendo
una demostracién analoga a la dada para el Teorema ..., obtenemos
que el espacio Ci(X,Y) es denso en (YX,7;) cuando Y es un espacio
conexo por trayectorias.

Ahora nos ocuparemos en determinar como son los subconjuntos
compactos en Ck(X,Y’) demostrando el famoso Teorema de
Arzela-Ascoli. Para esto introducimos el concepto de equicontinuidad.

1.52. DEFINICION. Sea (Y, d) un espacio métrico. Un conjunto F C
C(X,Y) es equicontinuo en FamiliaFamiliaequicontinua = € X si para
cada € > 0 existe una vecindad U de zx tal que d(f(z), f(y)) < € para
todo y € U y para todo f € F. Ademas, F es equicontinuo en A C X
si F es equicontinuo en cada x € A.

1.53. LEMA. Si F C C(X,Y) es equicontinuo en A C X, entonces la
cerradura de F en C,(X,Y) es también equicontinuo en A.

DEMOSTRACION: Sea f € cle,(x,yv)F, ¥ sea (fa)aca una red en F que
converge puntualmente a f. Para x € Ay € > 0, existe un abierto U
que contiene a x tal que d(g(x), g(y)) < €/3 para todo y € U y todo

g € F. En particular, d(fx\(z), fi(y)) < ¢/3 para toda A y toda y € U.

Ahora bien, eligiendo una A € A conveniente, obtenemos

d(f(x), f(y)) < d(f(z), fx(2) + d(f2(x), fa(y)) + d(f1(y), f(y)) < G-D

1.54. PROPOSICION. Sea (Y,d) un espacio métrico. Si F C C(X,Y)
es equicontinuo, entonces (F,1,) = (F, Tx).

DEMOSTRACION: Es suficiente demostrar que cualquier red (fy)aea
en F que converge puntualmente a f € F, converge a f en (F, 7).
Sea K un subconjunto compacto de X y sea U un subconjunto
abierto en Y. Supongamos que f € [K,U]. Para cada z € K,
fa(x) — f(x), asi que para algin A\, € A, fi(z) € U si A > \,. Como
f(K) es un subconjunto compacto de U, existe € > 0 tal que todo
punto que se encuentre a una distancia menor que € de algin elemento
de f(K) pertenece a U. Por equicontinuidad, cada x € K tiene una
vecindad U, tal que f\(U,) C B(fx(x),€) para toda A. Por lo cual, si
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A> XA, faUz) € ULex B(f(2),€) CU. Como K es compacto
podemos encontrar puntos 1, ..., z, € K tales que K C |J,.;,, Us,-
Sea Ao > Mgy, .- A, . Entonces, para cada x € K, x € U,, para alguna
i €{1,2,...,n}; asi, para A > Xg, fo(x) € fr(U,,) C U. Por lo tanto,
fr € [K, U] para todo A > Ag. Es decir, f\ — f en (F, 7). ]

Un espacio X es un k-espacioK-espaciok-espacio si su topologia esta
determinada por sus subconjuntos compactos, esto es, A C X es
abierto si y solo si AN K es abierto en K para cada compacto K

contenido en X. Cualquier espacio localmente compacto y cualquier

espacio primero numerable es un k-espacio.

1.55. TEOREMA (Arzeld-Ascoli). TeoremaTeorema de Arzeld-Ascoli
Sean X un k-espacio, (Y, d) un espacio métricoy F C C(X,Y’). El con-
junto F es compacto en Cy(X,Y') si y sélo si

(a) F es cerrado en (YX,71,),
(b) cly{f(x): f € F} es compacto para cualquier x € X,y
(¢) F es equicontinuo en cada subconjunto compacto de X.

DEMOSTRACION: Si F con la topologia compacto-abierta es
compacto, entonces el resultado (a) en el Ejercicio 77, implica que se
cumplen (a) y (b) del enunciado. Ahora sea K un subespacio
compacto de X, y sea Fx = {f|x : f € F}. No es dificil demostrar
que Fg es compacto en Ci(K,Y). Vamos ahora a demostrar que Fy
es equicontinuo.

Sea x € K ye>0. Como K es regular, para cada f € Fy existe una
vecindad Uy de x para la cual f(clxUy) C B(f(x),€/2). Por la
compacidad de Fx podemos encontrar fi, ..., f,, tales que la coleccién
de abiertos [clxUy,, B(fi(z),€/2)], ..., [clxUy,, B(fn(x),€/2)] cubre a
Fi. SeaU =Uy, N...NUy,. Asi, si f € Fg, entonces
f(U) C f(clxUy,) € B(fi(z),€e/2) para alguna i. Por lo tanto,
f(U) € B(f(x),¢), es decir Fk es equicontinua en z.

Para demostrar la suficiencia basta probar que la topologia puntual y
la compacto-abierta coinciden en F. Esto es cierto para Fy si K C X
es compacto (véase el ejercicio ??). Ahora, si [K, U] es un subbésico
de 7, entonces [K,Ulrz, = {f|x : f € [K,U]} € 7,. Pero la funcién
r:Co(X,Y) — Cy(K,Y) definida por r(f) = f|x es continua. Por lo
tanto [K, U] € 7,. ]

Por el teorema anterior y lo tratado en la Seccién ... obtenemos que,
en el caso en que Y es conexo por trayectorias, Cx(X,Y) es compacto
si y sélo si X es discreto y Y es compacto (véase la Proposicién ...).
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Ademas, puesto que 7, C 73, C(X) no es pseudocompacto cualquiera
que sea X.
Es oportuno mencionar aqui que la coleccién

F={fa:[0,1] = R: fulz) = na(l - )"}

es un subconjunto compacto de C,([0, 1]) pero no es compacto cuando
se le considera como subespacio de C([0, 1]) (Ejercicio...).

1.56. PROPOSICION. SiY es un dlgebra topoldgica sobre R, entonces
Cr(X,Y) es un dlgebra topoldgica sobre R localmente convexa, si se le
considera con las operaciones suma, producto y producto por escalares
definidas punto a punto.

DEMOSTRACION: Sean s : Cix(X,Y) x Ci(X,Y) — Cr(X,Y) la
funcién s(f,g) = f + g, y [K, W] un subbdsico que contiene a f + g.
Como la suma en R es continua, podemos encontrar para cada r € K

vecindades U(f(x)) y V(g(x)) de f(z) y g(x) respectivamente tales
que U(f(x)) 4+ V(g(z)) €W, y, como fy gson continuas, existe una
vecindad U(z) de z tal que f(U(x)) CU(f(x))y g(U(x)) C V(g(x)).
Para cada z € K sea V(x) una vecindad de x tal que clxV (z) C U(x).
Como K es compacto, podemos escoger puntos z1, ..., x, € K tales
que K C U cic, V(zs). Sea K; = K NelxV(z;). Entonces
A= ﬂlgign[Ku Uf(x:))]y B= ﬂ1gz‘§n[Kia V(g(z:))] son vecindades
de f y g respectivamente que satisfacen A+ B C [K,W]. Con lo cual
concluimos que la funcié suma s es continua. La continuidad del
producto y el producto por escalares se prueba de manera analoga.
Probemos ahora que C(X,Y) es localmente convexo.

Como la coleccién de intervalos abiertos (a,b) es una base en R,
entonces la coleccién de conjuntos de la forma [K, (a,b)] en donde K
es un subconjunto compacto de X, forma una subbase de Ci(X,Y).
Como la interseccién de una coleccion finita de conjuntos convexos es

también convexo, y puesto que [K, (a,b)] es convexo, entonces
Cr(X,Y) es localmente convexo. O
Las Proposiciones 1.24 y 1.25 permanecen ciertas si consideramos la
topologia compacto-abierta en los espacios de funciones involucrados.
La demostracion de este enunciado puede obtenerse considerando las
funciones naturales definidas en las demostraciones de las
proposiciones ya mencionadas. En forma explicita:

1.57. PROPOSICION. Sea Y =[] ., Y., entonces:
(a) Elespacio C(X,Y’) es homeomorfo al espacio [ [, 4 Cp(X, Ya).
(b) Si ademads cada Y, es un dlgebra topoldgica, entonces Cy(X,Y)

es topolégicamente isomorfa a [] .4 Cr(X,Yy).
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1.58. PROPOSICION. Sea X = > _. X, la suma topoldgica libre de
los espacios X,, y sea Y un espacio arbitrario. Entonces:

(a) EI espacio Ci,(X,Y) es homeomorfo a [, 4 Cr(Xa,Y).
(b) SiY es un dlgebra topoldgica, entonces Cy(X,Y') es topoldgica-
mente isomorfa a [ ], 4 Cr(Xa,Y).

En la Seccién 1 de este capitulo se discutieron condiciones bajo las
cuales espacios de la forma C,(X,Y") son metrizables, y se obtuvieron
resultados sobre su caracter. Haremos ahora este andlisis para el caso
de Ck(X,Y). Es pertinente recordar que Ci(X,Y’) es metrizable si X

es compacto y Y es metrizable (véase el Teorema...).

1.59. DEFINICION. (1). Una coleccién K de subconjuntos compactos
de un espacio X es una k-cubiertak-cubiertak-cubierta si cada
subconjunto compacto de X esta contenido en algin elemento
de K.

(2). Para cada espacio X definimos ka(X) = min{|K| : K es una
k-cubierta de X}.

(3). Un espacio X es hemicompactohemicompactohemicompacto si
ka(X) = No.

1.60. PROPOSICION. Sea f € C(X,Z). Entonces f# : Cyx(Z,Y) —
Cr(X,Y) es continua, y es un encaje si K = {f(K) : K es un subcon-
junto compacto de X} es una k-cubierta en Z.

DEMOSTRACION: No es dificil demostrar que f# es continua. Ahora
bien, como K es una k-cubierta de Z, f es una funcién suprayectiva;
por lo cual f# es inyectiva. Demostremos pues que f7 es abierta en
su imagen. Bastara para nuestros fines considerar sélo abiertos
subbésicos en Cy(Z,Y). Sea g € [K, V], en donde K es un
subconjunto compacto de Z y V' es abierto en Y. Por hipotesis, existe
un subconjunto compacto W de X tal que K C f(W). El compacto
M =W n f~Y(K) satisface: K C f(M) C g~*(V). Por lo tanto

f*(9) € IM,VIN fH(Cu(Z.Y)) C fH(K,V]).
O

1.61. TEOREMA. (1). Para cualquier espacio X, si Y contiene una
trayectoria no trivial, entonces ka(X) < x(Cy(X,Y)).
(2). SiY es metrizable, entonces x(Ci(X,Y)) < ka(X).

DEMOSTRACION: (1) Sean yg,y1 € Y con yg # 41, y sea ¢ : [0,1] = Y
una funcién continua tal que ¢(0) = yo y ¢(1) = y;. Sea A una
vecindad de yy que no contiene a y;. Consideremos la funcién

constante yo, fo. Si [K1, B1]N...N[K,, B,] es un abierto candnico que
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contiene a fy, entonces fy € [K3 U ...U K, By N...N B,]; es decir,
podemos considerar una base local V de f; de cardinalidad < yCj(X)
cuyos elementos son de la forma [K, B] con K subespacio compacto
de X y B abierto en Y; digamos, V = {[K;, B] : t € T} y
IT| < x(Cx(X)). Resulta que la coleccion K = {K; : t € T'} es una
k-cubierta de X. En efecto, supongamos lo contrario, esto es, sea K
tal que para cada t € T, K \ K; # (). Puesto que V es una base local
de fo, existe s € T tal que [K, Bs] C [K, A]l. Seaa € K\ K,y sea
feC(X) tal que f(a) =1y f[K] ={0}. Tenemos entonces que
¢po fe[Ks B\ [K,A], lo cual es una contradiccién. Por lo tanto K
es una k-cubierta de X, lo que significa que ka(X) < x(Cr(X)).
(2) Sea {K} : t € T'} una coleccién de subconjuntos compactos de X
la cual forma una k-cubierta y tal que |T'| < ka(X). Sea Z = 31 K
la suma topolégica libre de los espacios K;, yseap: Z — X la
proyeccién natural. Entonces p* : Cy(X,Y) — Cr(Z,Y) es un encaje.
Ademas, para cada t € T', Cy(K;,Y) es primero numerable pues es
metrizable (Teorema...), por lo cual x(Cx(X,Y)) < x(Cx(Z,Y)) =
X(T{Ck(K,Y):t € T}) <|T| < ka(X) (véanse el Ejercicio ... y ...
del apéndice). O

1.62. COROLARIO. Si Y es un espacio metrizable que contiene una
trayectoria no trivial, entonces las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes.

(1). Cx(X,Y) es metrizable.

(2). Cx(X,Y) es primero numerable.

(3). X es hemicompacto, es decir ka(X) = X,.

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior, basta que demostremos (3)
= (1). Para cumplir nuestro propdsito repetimos los ultimos
razonamientos de la demostracién del Teorema ... Sea {K,, : n € N}
una k-cubierta de X, y sea Y la suma topoldgica libre de los espacios
K,. Sip:Y — X es la proyeccién natural, entonces
p? 1 Cp(X) — Ck(Y) es un encaje. Por otro lado,

Cr(Y) = [[{Ck(K,,) : n € N}, y cada factor es metrizable, lo cual
termina la demostracion. ]

1.63. COROLARIO. Si X es hemicompacto yY es metrizable, entonces
Cr(X,Y) es metrizable.

En el Capitulo... determinaremos el peso de los espacios Ci(X,Y).
Por el momento daremos un resultado parcial en este sentido.

1.64. PROPOSICION. Para un espacio localmente compacto X, el peso
de Cx(X,Y) no es mayor que w(X) - w(Y).
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DEMOSTRACION: Sea B una base para X cerrada bajo uniones finitas

con |B| = w(X), y tal que la cerradura de cada uno de sus elementos

es un compacto. Sea D una base de Y cerrada bajo uniones finitas con
|D| = w(Y). La familia € = {[c]B,V]: B € By V € D} constituye

una subbase para Cy(X,Y). En efecto, si C' es un subconjunto

compacto en X, A es abierto en Yy f € C(X,Y) pertenece a [C, A],

entonces existe By € B que satisface C' C By C clxBy C f71(A), vy
existe W € D tal que f(clxBy) C W C A. Por lo tanto,
f S [ClXBo, W] - [C, A] y [CIXB(), W] ef. ]

Como consecuencia del resultado anterior, si X y Y son segundo
numerables y X es localmente compacto, entonces Ci(X,Y") es
metrizable. Y claro, si ademés X es compacto y d es una métrica
compatible en Y, entonces Cy(X,Y’) es separable.

(1). (a) Sea Y un espacio regular. Si F' es un subespacio com-
pacto en Y y U es un abierto que contiene a F', en-
tonces existe un subconjunto abierto V' de Y que sat-
isface: F CV CclyV CU.

(b) SiY esregular, entonces la cerradura de [K, U] en Ci(X,Y)
esta contenida en [K, clyU], en donde K es un subcon-
junto compacto de X y U es un subconjunto abierto de
Y.

(c) SiY es regular, entonces C(X,Y) es regular.

(d) R con la topologia compacto abierta no es un espacio
regular.

(e) Demuestre que si Y es completamente regular, entonces
Cy(X,Y) es completamente regular.

(2). Dado un espacio topoldgico (X, o) podemos considerar la coleccién
o, = {A C X : para cada subconjunto compacto K en (X, o),
AN K es abierto en K}. Resulta que o es una topologia para
X. Denotaremos por Xy al espacio (X, o). Se suele llamar a
un espacio X pseudofinitopseudofinitopseudofinito si los tinicos
subconjuntos compactos en X son los finitos. Un espacio X es
w-discretoomega-discretow-discreto si cada subconjunto nume-
rable en X es cerrado. (Veremos en el Capitulo... Seccién...
como estos espacios estan relacionados con la pseudocompaci-
dad de los espacios C,(X, [0, 1]).) Demostrar lo siguiente.

(a) o C oy.

(b) (X, 0k) es un k-espacio.
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(¢) (X,0) v (X,0) tienen los mismos subconjuntos com-
pactos e inducen la misma topologia en cada uno de sus
subconjuntos compactos.

(d) Cualquier espacio w-discreto es pseudofinito.

(e) Las siguientes condiciones son equivalentes.

(i) X es pseudofinito.
(i) X} es discreto.
(iii) Para cualquier espacio Y que contenga una trayec-
toria no trivial, C,(X,Y) = Cr(X,Y).

(f) Sean x y A dos nimeros cardinales tales que Xy < A <
k. Sea D(k) el espacio discreto de cardinalidad k. Sea
Xex = D(k) U {p} en donde p ¢ D(k). La coleccién
T={A:AC D) }U{{p}UB:|D(k)\ B| <A} es una
topologia en X, \. El espacio (X, ,7) no es discreto y
Cp(Xxn) = Cr(Xin). Mds ain, X, , es w-discreto.

(g) Sea F € BN\ N, entonces NU {F} es un espacio pseud-
ofinito pero no es w-discreto. En este caso tenemos también
que C,(NU{F}) = CR(NU{F}).

(3). (a) Demuestre que cualquier espacio primero numerable hemi-
compacto es localmente compacto.

(b) Dé un ejemplo de un espacio numerable y hemicompacto
que no es un k-espacio.

(c) Si X es segundo numerable, entonces X es hemicompacto
si y s6lo si X es localmente compacto.

(d) Observe que si X y Y son espacios segundo numerables,
entonces Cx(X,Y") es metrizable.

(e) Observe que todo espacio hemicompacto es o-compacto,
pero es posible encontrar un espacio o-compacto que no
es hemicompacto.

(4). Demuestre que para cualquier espacio localmente compacto X
las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) El espacio X es Lindelof.

(b) El espacio X es hemicompacto.

(c) El espacio X es o-compacto.

(d) Existe una cubierta compacta C = {K, : n € N} de X
tal que, para cada n € N, K, C intK, 1.

(5). Dé un ejemplo de un espacio metrizable Ci(X,Y) con X no
hemicompacto.

(6). Demuestre que si X es un espacio Lindel6f y localmente com-
pacto, entonces para cualquier espacio completamente metriz-
able Y, el espacio Cy(X,Y) es completamente metrizable.
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El resultado del ejercicio anterior no se cumple si s6lo pedimos
como condicion en X la hemicompacidad. En efecto, considere
el espacio X = {p} U U{X,, : n € N} en donde

(a) cada X,, es numerable,

(b) si n # m, entonces X,, N X,, =0, y

(¢) p ¢ X, para todo n € N.

Consideremos en X la topologia definida como sigue: para
cada © € U{X,, : n € N} el conjunto {z} es abierto; y una
vecindad de p es de la forma {p} U J{Y, : n € J}, en donde
J C Nestal que [N\ J| < Rgy, paracadan € N, | X,\Y,| < N,.

Demuestre que Ci (X, [0,1]) no es completamente metriz-
able. (Sugerencia. Considere la coleccién {f € Ci(X,[0,1]) :
f(X) C{0,1} y f es constante en cada X,,}.

. Sea X un espacio hemicompacto, y sea K = {K,, : n € N}

una k-cubierta de X. Sea (Y, d) un espacio métrico. Para cada
neNy f,g€ Cu(X,Y), sea

rn =sup{d(f(z),g9(z)) : z € K,}.
Definimos

1 T
p— n —_— n .
p(f?Q) b)) €N2n 1 T

Demuestre que p metriza a Cy(X,Y).

. ¢Existe X no compacto (resp., no finito) y (Y,d) con una

trayectoria no trivial tales que Cy(X,Y) = Cy(X,Y) (resp.,
(YX 1) & (VX 74)?

Aqui se hablaria como ejercicio de las funciones dual, eval-
uacion y restriccién en Ci(X) y de los teoremas en Ci(X)
andlogos al 1.13 y 1.14 en la seccion 2.

. Supongamos que C,(X) y C,(Y') son dos espacios homeomorfos

que ademés como anillos son isomorfos. ; Existe, entonces,
una funcién
h:Cp(X) = Gp(Y)

que es a la vez un homeomorfismo y un isomorfismo ?

8. Topologias Conjunto-Abiertas

En la seccién anterior hicimos notar que la topologia de la
convergencia puntual 7, sobre C'(X,Y’) podia obtenerse através de la
familia A de subconjuntos finitos de X e introducimos la topologia
compacto-abierta 7 através de la familia A de subconjuntos
compactos de X; en ambos casos esto se logra recurriendo a la familia

B(A) ={[A,V]: Ac A, V CY abierto},
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considerandola como una subbase para generar dichas topologias.
Una generalizacién de este procedimiento puede lograrse al considerar
familias 2B(.4) como subbase, en donde A es alguna coleccién
apropiada de subconjuntos de X. Este proceso nos genera una basta
cantidad de topologias en C'(X,Y); sin embargo, nuestro interés es
obtener topologias suficientemente finas en donde por lo menos se
cumplan los axiomas de separacién de Hausdorff y de regularidad
completa.

1.65. DEFINICION. redredred sobre X Una familia A de subconjuntos
de un espacio X se llama red sobre X si para cada x € X y cada
vecindad V' de z, existe A € A tal que v € A C V. Una red A sobre
X se llama red cerrada (resp. compacta) si cada miembro de A es un
conjunto cerrado (resp. compacto).

Una topologia 7 sobre C'(X,Y) se llama topologia
conjunto-abiertatopologiatopologiaconjunto-abierta si existe alguna
red A sobre X tal que la topologia 74 generada usando como subbase

a la familia B(A) de conjuntos de la forma [A, V], donde A € A, V es
abiertoen Yy

(A V] ={f e C(X,Y) :cly(f(A)) SV},

es precisamente la topologia 7; en tal caso denotaremos por C4(X,Y)
al conjunto C'(X,Y’) con la topologia 74. Es facil verificar que si A es
cualquier red sobre X, entonces la topologia de la convergencia
puntual sobre C'(X,Y’) es menos fina que la topologia 7.4; por lo
tanto, las topologias sobre C'(X,Y’) generadas a partir de redes sobre
el espacio X resultan ser topologias Hausdorff. Para asegurar el
axioma de regularidad completa es necesaria una hipétesis adicional
sobre la red A. Primeramente observemos que para funciones
continuas se cumple f(clx(A)) C cly(f(A)); asi que, serd suficiente
considerar de ahora en adelante inicamente redes cerradas; es decir,
red significard, de ahora en adelante, red cerrada.

1.66. LEMA. Sean A una red sobre X y A € A compacto. Si ¢(f) =
Sup,e £(z), para cada f € Ca(X,[0,1]), entonces ¢ : Ca(X, [0,1]) —
[0, 1] es una funcién continua.

Proof DEMOSTRACION: Mostraremos que para cada intervalo abierto
(a,b) en R, la imagen inversa ¢~' ([0,1] N (a, b)) es abierto en
CA(X,[0,1]). Ya que A es compacto, sup,c, f(z) < bsiy sélo si
f(z) < b para cada x € A; entonces se tiene que

¢~ ([0,1] N (a,b)) = (Ca(X, [0,1]) \ [A, (=00, a]]) N [A, (=00, b)].
Pero [A, (=00, a]] es un subconjunto cerrado de C'4(X, [0, 1]). QEDn
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1.67. PROPOSICION. Si A es una red compacta sobre X, entonces el
espacio C4(X,Y") es de Tychonoff.

Proof DEMOSTRACION: Por los comentarios del parrafo anterior al
lema, el espacio C4(X,Y’) es un espacio de Hausdorff. Consideremos
un subbésico [A, V] en C(X,Y)y fo € [A,V]con A€ Ay V un
abierto en Y. Esto serd suficiente para mostrar la regularidad
completa ya que el minimo de una cantidad finita de funciones
continuas es continua. Como f(A) es un subconjunto compacto y el
espacio Y es Tychonoff, existe ¥ € C(Y, 0, 1]) tal que ¥(f(A)) = {0}
y (Y \ V)= {1}. Entonces ¢ € C(C4(X,Y),[0,1]) dada por

¢(h) = sup{¢(h(z)) : v € A},

para cada h € C4(X,Y), satisface que ¢(f) =0y
P(Ca(X,Y)\[A,V]) = {1}. QED O
Algunas veces cuando se trabaja con espacios C4(X,Y), es més
conveniente trabajar con subconjuntos abiertos basicos en el espacio
contradominio Y en lugar de utilizar subconjuntos abiertos
arbitrarios. Desgraciadamente para obtener una simplificacién
adecuada es necesarios poner hipdtesis adicionales a la red A. Una
red cerrada se llama hereditariamente cerrada redredhereditariamente
cerrada si cualquier subconjunto cerrado de un miembro de A es
también uno de sus elementos.

1.68. PROPOSICION. Sean A una red compacta y hereditariamente
cerrada sobre X y S una subbase para la topologia de Y. Entonces la
familia

{[A,9]:Aec A, Ses§}
es una subbase para C4(X,Y).

ProofDEMOSTRACION: Sean A € A, V un abiertoen Yy f € [A, V].
Para cada x € A existe una subfamilia finita S, de S tal que
f(z) e NS €V, y existe una vecindad U, de x en X tal que

clx(U,) C f~4NS:). Como A es compacto, existe A’ C A finito tal

que A CJ{U, : z € A'}. Entonces definimos

W= {[Ancx(U,),8]:x € A, S €8,},

el cual claramente contiene a f. Para demostrar que W C [A, V], sean
g€ W ya€ A Entonces para algun x € A, se tiene que a € U,; asi
que g(x) € NS, C V. QED O
Este resultado permite extender las topologias conjunto-abiertas a R*
de tal manera que R¥ resulte ser un espacio Tychonoff y C4(X) sea
un subespacio denso de R, como en el caso de C,(X). Denotemos
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por (A, V) al conjunto {f € R* : clg(f(A)) C V}, donde A es un
miembro de una red compacta hereditariamente cerrada sobre X y V'
es un intervalo abierto acotado (r,s) en R. Abusando de la notacién
también denotaremos por 74 a la topologia sobre R¥ generada por la

familia B*(A) de todos los conjuntos (A, V).

1.69. PROPOSICION. Si A es una red compacta hereditariamente cer-
rada sobre X, entonces la topologia T4 sobre R* es de Tychonoff.

Proof DEMOSTRACION: Unicamente necesitamos demostrar la
regularidad completa. Consideremos un subbdsico [A4, V] en RX y
fo€e[A,V]con Ae Ay V = (r,s). Pongamos ty = inf fo(A) vy
t; = sup fo(A). Definamos g € C(R) por

(0, sitg<t<t
1, sit<ros<t
t—t
g(t) = 0 sir<t<t
T’—t()
t—1 )
, sit) <t <s.
( s— 11

Entonces deffnase ¢ : R* — R por ¢(f) = sup g(f(4)). Claramente
&(fo) =0y d(YX\ (A, V)) = {1}; asf que resta demostrar que ¢ es
continua. Supéngase que f € R¥ y que 0 < a < ¢(f) <b< 1.
Obsérvese primero que ¢—'([0,)) es un intervalo abierto acotado; asf
W = (A, g7 '([0,b))) es una vecindad de fy. Puesto que para cada
z € A, el conjunto ({z},g7([0,a])) = {f' € R¥ : f'(z) € g7([0,a])}
es el complemento de un conjunto abierto con la topologia producto
(y por lo tanto, el complemento de un conjunto abierto con la
topologia 74), resulta que éste es cerrado en R¥. Entonces

C = {{z}.g7'([0.a])) : z € A}

es cerrado en R¥ y W\ C es abierto. Ademds f € W\ C y si
fr e W\ C, entonces a < ¢(f') < b. Para los casos en que
0<é(f)<bya<o(f) <1,los abiertos Wy R¥ \ C,
respectivamente, cumplen el requerimiento necesario para establecer
la continuidad.QEDn

1.70. PROPOSICION. densidaddensidadde C4(X) Sea A una red com-
pacta hereditariamente cerrada sobre X. El espacio C'4(X) es un sube-
spacio denso de R¥.

Proof DEMOSTRACION: Sean g € R y B =", (4;, Vi) un conjunto
abierto basico de R¥ tal que g € B. Para cada 1 < k < n, sean
S(k,1),...,S(k,p(k)) todos los posibles conjuntos de precisamente k
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enteros positivos menores o iguales a n tales que
N{A;:j€ S(k,i)} #0 para todo 1 < i < p(k), si tales conjuntos
existen. Si k es tal que no existen conjuntos S(k, ), entonces
p(k) =0. Sea m =max{l <k <n:p(k)>0}. Paracadal <k <m
el <i<p(k), sean

Ak,i)y = ({A4;:j € S(k,i)}
V((ki) = ({V;:4 €Sk i)},

Note que cada V (k,i) es un intervalo abierto.

Para cada 1 < k < m, sea M (k) el conjunto de todos los enteros i
tales que 1 <i < p(k) y tal que no existe k' > ke 1 <7 < p(k') con
S(k,i) C S(K',d"). Ahora M(m) # 0, pero M (k) puede ser vacio para
1 <k <m. Paracada 1 <k <m tal que M(k) # 0, y cada i € M(k)

sea a(k,i) € A(k,1). Definamos

D(m) = J{A(k,i): 1 <k <m, M(k)#0, i € M(k)},

y observe que |J {A(m,i):1 <i <p(m)} € D(m). Entonces defina
fm : D(m) — R por f.(x) = g(a(k,i)) si z € A(k,i) paral <k <m
e € M(k). La funcién f,, es continua.

Defina f € C4(X) como sigue. Si m = 1, ya que D(m) es unién ajena
de subconjuntos compactos y X es Tychonoff, basta tomar a f como
cualquier extensiéon continua de f,, a X. Si m > 1, entonces primero
definamos una sucesién { f,,, ..., fi} por induccién. Supdéngase que
1<k<m, D(k+1) C X es compactoy frs1: D(k+1) — R es una
funcién continua tal que

Jer1(D(k+1)NA(k +1,4)) CV(k+1,4)

para 1 <i<p(k+1)yqueparak <m—1, D(k+2) C D(k+1)es
compacto y fey1 |pe+2)= fr+2. Para definir f; : D(k) — R, primero
sea D(k,1) = D(k+1)UA(k,1) y sea fr1: D(k,1) — R una
extension continua de fi,; tal que fi1(A(k, 1)) C V(k,1); tal
extension continua existe pues D(k, 1) es normal y D(k + 1) es
cerrado en D(k,1). Ahora sea D(k,2) = D(k,1) U A(k,2) y sea
fr2 : D(k,2) — R una extensién continua de fj; tal que
frs(A(k,2)) C V(k,2), existe por la misma razén que existe fj ;.
Continué encontrando extensiones continuas de esta manera hasta
que frpk) : D(k,p(k)) — R haya sido definida. Esto define nuestra
sucesion { fo, ..., f1}. Finalmente sea f una extensién continua de
fia X. Se sigue que f € BN Cy(X) como se deseaba. QEDn

1.71. PROPOSICION. Sean A y B dos redes cerradas sobre X y Y un
espacio que contiene una trayectoria no trivial o : I — Y. Si 74 C 73,
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entonces cada miembro de A estd contenido en una unidn finita de
miembros de B.

Proof DEMOSTRACION: Consideremos la funcién constante
0(0): X =Y yseaV =Y \{o(1)}. Tomemos cualquier A € A.
Entonces [A, V] es una vecindad de ¢(0) con la topologia 74; asi que
existen B; € B para cada 1 < i < n, de tal manera que la una
vecindad béasica W = [By, V]| N ---N[B,, V] de 0(0) esta contenida en
[A,V]. Sea B =J,_, B; y supongamos que existe algin punto
x € A\ B. Como X es Tychonoff, existe f € C(X,[0,1]) tal que
f(B)={0}y f(z) = 1. Entonces o o f € W mientras que
oo f ¢ [A,V]lo cual es una contradiccién. Por lo tanto A C B.
QED O
En secciones anteriores cuando Y es un espacio métrico y A es la red
sobre X de los conjuntos finitos o la de todos los conjuntos
compactos, la convergencia de redes en C4(X,Y") se caracteriza por la
convergencia uniforme sobre los elementos de A; es decir,
convergencia uniforme sobre los conjuntos finitos, que no es otra que
convergencia puntual, y convergencia uniforme sobre los subconjuntos
compactos. Lo que se esperaria es que la convergencia de una red en
CA(X,Y) se caracterice por la convergencia uniforme de la red sobre
los elementos de A. El problema es que nuevamente para poder
demostrar una de las implicaciones es necesario la hipdtesis adicional
de que los miembros de A son conjuntos compactos.

1.72. PROPOSICION. Sean A una red sobre X y Y un espacio métrico.
Si (fa)rea es una red en Cy(X,Y) que converge a f € C(X,Y), en-
tonces la red (fy |a)xea converge uniformemente a f |4 para cada
A € A. Si ademas A es una red compacta, entonces la implicacion
reciproca también se verifica.

La demostraciéon es de rutina (preferimos que la realice el lector).
Pasaremos a estudiar el comportamiento de las funciones importantes
entre los espacios de funciones. Empezaremos por formular la
proposicién andloga a la Proposicién 1.5 para C4(X,Y).

1.73. PROPOSICION. Si A es cualquier red sobre X , entonces la funcién
& Y — Cu(X,Y) que a cada y € Y le asigna la funcién constante
¢y : X — Y es un encaje cerrado.

Proof DEMOSTRACION: Es suficiente mostrar que para cada A € Ay
cada abierto V en Y, la imagen inversa &' ([4, V]) es precisamente
V. Ahora, y € V si y sdlo si ¢, € [A, V] siy sélo siy € &71([A, V]).

QED 0
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Otro tipo de funciones son las funciones inducidas
gx:C(X)Y)—=C(Z)Y)cuando g: X — Z,y
f#*:C0(Z,Y)— C(X,Y) cuando f: X — Z.

1.74. PROPOSICION. Sig:Y — Z es una funcién continua, entonces:
(a) g» : C(X,Y) — C(X, Z) es inyectiva si y solo si g es inyectiva.

(b) Sigs : C(X,Y) — C(X, Z) es sobreyectiva, entonces g es sobreyec-
tiva.

(c) Si A es una red sobre X, entonces gx : C4(X,Y) — C4(X,Y) es
continua. Mas atn, si g es un encaje también g4 lo es.

1.75. PROPOSICION. Si X — Z es una funcién continua, entonces:
(a) f#* : C(Z,Y) — C(X,Y) es inyectiva si y sélo si f(X) es un
subespacio denso de Z.

(b) Si A es una red sobre X y f#(C(Z,Y)) es un subespacio denso de
CA(X,Y), entonces f es inyectiva.

(c) Si A es una red compacta y f es inyectiva, entonces f#(C(Z,R))
es un subespacio denso de C'4(X,R).

Para el tratamiento de las propiedades de continuidad de f# es til
introducir la siguiente terminologia: si f : X — Z es una funcién, A
es una red sobre X y B es una red sobre Z, decimos que A puede
f-aproximarse por B redredque puede f-aproximarse si para cada
A € Ay cada vecindad U de f(A), existe B € B tal que
f(A) C B C U. También decimos que B puede f~'-aproximarse por
A si para cada B € By cada vecindad V' de B, existe A € A tal que
BC f(A)C V.

1.76. PROPOSICION. Sean f : X — Z una funcién continua, A una
red sobre X y B una red compacta sobre Z.

(a) Si A puede f-aproximarse por B, entonces f#* : Cg(Z,Y) —
CA(X,Y) es continua.

(b) Si f es sobreyectiva y B puede f~!-aproximarse por A, entonces
f#:Cp(Z,Y) — C4(X,Y) es abierta sobre su imagen.

(c) Si f es sobreyectiva, A puede f-aproximarse por B y B puede f~!-
aproximarse por A, entonces f# : Cs(Z,Y) — C4(X,Y) es un encaje.

Proof DEMOSTRACION: (a) Supéngase que f#(g) € [A, V], donde
g€ Cp(Z,Y), Ac Ay V es un abierto en Y. Existe B € B tal que
f(A) € B C g (V). Entonces [B,V] es una vecindad de g en
Co(Z,Y) tal que #((B,V]) C [4, V],

(b) Como f# es inyectiva por la Proposicién 1.75(a), es suficiente
usar un conjunto abierto subbésico en Cp(Z). Asi sea g € [B, V],
donde B € By V es abierto en Y. Podemos sustituir a V' por un
abierto V" en Y tal que g(B) C V' C cly (V') C V. Entonces existe
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A€ Atal que B C f(A) C g~ }(V'); ademds para este A se tiene que
[A, V'] es una vecindad de f#(g) en C4(X,Y). Para verificar que
[A7 V/] n f#(CB(Z7 Y)) C f#([B> V])’ s€a f#(gl) < [A’ V/] para algﬁn
g € Cp(Z,Y). Entonces

cly(¢'(B)) € cly (¢'(f(A))) S V.

(c) Se sigue de (a), (b) y la Proposicién 1.75(a). QED O
Finalmente, sabemos que la evaluacién e, : C,,(X,Y) — Y dada por
e.(f) = f(z) es continua y que 7, C 74 para cualquier red A sobre X;
asi entonces también la evaluacién e, : C4(X,Y) — Y es una funcién
continua, la pregunta inmediata es ;jCuando X puede encajarse en un
espacio de la forma Cg(C4(X))? La respuesta la daremos a
continuacion, el lector tendra la oportunidad de realizar la
demostracion.

1.77. PROPOSICION. Si A es una red sobre X y B es una red compacta
sobre C4(X), entonces la evaluacion canénica ¢ : X — Cp(C4(X))
asociada a la familia C'(X) que estd dada por (x) = e,, es un enca-
Jjamiento.

. Que podemos decir sobre estructuras algebraicas sobre los espacios
CA(X,Y), cuando Y posee estructura algebraica? Siempre que A sea
una red compacta hereditariamente cerrada sobre X y Y sea un
espacio vectorial topoldgico localmente convexo, entonces C4(X,Y)
es también un espacio vectorial topoldgico localmente convexo. Aqui
formularemos lo referente al caso cuando Y es un grupo topoldgico, el
caso mas general y otras propiedades que fueron establecidas en la
Seccion 1.3 apareceran en los ejercicios.

1.78. PROPOSICION. Si A es una red compacta hereditariamente cer-
rada sobre X y Y es un grupo topoldgico, entonces C4(X,Y) es un
grupo topoldégico.

Proof DEMOSTRACION: Sea [A, V] una vecindad subbdsica de f — g
en Cy4(X,Y). Ya que Y es un grupo topoldgico, para cada a € A
existen vecindades U, y U de a en Y tal que U, — U, C V. Por otra
parte como f y g son funciones continuas, existe una vecindad N, de
aenY tal que f(N,) CU,y g(N,) CU.. Pero como A es compacto,
existe A" C A finito tal que A C [J{N,:a € A’}. Sean

S = (V{IANcy(No),Ud] : a € A’}
T = ({[ANdy(N,), U] a€ A}
Entonces S — T C [A,V]. QED O
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Para terminar la secciéon veamos algo sobre compacidad.
Primeramente, como en la Secciéon 1.5, en virtud de la Proposicion
1.73, si el espacio C4(X,Y) satisface una propiedad topolégica
débilmente hereditaria, necesariamente Y debe satisfacer esta
propiedad. Por otra parte, con la técnica de la Proposicion 1.37,
deducimos que para que un espacio C4(X,Y’) sea pseudocompacto,
necesariamente Y debe ser pseudocompacto. Por tiltimo veamos qué
podemos decir de la compacidad local. La idea es generalizar el
procedimiento realizado en la Proposicién 1.40; sin embargo, RX no
necesariamente es un grupo topolégico cuando se considera con la
topologia 74 (ver Ejercicio 12). Este inconveniente lo solucionaremos
con ayuda de la Proposicion 1.70 encontrando un subgrupo adecuado
de R¥. Sea

FA(X)={feRY: VA€ A, f|ae C(A)};

es decir, es el conjunto de todas las funciones de X en R que al
restringirse a cada miembro A de la red A sobre X resultan ser
funciones continuas de A en R. Claramente F4(X) es un subgrupo
algebraico de R¥. La ventaja de F4(X) es que si es un grupo
topoldgico.

1.79. PROPOSICION. Si A una red compacta hereditariamente cerrada
sobre X, entonces F4(X) es un grupo topoldgico.

Proof DEMOSTRACION: Sean f,g € FA(X)y (A, V), con Aec Ay V
un intervalo abierto acotado, un subbasico tal que f — g € (A4,V).
Como la operacién de resta en R es continua y f |4, g |4 son
funciones continuas de A en R, podemos inferir la existencia de € > 0
tal que para cada a € A,

(f(a) — € fla) +€) = (9(a) — € g(a) +€) C V.

También por la continuidad de f |4 y g |4, existe una vecindad U, de
aen X tal que f(U,NA) C (fla) =&, fla)+5)y
g(U.NA) C (g9(a) — 5,9(a) + 5). Ya que A es compacto, existen
{ai,...,a,} C Ay subconjuntos compactos Ay, ..., A, de A tales que
A=, Ay A CU,, para cada 1 <i <n. Entonces
By = Nizy (A, (f(ai) — € fai) +€)) v
By =N, (A, (g(a;) — €, g(a;) + €)) son vecindades de f y g,
respectivamente. Ademds By — By C (A, V); en efecto, si
t € clg <(f— E)(A)), para algunas fE By y g € By, entonces existe

z € A tal que f(z) — g(z) — $<t< Flz) —g(z) + 5. Pero también
existe 1 < i <n tal que z € A;, por lo que
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flai) —g(a;) — 5 <t < f(a;) — g(a;) + 5.; de donde se concluye que
teV. QEDn

1.80. PROPOSICION. Sean A una red compacta hereditariamente cer-
rada sobre X. Si C4(X) es un espacio localmente compacto entonces
Fu(X) = Ca(X).

Proof DEMOSTRACION: C4(X) es un subgrupo topoldgico denso de
F4(X). La Proposicién 1.40 puede ser modificada para el grupo
topolégico F4(X), de donde se deduce el resultado. QED O
Cuando A es la red de todos los subconjuntos compactos de X, la
proposicién anterior nos dice que si Cx(X) es un espacio localmente
compacto, entonces una funcién f : X — R es continua si y sélo si su
restriccion a cada subconjunto compacto es una funciéon continua. Los
espacios que cumplen la ultima propiedad se llaman kg-espacios; y
entonces tenemos que si Cy(X) es localmente compacto X debe ser
un kg-espacio. Los espacios en los cuales la continuidad secuencial
implica la continuidad son ejemplos de kr-espacios; esto es porque la
continuidad sobre los subconjuntos compactos implica la continuidad
sobre el conjunto compacto {x, : n € N} U {x} para cualquier
x, — x. Asi cualquier espacio primero numerable es un kg-espacio.
Otra clase de kg-espacios son los k-espacios; en efecto, si X es un
k-espacio y f : X — R es una funcién la cual es continua sobre cada
subconjunto compacto K de X, entonces para cualquier abierto V' en
R, fYV)NK = f | (V). Asi f73(V) es abierto en X y f es
continua. Sin embargo, no cualquier kg-espacio es un k-espacio.
Una conclusién mas profunda sobre la compacidad local de C4(X)
puede obtenerse si consideramos a C'4(X) como un espacio vectorial y
usamos el hecho de que un espacio vectorial topolégico es localmente
compacto si y sélo si es de dimensién finita [?, pag. 17].

1.81. PROPOSICION. Si A es una red compacta hereditariamente cer-
rada sobre X, entonces C4(X) es localmente compacto sobre X siy
solo si X es finito.

EJERCICIOS

(1). Demuestre la Proposicién 1.72.

(2). Demuestre que si A es una red sobre X y A’ es la familia de
uniones finitas de elementos de A, entonces A’ es una red sobre
XyTa="Ty.

(3). Demuestre la Proposicién 1.74.

(4). Demuestre la Proposicion 1.75.
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(10).

(11).

(12).

(13).

(14).

(15).
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. Dar una condicién suficiente para que f# : C(Y) — C(X) sea

sobreyectiva, cuando X sea un subespacio de Y y f el mapeo
inclusién.

. Sean f € C(X,Y) y sean A y B redes compactas sobre X y

Y, respectivamente. Demuestre que:
(a) f# : Cp(Y) — C4(X) es continua si y sélo si B puede
f~-aproximarse por A.
(b) f# : Cs(Y) — C4(X) es abierta sobre su imagen si y
sélosi f(X) escerradoenY y {BN f(X) : B € B} puede
f~l-aproximarse por A.

. Demuestre la Proposicion 1.77.
. Sean A una red compacta hereditariamente cerrada sobre X y

{Ya},ea s una familia de espacios. Demuestre que:
(a) Ca(X,[Iaen Ya) es homeomorfo al [T ., Ca(X,Ys,).
(b) Si ademés cada Y, es un élgebra topoldgica, entonces el
algebra, C4(X, ] cp Ya) es topoldgicamente isomorfa a
el dlgebra [[,cp Ca(X,Ys,).

. Supdngase que para cada o € A, se tiene una red cerrada en

un espacio X,. Sea B = J ., Aa- Demuestre que:

(a) C (> pep Xa»Y) es homeomorfo a [T, ., Ca. (Xa,Y).

(b) Si ademds Y es un dlgebra topoldgica, Ci (3 ,cp Xa,Y)

es topolégicamente isomorfa a [ ., Ca, (Xa,Y).

Demuestre que si A es una red compacta hereditariamente cer-
rada sobre X y Y es un algebra topoldgica, entonces C4(X,Y)
también es un algebra topoldgica, y que si Y es un espacio vec-
torial topoldgico localmente convexo, entonces asi es C4 (X, Y).
Demuestre la Proposicion 1.40 para C4(X,Y’) cuando A es una
red compacta hereditariamente cerrada sobre X.
[?] Para f € R¥, defina @, : RX — RX por @(g) = f+g. De-
muestre que si A es una red compacta hereditariamente cerrada
sobre X, entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

(a) @y es un homeomorfismo.

(b) @ es continua.

(c) f € Fa(X).
[?, pag. 65]Sea J un conjunto no numerable. Demostrar que
N7 con la topologfa producto es un kg-espacio pero no un k-
espacio.
Muestre que F4(X) es un espacio vectorial topolégico sobre R,
en el caso de que A sea una red compacta hereditariamente
cerrada sobre X.
Demuestre la Proposicion 1.81 usando el resultado de espacios
vectoriales topoldgicos.
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