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Introducciéon

En la matematica actual los conceptos topoldgicos estan presentes
en todas sus areas y hoy en dia seria impensable concebir un matematico
que desconociera los elementos mas béasicos de la Topologia.

Actualmente, la Topologia es dividida en varias subdreas como lo
son la Topologia Conjuntista, la Topologia Geométrica, la Topologia
Diferencial, la Topologia Algebraica, etc. La razén de ello es la gran
gama de métodos propios y la gran diversidad de aplicaciones que poseen
cada una de ellas. Sin embargo, todas estas subareas conservan una parte
en comun a la que se le suele llamar Topologia General.

A pesar de que el término Topologia General no es muy preciso y su
significado varia segin quien lo utiliza, es de consenso incluir como ele-
mentos de la Topologia General tanto el estudio de los espacios métricos
y sus generalizaciones — en particular, los espacios paracompactos —
como el analisis de conceptos tan fundamentales en matematicas como
son la compacidad y la conexidad.

Nosotros, ademas, hemos incluido algunos elementos sobre estruc-
turas topolégico algebraicas como los espacios de funciones continuas y
los grupos topoldgicos, y también algunas aplicaciones sencillas que la
logica y la teoria de conjuntos, la combinatoria infinita y la teoria de los
numeros cardinales han aportado al crecimiento de la Topologia.

Con este libro pretendemos proporcionar al lector los elementos basi-
cos de esta cada vez mas importante area de las matematicas, intro-
duciendolo al mundo de los espacios topolégicos abstractos y de sus
objetos y relaciones elementales (conjuntos abiertos, cerrados, funciones
continuas, limites de sucesiones), familiarizandolo con ejemplos tanto
geométricos (subespacios de R™) como conjuntistas (espacios definidos
por relaciones de orden) y algebraicos (espacios de funciones continuas y
grupos topolégicos), motivandolo a aprender y ejercitarse en las técnicas

vii
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viii Introduccion

basicas. Incluimos en el texto los conceptos y un primer estudio de al-
gunas de las clases de espacios topoldgicos fundamentales como son los
espacios Tychonoff, normales, compactos y conexos, y las construcciones
bésicas del cociente y el producto de espacios.

El libro esta dividido en tres partes. La primera, presentada en los
capitulos 1 y 2, trata los temas elementales de conjuntos abiertos, bases
y operador de Kuratowski; en esta primera parte se dan ejemplos sen-
cillos y demostraciones detalladas. Una segunda parte la constituyen
los capitulos 3, 4 y 5 que estudian funciones continuas, construccion de
espacios a partir de espacios dados, y primeros axiomas de separacion,
con ejemplos y técnicas més complicados que aquellos presentados en los
capitulos 1 y 2. Finalmente, en los capitulos 6, 7 y 8 se colocan los re-
sultados fundamentales; se analizan los espacios Tychonoff, compactos
y conexos. Los materiales en estos ultimos capitulos son complejos y
requieren de un buen grado de asimilacién de los primeros capitulos
para ser comprendidos. Ademads, incluimos un apéndice en donde enu-
meramos algunas de las relaciones, nociones y resultados bésicos de
la Teoria de Conjuntos que se emplean a lo largo de la obra. En las
secciones llamadas Ejercicios se incluyen desde problemas que simple-
mente pretenden aumentar las habilidades del lector relacionadas con
los conceptos y técnicas presentadas en el libro, hasta problemas que
proporcionan informacion adicional relevante, y que tienen un grado de
complejidad importante.

En el centro de la obra hemos colocado varios de los teoremas esen-
ciales de la Topologia General como son el Teorema de Tychonoff sobre
la compacidad del producto de espacios compactos, el Lema de Urysohn
que proclama la equivalencia entre la normalidad y la normalidad com-
pleta o funcional, y el teorema de inmersién de Tychonoff que garantiza
que la clase de los espacios Tychonoff coincide, esencialmente, con la
clase de todos los subespacios de los cubos de Tychonoff [0, 1]*.

Todos estos temas los presentamos presuponiendo que el lector estd
familiarizado con los niimeros reales, sus operaciones de suma y pro-
ducto y su relacion de orden. Ademads consideramos que el lector tiene
conocimientos bésicos de Calculo Diferencial e Integral, que ha traba-
jado con sucesiones e induccion matematica, y que conoce los elementos
basicos de la Teoria de Conjuntos.

Esta obra fue elaborada a partir de varios materiales que han servido
a los autores como notas en sus cursos de este tema en la Facultad de
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Ciencias de la Universidad Nacional Auténoma de México, e intenta pre-
sentar los materiales clasicos de los cursos introductorios de esta materia
acompanados por figuras ilustrativas y con una suficiente cantidad de
ejemplos tanto elementales como de trascendencia.

El lector puede completar lo expuesto aqui, con la consulta de los
siguientes textos: [26], [30], [60], [61] y [68]. También recomendamos las
lecturas [9], [10] y [31] que presentan de manera més extensa algunos de
los materiales expuestos en este libro.

Los autores
México, D.F.
Enero de 2015
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Capitulo

Espacios topolégicos

En matematicas se trabaja frecuentemente con la idea de proximi-
dad. Los conceptos de limite de una sucesién y de continuidad de una
funcién son nociones de esta indole. Por ejemplo, la idea de la conver-
gencia de una sucesién (z,)nen @ un punto z en R se refiere a que el
punto x, estd muy cerca de z cuando n es suficientemente grande. Esto
lo denotamos con el simbolo z,, — z, y significa que para cada ntimero
real positivo €, existe un ng € N tal que e(z,z,) < € para todo n > ny.
Aqui e denota la distancia euclidiana en R™, la cual estd definida por

m

e(a,y) = (| Y _(wi —vi)?

=1

cuando x = (z1, ..., ) v ¥ = (y1,-..,Ym). De manera semejante, una
funcién f : R™ — RF es continua en un punto z si para cada punto x
cercano a z, su imagen f(x) bajo f es proxima a f(z); es decir, para
cada € > 0 existe un real positivo 0 tal que e(f(z), f(2)) < € cuando
e(z,z) < 6.

Otro concepto que estd también basado en la idea de cercania es el de
la convergencia uniforme: una sucesién (f,)nen de funciones definidas
en [0,1] y con valores reales, converge uniformemente a una funcién f
(en simbolos, f, = f) si para cada nimero natural n suficientemente
grande, las graficas de f,, y de f son muy parecidas y estan muy préximas
una de la otra (véase la figura 1). Mas formalmente: para cada € > 0
podemos encontrar un nimero natural ng tal que e(f(z), f(z)) < € para
todo z € R y todo n > ng.

En los espacios euclidianos R™ conocemos ya un algoritmo que nos
permite determinar cudndo dos puntos estan préoximos. En efecto, xq es
vecino o cercano a y en R si e(xp,y) es un nimero real muy pequero.

1
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Ficura 1. Convergencia uniforme.

En forma general, si g es un punto en R™ y F' es un subconjunto no
vacio de R™, entonces x estd préximo a F' si inf{e(zg,x) : * € F'} es
un numero real pequeno.

Podemos traducir estas ideas que deciden proximidad entre puntos
y conjuntos en R™, utilizando subconjuntos especiales de R™. Veamos
como: para r € R™ y r € RT, denotaremos con B(z,r) al conjunto
{y e R™ : e(x,y) < r}. Definamos B = {B(z,r) :z € R y r € RT}.

Obsérvese ahora que la idea de cercania entre zg y  en R™ que ex-
presamos en términos de su distancia, es equivalente a decir x € B(xq, )
y 7 es un nimero positivo muy cercano al cero.

También podemos decidir cudndo una funcién f : R™ — R* es con-
tinua en un punto zy haciendo uso de colecciones como B. En efecto, f
es continua en zg si para cada r € RT, por muy pequeiio que sea, pode-
mos encontrar un s € R* tal que f(B(zo,s)) C B(f(xo),r). Concluimos
pues que una coleccién de subconjuntos de R™, como es B, nos permite
hablar de cercania entre puntos y subconjuntos de R™ y de continuidad
de funciones.

En la siguiente seccién definiremos formalmente las nociones de dis-
tancia o métrica y de espacio métrico, mencionaremos algunos ejemplos,
introduciremos los conjuntos abiertos en espacios métricos y utilizaremos
estos conjuntos para definir convergencia de sucesiones y funciones con-
tinuas en esta clase de espacios. En las secciones subsiguientes generali-
zaremos, tomando en cuenta nuestra experiencia con espacios euclidianos
y métricos, el concepto de cercania usando colecciones de subconjuntos.
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1. Espacios métricos

Una métrica o distancia en un conjunto X no vacio es una funcién d :
X x X — RTU{0} que satisface los siguientes axiomas para cualesquiera
z,y,z € X:

(i) d(xz,y) = 0 si, y sblo si, z =y,

(ii) d(z,y) = d(y, =) (simetrfa), y

(iii) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) (desigualdad del tridngulo),
en donde R es el conjunto de ntimeros reales estrictamente mayores
que 0.

1.1. EJEMPLOS.

(a) La funcién e con dominio R x R y valores en RT U {0} definida
por e(x,y) = |r — y| es una métrica en R; y, de manera mas
general, en R™ la funcién

e((z1y ey Tm),s (Y1 ooy Ym)) =

es una métrica en R™ llamada métrica euclidiana (o métrica
usual).

(b) Para cualquier conjunto X no vacio, la funcién € : X x X —
R* U {0} definida como

0 siz=y

f(m,y)—{ 1 Si.’B;féy
es una distancia, como se puede verificar facilmente. Esta
métrica es la llamada métrica discreta sobre X (véase el ejerci-

cio (2) en 1.B).

Si X es un conjunto y d es una funcién distancia en X, entonces a
la pareja (X, d) le llamaremos espacio métrico. Asi, las parejas (R™,e)
y (X, &) son espacios métricos.

Los espacios métricos constituyeron la primera clase de espacios abs-
tractos a la cual varias nociones y resultados relacionados a espacios
euclidianos, pudieron ser generalizadas. Los espacios métricos fueron
introducidos y estudiados por M. Fréchet en 1906 [29].

Dado un espacio métrico (X, d) es posible considerar una coleccién
de subconjuntos que tienen particular importancia: para cada x € X y



“librocasarrubiastamariz” — 2015/1/20 — 7:15 — page 4 — #14 gf

4 1. Espacios topoldgicos

cada ndmero real positivo 7, tomamos el conjunto
B(z,r)={y € X : d(z,y) <r}.

A este conjunto le llamaremos bola abierta con centro en = y de radio
r (véase la figura 2). A partir de las bolas abiertas en (X, d) definimos
lo siguiente:

FiGuRrA 2. Bola abierta con centro en x y radio 7.

1.2. DEFINICION. Un subconjunto A de un espacio métrico (X, d) es
abierto si para cada x € A existe r > 0 tal que B(z,r) C A.

Denotaremos con Ty a la coleccién de subconjuntos abiertos de (X, d).
Esta coleccion cumple las siguientes propiedades.

1.3. TEOREMA. Para un espacio métrico (X,d), la coleccion Ty satis-
face:

(1) los subconjuntos O y X pertenecen a Ty;

(2) la interseccion de dos elementos en Ty pertenece a Ty; y

(3) la union de cualquier coleccion de subconjuntos abiertos en
(X,d) es también un elemento de T.

DEMOSTRACION. (1) El conjunto () es abierto ya que no contiene ningtin
punto. Ademds X = J .y B(z,1).

Verifiquemos ahora que en efecto T, satisface (2): sean E; y Es dos
elementos en T,. En el caso en que E1 N Ey = (, el resultado se sigue de
(1). En caso contrario, para cada x € Ey N 9, existen r1,ro € RT tales
que B(z,7m1) C Ey y B(x,r2) C Es. Ahora, sea r, igual al minimo entre
r1 y r2. Resulta que B(z,r,) C Ey N Es.
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(3) Sea A una coleccién de elementos en Ty y sea x € | JA. Existe
A € A tal que x € A. Como A es abierto, existe r > 0 tal que B(x,r) C
A CJA. Como z fue elegido arbitrariamente concluimos que |JA € T,.
X

1.4. DEFINICIONES.

(1) Una sucesion en un conjunto X es una funcién de N en X. La
sucesién n — x,, serd representada por (Z,)pen-

(2) Una sucesion (zp)nen de puntos en un espacio métrico (X, d)
converge a un punto z € X si para cada € > 0 existe ng € N tal
que d(z,x,) < € para cualquier n > ny.

(3) Una funcién f : (X,d) — (Y, p) entre espacios métricos es con-
tinua en un punto z € X si para cada ¢ > 0, existe 6 > 0 tal
que p(f(2), f(z)) < € cuando d(z,z) < 4.

(4) Una funcién f : (X,d) — (Y, p) entre espacios métricos es con-
tinua en X, o simplemente continua, si f es continua en cada
punto x de X.

Podemos expresar los conceptos de convergencia de sucesiones en
espacios métricos y de funcién continua entre espacios métricos usando
exclusivamente la nocién de conjunto abierto como vemos en los siguien-
tes teoremas.

1.5. TEOREMA. Una sucesion (xn)neny en (X,d) converge a z € X si
y sdlo si para cada subconjunto abierto A de (X,d) que contiene a z,
existe ng € N tal que x,, € A para cualquier n > ng.

DEMOSTRACION. Si (2, )nen converge a z y A es un abierto de (X, d) que
contiene a z, entonces existe € > 0 tal que B(z,¢) C A. Por definicién de
convergencia, existe ng € N tal que d(z,z,) < € para cualquier n > ny.
Por lo tanto, =, € B(z,¢€) C A para cualquier n > nyg.

Ahora demostremos el inverso. Sea e un nimero estrictamente mayor
que 0. La bola B(z,€) es un conjunto abierto que contiene a z. Por
hipdtesis, existe ng € N tal que x,, € B(z,¢€) para cualquier n > ny.
Pero esto quiere decir que d(z,x,) < € para cualquier n > ny. X

1.6. TEOREMA. Una funcion f: (X,d) — (Y, p) es continua en el punto
z € X siy sdlo si para cada subconjunto abierto A de (Y, p) que contiene

al punto f(z), existe un subconjunto abierto B de (X, d) que contiene a
z tal que f[B] C A.
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DEMOSTRACION. Sea f: (X,d) — (Y, p) continua en el punto z € X y
sea A un conjunto abierto de (Y, p) que contiene al punto f(z). Entonces,
existe € > 0 tal que B(f(z),e) C A. Por la continuidad de f en z, existe
0 > 0 tal que si d(zx, z) < J, entonces p(f(z), f(z)) < e. Asi, B= B(z,0)
satisface f[B] C A.

Ahora supongamos que para cada abierto A que contiene a f(z)
podemos encontrar un abierto B que contiene a z tal que f[B] C A.
Sea € un ndimero real estrictamente mayor que 0, y sea A = B(f(z),€).
Por hipdtesis, existe un abierto B tal que z € By f[B] C A. Por la
definicién de conjunto abierto, existe § > 0 tal que B(z,d) C B. Por lo
tanto, si d(x, z) < d, entonces p(f(z), f(2)) < e. Es decir, f es continua
en z. X

Estos ultimos teoremas muestran la importancia de los conjuntos
abiertos en un espacio métrico, y las propiedades de los conjuntos abier-
tos mostradas en el teorema 1.3 seran la base para dar la definicién de
espacio topolégico en la siguiente seccién.

1.7. EJEMPLO. Terminamos esta secciéon dando un ejemplo de espa-
cio métrico mas complejo que involucra al conjunto C(I) de las funciones
continuas con valores reales definidas sobre el intervalo unitario cerrado
I =10,1]. Este conjunto tiene propiedades muy interesantes. Por ejem-
plo, si f y g pertenecen a C(I), entonces la funcion f + g definida como

(f +9)(@) = f(z) + 9(x),

también es un elemento de C'(). Lo mismo se puede decir de la funcién
A-f,endonde A € Ry f € C(I), definida por (\- f)(z) = A f(x).
Ademss, si f € C(I) entonces sup{ f(z) : © € I'} es un ntimero real. Asi,
podemos definir la funcién do, : C(I) x C(I) — RT U {0} dada por

doo(f,9) = sup{|f(z) — g(x)| : x € T}.

Resulta que d es una métrica en C(I). En efecto, demostremos
que do, satisface la desigualdad del tridngulo (es fécil verificar que d
cumple las restantes condiciones que caracterizan a una métrica). Sean
f, g v h tres funciones en C(I). Para cada z € [0, 1] se cumple que

[f(z) = h(z)| < [f(z) = g(x)] + [g(x) — h(z)].
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Por lo tanto
|f(x) = h(z)]| sup{|f(y) — g(W)| + [g(y) — h(y)| : y € [0,1]}

sup{|f(y) —g()|:y € [0,1]} +

sup{lg(y) — h(y)| : y € [0,1]} =

doo(f, 9) + deo(g, ).

NN

Esto implica que

doo(f; 1) = sup{|f(y) — h(y)] : y € [0,1]} < doo(f, 9) + doo(9, 1)
Se suele denotar por L*(C(I)), o como Cy(I), al espacio métrico

(C(I), doo)-

2. Espacios topologicos

Daremos el nombre de topologia en un conjunto dado X, a una coleccién
de subconjuntos de X que tenga ciertas caracteristicas que nos permi-
tan medir de alguna manera la cercania o lejania de los objetos que
pertenecen a X con respecto a un subconjunto fijo £ C X. Por ejemplo,
deseamos determinar cuando un punto x € X se encuentra “adherido”
o “pegado” a E, o cudndo un subconjunto A de X estd “lejos” de E.
Para determinar las propiedades de una tal coleccién de subconjuntos
usaremos nuestra experiencia con espacios métricos obtenida a partir de
lo tratado en la introduccién de este capitulo y en la seccién anterior.

1.8. DEFINICIONES.

(1) Una topologia en un conjunto X es una familia T de subcon-
juntos de X que satisface las siguientes condiciones:
(A1) el conjunto vacio ) y X pertenecen a T,
(A2) si A,B €T, entonces ANB €T,y
(A3) si A C T, entonces (JA € T.

(2) Si T es una topologia en X, a la pareja (X,7T) le llamaremos
espacio topoldgico, y los elementos que pertenecen a T reciben
el nombre de subconjuntos abiertos de X.

Obsérvese que la condicién (A2) en 1.8 inciso (1) implica, usando un
proceso inductivo, que la interseccién de cualquier subcoleccién finita de
elementos en T, también es un elemento en T (demuéstrese).

Los primeros intentos por definir estructuras topoldgicas se deben
a M. Fréchet y a F. Riesz entre los anos 1906 y 1908. La primera
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definicion satisfactoria al respecto fue dada por F. Hausdorff en 1914
[33] en términos de sistemas de vecindades, de manera semejante a lo
expresado en la proposiciéon 1.30 que se presenta méas adelante.

1.9. EJEMPLOS.

(1)

(2)

Sea X = {a,b,c}. La colecciéon T = {0, X, {a},{a,b}} es una
topologia en X. ;Es posible construir en este conjunto X una
topologia diferente a T7 (véase el ejercicio (1) en 1.B).

Para cualquier conjunto X, la coleccién P(X) de todos sus
posibles subconjuntos satisface los axiomas que definen una
topologia. A ésta le llamaremos topologia discreta en X, y
a la pareja (X, P(X)) espacio discreto X.

También es facil verificar que la coleccién {), X } es una topologia
en un conjunto dado X. A ésta le llamamos topologia indiscreta
en X,y (X,{0, X}) es un espacio indiscreto.

La coleccion Tp = {0, {0}, {0,1}} es una topologia para el con-
junto X = {0,1}. La pareja 8 = ({0,1}, Tp) es llamado espacio
de Sierpinski.

Ahora describiremos la topologia cofinita. Sea X un conjunto
cualquiera y

T={0}U{ECX: X\FE es finito }.

De las férmulas de De Morgan se desprende que T es una
topologia en X. En efecto, la condicién (A1) en la definicién
1.8.1, se satisface trivialmente. Ahora, si A y B son elementos
no vacios en T, entonces X \ (ANB) = (X \A)U(X \ B) es un
conjunto finito ya que es la unién de dos conjuntos finitos; por
lo tanto, AN B € T. Por iltimo tenemos que si A C T, o bien
A C {0}, en cuyo caso [JA =0 € T, o bien existe un elemento
no vacio Ag € A, y entonces X \ JA ={X\A: Aec A} C
X \ Ap. Como X \ Ay es finito, asi también lo es X \ A, v
por lo tanto [ JA pertenece a T. ;A qué es igual la topologia
cofinita en un conjunto finito X7

Dado un espacio métrico (X, d), el teorema 1.3 nos garantiza
que la coleccién Ty, = {0} U{F C X : E es uni6n de bolas
abiertas} es una topologia en X que llamaremos topologia en
X inducida por la métrica d.

En el conjunto de los niimeros reales R hay una topologia de particu-
lar importancia; aquella determinada por la métrica euclidiana e(x,y) =
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|x —y|. Las bolas abiertas en (R, e) coinciden con los intervalos abiertos
(a,b) ={zr € R:a <z < b}, con a <b. En efecto, (a,b) = B(z,r) en

a+tb la—b|

donde x = %57 y r = —5—. De esta manera la topologia euclidiana en

R es
T ={E CR: F es la unién de algunos intervalos abiertos} U {(}}.

En general, la topologia euclidiana o usual en R™ esta definida por
la métrica euclidiana definida en la seccién anterior. La bola abierta
B(z,r) es el conjunto

{yeR™: V(w1 —y1)> + -+ (@ — ym)? <7}
en donde x = (21, ..., Zm) Y ¥y = (Y1, .-, Ym), y un subconjunto £ de R™
pertenece a la topologia T, si para cada x € E existe r € RT tal que
B(z,r) C E.
Antes de terminar esta seccién daremos otro ejemplo de espacio
topoldgico.

1.10. EJEMPLO. Tomemos en P(N) la subcoleccién
T={ACN:ne A= todo divisor de n estd en A}.

Vamos ahora a demostrar que 7 es una topologia en N.

(1) El conjunto () pertenece a T ya que “n € () = todo divisor
de n pertenece a ()7 es una proposicién verdadera. Ademds,
obviamente, N € T.

(2) Sean A y B elementos de T, y sean € AN B. Si m es un
divisor de n, entonces, como n € A, m también pertenece a A.
Pero lo mismo se puede decir respecto de B; asi, resulta que
m € AN B. Por lo tanto, ANB € 7.

(3) Sea A una subcoleccién arbitraria de T, y tomemos n € | JA.
Puesto que n € A para alguna A € A, todo divisor de n
pertenece a A. Es decir, todo divisor de n pertenece a JA.
Por lo tanto, |JA € 7.

3. Comparacion de topologias

Dado un conjunto X, siempre es posible definir alguna topologia en él.
Por ejemplo, podemos considerar la topologia discreta o la indiscreta.
En el caso en que X posea mas de un elemento, la coleccién de posibles
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topologias en X consta de mas de un elemento. En efecto, en este caso
la topologia discreta y la indiscreta difieren. Denotemos por 7(X) al

conjunto

{T CP(X) : T es una topologia en X}.

Podemos considerar en 7(X) el orden parcial definido por la inclusion:
T1 < Ty < T1 C T5. En este caso diremos que Ty es mas fina que T1 o
que J1 es mas gruesa que Ts.

1.11.

(1)

(2)

EJEMPLOS.

Si T7 es la topologia discreta en X y Ty es la indiscreta, entonces
para cualquier otra topologia T en X se cumple que Ty < T <
T1. Es decir T es el elemento méximo en 7(X) y Ty el minimo
en 7(X), cualquiera que sea X.
Si T es la topologia cofinita en R, entonces la topologia usual
T es més fina que T. En verdad, si A € T\ {0} entonces R\ A
es un conjunto finito, digamos {z1,...,x,}. Para cada z € A
tomamos r, = min{|z — z;| : 1 < i < n}. Resulta entonces
que el intervalo abierto (z — ry,x + 1) estd contenido en A
y por lo tanto A = J{(x — ry,x + 1) : * € A}; es decir, A
pertenece a T.. Es claro también que estas dos topologias no
coinciden: (0,1) € T\ 7. En forma andloga se puede demostrar
que la topologia cofinita definida en cualquier espacio métrico
(X, d) es més gruesa que la topologia T; definida por la métrica.
Cuando X es un conjunto finito, entonces la topologia cofinita
y la topologia discreta coinciden. Demuestre que si d es una
métrica en un conjunto finito X, entonces la topologia T, en X
definida por d, es la topologia discreta.
Sea X = {a,b,c}. Se puede verificar ficilmente que las co-
lecciones T1 = {0, {a}, {b,c}, X}, To = {0, {a}, {b},{a,b}, X}y
T3 = {0, {a}, X} son tres topologias diferentes en X (véase el
ejercicio 1.B.(1)).

Resulta claro que T3 < T1 v T3 < Jo, pero T1 y T2 no estan
relacionadas en el conjunto parcialmente ordenado (7(X), Q)
(véase la figura 3).

Ahora veremos un ejemplo importante en donde se muestra un mé-
todo para modificar una topologia dada con la idea de generar una
topologia mas fina. Esta técnica fue descrita por primera vez por R H
Bing y O. Hanner en 1951 ([13],[35]), y empleada en 1963 por E. Michael
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T1 Ta
NS
T3
|

{0, X}

Ficura 3. Topologias incomparables.

[49] para resolver de manera efectiva algunos problemas de paracompaci-
dad que trataremos mas adelante.

1.12. EJeEmpPLO. Consideremos un espacio topolégico (X,T) y un
subconjunto Y de X. Siempre podemos construir una topologia maés
fina que T al considerar la coleccién

Ty ={AUE:AcTyECY}.

Es claro que cualquier elemento A € T pertenece a Ty ya que A = AU
y # C Y. Porlo tanto, T C Ty. En particular, () y X también pertenecen
a Jy. Resulta también que cualquier subconjunto F de Y pertenece a
Ty yaque E=0UFEyded.

Ahora bien, si Aj,As € Ty Ey,Ey € P(Y), entonces (A1 U E1) N
(A2 U EQ) = (Al N Az) U (Al N EQ) U (E1 N AQ) U (El N Ez) Como
Ai1NAy €Ty (AN E2)U(ErNAy) U (E; N Ey) es un subconjunto de
Y, entonces (A1 U E1) N (A2 U Es) pertenece a Ty-.

Finalmente, supongamos que A = {O,, : @« € A} es una subcoleccién
de Ty. Para cada a € A, O, es de la forma A, U E,, en donde A, € T
y Eo €Y. Resulta claro que JA = J,cp Aa UUgen Ear Ugen 4a €T
Y Uaer Pa €Y por lo cual | JA € Ty.

De esta manera podemos concluir que Ty es una topologia en X mas
fina que T. Es usual denotar al espacio (X, Ty ) con el simbolo Xy. Al
espacio particular M = (R, Tp) en donde T es la topologia usual en R
y P es el conjunto de los ntimeros irracionales, se le denomina Iinea de
Michael.
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4. Conjuntos cerrados

Recordemos que hemos llamado subconjunto abierto de un espacio to-
polégico (X, T) a cada uno de los elementos en T y sélo a ellos. Ahora
daremos un nombre a los conjuntos que son complemento de algin con-
junto abierto.

1.13. DEFINICION. Sea (X,T) un espacio topoldgico, y sea E C X.
Decimos que E es un subconjunto cerrado de (X,7) si X \ E es abierto;
es decir, si X \ F € 7.

El siguiente resultado es una consecuencia de las definiciones 1.8 y
1.13 y de la proposicién A.3.

1.14. PROPOSICION. Sea (X,T) un espacio topoldgico y sea F la fa-
milia de subconjuntos cerrados de X . Entonces F satisface las siguientes
propiedades.

(Cl)ypeFyXed.

(C2) SineNy Fy,...,.F, €F, entonces Fy U---UF, € F.

(C3) Para cualquier G C F, con G # 0, se cumple que (G € F.

Naturalmente, si T y T2 son dos topologias definidas en el conjunto
X y T1 C Ts, entonces cualquier subconjunto cerrado de X con respecto
a la topologia T7 lo es también cuando consideramos la topologia Ts
(véase el ejercicio 1.D.(1)).

1.15. EJEMPLOS.

(1) Como el complemento de cualquier subconjunto de X es un
subconjunto de X, entonces la familia de cerrados en el espacio
discreto (X, P(X)) es P(X). En cambio, si X posee la topologia
indiscreta, los tinicos subconjuntos cerrados de X son () y X.

(2) Si T es la topologia cofinita en X, entonces es claro que F' C X
es cerrado si y s6lo si F' = X 6 F es finito.

(3) Un subconjunto F' de un espacio topolégico (X,T) puede ser
a la vez abierto y cerrado, como es el caso de cualquier sub-
conjunto de X cuando 7 es la topologia discreta. Incluso, para
cualquier espacio topoldgico (X,T), tanto X como ) son, al
mismo tiempo, cerrados y abiertos.

(4) Puede suceder también que un subconjunto de un espacio X
no sea ni abierto ni cerrado. Este es el caso, por ejemplo, de
cualquier subconjunto propio y no vacio del espacio indiscreto.
Otro ejemplo en este sentido es el intervalo (0,1] en (R, T).
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1.16. EJEMPLO. En la seccién 1 consideramos el conjunto de fun-
ciones continuas C(I), y definimos en él la métrica ds. Podemos en-
tonces considerar la topologia T, en C(I) generada por de,, como se
explicé en la seccién 2. Una bola abierta en (C(I),Tx) es de la forma

B(f,r) ={g € C() - sup{|g(x) — f(x)] : 2 € [} <1},
(ver figura 4).

FIGURA 4. g € B(f,r)y h & B(f,r)

Para finalizar esta seccién demostraremos que Co(I) = {f € C(I) :
f(0) = 0} es un subconjunto cerrado en (C(I), T ). Para lograr nues-
tro objetivo, demostraremos que C(I) \ Co(I) es un elemento en T; 0
en otras palabras, vamos a demostrar que para cada g € C(I) \ Cy(I)
podemos encontrar un € € R tal que g € B(g,e) C C(I)\ Co(I) (véase
el ejemplo 1.7).

Sea pues g € C(I) \ Co(I). Como g ¢ Cy(I), entonces g(0) # 0.
Tomamos € = |g(0)]. Si h € B(g,¢), entonces |h(0) — g(0)| < € por lo
cual h(0) no puede ser 0. Es decir, B(g,e) C C(I)\ Co(I). Por lo tanto,
Co(I) es un subconjunto cerrado de (C(I), Too).

5. Bases, subbases y bases locales

En general, los subconjuntos abiertos en un espacio (X,7T) son muy
complicados y es dificil determinar su descripcion formal. Por ejemplo,
en el plano euclidiano R?, cualquier curva cerrada simple | determina
un subconjunto abierto que estd formado por la colecciéon de puntos
que se encuentran encerrados por la linea [ excluyendo los puntos que
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pertenecen a [ (véase la figura 5). Se puede uno imaginar curvas de
este tipo de gran complejidad y por lo tanto subconjuntos abiertos en
R? cuya descripcién es extremadamente complicada. Sin embargo, es
posible encontrar en R? alguna subcoleccién B de subconjuntos abiertos
cuyos miembros tienen una estructura muy bien definida y la cual se
presta para un facil manejo, y que, ademds, nos proporciona toda la
informacién topoldgica que contiene T. Un ejemplo en este sentido es la
coleccién de las bolas abiertas en el plano euclidiano.

FI1GURA 5. £ es una curva cerrada simple

Uno de los objetivos de esta secciéon es caracterizar a las subcoleccio-
nes de una topologia T que contengan toda la informacién que posee T;
y en particular, daremos ejemplos de subcolecciones de este tipo cuyos
elementos, ademads, tengan ficil descripciéon y su manejo nos permita
obtener informacién del espacio (X, T) con agilidad.

1.17. DEFINICION. Sea (X,T) un espacio topolégico. Una subco-

leccion B de T es una base para T si para cada elemento A € T existe
A C B tal que A=JA.

Trivialmente, T misma es una base para (X, 7).

Para un espacio métrico (X, d), definimos en la seccién 2 la topologia
T4 generada por la métrica d como la coleccion {#} U{E C X : F es la
unién de bolas abiertas en X}. Es decir, la coleccién de bolas abiertas
en X, By ={B(z,7): 2 € X yr € RT}, es una base de (X, Ty).

A continuacion exhibiremos una caracteristica bastante 1util de las
bases.

1.18. PROPOSICION. Una subcoleccién B de una topologia T en X es
una base de T si y sdlo si para cada A € T\ {0} y cada x € A, existe
B € B con la propiedad x € B C A.
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DEMOSTRACION. Supongamos que B es una base de T, A € T\ {0} y
x € A. Por definicién, podemos encontrar A C B tal que A = [JA.
Esto significa que para algin B € A C B se cumple que x € B C
A. Reciprocamente, sea A € T no vacio. Para cada x € A podemos
encontrar B, € B tal que x € B, C A. Resulta entonces que A =
U{B, : = € A}. X

1.19. EJEMPLOS.

(1) La topologia discreta T sobre cualquier conjunto X posee una
base cuyos elementos son muy simples. En efecto, la coleccion
{{z} : © € X} constituye una base para 7.

(2) Ya habfamos mencionado que para cada espacio métrico (X, d),
la coleccién de bolas abiertas en X forma una base para la
topologia generada por d. Sin embargo, podemos exhibir una
base ain mas pequena y manejable como &5 = {B(z,1/n) :
x € X yn € N}. El lector puede verificar que €, es una base
para Ty.

(3) Supongamos que Z = (z0,%0) es un punto en el plano R? y
que € es un numero real positivo. Consideremos la bola abierta
B(Z,¢). Haciendo algunos cédlculos, podemos demostrar que el
cuadrado C(Z,¢€) = {(z,y) : max{|z — zol,|y — wol|} < V€/2}
contiene a T y estd incluido totalmente en B(Z,¢) (véase la
figura 6 y demuéstrese que cada conjunto de la forma C(Z,¢€)
es un subconjunto abierto de R? considerado con su topologia
usual T).

Por la proposicién 1.18 podemos deducir que la coleccién
de cuadrados de la forma C(7,€) constituye una base para la
topologia T.. De manera mas general, es posible probar que la
coleccion de rectangulos abiertos de la forma

(a,b) x (e,d) ={(z,y):a<z<by c<y<d}

en donde a, b, c,d son nameros reales que satisfacen a < by
¢ < d, también es una base para la topologia T, (ver ejercicio
(3) en 1.E).

(4) La topologfa T; = {0,{a},{b,c}, X} en X = {a,b,c} tiene
cuatro posibles bases, By = T, Bo = T1 \ {0}, B3 = T1 \ {X}
y By = T1\ {0, X}, como el lector podré constatar. En cambio
la topologia To = {0, {a}, {b}, {a,b}, X}, también en X, tiene
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FIGURA 6. Cada bola B(Z,€) contiene una caja C(Z,¢).

como bases: By = To, By = To \ {0}, Bs = {{a}, {0}, X} vy
By = B3 U{0}.

1.20. OBSERVACION. Obsérvese que si B es una base de una topologia
T en X, entonces B debe cubrir a X (es decir, |JB = X) y para cada
subcoleccién finita By, ..., B, € B, si x € By N---N B,, entonces debe
existir un elemento B de B que satisfaga t € BC B1N---N B,.

1.21. DEFINICION. Una subcoleccién 8 de una topologia T en X es
una subbase para (X,T) si B={JA: AC Sy 0 <A <Ny} es una
base para T. Es decir, § C T es una subbase para T si, y sélo si, para
cada A € T\ {0} y cada = € A existe A C 8 finita no vacfa tal que
xz €A C A (véase la proposicién 1.18).

Es claro que la coleccion de intersecciones de subcolecciones finitas
de una topologia T generan a T como base, de tal manera que T es
un ejemplo evidente de subbase de ella misma. También, usando la
observacién en 1.20 podemos con facilidad concluir que cada base de
una topologia 7T, constituye una subbase de TJ. En seguida damos otros
ejemplos de familias de conjuntos que son subbases de alguna topologia.

1.22. EJEMPLOS.

(1) Consideremos a la linea real con su topologia usual (R, T.). Ya
mencionamos que la coleccién de intervalos abiertos (a,b) con
a < b, forma una base de T.. Es claro, entonces, que la coleccién
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Se = {(+,a) : a € R}U{(a,—) : a € R} es una subbase para T,
endonde (<—,a) ={zreR:z<a}y(a,—)={reR:x2>a}.
(véase la figura 7).

QT

L

(¢0)

FIGURA 7. Los intervalos (a,—) y (+,a)

(2) En el ejemplo 1.19 inciso (3), se comenté que la coleccién de
rectangulos abiertos del tipo {(a,b) X (¢,d) : a < by ¢ < d}
forma una base para la topologia euclidiana T, en R?. De tal
manera que una subbase para esta topologia es la colecciéon
Se ={(a,b) xR:a,beRya<blU{R X (¢,d):c,de€RY
¢ < d} (véase la figura 8).

(3) Otro ejemplo de subbase para la topologia euclidiana T, en R?
lo constituye la coleccién de semiplanos 8, = {(a,—) xR :a €
R}U{(+-,b) xR:b e R}U{R X (¢,—~) : c € R}FU{R x (+—,d) :
d € R}.

El siguiente concepto es de gran utilidad para el andlisis de las
propiedades topolégicas locales de un espacio.

1.23. DEFINICIONES. Sea x un elemento del espacio topoldgico (X, T).
Un subconjunto V' de X es una vecindad de z en el espacio (X,7) si
podemos encontrar un A € T que satisfaga x € A C V. A la coleccién
de vecindades de x en X le llamamos sistema de vecindades del punto
x (en (X,7))y lo denotamos por V(z).

Intuitivamente, el sistema de vecindades V(z) de un punto x deter-
mina el comportamiento de la topologia alrededor del punto. Por otro
lado, de la definicién anterior se desprende que un subconjunto abierto
no vacio es vecindad de cada uno de sus puntos.
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FIGURA 8. (a,b) x (c,d) = ((a,b) x R) N (R x (c,d))

1.24. PROPOSICION. Un subconjunto A de un espacio (X, T) es abierto
sty sdlo si para cada x € A existe una vecindad V € V(x) tal que V C A.

DEMOSTRACION. Supongamos que A € Ty € A. Sabemos que A es
una vecindad de x y, claro estd, A C A. Inversamente, supongamos que
para cada punto x € A podemos encontrar V, € V(x) con la propiedad
V., € A. Por definicién, existe un abierto B, tal que x € B, C V.
Entonces A = (J,c4 B y porello, A€ 7. X

La siguiente proposicién resume las propiedades més importantes de
los sistemas de vecindades de los puntos de un espacio topolégico.

1.25. PROPOSICION. Sea (X, T) un espacio topoldgico, y supongamos que
para cada x € X hemos elegido un sistema de vecindades V(x). Entonces
se tiene lo siguiente:

(1) SiU € V(x) entonces v € U.

(2) SiU,V € V(z) entonces UNV € V(x).

(3) Para cada U € V(x), existe un V € V(z) tal que U € V(y) para
caday € V.

(4) SiU eV(x) yUCV C X entonces V € V(x).

DEMOSTRACION. Aplicando la definicién de vecindad obtenemos la de-
mostracién de la propiedad del inciso (1). Para demostrar (2), note que
debido a que U,V € V(z) existen abiertos A, B € T talesque x € A C U
ver € BCV. Entoncesx € ANBCUNV yANB € 7. De donde,
UnveV(x).
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Para demostrar (3), suponga que U € V(z) es arbitrario. Entonces
existe V € T tal que x € V C U. Por ser V abierto, tenemos que
V € V(x). Ademsds, siy € V entonces y € VC U y V € T. Por ello,
U e V(y) paracaday € V.

Dejamos la demostracién de la propiedad (4) al lector. X

Asi como una base de una topologia T contiene toda la informacion
de T, también podemos tomar de manera conveniente alguna subcolec-
cién de V(x) que guarde la informacién topoldgica que nos proporciona
V(x). A una coleccién asi le llamaremos base de vecindades de x en
(X, 7). De manera formal la definicién es la siguiente.

1.26. DEFINICION. Para un punto z en un espacio topolégico (X, T),
una coleccién B(x) C V(x) es una base de vecindades de z en (X, T) si
para cada V € V(z) podemos encontrar B € B(z) tal que B C V.

Obsérvese que en particular la coleccién de subconjuntos abiertos de
X que contienen a x forma una base de vecindades de .

1.27. OBSERVACIONES.

(1) Si B(x) es una base de vecindades de z, entonces el sistema de
vecindades de x, V(x), puede ser reconstruido a partir de B(x)
de la siguiente manera:

V(z)={VCX: 3IBeB(zxr)con BCV}.

(2) Si B es una base para la topologia T en X,y x € X, entonces no
es dificil demostrar que la coleccién B(z) = {B € B : z € B}
es una base de vecindades de x. Asi por ejemplo, en (R, T,),
para que un subconjunto V de R sea vecindad de un punto
x, es suficiente y necesario que haya un intervalo (a,b) tal que
z € (a,b) C V. O si consideramos la topologia discreta en un
conjunto no vacio X, cualquier subconjunto de X que contiene
a x pertenece a V(x).

1.28. EJEMPLO. Sea (X,d) un espacio métrico, y sea Ty la topolo-
gia definida por la métrica d (véase la seccién 2 de este capitulo). La
coleccién {B(z,1) : n € N} forma una base de vecindades del punto
en (X s (.Td).

1.29. OBSERVACION. Supongamos que para cada x € X hemos con-
siderado una base de vecindades B(z) de x. De la definicién de base de
vecindades, resulta que un subconjunto no vacio A de X es abierto si, y
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s6lo si, para cada x € A existe un elemento B € B(z) con la propiedad
r € B C A. Es decir, la coleccion | J, . y B(z) tiene todas las propiedades
para ser una base para X, excepto, posiblemente, la de que sus elemen-
tos sean conjuntos abiertos. A colecciones de este tipo se les llama redes
y son una generalizaciéon del concepto de base (ver ejercicio 5.E.(2)).

La siguiente proposicién resume las propiedades mas importantes de
las bases de vecindades en un espacio topoldgico.

1.30. PROPOSICION. Sea (X, T) un espacio topoldgico, y supongamos que
para cada x € X hemos elegido una base de vecindades B(x). Entonces
se tiene lo siguiente:

(1) Si Vi y Vo son miembros de B(x), entonces existe V3 € B(x)
tal que V3 C Vi NVs.

(2) Para cada V € B(z) podemos escoger un Vo € B(x) tal que si
y € W, entonces existe W € B(y) la cual estd contenida en V.

DEMOSTRACION. Para demostrar (1) tomemos Vi y V2 en B(z). Por
definicion, existen dos abiertos Ay y A que cumplen z € A1 C Vi y
x € As C Vh. Asi tenemos que x € A; N Ay y este conjunto es abierto;
esto significa que A1 N Ay es vecindad de x. Por lo tanto, debe existir
V3 € B(x) que satisface x € V53 C Ay N Ay C V1NV,

(2) Como V es una vecindad de z, existe A € T tal que x € A C V.
A es una vecindad de x, por lo que podemos encontrar Vy € B(x) tal
que x € Vo € A. De tal modo que si y € Vj, entonces y € Ay A es
vecindad de y. Por lo tanto, existe W € B(y) que cumple la relacién
WCACV. X

6. Subespacios

Supongamos que T es una topologia definida sobre un conjunto X y
que Y es un subconjunto de X. Ya hemos mencionado en las secciones
anteriores como, dado un subconjunto S de X, J proporciona una forma
de medir qué tan cercanos a S se encuentran otros objetos contenidos
en X, asi que una forma natural de proporcionarle a Y una nocién de
cercania es la siguiente: para un A C Y fijo, B C Y estd cercano a A en
Y si, considerados como objetos de X, B estd cercano a A. La presente
seccién estd dedicada a analizar algunas consecuencias de esta idea.
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Dado el espacio topoldgico (X,7T) y dado Y C X, definimos la
colecciéon

TY ={ANnY : Ae T}
1.31. PROPOSICION. T|Y es una topologia en Y.

DEMOSTRACION. Como (), X € T, tenemos que (),Y € T|Y. Si A, B €
T, entonces ANB €Ty (ANY)N(BNY)=(ANB)NY. Y para
concluir, si A C T, | J{ANY : Aec A} =(UA)NY. X

A T1Y le llamaremos topologia relativa en Y con respecto a (X,7),
y diremos que (Y, T[Y') es un subespacio de (X, 7).

1.32. EJEMPLO.

(1) En el espacio (R, T.) la topologia relativa en Z es la discreta.
Para demostrar esto bastard probar que cualquier subconjunto
unipuntual, es decir, cualquier subconjunto con exactamente un
elemento, de Z es abierto en la topologia relativa, pero esto es
una consecuencia inmediata de la igualdad {n} = (n—1/2,n+
1/2) N Z, para cada n € Z.

(2) Sea X un conjunto infinito y Y = X U{p} con p ¢ X. Conside-
remos en Y la topologia T, definida en los ejercicios (6) y
(7) en 1.B. La topologia que hereda X de Ty, es la topologia
discreta. Para confirmar esta afirmacién sélo tenemos que pro-
bar que para cada x € X, podemos encontrar A € Ty, tal
que AN X = {x}. Pero esto es trivialmente cierto porque
{z} € Tpn, para cada z € X.

El resultado siguiente nos proporciona un método para generar bases
y subbases para los subespacios de un espacio dado.

1.33. PROPOSICION. Sean (X, T) un espacio topoldgico, Y C X yy €Y.

(1) Si B es una base (subbase) para T, entonces By = {BNY :
B € B} es una base (subbase) para T|Y .

(2) Si B(y) es una base local de y en (X,T), entonces {BNY :
B € B(y)} es una base local de y en (Y,T]Y).

DEMOSTRACION. Sélo desarrollaremos la demostracién de la parte con-
cerniente a bases en (1) a manera de ejemplo. Supongamos, pues, que
B es base para T. Dado A € TY debe existir AT € T de tal modo que
A = ATNY. Por nuestra suposicién, debe existir A C B de manera que
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AT =JAy, porende, A =|JA", donde AT = {BNY : B e A} C By.
X

1.34. EJEMPLO.
(1) Sabemos que una base para (R, T,) es {(a,b) : a < b}, asi que
una base para la topologia relativa en [0, 1] es

{[0,b) : 0 <b<1}U{(a,b) : 0<a<b<1}U{(a,1] : 0<a<1}.

[ ( \ ]
T AN 7 T
0 a b 1
[ \ ]
[ U ]
0 b 1
[ ( ]
[ X ]
0 a 1

FIGURA 9. Basicos del subespacio [0, 1].

(2) Gracias a las afirmaciones en el ejercicio 1.E inciso (6) y de
la proposicién anterior, resulta que el subespacio P de (R, Tp)
(véase el ejemplo 1.12) es discreto. Por otro lado, la topologia
relativa en Q heredada de (R,Tp), coincide con la topologia
euclidiana en Q.

1.35. OBSERVACION. De la definicién de la topologia heredada por
un subconjunto F de un espacio X, es claro que F' C E es cerrado en
E si existe un cerrado G en X tal que F' = G N E. En efecto, si F' es
cerrado en F, entonces E \ F' es abierto en E; lo cual significa que '\ F'
es de la forma AN E, en donde A es un subconjunto abierto de X. No
es muy dificil ahora demostrar que si G = X \ A, F =GN E.

A partir de este momento la frase “Y es un subespacio de X ” significa
que Y es un subconjunto del espacio topolégico X y que Y posee la
topologia relativa.



“librocasarrubiastamariz” — 2015/1/20 — 7:15 — page 23 — #33

Elementos de Topologia General 23

Ahora supongamos que (X, d) es un espacio métrico y que ¥ C X.
Obsérvese que la restriccién de d en Y X Y, d*, es una métrica en Y, asi
que podemos considerar la topologia T4+ en Y generada por d*. Resulta
que T4lY = Ty« (ver ejercicio 1.F.(1)).

7. Generacion de topologias a partir de subcolecciones del
conjunto potencia de X

Las ideas expresadas y analizadas en la seccién anterior nos motivan a
obtener métodos para construir topologias en un conjunto X a partir de
subcolecciones de P(X) que satisfagan ciertas condiciones preestableci-
das.

A continuacién tenemos un primer resultado en este sentido. Este
resultado nos proporciona un método para generar una topologia en un
conjunto utilizando a una coleccién de conjuntos de tal forma que ella
resulte ser una base de la topologia generada.

1.36. PROPOSICION. Sea B una familia de subconjuntos de un conjunto
X que satisface
(1) X=UB, y
(2) si By y By son elementos de B, y x € By N By, entonces existe
B € B tal que x € B C By N By (vedse la figura 10).

Entonces, la coleccion Tg = {AC X : FACB con A =|JA} es
una topologia en X que contiene a B como base.

DEMOSTRACION. Por (1), X € TJg5. El conjunto () estd en T3 ya que
0 CByUD = 0. Ademds, es facil ver que la condicién (A3) en la
definicién 1.8.1 se satisface. Tomemos ahora Ay, Ao € Tg. Para cada
xr € A1 N Ay, existen By, By € B tales que x € Bi N By v B; C A; para
i € {1,2} (esto ya que cada A; es unién de elementos en B). El inciso
(2) nos garantiza que podemos encontrar un elemento B, de B tal que
x € B, € B1NBy. Ahora es facil ver que A1NAy = | J{B, : z € A1NAs};
es decir, A1 N As pertenece a Tg. X

1.37. EJEMPLO. Ya en la seccién 1 de este capitulo nos detuvimos a
reflexionar un poco sobre el anillo de funciones continuas C'(I). Defin-
imos en esa ocasiéon en C'(I) x C(I) la funcién dy y demostramos que
era una métrica sobre C(I). Podemos entonces considerar la topologia
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FicUura 10. B; y Bj son elementos de una base B de X.
Si xz € B N By, entonces existe B € B tal que x € B C
By N Bs.

Too que esta métrica define en el conjunto C(I) (véase la seccién 2 de
este capitulo). Una bola abierta en (C(I),T), como ya mencionamos
en el ejemplo 1.16, es de la forma

B(f,r) ={g € CU) : supflg(z) — f(2)[ :x € [} <7}

Por otra parte, podemos obtener una topologia en C(I) diferente
a T al considerar para cada f € C(I), cada n € N, cada coleccién
{z1,...,2,} de elementos en I y cada r € RT, a la coleccién

[fiz1, ] ={geCU): V1I<i<n (|f(x)—gla)| <r)}

FIGURA 11. g € [f; 21,72, T3, T4, T5; €]

Efectivamente, definamos al conjunto B, como la coleccién

By ={lf; 21,0y xn;r] : fECU), nEN, 21, €I, 7 € RTH
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Definamos también T, = {E£ C C(I) : 3 A C B,con £ = [JA}. A
continuacién verificaremos que T}, es una topologia para C(I). Primero
note que C(I) = |JB,. Ademss, si

he(fixt, . .tn;r] O [g Y1, s Yms 8],

entonces podemos tomar € = max{|f(x;) — h(x;)| :i=1,...,n} <ry
8 = méax{|g(yi) —h(yi)| : i =1,...,m} < s. Definamos ahora € = r — ¢,
d = s— ¢ y consideremos 0 < t < min{e, 6} (obsérvese que € y § son
numeros reales > 0). Pedimos al lector que compruebe que

(521, oy Ty Y1, oy Y 1] C 320, s i 7] NV (G501, ey U 8]

Ahora, por la proposicién 1.36, podemos concluir que T}, es una topologia
en C(I). Se puede demostrar también que T), estd contenida propiamente
en T (véase el ejercicio 1.G.(2)). A la pareja (C(I),T,) la denotaremos
con los simbolos Cp([).

La topologia generada por una coleccion 8 como una subbase: A
partir de una coleccién no vacia & de subconjuntos de X que cubre a
X, podemos generar siempre una topologia Jg en X de forma tal que
S se convierta en subbase de Jg. Para lograr esto tomamos la coleccién
Bs={BCX: 38 C8conl<|8]<Nygy[)So = B}. Resulta ahora
que Bg satisface las condiciones de la proposicion 1.36 y por lo tanto Bg
genera una topologia Tg que tiene como base a Bg, y, naturalmente, S
es una de sus subbases.

1.38. EJEMPLO. (Espacios topolégicos linealmente ordenados) Sea
(X,<) un conjunto linealmente ordenado no vacio con al menos dos
elementos. Para cada a € X, definimos I, = {r € X : x < a} y
D, ={zr € X : z > a}. A I, le llamamos segmento inicial definido
por a, y el nombre de D, es segmento final definido por a (también
denotaremos a I, con (+,a) y a D, con (a,—), como hicimos en el
ejemplo 1.22). Entonces, la coleccién 8 = {I, :a € X} U{D, : a € X}
es una subbase para una topologia T< en X que llamaremos topologia
inducida por el orden <.

Una base de T< es pues la coleccion B = S U {(a,b) : a,b € X y
a < b} (es decir, B es la coleccién de todos los segmentos iniciales, mas
todos los segmentos finales, més todos los intervalos abiertos en X).

Por lo expuesto en el ejemplo 1.22 inciso (1), concluimos que la
topologia euclidiana en R coincide con la topologia generada por el orden
usual en R.
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Veamos otro ejemplo: consideremos el conjunto I x I = {(a,b) :
0 < a,b < 1}. En este cuadrado podemos definir un orden lineal del
modo siguiente: (a,b) < (¢,d) & a < cbéda =cyb < d Estees
el orden lexicografico en I?, llamado asi ya que corresponde al orden
que se utiliza en los diccionarios. La pareja (12, <) forma un conjunto
linealmente ordenado de tal modo que podemos considerar la topologia
T< generada por este orden en 2. La figura 17 muestra graficamente la
forma que tienen los intervalos en este conjunto. Es posible demostrar
que T no esta contenida ni contiene a la topologia euclideana heredada
en 1% (véase el ejercicio 1.G.(6)).

Ahora daremos otro método para generar una topologia en un con-
junto no vacio X, asignando a cada punto del conjunto X una colecciéon
de subconjuntos que resultaran ser los sistemas de vecindades de los
puntos del espacio topoldgico resultante.

1.39. PROPOSICION. Si para cada elemento x en un conjunto X, se
elige una familia V(z) # 0 de subconjuntos de X de tal forma que las
colecciones V(x) tienen las siguientes propiedades:

(1) SiU € V(x) entonces xz € U.
(2) Si U,V € V(x) entonces UNV € V(x).
(3) Para cada U € V(x), existe un V € V(z) tal que U € V(y) para
caday € V.
(4) SiUe€V(x) yUCV C X entonces V € V(x).
entonces la familia
T={0}U{AC X : para cada x € A, existe V€ V(z) con V C A}

es una topologia en X y cada V(x) resulta ser el sistema de vecindades
de x para esta topologia.

DEMOSTRACION. Primero demostremos que 7 es una topologfa para X.
Por definicién, @ € T. Por otro lado, si x € X entonces por hipétesis,
existe U € V(z). Entonces x € U C X. Esto muestra que X € 7.
Ahora bien, si A7 y As son elementos de Ty © € A; N Ay entonces
existen U,V € V(z) tales que x €¢ U C Ay yz € V C Ay. Por la
propiedad (2), tenemos que UNV € V(z) y comox € UNV C A1 N Ay,
podemos concluir que A; N Ay € 7. Finalmente, si A C Ty x € JA
entonces existe A € A tal que x € A. Como A € T, existe U € V(x)
tal que z € U C A. Claramente U C [JA, por ello, y por lo anterior,
podemos concluir que | JA € T. De esta forma, hemos demostrado que
T es una topologia para X.
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Demostremos ahora que V(z) es el sistema fundamental de vecin-
dades para x en (X,T). Para ello primero notemos que cada elemento
de V() es en efecto una vecindad de x en (X,7T). Sea U € V(x). En-
tonces A = {y € U : U € V(y)} € 7. Efectivamente, si a € A entonces
ae€UyUe€V(a). Por (3), existe V,, € V(a) tal que U € V(y) para
cada y € V,. Por la definicién de A, tenemos que V, C A. Por (4),
esto tltimo implica que A € V(a). Esto prueba que A € T. Ademds,
como U € V() por la definicién de A, se tiene que z € A. En resumen,
x€ACUyAeT. Porello, U es vecindad de z en (X, 7).

Por otro lado, si W es una vecindad de = en (X,7) entonces por
definicién de vecindad, existe un elemento B € T tal que z € B C W.
Como z € B € T, existe una U € V(z) tal que x € U C B. Pero por
(4), U € B C W implica que W € V(x).

Por lo tanto, V(x) es el sistema de vecindades de z en (X,7). X

Nuestro propésito ahora es generar una topologia en un conjunto X,
asignando a cada punto del conjunto X una coleccién de subconjuntos
que resulte ser una base para el sistema fundamental de vecindades de
cada punto del espacio topoldgico resultante.

1.40. PROPOSICION. Si para cada elemento x en un conjunto X, se elige
una familia B(x) # 0 de subconjuntos de X con x € B para cualquier
B € B(x), y que tienen las propiedades:

(1) si Vi y Vo son miembros de B(x), entonces existe Vs € B(x) tal
que V3 C V1NV, y

(2) para cada V € B(x) podemos escoger un Vy € B(z) tal que si
y € Vo, entonces existe W € B(y) la cual estd contenida en V,

entonces la familia T = {A C X : para cada x € A, existe V € B(x)
con V. C A} es una topologia en X y cada B(x) resulta ser una base de
vecindades de x para esta topologia.

DEMOSTRACION. Definamos, para cada x € X, a la coleccién
V(z)={UCX:3Be€B(x)(BCU)}.

Demostremos que las colecciones V(z) (x € X) cumplen las condi-
ciones de la proposicién 1.39.

Sea x € X. Es claro que debido a que € B para cada B € B(x)
se tiene que x € U para cada U € V(z). Por otro lado, si U,V € V(x)
entonces existen B, C € B(x) tales que BC Uy C C V. Por (1), existe
A€ B(x) tal que AC BNC. Como AC BNC CUNV, tenemos que
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UNV € V(z). Por otra parte, si U € V(z) entonces existe B € B(x)
tal que B C U. Por la condicién (2), existe V' € B(x) tal que para cada
y € V existe W, € B(y) con W, C B. Es claro que V' € V(z) y, ademas,
para cada y € V se tiene que W, C U. Entonces V € V(x) y para
cada y € V tenemos que U € V(y). Esto muestra que las colecciones
V(x) cumplen la condicién (3) de la proposicién 1.39. Finalmente, para
demostrar (4) de 1.39, note que si U € V(z) y U C W C X entonces
existe B € B(x) tal que B C U C W. Por ello, W € V(z).

Aplicando ahora la proposicién 1.39, podemos concluir que existe
una topoloia T para la cual la coleccién V(z) es el sistema de vecindades
del punto z en (X, 7). Es facil observar que por la misma definicién de
V(z), la coleccién B(x) es una base de vecindades de z en (X,7T). X

1.41. OBSERVACION. Con respecto a la topologia T definida en la
proposicién anterior, si A € Ty A # (), entonces para cada x € A, existe
Ve € B(z) tal que = € V, C A. Asi resulta que A = | J{V, : x € A}.
Por lo tanto, si B = |J,cx B(x), entonces T es la coleccién de todos los
subconjuntos de X que son uniones de elementos de alguna subcolecciéon
de B. Esto significa que B es una red para 7.

1.42. EJEMPLO. Asociemos a cada nimero real z la coleccién B(z) =
{lz,x+ 1) : n € N}. Es posible verificar que la familia {B(z) : z € R}
satisface las condiciones de la proposicién 1.30.

~L

Figura 12. Un bésico canénico de la linea de Sorgenfrey.

Por la proposicion 1.40, la colecciéon & formada por el vacio y todo
subconjunto en R que es unién de intervalos de la forma [a,a + 1) es
una topologia en el conjunto de nimeros reales. Resulta entonces que
cualquier intervalo de la forma [a, b), cuando a < b, es un elemento de 8.
También se puede demostrar que cualquier intervalo en R de la forma
(a,b), con a < b, es un subconjunto abierto en (R,S§). Esto significa,
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en particular, que la topologia euclidiana T, en R estd contenida en 8.
Ademss, esta inclusion es propia pues [a,b) € 8\ Te.

Al espacio £Lg = (R, 8) se le conoce con el nombre de linea de Sor-
genfrey (véase la figura 12). Este espacio es considerado ya por P.
Alexandroff y P. Urysohn en su articulo de 1929 “Memoire sur les espace
topologique compact” [1], y obtuvo relevancia cuando R. H. Sorgenfrey
mostré en 1947 [58] algunas de sus propiedades sobresalientes, las cuales
veremos en secciones posteriores.

Ejercicios

1.A. Espacios métricos

0,1)

(-1,1) (L1)

(-1,0) (1,0)

(-1-1) (1,-1)
B@((O, O)v 1)

Bd1 ((O’ 0)’ 1)

(0-1)

FIGURA 13. Bolas unitarias en (R?,dy) y (R?,d;), respectivamente

(1) Sead: X x X — R*U{0} una funcién tal que, para cada z,y, 2 € X,
(a) d(z,y)=0siysblosiz=y,y
(b) d(z,y) < d(z,2) +d(y, 2).
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Demuestre que d es una métrica en X.

(2) Compruebe que la métrica usual en R™ (n € N) satisface en efecto
las condiciones que definen una funcién distancia.

(3) Pruebe que cada una de las siguientes funciones es una métrica en
R™.

(a) di(z,y) = Xiy |z — wil,
(b) dg(.’b, y) = méx{‘xl - y1|7 sy |5En - y’nl}v
en donde = = (21, ..., 2n) ¥y ¥ = (Y1, .-, Yn) (véase la figura 13).

(4) (El erizo métrico de k espinas) Sea J un conjunto de cardinalidad k,
y sea I el intervalo cerrado unitario [0,1]. En I x J definimos una
relacién de equivalencia ~ como sigue: (¢,7) ~ (s,i) < (¢,j) = (s,19)
ot =s=0. Por [(¢, )] denotamos a la clase de equivalencia del punto
(t,7) € I xJ. En el conjunto de clases de equivalencia Z = (I x J)/ ~
definimos la funcién p : Z x Z — R como

plein s ={ {0 592

Demuestre que p es una métrica en Z. Al espacio Z con la topologia
definida por la métrica p, lo denotaremos por J(x) y le llamamos
erizo métrico de k espinas. Puede verse una representacién grafica
del erizo métrico en la figura 14.

[(1/2.4)
[(1,2)]

[(1,1)]
[(0,0)] [(12,1)]

FIGURA 14. En obscuro una vecindad del punto [(0,0)]
en el erizo metrizable con N( espinas.

(5) Definimos la funcién d; : C(I) x C(I) — RT U {0} como d;(f,g) =
fol |f(z) — g(x)|dz (véase la figura 15). Demuestre que d; es una
métrica en C(I).
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(0.0) L)

Ficura 15. El area sombreada representa la distancia
entre f y g con respecto a la distancia d; definida por

di(f.9) = [} | f(x) - g(x) | da

(6) Pruebe que para cualesquiera dos funciones u,v € C(I) se cumple

/01 u(z) - v(z)dr < \//01 u?(x)dx - /01 v2(z)dx

(desigualdad de Cauchy-Schwarz para integrales). Para demostrar
esta relacion, observe que para cada nimero real A,

/0 () — A- v(z)]2dz > 0,

y considere el nimero

fol u(x) - v(:r)dx.
fol v2(x)dx

Definamos ahora en C(I) la funcién

1
da(f,9) = \//0 |f(z) — g(x)|2dz.

Verifique que d3 es una métrica; use la desigualdad de Cauchy-Schwarz
para probar que ds satisface la desigualdad triangular.

(7) Sean d y p dos métricas definidas en un conjunto X. Diremos que
d < p si, para algiin € > 0, podemos dar un nimero real N > 0 tal

)\:
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que d(z,y) < N -p(z,y) para todo z,y € X con p(z,y) <e. Sid< p,
entonces cada bola abierta By(x,r) es la unién de bolas abiertas en
(X, p). Compruebe que < define un pre-orden parcial en la coleccién
de métricas en X. Diremos que d es equivalente a psid < py p < d.
Una métrica d en X es acotada si existe una constante M tal que
d(z,y) < M para cualquier z,y € X. Demuestre que para cada
distancia d en X, la funcién d* definida por d*(x,y) = min{d(z, y), 1}
es una métrica acotada equivalente a d.
(Pseudométricas) Una pseudométrica en un conjunto X es una funcién
p: X x X — RYU{0} que, para cada tres elementos x, y y z en X,
satisface

(a) plz,z) =0,

(b) p(z,y) = p(y, ),

(c) p(z,y) < plx, 2) + p(z,y).
Observe que para definir pseudométrica no hemos pedido que x sea
igual a y si p(z,y) = 0; esto es lo que marca la diferencia con la
definicién de métrica. Naturalmente cualquier métrica es una pseu-
dométrica. El reciproco no es cierto:

(a) Sea X un conjunto no vacfo. La funcién p(z,y) = 0 para
cualquier z,y € X, es una pseudométrica la cual no es métrica
si [ X] > 1.

(b) Sea E un subconjunto finito del intervalo I = [0, 1]. Definamos
p:C(I) x C(I) - R U{0} como

p(f,9) = max{|f(z) — g(x)| : = € E}.

Justifique la afirmacién “p es una pseudométrica que no es mé-
trica”.

Si p es una pseudométrica en X, podemos definir la relaciéon ~
en X como x ~ y si, y sélo si, p(z,y) = 0. Compruebe que ~ es una
relacién de equivalencia. SiY es la coleccién de clases de equivalencia
definida por ~ ysid:Y x Y — R* U {0} estd definida por la regla
d([z],[y]) = p(z,y), en donde [z] denota la clase de equivalencia de
x, entonces d es una métrica en Y.

(Espacios vectoriales normados) Sea X un espacio vectorial sobre R.
Una norma en X, que denotaremos por || -||, es una funcién de X en
RT U {0} que satisface las siguientes condiciones (el valor de z € X
bajo || - || se escribe ||z]|):

(a) ||z|]| = 0siy sélo si x = 0.

(b) ||r- || = |r| - ||z|| para cualquier z € X y cada r € R.

(¢) ||z + yl| <llz|| + |ly|| para cualesquiera z,y € X.

Si X es un espacio vectorial sobre R y si || || es una norma en X,
entonces a la pareja (X, ||-||) le llamaremos espacio vectorial normado.
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Pruebe que para un tal espacio, la funcién d : X x X — RTU{0} dada
por d(z,y) = ||z — y|| es una funcién distancia en X. (La funcién d
es la métrica definida por la norma || - ).

Sea C*(R) la coleccién de funciones continuas con valor real
definidas sobre R y acotadas (es decir, si f € C*(R), entonces existe
n € N tal que f[R] C (—n,n)). El conjunto C*(R) es un espacio vec-
torial sobre R si lo consideramos con la suma (f+g¢)(z) = f(z)+g(z)
y con la multiplicaciéon por escalares definida de la siguiente forma:
reR, (r- f)(z) =r- f(z). La funcién f — sup{|f(z)| : x € R}, es
una norma en C*(R). La métrica en C*(R) definida por esta norma
es llamada distancia del supremo en C*(R) (véase el ejemplo 1.7).

1.B. Espacios topolégicos

(1) Construya todas las topologias posibles en el conjunto X = {a, b, c}.
(2) Sea X un conjuntoy £ : X x X — RT U {0} la funcién definida por

0 siz=y
6(33,3/)—{ 1 six;éy

Compruebe que £ es una métrica en X y que T¢ es la topologia
discreta en X.

(3) Sean p y d dos métricas equivalentes definidas en un conjunto X
(véase el ejercicio 1.A inciso (7)). Demuestre que la topologia gener-
ada por p coincide con la generada por d.

(4) Sea E un subconjunto de X. Corrobore la exactitud de la afirmacién
“la coleccion T(E) = {0} U{A C X : E C A} es una topologia en
X7, {Cémo es T(E) si E = (respectivamente, si £ = X)?

(5) Sea X un conjunto més que numerable y T = {0} U{E C X : | X \
E| < Ng}. Demuestre que T es una topologia en X que llamaremos
topologia conumerable. Mas generalmente, sea x un nimero cardinal
infinito y sea T, = {0} U{E C X : | X \ E| < }. La coleccién Ty es
una topologia en X, es igual a la topologfa discreta si |X| < «, es la
topologia cofinita si Kk = N, y es igual a la topologia conumerable si
KR = Nl.

(6) (Extensiones unipuntuales Lindeléf-x) Sea x un ndimero cardinal in-
finito. Para un conjunto X y un conjunto Ey que no intersecta a
X consideramos el conjunto Y = X U Ey. Verifique que la coleccién
Tgyw ={E: ECX}U{ECY :EyC Ey|Y\E| <k} es una
topologia en Y. Cuando Ej esta formado por un solo punto p, escribi-
mos T, . en vez de Ty, .. Cuando |X| >k y Ey = {p}, al espacio
(Y, T, x+) le lamamos extension unipuntual Lindeléf-x. de X .

(7) (Compactacion de Alexandroff del espacio discreto de cardinalidad
7) En el caso en que | X| =7 > Ry y & = Ny, el espacio (Y,Tpx,)
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definido en el ejercicio anterior recibe el nombre de compactacién por
un punto del espacio discreto X de cardinalidad T o compactacion de
Alexandroff de X, indistintamente, y se le denota como A(X) o A(7).
Pruebe que si € es una coleccion de abiertos de A(7) cuya unién es
igual a todo el espacio, entonces existe una subcoleccion finita de €
cuya unién es todo el espacio.

1.C. Comparacion de topologias

(1)
(2)

Demuestre lo que se pide en los ejemplos 1.11 inciso (2) e inciso (3).
Sea X un conjunto infinito. Compare en X la topologia cofinita y la
topologia conumerable. De manera mas general, dados dos nimeros
cardinales infinitos k y 7 podemos considerar las topologias T, y T,
como se definieron en el ejercicio 1.B inciso (5). ;Bajo qué condiciones
en k y 7 se cumple que T, C T.7 Lleve a cabo un ejercicio semejante
para las topologias Tp, v T4 en X U{p} y X U{q} con p,q ¢ X
(véase el ejercicio 1.B inciso (6)).

Considere en P(N) los subconjuntos T3 = {#,N}U{{1,2,....,n} : n €
N}y To = {O,N} U{{n,n+ 1,n+2,..} : n € N}. Muestre que
T1 y T2 son dos topologias no comparables en N. Ahora considere
la topologia T en N definida al final de la seccién 2 (ejemplo 1.10).
{, Qué relacion de inclusién cumple T con respecto a 7 y To7

Sea (X,T) un espacio topolégicoy Y, Z C X. ;Bajo qué condiciones
enY y Z se cumple que Ty C Tz? (Véase el ejemplo 1.12).

Hemos definido sobre C(I) las métricas doo, d1 y da (véase el ejemplo
1.7 y los ejercicios (5) y (6) en 1.A). Verifique que la topologia Ty
definida por ds estd contenida en la topologia T, definida por d,
y que constituyen dos topologias diferentes. Determine las relaciones
de 77, la topologia definida por d;, con T v Ts.

Demuestre que si F = {T, : @ € J} es una familia no vacia de
topologfas en X, entonces [, ; T €s también una topologfa en X.
En cambio, la unién de topologias no es necesariamente una topologia
(demuestre este hecho). Sin embargo, es posible definir una minima
topologia T en X que contiene a (J, ; To. Es decir, dada cualquier
familia & de topologias en X, podemos encontrar una maxima cota
superior de ¥ en 7(X) y una minima cota superior de F en 7(X).
(Demuéstrelo).

1.D. Conjuntos cerrados

(1)

(2)

Sean T7 y T2 dos topologias en un conjunto X. Sean F; y Fs la
coleccién de los subconjuntos cerrados en (X, T7) y (X, T2), respecti-
vamente. Pruebe que J7; C T5 si y sélo si F; C Fs.

Demuestre la afirmacién hecha en el ejemplo 1.15.(2).
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(3) ;Cudles son los subconjuntos cerrados de los siguientes espacios to-
poldgicos?
(a) (X,7) en donde X = {a,b,c,d} y T = {0, X, {a}, {b},{a,b}}.
(b) Los espacios en el ejercicio 1.B.(5).
(¢) El espacio (X, T,) definido en el ejercicio 1.B.(6).
(d) El espacio (X, T, ) definido en el ejercicio 1.B.(7).
(e) El espacio (N, T) definido al final de la seccién 2 (ejemplo 1.10).
(4) Supongamos que (X, d) es un espacio métrico. Muestre que cualquier
subconjunto finito F en (X, Ty) es un subconjunto cerrado. Ademds,
en el caso en que (X, Ty) es el espacio euclidiano R™, F no es abierto.
(5) (Bases para los conjuntos cerrados) Sea X un espacio topolégico. Una
base para los subconjuntos cerrados es una coleccién de cerrados F tal
que cualquier subconjunto cerrado de X es la interseccién de todos
los elementos de alguna subfamilia de JF.
(a) Si F es una base para los conjuntos cerrados del espacio X,
entonces B = {X \ F': F' € F} es una base para la topologia de
X.
(b) Una coleccién F de subconjuntos de X es base para los cerrados
de alguna topologia en X si y sélo si (a) para cada A, B en F,
el conjunto AU B es la interseccién de los elementos de alguna
subcoleccién de I, y (b) ey F = 0.

1.E. Bases, subbases y bases locales

(1) Sean T7 y T2 dos topologias en X, y supongamos que B, Bs son
bases de T; y To, respectivamente. Si para cada B € B; y cada
x € B, podemos encontrar un elemento A € By tal que z € A C B,
entonces J1 C Ts.

(2) En el ejercicio 1.A.(7) definimos un orden parcial < en el conjunto
de métricas definidas sobre un conjunto X. Compruebe que si d < p
entonces Tg C T,.

(3) Pruebe que la coleccién de subconjuntos de R? de la forma {(z,y) :
a<x<byec<y<d}, endonde a, b, ¢y d son niimeros reales,
constituye una base para la topologia usual en R2.

(4) Demostrar que cualquier base B del espacio discreto (X, P(X)) debe
contener a la coleccién {{z} : = € X}.

(5) Considere los espacios topoldgicos (N, T), (N,T7) y (N, T2) definidos
en el ejemplo 1.10 y en el ejercicio 1.C.(3). Para cada n € N muestre
una base local de vecindades de n en cada una de las topologias T,
71 y .:]-—2.

(6) Sea (R,Tp) la linea de Michael (ejemplo 1.12). Demostrar que para
cada nimero irracional x, la coleccién {{x}} es una base de vecin-
dades para = en (R,Tp); y para cada ndmero racional y, B(y) =
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{(y—L,y+21): n e N} es una base de vecindades de y en este
mismo espacio.

1.F. Subespacios

(1) Sea (X, d) un espacio métrico y sea Y un subconjunto de X. Podemos
considerar en X la topologia T, definida por d. Podemos también
definir la funcién d* : Y x Y — R* U {0} por d*(a,b) = d(a,b) para
cualesquiera dos puntos a,b en Y. Corrobore que d* es una métrica
en Y, y que la topologia definida en Y por d*, T4+, coincide con la
topologia relativa T4 [ Y.

(2) Consideremos en un conjunto infinito X la topologia cofinita T. De-
muestre que para Y C X, T [ Y es la topologia cofinita en Y.

(3) Sean A y Y dos subconjuntos de un espacio topolégico (X,T) tales
que A C Y. Corrobore que la topologia relativa en el conjunto A,
considerado como subespacio de (Y, 7T [ Y), coincide con T | A.

(4) Consideremos el espacio vectorial C*(R) con la norma del supremo, y
consideremos en él la topologfa definida por esta norma (véase el ejer-
cicio 1.A.(10)). El conjunto de funciones continuas C(I) es un sub-
conjunto de C*(R). Verifique que la topologia de C(I) heredada de
C*(R) coincide con la topologia generada por la distancia del supremo
en C(I) como fue definida en el ejemplo 1.7.

(5) (EI plano radial) Un subconjunto A en el plano R? es radialmente
abierto si contiene un segmento de linea abierto en cada direcciéon
alrededor de cada uno de sus puntos (véase la figura 16).

< N\
/ \
/ \

/

\ [ A /
\ | Y /
\ \ /
\ / /
N\ /4
\\ \\ 4 //

7
N
s oo
=-g-=

FicgurA 16. Ejemplo de un abierto radial que no es
abierto euclideano (el punto p forma parte del conjunto).

(a) Pruebe que la coleccién de los conjuntos radialmente abiertos
forma una topologia en R2.
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(b) Justifique la proposicién: “cada abierto euclidiano es radial-
mente abierto”.
(c) Dé un ejemplo de un conjunto radialmente abierto que no es
abierto euclidiano. Demuestre todas sus afirmaciones.
(d) Demuestre que cualquier circunferencia en el plano radial hereda
la topologia discreta como subespacio.
Con esta topologia el plano R? recibe el nombre de plano radial.

1.G. Generacién de topologias a partir de subcolecciones del con-
junto potencia de X

(1) Para 8§ C P(X) tal que X = (J S8, la topologia Tg definida en el parrafo
anterior al ejemplo 1.38, es la menor topologia en X que contiene a
8. Es decir, Ts =({T e 7(X) : §CT}.

(2) Compruebe que la topologia T, en C'(I) definida en el ejemplo 1.37,
es estrictamente menor a la topologia T4,. ;Como se relacionan T7 y
Ty con T,7 (Véanse las definiciones de To,,T1 v T2 en 2.C).

(3) Consideremos al espacio de funciones continuas C'(I) con su topologia
de la convergencia puntual T, (véase el ejemplo 1.37). Sea J un
subconjunto de I fijo, y para cada x € J sea F, un subconjunto
cerrado de R. Demuestre que el conjunto {f € C(I): YV z € J, f(x) €
F,} es un subespacio cerrado de (C'(I),T)).

(4) (Topologia de Vietoris) Sea (X, T) un espacio topoldgico. Denotemos
por F(X) a la coleccién de subconjuntos cerrados de X diferentes de
(). Para cada coleccién finita Uy, Us,...,U, de elementos en T, sea
V(Uy,...,U,) €l conjunto

{FeFX): FC UUi; Vi=1,2,..n( FNU; #0)}.
i=1

Demuestre que la coleccién
B={V(U,...U,) :neN; V1<i<n (U;€T)}

satisface las condiciones de la proposicién 1.36, y por ende, B genera
una topologia T(V) en F(X) de la cual B es base. A T(V) se le conoce
como la topologia de Vietoris en F(X).

(5) (Métrica de Hausdorff) Consideremos un espacio métrico (X, d). Para
cada dos subconjuntos F y F' de X definimos la distancia entre E y
F' como el ntimero

d(E,F)=inf{d(z,y) : 2 € E, y € F}.

Cuando F' = {x}, escribiremos d(E,x) en lugar de d(E, {z}). Para
un r >0y F C X, definimos Ia bola centrada en E de radio r como
B(E,r)={x € X : d(E,z) < r}. Sea Ty la topologia en X definida
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p

FiGuraA 17. Algunas representaciones graficas del inter-
valo cuyos extremos son p y ¢, donde p,q € I y p < q.

por d, y sea F(X) la coleccién de subconjuntos cerrados no vacios de
(X7 rIcl)

(a) Pruebe que la funcién d* : F(X)x F(X) — RTU{0} definida por
d*(E,F) = d(E, F) no satisface necesariamente la desigualdad
del tridngulo. (Considérese X = R? con la métrica usual.)

(b) Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, por lo dicho en el
ejercicio 1.A.(8), que la funcién d es una métrica acotada en X.
Asi, para A, B € F(X) podemos definir

pa(B) = sup{d(A,z) :z € B} y p(A,B) =mix{pa(B),pp(A)}.

Compruebe que la funcién p asi definida si es una métrica en
F(X) ala cual se le denomina métrica de Hausdorff.

(c) Determine si existe alguna relacién de inclusién entre la topologia
de Vietoris (véase el ejercicio 1.G.(4)) y la definida por la métrica
de Hausdorff en F(X).

(6) (Espacios topoldgicos linealmente ordenados)

(a) El conjunto de los ntimeros ordinales o que son <, w; con su
topologia definida por <, (véase el Apéndice A) lo denotaremos
como [0,w1], y a su subespacio [0,w;] \ {w1} le asignaremos el
sfmbolo [0,w;). Pruebe que para cada «, 8 <, wy con a <, 3,
el intervalo (a, 8] = {\ <, w1 : @ <, A <, B} es un subconjunto
cerrado y abierto en [0, wy].

(b) (EI cuadrado lexicogréfico) Consideremos el conjunto I x I =
{(a,b) : 0 < a,b < 1}. En este cuadrado podemos definir un
orden lineal del modo siguiente: (a,b) < (¢,d) ©oa <c,0a=c
y b < d. Compruebe que (I?,<) es un conjunto linealmente
ordenado.

Sea T¢ la topologia definida por el orden lexicogréfico en I?
(véase el ejemplo 1.38 y la figura 17).
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(i) Determine una base local en T¢ para los puntos (0,0),
(1,1), (a,b) con0 < a,b< 1, (a,0) con0<a<ly(a,l)
con 0 < a < 1, respectivamente.

(i) Compare la topologfa euclidiana heredada en I? con la
topologia T¢.

(iii) Pruebe que el subespacio [0, 1] x {1/2} de (12, T<) es dis-
creto.
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Capitulo

La cerradura, el interior y otros opera-
dores

Recordemos que un punto x en un espacio métrico (X,d) estd ad-
herido o pegado a un conjunto A C X si toda bola abierta con centro
en el punto x siempre intersecta a A. El conjunto de todos los puntos
del espacio métrico X que estan adheridos a un conjunto A se llama
cerradura o adherencia de A. Esta nocién (la cerradura de un conjunto)
no es exclusiva de los espacios métricos y se puede extender a los es-
pacios topolégicos. Para ello simplemente hay que notar que la razén
por la que un punto z estd adherido a un conjunto A en un espacio
métrico X es porque cualquier subconjunto abierto que contiene a x
tiene una interseccién no vacia con el conjunto A. Con esto 1ltimo nos
podemos dar una idea de cémo extender la nociéon de adherencia a los
espacios topoldgicos abstractos: un punto z de un espacio topoldégico X
estd adherido (o pegado) a un subconjunto A de X si cualquier abierto
que contiene a x tiene puntos de A. Lo contrario significard que z se
encuentra separado de A.

Observe que al calcular la cerradura de los subconjuntos de un espa-
cio topoldgico X estamos definiendo una funcién cl : P(X) — P(X), de
la coleccion de los subconjuntos del espacio X en si misma, que se conoce
comunmente como operador cerradura asociado al espacio topoldgico X.

Las propiedades basicas més importantes de éste y otros operadores
asociados a espacios topoldgicos seran estudiadas en este capitulo.

41
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2. La cerradura, el interior y otros operadores

1. El derivado y la cerradura de un conjunto

Cuando tenemos un espacio topoldgico (X,T) y un subconjunto E de
X, podemos definir los puntos que estan adheridos a E de la siguiente

manera.

2.1. DEFINICIONES.

(1) Un punto z € X es un punto de acumulacién de E si cada

vecindad V' de x en (X, T) contiene algin punto de E diferente
de x. Esto es, z es un punto de acumulacién de E si (ENV)\
{z} # 0 para cada V € V(z).

(2) El conjunto derivado de E, que denotaremos por der(E), es el

conjunto de todos los puntos de acumulacién de E.

(3) Un punto = en E es un punto aislado de E si x € E \ der(E).

2.2. EJEMPLOS.

(1) Consideremos al conjunto R? con la topologia euclidiana. En

este espacio topoldgico consideremos el conjunto A = {(%, 1):
n € N}. Afirmamos que der(A) = {(0,1)}. Efectivamente,
si B((0,1),r) es una bola abierta centrada en (0,1) por la
propiedad arquimediana podemos hallar un nimero natural m
tal que 0 < % < r. Entonces se tiene que (=, 1) € (B((0,1),r)N
A)\{(0,1)}. Esto demuestra que (0, 1) es punto de acumulacién
de A.

Por otro lado, si (z,y) # (0,1) definamos e = w >
0, observe ahora que las bolas abiertas B((0,1),¢) y B((z,y),€)
son conjuntos ajenos. Ademas, utilizando un argumento andlo-
go a lo anterior, podemos verificar la existencia de una m € N
tal que 0 < % < € para todan > m. Para finalizar consideremos
los siguientes casos:

Caso 1. Si (z,y) = (3,1) para alguna i € {1,2,...,m}
entonces definamos

_ { min{e, e((z,), (3,1))} sii=1
D) e((zy), (27, 1)) sii# L

min{e, e((z,y), (757

Caso 2. Si (z,y) # (3,1) para toda i € {1,2,...,m}

definamos r = minfe, e((z,y), (3, 1)}, e((z,9), (5, 1))}.
Note que en cualquiera de los anteriores casos podemos con-
cluir que (B((0,1),7) n A) \ {(0,1)} = 0, y con ello hemos
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probado que el punto (z,y) no es un punto de acumulacién del
conjunto A.

Observe también que como der(A) = {(0,1)}, todo punto
de A es un punto aislado de A.

(2) Sea T la topologia discreta en un conjunto no vacio X. Sabemos
que, en este caso, cada conjunto formado por un solo punto es
un conjunto abierto y, por lo tanto, el derivado de cualquier
subconjunto E de X es vacio ya que (EF N {z})\ {z} = 0 para
toda x € X. Asi resulta que todo elemento de E es un punto
aislado de F.

(3) Consideremos ahora un subconjunto E de un espacio indiscreto
X. El tinico subconjunto abierto no vacio es X, de tal manera

que
X si F tiene mdas de un punto
der(E) =¢ X\ E siFE tiene s6lo un punto
0 siE=10

(Verifiquese, vea el ejercicio 2.A.(4))) (;Cudles son los puntos
aislados de E7?)

(4) Sea X un conjunto infinito y consideremos en X a la topologia
cofinita 7. Sea E un subconjunto de X diferente del vacio. Es
facil verificar que

[ 0 siE es finito
der(E) = { X si F es infinito.

Por lo tanto, todo elemento de E es un punto aislado de E
en el caso en que E es finito. Si F es infinito entonces no
tiene puntos aislados. En efecto, si F = {x1,...,x,}, entonces,
para cualquier x € X, el conjunto A = (X \ E) U {z} es un
subconjunto abierto que contiene a z y (A\ {z})NE = 0. Por
lo tanto, x & der(E); es decir, der(E) = (). Para el caso en que
FE es infinito, notemos que para cada x € X y cada abierto A
de X que contiene a x, siempre sucede que X \ A es finito. Asi
que (ENA)\ {z} # 0. Por lo cual der(F) = X.

(5) Sea 8 = (X,T) el espacio de Sierpinski definido en el ejemplo
1.9 inciso (4). Tenemos que der({0}) = {1}, y como el tnico
abierto que contiene a 1 es el espacio total X, der({1}) = 0.
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El proceso de calcular el conjunto derivado de un subconjunto E de
un espacio topoldgico X define una funcién der : P(X) — P(X) del con-
junto de todos los subconjuntos de X en si mismo. Una funcién de este
tipo es lo que se conoce como un operador sobre P(X). Formalmente,
un operador sobre P(X) es una funcién definida en P(X) y con valores
en P(X).

Al operador que asocia a cada E C X con der(E) le llamaremos ope-
rador derivado. En la siguiente proposicién mostramos las propiedades
bésicas de este operador.

2.3. PROPOSICION. Para subconjuntos A y B de un espacio topoldgico
(X,7), se tienen las siguientes propiedades:

(1) der(0) =
(2) Si AC B entonces der(A) C der(B).
)

(3) Size der(A), entonces x € der(A\ {z}).
(4) der(AU B) = der(A) Uder(B).

DEMOSTRACION. (1) der()) = 0 ya que (0NG)\ {z} = 0 para cualquier
x € X y para cualquier subconjunto abierto G de X.

(2) Supongamos que A C By que x € der(A). Resulta entonces que
para cualquier subconjunto abierto G de X que contiene a x se cumple
que (ANG)\{z} # 0. Pero (ANG)\{z} C (BNG)\{z}; por lo tanto,
(BNG)\ {z} # 0. Concluimos que der(A) C der(B).

(3) Tenemos que ([A\ {z}|NG)\{z} = (ANG)\ {x}. Por lo cual,
si x € der(A), entonces = también pertenece a der(A \ {z}).

(4) Si z ¢ der(A) U der(B), entonces existen abiertos G; y G2 que
contienen a x y que satisfacen (ANG1)\{z} =0y (BNG2)\{z} = 0. El
conjunto abierto G = G1 N G2 contiene a zy (AUB)N(G\ {z}) =0, de
modo que z ¢ der(AUB). Concluimos que der(AUB) C der(A)Uder(B).
La otra inclusion se obtiene al aplicar el inciso (2) de manera adecuada
a los conjuntos A, By AU B. X

Un subconjunto de un espacio topoldgico es cerrado si contiene a su
conjunto derivado, como veremos a continuacion.

2.4. PROPOSICION. Un subconjunto E de un espacio topoldgico (X,T)
es cerrado si y solo sider(F) C E.

DEMOSTRACION. Vamos a demostrar la proposicién equivalente: E C
X no es cerrado en (X, T) siy sélo si der(E)N (X \ E) # 0. En efecto, si
E no es cerrado, entonces X \ E no es abierto. De la proposicién 1.24,
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resulta que existe x € X \ E con la propiedad de que para cualquier
vecindad V' del punto z, se tiene que ) # ENV = (ENV)\ {z}. Es
decir, z € der(E). Esto implica que der(E) N (X \ E) # 0.

Ahora supongamos que existe x € der(E) \ E. Resulta que si V es
una vecindad de z entonces (V' \ {z}) N E # (. Por ello, aplicando la
proposicién 1.24, podemos concluir que X \ E no es abierto; es decir, £
no es un conjunto cerrado. X

Ahora vamos a introducir un concepto de especial relevancia que
serd clave en nuestro estudio de la topologia general.

2.5. DEFINICION. La cerradura cl(E) de un conjunto E contenido
en un espacio topoldgico (X, T), es el subconjunto cl(E) = E U der(E).

Obsérvese que tanto los puntos de E como los puntos del der(F)
son los Unicos elementos de X que podemos pensar que estan pegados
a F/. Esta es la razon por la que se acostumbra llamar a los puntos del
conjunto cl(F) puntos adherentes a E.

En la siguiente proposicion se establecen algunas de las propiedades
mas importantes de la cerradura de un conjunto.

2.6. PROPOSICION. Sea (X,T) un espacio topoldgico y sean E, F sub-
conjuntos de X. Las siguientes proposiciones son vdlidas.

(1) = € cl(E) siy solo si cada subconjunto abierto de X que con-
tiene a x tiene interseccion no vacia con E.

) cl(E) es cerrado.

) Si F C X es un cerrado que contiene a E, entonces cl(E) C F.

) E es cerrado siy solo si E = cl(F).

) Si E C F entonces cl(E) C cl(F).

) l(E)=({F CX:F esun cerrado y E C F}.

) c(EUF) =cl(E)Ucl(F).

(8) c(ENF) Ccl(F)Ncl(F).

DEMOSTRACION.

(1) =] Siz € cl(E) entonces x € E 6 € der(F). En el primer

caso, es claro que cualquier abierto que contenga a x intersecta

a E. Siz € der(F), por definicién de punto de acumulacién,
cualquier vecindad de z tiene puntos de E diferentes de x.

<] Si z € E, entonces es claro que x € cl(E). Supongamos

entonces que x ¢ E. Entonces cada vecindad de x debe tener
puntos de E diferentes de x. Esto implica que x € der(E).

(2
(3
(4
(5
(6
(7
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(2)

()
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Siz € X \ cl(EF), entonces existe una vecindad V' de z tal que
VNE = (. Tomemos un abierto G de X tal que z € G C V.
Entonces GNE = (). Note que también sucede que GNder(E) =
(). Por ello, tenemos que x € G C X \ cl(E). Esto muestra que
el conjunto X \ cl(E) es abierto. En consecuencia, cl(EF) es
cerrado.

Por (3), cl(E) C({F : F C X es un cerrado tal que E C F'}.
Como cl(F) es un cerrado que contiene a E, se cumple que
({F : F C X es un cerrado tal que E C F} C cl(E).
Aplicando (5), resulta que cl(F) C cl(FUF) y cl(F) C cl(E U
F). De esta manera podemos concluir que cl(E) U cl(F) C
c(EUF).

Por otro lado, nétese que cl(E) U cl(F') es un subconjunto
cerrado de X que contiene a F'U F. Por (3), tenemos que
cl(EUF) Ccl(E)Ucl(F).

El conjunto cl(E) Ncl(F) es un subconjunto cerrado de X que
contiene a F N F. Aplicando (3), obtenemos que cl(E N F) C
cl(E) Necl(F).

Dejamos las demostraciones de los restantes incisos como un ejercicio al
lector (véase el ejercicio 2.A.(5)). X

Obsérvese que por el inciso (3) de la proposicién anterior (véase
también el inciso (6)), cl(E) es el minimo conjunto cerrado que contiene

a k.

2.7. EJEMPLOS.

(1)

Consideremos en R dos puntos a,b con a < b. El intervalo
[a,b) es un subconjunto cerrado en R cuando consideramos la
topologia de Sorgenfrey (ejemplo 1.42). En efecto, es claro que
[a,b) C cl([a,b)). Ademas, si x & [a,b), entonces x < a 6 b < .
En el primer caso, [z,a) es un abierto que contiene a z y no
intersecta a [a,b). En el segundo caso, [b,z + 1) es un abierto
que contiene a x y no intersecta a [a,b). Tenemos entonces que
[a,b) = cl([a,b)).

Pero ya sabemos que cada conjunto de la forma [a,b) es
abierto en Lg. De tal manera que (R, §) contiene una base para
su topologia formada por conjuntos que son a la vez abiertos
y cerrados (a un espacio con esta propiedad se le llama cero-
dimensional).
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(2) Sea X un conjunto infinito. Consideremos el espacio (X, Tpx,)
definido en el ejercicio 1.B.(7). Sea E un subconjunto de X.
Para cualquier x € X, {x} es abierto en X, y si |E| > N,
entonces p € cl(E) ya que si V' es una vecindad de p, entonces
| X\ V| < Rp; por lo tanto, V' debe intersectar a E. Tenemos
entonces que para cualquier £ C X,

Cl(E) = E si E es finito
| EU{p} siFE es infinito.

(3) Consideremos el conjunto R con la topologia usual. Sea Q
el subconjunto de R formado por los nimeros racionales. Si
a,b € Ry a < b, entonces debe haber un niimero racional
en (a,b). Esto significa que si z € R y (a,b) es un intervalo
que contiene a x, entonces [(a,b) \ {z}] N Q # 0. Esto es,
der(Q) =R = cl(Q).

Es claro que lo mismo podemos decir acerca del conjunto
de los nimeros irracionales P. Es decir, cl(P) = R.

Lo anterior nos permite ejemplificar que la contencién en
(8) de la proposicién 2.6 puede ser estricta: ) = cl(QNP) &
R = cl(Q) Ncl(P).

Al igual que para el caso del derivado de un conjunto, la operacion
que consiste en calcular la cerradura de un subconjunto £ en un espacio
topolégico (X, 7T), define un operador C : P(X) — P(X) que tiene la
siguiente férmula de asociacién: C(E) = cl(E) para todo £ C X. Este
operador es conocido como el operador cerradura asociado al espacio
topoldgico (X, T) (o generado por la topologia 7).

2. El interior de un conjunto F

En la seccién anterior definimos al minimo conjunto cerrado que con-
tiene a un subconjunto E de un espacio topologico X. Ahora estamos
interesados en definir al maximo subconjunto abierto contenido en E.

2.8. DEFINICION. Sea F un subconjunto de un espacio topolégico
(X,T). El interior de E, el cual denotaremos con int(E), es la unién
de todos los abiertos contenidos en E. A los puntos que pertenecen a
int(E) les llamaremos puntos interiores de E.
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De la definicién resultan obvias las afirmaciones de la siguiente pro-
posicién (vea el ejercicio 2.B.(1)).

2.9. PROPOSICION. Para cualquier subconjunto E de un espacio (X, 7T),
se tiene que:

(1) int(E) es un subconjunto abierto de X .

(2) int(E) es el mayor abierto que estd contenido en E; es decir, si
A es un abierto en X contenido en E, entonces A C int(E) C
E.

(3) Si AC B C X, entonces int(A) C int(B).

(4) E €T siy solo siint(E) =E.

Es claro que utilizando la nocién de interior de un conjunto pode-
mos definir un nuevo operador en cada espacio topoldgico. Dado un
espacio (X, T), la funcién I : P(X) — P(X) cuya regla de asociacién es
I(E) = int(F) para cada E € P(X) es un operador sobre P(X), llamado
operador interior asociado a (X, 7).

La proposicién que a continuaciéon presentamos agrupa algunas de
las propiedades que caracterizan al operador interior.

2.10. PROPOSICION. Sean (X, T) un espacio topolégico y A, B y E sub-
conjuntos de X. Entonces,

(1) int(X) = X,

(2) int(E) C
(3) int(int(E )) int(E),
(4) int(AN B) = int(A) Nint(B).

DEMOSTRACION. La afirmacién en el inciso (1) es una consecuencia de
la proposicién 2.9.4. (2) es una consecuencia inmediata de la definicién,
y (3) resulta de 2.9.1 y 2.9.4. Demostremos, pues, la proposicién en
el inciso (4). Como ANB C Ay AN B C B, entonces, por (3) en
la proposicién 2.9, int(A N B) C int(A) Nint(B). Por el inciso (2) de
esta proposicién, tenemos que int(A) Nint(B) € AN B. Pero entonces
int(A)Nint(B) es un abierto contenido en AN B e int(AN B) es el mayor
de los abiertos que estan contenidos en AN B, por lo cual int(A)Nint(B)
estd contenido en int(A N B). De este modo hemos obtenido las dos
contenciones que determinan la relacién int(A N B) = int(A) Nint(B).
X
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2.11. OBSERVACION. De la definicién 2.8 y de la proposicién 2.9
inciso (1), deducimos que = € E es un punto interior de E si existe un
abierto A tal que z € A C E.

La siguiente proposicién relaciona los conceptos de interior y cerra-
dura de un conjunto.

2.12. PROPOSICION. Para cualquier subconjunto E en un espacio topold-
gico (X,7T), int(F) = X \cl(X \ E); lo cual es equivalente a la expresion
c(B) =X \int(X \ E).

DEMOSTRACION. Sea z € int(E). El conjunto int(E) es abierto, con-
tiene a x y no intersecta a X \ E. Por lo tanto, x ¢ cl(X \ E) (proposi-
ciones 2.6 y 2.9), lo que significa que x € X \ cl(X \ E). Como z es un
punto arbitrario de int(E), entonces int(E) C X \ cl(X \ F).

Ahora bien, si z € X \ cl(X \ E), entonces podemos encontrar un
subconjunto abierto A que satisface x € A C E. Por lo tanto, z € int(E)
(vea la observacién 2.11), y concluimos nuestra demostracion. X

Presentamos a continuaciéon dos operadores mas que estan relaciona-
dos con los operadores cerradura e interior y que nos permitirdn decidir
cuando un punto en un espacio topolégico (X, T) estd “lejos” de un con-
junto dado £ C X y cuando pertenece a la “cascara” de E segun la
topologia 7, respectivamente.

2.13. DEFINICIONES.

(1) Sea (X,T) un espacio topolégico y E C X. El exterior de E,
denotado por ext(E), es el conjunto de puntos interiores de
X\ E. Es decir, ext(E) = int(X \ E).

(2) Un punto z € X es un punto frontera de E si cualquier vecindad
V de z satisface VNE # 0y VN (X\E) # 0.

(3) La frontera de E, fr(E), es el conjunto de los puntos frontera
de E.

La siguiente proposicién enumera algunas de las propiedades esen-
ciales del operador exterior. Su demostracién se deja también al lector
(ver ejercicio 2.B.(1)).

2.14. PROPOSICION. Para subconjuntos E, A y B de un espacio X, las
siguientes afirmaciones se cumplen.

(1) ext(0) = X;

(2) ext(E) C X\ E;
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(3) ext(FE) = ext(X \ ext(E));
(4) ext(AU B) = ext(A) Next(B).

Ahora veamos algunas propiedades del operador frontera.

2.15. PROPOSICION. Para subconjuntos E, A y B de un espacio X son
ciertas las pmpiedades stguientes:

(1) fr(0) =

(2) fr(E )—fr(X\E)

(3) fr(fx(E)) C fr(E);

(4) fr(AN B) C [cl(A) N fe(B)] U [fr(A) N cl(B))].

DEMOSTRACION. Las pruebas de las propiedades (1)—(4) requieren de
céalculos simples; como una muestra de ello comprobemos la veracidad
de la relacién dada en (4). Siz € fr(AN B) y V es una vecindad de
x, entonces ) # VNANB C VNA. Es decir, cualquier vecindad de
x intersecta a A en un conjunto no vacio. Por lo tanto x € cl(A). De
manera similar se prueba que = € cl(B). Ahora queda por comprobar
que z debe pertenecer a alguno de los conjuntos fr(A4) o fr(B). Como
toda vecindad de z intersecta tanto a A como a B, suponer que z no
estd en fr(A) y no esta en fr(B) quiere decir que existen vecindades V' y
W de z que satisfacen que VN (X \ A) =0 = WnN (X \ B). Pero esto
significa que la vecindad V NW de x no intersecta a X \ (AN B), lo cual
contradice el hecho de que x € fr(ANB). Por lo tanto, = € fr(A)Ufr(B).
X

En la siguiente proposicién enumeramos varias igualdades que rela-
cionan a los operadores interior, cerradura, exterior y frontera. Las
igualdades en el primer inciso son consecuencia de la proposicién 2.12.
Las relaciones restantes son consecuencias directas de las definiciones y
dejamos su verificacién como un ejercicio (vea 2.B.(2)).

2.16. PROPOSICION. Para un subconjunto E de un espacio (X,T) se
cumple lo que a continuacion enunciamos.
(1) ext(E) = X \ cl(F) y cl(F) = X \ ext(FE).
(2) ext(F) Nint(E) = ext(E) Nfr(F) = int(E) N fr(E) = int(F) N
(X \ E) =cl(E)Next(E) = 0.
(3) ¢ E gﬁfr( )=cl(X\E)Nfr(F) = [ X \int(E)|N[X \ext(E)] =
(4) cl(F)=FEUfr(F) yint(E) = E\ fr(F).
(5) int(E) Uext(E)Ufr(E) = X.
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2.17. EJEMPLO. Consideremos el espacio ¥ = A(X) = X U {p}
definido en el ejercicio 1.B.(7), en donde p es el punto distinguido de
A(X),ysea E C A(X). Como {x} es un subconjunto abierto para cada
x € X y los tnicos abiertos que contienen a p tienen complemento finito,
entonces

E sipg E
int(E) =< E sipe Ey|X\ E| <Ng
E\{p} sipe Ey |X\E|>No

Ahora, si aplicamos el operador exterior a E, obtenemos:

Y\E sipeFE
ext(B)=it(Y\E)=¢ Y\E sipgEy|El <N
X\E sip¢ Ey|E| >R

Y, finalmente,

0 sipe By | X\ E| <N

_ ) {p} sipeEy|X\E|>Yg
BE)=9 0" sipgEy|E <R
{p} sipgd Ey|E| >N

Notemos que los operadores que hemos definido hasta el momento,
dependen de la topologia elegida en X. En general, si 71 y T3 son
topologias diferentes en X y F C X, entonces el interior, exterior, cer-
radura y frontera de F con respecto a T seran diferentes de aquellas
en T5. Antes de dar un ejemplo, convengamos en utilizar las notaciones
intg(E), cly(E), exty(E) y frg(E), para hacer énfasis que se estéd calcu-
lando el interior, la cerradura, el exterior y la frontera de E en el espacio
topolégico (X, 7).

2.18. EJEMPLO. Tomemos en el conjunto de los ntimeros reales R
el subconjunto E = [QN (0,1)]U{3 -1 : n e N}U(4,—). Sea§
la topologia de Sorgenfrey en R definida en 1.42 del capitulo anterior.
Consideremos la topologia euclidiana T, en R, y sea

T={0,R} U{(a,—) : a € R}.

Puede verificarse que T es una topologia en R contenida en T.. La
cerradura de E con respecto a § es igual a

CIS(E) = [07 1)U{3_ L:in EN}U [47_>);

n
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en cambio, si consideramos la topologia euclidiana obtenemos

cy (B)=1[0,11u{3 -1 :neN}U{3lU[4,—),

y por otro lado cly(E) = R. Sin embargo, intg(E) = inty, (E) =
inty(E) = (4,—). Ademss, extg(E) = (+,0)U[1,4)\ {3—1 : n e N},
exty, (E) = (+,0)U(1,4)\ {3— 1 :n e N} y extg(E) = 0.

Y en el caso de la frontera tenemos que

frg(E) =[0,1) U{3— 1 : neN}u{4},

y que fry (E) = [0,1]U{3 -1 : n € N} U{3,4} y ademéds fry(E) =
(—o0,4].

La demostracion formal de la siguiente proposicion es dejada como
un ejercicio al lector (vea 2.B.(5)).

2.19. PROPOSICION. Sean T1 y To dos topologias en X y sea A un sub-
conjunto de X. St T1 C Ta, entonces

(1) derg,(A) C dery, (A),

(2) Cl‘Tz (A) - leﬁ (A)7

(3) intg, (A) D inty, (A),

(4) extq,(A) D exty, (A4),

(5) fry,(A) C fry (A)

En particular, si (R, T,) es la recta real con su topologia usual y P es
el conjunto de nimeros irracionales, entonces la topologia Tp definida en
el ejemplo 1.34 inciso (2), es una topologia més fina que Te; por lo cual
si A C R, derg,(A) C derg, (A), cly,(A4) C cly, (A), intg, (A4) D intg, (A),
extg, (A) D extg, (A) y frg,(A) C frg (A). Para A =[QN(0,1)]U[PN
(2,3)] se puede demostrar que todas las contenciones son propias.

Ahora veamos las relaciones entre los operadores aplicados a un es-
pacio X con respecto a los mismos operadores aplicados a alguno de sus
subespacios. En el resultado siguiente los subindices indican el espacio
en el que se esta aplicando el operador.

2.20. PROPOSICION. Sea Y un subespacio de X. Para cualquier E C'Y
se tiene que

(1) dery(F) =derx(E)NY,

(2) cly(E)=clx(E)NY,

(3) intx(E)NY Cinty(E), y

( ) fI‘y( ) Cfl“X(E)ﬂY.
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DEMOSTRACION. Como E C Y, se tiene que para cualesquiera A C X
vz €Y, EN(A\{z}) # 0 equivale a EN ((ANY)\{z}) # 0. De este
hecho se obtiene la demostracién de (1).

Para demostrar (2) se emplean las igualdades cly (E) = EUdery (E)
y clx(F) = EUderx(E).

Ahora, como intx (F) es un abierto en X contenido en F, tenemos
que Y Nintx(E) es un abierto en Y contenido en E y, por ende, Y N
intx(E) - inty(E).

Por ltimo, sea z € fry(F). Naturalmente x € Y. Para demostrar
que z € frx(FE), tomemos un abierto A en X que contiene a x; entonces
ANY es un abierto en Y que contiene a x, asi que ) # (ANY)NE C ANE
yO#(ANY)N(Y\E) C AN (X\E). X

2.21. OBSERVACION. Las contenciones mencionadas en los incisos (3)
y (4) de la proposicién anterior pueden ser estrictas. Por ejemplo, en R
con la topologia usual podemos considerar el subespacio Y = [0,1] y el
subconjunto E = [0,1/2). De esta forma tenemos que intg (E) = (0,1/2)
y que inty (E) = [0,1/2). Dejamos al lector la tarea de crear un ejemplo
en donde fry (E) sea un subconjunto propio de Y Nfrx (E) (vea ejercicio

2.C.(6)).

3. Construccién de topologias a partir de operadores

En la seccién 7, vimos cémo generar topologias en un conjunto X a partir
de familias de subconjuntos de X. En las secciones 1 y 2 introdujimos
los conceptos de cerradura e interior de un conjunto E en un espacio X.
Resulta ahora claro que a partir del operador interior asociado al espacio
topoldgico X, podemos siempre reproducir a todos los conjuntos abiertos
del espacio X; para ello simplemente tomemos la colecciéon {int(E) : E C
X}. Y es claro también que utilizando al operador cerradura podemos
recuperar a todos los subconjuntos cerrados de X.

Es entonces natural pensar que podemos crear topologias para un
conjunto X si tenemos definido un operador I : P(X) — P(X) sobre X
que satisfaga las propiedades (1), (2), y (3) enunciadas en la proposicién
2.10; es decir, un operador que tenga propiedades que nos recuerden al
operador interior.
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Esta idea fue aplicada por el matematico polaco K. Kuratowski al
operador cerradura. K. Kuratowski analizé las propiedades més impor-
tantes del operador cerradura asociado a todo espacio topoldgico y noté
que cuatro de ellas tienen toda la informaciéon topoldgica del espacio.
Kuratowski definié en [47] la estructura topolégica en un conjunto X
utilizando operadores definidos sobre X que satisfacen cuatro relevantes
propiedades, que hoy dia son conocidas como axiomas de Kuratowski.

2.22. DEFINICION. Diremos que una funcién 7 : P(X) — P(X) es un
operador de Kuratowski u operador cerradura si satisface las siguientes
condiciones, conocidas como axiomas de Kuratowski:

(1) n(@) = 0.

(2) VE C X, se tiene que E C n(E).

(3) VE C X : n(n(E)) = n(E).

(4) VE,FC X : n(EUF)=n(E)Un(F).

El primer ejemplo de un operador de Kuratowski es el operador de
cerradura asociado a un espacio topoldgico (X,T). El siguiente lema
establece una propiedad de monotonia de los operadores de Kuratowski,
que sera de gran utilidad.

2.23. LEMA. Si n es un operador de Kuratowski en un conjunto X,
entonces, para todo E,F C X, E C F implica que n(E) C n(F).

DEMOSTRACION. Como n(F) =n(EUF) = n(E)Un(F), tenemos que
n(E) € n(F). X

Estamos ya en posicion de saber cémo generar topologias utilizando
operadores de Kuratowski. En el siguiente teorema se muestra esto.

2.24. PROPOSICION. Sea X un conjunto. Sin : P(X) — P(X) es un
operador de Kuratowski para X entonces existe una unica topologia T
en X para la cual n es su operador de cerradura.

DEMOSTRACION. Sea § = {F C X : F = n(F)}. Verifiquemos que F
es la familia de los conjuntos cerrados para una topologia en X; esto es,
verificaremos que la colecciéon F contiene a los conjuntos ) y X, y que
es cerrada bajo uniones finitas e intersecciones arbitrarias (note que si
logramos demostrar que J tiene estas propiedades, entonces la coleccion
T={X\F : F €3} es una topologia).

Es claro que () € F. Por la condicién (2) de la definicién de un ope-
rador de Kuratowski, tenemos que X C n(X). Como siempre sucede
que n(X) C X, tenemos que n(X) = X. Por ello, X € F.
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Supongamos que E, F' € F. Como 7 es un operador de Kuratowski,
se tiene que n(E U F) = n(E) Un(F). Peron(E) = E y n(F) = F. Asi
que n(EUF) = EUF. Consecuentemente F es cerrada bajo uniones
finitas.

Supongamos, por otro lado, que 0 # {E, : « € J} C F. Por la
condicion (2) de la definicién de operador de Kuratowski, tenemos que
Nacy B € 1((ncy Fa).

Por otra parte, aplicando el lema anterior, tenemos que n((,c; Ea) C
n(Ep) para toda 8 € J, de donde, (e Ea) € Nacy MN(Ea). Pero
n(Ea) = Eq para toda a € J. Por lo tanto, n((\,cs Ea) = Npecs Ea-
En consecuencia (,c; Ea € J.

Hemos demostrado entonces que existe una topologia J para la cual
la familia F es la familia de cerrados. Verifiquemos ahora que 7 es el
operador cerradura para esta topologia.

Para ello tomemos un subconjunto F de X arbitrario. Denotemos
con cl(F) a la cerradura de F respecto de la topologia T. Como n(E) es
un subconjunto cerrado de T (puesto que n(E) = n(n(E))) que contiene
a F, tenemos que cl(F) C n(F). Por otro lado, como E C cl(F) se
tiene que n(E) C n(cl(E)). Pero cl(E) es cerrado en (X, 7). Entonces
cl(E) € F. Asi que n(cl(F)) = cl(F). En consecuencia cl(E) = n(E).
De esta forma 7 es el operador cerradura de (X, 7).

Dejamos al lector verificar que T es la tinica topologia para la cual
1 es su operador cerradura. X

2.25. DEFINICION. Sea X un conjunto. Diremos que una funcién
) — P(X) es un operador interior si:

n(X) = X;

(E) C E para cualquier F C X;

(n(E)) = n(E) para cualquier E CX;y
(

PX
(1)
(2)
(3)
(4) n(An B) =n(A)Nn(B).

n
nn
n
En la siguiente proposiciéon mostraremos como generar una topologia

en un conjunto X utilizando a un operador interior. Antes de ello de-
mostraremos que los operadores interior también son mondtonos.

2.26. LEMA. Suponga que n : P(X) — P(X) es un operador interior
definido en un conjunto X. Entonces

A C B C X implica n(A) C n(B).
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DEMOSTRACION. Como A C B, tenemos que AN B = A. Ahora bien
n(A) Nn(B) C n(B), y por (4) de la definicién de operador interior,
tenemos que n(A) Nn(B) = n(ANB) =n(A). Con lo cual concluimos
que n(A) C n(B). X

2.27. PROPOSICION. Sea X un conjunto y sea n : P(X) — P(X) un
operador interior definido sobre X. Entonces existe una unica topologia
T en X para la cual n es su operador interior.

DEMOSTRACION. Defina k : P(X) — P(X) por medio de la siguiente
regla: K(A) = X \ n(A) para toda A € P(X). Se deja como ejercicio
para el lector verificar que x es un operador de Kuratowski, probar que
7 es en efecto el operador interior asociado al espacio topolégico (X, T),
donde T es la topologia generada por 7, y que T es la tnica topologia
con esta propiedad. (ver el ejercicio 2.C.(5)) X

2.28. EJEMPLOS.
(1) Sea X un conjunto y n: P(X) — P(X) definido por

(E) _ E si FE es finito
ME) =3 X si E es infinito

Tenemos entonces que:

(a) n(0) =0;
(b) ECn(E)Y ECX;

B n(E) si E es finito
UW@”—{mx)gE%mmm

| E siFE es finito — n(E)
1 X siFEesinfinito

(d) Ahora sean A,B C X. Si A y B son finitos, entonces
A U B también es un conjunto finito, de tal modo que
n(AUB)=AUB =n(A)Un(B). En el caso en que A o
B es infinito, entonces también se cumple que n(AU B) =
X = n(4) Un(B).

Resulta asi que 7 es un operador de Kuratowski pues cumple

con las condiciones de la definicién 2.22. De la proposicién 2.27

inciso (2) se sigue que T = {X\n(F) : E C X} es una topologia
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para X. Observe que T es precisamente la topologia cofinita en
X.

(2) Sea Ej un subconjunto fijo de X. EIl operador ng : P(X) —
P(X) dado por

EoUE siE
m®={ 5% 57

es un operador de Kuratowski. Verifiquémoslo: es claro
que 7o satisface (1) y (2) de la definicién 2.22. Por otro lado,
770(770(E)) = FEyU 7’]0(E) =FE UEUFE =FEUFE = 770(E) si
E#0,yno(no(0)) =no(0) = 0; y finalmente, no(AUB) = EyU
AUB = (EgUA)U(EyUB) = no(A)ung(B)si A# 0y B # 0. En
el caso en que A = ) = B, laigualdad no(AUB) = no(A)Uno(B)
resulta trivial. Por otro lado, si uno de los dos conjuntos A o B
es no vacio y el otro no, por ejemplo, si A # () y B = (), tenemos
que no(AUB) = UO(A) = FEgUA = (80UA)U@ = 80UA)UT]0(B).
Por lo tanto, podemos concluir que 79 es un operador cerradura
en X y Ty = {X \n(E) : E C X} es una topologia en X.
.Coémo es Ty si Ey = 0 (respectivamente, Ey = X)7 (véase
ejercicio 2.C.(6)).
(3) Para Ey C X fijo y k, cardinal infinito, la férmula
) EN(X\Ey) siE2E6EDEyy | X\E|l >k
)=\ E siEDEyy | X\ E|<r
define un operador interior. Compare la topologia generada

por este operador y la topologia T, , definida en el ejercicio
1.B.(6). (véase ejercicio 2.C.(7)).

4. Subconjuntos densos, perfectos, densos en ninguna parte
y fronterizos

Los conceptos que hemos estudiado en las secciones anteriores, nos per-
miten definir de manera precisa algunos tipos especiales de subconjuntos
de espacios topoldgicos que tienen particular importancia.

2.29. DEFINICIONES. Sea (X,7) un espacio topoldgico.

(1) Un conjunto £ C X es denso en X si cl(EF) = X.
(2) Un conjunto E C X es denso en s{ mismo si cualquier punto de
E es punto de acumulacién de E, es decir, E C der(F).
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(3) E C X es perfecto si E es cerrado y denso en si mismo.
(4) E C X es fronterizo si int(E) = ().
(5) E C X es denso en ninguna parte si int(cl(E)) = 0.

Cantor fue quien introdujo los conceptos de punto aislado, conjunto
frontera, conjunto denso, conjunto derivado, conjunto cerrado y conjunto
perfecto (todos ellos considerados solamente en la recta real) en sus
trabajos publicados a partir de 1872 y hasta 1888. KEstableciendo con
ello las bases de la Topologia. Mas tarde, Hausdorff en [33] generaliza
estos conceptos a espacios topoldgicos.

Los siguientes resultados son una consecuencia directa de las defini-
ciones.

2.30. PROPOSICION. Sea (X,T) un espacio topoldgico.

(1) E C X es denso en X si y sdlo si cada elemento A € T\ {0}
satisface AN E # ().
(2) Los siguientes enunciados son equivalentes.
(a) EC X es fronterizo;
(b) cada elemento A € T\ {0} contiene puntos de X \ E;
(¢) X\ E es denso en X.
(3) Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
(a) E C X es denso en ninguna parte;
(b) X \ cl(E) es denso en X;
(¢c) cualquier abierto A en X no wvacio, contiene un abierto
B # 0 tal que BNE = (.
(4) E es perfecto si y sdlo si E = der(E).
(5) Todo subconjunto denso en ninguna parte es fronterizo, y todo
subconjunto cerrado fronterizo es denso en ninguna parte.

2.31. EJEMPLOS.

(1) En un espacio discreto X, el inico subconjunto denso en ninguna
parte (respectivamente, fronterizo, denso en si mismo, perfecto)
es el vacio, y el Unico subconjunto denso es X.

(2) En el espacio euclidiano R, el conjunto de los niimeros racionales
Q y el de los irracionales P, son ejemplos de subconjuntos den-
sos, fronterizos, y densos en si mismos.

(3) Sea X = (I?,7T<) el cuadrado lexicogréfico (véase el ejercicio
1.G.(6)). Este espacio tiene la caracteristica de no contener
subconjuntos densos numerables. En efecto, si N = {(an,by) :
n € N} es un subconjunto numerable de X, entonces podemos
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encontrar un numero real z € I tal que z ¢ {a, : n € N}
(va que I es mas que numerable). Resulta que el conjunto
{(z,t) : 0 < t < 1} es abierto y no intersecta a N. Esto
significa que N no es denso. Como N se eligié de manera
arbitraria, podemos concluir que X no contiene subconjuntos
densos numerables.

Es claro que si F C X es fronterizo (resp., denso en ninguna parte)
y F C FE, entonces F' es también fronterizo (resp., denso en ninguna
parte). Es también obvio que si E C X es denso y F C F, entonces F'
es denso en X. Algunos resultados menos evidentes en este sentido son
los siguientes:

2.32. PROPOSICION. Para un espacio topolégico X se cumple que

(1) la union de dos subconjuntos fronterizos de X no mecesaria-
mente es un conjunto fronterizo; sin embargo,

(2) si A C X es fronterizo y B C X es denso en ninguna parte,
entonces AU B es fronterizo. Ademds,

(3) la union de dos (y en consecuencia, de cualquier cantidad finita
de) subconjuntos densos en ninguna parte de X es también un
conjunto denso en ninguna parte.

DEMOSTRACION.

(1) Como ya habfamos mencionado, Q y P son dos subconjuntos
fronterizos de R con su topologia euclidiana. Pero Q UP = R
no lo es.

(2) Conocemos la igualdad cl[X \ (AUB)] =cl[(X \ A)N (X \ B)].
Por el ejercicio 2.A.(6), sabemos que

cA[(X\A)N(X\B)] 2c(X\A)N(X\cl(B)).
Como A es fronterizo, cl(X \ A) = X. Asi,
(X \A)N (X \cl(B)) =X\ cl(B);
es decir, X \ cl(B) Ccl[(X \ A)N (X \ B)]. Como cl[(X \ A)N
(X \ B)] es cerrado, cl[X \ cl(B)] C cl[(X \ A)N (X \ B)]. Pero
B es denso en ninguna parte, por lo cual cl[X \ cl(B)] = X; en
otras palabras, cl[X \ (AU B)] = X; o sea, AU B es fronterizo.

(3) Si Ay B son densos en ninguna parte, entonces cl(A) y cl(B)

también son densos en ninguna parte. Aplicando (2) concluimos

que cl(A) Ucl(B) = cl(A U B) es fronterizo; es decir, AU B es
denso en ninguna parte. X
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El siguiente resultado serda de mucha utilidad.

2.33. PROPOSICION. Sea D un subconjunto denso del espacio (X,T), y
sea A € T. Entonces cl(A) = cl(AN D).

DEMOSTRACION. Tomemos z € cl(A4) y sea V una vecindad de z. Re-
sulta que V' N A contiene un abierto no vacio, y como D es denso en X,
VNAND # (). Es decir, cualquier vecindad de x tiene intersecciéon no
vacia con AN D, lo que significa que x € cl(AN D). Hemos demostrado
pues que cl(A) C cl(AN D). La inclusién inversa es obvia. X

Terminaremos esta seccién estudiando las ideas anteriores aplicadas
a un espacio de funciones continuas con la topologia de la convergencia
puntual.

2.34. EJEMPLO. Tomemos el espacio Cp,(I) de funciones continuas
definidas en el intervalo cerrado [0,1] y con valores en la linea real R,
considerado con la topologia T, la cual por cierto recibe el nombre
de topologia de la convergencia puntual en C(I). Recordemos que un
abierto candnico en este espacio es de la forma

en donde cada A; es un subconjunto abierto de R. También recordemos
que una vecindad candnica de f € C(I) es de la forma

[f520, . awsel ={g € C(I): Vi=0,....k(lg(z:) — f(i)] <€)},
en donde € es un nimero real positivo.

Consideremos el subconjunto £ de Cp(I) de funciones lineales. Es
decir,

E={f:[0,1] =R : Jag,a1 €R(Vz €[0,1] (f(2) = a1z +ag) ) }.

El conjunto E resulta ser denso en si mismo, pues para cada f € E
y V = [f;zo0,...,zk; €], la funcién f + €/2 es lineal y pertenece a V.
Ademés, E es un subconjunto cerrado de Cy,(I). En efecto, g ¢ E implica
que existen a,b,c € I tales que los puntos p = (a,g(a)), ¢ = (b,g(b)) y
r = (¢, g(c)) constituyen los vértices de un tridngulo no degenerado A.
Si § = €/2 en donde € es el minimo de las distancias de cada uno de los
puntos p, q,r a su respectivo lado opuesto en el tridngulo A, entonces,
el abierto [g; a, b, ¢; §] contiene a g y no contiene puntos de E.

Asi F es perfecto. Ademaés, I es denso en ninguna parte ya que para
cada f € F, cada V = [f;x0,...,Tk; €] contiene funciones continuas las
cuales no son lineales. Esto significa que int(E) = 0.
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Ejercicios

2.A. El derivado y la cerradura de un conjunto
(1) Sea (X,T) un espacio topolégico y sea A un subconjunto de X. De-
muestre las siguientes afirmaciones.
(a) z € X es punto de acumulacién de A si y sélo si x es un punto
de adherencia de A\ {z}.
(b) Un punto = € X es un punto aislado de A si y sélo si existe un
abierto U tal que U N A = {z}.
(¢) Un punto z en un espacio topolégico X es aislado si es aislado
de X (véase el inciso anterior). Demuestre que x es aislado si y
s6lo si el conjunto {x} es abierto en X.
(d) El conjunto der(A) es cerrado si y sélo si der(der(A)) C der(A).
(e) Para cualquier z € X, z & der({z}).
(f) Sipara cada x € cl(A), {z} es cerrado, entonces der(der(A4)) C
der(A).
(g) Sider({z}) es cerrado y x € der(der(A)), entonces x no es punto
aislado de A.
(h) Si para cada x € cl(A), der({z}) es cerrado, entonces der(A) es
cerrado.
(2) Sea X ={a,b,c,d,e}y

T={X,0,{a},{c,d}, {a,c,d}, {b,c,d,e}}.

Verifique que T es una topologia en X, y que los subconjuntos cerra-
dos en (X,T) son 0, X, {b,c,d, e}, {a,b,e}, {b,e} y {a}. Pruebe que
cl({b}) = {b,e}, cl({a,c}) = X, y cl({b,d}) = {b,¢,d, e}.

(3) Sea T la topologia cofinita en un conjunto no vacio X (véase el ejemplo
1.9 inciso (4)). Determine los subconjuntos cerrados en (X,T), y
caracterice la cerradura de cualquier subconjunto E de X.

(4) Demuestre las afirmaciones hechas en los ejemplos 2.2.

(5) Demuestre los incisos (6), (7) y (8) de la proposicién 2.6.

(6) Sean Ay B dos subconjuntos del espacio topoldgico X. Verifique que
las siguientes relaciones siempre se cumplen.

(a) <l(4)\ cl(B) C cl(A\ B);
(b) der(A) \ der(B) C der(A\ B);
(c) el(X \ A) N (X \ el(B)) C cl[(X \ 4)N (X \ B:
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(7)

2. La cerradura, el interior y otros operadores

(d) der(X \ A)N (X \ der(B)) Cder[(X \ A)N(X\ B).
Considere los espacios (N, T7) y (N, T3) definidos en el ejercicio 1.C.(3).
Determine los subconjuntos cerrados de cada uno de ellos. Obtenga
la cerradura, en cada una de estas dos topologias, de los subconjuntos
{7,10,80} y {3n : n € N}. En general, jcudl es la cerradura, en cada
una de estas topologias, de A y B en los casos en que A es finito y B
es infinito?
Sea T = {0,R} U {(a,00) : a € R}. Pruebe que T es una topologia
en R y caracterice a sus subconjuntos cerrados. Determine, también,
los puntos de acumulacion, los de adherencia y los aislados de los
conjuntos [3,7), {7,24}, {3n:n € N} y (o0, 0].
Consideremos en R, con su topologia usual T, al conjunto £ =
{L +1:m,n e N} Pruebe que der(E) = {% :n € N}U{0}y
der(der(F)) = {0}.
Tomemos en R la topologia de Sorgenfrey § definida en el ejemplo
1.42. Como ya se vié en el texto, cada conjunto de la forma [a, ), con
a < b, es cerrado en (R, 8). ;Cudles son los puntos de acumulacion,
de adherencia y los aislados del conjunto E = (0,1) U{l1+ 2 :n €
N}u{2-L1:neN}u{peQ:p>3}? Repita el mismo ejercicio
sobre F cuando R posee la topologia usual. En general, para £ C R,
pruebe que cls E = EU{x € R: 3 F C E tal que z es el infimo de
Consideremos la linea de Michael M = (R, Tp). Justifique las siguien-
tes afirmaciones:
(a) H CR es cerrado en M si, y sélo si, H = F NG en donde F es
un cerrado euclidiano en R y G es de la forma R\ B, en donde
B es un subconjunto de P; y
(b) para cualquier subconjunto E de R, clye E = (cl. ENQ)UE, en
donde cl, E es la cerradura euclidiana de E.

2.B. El interior de un conjunto

(1)
(2)

Corrobore la veracidad de las afirmaciones hechas en la proposiciones
2.9y 2.14.

Pruebe (1), (2) y (3) en 2.15; proporcione ejemplos que muestren
que las igualdades en (3) y (4) de esta proposicién, no se satisfacen
necesariamente; y verifique que las relaciones en la proposiciéon 2.16
son ciertas.

Sea X = {a,b,c,d,e} vy T = {0, X,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d,e}}.
Verifique que (X,T) es un espacio topoldgico. Consideremos el sub-
conjunto E = {b,c¢,d}. Determine los conjuntos int(E), ext(E) y

fr(E).
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(4) Sea E un subconjunto propio de X diferente del vacio. Determine los
conjuntos int(E), ext(E) y fr(E) en (X,T) cuando T es la topologia
discreta (respectivamente, indiscreta).

(5) Verifique que la proposicién 2.19 se cumple.

(6) Verifique que la contencién en el inciso (4) de la proposicién 2.20
puede ser estricta.

(7) Sea A, B C X. Demuestre que int(AUB) D int(A)Uint(B), y exponga
un ejemplo que muestre que esta inclusiéon puede ser estricta.

(8) Compruebe que las siguientes relaciones son ciertas para A, B C X:

(a) fr(AU B) C fr(A) U fr(B).
(b) fr(cl(A)) C fr(A).
(c) st Ancl(B) =0 = cl(A)N B, entonces fr(AUB) = fr(A) Ufr(B).

(9) Proporcione un ejemplo de un espacio topoldgico X y de subconjuntos
Ay B, que muestre que la inclusién en el inciso (4) de la proposicién
2.15 puede ser estricta.

(10) (a) Sea A C X, en donde X es un espacio topoldgico. Si int(A4) C
B C cl(A), entonces fr(B) C fr(A).
(b) Para cualquier subconjunto A de un espacio X se tiene que
cl(int(fr(A4))) = cl[A Nint(fr(A))].
(¢) Encuentre un subconjunto A del espacio euclidiano R tal que
int(fr(A)), cl(fr(A)) y fr(A) son conjuntos diferentes.
(11) El duplicado de Alexandroff del circulo es un cldsico ejemplo que
se usa con frecuencia y el cual es facil de describir. Considere en
el plano R? dos cfrculos concéntricos C; = {(i,0): 0 < 6 < 27}
para i = 1,2, donde los puntos estan representados en coordenadas
polares. Definamos AD(C}) = C1UCy y sea p: C; — Cs la biyeccién
definida por p((1,60)) = (2,0) para cada 0. Para cada xz € C; y cada
n € N, sea U(x,n) el arco abierto de C; con centro en z de longitud
%. Inducimos una topologia en AD(C7) haciendo a los conjuntos de
la forma

U(z,n)Up[U(z,n)\{z}], neN,

una base local de un punto = € Cy (véase la figura 18) y declarando
a los puntos de C5 puntos aislados.
El espacio resultante AD(C4) es llamado el duplicado de Alexan-
droff del circulo.
(a) Verifique que efectivamente esto nos da una topologia en AD(CY).
(b) Describa las operaciones de cerradura e interior en el espacio
AD(CYy).
R. Engelking generaliz6 en 1968 la construccion del espacio AD(Ch)
reemplazando al circulo C; por un espacio arbitrario como sigue:
Para cada espacio X, consideremos una copia ajena X; de X y la
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(2.9)
"
Zak
Ci C2

F1curA 18. En obscuro, una vecindad del punto (1,60) en AD(C}).

unién AD(X) = X U X;. Sea p: X — X; la biyeccién natural.
Inducimos una topologia en AD(X) haciendo a los conjuntos de la
forma U U p[U \ {z}], donde U es una vecindad abierta de z en X,
una base local de un punto z € X y declarando a los puntos de X3
puntos aislados. Al espacio AD(X) se le conoce como duplicado de
Alexandroff de X.

(12) Si A es cualquier subconjunto de un espacio topoldgico, el nitimero
més grande posible de conjuntos diferentes en las dos sucesiones

A A A A
AA= AT AT

es 14 (donde " denota complementacién y ~ denota cerradura). De-
muestre también que hay un subconjunto A del espacio usual de los
nimeros reales para se obtienen los 14 conjuntos diferentes.
(Sugerencia: Para la segunda parte considere al conjunto A = {% :
neN}U(2,3)U(3,4)U{4.5}U[5,61U(QNI[7,8)))

2.C. Construccion de topologias a partir de operadores
(1) Compruebe que si para cada A C X, n(A) = AUder(A) y /(4) =
AUfr(A), entonces n y ' son operadores de Kuratowski en X.
(2) Demuestre que el operador cerradura cl asociado a un espacio topolégico
X es en efecto un operador de Kuratowski.
(3) Sea ¢ : P(X) — P(X) una funcién con las siguientes propiedades:
(a) ¢(0) =0.
(b) Para cada A C X, ¢(¢(A)) C AU P(A).
(c) Para cada dos subconjuntos Ay B de X, ¢(AU B) = ¢(A) U
6(B).
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(d) Para cada z € X, z & ¢({z}).

Seam* ={ACX:¢9(A) CAtyr={VCX:X\Ver}h
Pruebe que 7 es una topologia en X y que, para cada A C X, ¢(A)
es el conjunto derivado de A con respecto a la topologia 7.

(4) Sea 1 : P(X) — P(X) una funcién con las siguientes propiedades:
(a) () = 0.
(b) Para cada A C X, ¥(¢(A4)) C ¢(A).
(c) Para cada dos subconjuntos Ay B de X, ¥(AU B) C ¢(A) U
6(X \ B).
(d) Para cada dos subconjuntos Ay B de X, v(ANB) C AUBU
?(AU B).

Seam™ ={ACX :YpA)CAlyr={VCX:X\Ver}h
Entonces 7 es una topologia en X y, para cada A C X, ¢(A) es el
conjunto frontera de A con respecto a la topologia 7.

(5) Demuestre la proposicién 2.27.

(6) En relacién al ejemplo 2.28 inciso (2), describa a la topologia Ty
cuando Ey = () y cuando Eg = X.

(7) Demuestre todas las afirmaciones hechas en el ejemplo 2.28 inciso (3).

2.D. Subconjuntos densos, densos en ninguna parte y fronterizos

(1) Verifique que las siguientes afirmaciones se cumplen:
(a) Un subconjunto de un subconjunto denso en si mismo no posee
necesariamente esta propiedad;
(b) la unién de subconjuntos densos en si mismos es un conjunto
denso en si mismo;
(c) si A es denso en si mismo, entonces cl(A) es perfecto; y
(d) cualquier subconjunto abierto de un espacio denso en s{ mismo
es denso en si mismo.
(2) Un conjunto E es denso en ninguna parte si y sélo si cl(E) es un
conjunto fronterizo.
(3) La frontera de un conjunto A es fronterizo si y sélo si A\ int(A) es
denso en ninguna parte.
(4) Un conjunto E es de la forma A\ B, en donde A y B son cerrados,
si y sélo si el conjunto cl(E) \ E es cerrado.
(5) Un subconjunto E de un espacio topoldgico X es denso en ninguna
parte si y sélo si E C cl(X \ cl(E)).
(6) Sea X un espacio denso en s{ mismo. Si D es denso en X y para cada
x € X, der({z}) es cerrado, entonces D es denso en si mismo.
(7) Consideremos las topologias T y Ty en N definidas en el ejercicio
1.C.(3). Caracterice a los subconjuntos densos, fronterizos, densos en
ninguna parte y densos en s{ mismos de los espacios (N,T7) y (N, T2).
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(®)
(9)

(10)

2. La cerradura, el interior y otros operadores

Realice un ejercicio semejante al anterior para (X U {p}, T, x,), en
donde | X| =8y y T, n, estd definida como en el ejercicio 1.B.(7).
Consideremos en (C(I),T,) (véase el ejemplo 1.37) a los subconjuntos
F={feC):f(0)=0}yG={feC): f(0) € Q}. Demuestre
que F' es denso en ninguna parte y denso en si mismo y que G es
denso en (C(I),T,), denso en si mismo y fronterizo. ;Cudles de las
propiedades definidas en 2.29 poseen los conjuntos F' y G cuando los
consideramos como subconjuntos de C(I) con la topologia T

Sea X infinito con la topologia cofinita y £ C X. Entonces,

(a) FE es fronterizo si y sélo si su complemento es infinito;

(b) E es denso en ninguna parte si y sélo si F es finito;

(c) E es denso siy sélo si E es infinito;

(d) E es denso en s mismo si y sélo si F es infinito.

En este ejercicio, X denotara al cuadrado lexicografico.

(a) Construya una coleccién de cardinalidad ¢ de abiertos en X dos
a dos ajenos.

(b) Determine la cerradura del conjunto F = {(z,1 : z € I}, y
concluya que F' es denso en ninguna parte.

(G. Cantor) Cualquier subconjunto cerrado de la recta real R es la
union de un conjunto perfecto y de un conjunto numerable.
(Sugerencia: Considere F' C R cerrado. Definimos Fy = {x € F':
x es un punto aislado de F'}. Sea F} = F'\ Fy. Note que Fj es cerrado
y denso en s{ mismo. Ademds observe que para cada x € Fy, {z} es
abierto en F. Utilice ahora el teorema 3.28 del siguiente capitulo
para probar que Fy debe ser numerable.)
(Subconjuntos regularmente abiertos y regularmente cerrados) Un
subconjunto A en un espacio topolégico (X, T) es regularmente abierto
si int(cl(4)) = A. Un subconjunto F' en un espacio topolégico (X, T)
es regularmente cerrado si cl(int(F)) = F.

(a) El complemento de un conjunto regularmente abierto es regu-
larmente cerrado y viceversa.

(b) Muestre un subconjunto en el espacio euclidiano R que no sea
regularmente abierto.

(¢) Para cualquier conjunto A de un espacio topoldgico (X,T), el
conjunto int(cl(A)) es un conjunto regularmente abierto, y el
conjunto cl(int(A)) es regularmente cerrado.

(d) La interseccién de dos conjuntos regularmente abiertos es re-
gularmente abierto. La unién de dos conjuntos regularmente
cerrados es regularmente cerrado.

(e) Demuestre que la unién (respectivamente, la interseccién) de dos
conjuntos regularmente abiertos (resp., regularmente cerrados)
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no necesariamente es regularmente abierto (resp., regularmente
cerrados).
(14) Una funcién f en C(I) es poligonal si existe un conjunto finito de
puntos zp < 1 < ... < x, en I tales que para cada i € {0,...,n — 1},
f I [xi, xiq1] es una funcién lineal. Verifique que el subconjunto de
funciones poligonales E en C(I) es denso en Cp(I), y demuestre que
E no es denso en Cy(I).

Ejercicios adicionales del capitulo 2

2.E. Espacios topolégicos linealmente ordenados

(1) Sean (X, <) un conjunto linealmente ordenado y z,y € X. Se dice
que z es un antecesor inmediato de y (y entonces, en este caso, y es
un sucesor inmediato de x) si © < y y el intervalo abierto (x,y) es
vacio.

Consideremos la topologia T¢ en X generada por el orden <.
Muestre que un punto x € X es aislado si y sélo si o
(a) « es el primer elemento de (X, <) y posee un sucesor inmediato,
o
(b) z es el Ultimo elemento de (X, <) y posee un antecesor inmedi-
ato, o
(c) existen un antecesor y un sucesor inmediatos de x.
Un elemento x € X es un punto de acumulacién, o punto Iimite,
de (X,T¢) siysélosio
a) x es el primer elemento de (X, <) y para cada b > z, (x,b) # 0,
o
(b) z es el dltimo elemento de (X, <) y para cada a < z, (a,z) # 0,
o
(c) para cualesquiera a,b € X con a < x < b, alguno de los interva-
los (a,x) , (z,b) no es vacio.

(2) Dado un nimero ordinal «, denotaremos por [0, «) (resp., [0,a]) al
conjunto de nimeros ordinales menores (resp., menores o iguales) que
a con su topologia generada por su orden <, (véase la seccién 8 y los
ejercicios A.VIII y el inciso (2) del ejercicio 1.G.). Demuestre que el
punto A € [0,w;] es aislado si y s6lo si A tiene un antecesor inmediato
(es decir, si y sélo si a es un ordinal sucesor), y, claro, A es un punto
limite o de acumulacién en [0,w;] si y sélo si A es un ordinal limite.
Asi, ordinales como w, w + w, w? y wy son elementos no aislados de
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[0,w1], y ordinales como w + 1, w*” + 20 son ordinales sucesores o
aislados.
Denotaremos con S al conjunto {« € w; : @ es un ordinal sucesor},
y denotaremos con L al conjunto {a € wy : o es un ordinal limite}.
Observe que [0,w;) = SUL, y verifique que las siguientes afirmaciones
se cumplen:
(a) Un subconjunto D de [0,w;) es denso cuando y sélo cuando
S C D;
(b) si E C [0,w;) es denso en si mismo, entonces £ NS = {J;
(c) el conjunto L es perfecto y denso en ninguna parte;
(d) E C[0,w) es fronterizo si y sélo si ENS =0, si y sélo si E es
denso en ninguna parte.
Un subconjunto F' de [0,w;) es acotado si existe a <, w; tal que
x <, a para todo x € F (es decir, F es acotado en [0,w;) si y s6lo si
F no es cofinal). Sean H y K dos subconjuntos cerrados ajenos de
[0,w;). Compruebe que uno de ellos debe ser acotado.

2.F. Algebras Booleanas sobre espacios topolégicos

(1)

(2)

3)

Pruebe que la coleccién de subconjuntos de X que son cerrados y
abiertos a la vez, con el orden parcial C y las operaciones de union,
interseccién y complementacion, més los elementos distinguidos X y
(), forman un dlgebra Booleana (véase el ejercicio A.VIIL.(9)).
Muestre que la coleccién AR(X) de los subconjuntos abiertos regula-
res de un espacio X, forma un algebra Booleana cuando consideramos
las operaciones A A B = inf{A,B} = AN B, AV B =sup{4, B} =
int(cl(AU B)), y para cada A € AR(X), definimos A" = X \ cl(4), y
los elementos distinguidos son 0 = y 1 = X.

Defina sobre la coleccién CR(X) de cerrados regulares de X, opera-
ciones A, V y /, y elementos distingidos 0 y 1, tales que (CR(X),
A, V,0,1) constituya un algebra Booleana.

2.G. Conjuntos F, y Gs

(1)

Un subconjunto G de un espacio topolégico (X,T) es Gy si es la
interseccién de una familia numerable de subconjuntos abiertos de
X. Y FC X esun Fj siesla union de una coleccién numerable de
subconjuntos cerrados de X.

(a) El complemento de un G5 es un F,, y el complemento de un F,

es un Gs.
(b) Un conjunto F, es la unién de una sucesién creciente F; C
Fy, C F3 C --- de subconjuntos cerrados. Y un conjunto Gy

es la interseccién de una sucesién decreciente de subconjuntos
abiertos.
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(¢) Sea F un subconjunto cerrado en un espacio métrico (X,d).
Sea A, = {r € X : d(z,F) < 1/n}. Compruebe que A, es
un subconjunto abierto de (X,Ty), y concluye que cualquier
subconjunto cerrado de un espacio métrico es un G, y cualquier
subconjunto abierto de (X, Ty) es un Fy.

(d) El conjunto de los nimeros racionales Q es un conjunto Fy en
(R, T.).

(2) (Subespacios de primera categoria y de segunda categoria.)

Un subespacio Y de un espacio X es de primera categoria en
X si es igual a la unién de una familia numerable de subconjuntos
densos en ninguna parte de X. Cuando un subespacio Y no es de
primera categoria en X se dice que es de segunda categoria en X.

Un espacio topolégico X es de primera (respectivamente, se-
gunda) categoria en si mismo si es de primera (respectivamente, se-
gunda) categoria en X. En lo que sigue omitiremos la frase “en X”
si el contexto lo permite.

Observe que todo subconjunto de un espacio de primera cate-
goria es también de primera categoria. Ademds, la unién de una
coleccién numerable de conjuntos de primera categoria posee esta
misma propiedad. Verifique ademéas que cada subconjunto numerable
de un espacio denso en si mismo en el cual cada conjunto formado
por un solo punto es cerrado, es de primera categoria. En particular,
el subespacio Q de la linea real R es de primera categoria en R.

Demuestre también que un espacio X es de segunda categoria en
si mismo si y sélo si para toda sucesién { U, : n € N} de suconjuntos
abiertos y densos de X, se tiene que (J{U, : n € N} # (.

2.H. Teorema de Categoria de Baire

En esta serie de ejercicios se demuestra el Teorema de Categoria de Baire
para espacios métricos. En el ejercicio 7.A.(7), se dard una versién del Teorema
de Categoria de Baire para espacios compactos.

Un espacio métrico X es completo si para toda sucesiéon {F,, : n € N}
de conjuntos cerrados no vacios en X tal que F,.1 C F, paratodon € Ny
nl;rr;o diam(F,,) = 0, tenemos que existe un punto z* € X con ([{F, : n €
N} = {z*}.

Recuerde que el didmetro de un conjunto F' en un espacio métrico (X, d)
se define como el nimero real diam(F') = sup{d(z,y) : z,y € F'} cuando este
nimero existe.

La definicién de espacio métrico completo que hemos introducido difiere,
pero es equivalente, de la que usualmente se da en los cursos de analisis
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matematico; en dichos cursos se introducen a los espacios métricos comple-
tos en términos de sucesiones de Cauchy.

(1)

(Teorema de Categoria de Baire para espacios métricos). Sea X un
espacio métrico completo y sea { A, : n € N} una sucesién de con-
juntos densos en ninguna parte de X. Demuestre que el complemento
X \U{A4, :n €N} es un subconjunto denso de X.

(Sugerencia: Si G es un abierto no vacio, defina una sucesién de-

creciente { F), : n € N} de bolas cerradas en X tales que diam(F,,) <
27"y F,NA, =0 para todon € Ny F; C G. Para ello, utilice el
hecho de que los conjuntos A,, son densos en ninguna parte. Luego
aplique la hipdtesis de que X es completo.)
Se dice que un espacio topolégico X es un espacio de Baire si para
toda sucesién de subconjuntos abiertos densos { U,, : n € N}, se tiene
que (\{Un : n € N} es un subconjunto denso de X. Demuestre lo
siguiente:

(a) Todo espacio de Baire es de segunda categorfa en sf mismo. (Vea
el inciso (2) de 2.G. para la definicién de espacio de segunda
categoria en si mismo).

(b) Todo espacio métrico completo es un espacio de Baire.

(¢) Concluya que todo espacio métrico completo es de segunda ca-
tegoria en si mismo.

Un conjunto G en un espacio X es de tipo Gy si existe una sucesién
{U, : n € N} de conjuntos abiertos en X tal que G = ({U, : n €
N}.

Demuestre que un espacio X es de Baire si y sélo si para toda
familia numerable { G, : n € N} de subconjuntos densos que son de
tipo G5 en X, se tiene que [|{ G, : » € N} es un subconjunto denso
en X.

Demuestre que el conjunto @ no es un subconjunto Gs del espacio
métrico R.
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Capitulo

Funciones continuas y propiedades
ligadas a la numerabilidad

Dos de las ideas centrales en topologia son las de limite de una
sucesion y de funcion continua. En este sentido, podemos remontar los
origenes de la topologia hasta los matematicos y filésofos griegos de la
antigliedad. Pero es a lo largo del siglo XIX cuando a estos conceptos
se les expresa en términos matematicos muy precisos cuando se les con-
sidera dentro del marco de los espacios euclideanos. Finalmente estas
ideas adquirieron toda su generalidad a través del lenguaje topolégico.

En este capitulo introducimos y analizamos estos conceptos funda-
mentales de funcion continua y limites de sucesiones. Ademds de ello
iniciaremos el estudio de tres importantes propiedades topolégicas rela-
cionadas con lo numerable: el primer axioma de numerabilidad, el se-
gundo axioma de numerabilidad y la separabilidad.

1. Continuidad y Homemorfismos

Uno de los conceptos basicos mas importantes en topologia es el de
funcién continua. Intuitivamente, una funcién f definida sobre un es-
pacio topolégico X y con valores en otro espacio Y, es continua en un
punto zy € X si manda puntos cercanos a xy en puntos cercanos a f(zg).

En el caso de una funcion f cuyo dominio y codominio son subcon-
juntos de R, la condicion de continuidad se puede expresar diciendo: f
es continua en un punto xg si para cada ¢ > 0 es posible encontrar un
0 > 0 de tal modo que si x es un elemento del dominio de f que satisface
|x — x0| < §, entonces |f(x) — f(xo)| < e.

Es facil darse cuenta de que esto ultimo tiene una generalizacion
inmediata a espacios métricos. En efecto, si (X,dx) y (Y, dy) son espa-
cios métricos, xg € X y f : X — Y es una funcién, entonces diremos que

71
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f es continua en x( si dado cualquier € > 0 existe § > 0 de tal modo que
dy (f(z), f(x0)) < €, siempre que dx (x,z) < §. Recurriendo al lenguaje
de las bolas abiertas, lo anterior se puede expresar como sigue: f es con-
tinua en xq si y sélo si para cada bola abierta By, (f(zo),€) existe una
bola abierta By, (xo,0) que satisface f[Bg, (x0,0)] € Ba, (f(x0),€).

En esta seccion, generalizaremos estas ideas a espacios topoldgicos
y estableceremos de manera formal la nociéon de continuidad y explo-
raremos algunas de sus consecuencias.

3.1. DEFINICIONES. Sea f una funcién cuyo dominio X y codominio
Y son espacios topolégicos.

(1) Diremos que f es continua en el punto xy € X si para cualquier
subconjunto abierto A de Y que contiene a f(zg), existe un
subconjunto abierto B de X que contiene a xg y que satisface
fIB] € A.

(2) En el caso en que f sea continua en todos los puntos de X, se
dird simplemente que f es continua.

(3) f es discontinua (en xy € X) si no es continua (en zg € X).

3.2. OBSERVACIONES. En los comentarios siguientes la notacién y
las hipétesis son como en las definiciones anteriores. Dejamos la de-
mostracién de estos dos comentarios como un ejercicio para el lector en

el problema 3.A.(1).

(1) Si By y By son bases para X y Y, respectivamente, entonces la
funcién f es continua en xg si, y sélo si, cada vez que A € By y
f(xo) € A, se tiene que existe B € B de tal forma que z¢p € B
y f[B] € A. En otras palabras, la continuidad de cualquier
funcién puede ser comprobada empleando bases.

(2) Si suponemos que X y Y son espacios métricos, entonces las
colecciones de bolas abiertas forman bases para ellos, asi que la
continuidad de f en x( puede ser establecida en forma equiva-
lente a lo expresado antes de la definicién 3.1.

3.3. EJEMPLOS.

(1) Sean X y Y espacios topoldgicos y b un elemento de Y. Si f
es la funcién constante b de X en Y (f(x) = b para cualquier
x € X), entonces f es continua pues f[X] C A siempre que
be ACY.
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(2) Las funciones s : R? - R, p : R2 - R, ¢ : R\ {0} — R,
r:R—Ryt:R— R definidas por:

s(z,y) =z +y, ple,y) =2y, q(z) = 1/, r(z) = -z, t(z) = |z],

son continuas. Demostremos lo dicho para p,q y . Dejamos
como ejercicio la demostracién de la continuidad de r y s (vea
ejercicio 3.A.(2)).

La funcién p es continua. En efecto, sea (a,b) un punto
en R? y € > 0. Definamos § = min{m, 1}. Entonces el

cuadrado V = {(z,y) € R? : ja—x| < 6§, |b—y| < m} es un
conjunto abierto en R? que contiene al punto (a,b). Ademds,
para cada (z,y) € V, el punto p(z, y) pertenece a la bola abierta

B(p(a,b),e):
lp(z,y) — pla,b)| = |zy — abl
= |z(y — b) + b(z — a)|
< |zlly — bl + |b||$ —al
< (laf + 1) |a\+1 + (|6 + 1) \b|+1)

Lo cual muestra la continuidad de p en el punto (a,b).
Como este punto y € son arbitrarios, concluimos la continuidad
de p en todo R?.

Para demostrar la continuidad de ¢, tomemos un punto ﬁjo
a € R\{0}, y elijamos una € > 0. Definamos § = min{'5 laf E|a‘ }.
Siy € B(a,0), entonces

2
la(y) — (@)l = |3 — 3| = Bt < phly —al < 1% = e
De nuevo, como a y € son arbitrarios, concluimos que ¢ es con-
tinua en todo R\ {0}.

Finalmente, demostremos que t es continua. Para ello to-
memos un punto a € R y elijamos ¢ > 0. Observe que si
y € B(a,d), donde ¢ = ¢, entonces Hy[ - |aH <ly—al<d=e
Por lo anterior podemos concluir que ¢ es continua en a, y como
a es un punto arbitrario de R, tenemos que t es una funcién
continua.

(3) En el espacio topolégico (C(I),T) (ejemplo 1.7) definamos
la funcién ¢ : C(I) — R mediante ¢(f) = f(1). Vamos a
demostrar ahora que si R tiene la topologia usual, entonces ¢
es continua.
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Sea fo € C(I). Sabemos que los intervalos abiertos con-
stituyen una base para R, asi que para demostrar que ¢ es
continua en fy consideraremos tnicamente intervalos abiertos
que contienen a ¢(fy). Sean a,b € R tales que a < fy(1) < b.
Hagamos € = min{ fo(1) — a,b — fo(1)}. Ahora, si f € B(fo,€)
entonces doo(fo, f) = sup{|fo(z) — f(z)] : x € I} < ey, en
particular, |fo(1) — f(1)|] < €, de aqui que a < f(1) < b. Re-
sumiendo, ¢[B(fo,€)] € (a,b).

Por cierto, el lector puede constatar que si consideramos a
C(I) con su topologia T definida en 1.C.(5), ¢ no es continua.
Consideremos la funcién f : R — R definida por

f(l‘):{(ll sizeQ

sixzelP.

Observe que f es discontinua en cada punto de R si considera-
mos la topologia usual en R, v f solamente es continua en cada
punto de PP si consideramos en R la topologia Tp definida en el
ejemplo 1.12.

Suponga que n,m € N y que los espacios R™ y R™ tienen su
topologia usual. Si T': R®™ — R™ es una transformacién lineal
entonces sabemos que existe una constante positiva M tal que
|T(x)|| < M||z| para toda x € R™ (tome, por ejemplo, M =
n(1+méx{||T((1, 0,....,0N|,..., IIT((0,0,..., 1))||})) Esto l-
timo implica que T es una funcién continua en R”. Efectiva-
mente, si zg € R® y € > 0 son arbitrarios, entonces

T(B(zo, 17)) € B(T(z0),€).

Por ejemplo, las homotecias, es decir, las transformaciones
lineales h, : R™ — R™ cuya regla de asociacién es h,(z) = rx
para toda z € R™ (donde r > 0 es fijo) son funciones continuas.
Otros ejemplos de funciones continuas del espacio R™ en si
mismo son las llamadas traslaciones, es decir, funciones T} :
R™ — R™ cuyas reglas de asociacién son de la forma: Ty(x) =
x + b para toda = € R" (donde b € R™ es un vector fijo).

Note que toda traslacion Tj : R™ — R" es una funcion biyec-
tiva, y que su inversa, es otra traslacién, a saber la traslacion
T_: R™ — R". Por lo tanto, si Tp : R™ — R" es una traslacién
entonces tanto ella, como su inversa, son funciones continuas.
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A continuacién vamos a dar una lista de formas diferentes en las que
se expresa la continuidad de una funciéon. Este es un resultado que nos
serd de mucha utilidad.

3.4. TEOREMA. Si f es una funcion del espacio topolégico X en el espa-
cto topoldgico Y, entonces las condiciones siguientes son equivalentes.

(1) f es continua.

(2) Para cualquier abierto U de Y, f~[U] es abierto en X.

(3) f7Y[F] es cerrado en X para cualqmer cerrado F' de Y.

(4) flelx(A)] C cly (f[4]) para cualquier A C X, donde clx y cly
son los opemdores cerradura en X y'Y, respectivamente.

(5) clx(f71[B]) € fYcly(B)] para cada B CY .

DEMOSTRACION. Supongamos que f es continua y que U es abierto en
Y. Dado = € f~1[U], tenemos que existe B, abierto en X que contiene
a z, de tal forma que f[B,] C Uy, por ende, x € B, C f~![U]. El resto
es aplicar la proposicién 1.24 del capitulo 1 para concluir que f~1[U] es
abierto.

Demos por vélido el inciso (2) y sea F' un subconjunto cerrado de Y.
Tenemos que Y\ F' es un abierto en Y y, por lo tanto, f~![Y\ F'] debe ser
abierto en X. Ahora, la igualdad f~1[Y\F] = X\ f ![F] nos garantiza
que f~1[F] es cerrado en X.

Sea A un subconjunto de X. Sabemos que cly(f[A4]) es un sub-
conjunto cerrado de Y, asi que si (3) es cierto, entonces f~1[cly (f[A])]
es cerrado en X. Por otro lado, la condicién f[A] C cly(f[A4]), im-
plica que A C f1f[A]] € f'[ely(f[A4])]. De aqui obtenemos que
Ax(4) € fVely(fA])] v, finalmente, flely(A)] C cly (f[A]), tal y
como se querfa.

Para probar que (4) implica (5), tomemos un subconjunto B de Y
y hagamos A = f~![B]. Por (4) sabemos que flclx(A)] C cly(f[4]) y
como f[A] C B, obtenemos f[clx(A)] C cly(B), con lo cual clx(A4) C
fYely (B)]; es decir, clx (f~'[B]) C f~cly(B)].

Finalmente, tomemos por hipétesis el inciso (5) y concluyamos que
f es continua. Sea x € X un punto arbitrario y sea N un abierto en
Y que contiene a f(z). El conjunto B = Y\N es cerrado, asi que la
contencién del inciso (5) toma la forma: clx (f~1[B]) C f~![B]. De esto
tltimo se infiere que f~1[B] = f~1[Y\N] = X\ f~![N] es cerrado en X
o, en otras palabras, M = f~![N] es abierto. En resumen, M es un
abierto en X que contiene a x y ademés f[M] C N. X
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El siguiente corolario es facil de demostrar; dejamos la demostracién
al cuidado del lector (vea el ejercicio 3.A inciso (5)).

3.5. COROLARIO. Si f : X — Y es una funcion entre espacios topoldgicos
entonces son equivalentes:

(1) f: X =Y es continua,

(2) Para cada Z C'Y con f[X] C Z, la funcion f : X — Z es
continua, donde Z tiene la topologia de subespacio respecto de
Y.

3.6. OBSERVACION. Mediante los incisos 2-(a) y 2-(b) de la proposi-
cién A.19 es posible demostrar que si B y 8 son una base y una subbase
de Y, respectivamente, entonces son equivalentes

(1) f es continua.
(2) f~Y[B] es abierto en X para cada B € B.
(3) f~1[S] es abierto en X para cada S € S.

3.7. EJEMPLOS. Sean X y Y espacios topoldgicos y f: X — Y una
funcién.

(1) Si X tiene la topologfa discreta, entonces f~1[B] es abierto en
X para cualquier B C Y, asi que f debe ser continua. Es facil
ver también que f es continua si Y tiene la topologia indiscreta
sin importar cual es la topologia en X.

(2) Para un subespacio Y de X, la funcién inclusién iy : Y — X
definida por iy (y) = vy, es continua ya que para cada subcon-
junto abierto A de X, i;l [A] es igual al conjunto Y N A, que es
abierto en Y.

(3) Si Ty y T2 son dos topologias definidas sobre el conjunto X, en-
tonces la funcién identidad idy : (X, T7) — (X, T2) es continua
siy sélo si Ty < T7.

Relacionado al ejemplo 3.7, inciso (3), mostramos el siguiente resul-
tado cuya prueba se deja como ejercicio (vea 3.A.(3)).

3.8. PROPOSICION. Supongamos que la funcion f: (X,T1) — (Y, T2) es
continua. Si T} y T, son dos topologias definidas en X y'Y, respectiva-
mente, que satisfacen Ty, < To y Ty < T7, entonces, f: (X, T)) — (Y, T%)
es también continua.

3.9. PROPOSICION. Si las funciones f : X - Y yg:Y — Z son con-
tinuas, entonces su composicion go f también es una funcion continua.
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DEMOSTRACION. Sea A un subconjunto abierto de Z. Vamos a de-
mostrar que (g o f)~![A] es un subconjunto abierto de X. Pero (g o
f)7YA] = f~g *[A]] y como g es continua, entonces g~ ![A] es un sub-
conjunto abierto en Y. Por hipdtesis, f también es continua, luego se
cumple que f~1[g71[A]] es abierto en X. X

3.10. COROLARIO. Si f : X — Y es una funcion continua y A es un
subespacio de X, entonces la funcion f [ A: A — X es continua.

Como otra consecuencia de la proposiciéon anterior y del ejemplo
3.3.2 obtenemos el siguiente resultado.

3.11. PROPOSICION. Sean (X,T) un espacio topoldgico y f,g : X —
R funciones continuas. Entonces las funciones P,Q,R,S : X — R
y A : X — R? definidas por medio de las reglas: P(x) = f(z) - g(z),
Qz) = |f (@)}, R(x) = —f(2), 8(x) = f@)+9(x), y A@) = (/) 9(z))
para cada x € X, son continuas. Ademds, la funcion D(x) = 1/f(x),
definida en {x € X : f(x) # 0}, es también continua.

DEMOSTRACION. Demostremos la proposicién para las funciones A y
S. Fijemos un punto a € X y tomemos la bola abierta B((f(a), g(a)), €)
del punto (f(a),g(a)) en R? (en donde € > 0). Como f y g son funciones
continuas en a, existen subconjuntos abiertos U y V de X tales que a €
U.a eV, flU] € (fla)~ 5. fa)+5) ¥ /IV] € (9(a) ~ 5. 9(a) +5).
Entonces W = U NV es un abierto de X que contiene a a y ademads
para cada x € W se tiene que

V(f(a) = f@))? + (9(a) — g(2))? < e.

Esto prueba la continuidad de la funcién A. Ahora sélo basta observar
que S es igual a la composicién s o A y aplicar lo demostrado en el
ejemplo 3.3 inciso (2) y la proposicién 3.9. X

Como consecuencia del resultado anterior concluimos que cualquier
funcién polinomial p : R — R definida por

px)=ap+ar-z+ay 2>+ +a,- 2",
y cada funcién racional ¢ : D — R definida por

() ap+ar-x+ag i+ +a, "
€Tr) =
1 Do+ b1 -2+ by @2+ -+ by - 2™
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en donde n,m € N, ag,...,an,b0,...,bpy € Ry D ={x :by+0by -2+
by 2%+ -+ by 2™ #0}, son continuas. Ademds, por la proposicién
3.8, las funciones polinomiales p y ¢ que acabamos de mencionar, siguen
siendo continuas si sus correspondientes dominios estan considerados,
digamos, con la topologia de la linea de Sorgenfrey.

Otro corolario inmediato es el siguiente:

3.12. COROLARIO. Sean f,g: X — R funciones continuas, entonces las
funciones min{f,g}: X - Ry mdz{f,g} : X — R definidas por:

min{f, g}(z) = min{f(z),9(x)} y mdz{f,g}(x)= mdz{f(x),g(z)},
son continuas.

y que
max{f,g} = H%H. Aplique ahora la proposicién 3.11. X

DEMOSTRACION. Simplemente note que min{f, g} = Hg%vfg'

Una pregunta natural para una funcién biyectiva y continua f, se
refiere a si su inversa es continua. La respuesta es, en general, negativa.
Esto lo podemos deducir de 3.7. En efecto, para un espacio X con mas
de un punto, la funcién identidad idx : (X,7T;) — (X,T2), en donde
T1 es la topologia discreta sobre X y Ty es la topologia indiscreta, es
un ejemplo extremo en donde idy ! = idx : (X,T2) — (X,T1) no es
continua.

Con el pretexto de estas dltimas observaciones nos introducimos al
estudio de los conceptos, fundamentales en topologia, de “homeomorfis-
mo” y “espacios homeomorfos”, que se refieren a los objetos topolégicos
que se consideran equivalentes.

3.13. DEFINICIONES.

(1) Una funcién biyectiva h definida sobre el espacio topolégico X
y con valores en el espacio Y serd llamada homeomorfismo si
tanto ella como su inversa son continuas.

(2) Los espacios topolégicos X y Y seran llamados homeomorfos si
existe un homeomorfismo entre X y Y. La expresion X 2 Y
significard que los espacios X y Y son homeomorfos.

Es inmediato, de la definicién, que si f es un homeomorfismo, en-
tonces f~! también lo es.

Cuando dos espacios X y Y son homeomorfos, los consideramos
como objetos equivalentes en la clase de espacios topoldgicos, y podemos
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intercambiar uno por el otro en nuestros discursos y argumentaciones sin
que las conclusiones se alteren. Como hemos mencionado, ellos son el
mismo objeto topoldgico ya que la estructura topoldgica de uno se copia
con precisién sobre la estructura topoldgica del segundo por medio del
homeomorfismo.

3.14. DEFINICION. Una propiedad P es topoldgica si cada vez que
un espacio X tiene la propiedad P, también la posee cualquier espacio
topoldgico homeomorfo a X.

Puesto que un homeomorfismo f : X — Y establece una correspon-
dencia biyectiva entre los puntos de X y los de Y y también entre los
conjuntos abiertos de ambos espacios, cualquier propiedad definida en
términos de conjuntos abiertos y en términos de propiedades conjuntis-
tas es una propiedad topolégica.

Se puede decir que la topologia es el estudio de las propiedades que
se preservan bajo homeomorfismos; en otras palabras, es el estudio de
las propiedades topoldgicas (o invariantes topolégicos).

3.15. EJEMPLOS.

(1) Sean X y Y espacios topolégicos discretos (respectivamente,
indiscretos). Tenemos que X y Y son homeomorfos si y sélo si
|X| = |Y|. En efecto, si los espacios son homeomorfos, entonces
podemos encontrar una funcién biyectiva entre ellos, asi que
deben tener la misma cardinalidad. En la otra direccidn, si
f: X — Y es una biyeccién entonces existe su funcién inversa
f~':Y — X. Por lo dicho en el ejemplo 3.7.(1), se tiene que
tanto f como f~! son funciones continuas.

(2) En el ejemplo 1.22 inciso (2) vimos que la coleccién

{(a,;b) xR : a <b}U{R x (¢,d) : ¢ < d}

es una subbase para la topologia euclidiana en R?. De aqui se
deduce que la topologia relativa en el subespacio R x {0} de
R2, tiene como subbase a

B ={(a,b) x {0} : a < b},

y como la interseccién de cualquier ntimero finito de elementos
de esta familia es otro elemento de la familia, podemos concluir
que B es base para la topologia relativa en R x {0}.

Una consecuencia de lo anterior es que la funcién f: R —
R x {0} definida mediante f(x) = (z,0) es un homeomorfismo,
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pues f[(a,b)] = (a,6) x {0} y f~*[(a,b) x {0}] = (a,b). En
resumen, R es homeomorfo a R x {0}.

Hemos visto en el ejemplo 3.3 que toda transformacion lineal T :
R"™ — R™ es una funcién continua. También sabemos, desde
los cursos basicos de Algebra Lineal, que toda transformacion
lineal T : R — R"™ sobreyectiva es también inyectiva, y por
lo tanto, biyectiva. En consecuencia, si T' : R® — R" es una
transformacion lineal sobreyectiva, tanto 7' como su funcién
inversa 7! son funciones continuas (recuerde que la inversa
de una transformacién lineal también es una transformacién
lineal). Es decir, toda transformacién lineal 7' : R™ — R”
sobreyectiva es un homeomorfismo cuando en R™ se considera
a la topologia euclidiana.

Sea f : R® — R una funcién continua y consideremos a la

grafica de f, es decir, consideremos el siguiente subconjunto de
R 1.

G(f) = {(z, f(x)) e R" 2z € R"}.

Entonces, si dotamos a G(f) con la topologia de subespacio
respecto de R" !, resulta que G(f) es homeomorfo a R". Efec-
tivamente, consideremos la funcién h : G(f) — R™ dada por
h(z, f(x)) = x para toda pareja (z, f(z)) € G(f). La in-
versa de la funcién h es la funcién g : R” — G(f) dada por
g(x) = (z, f(z)) para todo z € R". Es muy facil verificar que
ambas funciones son continuas.

Como una simple aplicacién de lo anterior, podemos notar
que el paraboloide de revolucion {(x,y,2) € R® : z = 22 +92} es
homeomorfo al plano R?. Asimismo, el paraboloide hiperbdlico

C={(z,y,2) R’ 12’ —y = 2},

como subespacio de R?, es homeomorfo al espacio R? con su
topologia usual.

Después de las propiedades de funciones estudiadas hasta aqui, parece

muy natural introducir las siguientes definiciones.

3.16. DEFINICIONES. Sea f una funcién del espacio topolégico X en

el espacio topoldgico Y.

(1)

f es una funcién abierta si la imagen bajo f de cualquier sub-
conjunto abierto de X es un subconjunto abierto en Y.
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(2) Si en el enunciado anterior se cambia “subconjunto abierto”
por “subconjunto cerrado”, entonces f sera llamada funcion
cerrada.

3.17. OBSERVACION. Sea B una base del espacio topolégico X. Si
Y es un espacio topoldgico y f es una funciéon de X en Y, entonces el
inciso 2-(a) de la proposicién A.18 implica que f es abierta si, y sélo si,
f[B] es abierto en Y para cada B € B.

Es posible encontrar funciones continuas que son abiertas y no son
cerradas, y viceversa; e incluso, se pueden hallar funciones que no son
continuas pero si abiertas o cerradas. Veamos algunos ejemplos.

3.18. EsEMPLOS. En los incisos siguientes R y R? tienen las topologfas
usuales.

(1) Cualquier funcién constante de R en R es continua y cerrada,
pues para cada r € R, los conjuntos {r} y 0) son cerrados en R;
sin embargo, el conjunto {r} no es abierto en R, es decir, toda
funcién constante es continua, cerrada y no es abierta.

(2) La proyeccién 7 : R? — R definida por la regla m(z,y) = 2 nos
servird como ejemplo de una funcién que es continua y abierta
pero no es cerrada.

Para convencernos de la continuidad de 7 bastard observar
que si a y b son ntimeros reales, entonces 7w~ ![(a, b)] = (a,b) xR
es un subconjunto abierto de R?, donde (a, b) denota al intervalo
abierto con extremos a y b.

Como R? es un espacio métrico, segiin la observacion 3.17,
s6lo debemos demostrar que la imagen bajo 7 de cualquier disco
abierto es un conjunto abierto en R. Esto ultimo debe ser claro
teniendo en cuenta la igualdad 7[B((z,y),€)] = (x — €,z + €),
donde (x,y) € R? y € > 0.

Por dltimo, 7 no es cerrada ya que el conjunto F' = {(z, %) :
x > 0} es un subconjunto cerrado de R? (compruébelo), pero
7[F] = (0,—) no es un subconjunto cerrado en R2.

(3) Finalmente, obsérvese que si X tiene més de un punto, entonces
la funcién idx : (X, T2) — (X, T1), en donde T; es la topologia
indiscreta y T es la topologia discreta, es una muestra de una
funcién biyectiva que es abierta y cerrada pero que no es con-
tinua.
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Como se puede observar, la funcién discutida en el inciso (1) de los
ejemplos anteriores no es suprayectiva, mientras que la correspondiente
al inciso (2) no es inyectiva. Para funciones biyectivas tenemos:

3.19. PROPOSICION. Si f es una funcién biyectiva entre los espacios
topologicos X y'Y, entonces los siguientes enunciados son equivalentes.

(1) f~1 es continua.
(2) f es abierta.
(3) f es cerrada.

En particular, una funcién biyectiva y continua f : X — Y es un
homeomorfismo si satisface alguna de las anteriores condiciones (equiv-

alentes) (1), (2), 6 (3).

DEMOSTRACION. Sea A un subconjunto abierto de X. Si f~! es con-
tinua entonces (f~!)7![A] es un subconjunto abierto de Y, y como
(f~H7YA] = f[4] (ejercicio 1.D, incisos (4) y (5)), ya podemos con-
cluir que f es abierta.

Supongamos que f es abierta y sea F un subconjunto cerrado de
X. Esto tultimo implica que U = X\F es abierto en X, asi que f[U]
debe ser abierto en Y. Ahora, la biyectividad de f garantiza que f[F] =
fIX\U] = Y\ f[U] (ejercicio A.III inciso (4)) y, por consiguiente, f[F]]
es cerrado en Y.

Finalmente demostraremos que si f es cerrada, entonces f~! es con-
tinua. Si F' es un subconjunto cerrado de X, tenemos que f[F] es cerrado
en Y; este hecho, junto con la igualdad (f~1)~'[F] = f[F], nos prueban
la continuidad de f~1. X

La demostracion del resultado siguiente se dejan como ejercicio (véase
el ejercicio 3.A.(4)).

3.20. OBSERVACION. Si Y es un subespacio de un espacio X, en-
tonces la inclusién iy : Y — X es cerrada (abierta) si, y sélo si, el
conjunto Y es cerrado (abierto) en X.

Terminamos esta seccion dando mas ejemplos de espacios homeo-
morfos.
3.21. EJEMPLOS.

(1) Sea R con su topologia usual y asignémosle al intervalo (—1, 1)
la topologia relativa. La funciéon f : R — (—1,1) definida
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mediante f(t) = o7 €8 un homeomorfismo, pues es biyectiva,
continua y su inversa f~1(t) = 1%“‘ también es continua.

En general, la funcién z — %”1“ establece un homeomor-

fismo entre R™ con su topologia usual y la bola abierta {x €
R™ : |z|] <1} con la topologia relativa.

(2) La segunda parte del ejemplo anterior puede ser generalizado
aun mas: Toda bola abierta B(a,r) de R es homeomorfa a R™.
En efecto, es claro que bastara demostrar que sia € R™ y r > 0,
entonces la bola abierta B(a,r) de R"™ es homeomorfa a la bola
unitaria B(0,1) de R™. Para ello, note que si T, : R" — R”
denota a la traslacién T,(z) = x +a y h, : R — R” denota
a la homotecia h,.(z) = 7z entonces la funcién composicién
F =T,0h, :R" — R" es un homeomorfismo (ver ejemplo 3.3)
y evidentemente se tiene que F(B(0,1)) = B(a,r). Entonces la
funcién F' | B(0,1) : B(0,1) — B(a,r) es un homeomorfismo.

(3) Sea S' = {x € R? :| x| = 1} la circunferencia unitaria con
centro en el origen equipada con la topologia relativa y hagamos
p=(0,1). La funcién h : S'\{p} — R definida como h(z,y) =
—£— es un homeomorfismo.

1—y
De forma méas general, si S" ! = {z € R"| ||z | = 1}
tiene la topologia relativa, entonces la aplicacién
1
— ceey Ty
('rla ,l’n) 1_$n($17 y Tn 1)
nos proporciona un homeomorfismo entre S™~*\{(0,...,0,1)}

y R~ (véase la figura 19).

X,%,2)
h(a, b, CX
h(x,y,2) | b\\ ;

\ 1
\

\/\'é, b,¢)

FiGURA 19. Homeomorfismo entre S™~1\{(0,...,0,1)}
y R 1
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(4)

3. Funciones continuas y propiedades...

Considere en el intervalo semiabierto X = [0,27) la siguiente
topologia: T = {0, X}U{U C (0,1): U € Tp} U{[0,a) U (b,1) :
0 <a<b< 1}, donde Ty denota a la topologia de subespacio
del intervalo (0, 1) respecto de R. El espacio (X, T) es homeo-
morfo al cfrculo unitario S* = {(z,y) € R? : 22 + ¢* = 1}.
Efectivamente, considere la funcién f : [0,27) — S* dada por
f(z) = (cos(x),sen(x)) para toda x € [0,27). La funcién f es
un homeomorfismo.

En algunas ocasiones decidir cuando dos espacios topoldogicos X
y Y no son homeomorfos, depende tinicamente de condiciones
conjuntistas. Por ejemplo, una condicién necesaria para que
X y Y sean homeomorfos es que tengan la misma cardinali-
dad. Por lo tanto, es claro que los espacios euclideanos R y Q
no son homeomorfos pues el primero tiene cardinalidad ¢ y el
segundo es numerable. Otra condicién necesaria para que dos
espacios sean homeomorfos es que tengan la misma cantidad
de subconjuntos abiertos; asi, el conjunto N con la topologia
cofinita no es homeomorfo a N con su topologia discreta ya que
el primero tiene sélo una cantidad numerable de subconjuntos
abiertos mientras que el segundo tiene ¢ = |R| subconjuntos
abiertos.

2. Espacios separables, primero numerables y segundo nu-

merables

El espacio de los nuimeros reales con su topologia usual tiene algunas
propiedades especiales que se expresan en términos de numerabilidad y
que le confieren a (R, T,) gran parte de sus caracteristicas fundamentales.
Por ejemplo, el conjunto de los nimeros racionales, Q, es un conjunto
numerable y denso en (R,7.). Ademds, para cada punto x en R, la
coleccién de bolas con centro en x y de radio 1/n, donde n varfa en el
conjunto N, es una base local numerable de vecindades de z. Maés aun,
el conjunto {B(r,1/n) : r € Q y n € N} es una base numerable para la
topologia T, en R.

El propdsito de esta seccién es analizar las cualidades més bésicas

de espacios topoldgicos que tienen alguna de estas propiedades.

3.22. DEFINICIONES. Sea (X,7) un espacio topoldgico.



“librocasarrubiastamariz” — 2015/1/20 — 7:15 — page 85 — #95

Elementos de Topologia General 85

(1) (X,7) es separable si contiene un subconjunto denso numera-
ble.

(2) El espacio (X,7) es primero numerable si cada punto z € X
posee una base local de vecindades numerable.

(3) El espacio (X,7) es segundo numerable si existe una base nu-
merable para 7.

Las propiedades “primero numerable” y “segundo numerable” son
conocidas como el primer axioma de numerabilidad y el segundo axioma
de numerabilidad, respectivamente.

Un primer hecho importante relacionado al segundo axioma de nu-
merabilidad, es que cualquier base de una topologia segundo numerable
contiene una base numerable, como veremos a continuacién.

3.23. PROPOSICION. Si X es un espacio sequndo numerable y B es
cualquier base de X, entonces B contiene una base numerable de X.

DEMOSTRACION. Comencemos por fijar una base numerable By de X.
Vamos a demostrar, en primer lugar, que si A es una familia de abiertos
en X, entonces existe una familia numerable AT C A de tal forma que
UAT =JA.

Hagamos A* = {B € By : 3 A € A tal que B C A}, y para cada
B € A* fijemos un conjunto Ap € A que satisfaga B C Ap. Afirmamos
que AT = {Ap : B € A*} es el conjunto buscado. En vista de que
A* C By, A* es numerable y por lo tanto AT también lo es. Obviamente
AT C Ay, por ende, | JAT C |JA. Ahora, si z € JA, entonces existe
A € A de tal modo que x € A y como B es base para X, tenemos que
x € B C A, para algin B € By; esto tltimo implica que B € A* y asi
x € B C Ap, con lo cual obtenemos que z € [JA™T.

Ahora, debido a que cada B € By es abierto en X y B es una base de
X, debe existir Ap, una subfamilia de B, de tal forma que B = |JAp.
Utilizando lo demostrado en el parrafo anterior, fijamos una subcoleccién
numerable A}, de Ap que satisface la condicién: B = |JAp = (JAL.
Es fdcil verificar ahora que la coleccién |J{A} : B € By} es una base
numerable para X contenida en B. X

De las tres propiedades que estamos estudiando en esta seccién, la
condicion de poseer una base numerable es la mas fuerte en el sentido
en que ésta implica las otras dos.
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3.24. PROPOSICION. Si (X,T) es sequndo numerable, entonces X es
también separable y primero numerable.

DEMOSTRACION. Sea B una base numerable de . Para cada z € X,
la coleccién B(x) = {B € B : x € B} constituye una base local de x
en X. Naturalmente, como B(z) C B, se tiene que B(x) es numerable.
Esto demuestra que el espacio X es primero numerable. Por otro lado,
si elegimos para cada B € B un punto zp € B, entonces el conjunto
numerable D = {zp : B € B} es denso en X. En efecto, si A € T\ {0},
entonces debe existir B € B no vacio contenido en A. Por lo tanto,
xp € A. X

Una clase amplia e importante de espacios topoldgicos esté contenida
en la clase de los espacios primero numerables, como se puede apreciar
en el siguiente resultado.

3.25. PROPOSICION. Cualquier espacio métrico es primero numerable.

DEMOSTRACION. Sea (X,T,;) un espacio métrico, y sea z € X. En-
tonces, la coleccién B(z) = {B(z,1/n) : n € N} constituye una base
local numerable de vecindades de x. X

3.26. EJEMPLOS.

(1) Como ya mencionamos, (R, T.) es separable, segundo numera-
ble y primero numerable. No es dificil corroborar que cualquier
espacio euclidiano R™ cumple también estas propiedades. Por
ejemplo, la coleccion de puntos D en R” cuyas coordenadas son
numeros racionales, es un subconjunto denso y numerable de
R™ y {B(d,1/n) :d € D,n € N} es una base numerable de R".

(2) Para un espacio discreto (X, T) y un punto x en él, el conjunto
{z} es abierto, de tal manera que el tnico subconjunto denso
en X es X mismo, y cualquier base de X debe contener a todos
los subconjuntos unipuntuales de X. Por lo cual, en el espacio
(X, T) son equivalentes el segundo axioma de numerabilidad, la
separabilidad, y la cualidad: |X| < Rg. De esta forma tenemos
que la condicién |X| > Wy implica que X, con la topologia
discreta, es un ejemplo de un espacio métrico (y por lo tanto
primero numerable) que no es separable (y claro, tampoco es
segundo numerable).
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(3) Consideremos ahora un conjunto X de cardinalidad mayor a
Ny v sea T su topologia cofinita. Como el complemento de
cualquier elemento no vacio en T es finito, todo subconjunto
infinito numerable Y de X es denso. Asi, (X,T) es separable.
Pero este espacio no es primero numerable (y, por ende, no
es segundo numerable). En efecto, sea z € X y sea B(z) =
{B1,Bs,...,By,...} una coleccién de subconjuntos abiertos
que contienen a x. Por la definicién de T, cada conjunto X \ B;
es finito. Por lo tanto, |J;en(X \ Bi) = X \ ey Bi es nu-
merable. Pero hemos supuesto que X tiene cardinalidad estric-
tamente mayor que Xg. Por lo tanto, ;. B;i es un conjunto
infinito. Esto nos permite tomar un punto y € (,cy B; difer-
ente de z. Resulta ahora que el subconjunto abierto X \ {y}
contiene a x y no contiene a ninguno de los conjuntos B;. Es
decir, B(z) no es una base local de z. Como B(z) es arbitraria,
hemos demostrado que x no posee una base local numerable.

Hemos visto pues, por medio de los ejemplos anteriores, que podemos
tener espacios que son separables pero no primero numerables (y por lo
tanto, no pueden ser segundo numerables), y espacios que son primero
numerables pero no separables (y por lo tanto, tampoco son segundo
numerables). Ahora veremos que la separabilidad y el segundo axioma
de numerabilidad son equivalentes en la clase de espacios métricos.

3.27. PROPOSICION. Sea (X,d) un espacio métrico y sea Ty la topolo-
gia generada en X por la métrica d. Si (X,Ty) es separable, entonces
(X,Tq) es sequndo numerable.

DEMOSTRACION. Supongamos que D es un subconjunto denso nume-
rable de (X,Ty). Para cada z € D consideramos la coleccion B(z) =
{B(z,1/n) : n € N}. Tomamos B = J,.p B(z). Como D es numera-
ble, y la unién de una coleccién numerable de conjuntos numerables atin
es numerable, resulta que B es numerable. Habremos logrado nuestro
objetivo si probamos que B es una base para Tz. Supongamos que
A € T4 contiene a z € X. Fijemos un nimero natural n que satisfaga
B(z,1/n) C A. Como D es denso en X, podemos asegurar que existe un
z € DNB(x,1/(2n)). Es claro que z € B(z,1/(2n)) y B(2,1/(2n)) € B.
Veamos que la relacion B(z,1/(2n)) € A también se cumple. Para
y € B(z,1/(2n)) se tiene que d(z,y) < d(x, z) + d(z,y). Pero d(z,z2) <
1/(2n) y d(z,y) < 1/(2n). Por lo tanto, d(x,y) < 1/n. Es decir, y €
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B(z,1/n). Como este ultimo conjunto estd contenido en A, se concluye
que y € A. X

3. Subespacios e imagenes continuas de espacios segundo
numerables, separables y primero numerables

Recordemos que para un espacio topoldgico (X,T) yun Y C X, si B es
una base para X, entonces B(Y) = {Y N B : B € B} es una base para
la topologia TY en Y (véase seccién 5). Ademads, siy € Y y B(y) es
una base local de y en (X, T), entonces By (y) ={Y NB: B € B(y)} es
una base local de y en (Y, T[Y"). Con esta informacién es facil demostrar
que el primer y segundo axiomas de numerabilidad son hereditarios; es
decir, se transmiten a los subespacios.

3.28. PROPOSICION. Si (X,T) es un espacio sequndo numerable (res-
pectivamente, primero numerable) y'Y es un subespacio de X, entonces
(Y, T ['Y) es también un espacio sequndo numerable (respectivamente,
primero numerable).

DEMOSTRACION. Tomemos una base numerable B de (X, T). Entonces,
la coleccién B(Y') es también numerable y es una base para T[Y. El
mismo razonamiento prueba que (Y, T[Y") es primero numerable si (X, T)
lo es. X

A pesar de lo que pudiera pensarse, un resultado similar no se
cumple para espacios separables. FEn efecto, sea X un conjunto mas
que numerable. Tomemos un punto distinguido p en X. La coleccion
T={0}U{FE C X : p € E} es una topologia para X, y es claro que
{p} es un subespacio denso de este espacio. Sin embargo, el subespacio
Y = X \ {p} es discreto. Como |Y'| > Ny, entonces Y es un subespacio
de (X,7T) que no es separable.

3.29. PROPOSICION. Si D es un subconjunto denso en un espacio topo-
l6gico X y A es un conjunto abierto en X, entonces el conjunto AN D
es denso en el subespacio A. En particular, si X es separable entonces
cualquier subespacio abierto de €l también es separable.

DEMOSTRACION. Sabemos que cla(A N D) = clx(A N D) N A segin
el inciso (2) de la proposicién 2.20; y ahora, la proposicién 2.33 del
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capitulo 2 garantiza que clx(A N D) = clx(A), con lo cual se obtiene
CIA(A N D) = A. X

3.30. PROPOSICION. Sean X yY dos espacios topoldgicos, y sea f : X —
Y wuna funcién continua y suprayectiva. St D es un subconjunto denso
en X, entonces f[D] es denso en'Y. En particular, si X es separable,
ast también lo es Y.

DEMOSTRACION. Sea A un subconjunto abierto de Y. Como f es una
funcién continua, f~![A] es un subconjunto abierto de X, y por lo tanto
FHAN D # 0. Si z pertenece a esta interseccién, entonces f(z) €
f[D] N A. X

En el caso de imégenes continuas de espacios primero o segundo
numerables no se tiene un resultado analogo.

3.31. EJEMPLO. Si T} y T3 son las topologias euclideana y cofinita en
R, respectivamente, entonces la funcién identidad id.(R,T;) — (R, T2)
es continua y suprayectiva. Ahora, a pesar de que (R,77) es segundo
numerable, (R,T2) no es ni siquiera primero numerable (inciso (3) del
ejemplo 3.26).

Aunque estas propiedades no se preservan bajo funciones continuas,
si se preservan cuando consideramos funciones que son a la vez continuas
y abiertas.

3.32. LEMA. Sea X un espacio topoldgico y sea B(x) una base local de
vecindades de x en X. Sea f: X — Y una funcion continua y abierta.
Entonces la coleccion {f[B] : B € B(x)} es una base local de f(x) =y
enY.

DEMOSTRACION. Sea A un subconjunto abierto no vacio de Y que con-
tiene a y. Resulta que, como f es continua, f~'[A] es un subconjunto
abierto de X que contiene a x. Existe, entonces, un elemento B en
B(z) tal que € B C f~'[A]. Concluimos que f(x) = y € f[B] C
fIf71[A]] € A. Como f es una funcién abierta, cada f[B] es una vecin-
dad de y para cada B € B(x). Por lo tanto, {f[B] : B € B(x)} es una
base local de f(z) en Y. X

Ahora no es dificil demostrar el siguiente resultado.
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3.33. PROPOSICION. La imagen continua y abierta de cualquier espa-
cio sequndo numerable (resp., primero numerable) es sequndo numerable
(resp., primero numerable).

4. Convergencia de sucesiones

Debe ser conocido por el lector que para R con la topologia usual T,
una funcién f : R — R es continua en un punto z si (y sélo si) para
cada sucesion (,)nen que converge a z, la sucesion (f(zy,))nen converge
a f(z). También es cierto que el operador cerradura en (R,T.) estd
determinado por las sucesiones; en efecto, para F' C R, z € cl(F) si, y
s6lo si, existe una sucesion (x,)neny en F que converge a z.

Resultados andlogos son ciertos cuando se consideran espacios cuyas
topologias estdn definidas por una métrica. Pero, jse podra caracteri-
zar el operador cerradura y la continuidad de funciones en espacios
topoldgicos arbitrarios en términos exclusivos de convergencia de suce-
ciones? En esta seccién analizaremos este problema y daremos una re-
spuesta negativa; posteriormente, en la seccién 5 y en el ejercicio 3.H
veremos las nociones de filtro y red, respectivamente, y los conceptos
de convergencia de filtros y de redes que generalizan las nociones de
sucesion y convergencia de sucesiones, y que caracterizan completamente
la continuidad de las funciones entre espacios topolédgicos y el operador
cerradura de cualquier espacio en términos de convergencia.

3.34. DEFINICIONES. Sea X un espacio topolégico.

(1) Una sucesion en X es una funcién de N en X. La sucesién
n — &, serd representada por (Z,)pen-

(2) Una sucesion (x,)nen en X converge a un punto zy € X si para
cada vecindad V de ¢ existe un nimero natural n(V) tal que
Ty € V siempre que m > n(V). El simbolo x,, — x( significa
que la sucesién (zy,)nen converge a xg.

(3) Diremos que la sucesion (zp,)nen es finita si el conjunto {zy,
n € N} es finito. En el caso en que (zp)neny no sea finita,
diremos que es infinita.

Obsérvese que para determinar la convergencia de una sucesién a un
punto xgy nos basta con disponer de una base local en xg. De modo mas
preciso, si B es una base local para el espacio topoldgico X en el punto
xo € X y (Zn)nen es una sucesiéon en X, entonces x,, — x¢ si, y sélo



“librocasarrubiastamariz” — 2015/1/20 — 7:15 — page 91 — #101

Elementos de Topologia General 91

si, para cada B € B existe un numero natural n(B) de tal forma que
Zn € B para cualquier n > n(B).

3.35. EJEMPLOS. Sean X un espacio topolégico, (2, )nen una sucesion
en X y g € X.

(1) Si X tiene la topologia indiscreta, entonces (x,)nen converge
a todos los puntos de X, pues la tnica vecindad no vacia de
cualquier punto en X es X.

(2) Por otro lado, si X es un espacio discreto, entonces x,, — xq si,
y sélo si, existe ng € N con la virtud de que x,, = x¢ siempre
que n > ng (jpor qué?). Es decir, las tinicas sucesiones que
convergen en un espacio discreto son las eventualmente cons-
tantes.

(3) Cuando la topologia de X estd generada por una métrica d,
sabemos que la coleccién de bolas abiertas centradas en x( es
una base local, asi que, en este caso, nuestro criterio de con-
vergencia se traduce en: x, — xg si, y sélo si, para cada € > 0
existe n(e) € N de tal forma que d(zg,x,) < €, siempre que
n = n(e).

Analicemos ahora la convergencia de sucesiones en espacios de fun-
ciones.

3.36. EJEMPLO. En el conjunto C'(I) de funciones continuas definidas
sobre I y con valores en R, hemos definido dos topologias; a saber, T
(ejemplo 1.16) y T, (ejemplo 1.37). Nuestro propésito en este ejem-
plo es hacer una comparacion de la convergencia de sucesiones entre los
espacios (C(I),Tx) v (C(I),Tp). Con este fin, tomemos una sucesién
(fn)nen en C(I), y sea fo € C(I).

En primer lugar afirmamos que si f, — fo con respecto a la topologia
T, entonces f, — fo con respecto a la topologia T,.

Comencemos tomando un bésico [fo; x1, . .., xk; €] de T), que contiene
a fo (ver el ejemplo 1.37). Para este e debe existir, debido a que f,, — fo
con respecto a la topologia T, un nimero natural n(e) que satisfaga
doo(fo, fn) = sup{|fo(x) — fn(z)| : = € I} < €, siempre que n > n(e).
En particular, si n > n(e) entonces |fo(x;) — fn(x;)| < €, para cada
i € {1,...,k}. Esto ultimo quiere decir que f, € [fo;x1,...,x; €] para
cualquier n > n(e). De esta manera, si f,, — fo en T entonces f,, — fo
en Tp.

Observe que la convergencia de (fp)nen a fo en T significa que
las graficas de las funciones f,, van siendo cada vez més parecidas a la
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grafica de fp en la medida en que n es muy grande. Es por esto que a
Tso se le conoce como la topologia de la convergencia uniforme.

Por otro lado, en T}, la convergencia de (f,)nen @ fo es equivalente
a la convergencia de cada una de las sucesiones (f,(z))nen a fo(z) para
cada punto x € I. Es por esto que a T, se le llama la topologia de la
convergencia puntual.

Si una sucesién (fyp)nen en C(I) converge a fy con respecto a T,
diremos que converge uniformemente a fy y escribiremos f,, = fo. Por
otra parte, si la convergencia es con respecto a Tp, se dird que (fy)nen
converge puntualmente a fy y se escribira f, — fo.

Con la notacién del parrafo anterior tenemos que si f, = fy, en-
tonces f, — fo. El reciproco no es valido en general, tal y como se
puede corroborar con el siguiente ejemplo.

F1iaura 20. Gréficas de las funciones fi, fa, fs.

Sea f,, : I — R definida mediante la férmula:
2nx siz €0, 5],
fa(z) =421 —nx) size]
0 six €|

-

7%]a
).

S|

)
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No es muy complicado demostrar que f, — 0 (la funcién constante 0).
Pero la sucesion (f,)nen no converge uniformemente a 0 ya que si n € N
entonces para T, = ﬁ € [0,1] se tiene que f,(z,) = 1. Esto permite
mostrar que 1 = sup {|fn(z) — 0(z)| : = € [0,1]} = d(fn,0). Por
ello, para la bola abierta B(0, %) no es posible hallar una NV € N con la
propiedad de que f,, € B(0, %) para toda m > N.

3.37. EJEMPLO. Sea X un conjunto infinito y sea 7 la topologia
cofinita sobre X. Vamos a demostrar que si (2, )nen €s una sucesién en
X que satisface x, # T, si m # n, entonces x,, — x para cualquier
x € X. En primer lugar, si V € T es tal que x € V, tenemos que X\V
debe ser finito y, por ende, {z,, : n € N}\V también. La condicién
impuesta a la sucesién garantiza que el conjunto {n € N : z, ¢ V} es
finito, y de este hecho se deduce la existencia de un nimero natural ng
con la virtud de que x,, € V, siempre que n > ng.

Supongamos ahora que (z,),en €s semiconstante, es decir, que exis-
ten ng € Ny zg € X de tal modo que z, = xg, para cada n > ng.
Afirmamos que en este caso la sucesién sélo converge a xg. En efecto, si
a # xg, entonces V = X\{zp} es un abierto que contiene a a y ademads,
para cada m € N, se tiene que m +ng = 1o ¥ Tmin, € V-

3.38. PROPOSICION. Sea E un subconjunto del espacio topoldgico X .
Si (Tn)nen €s una sucesion infinita de puntos pertenecientes a E que
converge a x, entonces x € der(E).

DEMOSTRACION. Sea V un abierto que contiene a z. Por la convergencia
de (zn)nen en X, existe ng € N de tal forma que {z, : n > no} C V.
Ahora, la infinitud de la sucesién nos lleva a concluir que VN E es infinito
y, en particular, debemos tener que (V N E)\{xo} # 0. X

FEl siguiente resultado es una consecuencia de la proposicién anterior.

3.39. COROLARIO. Si E es un subconjunto cerrado del espacio X y
(Zn)nen es una sucesion en E que converge al punto xg, entonces xg € E.

Aunque la convergencia de sucesiones no basta para caracterizar la
continuidad de las funciones como veremos en el ejemplo 3.44, si se
dispone de la implicacién siguiente.

3.40. PROPOSICION. Sea f : X — Y una funcién continua. Si (xp,)nen
es una sucesion en X que converge a xg, entonces f(xy) — f(xo).
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DEMOSTRACION. Sea W un abierto en Y que contiene a f(zg). La
continuidad de f garantiza que existe un abierto V' en X que contiene a
xo y es tal que f[V] C W. Ahora, la convergencia de la sucesién (z,)nen
nos lleva a concluir que existe un ntimero natural ng con la virtud de
que {x, : n = ng} C V. Esto ultimo implica que {f(x,) : n = no} C
fIV] C W,y con esto ya se tiene demostrado que f(x,) = f(zg). K

Existen espacios topoldgicos en los que los reciprocos de las proposi-
ciones anteriores se cumplen.

3.41. PROPOSICION. Si X es primero numerable y E C X, entonces
x € cl(E) si, y solo si, existe una sucesion en E que converge a .

DEMOSTRACION. Como X es primero numerable, X tiene una base local
numerable en x; asi que, por el ejercicio 3.B.(2), existe una base local
{B,, : n € N} de X en x que satisface B,, C B, siempre que m < n.

Si suponemos que z € cl(F), entonces podemos elegir un punto xz,, €
B, N E para cada n € N. Para comprobar que x,, — x, sea A un abierto
en X que contiene a x. Debe existir ny € N de tal modo que By, C A,
y como B,, C By, para n > ng, ya tenemos que {z, : n = ny} C A.

La otra implicacién ya fue demostrada en 3.39. X

3.42. PROPOSICION. Sea f : X — Y wuna funcién entre los espacios X
y Y. Si X es primero numerable y x € X, entonces f es continua en x
si, y sélo si, para cada sucesion (x,)nen en X que converge a x se tiene

que f(xn) = f(z).

DEMOSTRACION. Como en la prueba de la proposicién anterior, fijemos
una base local {B,, : n € N} de X en z que satisfaga B, C B,, para
n>m.

Supongamos que f no es continua en x. Esto quiere decir que existe
un abierto B en Y que contiene a f(z), pero de forma tal que para
cualquier abierto A en X que contiene a  se cumple que f[A] € B. En
particular, para cada n € N debe existir un punto x,, € B, que satisfaga
f(xz,) ¢ B. Tenemos que x, — x pero (f(x,))nen no converge a f(x),
pues B es un abierto que contiene a este punto pero no contiene ningin
término de la sucesion (f(zp))nen.

La demostraciéon de la implicaciéon restante se desarrollé en la pro-
posicién 3.40. X
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En particular, cuando consideramos espacios métricos, las sucesiones
bastan para definir el operador cerradura y para definir funciones con-
tinuas como se expresa en las proposiciones anteriores. Sin embargo,
también es posible proporcionar ejemplos de espacios en los que no nece-
sariamente se cumplen las conclusiones de las proposiciones 3.41 y 3.42.
Veamos algunos ejemplos.

3.43. EJEMPLO. Sea p un punto que no pertenece a R. Y sea X el
conjunto RU {p} al cual le asignamos la topologia T}, ., que fue definida
en el ejercicio 2.B.(7). Asi, un conjunto A C X pertenece a Tj , cuando,
y s6lo cuando, p € A6 p € Ay |R\ A| < Rg. Resulta evidente que el
punto p pertenece a la cerradura de R, pero ninguna sucesién en R
converge a p pues si S = {z,, : n € N} C R, entonces {p} U (R\ 5) es
una vecindad de p que no contiene ninguno de los elementos de S.

3.44. EJEMPLO. Exhibamos ahora un espacio X en el cual es posible
definir una funcion que no es continua pero manda limites de sucesiones
convergentes en limites de las imagenes de las sucesiones respectivas.

Sea X un conjunto no numerable y sea T la topologia conumerable
sobre X (véase el ejercicio 1.B.(5)).

Vamos a demostrar que si una sucesion en X converge, entonces
es semiconstante. Supongamos que la sucesién (x,)nen converge a g
en X. El conjunto S = {n € N : x, # zp} es numerable, asi que
V = X\{z, : n € S} es un abierto en T que contiene a zy. Por la
convergencia, existe ng € N de tal suerte que {z,, : n > ng} C Vy
por la definicién de V', tenemos que z, = xg para todo n > ng; o sea,
nuestra sucesion es semiconstante.

Ahora consideremos la funcién identidad idx : (X,7T) — (X, P(X)).
Para demostrar que esta funcién no es continua bastara probar, segun el
ejemplo 3.7 inciso (3) de este capitulo, que P(X) ¢ T. Pero esto ultimo
resulta cierto ya que {z} € P(X)\T para cualquier z € X.

Para terminar nuestra argumentacion notemos que si z,, — xp en
(X, 7), entonces existe ng € N de tal modo que z,, = zg, para n > ny.
Con esto se tiene que idx(z,) — idx(zo) en (X, P(X)). X

5. Filtros y convergencia

Antes de la publicacién de Grundziige der Mengenlehre [33], varios nota-
bles matematicos propusieron diversos sistemas de axiomas que intenta-
ban definir la nocién de espacio topolégico. En su gran mayoria, estas
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axiomatizaciones pretendian que la nocion de convergencia de sucesiones
fuera su fundamento; en particular, se aspiraba a que la operaciéon que
consiste en tomar limites de sucesiones bastara para definir el operador
cerradura de un espacio topolégico. El mismo M. Frechet describid, en
su tesis doctoral en 1906, un sistema de axiomas que intentaba sistem-
atizar las propiedades fundamentales de la convergencia de sucesiones
de los espacios conocidos hasta ese momento. Pronto se supo que las
ideas construidas alrededor de las sucesiones no eran lo suficientemente
poderosas para lograr reproducir la idea general de espacio topoldgico.
Habia que sustituir a las sucesiones y su convergencia por objetos y
procesos mas generales y complejos.

Fue F. Riesz quien en 1908, en su articulo [53], introduce los con-
ceptos de filtro y ultrafiltro, haciendo notar su potencial para definir
puntos de acumulacién y llevar a cabo procesos de completaciéon. Pero
es hasta 1937 que Henry Cartan ([22], [23]) reintrodujo estos concep-
tos presentéandolos con claridad como los instrumentos adecuados para
reemplazar a las sucesiones en el estudio de los espacios abstractos.

En esta seccion estudiaremos los filtros y su convergencia, demostra-
remos que a través de ellos es posible definir tanto el operador cerradura
en cualquier espacio topoldgico como la continuidad de funciones cuyo
dominio y rango son espacios arbitrarios.

3.45. DEFINICION. Sea X un conjunto no vacio. Una coleccién no
vacia F de subconjuntos no vacios de X es llamada filtro en X si se
cumplen las siguientes condiciones:

(1) SSFeFy FCF CX,entonces Fj € F.
(2) Si Fy, Fy € F, entonces F1 N Fy € F.

Es facil probar que la condicién (2) de la definicién anterior es valida
para cualquier cantidad finita de elementos de F. Por otra parte, es
comun decir que la condicién (1) significa que la coleccién F es cerrada
bajo superconjuntos. De esta manera un filtro en un conjunto X es
una coleccion no vacia de subconjuntos no vacios que es cerrada bajo
superconjuntos y bajo intersecciones finitas.

El lector debe notar que la nocién de filtro pertenece enteramente
al ambito de la teoria de conjuntos. En lo que sigue involucramos a los
filtros en el mundo de los espacios topolégicos.

3.46. EJEMPLOS.
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(1) Es fécil verificar que en todo espacio topoldgico (X, T), la co-
leccién V(z) de todas las vecindades de un punto z € X es un
filtro en X, dicho filtro es llamado filtro de vecindades de x
en X o sistema de vecindades del punto x (véase la definicién
1.23).

(2) Si X es un conjunto y ) # A C X, entonces la coleccién

F(A)={B:ACBC X}

es un filtro en X. Es costumbre escribir F, para denotar al
filtro F(A) en el caso en que A = {p}.

(3) La coleccién € = {(a,—) : @ € R} es una coleccién no vacia de
subconjuntos no vacios de R que no es un filtro debido a que
ella no es cerrada bajo superconjuntos. No obstante, podemos
utilizar a C para crear un filtro que de hecho contenga a C.
Simplemente consideremos la coleccion

Fe={ACR: existe C € C tal que C C A}.

Sabemos que para determinar al sistema de vecindades de un punto
es suficiente conocer una base de vecindades del punto. En el caso
mas general de los filtros, la situacion es la misma: un filtro puede
ser determinado por subcolecciones especiales de él. A continuacién
introducimos la nocién de base de filtro. (Por ejemplo, el lector puede
notar esto ultimo en el inciso (3) del ejemplo 3.46).

3.47. DEFINICION. Dado un filtro & en un conjunto X, una sub-
coleccién no vacia B de F es una base de filtro para F si ocurre que para
todo F' € JF existe un B € B tal que B C F.

Es claro que todo filtro es una base de filtro de si mismo. La
propiedad relevante que tienen las bases de filtro estd sintetizada en
la siguiente proposicion.

3.48. PROPOSICION. Sean X un conjunto y B una familia no vacia de
subconjuntos de X. Entonces B es una base de un filtro en X si y
sélo si 0 ¢ B y para cualesquiera By, By € B existe B3 € B tal que
B3 C B1N Bs.

DEMOSTRACION. =] Si B es una base de un filtro F, entonces B C &,
y por esto () ¢ B. Ahora bien, si By, Bs € B, entonces BN By € F, y
por ser B base de filtro de F debe existir un elemento B3 € B tal que
B3 C By N Bs.
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<] Si () ¢ By para todo By, By € B existe Bs € B tal que B3 C
Bi1 N By. Definamos

Fp ={F C X : existe B € B tal que B C F'}.
Entonces () ¢ Fp, y de la definicién de Fg se deduce: F € Fp y
F C F; implican que I} € Fgz. Ahora tomemos Fi, Fy € Fg. Existen
Bi,Bs € B tales que By C F1 y By C F5. Consideremos ahora un
B3 € B tal que B3 C B1 N By. Tenemos entonces que By C Fy N Fy, de
donde F; N Fy € Fg. Esto muestra que Fg es un filtro; obviamente, B
es una base de Fg. X

3.49. OBSERVACION. Si B es una coleccién no vacia de subconjuntos
de un conjunto X que satisface la condicion

(x) 0 ¢ By para todo By, By € B existe By € B tal que B3 C By N By,
entonces el filtro del cual B es base es la coleccién
Fp ={F C X : existe B € B tal que B C F'}.

El filtro 3 es el filtro generado por la base de filtro B. Observe, por
ejemplo, que en el inciso (3) del ejemplo 3.46, la coleccién Fe es el filtro
generado por C.

Los filtros J, en el inciso (2) del ejemplo 3.46 tienen una propiedad
especial; ellos no estan contenidos propiamente en ningin otro filtro. Es
decir, los filtros de tipo ), son filtros maximales.

3.50. DEFINICION. Un filtro & sobre un conjunto X es un filtro
maximal si no existe un filtro § sobre X tal que F g G. Los filtros
maximales son también llamados ultrafiltros.

Probemos ahora que efectivamente los filtros de tipo ¥, (p € X)
son ultrafiltros. Para ello supongamos que G es un filtro en X tal que
Fp € 9. Tomemos un elemento cualquiera G € §. Como {p} y G son
elementos de G, {p} NG # (. Entonces p € G y en consecuencia G € F).

El Lema de Zorn (cf. teorema A.40) produce el siguiente resultado
relevante. Recuérdese que una familia € de subconjuntos de un conjunto
X tiene la propiedad de la interseccion finita (o es una familia centrada)
si para toda subfamilia finita €’ no vacia de €, se tiene que (€ # (.

3.51. PROPOSICION. Sea X un conjunto. Para toda familia centrada C
de subconjuntos de X existe un ultrafiltro & que contiene a C.
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DEMOSTRACION. Consideremos el conjunto
® = {D : D es una familia centrada con € C D}.

Es claro que este conjunto no es vacio y es parcialmente ordenado por
la relacion C de contencién de conjuntos. Para aplicar el Lema de Zorn,
debemos mostrar que toda cadena en (®, C) es acotada superiormente en
(®, C). Consideremos entonces una cadena {Dy}aes en ®. Definamos
H = Uqes Da- Se tiene entonces que H € @ y que D, C H para cada
o € J. Por el Lema de Zorn, existe un elemento maximal F € ®.

AFIRMACION. F es un ultrafiltro que contiene a C.

Bastara demostrar que F es un ultrafiltro. Probaremos primera-
mente que F es filtro. Note que como € C F y JF tiene la propiedad de la
interseccién finita, se tiene que F # 0 y ) ¢ F. Por otro lado, si A € F
y A C B C X, entonces la coleccién F U {B} tiene la propiedad de la
interseccién finita y contiene a €. Como F es maximal y § C FU {B},
se tiene que B € J. De esta manera F es cerrada bajo superconjuntos.
Consideremos ahora a un par de elementos A, B € F. Es fécil verificar
que F U {A N B} tiene la propiedad de la interseccién finita. Nueva-
mente, el hecho de que F es maximal y F C FU {4 N B}, implican
que AN B € F. De esta forma, F es un filtro. Para mostrar que F es
un ultrafiltro, bastara recordar que todo filtro es una coleccién con la
propiedad de la interseccién finita. Por ello, si G es un filtro que contiene
a F entonces G es también una coleccion centrada que contiene a F y por
lo cual contiene a C. La maximalidad de F ahora implica que ¥ = G. X

Como cualquier filtro y cualquier base de filtro es una familia cen-
trada, tenemos el siguiente corolario.

3.52. COROLARIO. Sea X un conjunto. Si F es un filtro (respectiva-
mente, una base de filtro) entonces existe un ultrafiltro G que contiene a

J.

El siguiente resultado proporciona algunas formas equivalentes de
caracterizar a los filtros maximales.

3.53. TEOREMA. Sea X un conjunto. Las siguientes proposiciones son
equivalentes:

(1) F es un ultrafiltro en X.
(2) F es una familia centrada mazimal.
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(3) F es una base de filtro con la siguiente propiedad: para todo
ACX, si ANB # () para cada B € F, entonces A € F.
(4) F es una familia centrada con la siguiente propiedad: para todo

A C X, se tiene que A€ F 6 bien X \ A€ F.

DEMOSTRACION.

(1)= (2) Ya sabemos que todo filtro es siempre una familia centrada,
asi que sblo probaremos que F es maximal (en el &mbito de las familias
centradas). Supongamos que € es una familia centrada de subconjuntos
de X que contiene a F. Por la proposicién 3.51, podemos considerar un
filtro § que contiene a C. De esta manera, tenemos un filtro G tal que
F C e CG. Como T es un ultrafiltro, lo anterior implica que & = € = G.

(2)= (3) Sea B la coleccién de todas las intersecciones finitas de
elementos de F. Claramente ¥ C B y B es cerrada bajo intersecciones
finitas. Por la proposicién 3.48, B es una base de filtro. Pero toda base
de filtro es una familia centrada. Entonces B es una familia centrada
que contiene a F. Aplicando la maximalidad de F tenemos que F = B.
De esta manera hemos probado que F es una base de filtro.

Supongamos ahora que A es un subconjunto de X que tiene la si-
guiente propiedad: AN B # () para toda B € F. Esta propiedad que
posee A implica que F U {A} es una familia centrada; pero ademads
contiene a . La maximalidad de F implica ahora que F = F U {A}.
Con esto, A € F.

(3)= (4) Como toda base de filtro es una familia centrada, bastara
probar que para todo A C X, se tiene que A € F o bien X \ A € F.

Consideremos entonces un subconjunto A de X. Si A € F entonces
no hay nada que demostrar. Supongamos entonces que A € F y probe-
mos que X \ A € F. Para ello tomemos B € F arbitrario. Note que si
ocurriera que BN (X \ A) = () entonces B estaria contenido en A. Pero
esto implicaria que A pertenece a F, lo cual es imposible. Por lo tanto,
BN (X \ A) # 0 para toda B € F. Nuestras hip6tesis implican ahora
que (X \ 4) € 7.

(4)= (1) Definamos
B={A1N---NA,:Ay,...,A, €F, neN}L

Es evidente que F C B. Ademds, como B es cerrada bajo intersecciones
finitas y ) ¢ B (porque F es una familia centrada), la coleccién B es una
base de filtro. Ahora probaremos que de hecho B es un ultrafiltro y que
B=7.
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Primero notemos que B es cerrada bajo superconjuntos. Efectiva-
mente, supongamos que B € By que BC AC X. Si A ¢ B, entonces
A ¢ F. De donde, tendriamos que X \ A € F. Pero esto implicaria que
(X \ A)N B # 0, lo cual es imposible porque B C A. Por lo tanto, debe
ocurrir que A € B.

Como la familia B ya es cerrada bajo intersecciones finitas, podemos
concluir que B es un filtro.

Probemos ahora que B es un ultrafiltro: Supongamos que G es un
filtro en X tal que B C §. Tomemos un elemento arbitrario A € §. Por
hipétesis, tenemos que A € F o bien que X \ A € F. Note ahora que
no puede ocurrir que X \ A € F, ya que de lo contrario tendriamos que
=AnN(X\A) €eg, locual no es posible debido a que G es un filtro en
X. Resulta entonces que A € F y, en consecuencia, A € B. Por lo tanto
B =G.

Para finalizar probaremos que ¥ = B. Para ello consideremos un
elemento B € B. Note que como B es una familia centrada (pues es
base de filtro), no puede suceder que X \ B € B. En consecuencia,
X \ B ¢ F. Entonces deberd ocurrir que B € F. Esto muestra que
B C F. Por lo tanto, B = F. X

Para caracterizar el operador cerradura y la continuidad de funciones
usando filtros, necesitamos introducir las nociones de filtro convergente
y de punto de acumulacién de un filtro.

3.54. DEFINICION. Sea X un espacio topolégico.

(1) Un filtro F (en X ) converge a un punto xz € X, y x es un punto
limite de &, si toda vecindad de = pertenece al filtro F. Para
denotar este hecho escribiremos F — .

(2) Diremos que una base de filtro B converge a un puntox € X,y
x es un punto limite de B, si el filtro generado por ella converge
a r; esto es, si Fg — x.

3.55. DEFINICION. Sea X un espacio topolégico.

(1) Se dice que un punto z € X es punto de acumulacion de un
filtro F si x € ({clx(F) : F € F}.

(2) Un punto z € X es punto de acumulacién de una base de filtro
B si lo es del filtro F3 generado por B.

3.56. OBSERVACION.
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(1) Note que si F es un filtro que converge a un punto = de un espa-
cio topoldgico X, entonces el punto x es punto de acumulacion
del filtro &.

(2) El reciproco de la afirmacién anterior no es cierto. Por ejem-
plo, considere en el espacio R?, con la topologfa inducida por la
norma euclidiana, dos puntos diferentes Z, 3. Observe que el fil-
tro F({Z, y}) contiene tanto a Z como a g como sus inicos pun-
tos de acumulacién, pero el filtro no converge a ningin punto
de R2.

Dada una sucesion s = (z,,)nen en un espacio topolégico X, podemos
considerar el conjunto Sy, = {z,, : m > ng} para cada nyp € N. La
colecciéon 8§ = {S,, : n € N} es una base de filtro como podré constatar
el lector. El filtro generado por 8, Fg, es llamado filtro generado por la
sucesion (ZTn)neN-

3.57. PROPOSICION. Sea s = (Zn)nen una sucesion en un espacio X.
Entonces, la sucesion s converge a un punto p € X (respectivamente, p
es un punto de acumulacion de s) si y sdlo si el filtro generado por s,
Fs, converge a p (respectivamente, p es un punto de acumulacion de Fg)

DEMOSTRACION. Demostraremos la proposicién sélo para el caso de la
convergencia. La demostracion de la proposicién relativa a la acumu-
lacién se lleva a cabo de manera similar.

Si s converge a p, entonces para cada vecindad V de p podemos
encontrar un numero natural ng tal que x,, € V para todo n > ngy. Esto
significa que el elemento Sy, del filtro Fg estd contenido en V. Es decir,
V € Fg. Pero esto significa que Fg converge a p.

Supongamos ahora que Fg converge a p. Esto quiere decir que cada
vecindad de p es elemento de Fg. Ahora bien, S es base de Fg; por lo
tanto, para cada vecindad V de p, existe un ntimero natural ng tal que
Spo €s un subconjunto de V. Es decir, x, € V para cada n > nyg. X

Ahora veremos que la convergencia de filtros determina completa-
mente la topologia de cualquier espacio.

3.58. TEOREMA. Sea A un subconjunto de un espacio topoldgico X. Un
punto x pertenece a clx (A) siy sdlo si existe una base de filtro B formada
por subconjuntos de A tal que B — x en X.

DEMOSTRACION. =] Como z € cly(A), para toda vecindad V de x se
tiene que VN A # (). Definamos B = {VNA:V € V(z)}. Claramente B



“librocasarrubiastamariz” — 2015/1/20 — 7:15 — page 103 — #113

Elementos de Topologia General 103

estd formada por subconjuntos de A. Ademés B es una base de filtro que
converge a x. En efecto, para probar que B es base de filtro, simplemente
note que B # (), que todos los elementos de B no son vacios, y que si
By =ViNAy By =V,N A son elementos arbitrarios de B, entonces el
conjunto Bz = (V4 N V,) N A pertenece a B y ademds Bs = By N Ba.
Para probar que B — x, considere al filtro generado por B, esto es,

Fp ={C C X : existe un B € B tal que B C C}.

Resulta que por la misma definiciéon de B y de Fg, se tiene que V(x) C
F3. Esto ultimo garantiza que F3 — z. Por ello, B — .

<] Como B es una base de filtro que converge a x, tenemos que
Fp — x. Entonces V(z) C Fp. De esta forma, para cada elemento
V € V(z), existe un elemento C' € B tal que C C V. Pero como C € B,
) # C C A. Entonces podemos concluir que V N A # () para cada
V € V(z). En consecuencia, x € clx(A). X

La siguiente proposiciéon muestra cémo los filtros, y la convergencia
de filtros, son una buena herramienta para determinar la continuidad
de una funcién. Obsérvese que, dados una funcién f : X — Y entre
conjuntos y un filtro & en X, podemos definir a la imagen del filtro bajo
la funcién f como el conjunto f(F) = {f(F) : F € F}. La imagen de un
filtro puede no ser un filtro en Y. Note lo que pasa, por ejemplo, cuando
f es una funcién constante. No obstante, el conjunto f(F) siempre es
una base de filtro, como lo puede verificar el lector.

3.59. TEOREMA. Sean X y Y espacios topoldgicos, f : X — Y wuna
funcion y x € X. La funcion f es continua en x si y solo si para todo
filtro G en X que converge a z, se tiene que la base de filtro f(G) converge

a f(z) enY.

DEMOSTRACION. =] Sea G un filtro en X que converge a x. Para probar
que f(G) — f(z) en el espacio Y, debemos probar que V(f(x)) € Fy(g).
Para ello, consideremos una vecindad arbitraria W de f(z) en Y. Como
f es continua en z, el conjunto f~'(WW) es una vecindad de z en X.
Debido a que § — z, tenemos que f~'(W) € G. Entonces f(f~1(W)) €
f(S) y F(f7H(W)) C W. Por lo tanto, W € Fy(g).

<] Supongamos que W es un abierto de Y tal que f(xz) € W. Como
el filtro V(x) converge a x, tenemos que la base de filtro f(V(x)) con-
verge a f(z). Entonces V(f(x)) C Frry(z)). Como W € V(f(x)), existe
una vecindad V € V(z) tal que f(V) C W. X
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Ejercicios

3.A. Continuidad y homeomorfismos

(1) Demuestre los incisos (1) y (2) de la observacién 3.2.

(2) Verique que las funciones r y s del ejemplo 3.3 inciso (2) son efecti-
vamente funciones continuas.

(3) Verifique que la proposicién 3.8 y la segunda parte de la proposicién
3.19 son ciertas.

(4) Demuestre la observacién 3.20.

(5) (a) Demuestre que si f : X — Y es una funcién continua y A es
un subespacio de X, entonces f [ A: A — Y es también una
funcién continua.

(b) Demuestre que si f : X — Y es una funcién entre espacios
topoldgicos entonces son equivalentes:
(i) f: X — Y es continua,
(ii) Para cada Z C Y con f[X] C Z, la funcién f: X — Z
es continua, donde Z tiene la topologia de subespacio
respecto de Y.

(6) Demuestre que las funciones f : R? - R, g: R? = R, h: R - R
y j : R\ {0} — R definidas por las férmulas: f(z,y) = = + vy,
g(z,y) = -y, h(r) = —x y j(x) = 27!, son funciones continuas
(donde z + y y = - y denotan la suma y el producto de los nimeros
reales z y y).

(7) Dos espacios discretos X y Y son homeomorfos si y sélo si A(X) =
A(Y) (ejercicio 1.B.(7)), si y sélo si | X| = |Y]|. También se cumple
que para espacios X y Y con la topologia cofinita, las condiciones (a)
X 2Y y (b) |X]| = |Y], son equivalentes. En este mismo espiritu,
iqué se puede decir de AD(X) y AD(Y') para espacios arbitrarios X
y Y (véase el ejercicio 2.B.(11)).

(8) Sea E un subconjunto de un espacio X, y sea xg : X — R la funcién
caracteristica de F, la cual estd definida como

(2) 1 sizekl
€Tr) =
XE 0 siz¢gFE
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Demuestre que xg es continua en un punto x € X si y sélo si z &
fr(E). En consecuencia xg es continua si y sélo si F es a la vez
abierto y cerrado.

(9) Sean fi,..., fr una coleccién finita de funciones continuas definidas
sobre un espacio X y con valores en R. Verifique que la funcién que
asocia a cada ¢ € X con el valor min{f;(z) : i € {1,...,k}} (resp.,
méx{f;(z) : i € {1,...,k}}) es continua.

(10) Si h : X = Y es un homeomorfismo y A C X, entonces h [ A :
A — h[A] es también un homeomorfismo. Cuando h : X — Y es
continua y h : X — h[X] es un homeomorfismo, decimos que h es una
inmersién y que X es sumergible en Y (es decir, X es esencialmente
un subespacio de Y).

(11) Pruebe que cualquier intervalo euclidiano abierto no vacio (a,b) es
homeomorfo a (R,T,). Demuestre también que para cualesquiera
s,t € R, los subespacios R x {s} y {t} x R de (R?,T,.) son homeo-
morfos entre si, y ambos son homeomorfos a la linea euclidiana R.

(12) En el ejemplo 1.42 se defini6 la linea de Sorgenfrey Ls. Compruebe
que el subespacio (a,b) (a < b) de Lg es homeomorfo a Ls.

(13) Sea (12,7 <) el cuadrado lexicogréfico (ejercicio 1.G.(6)). Pruebe que
el subespacio (0,1) x {0} es homeomorfo a £s. Compruebe también
que el subespacio {t} x (0,1) (resp., {t} x [0,1]) es homeomorfo al es-
pacio euclidiano R (resp., al intervalo euclidiano [0, 1]) para cualquier
t e [0,1].

(14) Una coleccién € de subconjuntos de un conjunto X es una cubierta
de X si X = |JC. Por cubierta abierta de un espacio topolégico X
entenderemos una cubierta de X cuyos elementos son subconjuntos
abiertos de X. Si los elementos de € son subconjuntos cerrados,
entonces decimos que € es una cubierta cerrada de X.

Sean X y Y espacios topoldgicos y sea f : X — Y una funcién.
Sea C una cubierta de X. Justifique las siguientes proposiciones:
(a) Si € es finita y cerrada, y f [ C': C' — f[C] es continua para
cada C' € €, entonces f es continua.
(b) SiCesabierta,y f | C': C — f[C] es continua para cada C € C,
entonces f es continua.

(15) (Extensiones y retractos) Uno de los problemas fundamentales en
topologia es saber cuando una funcién f definida sobre un subespacio
Z de un espacio X y con valores en un espacio Y puede ser exten-
dida continuamente a todo el espacio X; es decir, cuando podemos
encontrar g : X — Y continua tal que g [ Z = f. Naturalmente, si f
es una funcién constante de valor ¢ (donde ¢ € Y'), podemos definir
g de manera muy simple: g serd la funcién constante c. Note que el
problema también puede expresar en la siguiente forma:
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;Bajo qué condiciones en Z, cualquier funcién continua f: Z — Y
puede ser extendida a una funcién continua g : X — Y cualquiera
que sea el espacio Y7
(a) Demuestre que esto es posible cuando, y sélo cuando, existe
r: X — Z continua tal que r(z) = z para cualquier z € Z. Si
esto sucede, decimos que Z es un retracto de X y que la funciéon
r es una retraccion de X en Z.
(b) Pruebe que la funcién r : R — [0, 1] definida por

t sitel0,1]
r(t)=4¢0 sit<0
1 sit>0

es una retraccion de la linea euclidiana R sobre el intervalo eu-
clidiano [0, 1].

3.B. Espacios separables, primero numerables y segundo numerables

(1)

(2)

Consideremos al conjunto X equipado con la topologia cofinita 7.
Compruebe que (X, T.) es un espacio separable. Ademds, (X,T.) es
primero numerable si y s6lo si (X, T.) es segundo numerable, si y sélo
Sea z un punto en un espacio (X, 7). Supongamos que z posee una
base local de vecindades numerable. Verifique que es posible construir
una base local de vecindades { By, Ba, ..., By, ...} de z tal que Bj,11 C
B,, para todo n € N.

Sea (X,T) un espacio topolégico y sea ¥ un subconjunto de X. El
espacio Xy, definido en el ejemplo 1.12, es primero numerable si y
sélo si (X,T) es primero numerable. Ademds, si (X,T) es segundo
numerable (resp., separable) y [Y| < Ng, entonces Xy es segundo
numerable (resp., separable). Demuestre que la linea de Michael Rp
es un espacio primero numerable pero no es separable. En general,
si d es una métrica en X, y consideramos en X la topologia definida
por d, entonces Xy es primero numerable cualquiera que sea Y. Dé
un ejemplo de un espacio topoldgico (X,T) y de un subconjunto Y
tales que Xy es segundo numerable y (X, T) no es separable.

Sea (x,0) un elemento de la tapa inferior del cuadrado lexicogréfico
(I2,T<) con z > 0. Muestre que la coleccién de intervalos de la
forma ((z — 1,0),(2,1)) con n recorriendo los nimeros naturales
mayores al primer natural ng que satisface x — nio € [0,1], es una base
local numerable de (z,0). De manera semejante es posible demostrar
que cada punto (x,1) tiene una base local numerable. Concluya que
(I?,T<) es primero numerable.
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3.C. Subespacios e imagenes continuas de espacios segundo numer-
ables, separables y primero numerables

(1) Sea (X,7) un espacio segundo numerable (resp., primero numerable).
Sea f : X — Y una funcién continua, cerrada y sobre. ;Es entonces Y
un espacio segundo numerable (resp., primero numerable)? Serd mds
facil contestar esta pregunta cuando hayamos estudiado el capitulo
4. Véase en particular el ejercicio 4.E.(7).

(2) Un espacio X es hereditariamente separable si cada subespacio de X
es separable. Demuestre que cualquier espacio segundo numerable es
hereditariamente separable.

(3) Sea d una métrica en X. Pruebe que si (X,Ty) tiene la propiedad
de que para toda coleccion U C Ty tal que X = [JU, existe una
subcoleccién numerable V de U tal que X = |V, entonces (X, Ty) es
segundo numerable.

(Sugerencia: Para cada ndmero natural n, considere una subcu-
bierta numerable C,, de la coleccion de todas las bolas abiertas en
X de radio % Compruebe que J G, es una base numerable de

neN
(X, Ta))-
(4) Deduzca de 3.11 que cualquier polinomio p(z) (ver ejercicio A.V.(4))
definido sobre I = [0,1] es una funcién continua; es decir, p(x) €
c (.

(a) Consideremos en C(I) la topologia To,. Demuestre que si p(z)
es un polinomio y € > 0, entonces existe un polinomio con coefi-
cientes racionales contenido en B(p(x),€).

(b) El Teorema de Aproximacién de Stone-Weierstrass (véase [12],
pags 177-187) asegura que el conjunto de polinomios definidos en
I es un conjunto denso en C'(I). Concluya, usando el resultado
en (a), que (C(I),Tw) es separable.

(5) Pruebe que si X tiene cardinalidad > Rg y p € X, entonces (X U
{p}, Tpx,) (véase el ejercicio 1.B.(6)) es de Lindeldf pero no es se-
gundo numerable.

3.D. Convergencia de sucesiones

(1) Sea X un conjunto, y sean T, Ty dos topologias en X tales que
J1 € Ta. Observe que si una sucesion (z,),en converge a un punto
z € X en (X,73), entonces z, — x en (X, Tq).

(2) Sea (N,T7) y (N, T3) los espacios definidos en el ejercicio 1.C.3. De-
termine, en cada uno de estos espacios, cudndo una sucesion (2, )nen
en N converge a un punto x € N. Haga lo propio considerando el
conjunto R con la topologia conumerable.

(3) Demuestre que en un espacio métrico (X,d) una sucesion (2, )nen
converge a x € X siy sélo si d(zy,,x) — 0.
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(4)
(5)

(®)

3. Funciones continuas y propiedades...

Caracterice a las sucesiones convergentes en la linea de Sorgenfrey y
en la linea de Michael.

Consideremos el espacio C(I) con su topologia T, (véase el ejemplo
3.36). Pruebe que una sucesién (f,)nen de elementos en C(I) con-
verge a f € C(I) (es decir f, — fo) siy sblo si, para cada z € I, la
sucesién de nuimeros reales (f,,(z))nen converge a f(x) en I.

Sea T2 la topologia definida en C'(I) por la métrica do determinada en
el ejercicio 1.A.(6). Para cada nimero natural n, definimos la funcién
gn € C(I) como

1—nx siOSazé%
gn(x): .1 .

Demuestre que en (C(I), T3), la sucesion (g, )nen converge a la funcién
constante 0. Y verifique, en contraste, que (gn)nen NO converge a
ninguna funcién en (C(I), T ) (ejemplo 3.36).

(Espacios de Fréchet-Uryshon) Un espacio X es de Fréchet-Urysohn
si para cada A C X y cada x € cl(A), existe una sucesion (z,)nen
en A que converge a x. Corrobore que cualquier espacio primero
numerable es un espacio de Fréchet-Uryshon, y que esta propiedad es
hereditaria.

(Espacios secuenciales)

(a) Se dice que un espacio X es secuencial si para cada A C X, A
no es cerrado si y sélo si existe z ¢ A y una sucesion (z,)nen
en A que converge a x. Demuestre que cualquier subespacio
cerrado de un secuencial es secuencial y que cualquier espacio
de Fréchet-Uryshon es secuencial.

(b) Verifique que las proposiciones 3.41 y 3.42 siguen siendo vélidas
si cambiamos en ellas cada “primero numerable” por “secuen-
cial”.

3.E. Filtros y ultrafiltros

(1)

Sea X un conjunto no vacio y sea € una familia no vacia de subconjun-
tos de X que tiene la propiedad de la interseccion finita. Demuestre
que existe un filtro F en X que contiene a C. (Sugerencia: Considere
la coleccién B = {A1N---NA, : Ay,--- , A, € C, n € N} y demuestre
que es una base de filtro.)

Sea f: X — Y una funcién suprayectiva. Demuestre que si F es un
filtro en Y, entonces la coleccién f~1[F] = {f~1[F] : F € F} es una
base de filtro en X. Pruebe con un ejemplo que, incluso si F es un
ultrafiltro, el filtro

Frag ={W C X : existe A€ f'[F] tal que A C W}
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no necesariamente es un ultrafiltro, es decir, no necesariamente es un
filtro maximal.

Ejercicios adicionales del capitulo 3

3.F. Funciones Cardinales Topoldgicas

(1) (EI peso de un espacio topolégico) Dado un espacio topolégico (X, T),
podemos fijarnos en la coleccion B de todas las posibles bases de 7.
Esta coleccién es un subconjunto de P(P(X)). El peso de X, que se
denota como w(X), es el numero cardinal min{|B| : B € B} + Ry.
(Observe que esto tiene sentido pues cualquier conjunto de ntimeros
cardinales considerados con su orden definido en A.26, constituye
un conjunto bien ordenado.) Resulta entonces que un espacio X es
segundo numerable si y sélo si w(X) = No.

(a) Determine el peso de los espacios (X,7,.) vy (X,Tp), defini-
dos en los ejercicios 1.B.(5) y 1.B.(6), en términos del nimero
cardinal k y de | X]|.

(b) Observe que la linea de Sorgenfrey es un espacio primero nume-
rable, y verifique que su peso es igual a c.

(Sugerencia: Considere una base B de L£s. Para cada z € R
debe haber un B, € B tal que z € B, C [z,x + 1). Demuestre
que la aplicacién x — B, es inyectiva.)

(c) Pruebe que cada base B de un espacio X contiene una sub-
coleccién A que atin es base de X y tal que |A| < w(X).

(2) (La celularidad de un espacio topolégico) Una familia C de subcon-
juntos abiertos no vacios de un espacio topolégico X es celular si
cada dos elementos diferentes A y B de € tienen interseccién vacia.
La celularidad o niimero de Souslin de X, ¢(X), es igual a

sup {|C| : € es una familia celular } + Rq

(a) Pruebe que la celularidad de un conjunto separable es igual a
Rg.

(b) Ademds ¢(X) < w(X) para cualquier espacio X.

(¢) Muestre que la celularidad del cuadrado lexicografico es igual a
¢
(Sugerencia: Si € fuera una familia celular en (I2,T<) de car-
dinalidad > ¢, entonces para alguna subcolecciéon € de € de
cardinalidad > ¢, existe algtin z € [0,1] tal que C NI, # () para
cualquier elemento C' € €, en donde I, = {(z,t) : t € [0,1]}.)
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(d) Finalmente, pruebe que el peso de (I2,T¢) es c.
(3) (La densidad de un espacio topoldgico) La densidad de un espacio
(X,7) es el nimero cardinal

d(X) = min {|D|: D es un subconjunto denso de X} + Ng.

Tenemos entonces que un espacio X es separable si y sélo si d(X) =
Ng. Verifique la veracidad de las siguientes afirmaciones:

(a) Para cualquier espacio X, ¢(X) < d(X) < w(X).

(b) Si X tiene una topologia generada por una métrica, entonces
d(X) = w(X).

(c) Para la linea de Sorgenfrey Lg se cumple d(Ls) < w(Lg).

(d) Calcule la celularidad, densidad y peso de un espacio del tipo
Xy (ver ejemplo 1.12) en términos de |Y| y de la celularidad,
densidad y peso de X, respectivamente.

(e) Calcule la celularidad, densidad y peso del espacio definido en
el ejemplo 1.10.

(f) Si f: X — Y es una funcién continua y suprayectiva, entonces
d(Y) < d(X).

(4) (EI cardcter de un espacio topoldgico) Para un espacio X y un punto
r € X, al numero

min {|B(x)| : B(z) es una base local de z en X} + Vg

le llamamos cardcter de z en X, y lo denotamos por x(z, X).
Ahora definimos el cardcter de X como

X(X) =sup {x(z,X):2 € X}.

Pruebe que:

(a) Para cada X, x(X) < w(X).

(b) El espacio X es primero numerable si y sélo si x(X) = No.

(c) Determine el cardcter del los espacios (X,Ty) v (X,Tp k), de-
finidos en los ejercicios 1.B.(5) y 1.B.(6), respectivamente, en
términos del nimero cardinal k y de | X].

(d) Calcule el caracter de un espacio del tipo Xy (ver ejemplo 1.12)
en términos del cardcter de X.

(5) (Funciones cardinales topoldgicas) Una funcién ¢ definida sobre la
clase T de los espacios topoldgicos y con valores en la clase NC de
los ntimeros cardinales, es una funcién cardinal topoldgica si para
cada dos espacios homeomorfos X y Y, se cumple ¢(X) = ¢(Y).
Compruebe que el peso, la celularidad, la densidad y el caracter son
funciones de este tipo.

3.G. Espacios topolégicos linealmente ordenados
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(1) Supongamos que (X, <) es un conjunto linealmente ordenado. Sea T¢
la topologia en X generada por el orden < (ejemplo 1.38). Demuestre
que si (X, T¢) es secuencial, entonces es primero numerable.

(2) Demuestre que para cada nimero ordinal o < wy, |a| = |[0,a)| <
Ng. En cambio, |[0,w1)] = Ry > Rg. Compruebe también que tanto
el conjunto S de ordinales sucesores en [0,w;) como el conjunto de
ordinales limites L, tienen, cada uno de ellos, cardinalidad Ny.

(3) Usando el resultado anterior compruebe que el espacio topoldgico de
ordinales numerables [0,w;) es un espacio primero numerable y no es
separable. Ademds muestre una cubierta abierta € de [0,w;) tal que
ninguna subcoleccién numerable de € sea cubierta del espacio.

(4) Pruebe que [0,w] es homeomorfo al subespacio {0} U{Z : n € N} de
R, y que [0,w?] es homeomorfo a

{bu{t+L:neNm>=n+1}CR

(5) Justifique la afirmacién: para cada a < wi, [0,«) es un espacio se-
gundo numerable.

(6) Demuestre que S = {A < w; : A es un ordinal sucesor} con la topo-
logia heredada por [0,w;) es un espacio discreto.

(7) Podemos considerar a S con el orden < heredado del orden <, en
[0,w1). Sea T< la topologia en S generada por el orden <. Muestre
que (S,7<) es homeomorfo a [0,w;).

(8) Sea un orden lineal < en un conjunto X, sea J¢ la topologia en X
definida por <. Si E es un subconjunto de X y T, es la topologia
en E definida por el orden < restrigido a F, y Tg es la topologia
en F heredada de T, entonces T, C Tg, y la contensién puede ser
estricta, como se aprecia en los incisos (6) y (7).

3.H. Redes
Una pareja (A, <), en donde A es un conjunto y < es una relacién en A, es
un conjunto dirigido si se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) A < A paracada A € A,

) si A1 < Aay A2 < Ag, entonces A\ < A3, y

(c) para cada A1 y A2 en A, existe A3 € A tal que A\ < A3y A2 < As.
(1) Observe que el conjunto de nimeros naturales N con su orden usual
es una direccién, y que una direcciéon no satisface necesariamente la
antisimetria.

(2) Observe también que el conjunto de vecindades V, de un punto en
un espacio topoldgico X es un conjunto dirigido cuando se define
“VLUsiysélosiU CV”.

Una red en un conjunto X es una funcién r : A — X, en donde A es un
conjunto dirigido. Al punto r(A) se le denota frecuentemente como zy, y la
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expresién “r : A — X es una red” se escribe también como “(z))xca €s una

red”.

3)
(4)

Observe, a partir de las definiciones, que cada sucesién en un conjunto
X es una red en X.

Si para cada vecindad V' de un punto x en un espacio X elegimos un
punto zy, entonces (zy )y ey, es una red en X.

Decimos que una red (x))xea en un espacio topolégico X converge a un
punto x € X, lo cual representamos escribiendo z) — x, si para cada vecindad
V de x existe un A\g € A tal que z) € V para todo A > Ag.

(5)
(6)

(7)

Verifique que si para cada vecindad V' de un punto x en un espacio
X se toma zy € V, entonces la red (zy)yey, converge al punto z.
Demuestre que para cualquier subconjunto A de un espacio topolégico
X se cumple: = € cl(A) siy sélo si existe una red (zx)rea en A que
converge a .

Pruebe la siguiente proposicién: Sea f : X — Y una funcién. En-
tonces f es continua en un punto z € X siy sdélo si cada vez que una
red (z))aea converge a z en X, entonces la red (f(x)))rea converge
a f(z)enY.

3.1. Espacios Metrizables

Un espacio topoldgico (X, T) es metrizable si podemos definir una métrica
d en X tal que T4 = 7. Evidentemente, cualquier espacio métrico considera-
do con su topologia generada por d, es un espacio metrizable. Ademas, todo
espacio metrizable es primero numerable (compruébelo).

(1)

Observe que los espacios euclidianos y los espacios discretos son es-
pacios metrizables.

Compruebe que ni la linea de Sorgenfrey, ni la linea de Michael, ni
[0,w1) son espacios metrizables.

Concluya que para cualquier espacio metrizable X se cumple: ¢(X) =
w(X).

. Es el cuadrado lexicogréafico un espacio metrizable?

Demuestre que la metrizabilidad no se conserva bajo funciones con-
tinuas.
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Capitulo

Construccion de espacios topoldgicos a
partir de espacios dados

Cada vez que tenemos dos conjuntos X y Y y una propiedad de
conjuntos P(z), podemos considerar los nuevos objetos £ = {x € X :
Plx)}, XUY ={z :2€X6zxeY}yXxY ={(ab) :aeX
y b € Y} que, gracias a los axiomas de Zermelo-Fraenkel, son también
conjuntos. Como los espacios topoldgicos son parejas ordenadas (X, T)
constituidas por un conjunto X y una adecuada subcoleccién T de P(X),
cada vez que tenemos dos espacios topoldgicos (X,T) y (Y,8) es muy
natural considerar a los conjuntos E, X UY y X X Y, e intentar definir
en ellos topologias que se relacionen convenientemente con 7y 8. En el
capitulo 1 ya se mostré un ejemplo de esta idea cuando se introdujo el
concepto de subespacio topoldgico.

La finalidad de este capitulo es exhibir algunos de los métodos clasicos
para la obtencién de nuevos espacios topoldgicos a partir de espacios
conocidos, y analizar construcciones particulares que merecen especial

atencion.

1. Topologias débiles inducidas por funciones

Observe que si f : X — Y es una funcién donde (Y,T) es un espacio
topoldgico, siempre es posible considerar una topologia en X que haga
de f una funcién continua. Simplemente tomemos a la mas fina de todas
las topologias para X: la topologia discreta P(X). Pero, en general, es
posible definir méas de una topologia en X que transforme a f en funcién
continua. De entre estas topologias nos interesan las méas pequenas.
Note que para cada funcion f definida en un conjunto X y con valores
en un conjunto Y, y para cada familia {A4; : j € J} de subconjuntos de
Y, se cumple

113
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Q) [l =0y fY] =X,
(ii) f_l[UjeJ Ajl =Ujes fHAj Ly
(i) £ N es Al = Njes AL
Estas igualdades nos permiten definir una topologia en un conjunto
X cada vez que tengamos una funcién f definida en X y con valores en
un espacio topolégico (Y, 7).

4.1. PROPOSICION. El conjunto ;T = {f~'[A] : A € T} es una topologia
en X.

A la topologia (7 le llamamos topologia inicial en X definida por f
v (Y, T) (o topologia débil en X inducida por f).

Como los elementos de ;7T son precisamente las imdgenes inversas
de los subconjuntos abiertos de Y, resulta claro que si dotamos a X
con la topologia (7, la funcién f es continua. Ademds, ;T tiene otra
propiedad importante: supongamos que J’ es una topologia en X tal
que f: (X,7") — (Y, 7) es continua; esto significa que para cada A € T,
f71A] € 7. Es decir, /T C 7. De esta forma hemos demostrado el
siguiente resultado.

4.2. PROPOSICION. La topologia ¢7T es la menor (o mds débil) de las
topologias para X que hacen continua a la funcion f.

Otra caracteristica fundamental de la topologia ;7T es la siguiente:

4.3. PROPOSICION.

(1) Para cualquier espacio topoldgico Z, una funcion g : Z —
(X,;T) es continua si y sélo si fog es continua.

Z J (X5 7)
gof !

Y
(2) Ademds ¢T es la inica topologia en X que satisface (1).

DEMOSTRACION. (1) Naturalmente, si g es continua, entonces, por la
proposicién 3.9, fog también. Supongamos ahora que f o g es continua,
y sea A € ;7. Esto significa que existe B € T tal que A = f~1[B]. Por
lo tanto, g~ [A] = gL [f}[B]] = (f o g)"![B]. Como f o g es continua
y B es un subconjunto abierto de Y, entonces g~'[A] es abierto en Z.
Con lo cual queda demostrado que g es continua.
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(2) Supongamos ahora que T’ es una topologia en X que satisface la
misma condicién que ;T en (1). La funcién identidad idx : (X,7T’) —
(X,J") es continua, por lo cual f = foid: (X,7’) — Y es continua.
Aplicamos ahora la proposicién 4.2 y obtenemos T C T,

Ahora consideremos la funcién id : (X,;T) — (X,7’). La com-
posicién foid : (X,;T) = Y es continua. Como estamos suponiendo
que T’ satisface (1), entonces id : (X,;T) — (X,7T’) es continua. Pero
esto significa que T/ C /7. X

4.4. EJEMPLOS.

(1) Consideremos un espacio topolégico (X, T), y sea E un subcon-
junto de X. Sea j : E — X la funcién inclusién (j(z) =z V x €
E). Por lo ya dicho, la topologfa ;T es igual a {j71[A] : 4 €
T} ={FNA:AecT}; esdecir, ;T coincide con la topologia Tg
que transforma a F en subespacio de (X, T) y que ya revisamos
en la seccién 6.

(2) Sea E un subconjunto de un conjunto X, y sea R la linea real
con la topologia usual. Consideremos la funcién caracteristica
de F, xg : X — R, dada por

] 0 sizgFE
Xﬂ@_{1 size B

La topologia inducida en X por x g es el conjunto de imagenes
inversas bajo xg de abiertos en R, de tal manera que

XETZ {(Z)aX?E?X\E}

va que si A es un subconjunto abierto de R, entonces

0 si {0,1}NA=0
B ) X si {0,1} C A
) A=Y X\ E sioedyiga

E si0gAyleAd

Generalicemos ahora lo dicho hasta aqui de la siguiente manera: Sea
{(X;,T;) : j € J} una familia de espacios topoldgicos, y sea

F={fi: X=X;:5€J}

una familia de funciones definidas sobre un conjunto X. Denotemos por
37T (0 T si f es el tinico elemento de F) a la menor de las topologias
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en X que convierten a cada funciéon f € F en una funcién continua.
Tenemos entonces:

4.5. TEOREMA.

(1) La familia 8§ = {f;l[A] :je€J yAeT;} es una subbase para
la topologia 7.

(2) 57T es la dnica topologia que satisface la siguiente proposicion:
para cualquier espacio topoldgico Z y cualquier funcion g : Z —
(X, 57), g es continua si y sélo si fjog es continua para cada

jed.
z I (X, 57)
R

Y

DEMOSTRACION. (1) Consideremos la topologia T en X generada por
8 como subbase. (Note que la coleccién § satisface todos los requeri-
mientos para generar una topologia como una subbase ya que 8 # ) y
US = X). Vamos a demostrar que T coincide con 5J. En otras pala-
bras, vamos a verificar que T es la menor topologia que hace a cada f;
continua (j € J).

Como 8 es una subbase de 7, entonces, una base para T es

B:{fJZI[Al]ﬂ---ﬂszl[An]:nGN, jied yA €T, V1<i<n}.

Por lo tanto, T={U C X : 3U C B tal que U = [JU}.

Ahora bien, cada elemento de 8 pertenece a T; asi, para cada j € J
y cada A € Tj, f;l[A] € T; lo cual significa que, para cada j € J,
fi (X, 7) = (X;,7T;) es continua.

Por otro lado, si 7’ es una topologia en X tal que f; : (X,7") — X es
continua para cada j € J, entonces, f;l[A] € 7' para cada j € J y cada
A € T;. Por lo tanto, como estamos suponiendo que T’ es una topologia,
tenemos que para cualquier coleccién finita ji, ..., j, de elementos en J,
y cada eleccién A; € Tj, (1 < i < n), szl[Al] N---N f;ll[An] €T es
decir, T C 7.

(2) La demostracién de la proposicién de este inciso se puede hacer
de manera anéloga a la demostracién de la proposicién 4.3.(2). X
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4.6. OBSERVACION. Es facil verificar que si para cada j € J, B, es
una base para la topologia T}, entonces D = {fj_l[A] cjedJ, Ae B}
es una subbase de 57T.

4.7. DEFINICION. Sean C = {(X;,T;) : j € J} una coleccién de
espacios topoldgicos, X un conjunto y F = {f; : X — X} una coleccién
de funciones. A la topologia 57 en X le llamamos topologia débil o
inicial inducida por & (y C).

4.8. EJEMPLO. Tomemos para un espacio topoldgico (X, T) la colec-
cién C(X) de todas las funciones continuas definidas en X y con va-
lores en R. Para cada D C C(X), la topologia pT estd contenida en
T pues cada f € D es continua en (X,7T), por lo cual f~1[A] € T
para cualquier subconjunto abierto A de R. En particular ¢x)7 C
T. Es claro que si D C E C C(X), entonces pT C gT. Ademss la
subcoleccién C*(X) = {f € C(X) : I n € N tal que f[X] C (—n,n)}
de C(X) satisface c+(x)T = ¢(x)7T. En efecto, como ya mencionamos,
se cumple ¢+ (x)T € ¢(x)7T. Ahora bien, sean n € N, f1,---, f, € C(X)
y Aj---, A, abiertos en R. Sea z € f{'[A;]N---N f![A]. Existe
e € (0,1) tal que B(fi(x),e) C A; para toda i € {1,--- ,n}. Para cada
i€ {l,---,n}, definimos & : R — R como

t site (fi(z) =1, fiz) +1)
&)= film)—1 sit< filw) -1
filx)+1 sit> fi(x)+1
Sea g; = & o fi + X — R. Ahora resulta que cada g; € C*(X) y
MRS ﬂi<n gfl[B(fi(fﬂ)vﬁ)] C ﬂign fifl[Ai]' Esto significa que C*(X)T =

2. Producto de dos espacios topologicos

Para cada pareja de conjuntos X y Y podemos considerar al conjunto
X xY. En el caso en que tanto en X como en Y estén definidas es-
tructuras topoldgicas, es natural intentar construir alguna topologia en
X XY que se encuentre convenientemente relacionada con las topologias
de cada factor. Un modo natural de hacer esto es usando las técnicas
de la secciéon anterior ya que las proyecciones mx : X XY — X y
my : X XY =Y (rx(z,y) =2y my(z,y) =y para cada (z,y) € X xY)
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son funciones que relacionan naturalmente a X X Y con los espacios
topologicos X y Y.

4.9. DEFINICION. Dados dos espacios topoldgicos (X,T) y (V,8),
llamaremos topologia producto P, o topologia de Tychonoff, en X XY,
a la topologia (r  »17T; es decir, P es la menor de las topologias en
X xY que convierte a mx y a my en funciones continuas.

4.10. OBSERVACIONES.

(1) Observe que si alguno de los espacios X 6 Y es vacio, entonces
X x Y es el vacio y P = {0}.

(2) De lo expresado en la seccién anterior, resulta que si B es
una base de T y si C es una base de 8, entonces {y'[B] N
75 [C] : B € By C € €} es una base para P. Ahora bien,
¢ (Bl N7yl [C] = B x C. Concluimos asf que la coleccién
{BxC:Be€ByC €C} es una base para P. Es decir, pode-
mos describir una base para la topologia en X x Y en forma
simple lo cual nos facilita el trabajo cuando tratamos con pro-
ductos topolégicos. En los ejemplos 4.11 puede apreciarse esto
de manera més concreta.

Una vez definida la topologia producto de dos espacios topolégicos,
podemos definir la topologia producto de una coleccién finita de espacios
topolégicos (X1,71), (X2,72), -+, (Xk, Tx) de manera inductiva. Por
ejemplo, si tenemos tres espacios topolégicos (X1, 71), (X2, T2), (X3, T3),
entonces la topologia producto en X7 x X5 x X3 es la topologia producto
en (X1 x X3) x X3. No es dificil verificar que, definida de este modo,
la topologia producto en X; X --- x X} es igual a la topologia débil
(mi1<i<k)d en donde m; : X3 X -+ X X} — X; es la proyeccion en la i-
ésima coordenada (m;(z1, ..., r;) = x; para cada (x1,...,x) € X7 X -+ X
X}). Cuando todos los conjuntos X7,..., X} son iguales a un conjunto
X, entonces denotamos por X* al producto X x --- x Xj.

4.11. EJEMPLOS.

(1) Una base de la topologia usual en R es la coleccién de los inter-
valos abiertos (a,b). Para m; : R> — R, la proyeccién al i-ésimo
factor (i € {1,2}), 7y (a,0)] = {(z,y) € R? : a < z < b}
y 75 (e, d)] = {(z,y) € R? : ¢ < y < d}. Por lo tanto, la
topologfa producto en R? esta generada por la coleccién de to-
dos los conjuntos de la forma {(z,y) :a <z <byc<y<d}
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como base, en donde a,b,c,d € R y las relaciones a < by c < d
se cumplen. Cada uno de estos conjuntos son los rectangulos
abiertos en R?. Podemos confirmar ficilmente que la topologia
producto en R? coincide con la topologfa euclidiana en R%. En
efecto, cada rectangulo abierto es unién de discos abiertos, y
cada disco abierto es unién de rectangulos abiertos. De ma-
nera mas general, la topologia euclidiana en R” es igual a la
topologia producto en R™ cuando n es un niimero natural.

(2) Ellector puede verificar que la topologia producto del cuadrado
X? = X x X es la topologfa discreta (respectivamente, indiscre-
ta, cofinita) si X estd equipado con la topologia discreta (res-
pectivamente, indiscreta, cofinita) (véase el ejercicio 4.B.(4)).

(3) Consideremos ahora al espacio X = Lg (la Linea de Sorgen-
frey) definido en 1.42. Como sabemos, una base para Lg es la
coleccién de intervalos de la forma [a,b) = {r e R:a <z <
b} en donde a y b son numeros reales que satisfacen a < b.
Podemos ahora describir a los elementos de una base para la
topologia producto en X x X. En efecto, la coleccién de los con-
juntos de la forma 7, ' [[a,b)] N7y H[e,d)] = {(z,y) :a <z <b
yec<y<d} (a,bye,d € Ry a<b, c<d) constituye una base
para esta topologia.

4.12. PROPOSICION. Las proyeccionesmy : X XY — X y7my : X XY —
Y son funciones continuas y abiertas cuando consideramos en X XY la
topologia producto.

DEMOSTRACION. Por la definicién de la topologia producto en X x Y,
Tx Yy Ty son continuas.

Demostremos ahora que mx y my son funciones abiertas. Haremos
la demostracién sélo para mx. Sea V un subconjunto abierto de X x Y
y sea x € wx[V]. Vamos a demostrar que existe un subconjunto abierto
W de X que satisface z € W C 7x[V]. Como x € mx[V], podemos
asegurar que existe y € Y tal que (x,y) € V. Ademsds, la definicién de
la topologia producto en X X Y nos garantiza que podemos tomar un
abierto A de X y un abierto B en Y tales que (z,y) € Ax B C V.
Tenemos ahora que = € wx[A X B] C ©x[V]. Pero mx[A x B] = A.
Haciendo A = W, obtenemos lo deseado. X

Cuando una propiedad topoldgica P que comparten dos espacios X
y Y, se conserva cuando consideramos la topologia producto en X x Y,
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diremos que P es una propiedad finitamente productiva. En el siguiente
resultado veremos ejemplos de propiedades de este tipo.

4.13. PROPOSICION. Si X y Y son dos espacios topoldgicos sequndo
numerables (respectivamente, primero numerables, separables), enton-
ces X XY también es un espacio seqgundo numerable (respectivamente,
primero numerable, separable).

DEMOSTRACION. Si B es una base numerable de X y € es una base
numerable de Y, entonces {B x C' : B € By C € C} forma una base
numerable de X x Y. Por lo tanto, el producto de dos espacios segundo
numerables comparte esta propiedad.

Veamos ahora el caso en que X y Y son espacios primero numerables.
Tomemos en X X Y un punto arbitrario (z,y). Por hipdtesis, existen
colecciones numerables de abiertos B(x) y B(y) que son bases locales de
vecindades para x y y, respectivamente. La coleccion A = {Ax B: A €
B(xz) y B € B(y)} es numerable, de tal manera que habremos terminado
nuestra demostracién si probamos que A es una base local para (z,y)
en el producto topoldgico X x Y. Hagdmoslo con cuidado. Sea V una
vecindad de (z,y). Ya vimos en la proposicién anterior que las funciones
Tx y Ty son abiertas, de tal modo que mx (V) y 7y (V) son vecindades
de x y y, respectivamente. Podemos, entonces, encontrar A € B(x) y
B € B(y) que satisfacen x € A C 7x(V)yy € B C my(V). Esto
significa que (z,y) € Ax BCV y Ax B € A. Concluimos que X x Y
es primero numerable.

Para demostrar que X x Y es separable si X y Y lo son, tomemos un
subconjunto numerable y denso C' en X, y otro D en Y con las mismas
propiedades con respecto a Y. Entonces C' X D es denso y numerable
en X xY. X

4.14. EjEMPLO. Consideremos la linea de Michael M presentada en
el ejemplo 1.12, y sea PP el espacio de los niimeros irracionales con su
topologia euclidiana. Por la proposicién 4.13, M x P es primero numera-
ble. Sin embargo, M x P no es segundo numerable y no es separable ya
que para cada r € P, {r} x P es un subconjunto abierto de M x P.
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3. Producto de una familia arbitraria de espacios topolé-
gicos

En esta seccion vamos a generalizar la construccion que hicimos en la
seccion anterior de la topologia producto de una coleccion finita de espa-
cios topoldgicos y, siguiendo las ideas del teorema 4.5, construiremos una
topologia producto también para el caso en que la coleccion de espacios
topoldgicos dados es infinita.

Consideremos una familia {(X;,T;) : j € J} de espacios topolégicos
no vacios, en donde J es un conjunto no vacio finito o infinito. Recuerde,
como se menciona en el apéndice, que || jed X es el conjunto de todas las
posibles funciones de eleccién definidas sobre la coleccién {X; : j € J}.
Mas formalmente,

[LiesXj={f:J = Ujcs X, :paracadaj€ J, f(j) € X;}.

Para cada i € J, podemos definir la funcién 7; : [ | jed X; — X; como
m(f) = f(i) para cada f € [[;c; X;. A m le llamaremos proyeccion
sobre el i-ésimo factor. Agrupamos a todas estas funciones en una
coleccion P = {m; : j € J}.

Podemos ahora considerar en [ | jeg Xj latopologia débil »T inducida
por P. A la pareja (HjeJ Xj,»7T) le llamaremos producto topoldgico o
producto Tychonoff de los espacios X;, y a 97 le llamamos topologia
producto o topologia Tychonoff en el producto || jed X;.

Por lo visto en la seccién 4.1, tenemos las siguientes propiedades de
la topologia producto.

4.15. PROPOSICION.

(1) Para cada i€ J, m: ([[;c; Xj»T) = (X3, Ti) es continua.

(2) 9T es la menor topologia que hace a cada funcion wj continua.

(3) Si Z es un espacio topoldgico y g : Z — HjeJXj: entonces g
es continua si y solo si m; o g es continua para cada i € J.

Z g HjeJ Xj
X;

(4) La familia 8 = {77]71[3] :jedJyBeT;} es una subbase de
7.
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Las propiedades mencionadas en la proposicién anterior constituyen
la herramienta fundamental cuando nos ocupamos de productos topo-
légicos. En particular, la proposicién 4.15.(3) nos asegura que para
decidir sobre la continuidad de la funcién g basta valorar la continuidad
de funciones que, en muchas ocasiones, son mas simples que la funcién
g. Por otra parte, la proposicién 4.15.(4) nos permite construir bases de
(Hje 7 Xj,» T) muy manejables. Atin maés, a partir de lo mencionado en
la observacion 4.6 (véase también la observacién 4.10), se concluye que
si, para cada i € J, B; es una base para la topologia T;, la colecciéon de
conjuntos de la forma

Wj_ll[Bl] n---N 7[']-_161 [Bk]

en donde k € N, ji,---,jr € J, y B; € Bj, para toda i € {1,--- ,k},
constituye una base para la topologia 7.
Cuando X es el espacio X para toda j € J, al producto HjEJ Xj lo

denotamos por X7 o con el simbolo X7, en donde 7 es la cardinalidad
de J.

4.16. EJEMPLOS.
(1) Sea {0,1} el conjunto de dos puntos con la topologia discreta.

Consideremos el espacio producto {0,1}* = {0,1} x {0,1} x

- x {0,1} x ---. Una subbase para la topologia producto en
{0,1}% es

§={m'[{e}] :n e N,e € {0,1}}
en donde m, : {0,1}* — {0,1} es la proyeccién al n-ésimo
factor. Resulta entonces que la coleccion
B= {71-7711 Hel}]m ’ 'ﬂﬂ-’;kl [{Gk}] :k€Nyn; €N,
€ €4{0,1} paracadai=1,...,k}

es la base candnica de {0,1}*. Puede constatar el lector que
también la coleccién

C={mHa}]n---Nnm ' {en}] :n €Nyeq,...en € {0,1}}

es una base para la topologia producto en {0,1}*. Observe que
cada elemento en € condiciona las primeras n coordenadas de
sus elementos, en donde n varia en N. Por lo tanto, una base
local de vecindades de un elemento ¢ € {0,1}* estd dada por
los conjuntos de la forma

V(€§,n) ={ne{0,1}*: Vi<n(n(i)=¢0)}
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con n € N. Al espacio {0,1}* se le conoce como el espacio de
Cantor (véanse el ejercicio 4.C.(9), el ejemplo 7.5 y el ejercicio
7.A.(6)).

(2) Ahora tomemos como conjunto de indices J al intervalo unitario
[0,1]. El producto R’ es entonces la coleccién de funciones
definidas en [0, 1] y con valores en R. Consideremos a R con su
topologia usual que tiene como base a la coleccién de intervalos
abierto (a,b) = {x € R: a < z < b}. La topologia producto
en R’ tiene como subbase a la coleccién de conjuntos de la
forma 7 (a,b)] = {f : [0,1] = R : f(x) € (a,b)} con z € J,
a,b € Ry a < b. De esta manera, un elemento basico canénico
es del tipo 7 (a1, b1)]N- - N (ak, by)] que igual al conjunto
[z1; (a1,b1)] N -+ N [xg; (ag, bg)], €l cual a su vez es igual al
conjunto

{f:[O,l}—HR : ViZL...,k‘(f(J)i)E(ai,bi))}.

Por otro lado, un sistema béasico de vecindades de un ele-
mento f € R’ lo constituye la coleccién de conjuntos de la
forma

[fiznssanir] ={g: [0,1] = R = Vi=1,...,n([f(z:) — g(z:)| <7)},

en donde x; € [0,1] paracadat=1,...,n,y r > 0.

Podemos también considerar el subconjunto C([0,1]) de
RO, Ahora podrs el lector demostrar que la topologia en
C([0,1]) que hereda como subespacio del producto Tychonoff
en RO coincide con la topologia T, definida en el ejemplo
1.37.

Cuando consideramos la topologia débil en un conjunto X definida
por una familia F = {f; : X — Y; | i € J}, las funciones f; se transfor-
man en funciones continuas pero no necesariamente en funciones abier-
tas. Por ejemplo, la funcién inclusién i : X — Y es abierta si y s6lo si X
es abierto en Y. Esta situacién no varia incluso cuando F estd formada
por funciones suprayectivas. Este es el caso cuando F = {f € C(R) : f
es suprayectiva}. En efecto, T es igual a la topologia euclideana y hay
elementos en F que no son abiertas como ¢ : R — R dada por

sen(z) siz € 0,27
glx)=1 = six e (+,0]
x—2m siz € [2m,—)
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va que ¢[(0,27)] = [—1,1]. Afortunadamente, cuando consideramos la
topologia producto obtenemos el siguiente resultado que tiene muchas
aplicaciones:

4.17. PROPOSICION. La proyeccion m; : HjeJXj — X; definida por
mi(f) = f(i) para cada f € [[;c;X;, es una funcion abierta para
cualquier 1 € J.

DEMOSTRACION. Sea A un subconjunto abierto arbitrario del espacio
[I;c; X;. Demostraremos que m;[A] es un conjunto abierto en X;. Para
x € m;[A] existe f € A tal que 7;(f) = x. Podemos encontrar un bésico
tipico B = 7rj_11[A1] N---N 7rj_k1 [Ax] tal que f € BC A, en donde k € N,
J1, - Jk € J, ¥y A; es un subconjunto abierto en X, para cada 1 <1 < k.
Tenemos entonces que = = 7;(f) € m;[B] C m;[A]. Pero m;[B] es igual a
X; o es igual a algin A;. En cualquiera de estos casos, m;[B] es abierto
en X;. Con esto hemos demostrado que el conjunto m;[A] es abierto. X

La convergencia de una sucesion en un espacio producto estd de-
terminada por la convergencia de las sucesiones que determina cada
proyecciéon. En términos precisos:

4.18. PROPOSICION. Una sucesion (Tn)nen de puntos en [[,c; X; con-
verge a un punto x de [[;c; X; si y solo si la sucesion (mi(zn))nen
converge a T;(x) en X; para cada i € J.

DEMOSTRACION. Como cada 7; es una funcién continua, entonces x,, —
x implica m;(x,) — m;(z) (véase la proposicién 3.40).

Supongamos ahora que para cada ¢ € J, la sucesion (m;(xy,))nen con-
verge a ;(x). Tomamos un conjunto abierto A en el producto topolégico
que contiene a x. Existe un abierto candnico B = 7rj*11 [A1]N-- -ﬂw;kl [A]
tal que x € B C A, en donde k € N, ji,...,jr € J, y A; es un subcon-
junto abierto en X, para cada 1 < ! < k. Como 7j,(z,) converge a
7j,(z), existe n(l) € N tal que 7j,(z,) € A; para toda n > n(l) (para
cada [ € {1,...,k}). Resulta que si n > méax{n(1l),...,n(k)}, entonces
Ty € B, lo cual completa la demostracion. X

De ahora en adelante, una de nuestras preocupaciones constantes
serd saber si X =[] jed X satisface una propiedad topolégica P cuando
cada espacio topoldgico (X;,T;) cumple P. En la seccién 4.2 ya dis-
cutimos este problema cuando J es finito y P € {segundo numerable,
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primero numerable, separable}. La proposicién 4.13 puede ser generali-
zada a productos numerables como se observa en los ejercicios 4.C.(10),
4.C.(11) y en la proposicién siguiente.

4.19. PROPOSICION. Sea {X; : j € J} una familia no vacia de espacios
topoldgicos no vacios.

(1) Si cada X; es sequndo numerable y |J| < Ng, entonces el pro-
ducto Tychonoff X = HjeJ X es seqgundo numerable.

(2) Si X = [l;c; X, es seqgundo numerable, entonces cada X; es
sequndo numerable.

DEMOSTRACION. El inciso (2) es consecuencia del corolario 3.33.

Cuando J es finito, el inciso (1) se obtiene por un proceso inductivo
a partir de la proposicién 4.13.

Podemos suponer pues que J = N. Para cada natural k£, tomamos
una base numerable B, = {B¥ B ... BF ...} del espacio Xj;. (Ob-
serve que no pedimos que los Bf’ sean diferentes por pares; incluso podria
suceder que By sea un conjunto finito.) Por la definicién de la topologia
en X, la siguiente coleccién es una base para X:

B = {w;l[Aﬂﬂ--~ﬂ7r;n1[An] :neNi,...ip e Ny
A; € Bj para cada j € {i1,...,in}}.
Ahora bien, el conjunto B es numerable ya que la aplicaciéon ¢ : B —
Uyen N¥ definida por

(AN - AT AR]) = (1 ooy iy L1y oees L)

i1 in
cuando A; = B’ para cada j € {iy,...,i,}, es una funcién inyectiva.
J
k . .
Pero (J,cy N¥ es un conjunto numerable por lo expuesto en las proposi-

ciones A.48.1 y A.35; por lo tanto B es numerable. Concluimos entonces
que X es segundo numerable. X

4. Topologias fuertes definidas por funciones

Consideremos ahora una funcién f : X — Y definida sobre un espacio
topoldgico (X, T) y con valores en un conjunto Y. Vamos a construir una
topologia en Y, con propiedades deseadas, a partir de f y de T de manera
dual a lo hecho en la seccién 2. Queremos que la topologia obtenida
en Y, que denotaremos por Ty, sea la mas grande de las topologias
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que convierte a f en una funcién continua, y, ademads, que satisfaga la
propiedad:

(P) Para cualquier espacio topolégico Z, una funcién g : Y — Z es
continua si y sélo si g o f es continua.

X f Y

gof Jg
Z

Proponemos como T ala coleccién {E C Y : f~1[E] € T}. Verifiquemos
que Ty cumple con las condiciones requeridas.

4.20. TEOREMA.

(1) La familia Ty es una topologia en 'Y .

(2) La funcion f:(X,T) = (Y,Ty) es continua, y T¢ es la mayor
de las topologias en 'Y que satisface esta propiedad.

(3) Ty es la tinica topologia en'Y que satisface la propiedad P.

DEMOSTRACION. Pedimos al lector que demuestre la proposicién en (1).

(2) La continuidad de f es una consecuencia directa de la definicién
de Tf. Ademds, si T’ es una topologia que hace continua a f, entonces
f71[A] debe ser un elemento de T para cada A € J’. Lo cual significa
que T C T5.

(3) Sig: Y — Z es continua, como f también lo es, entonces
la proposicién 3.9 nos garantiza que g o f es continua. Ahora supon-
gamos que g o f es una funcién continua; es decir, supongamos que
(go f)7'[A] = fl[g7'[A]] € T para cada subconjunto abierto A de Z.
La manera en que estd definida la familia T4 nos indica que g~ [A4] debe
ser un elemento de Ty para cada abierto A de Z; es decir, g es continua.
Por otro lado, si 7’ es una topologia en Y que satisface la propiedad P,
entonces la funcién identidad idy : (Y,7’) — (Y, T}) es continua ya que
idy o f lo es. Por lo tanto, Ty C J’. Ademas idy : (Y,7’) — (Y,7’) es,
trivialmente, continua. Como estamos suponiendo que (Y, J’) satisface
P, f=idyof:(X,7)— (Y,7') es continua. Aplicando (2) obtenemos
T C ‘Tf. X

4.21. EJEMPLOS.

(1) Sea (X, T) un espacio topolégico cualquiera. Sea Y un conjunto
y sea yg € Y fijo. Para la funcién f : X — Y constante g, la
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topologia Ty en Y es la topologia discreta, ya que si £ C Y,

g J 0 sty gE
f I[E]_{ X siyek

Es decir, cualquier subconjunto de Y pertenece a T¢. (;Bajo
qué condiciones en f : X — Y y en la topologia de X, T es la
topologia indiscreta?)

(2) Sean (X,7) y Y dos espacios topolégicos. Tomemos en X XY la
topologia producto y sea 7w : X XY — X la funcién proyeccion.
Como la topologia T, en X es la mas fina de las topologias que
hacen continua a 7, tenemos que T C ;. Si U € T, entonces
771[U] es un abierto en X x Y. Como 7 : X x Y — (X,7)
es una funcién abierta, 77 ~1[U] = U pertenece a T. Es decir,
T =Tx.

Podemos generalizar la técnica presentada aqui de una manera ana-
loga a lo hecho para definir topologias débiles. Dada una familia de
espacios topolégicos § = {(X;,T;) : j € J} y dada una familia de
funciones ¥ = {f; : X; =Y : j € J}, podemos definir la coleccién Ty
de todos los subconjuntos E de Y que satisfacen fj_l[E] € J; para toda
j € J. Se cumple entonces el siguiente resultado cuya demostracién se
deja al lector (véase el ejercicio (2) de 4.D).

4.22. TEOREMA.

(1) La coleccion Ty es una topologia en'Y .

(2) Cada f;:(X;,7T;) = (Y,Tg) es continua para toda j € J, y Ty
es la mayor de las topologias en' Y con esta propiedad.

(3) T3 es la tunica topologia en Y que satisface: Para cualquier
espacio Z, una funcion g : (Y,Tg) — Z es continua si y solo si
go fj es continua para toda j € J.

X, i v,

ey

VA

4.23. DEFINICION. A la topologia T3 le llamaremos topologia fuerte,
o topologia final, en Y definida por la familia de funciones ¥ y la familia
de espacios topoldgicos G.

T
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s, | X,

YR M

(O x

FiGurAa 21. A; es un subconjunto abierto en X;.
Uien 4i es un subconjunto abierto de la suma libre
Djend;.

4.24. EJEMPLO. La suma topoldgica libre de una familia de espacios
topoldgicos. Sea § = {(X;,7T;) : j € J} una coleccién de espacios
topologicos, y sea X = Uje ;7 X;. Podemos entonces considerar, para
cada j € J, la funcién inclusién i; : X; — X definida por i;(z) = «.
Para J = {i; : j € J}, E C X pertenece a T5 siy sélosi ENX; € T;
para todo j € J. A la topologia T le llamamos topologia suma de la
familia G, y a la pareja (X, Tg) le llamamos suma topoldgica de la familia
§. La suma topoldgica libre de la familia G, denotada por @jeJ Xj,esel
espacio suma de la familia {X; x {j} : j € J}. Sus subconjuntos abiertos
se obtienen, simplemente, uniendo subconjuntos abiertos de los espacios
sumando (véase la figura 21). Por ejemplo, si R, = R para cada n € N,
@D,,cn Ry es homeomorfo al subespacio [,y (R x {n}) de R?.

5. Los cocientes de un espacio topolégico

En la seccién anterior analizamos la topologia fuerte T4 en un conjunto
Y definida por una familia de funciones & = {f; : (X;,7;) = Y
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j € J}. En esta secciéon vamos a estudiar con mas cuidado el caso
particular cuando & esta constituida por una sola funcién suprayectiva
q: (X,7) = Y. Intuitivamente, (Y,T,) es el resultado de dividir a X
en varias partes y de pegar los puntos en cada una de ellas obteniendo
de esta manera un sélo punto, que se convierte asi en un elemento de
Y, v dados puntos y,z € Y, z estd cercano a y si los puntos en X que
pertenecen a z estan cercanos a los puntos de X que pertenecen a y.
Veamos todo esto con cuidado.

4.25. DEFINICION. Sean (X, T) un espacio topolégico, Y un conjunto
y ¢ : X — Y una funcién suprayectiva. A la pareja (Y,T;), en donde T,
es la topologia fuerte en Y definida por ¢ y (X, 7T), le llamaremos espacio
cociente determinado por (X,T) y q . Por las definiciones dadas en la
seccién 4 tenemos que T, es igual a la coleccién {A C Y : ¢~ 1[A] € T}.

Aplicando el teorema 4.20 obtenemos:

4.26. TEOREMA. Si (Y,T,) es el espacio cociente determinado por q :
(X,T) =Y, entonces T, es la mayor topologia en'Y que hace continua
a q, y es la unica topologia en'Y que satisface: para cualquier espacio Z
y cualquier g : (Y,T,) = Z, g es continua si y solo si go q es continua.

X 7. (v,7,)

goq {g
Z

Dada una funcién continua y suprayectiva ¢ con dominio (X, Tx)
y rango (Y,Jy), nos preguntamos bajo qué condiciones Ty coincide
con la topologia cociente T,. Como T, es la mayor de las topologias
que convierte a ¢ en una funcién continua, entonces debe cumplirse la
relaciéon Ty C T,. Si Ty = T, decimos que ¢ es una funcion cociente o
identificacion. En la siguiente proposicién veremos algunas condiciones
suficientes para que la igualdad de estas dos topologias se produzca.

4.27. PROPOSICION. Sean X yY dos espacios topoldgicos y sea q : X —
Y wuna funcion continua y suprayectiva. Si q es una funcion abierta o

cerrada, entonces la topologia de Y coincide con la topologia cociente en
Y definida por q.

DEMOSTRACION. Como ¢ es continua, entonces Ty estd contenida en
la topologia cociente. Tenemos sélo que demostrar que T, C Ty. Sea
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A C Y tal que g '[A] € Tx. Observe que, como ¢ es suprayectiva,
entonces ¢[g '[A]] = A. Asi, si ¢ es una funcién abierta, A es abierto
en Y ya que ¢ ![A] es abierto en X. Ahora supongamos que ¢ es una
funcién cerrada y que A € T,. Resulta que ¢[X \ ¢7'[A]] es un conjunto
cerrado en (Y, Ty). Pero, ¢[X \ ¢ '[A]] = Y \ A. Por lo tanto, A € Ty,
que es lo que desedbamos demostrar. X

4.28. EJEMPLO. Consideremos al intervalo unitario [0, 1] con su to-
pologia usual. Tomemos ahora la circunferencia unitaria

St={(z,y) eR*: |[(z,9)| =1}

también con su topologia de subespacio en R2. La funcién ¢ : [0,1] —
St definida por ¢(z) = (cos(2zm),sen(227)) es suprayectiva, continua y
cerrada; es decir, la topologfa euclidiana en S' coincide con la topologia
cociente en S! definida por ¢ y [0,1]. Este hecho se puede expresar
diciendo que S! se obtiene al pegar o identificar los puntos extremos del
intervalo [0, 1] (observe que ¢(0) = ¢(1)).

Veamos ahora que, en efecto, el proceso que seguimos para obtener
la topologia cociente definida por un espacio topoldgico (X,7) y una
funcién g es una operaciéon que, basicamente, consiste en construir una
particion en X, identificar en un solo punto a los puntos de cada elemen-
to de la particién y darle al nuevo conjunto una topologia relacionada
convenientemente a 7.

4.29. DEFINICIONES.

(1) Una particién de un conjunto X es una coleccién D de subcon-
juntos no vacios de X, dos a dos ajenos, y cuya unién es igual
a X. Es decir, si A,Be€ Dy A+# B, entonces ANB =10,y
WUH{D:DeD}=X.

(2) Sea D una particién de un conjunto X. A la aplicacién q :
X — D que asocia a cada x € X con el tinico elemento en D
que lo contiene, le llamaremos proyeccion natural asociada a la
particion D.

(3) Sea D una particién del espacio topolégico (X, T). Considere-
mos en el conjunto D la topologia Tp definida de la siguiente
forma: A € Tp < |JA es un subconjunto abierto de X. A la
pareja (D, Tp) le llamaremos espacio particién de X.
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0] '

F1GURA 22. El espacio cociente R/N = (D3, Tp,).

4.30. PROPOSICION. Para una particion D de un espacio topoldgico
(X,7), Tp es la topologia cociente definida por la proyeccion natural
q: X —D.

DEMOSTRACION. Sea T, la topologfa cociente determinada por la funcién
q definida en 4.29.2. Observe que para A C D, ¢ ' [A] = {z € X : q(x) €
A} = J{A C X : A € A}, de tal manera que A € T, & ¢ '[A] es un
subconjunto abiertoen X < (J{AC X :Ac Al €T & A€ Tp. X

4.31. EJEMPLOS. Consideremos en el conjunto de los niimeros reales
R las particiones D1 = {{z} : € R}, Do = {(n,n+1] :n € Z} y
D3 = {{z} : = ¢ N} U {N}. Resulta que (D1,Tp,) es homeomorfo a
R, y (D2,Tp,) es homeomorfo a (Z,T), en donde A € T\ {Z,0} siy
sélo si existe n € Z tal que A = (n,—). El espacio (D3, Tp,) resulta al
identificar a los nimeros naturales en un solo punto (véase la figura 22).

4.32. OBSERVACIONES.

(1) La proyeccién natural ¢ : X — D puede no ser una funcién
cerrada o abierta. Por ejemplo, si R tiene la topologia usual
y D es la particién {(n,n + 1] : n € Z} en R, entonces ¢ no
es una funcién abierta ya que g[(n,n + 1)] es igual al conjunto
unipuntual {(n,n + 1]}, el cual no es un conjunto abierto en
el espacio (D,T,). En efecto, ¢ *[{(n,n + 1]}] = (n,n + 1] no
es abierto en R. En este ejemplo, ¢ tampoco es una funcion
cerrada ya que [n,n + 1] es cerrado en R, ¢[[n,n + 1]] = {(n —
1,n], (n,n+1]}, y {(n—1,n], (n,n+1]} no es cerrado en (D, Tp),
ya que ¢~ [{(n = 1,n], (n,n + 1}] = (n,n + 1]

Estas observaciones muestran que el reciproco de la propo-
sicion 4.27 no es cierto.
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(2) Si X es un conjunto y ~ es una relacién de equivalencia en X,
entonces ~ induce una particion en X. En efecto, las clases
de equivalencia definidas por ~ forman una particién D de X.
Reciprocamente, si D es una particién en X, la relacién x ~ y
& x y y pertenecen al mismo elemento de la particién D, es
una relacién de equivalencia en X. A cualquier particién D en
X con la topologia cociente definida por ¢, se le acostumbra
denotar por X/ ~, en donde ~ es la relacién de equivalencia
inducida por D.

El siguiente teorema es fundamental y nos muestra que todo espacio
cociente es esencialmente un espacio particion.

4.33. TEOREMA. St Y posee la topologia cociente inducida por una fun-
cion continua y suprayectiva f : X — 'Y, entonces, existe un homeomor-
fismo h de Y en el espacio particion D = {f~1(y) : y € Y}. Ademds
ho f esigual a la proyeccion natural ¢ : X — D.

X f (Y, Tr)
q =m Jh
(‘Daj’D)

DEMOSTRACION. Sea h : Y — D definida por h(y) = f~!(y). De
esta manera h(f(z)) = f~'(f(z)) = q(z) ya que, evidentemente, = €
f~Y(f(x)). Como f es una funcién, entonces f~1(y1) # f~1(y2) si y1 #
yo; es decir, h es inyectiva. La suprayectividad de h es evidente. Ademads,
tenemos que:

hlBl=A4€T; < 1A =U{f ' (y):y € A} es abierto en X
& {fYy) :y € A} = h[A] = B es abierto D.

Es decir, h es continua y abierta. X

4.34. EJEMPLOS.

(1) Consideremos en el cuadrado I x I la particién D dada por los
conjuntos de la forma {(z,y)} si z ¢ {0,1}, y por los conjun-
tos de la forma {(0,y),(1,y)}. El espacio particién o espacio
cociente (D, Tp) es homeomorfo al cilindro S* x I. En efecto,
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o, (L1) N

p/
0,) _(Ly) .

q((0.,y)) = q((Ly))
q
0.0)° °(1.0) -~ =
IxI Sl x I

FIGURA 23. La identificacién q : I x I — S’ x I definida
por q((z,y)) = ((cos(2mx),sin(27x),y).

la topologia usual en el cilindro coincide con la topologia co-
ciente definida por la funcién ¢ : I x I — S' x I dada por
q((x,y)) = ((cos(2mz),sen(2mx)), y) (véase la figura 23).

(2) Tomemos ahora el espacio cociente (S! x S1,T,), en donde q :
I x1— S!'x St eslafuncién definida por

q((z,y)) = ((cos(2mx),sen(2mx)), (cos(2my), sen(2my))).

Se puede mostrar que T, coincide con la topologia usual en .S L
S1. Del teorema 4.33, resulta que este espacio es homeomorfo
al espacio particién (D, Tp), en donde:

D= {{(0,y),(Ly)}: 0<y<1}U{{(,0),(z, 1)} : 0 <o <1}
U{{(z,y)} : 0<z<ly0<y<1}

(Véase la figura 24). Este espacio es llamado toro geométrico.
(3) Consideremos ahora la siguiente particiéon en I x I:
D= {{(@,0),(1 -2 1)} : ¢ 0,1} U{{(wy)} ;v e 0] ye
(0,1)}
(véase la figura 25). A este espacio se le conoce como la banda
de Moebius.
(4) Sea X un espacio topoldgico. Definamos en X x I la relacién
de equivalencia ~ definida por (z,t) ~ (y,s) @ x =y y t =s,
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(x, 1)
[ | Q
f S —
px,1)
o,
03)=p(0.y)
0L Ly p(0.y) p(q,y)?
o0 p(x. 0)
N A
1(p(x,0)) = r(p(p(x,1))
1(p(0.y) T
FiGurA 24. La identificacion ¢ : I x I — T definida por
q(z,y) = ((cos2mzx,sin2mx), (cos 2wy, sin 27y)).
(l't’ 1)
0,1) +— A1) qlt, 0)=q(1-t, 1)
Y
. LA
]
(0,0) 0 (10
Ficura 25. La Banda de Moebius.
ot =s=1. El espacio X/ ~ es el cono de X y es denotado
por Con(X) (figura 26).
—®
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(x,1)

XxI

FicuraA 26. El Cono de X

(0, Il‘) '. (t, n) e / q(t,n)

0,1] x N | E(Rp)

FicuraA 27. El erizo no metrizable de Xy espinas.

4.35. EJEMPLO. El erizo no metrizable de ¥ espinas. Veamos ahora
un ultimo ejemplo de un espacio cociente. Para cada n € N, sea I, el
espacio [0,1] x {n} en donde el intervalo [0, 1] estd considerado con su
topologfa usual. Tomemos Y = (J, oy In- EnY identifiquemos en un solo
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punto 0 a todos los elementos de la forma (0,n). Es decir, definimos en
Y larelacion de equivalencia (z,n) ~ (y,m) si, ysélosi, t =yyn=mé
x =y = 0. El espacio Y/~ es el erizo no metrizable de X espinas E(X)
(véase la figura 27). Observe que cada I,, es homeomorfo al intervalo
[0,1] y Y es el espacio producto [0, 1] x N, que es un espacio metrizable
(véase el ejercicio 4.D.(3)). Cuando pasamos al cociente y consideramos
el espacio E(Xy), los abiertos euclidianos en cada I,, que no contienen a
6, siguen siendo abiertos en E(Xy), de tal manera que en cada punto de
E(Xg) de la forma (z,n) con > 0, podemos encontrar una base local
numerable. Sin embargo, 0 no posee una base local numerable en E(R)

(vea ejercicio 4.E.8). (Compare con el espacio definido en el ejercicio
1.A.4).

Ejercicios

4.A. Topologias débiles inducidas por funciones

(1) Consideremos el conjunto R de los niimeros reales con la topologia T
definida en el ejercicio 1.B.(5), y sea j : N — R la funcién inclusién:
j(n) =mn. ;Cuél es la topologia en N inducida por j y T?

(2) Sea (N, T7) el espacio descrito en el ejercicio 1.C.(3), y sea f: R -+ N
definida por f(z) es el menor nimero natural n tal que |z| < n.
Describa la topologia 7 en R.

(3) (Espacios completamente regulares) Sea (X, 7) un espacio topoldgico,
sea C(X,I) la coleccién de funciones continuas de X en el intervalo
euclidiana I = [0,1]. Sea C C C(X,I) no vacio. Demuestre que
si T coincide con ¢7, entonces, para cualquier conjunto cerrado F
de X y cualquier punto z € X \ F, existe una funcién f € C(X)
tal que f(z) =0y f(F) C {1}. A un espacio que cumple con esta
propiedad se le llama espacio completamente regular; a estos espacios
los estudiaremos con detenimiento en el capitulo 6.

4.B. Producto de dos espacios topoldgicos
(1) Sean X y Y dos espacios topoldgicos, y sean E'y F dos subconjuntos
de X y Y, respectivamente. Demuestre que en el producto topolégico
X x Y se satisfacen las siguientes relaciones:
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(a) cl(E x F) =cl(E) x cl(F).

(b) int(F x F) = int(E) x int(F).

(¢c) fr(E x F) =[fr(E) x cl(F)] U [cl(E) x fr(F)].
Sean X, Y, E'y F como en el ejercicio anterior. Demuestre que E x F’
es fronterizo, denso en ninguna parte o denso en si mismo si al menos
uno de los conjuntos F 6 F satisface la propiedad correspondiente.
La topologia del espacio euclidiano R? coincide con la topologia pro-
ducto en R x R. Demuestre que la proyeccién 7, : R? — R no es una
funcién cerrada.
Si X tiene la topologfa discreta (resp., indiscreta, cofinita), entonces
X? tiene la topologfa discreta (resp., indiscreta, cofinita).
Para cualquier espacio X, la diagonal A = {(x,z) : 2 € X} en X x X,
considerada con la topologia relativa, es un espacio homeomorfo a X.
La diagonal A definida en el ejercicio anterior, es un subconjunto
abierto en X x X si y s6lo si X es discreto.
Pruebe que el conjunto {(z, —z) : z € R} es discreto y cerrado en el
cuadrado de la linea de Sorgenfrey Lg x Lg. Ademads, verifique que
Q x Q es un subconjunto denso en Lg x Lg (véase el ejemplo 1.42).
Demuestre que el cuadrado lexicogréfico (ejemplo 1.38 y ejercicio
1.G.(6)) no es homeomorfo a I x I.

4.C. Producto de una familia arbitraria de espacios topoldgicos

(1)

Sea {(X;,7;) : j € J} una familia de espacios topolégicos. Para cada
j € J, supongamos que B; es una base para T;. Demuestre que la
coleccién {W;l[Bj] :j € Jy B; € Bj} forma una subbase para la
topologia producto en X = HjeJXj. Por lo tanto, la coleccién de
subconjuntos de X de la forma Hje, Aj, en donde A; € B; para una
coleccién finita F'C J,y A; = X si j € F, forma una base para X.
Sea J # 0 y sea Hjerj un producto de espacios topolégicos no
vacios. Sea i € J, y para cada j € J \ {i} sea a; un elemento en Xj.
Demostrar que el subespacio Y; = {z € [[,c; X; : z: € X;,yVj€
J\A{i} (zj =a;) } de [T,c; X; es homeomorfo a X;.

Sean J y K dos conjuntos de la misma cardinalidad. Sea ¢ : J — K
una funcién biyectiva. Sean {X; : j € J} y {Xy : k € K} dos familias
de espacios topoldgicos tales que, para cada j € J, X; = Xy(j).
Entonces, los espacios [];c; X; v [[yex X» son homeomorfos. (Es
decir, el producto topoldgico es conmutativo.)

Sean J un conjunto y {J; : kK € K} una particién de J (es decir,
J=Ukex Ik y kN Jy =0sik#1). Sea {X;:j € J} una familia

de espacios topoldgicos. Entonces, los espacios producto [] jer X5y

T
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[Txex (I1;e s, X;) son homeomorfos. (Es decir, el producto topolégico
es asociativo.)

Sean {X; : j € J} y {Y; : j € J} dos familias de espacios tales que,
para cada j € J, X; es homeomorfo a Y;. Demuestre que HjeJ X; =
[jes Y5

Dar un ejemplo de un espacio X tal que X x X = X. Exhiba tres
espacios X, Y y Z tales que X XY = X x Z pero Y no es homeomorfo
a Z. (Es también cierto que existen espacios X y Y tales que X x X =
Y XY pero X no es homeomorfo a Y.)

Sea {X; : j € J} una coleccién mas que numerable de espacios no
indiscretos. Entonces X =[] jes Xj no es primero numerable.

(Sugerencia: Para cada j € J tomamos un abierto A; en X;
diferente de () y de X;. Fijamos p; € A;. Sea p = (pj)jes € X y
sea {By, : n € N} una coleccién de abiertos que contienen a p. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que cada B, es un abierto
canodnico, de tal manera que a cada n € N le podemos asociar el
conjunto finito J,, = {j € J : m;[B,] # X;}. El conjunto |J,,cy Jn €s
numerable. Témese j € J \ |J,cn Jn. Demuestre que 71';1[Aj] es un
abierto en X que contiene a p y no contiene a ningin B,,.)

(El o-producto) Sea {X; : j € J} una familia de espacios topoldgicos
no vacios, y sea z € HjeJXj' El o-producto de X = Hje.]Xj
centrado en z, denotado por o,(X), es el subespacio {x € X : |{j €
J :x; # zj}| < No} del producto Tychonoff X. Demuestre que
si J es un conjunto infinito, entonces o,(X) es denso en X, denso
en si mismo y fronterizo. En el caso en que J es finito, entonces
0.(X)=X.

(Espacios de Cantor y de Baire) Denotemos con 2 al espacio discreto
con dos elementos: {0,1}, y sea £ un nimero cardinal infinito. Al
producto 2% se le conoce como espacio de Cantor de peso k. Al
producto de una coleccién numerable de copias del espacio discreto
k: k¥, le llamaremos espacio de Baire de peso k. Como en el ejemplo
4.16, determine la forma de los elementos de una base para 2 y de
los elementos de una base local para un f € 2%. Repita el ejercicio
para el espacio de Baire k“.

Demuestre que el producto numerable X = []
separables es un espacio separable.

(Sugerencia: Sea D,, un denso numerable de X,,, sea z € X y sea
D={z€o0.(X):z, # 2, = x, € D,}. Demuestre que D es denso
en X y es numerable.)

En realidad la separabilidad es una propiedad c-productiva; esto
es, el producto de Tychonoff de a lo méas ¢ espacios separables es un

nen Xn de espacios
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espacio separable. Mds aun, se tiene el siguiente resultado fundamen-
tal (para una demostracién vea [26] pag 81):

Teorema de Hewitt-Marczewski-Pondiczery. Si d(X;) < m > Rg
para cualquier j € J y |J| < 2", entonces d(][;.; X;) <m

Observe que en el siguiente corolario no es necesaria ninguna
limitante en la cardinalidad de J.

Corolario.
Si d(X;) < m > Xy para cada j € J, entonces ¢(] ]

(11) Un espacio producto X = HjeJ X,, es primero numerable si y sélo si
cada X; es primero numerable y |J| <N

(12) (La topologia de cajas) Sea {(X;,7;) : j € J} una familia de espacios
topoldgicos no vacios. Demuestre que la colecciéon B = {]]; je JA
V j€J,A; € T;} constituye una base para una topologia To llamada
la topologia de cajas en el producto cartesiano X = H]EJ X;. SiJes
finito, entonces Tg es la topologia Tychonoff en X. Demuestre que si
J =Ny cada X es la linea real R, entonces (X, Tg) no es separable
y 1o es primero numerable (compare con la proposicién 4.19 y con el
ejercicio anterior).

(13) Sean { X, : @ € A} una familia de espacios topoldgicos y B C A. La
funcion

B :H{XQ:QGA}%H{XQ:QGB}

definida por

jeJ X;) <m.

mp(x) =2 | B

para todo z € [[{ X, : @ € A} se llama proyeccién del producto
[[{Xa : @ € A} a su subproducto [[{ X, : « € B}. Entonces,
(mB(2))a = o para todo a € B.
Compruebe que la funcién 7 es continua, abierta y suprayectiva.
(14) Para cada elemento j en un conjunto J, sea f; : X; — Y; una funcién
entre espacios topolédgicos (no vacios) X; y Y;. Podemos definir la
funcién producto [] f; con dominio [ [, ; X; y con valores en [ |
de la siguiente manera:

vield [mo([[1)1© = (I//H©6) = fig@)

Demuestre que [] f; es continua (respectivamente, abierta) si y sélo
si cada f; es continua (respectivamente, abierta).

(15) Sea X un espacio topolégico y para cada elemento j en un conjunto
J, sea f; : X — Y; una funcién en donde cada Y; es un espacio
topolégico. Definimos ahora la funcién diagonal Af; (o el producto

JEJ
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diagonal de las funciones f;) con dominio X y con valores en [ | jed Y;
como sigue:

Voe XVield (Af;)()(i) = fi(x).

Demuestre que Af; es continua si y sélo si cada f; es continua.
Ademas, muestre que si Af; es abierta, entonces cada f; es también
abierta.

4.D. Topologias fuertes definidas por funciones

(1)
(2)
3)

(4)

(6)

Demuestre la proposicién (1) del teorema 4.20.

Demuestre el teorema 4.22.

Si para cada elemento j de un conjunto J, el espacio X; es homeo-
morfo a un espacio X, entonces @je.f X, es homeomorfo a X x J,
en donde J tiene la topologia discreta.

Sea (X, T) un espacio topoldgico y sea C una cubierta de X (esto es,
JC = X). En cada C € € cosideremos la topologia T¢ que C hereda
de (X,7). Sea T, la topologia suma en X. Demuestre que T C Ty, y
determine T cuando € = {{z} : z € X}. Es natural preguntarnos:

(%) ¢Bajo qué condiciones en C, la coleccién T coincide con T?

Observe que planteada de modo tan general, la respuesta a (*)
puede ser muy variada segin la naturaleza de €. Responda a (x)
cuando:

(a) Cada C € C es abierto en X.
(b) € es una particién finita formada por cerrados de X.
(¢c) Cada C € Ces cerradoy paracada C,D € ¢, 6C C D 6D CC.
(d) € satisface las condiciones en (c¢) y es numerable infinita.
(e) Dé un ejemplo de un espacio X y dé una cubierta € formada
por dos elementos, tal que Ts no es igual a T.
Una propiedad topoldgica P es aditiva (resp., numerablemente adi-
tiva), si cada vez que se considere una coleccién {X; : j € J} en
donde J tiene cardinalidad arbitraria (respectivamente, |J| < Np)
de espacios topoldgicos que satisfacen P, entonces P I X; también
cumple P. Demuestre que primero numerable, Fréchet y secuencial,
son propiedades aditivas, y que segundo numerable, separable y Lin-
del6f son numerablemente aditivas.
Determine el peso, la densidad, el caracter y la celularidad de @ jed X;
en términos de |J| y del peso, la densidad, el cardcter y la celularidad,
respectivamente, de los espacios Xj;.

e

4.E. Los cocientes de un espacio topolégico

(1)

Verifique que cualquier identificacién biyectiva es un homeomorfismo.



“librocasarrubiastamariz” — 2015/1/20 — 7:15 — page 141 — #151

Elementos de Topologia General 141

(2) Demuestre que cualquier retraccién (ejercicio 3.A.(15)) es una iden-
tificacién.

(3) Sea f : X — Y una identificacién y sea h : X — Z una funcién
continua. Supongamos que h es constante en cada fibra f~1[y].

X f (Y, Ty)

x g= ho f—l
Entonces:

(a) g=ho f~! es una funcién continua y go f = h.

(b) La funcién g : Y — Z es abierta (resp., cerrada) si y sélo si h[U]
es abierto (resp., cerrado) para todo subconjunto abierto (resp.,
cerrado) U tal que U = f~1f[U].

(¢c) h es una identificacién si y sélo si g lo es.

(d) Si h es una identificacién y los conjuntos {f~'[y] : y € Y}y
{h=y] : y € Y} coinciden, entonces g es un homeomorfismo.

(4) Consideremos en R? la siguiente relacién de equivalencia: (a,b) ~
(x,7) siy solo si b=1y. Entonces R?/ ~ es homeomorfo a R.

(5) Para cada r € [0, 00), denotemos por C, a la circunferencia en R con
centro en (0,0) y radio r. Sea D = {C} : r € [0,00)}. Pruebe que
el espacio particién (D, Tp) es homeomorfo a [0, 00) considerado con
su topologia euclidiana.

(6) Sea D™ la bola unitaria cerrada en R™; es decir,

ixf <1}
i1

Sea S™~! la esfera unitaria {(z1,...,2n) : /D 1y 7 = 1}. Tomemos
en D" la particién D = {{z} : 7 € D"\ S"~1} U {S" !}. Demuestre
que el espacio (D, Tp) es homeomorfo a la esfera unitaria S™ en R* 1.
(7) Consideremos el conjunto Y = {0} U {1 : n € N} considerado con su
topologia euclidiana. Sea X el producto ¥ x N (N con la topologia
discreta). Observe que X es un espacio metrizable numerable (y
por lo tanto, segundo numerable). Consideremos en X la relacién:
(y,n) ~(z,k)siy=z2z=00sly=2+#0yn=k (estamos identifi-
cando en un solo punto 0 a todos los elementos de la forma (0,n)). Al
espacio X/ ~ = V(Xg) le podemos llamar abanico numerable (véase
la figura 28 y compare este espacio con el erizo no metrizable del
ejemplo 4.35). Demuestre que:
(a) Cada punto de la forma ¢[(y,n)] es aislado en V(Rg) si y # 0.

Z

D" = {(z1,...,xp) :
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(o}
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(Y

FIGURA 28. En obscuro una vecindad del 0 en el abanico
numerable no metrizable.

(b) Si B es un subconjunto abierto de V(Xg) que contiene a 0, en-
tonces para cada k € N, existe n(B, k) € N tal que (1/m, k) €
q~'[B] para cualquier m > n(B, k).

(¢) La proyeccién natural ¢ : X — V(Rp) es una funcién cerrada.

(d) V(RXg) es separable.

(e) V(Xg) no es primero numerable
(Sugerencia: Tome una coleccién numerable de abiertos en V(Xg)
que contienen a 0: By,...,Bg,... Tome los nimeros naturales
n(B1,1),n(Ba,2),...n(Bk, k), ... definidos en (b). Para cada
k €N, sea Ay = {(0,k)} U{(L,k) : m > n(By,k)} C X.
Por fin, tome el conjunto A = (J, <y Ax. Demuestre que g[A]
es abierto en V(Rg), contiene a 0 y no contiene a ningtin B,.)
(Al caracter de 0 en V (Rg) se le denota como 9 y es un ntimero
cardinal que satisface R; <0 < ¢.)

(8) Siga un andlisis semejante al desarrollado en el ejercicio anterior para
demostrar que los espacios E(Rg) (ejemplo 4.35) y (D3, Tp,) (ejem-
plo 4.31) son espacios separables pero no tienen base numerable en
el correspondiente punto distinguido 0. A diferencia de V(R), los
espacios E(Rg) v (D3, Tp,) no son numerables y no tiene puntos ais-
lados.
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Ejercicios adicionales del capitulo 4

4.F. Grupos topolégicos

Sea (G, *) un grupo algebraico (no necesariamente abeliano). Sea T una
topologia para el conjunto G. Diremos que la terna ordenada (G, *,T) es un
grupo topoldgico si las funciones f : G x G - Gy g : G — G definidas como
flz,y) =z +yy g(r) =271, son funciones continuas (en G x G se considera
a la topologfa producto). Si H es un subgrupo de (G, *), entonces la funcién
producto y la funcién inversa siguen siendo continuas en H cuando se toma en
H a la topologia de subespacio. De esta manera, la terna ordenada (H, *, Tg)
es un grupo topolégico. En este caso diremos que (H,*,Ty) es un subgrupo
topolégico de (G, *,T).

Si Ay B son subconjuntos del grupo topolégico G, entonces denotaremos
con Ax By con A™! a los conjuntos {a*b:a € Ajb€ By y{z~!:1 €
A}, respectivamente. En el caso en que A es unipuntual, digamos A = {z},
escribiremos « % B o, simplemente 2B, en lugar de {«} * B. En particular, al
producto a * b lo denotaremos también como ab.

(1) Del ejercicio 3.A.(6) se desprende que el conjunto de los ntimeros
reales considerado con su suma usual, asi como el conjunto R\ {0}
con el producto usual de niimeros reales, son ejemplos de grupos
topolégicos (verifique esta afirmacién). Ademds no es dificil de-
mostrar que (Z,4) y (Q,+) son subgrupos topoldgicos de (R, +,T.).

(2) Demuestre que el producto Tychonoff G =[], ; G de una colecciéon
no vacia {(Ga, *a,Ta) : @ € J} de grupos topoldgicos es un grupo
topoldgico cuando se considera el producto f * g de elementos f,g €
G como el elemento en G que asocia a cada S € J, el elemento
£(8) %5 9(8) en G

(3) En particular, si se considera en la recta real R su suma usual, y
X es un conjunto no vacio, entonces el producto R¥ es un grupo
topoldgico. Si ademds, X es un espacio topoldgico, entonces el es-
pacio de funciones continuas C,(X) (véase 6.D.(4)) es un subgrupo
topolégico de RX.

(4) Verifique que para todo grupo topoldgico (G, *,T) y todo a € G, las
funciones f : G - G Y g : G — G definidas por f(z) = a*xz y
g(x) = x x a son homeomorfismos.

(5) Un espacio topoldgico X es homogéneo si para todo par de puntos
x,y € X existe un homeomorfismo h : X — X tal que h(z) = y.
Demuestre que todo grupo topolégico es un espacio homogéneo (véase
el inciso (4)).
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Intuitivamente, uno puede pensar que en un espacio homogéneo
la estructura topolégica alrededor de cada punto no varia al movernos
a través del espacio.

Para cada elemento j en un conjunto J, sea (G;,*;,Ty) un grupo
topolégico no vacio. Consideremos en [ ] jed G el producto * definido
en el inciso (2). Pruebe que el producto caja ;e ;G con este pro-
ducto * es un grupo topolégico.

(El 3-producto.) Dada una coleccién {X; : j € J} de conjuntos, y
elegido a; € X, para cada j € J, llamamos X-producto de {X; : j €
J} centrado en (a;);cs al subespacio

S X ={()jes € [[ X5 : i€ J:; # a;} <No}

jeJ jeJ

de Hje 7 X;. Verifique que si cada X; es un grupo topolégico, en-
tonces cualquier Y-producto, y cualquier o-producto, de {X; : j € J}
es un subgrupo topoldgico de [] jed X; cuando lo consideramos con
la operacién definida en (2).
Si Ay B son dos subconjuntos de un grupo topoldgico G, entonces
clgA*clgB =clg(A* B) y (clgA)~t =clg(A™1).
Sea G un grupo topoldgico y H un subgrupo de G. Demuestre que
clgH es también un subgrupo de G.
Si x es un punto interior de un subconjunto A de un grupo topoldgico
G, entonces existe una vecindad V' del elemento identidad e de G tal
que zV C A.
Un subgrupo H de un grupo topolégico G es abierto si y sélo si el
interior de H no es vacio.

(Sugerencia: si x es un punto interior de H, existe una vecindad
V de e tal que 2V C H. Demuestre que para cada y € H, yV C H.)
Un subgrupo H de un grupo topolédgico G es discreto si y sélo si H
tiene un punto aislado.

4.G. Espacios topolégicos linealmente ordenados

(1)

Consideremos el producto cartesiano ZY de todas las funciones con
dominio N y valores en Z. Podemos definir en ZY la relacién <
definida por: f < g si f(n) <z g(n), en donde n es el primer natural
s en el cual f(s) # g(s), y <z es el orden usual en el conjunto de
numeros enteros. Demuestre que (ZN, <) es un conjunto linealmente
ordenado.

Tomemos ahora al conjunto Z con su topologia discreta. Sea T la
topologia producto en ZY. Consideremos la topologia T< dada por el
orden < definido en (1). Pruebe que estas dos topologias coinciden.
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(De hecho, es posible demostrar que el producto (ZN,T¢) es
homeomorfo al espacio P de los nimeros irracionales con su topologia
heredada de la recta real euclidiana.)

(3) Demuestre que para el espacio V(Rg) se cumplen las relaciones

X(V(NQ)) > Ng = C(V(No))

Ademsds, si X es un espacio discreto no numerable, entonces x(X) =
Ny < C(X)

(4) Pruebe que siempre se cumple x(X) < ¢(X) para cualquier espacio
topoldgico linealmente ordenado.

(5) Compruebe que Rg = x([0,w1)) < ¢([0,w1)) = N;. Demuestre también,
usando la proposicién A.35, que x (w1, [0,w1]) = N;.

4.H. Espacios metrizables

(1) Verifique que cualquier subespacio de un espacio metrizable es también
metrizable.

(2) Compruebe que cualquier espacio discreto es metrizable.

(3) Sea (X,,T,) un espacio metrizable para cada n € N. Sea p, una
métrica acotada por 1 en X, tal que T, =T, (véase 2.A.8). Sea X

el producto topolégico ], ¢y Xn. Definamos en X x X la funcién

o) =3 pn(f(zz:g(n))_

Demuestre que p es una métrica en X y que T, coincide con la
topologia producto en X.

(4) Demuestre que un espacio de Cantor 2% es metrizable si y sélo si
k = Ng. Ademads, verifique que cualquier espacio de Baire x“ es
metrizable.
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Capitulo

Axiomas de separacién

En 1914 Felix Hausdorff introdujo en su Grundziige der Mengenlehre
[33] la nocién de espacio topoldgico, definiéndolo esencialmente como un
conjunto X provisto de una familia {B(z) : x € X} de colecciones de
subconjuntos de X, que tienen las siguientes cuatro propiedades:

(1) Para todo z € X, B(z) # 0, y ademds para cada U € B(x),
zeU.

(2) Siy € U € B(x), entonces existe un V € B(y) tal que V C U.

(3) Para todo Uy,U; € B(x), existe un U € B(x) tal que U C
Uy NUs.

(4) Para cualquier pareja de puntos distintos x,y de X, existen
UeB(x)yV e B(y) tales que UNV = ().

Pero hoy dia es mas comun utilizar la variante de definicién de
topologia propuesta por Alexandroff (véase la definicién 1.8) que por
cierto no es del todo equivalente a la definicion de Hausdorff. La dife-
rencia entre ambas es la condicién (4) en la definicién de Hausdorff, la
cual postula una manera de separar puntos en un espacio topoldgico,
utilizando para ello vecindades de los puntos.

FEsta manera de separar puntos, conocida hoy dia como axioma de
separacion de Hausdorff o axioma de separacion Ts, permite la extensién
de ciertos resultados del anélisis clésico a la topologia.

Dedicaremos gran parte del presente capitulo al estudio de esta y
otras formas de separaciéon de puntos por medio de vecindades.

1. Espacios Ty, T1 y 15

El primer axioma de separacion que estudiaremos fue introducido por
A. N. Kolmogoroff, y es conocido como axioma Tj.

147
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FIGURA 29. En un espacio Ty, dados dos puntos difer-
entes es posible hallar un abierto que contenga a uno de
los puntos pero no al otro.

5.1. DEFINICION. Un espacio topoldgico (X, T) serd llamado espacio
To (también se dice que T es una topologia Ty) si para cada par de puntos
distintos = y y de X existe un subconjunto abierto U tal que U contiene
a uno de los puntos x 6 y, pero no al otro; esto es, para cada par de
puntos distintos x y y de X, existe un abierto U tal que |UN{z,y}| = 1.
(Véase Figura 5.1).

No todos los espacios topolégicos son espacios Tp. Por ejemplo,
cualquier espacio topoldgico X (formado por méas de un punto) cuya
topologia sea de la forma

T={X}U{ANY : A esun subconjunto propio de X},

donde Y C X es tal que | X \ Y| > 1, no es un espacio Ty (observe que
cuando Y = (), la topologfa de X es la indiscreta).

No es muy complicado verificar que cualquier espacio discreto y
cualquier espacio euclidiano R™ es Ty y que toda topologia mas fina
que una topologia T es también una topologia de este tipo. En parti-
cular, el plano radial y la linea de Sorgenfrey son espacios Ty. Ademas,
cualquier modificaciéon de una topologia Ty de tipo

Ty ={AUE : AcTyECY}
es también una topologia Ty (véase el ejemplo 1.12 para més detalles de
la modificacién Ty ). Por esta razdn, la linea de Michael es Tj.

5.2. EJEMPLOS.

(1) Un ejemplo clésico de un espacio Ty es el espacio de Sierpinski
8§ = (X,7), donde X = {0,1} y T = {0, X,{0}}. El espacio
de Sierpinski es un espacio Ty porque {0} es un elemento de
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la topologia en X que contiene a 0 pero no al 1, y los tnicos

elementos de X son 0 y 1.

(2) Considere en N la familia T = {0,N} U {{1,2,...,n} : n € N}
(véase el ejercicio 1.C.(3)). No es muy dificil verificar que T es
una topologia en N. El espacio topoldgico (N, T) es un espacio
topoldgico Tp.

(3) Sea T = {0, R}U{(a,0) : a € R}. La familia T es una topologia
en R, y el espacio (R,7) es un espacio Ty. Porque si a <

b entonces (“TH’, o0) es un subconjunto abierto de (R,T) que

contiene a b, pero no a a.

Es muy sencillo demostrar que todo subespacio de un espacio T es
un espacio Tp (véase el problema 5.A.(12)). Por otra parte, note que
como todo espacio topoldgico es la imagen continua de un espacio dis-
creto (para convencerse de esto, basta que el lector observe que si (X, T)
es un espacio arbitrario entonces la funcién idx : (X,P(X)) — (X,7)
es continua y biyectiva), tenemos que las imdgenes continuas (incluso
imégenes continuas y biyectivas) de espacios T no son necesariamente
espacios Tp. Es también sencillo probar que la propiedad Tp si es una
propiedad topoldgica. Con respecto al producto de espacios Ty tenemos
el siguiente resultado cuya demostracién dejamos al lector en el ejercicio
5.A.(14).

5.3. PROPOSICION. Si {(X;,T;):j € J} es una familia de espacios to-
polégicos no vacios, entonces el producto HjeJ X, es un espacio Ty sty
sélo si cada espacio X; es un espacio Tj.

La dificultad para que una topologia cumpla con el axioma de se-
paraciéon Ty estd en poder garantizar que las cerraduras de conjuntos
unipuntuales distintos sean distintas:

5.4. TEOREMA. Un espacio topoldgico (X,T) es un espacio Ty si y solo
si para todo x,y € X con x # y, se tiene que cl ({x}) # cl ({y}).

DEMOSTRACION. =] Supongamos que z,y € X son tales que x # y.
Como X es un espacio Ty, existe U € T tal que |[UN{x,y}| = 1. Podemos
suponer, sin perder generalidad en el argumento, que {z} = U N {x, y}.
Entonces U es una vecindad de = que no intersecta al conjunto {y}. Por
este motivo, z € cl ({z}) \ cl ({y}).

<] Sean z,y puntos distintos de X. Supongamos que cl({y}) \
cl({z}) # 0. Eljjamos un punto z € cl({y}) \ cl({z}). Como z ¢
cl ({z}), existe un subconjunto abierto U de X tal que z € U y UN{z} =
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FicurA 30. En espacios 11, es posible que haya vecin-
dades de un punto x que intersecten a cualquier vecindad
de otro punto y. No obstante, existe una vecindad de x
que no contiene a y y vice-versa

(). Entonces y € U y x € U. La demostracién del otro posible caso es
andloga. X

Ahora introducimos al segundo axioma de separacién que estudia-
remos. Este axioma de separacion, y las propiedades de la clase de los
espacios que éste genera, fueron estudiados por primera vez en 1907 por
F. Riesz [52].

5.5. DEFINICION. Diremos que un espacio topoldgico (X, T) es un
espacio 11, o que T es una topologia T, si para cualesquiera puntos
distintos = y y de X, existen subconjuntos abiertos U y V de X tales
quez e U\ VyyeV\U. (Véase figura 77?)

Es claro que todo espacio T3 es un espacio Ty. Pero el reciproco no
es cierto, y el espacio de los segmentos iniciales (N, T) (véase el inciso
(2) del ejemplo 5.2) es un ejemplo de un espacio Ty pero no T porque
si n1,n9 € N son elementos para los cuales ny < ng, entonces cualquier
abierto que contenga al ntimero natural no siempre contiene al niimero
ni.

Uno de los ejemplos mas importantes de una topologia 17 es la
topologia cofinita T, definida en cualquier conjunto que posea al menos
dos elementos. En efecto, supongamos que X tiene cardinalidad mayor
o igual que dos, y que X tiene la topologia cofinita. Si z,y € X son
puntos distintos de X entonces podemos construir abiertos U y V' con
las propiedades deseadas simplemente definiendo a U = X \ {y} v a
V=X\{z}.
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La relevancia de los espacios 17 es que en todos ellos los conjuntos
unipuntuales son siempre subconjuntos cerrados; de hecho, como vere-
mos a continuacion, esto caracteriza a los espacios 7T7.

5.6. TEOREMA. Un espacio topoldgico (X,T) es un espacio Ty si y sdlo
si para todo x € X, el conjunto {x} es un subconjunto cerrado de X.

DEMOSTRACION. =] Sean z € X y y € X \ {z} arbitrarios. Como X es
un espacio 77, existen abiertos U y V talesquez e U\ V yye V\U.
Note ahora que y € V C X \ {z}. De esta forma, X \ {z} es abierto.

<] Sean z,y € X con x # y. Entonces U = X \ {y} y V = X\ {z}
son subconjuntos abiertos de X tales que x € U\ V yy € V\U. Por
ello, X es un espacio T}. X

5.7. COROLARIO. Un espacio topoldgico X es T si y solo si todo sub-
conjunto finito de X es un subconjunto cerrado.

5.8. COROLARIO. (X,T) es un espacio Ty si y solo si T contiene a la
topologia cofinita.

5.9. COROLARIO. Si (X,T) es un espacio para el cual se tiene que toda
sucesion definida en €l tiene a lo mds un limite entonces X es un espacio

1.

DEMOSTRACION. Supongamos que x € X es arbitrario, y que y €
cl ({z}). Puesto que tanto y como x son limites de la sucesién z,, = x
para toda n € N, la propiedad que posee X implica que y = x. Ello
nos asegura en particular que cl ({z}) = {z}. En consecuencia, X es un
espacio T1. X

La caracterizacién de los espacios 177 que obtuvimos en el teorema
5.6 es muy util para poder establecer ejemplos relevantes de espacios Tj
que no son 17. Este es el caso del espectro primo de un anillo. Este
espacio topologico es tratado en el ejercicio 5.C.

En nuestra siguiente proposicion se enuncia una 1til caracterizacion
de los espacios T que es una consecuencia sencilla del teorema 5.6.

5.10. PROPOSICION. Las siguientes proposiciones son equivalentes para

un espacto topologico X .

(1) X es un espacio Ty;

(2) cada A C X es igual a la interseccion de todos los subconjuntos
abiertos de X que lo contienen;
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(3) para cada x € X, el conjunto {x} es igual a la interseccion de
todos los subconjuntos abiertos de X que lo contienen.

Como podra darse cuenta el lector, es hasta ahora, al introducir
el concepto de espacio T, que empezamos a recuperar las propiedades
familiares de R. Por ejemplo, es conocido que la recta real R satisface
la propiedad establecida en el siguiente teorema.

5.11. PROPOSICION. Sea (X,T) un espacio Ty. Un punto z € X es
un punto de acumulacion de un subconjunto E de X si, y solo si, cada
abierto que contiene a x contiene también una cantidad infinita de pun-
tos del conjunto E.

DEMOSTRACION. Supongamos que x es un punto de acumulacién de E.
Consideremos un subconjunto abierto U de X que contenga a x. Si
ocurriera que U N E fuera un conjunto finito no vacio, entonces el con-
junto (U\{z})NE es también un subconjunto finito de X. Supongamos
que (U\ {z})NE = {x1,x9,...,2,} (es claro que (U\ {z}) N E =0
contradice ya la hipdtesis sobre z). Como X es un espacio Ti, el
conjunto {x1,xa,...,x,} es cerrado por ser un conjunto finito. Asi,
B = U\ {z1,22,...,2,} es un subconjunto abierto de X que contiene
a z y satisface BN (E \ {z}) = (. Lo cual contradice nuestra hipdtesis
sobre x. Por lo cual, el conjunto U N E debe ser infinito.

Por otro lado, si cada abierto que contiene a x contiene también
una cantidad infinita de puntos del conjunto E, entonces para cualquier
vecindad V' de z, siempre se tiene que (V' \ {z})NE # (). Por tal motivo,
x es un punto de acumulacién de E. X

Si (X,7) es un espacio 11, y si (Y,T [ Y) es un subespacio de
X, entonces (Y,T [ Y) es T} ya que si z,y € Y son puntos distintos,
podemos elegir abiertos U,V € T tales que x € U\ V yy € V\U.
Entonces tomando A=UNY y B=V NY, tenemos que A, B€T[Y
yreA\Byye B\ A.

Con respecto al producto topolégico, el axioma T también tiene un
buen comportamiento. Dejamos la demostracién de este resultado como
un ejercicio al lector (vea 5.A.(14)).

5.12. TEOREMA. Si {(X;,T;) : j € J} es una familia de espacios topo-
logicos mo wvacios, entonces el producto H]EJXj es un espacio T1 st y
solo si cada espacio X es un espacio 1.
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Desafortunadamente el axioma 77 no siempre se transmite a los es-
pacios que son imagenes continuas de espacios 77. A manera de ejemplo
considere al espacio de los segmentos iniciales (N, T). Observe que este
espacio es imagen continua del espacio discreto (N, P(N)), el cual si es
Ty.

A pesar de que el axioma 17 no se preserva por funciones conti-
nuas (incluso ni siquiera por funciones continuas y abiertas, ejercicio
5.A.(11)), cumplir con este axioma de separacién si es una propiedad
topolégica porque estéd definido en términos de puntos y abiertos exclu-
sivamente.

El axioma de separacion T} no se preserva siempre cuando se con-
sideran cocientes:

5.13. PROPOSICION. Un espacio particion (D, Tp) de un espacio X satis-
face el axioma de separacion Ty si y solo si los elementos de D son
subconjuntos cerrados de X.

DEMOSTRACION. Si D es un espacio 71 y A € D, entonces {A} es
cerrado en D, por lo cual, D\ {A} es abierto en D. Supongamos que
q : X — D esla proyeccién natural asociada al espacio particién (D, Tp).
Entonces ¢~1(D \ {4}) = X \ 4 es abierto en X. Por lo tanto, 4 es un
subconjunto cerrado de X.

Reciprocamente, supongamos que todo elemento de D es un subcon-
junto cerrado de X. Sea A € D arbitrario. Como X \ A = ¢~ 1(D\ {4})
es abierto en X, tenemos que D \ {A} es un subconjunto abierto de D.
Por ello, el conjunto {A} es un subconjunto cerrado del espacio particién
D. Por lo tanto, (D, Tp) es un espacio 1. X

Como mencionamos en la introduccién al presente capitulo, F. Haus-
dorff introdujo en su definicién de espacio topolégico de 1914 (véase [33])
una condicién que hoy dia sabemos es posible omitir para la definicién
mas abstracta y general de los espacios topoldgicos. La condicién adi-
cional que introdujo F. Hausdorff en la definiciéon de sus espacios topo-
l6gicos, no es mas que una forma de separar puntos que son diferentes.
Esa forma de separacién se conoce hoy dia como axioma de separacion
T, (o axioma de separacion de Hausdorff).

5.14. DEFINICION. Un espacio topoldgico (X,T) es un espacio de
Hausdorff o T si X satisface la siguiente condiciéon: para cualesquiera
puntos distintos  y y de X, existen abiertos U y V de X tales que
xeU,yeV,yUNV =10. (Véase la figura 31).
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FIGURA 31. En los espacios Hausdorff, dos puntos dife-
rentes x y y, siempre tienen vecindades ajenas que los
contienen

No es dificil verificar que todo espacio T es un espacio 13 (y por lo
tanto, también un espacio Tp). Pero la implicaciéon T = T no puede
ser revertida. Por ejemplo, si X es un conjunto infinito que posee la
topologia cofinita T, entonces cualquier par de subconjuntos abiertos
no vacios U y V de X siempre se intersectan, porque si ocurriera que

unv =

() entonces X = X\ =X\ (UNV)=(X\U)U(X\V),y por

la definicién de la topologia cofinita, los subconjuntos X \U y X \ V son
finitos. En consecuencia, la topologia T, no es T5; pero sabemos que si

es T7.

5.15.

(1)

EJEMPLOS.

Todo espacio métrico es un espacio de Hausdorff. Efectiva-
mente, supongamos que (X, d) es un espacio métrico y denote-
mos con el simbolo Ty a la topologia generada por la métrica d.
Six,y € X son puntos distintos de X, entonces € = d(z,y) > 0.
Note ahora que B(z,5) y B(y, 5) son subconjuntos abiertos
ajenos de X que contienen a x y a y, respectivamente. Como
consecuencia de esto, los espacios R" y el espacio (C(I),T)
(véase 1.37) son espacios de Hausdorff.

Toda topologia mas fina que una topologia 75 es una topologia
T5. Por ello, la linea de Michael (R, Tp) y la linea de Sorgenfrey
(R, 8) son espacios Ty (recuerde que tanto la topologia de la
linea de Michael y la de la linea de Sorgenfrey son maés finas que
la topologia usual T, de R). De igual forma, como la topologia
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del plano radial es més fina que la topologfa usual de R?, dicha
topologia es también 1.

(3) Todo conjunto no vacio linealmente ordenado es un espacio de
Hausdorff con la topologia inducida por el orden. Recordemos
que si (X, <) es un conjunto linealmente ordenado, entonces la
topologia T< inducida por el orden es aquella que es generada
por la familia 8 = {I, : « € X} U{D, : a € X} como una
subbase, donde I, ={r € X 1z <a}ly D, ={r € X :a <z}
(ver ejemplo 1.38). Para demostrar que el espacio (X, T<) es
Hausdorff, consideremos dos puntos arbitrarios diferentes x y y
en X. Supongamos que x < y. Entonces tenemos los siguientes
casos:

Caso (1). Existe un punto z con < z < y. En este caso, note
que los conjuntos I, y D, son subconjuntos abiertos ajenos de
X que contienen a x y a y, respectivamente.

CAso0 (2). No existe z con x < z < y. Observe que los conjun-
tos I, y D, son subconjuntos abiertos de X que contienen a x
y y, respectivamente. Ademds estos conjuntos son ajenos.

Ya es bien conocido por nosotros que la condiciéon “X es un espacio
T1” es necesaria para poder garantizar la propiedad: “toda sucesién en
el espacio X converge a lo mas a un punto”. Debemos mencionar ahora
que esta ultima condicién no es suficiente para poder garantizar 1. Por
ejemplo, en un conjunto infinito X que posee la topologia cofinita T,
cualquier sucesién converge a todos los puntos de X, y X es un espacio
T7. Por todo esto, el resultado en el siguiente teorema es relevante.

5.16. PROPOSICION. Sea (X, T) un espacio de Hausdorff. Si (xn)nen €s
una sucesion convergente, entonces (xp)nen converge a un solo punto.

DEMOSTRACION. Supongamos, por el contrario, que la sucesion () nen
converge a dos puntos distintos z y y. Como el espacio X es Ta, y = # v,
existen subconjuntos abiertos A y B de X tales que x € A, y € By
ANB = (). Ahora, aplicando el hecho de que la sucesion (xy, ), en converge
a x, podemos garantizar la existencia de un nimero natural N tal que
Tm € A para toda m > N. De igual manera, existe un niimero natural
M tal que para toda m > M se tiene que z,, € B. Consideremos ahora
un numero natural k£ > max{N, M }. Entonces sucede que z; € AN B.
Pero esto ultimo contradice el hecho de que A y B sean ajenos, por lo
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cual tenemos que la sucesién (z,)nen s6lo puede converger a un punto

de X. X

Como una aplicacién directa del teorema anterior, obtenemos el si-
guiente resultado en el que se obtiene una caracterizacion de los espacios
primero numerables T5.

5.17. COROLARIO. Sea (X,T) un espacio primero numerable. X es un
espacio de Hausdorff si y solo si toda sucesion en X tiene a lo mds un
limite.

DEMOSTRACION. Es claro que sélo hay que probar la suficiencia. Para
ello supongamos que X no es T,. Entonces existen dos puntos x,y €
X, con x # y, tales que cualquier par de abiertos U y V de X que
contengan a x y a y, respectivamente, se intersectan. Como X es primero
numerable, podemos considerar bases locales numerables B(z) = {U,, :
n € N} y B(y) = {V,, : n € N}, para los puntos = y y respectivamente.
Sin perder generalidad, podemos suponer que U,+1 C U, y que V41 C
Vi, para toda n € N. Como cada par de abiertos U, y V,, se intersectan,
podemos elegir z, € U, NV, para toda n € N. No es dificil verificar que
la sucesion (z,)nen converge en X tanto a z como a y. X

Como es natural, el resultado anterior puede generalizarse cuando en
lugar de sucesiones trabajamos con filtros como veremos en la proposi-
cién 5.19. Con la idea de motivar esta proposicion analicemos el siguiente
ejemplo de filtro convergente.

5.18. EJEMPLO. En el conjunto R? consideremos la coleccién
F={ACR?:|R?\ 4| < Ng}.

No es dificil demostrar que JF es un filtro en R%. Observe que cuando
dotamos al conjunto R? con la topologfa inducida por la norma eucli-
diana, el filtro F no converge a ningtin punto de R2.

En contraste, si equipamos a R? con la topologia cofinita, resulta
que el filtro F converge a cada uno de los puntos de R?. Efectivamente,
si Z es un punto cualquiera de R? y V es una vecindad de & respecto de
la topologia cofinita, entonces |R%\ V| < Rg. Por lo cual V € F. Como
toda vecindad de Z (en la topologia cofinita) pertenece a F, tenemos que
F converge a & en esta topologia.

5.19. PROPOSICION. Un espacio topoldgico X es Hausdorff si y sélo si
todo filtro en X tiene a lo mds un limite.
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DEMOSTRACION. =] Supongamos que F es un filtro en X que converge a
un punto x € X. Consideremos un punto y € X con y # z. Probaremos
que F no puede converger a y. Para ello consideremos dos abiertos ajenos
Ay Btales que x € Ay y € B. Como JF converge a z, se tiene que
A € F. Pero debido a que F es un filtro, no puede suceder que B € F.
En consecuencia, el filtro de vecindades de y no esté contenido en F. De
esto se deduce que F no puede converger al punto y.

<] Observe que si X no fuese un espacio T5, entonces existirian un
par de puntos diferentes x y y con la propiedad siguiente:

(x) ANB #( para todos los abiertos A y B tales que x € Ay y € B.

La propiedad (%) garantiza que todos los elementos de la coleccién

B={ANB:Ay B son abiertos con z € Ay y € B}

son diferentes del conjunto vacio. Como X € B, tenemos que B # ().
Pero mas aun, es sencillo verificar que B es cerrada bajo intersecciones
finitas. Por lo tanto, B es una base de filtro. Si consideramos ahora al
filtro Fg generado por B, obtenemos un filtro en X que converge a dos
puntos diferentes de X, x y . X

FEn nuestro siguiente resultado contestamos algunas de las preguntas
naturales que surgen al ser considerado el axioma de separaciéon T en
subespacios y producto de espacios topolégicos.

5.20. TEOREMA.

(1) Ty es una propiedad hereditaria.

(2) Sea X = [[;c; X, el producto topoldgico de una familia de
espacios topoldgicos no vacios X; (j € J). Entonces el producto
X es un espacio To si y solo si cada espacio X; es un espacio
T,.

DEMOSTRACION.

(1) Sean (X,T) unespacioTo y Y C X unsubespaciode X. Sizyy
son puntos de Y diferentes entonces, como X es de Hausdorff,
existen subconjuntos abiertos A y B de X tales que z € A,
y € By AN B = (). Por definicién de la topologia relativa,
tenemos que ANY y BNY son subconjuntos abiertos de Y.
Ademés se tiene que z € ANY,y € BNY y (ANY)N(BNY) = 0.

T
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(2) =] Fijemos un indice ¢ € J. Seleccionemos, para cada indice
j € J\ {i}, un punto a; € Xj;, y consideremos el siguiente
subespacio Y de X:

Y={zeX:z(j)eX; ya(j)=a; sij#iyax()eX;}

El subespacio Y es homeomorfo al espacio X; (véase el ejercicio
4.C.2). Entonces, aplicando el inciso anterior, tenemos que Y’
es un espacio de Hausdorff. En consecuencia, X; es un espacio
T (la propiedad de ser un espacio Hausdorff es una propiedad
topoldgica).

<] Sean x,y € X puntos distintos. Entonces existe un
indice i € J para el cual se tiene que z(i) # y(i). Como
el espacio X; es un espacio T, podemos elegir subconjuntos
abiertos U y V de X; tales que z(i) € U, y(i) e V.yUNV = .
Consideremos ahora los subconjuntos abiertos A = 7, Yoy
B = 7ri_1(V) del producto topoldgico X. Es claro que A y B
son ajenos porque U y V lo son. Ademds, como z(i) € U y
y(i) € V, se tiene que x € Ay y € B. Con todo lo anterior
podemos concluir que X es un espacio T5. X

Debido a que el espacio usual de los nimeros reales R es un espacio
T5, aplicando el inciso (2) del teorema anterior obtenemos que el espa-
cio producto RI%Y es un espacio Th. Asimismo, como C([0,1]) con la
topologia T), definida en el ejemplo 1.37 es un subespacio de RO es, él
mismo, un espacio 75.

5.21. OBSERVACION. Desafortunadamente el axioma de separacién
T5 también puede perderse en el proceso de construccién de un espacio
cociente. Incluso, aun cuando dicha construccién se realiza en espacios
topoldgicos con propiedades muy fuertes. Consideremos, por ejemplo,
al intervalo unitario [0, 1] equipado con la topologia de subespacio res-
pecto de la recta real R. Dicho espacio es un 15, y por ello, el producto
[0,1] x [0, 1] también lo es. Consideremos ahora la siguiente particién de
[0,1] x [0, 1].

D={{r} x[0,1]]:r€QnN[0,1]JU{{(r,y)}:r€PN[0,1] y y € [0,1]}

El axioma de separacion T, no se satisface en el espacio particién
(D, Tp), puesto que no es posible separar puntos diferentes de tipo (7, y),
conr e P=R\Q.
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Terminamos esta seccién con una util caracterizacion de los espacios
Ts.

5.22. PROPOSICION. Las siguientes proposiciones son equivalentes para
un espacio topoldgico (X, 7).

(1) X es un espacio To;

(2) para cada x € X, el conjunto {x} es igual a la interseccion de
las cerraduras de todos los subconjuntos abiertos de X que lo
contienen; esto es, {z} ={cl(U) :x €U € T}.

(3) la diagonal A = {(z,x) : x € X} es un subconjunto cerrado de
X xX.

DEMOSTRACION. (1) = (2). Supongamos que X es un espacio Th,
y consideremos € X. Claramente bastara demostrar que si y €
({cl(U) : x € U € T} entonces y = x. Supongamos lo contrario;
entonces, existen subconjuntos abiertos ajenos Ay B talesque x € Ay
y € B. Por la forma en que y fue elegido, tenemos que y € cl A. Como
B es un subconjunto abierto de X que contiene a y, BN A # (J; lo cual
contradice la elecciéon de A y de B. Por lo tanto, z = .

(2) = (3). Supongamos que (z,y) € (X x X)\ A. Entonces x # y.
Utilizando la hipétesis, podemos garantizar la existencia de un subcon-
junto abierto U de X tal que x € U y y & cl(U). Como y & cl(U),
existe un abierto W de X tal que y € W y W NU = (. Entonces
(,y) eUxW C (X x X)\AyUxW es un abierto de X x X.

(3) = (1). Sean z,y puntos diferentes de X. Entonces (z,y) €
(X x X)\ A. Como A es cerrado en X x X, (X x X)\ A es abierto en
X x X. Por ello, podemos elegir subconjuntos abiertos U y V' de X tales
que (z,y) € U xV C (X x X)\ A. Obsérvese que U NV = (), porque
si ocurriera que z € U NV entonces (z,z) € U x V. En consecuencia,
(z,2) € AN ((X x X))\ A), lo cual no es posible. Por lo tanto, podemos
concluir que X es Tb. X

2. Espacios regulares

Los axiomas de separacién que han sido introducidos hasta este mo-
mento permiten la separacién de puntos diferentes utilizando subcon-
juntos abiertos. Intuitivamente uno puede pensar que los objetos topo-
l6gicos que siguen en grado de complejidad a los puntos de un espacio
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FicUura 32. Axioma de separacién T3: el conjunto F' es
cerradoy z &€ F.

topoldgico son los subconjuntos cerrados del mismo (esto es asi, por
lo menos, en los espacios 177 ya que, recuerde, en dichos espacios los
conjuntos unipuntuales son siempre subconjuntos cerrados).

Por ello una pregunta muy natural es: ;jen cudles espacios topolégicos
es posible separar puntos de subconjuntos cerrados, utilizando para ello a
subconjuntos abiertos ajenos? O en forma mucho méas general podemos
preguntarnos: jen cudles espacios topologicos es siempre posible hallar
subconjuntos abiertos ajenos que separen a subconjuntos cerrados que
son ajenos?

Ambas preguntas fueron estudiadas por L. Vietoris, quien en 1921
introdujo los llamados espacios regulares o espacios T3.

5.23. DEFINICION. Un espacio topolégico X es un espacio regular o
T3 si satisface las siguientes condiciones:

(1) X es un espacio T7;

(2) para cualquier F' C X cerrado y = € X \ F existen conjuntos
abiertos ajenos U y V tales que x € U y F C V. (Véase la
figura 32)

Debido a que todo espacio regular es un espacio 17, todos los con-
juntos unipuntuales de un espacio regular son subconjuntos cerrados del
mismo. Podemos entonces aplicar la condicién (2) de la definicién de
espacio T3, y concluir que dos puntos diferentes en un espacio regular
siempre pueden ser separados por medio de abiertos ajenos, es decir,
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todo espacio T3 es un espacio T5. El reciproco no es cierto. Conside-
remos el conjunto de los ntimeros reales R con la topologia T que tiene
como subbase a los intervalos abiertos (a,b) y al conjunto Q de niimeros
racionales; es decir, una base para J son los intervalos abiertos y los
conjuntos de la forma Q N (a,b), con a,b € R, a < b. Observe también
que QQ es un abierto béasico en este espacio. En particular, la topologia
usual T, de R estd contenida en T, y por ello (R,T) es un espacio de
Hausdorff. Sin embargo, este espacio no es un espacio regular porque el
conjunto X \ Q es un subconjunto cerrado de X que no se puede separar
por medio de abiertos ajenos del punto 0.

El ejemplo anterior también sirve para mostrar que si J1 y T2 son dos
topologias en un conjunto X tales que 7 < Ta, entonces la regularidad
de (X,T1) no necesariamente implica que T sea regular. Tampoco es
siempre cierto que la regularidad de T2 implique la regularidad de la
topologia T;. Para mostrar esto basta suponer que 77 es la topologia
cofinita en R y Ty la topologia usual T, de R.

Otro hecho que es valioso comentar aqui es que la condicién (2) de la
definicién de espacio regular no implica por si sola que los subconjuntos
unipuntuales {z} sean cerrados; es decir, que el espacio sea T} (note que
esto fue utilizado fuertemente para demostrar que todo espacio regular
es un espacio T3). Un espacio con la topologia indiscreta ejemplifica
esto, ya que estos espacios topoldgicos satisfacen la condicién (2) pero
no la condicién (1).

5.24. EJEMPLO. Cualquier espacio métrico es un espacio regular. En
efecto, sea (X, d) un espacio métrico, ' C X cerradoy x € X \ F. Como
X\ F es un subconjunto abierto, existe r > 0 tal que z € B(x,r) C X\ F}
de tal forma que x € B(xz,5) C cl(B(z,5)) € B(x,r). Por lo tanto,
si Ay = B(z,5) y A2 = X \ cl(B(z,5)) se tiene que A; y Az son
subconjuntos abiertos ajenos tales que F' C As vy x € A;. Como X es
T1, tenemos que X es regular.

5.25. EJEMPLO. El plano de Moore (o plano de Niemytzki). Este
espacio esta constituido por el conjunto X de todos los puntos del

semiplano superior de R? incluyendo a todos los puntos del conjunto
Xo ={(z,0) : z € R}, esto es,

X ={(z,y) eR*:y > 0}.

Para definir la topologia que consideraremos en el conjunto X, definimos
los siguientes tipos de conjuntos (véase la figura 33):
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FiGurA 33. Abiertos bésicos del plano de Moore

(1) Para cada z = (a,b) € X \ Xo y r > 0 definimos
D(z,7) =X N{(z,y) €R?: (x —a)® + (y — b)? < r?};
(2) para cada z = (a,0) € Xo y r > 0, definimos
C(z,7) = {2z} U{(z,y) €R?: (x —a)® + (y — r)® < 1?}.
No es dificil demostrar que la familia
B={D(z,r):z€ X\ Xo, 7 >0} U{C(z,7):2 € Xo, r >0}

genera una topologia T que tiene a B como base. El espacio topoldgico
(X,7) es llamado plano de Moore o plano de Niemytzki. A continuacién
enunciamos y demostramos algunas de las propiedades basicas del plano
de Moore.

(1) Supongamos que T; es la topologia de subespacio del conjunto
X inducida por la topologfa usual de R?. Si A € T; entonces
A es un subconjunto abierto de X respecto de la topologia del
plano de Moore.

(2) El plano de Moore (X, T) es un espacio regular.

(3) Todo subconjunto A de Xy es un subespacio cerrado y discreto
del plano de Moore.
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DEMOSTRACION. (1) Supongamos que A C X es un subconjunto
abierto de (X, T7). Entonces existe un subconjunto abierto B de R? (se
estd considerando a R? con su topologia usual) tal que A = X N B. Para
cada z = (a,b) € A, existe una r, > 0 tal que B(z,7,) C B (porque
z € By B es abierto en R?). Entonces,

A=( U D(z,1.)) U ( U C(z,%)).

z€ AN(X\Xo) z€ANXo
Por lo cual, A es un subconjunto abierto del plano de Moore.

(2) Una sencilla manipulacién de la propiedad (1) permite demostrar
que el plano de Moore es un espacio T7. Asi que para demostrar la re-
gularidad del plano de Moore es suficiente verificar que éste satisface
la condicién (2) de la definicién de espacio regular. Para probarlo, su-
pongamos que F' C X es un subconjunto cerrado y que z = (a,b) ¢ F.
Como X \ F' es un subconjunto abierto que contiene a z, podemos elegir
un abierto bésico del plano de Moore U tal que z € U C X \ F.

Si z = (a,0), podemos suponer que U = C(z,1) = {z} U{(x,y) €
R?: (r —a)? + (y — r)? < r?} donde 7 > 0; y en el caso en que b # 0,
podemos suponer sin perder generalidad que U = D(z,r) = XN{(z,y) €
R?: (x —a)? + (y — b)? < r?} donde r > 0.

Para el caso en que U = C(z,r), consideremos al conjunto B =
{z}U{(z,y) e R?: (z —a)® + (y — §)* < (%)2} El conjunto B es
un subconjunto cerrado del plano de Moore (aplique la propiedad (1) al
complemento de B para convencerse de esto). Ademds z € C(z,5) C
B CUC X\ F. Entonces C(z,5) y X \ B son subconjuntos abiertos
del plano de Moore que son ajenos y que cumplen que z € C(z,3) y
FCX\B.

En el caso en que z = (a,b) y b # 0, consideremos al subconjunto
B=Xn{(r,y) €eR?: (z—a)?+ (y—0b)?%< (5)2} El conjunto B es
un subconjunto cerrado del plano de Moore. Ademaés, z € D(z,5) C
B C U C X\ F. En consecuencia, los conjuntos D(z,5) y X \ B son
subconjuntos abiertos ajenos del plano de Moore tales que z € D(z, §)
y F C X \ B. En conclusién, X es un espacio regular.

Para demostrar (3), notemos que si z = (a,b) € X \ Xo entonces
z € D(z, @) y D(z, @) N Xy = 0. En consecuencia z no puede ser punto
de acumulacién de A. Por otro lado, si z € X es arbitrario entonces
z € C(z,1) y C(z,1) N Xg = {z}. Por lo cual, ningin punto z de X
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puede ser punto de acumulacién de A. Asi, der(A) = (). En conclusién
A es cerrado y discreto . X

En el siguiente teorema establecemos formulaciones equivalentes a
la regularidad.

5.26. PROPOSICION. Sea (X,T) un espacio Ty. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(1) El espacio X es regular.

(2) Para cualquier punto x € X y cualquier abierto U de X tal que
x € U, existe un abierto V tal que x € V C cl(V) CU.

(3) Cada punto x de X tiene una base local de vecindades formada
por subconjuntos cerrados.

DEMOSTRACION. (1) = (2) Si X esregulary z € U, donde U es abierto,
entonces X \ U es un subconjunto cerrado que no contiene a . Como X
es regular, existen abiertos ajenos Vi y Va talesque z € Vi y X\U C Va.
De esta forma tenemos que X \ V4 es un subconjunto cerrado de X tal
que X \ Vo C U. Definamos V = V;. Es claro que z € V C cl(V) C
X \ V5 C U, como se queria demostrar.

(2) = (3). Sea x € X arbitrario. Definamos V(z) = {cl(V) : V €
T con x € V}. Claramente todos los elementos de V(x) son vecindades
del punto z. Es fdcil comprobar que la condicién (2) implica que la
familia V(x) es una base local de vecindades de z.

(3) = (1). Sean z € X y F un subconjunto cerrado de X tal que
x ¢ F. Por hipdtesis, existe una base local de vecindades V(z) para x
formada por subconjuntos cerrados de X. Como X \ F' es un abierto que
contiene a z, podemos elegir un elemento V € V(z) conz € V. C X\ F.
Como V es una vecindad de z, existe un abierto U tal que x € U C V.
Observe ahora que los conjuntos U y X \ V son subconjuntos abiertos
ajenos de X tales que x € Uy FF C X \ V. En consecuencia, X es un
espacio regular. X

No es muy complicado demostrar que todo subespacio de un espacio
regular es un espacio regular (dejamos la verificacién de esta afirmacién
como un ejercicio para el lector). Naturalmente la regularidad es una
propiedad topoldgica. Una confirmacién detallada de esto es: Sea X un
espacio regular y sea h : X — Y un homeomorfismo. Como la propiedad
T1 es una propiedad topoldgica, bastarda demostrar que Y satisface la
condicién (2) en la definicién 5.23. Para ello, supongamos que F' C Y
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es un subconjunto cerrado de Y y que y € Y \ F' es un punto arbitrario.
Entonces, existe z € X tal que h(z) = y y = € h~}(F). Note ahora
que h~!(F) es un subconjunto cerrado de X. Por la regularidad de X,
podemos concluir que existen subconjuntos abiertos ajenos A; y Ag de
X tales que z € A1 y h™}(F) C Ay. Como h es un homeomorfismo,
tenemos que h(A1) y h(Az) son abiertos ajenos de Y. Ademds, se tiene
que y € h(A;1) y F C h(As2). Por lo tanto, Y es un espacio regular.

A continuacién contruimos un espacio cociente de un espacio regular
que no es regular.

5.27. EJEMPLO. Consideremos en R? al subespacio X = {(z,0) :
x € R}U{(z,1) : x € R}, y sea Y el espacio particién (D, Tp), donde

D= {(,0), (z, 1)} : 2 € R\ {0}} U {{(0,0)}, {(0, 1)} }.

Por la proposicién 5.13 el espacio particion (D, Tp) es un espacio T3.
Debido a ello, el conjunto F' = {{(0,0)}} es un subconjunto cerrado
de D. El conjunto F' no se puede separar por medio de subconjuntos
abiertos ajenos de D del punto z = {(0,1)}. Verifique el lector que la
proyeccién natural p : X — D es una funcién continua y abierta.

5.28. TEOREMA. Sea {X; : j € J} una familia de espacios topoldgicos
no vacios. El espacio producto HjeJ X es regular si y sélo si cada factor
es un espacio regular.

DEMOSTRACION. Supongamos que X = HjeJ X es un espacio regular.
Como cada espacio X es homeomorfo a un subespacio de [ jeg Xj para
cada j € J (véase ejercicio 4.C.2), podemos concluir que cada espacio
X es un espacio regular.

Por otro lado, supongamos que cada factor X; es un espacio regular.
Consideremos un subconjunto abierto A de X = [] jes Xj y un punto
arbitrario x € A. Como A es abierto y © € A, existe un subconjunto
abierto basico B = 7rj_11(Aj1) N 7rj_21(Aj2) NN 7rj_nl(Ajn) de X tal que
x € B C A. Entonces zj, = m;,(z) € Aj, para toda k = 1,2,...,n.
Como cada uno de los espacios X, es un espacio regular (y cada Aj,
es un subconjunto abierto de Xj, ), para el punto x;, de Aj,, existe
un subconjunto abierto Bj, en Xj, tal que z;, € Bj, C clBj, C Aj,
(para toda k = 1,2,...,n). Tenemos entonces que el conjunto B =
Fj_ll(le) N TFj_Ql(Bj )N« N 7Tj_n1(Bj ) es un subconjunto abierto de X
con las siguientes propiedades

r€eBC 7rj_11(clBj1) ﬂﬂj_Ql(ClBjQ) M- ﬂwj_nl(clBjn) C A.
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Podemos entonces concluir que B es un subconjunto abierto de X tal
que x € B Ccl B C A. En consecuencia, X es un espacio regular. X

Ejercicios

5.A. Espacios Ty, 11, y 15

(1) La diferencia entre métrica y pseudométrica se puede expresar en

terminos del axioma Tg:
Recordemos que una pseudométrica en un conjunto X es una

funcién p : X x X — RT U {0} con las siguientes propiedades:

(a) Para todo z € X, p(z,x) =0,

(b) Para todo 7,y € X, p(z,y) = p(y, 2),

(c) Para todo z,y,2 € X, p(x,y) + p(y, 2) = p(z, 2).
Al igual que en el caso de los espacios métricos, para todo z € X
y r > 0, se define la bola abierta de radio r con centro en x en el
espacio pseudométrico (X, p), como el conjunto

B(z,r)={y e X :plz,y) <r}.

Es fécil verificar (la verificacién es similar al caso de métricas) que la
familia

T,={0}U{F C X : E es unién de algunas bolas abiertas }

es una topologia en X; y esta topologia es la topologia generada por
la pseudométrica p en X.

Demuestre que una pseudomeétrica p definida en un conjunto X
es una métrica si y solo si la topologia que genera es una topologia
Tp.

(2) Aplicando el resultado del problema anterior, demuestre que el espa-

cio topolégico (C(I),T,), donde p es p(f,g9) = méax{|f(z) — g(x)] :
x € cl(E)}, E no es subconjunto denso de I 'y C(I) es el conjunto de
todas las funciones reales continuas definida en el intervalo cerrado
I =10,1], no es un espacio Tp. (Véase el ejercicio 1.A.(9)).

(3) Dé un ejemplo de un espacio Ty tal que {z} no es cerrado para todo

zeX.
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Podemos verificar que la imagen continua y abierta de espacios T no
siempre es un espacio Ty, considerando al conjunto {0,1} dotado de
la topologfa indiscreta y a la funcién f: R — {0,1} dada por

)1 sizeqQ,
f(x)_{O six & Q,

donde R esta considerado con su topologia usual T.. Observe que f
es una funcién continua y abierta, pero que {0,1} no es un espacio
To.

Todo espacio topolégico tiene asociado un espacio cociente que es Tp.
Esto fue demostrado por M. H. Stone en 1936. Dicho espacio cociente
lleva el nombre de Ty-identificacion.

La Tp-identificacion de un espacio topoldgico X, es el espacio
particién generado por la relaciéon de equivalencia en el conjunto X
definida por la férmula = ~ y si y sdlo si cl{z} = cl{y}. Verifique
que en efecto el espacio cociente X/ ~ es T.

Consideremos un conjunto X con por lo menos dos elementos. Fije-
mos un punto xg de X y definamos, para cada A C X, al conjunto
cl A de la siguiente manera:

CIA:{AU{xO} si A0
0 si A=0.

Verifique que el operador A — cl A que hemos definido de esta
forma satisface todos los axiomas de Kuratowski y por ello genera
una topologia T en X (ver 2.24). Pruebe que la topologia T generada
por este operador cerradura es Ty pero no T7.

Verifique que los subconjuntos finitos de un espacio topoldgico T3 son
subconjuntos cerrados.

Dé un ejemplo de un espacio X que satisfaga la condicién (2) de la
definicién 5.23, y de una funcién continua, abierta, y sobreyectiva f
definida en X y con valores en un espacio Y que no es 1.

Pruebe que todo espacio finito T es un espacio discreto (es decir, su
topologia es la discreta).

Suponga que X es un espacio 7. Compruebe que un espacio cociente
X/~ es un espacio T si y sélo si cada elemento de X/~ es un
subconjunto cerrado de X.

Verifique que la imagen continua de un espacio topolégico T;, donde
1 =0,1,2, no es necesariamente un espacio T;.

Demuestre que si X es un espacio T; y Y C X entonces Y también
es un espacio T;, donde i = 0,1, 2.

Sea i € {0,1,2}. La suma topolégica libre @;c;X; es T; si y sélo si
cada X; es T;.

T
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(14)

(21)

(22)

5. Axiomas de separacién

Sea i € {0,1}. Suponga que X =[] X, es el producto topoldgico de
una familia de espacios topolégicos X, donde cada X, es un espacio
T; para toda o € J. Demuestre que X es un espacio T;.

Por otro lado, pruebe que si el producto X = [ X, es un
espacio T; entonces cada factor también lo es.
Sea B un subconjunto fijo de un conjunto X. Para cada A C X no
vacio, defina cl(4) = AU B y cl® = (. Demuestre que lo anterior
permite definir una topologia en X. ;Bajo qué condiciones en B el
espacio resultante es un espacio Ty (respectivamente, Ty y T5)?
Pruebe que el espacio de Sierpinski (ver 5.2 inciso (1)) y cualquier
espacio indiscreto con mas de un punto no son espacios 75.
Sean T7 y T dos topologias en un conjunto X con la propiedad
T; < T5. Demuestre que si (X,T7) es un espacio Hausdorff entonces
(X,T32) también es un espacio de Hausdorff.
Sea f : X — Y continua, abierta y sobreyectiva. Entonces Y es
Hausdorff si y sélo si el conjunto {(x1,22) : f(x1) = f(x2)} es un
subconjunto cerrado de X x X.
Sean f,g: X — Y funciones continuas, donde Y es Hausdorff. Com-
pruebe que el conjunto {z € X : f(x) = g(x)} es un subconjunto
cerrado de X. Concluya que si f : X — X es continua y X es
T, entonces el conjunto de puntos fijos {x € X : f(z) = z} es un
subconjunto cerrado de X.
Sean f,g : X — Y funciones continuas, donde Y es Hausdorff. Su-
ponga que f y g tienen los mismos valores en un subconjunto denso
de X. Demuestre que f = g.
Verifique que cada retracto (véase la definicién de retracto en 3.A.(15))
de un espacio T es un subconjunto cerrado del espacio.
(El espacio de Fort modificado). Sea X = NU{x1,z2}, con x1, 22 ¢ N
y x1 # xo. La topologia de X es establecida declarando sistemas de
vecindades para cada uno de los puntos de X. Para cada n € N,
{n} € Tx. Ahora, A C X es vecindad abierta de x; si z; € Ay
IN\ A| < Xg (para ¢ = 1,2). El espacio es T; pero los puntos z1 y 2
no pueden ser separados con abiertos ajenos. Sea f : N — X dada
por f(m) = m para toda m € N. Pruebe que la sucesién f converge
en X tanto a x1 como a xs.

5.B. Espacios regulares

(1)
(2)

Verifique que la imagen continua de un espacio topolégico T5 no es
necesariamente un espacio 75.

Demuestre que si X es un espacio T3 y Y C X entonces Y también
es un espacio T3.
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(3) Demuestre que la suma topolégica libre @,c;X; es T3 si y sélo si
cada X es T3.

(4) Verifique que la linea de Sorgenfrey, la linea de Michael, y cualquier
espacio linealmente ordenable, son ejemplos de espacios regulares.

(5) Demuestre que un espacio T; (X, 7T) es un espacio T3 si y sélo si para
todo F' C X cerrado existe una familia B C T tal que F C U para
toda U € By F={clU : U € B}.

(6) Pruebe que un espacio Ty que satisfaga la condicién (2) de la definicién
5.23 debe ser Ts.

(7) Sea T, la topologfa usual de R, y definamos B = T.U{R\{% : n € N}}.
Consideremos la topologia T en R que genera B como una subbase.
Demuestre que el espacio topolégico (R, T) es un espacio T5 que no
es T3.

(8) Compruebe que el cociente de un espacio regular no es necesariamente
un espacio regular.

(9) Recordemos que para todo espacio topolégico X, un subconjunto
Y C X es discreto si Y con la topologia heredada de X es un espacio
discreto. Sea X un espacio T infinito.

(a) Corrobore que en X existe un punto = y un abierto V tal que
x € Vy X\ V es infinito.
(b) Demuestre que X contiene un subespacio discreto numerable.
Es decir, cada espacio T, infinito contiene como subespacio a
los ntimeros naturales N.
(Sugerencia: Por (1), existen z; € X y V; abierto en X tales
que z1 € V3 y X \ V; es infinito. Ahora, como X \ V] es un es-
pacio T5 infinito, aplicando nuevamente (1) podemos garantizar
la existencia de un punto xo € X \ V1 y un abierto en X \ V; V5
tales que z9 € Vo y X \ (V1 UV4) es infinito. Continue en forma
inductiva).
(10) Suponga que (X,T) es un espacio regular. Sea J7 otra topologfa en
X tal que T C T3 jSucederd entonces que (X, T7) es un espacio T37
(11) Sea (X,7) un espacio topolégico y Y C X . No es dificil demostrar
que si (X, T) es un espacio T; (i < 2) entonces (X, Ty) (véase el ejem-
plo 1.12) también satisface T;. Pruebe que este resultado permanece
cierto si consideramos ¢ = 3.
(12) Sea X un espacio regular tal que para cada abierto V' de X, se tiene
que | X \ V| < Rq. Verifique que X debe ser finito.

Ahora suponga que X es un espacio regular infinito. Demuestre
que X contiene una familia celular (véase el ejercicio 3.F.(2)) de car-
dinalidad R, cuyos elementos son cerrados regulares de X (véase el
ejercicio 2.D.(13)). (Use induccién).



“librocasarrubiastamariz” — 2015/1/20 — 7:15 — page 170 — #180

170 5. Axiomas de separacién

(13) Sea X un conjunto no vacio, y sea 7 una cadena de topologias para
X tal que si T € 7 entonces T es una topologia T5. Corrobore que la
topologia en X generada por |7 es también una topologia T5.

(14) (Productos Caja). Sea {X; : j € J} una familia infinita de espacios
topoldgicos. Pruebe que si cada espacio X; (j € J) es un espacio T
(respectivamente, regular), entonces el producto caja Ojc X, es un
espacio Ty (respectivamente, regular).

(15) (Topologia de Vietoris). Sea F(X) el espacio de subconjuntos cerra-
dos no vacios del espacio topolégico X, provisto con su topologia de
Vietoris definida en el ejercicio 1.G.(4). Pruebe que F(X) es Haus-
dorff si y sélo si X es un espacio regular.

(Sugerencia: Supongamos que X no es regular. Sean z € X
y F un cerrado en X que no contiene a z tales que no pueden ser
separados por abiertos ajenos en X. Demuestre que FU{z} y F son
puntos en F(X) que no pueden ser separados por abiertos ajenos en

F(X).)

Ejercicios adicionales del capitulo 5

5.C. El espectro primo Spec(A) de un anillo A

Sea A un anillo conmutativo con elemento identidad 1, y sea X el conjunto
de todos los ideales primos de A. Para cada subconjunto E del anillo A,
definimos V(E) = {p € X : E C p}; es decir, V(E) es el conjunto de todos los
ideales primos de A que contienen al conjunto E. Demuestre que la familia de
conjuntos F = {V(FE) : E C A} tiene las siguientes propiedades:

(1) Si E C A es arbitrario y ag es el ideal de A generado por el conjunto
E, entonces V(E) = V(ag).

(2) V{0}) = X y V({1}) = b;

(3) si {Ej : j € J} es una coleccién arbitraria de subconjuntos de A,
entonces V(U;c s Ej) = N;jes V(E));

(4) V(EYUV(F)=V(agNap).

Las propiedades (1)—(3) de la familia F permiten demostrar que la coleccién
T={A\V(E): E C A} es una topologia para X, la cual es llamada topologia
de Zariski. Obsérvese que los elementos de la familia F son los subconjuntos
cerrados de X. El espacio topoldgico (X,T) se denomina espectro primo de
A, y se denota usualmente con Spec(A). El espectro primo de un anillo A es
siempre un espacio Tp; pero no es 17 cuando el anillo A tiene por lo menos un
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ideal primo que no sea maximal. La razén de ello son las siguientes propiedades
del espectro primo de un anillo (demuéstrelas).

(1) Para todo p € X (i.e, para todo ideal primo p de A), cl{p} = V (p);
(2) Para todo p € X, el conjunto {p} es cerrado si y sélo si p es un ideal
maximal de A.

5.D. Grupos topolégicos

(1) Sea (G, *,T) un grupo topoldgico y sea e el elemento idéntico en G.
Demuestre que para cada vecindad U de e, existe una vecindad V de
etal que V2 = {x*y:x,y € V} estd contenida en U.

(Sugerencia: Use la continuidad de * en el punto (e, e)).

(2) Use el inciso anterior para demostrar que para cada vecindad U de
e, podemos encontrar una segunda vecindad V de e que satisface
clgV CU.

(3) Demuestre que todo grupo topolégico Ty es Ty, y concluya que todo
grupo topoldgico T} es regular.

(4) Sea G un grupo topoldgico y H un subgrupo. Pruebe que si existe
una vecindad U de la identidad e en G tal que clgU N H es cerrado
en GG, entonces H es cerrado.

(Sugerencia: Tome una vecindad V de e tal que V2 C U, y
tome x € clgH. Para demostrar que = pertenece a H, observe que
27t € clgH (vea el ejercicio 4.9.(9)). Tome y € (x=1 % V)N H.
Demuestre que z xy € clgU N H.)

(5) Demuestre que cualquier subgrupo discreto H de un grupo topoldgico
G es cerrado en G.

5.E. Funciones Cardinales Topolégicas

(1) Sea X un espacio topoldgico T} y sea € X. Una coleccién V, de
vecindades de z es una pseudobase de x si {x} = (V.. El pseu-
docardcter de X en el punto z, el cual denotaremos por ¥ (z, X),
es el minimo nimero cardinal 7 tal que x tiene una pseudobase
de cardinalidad 7. Por dltimo, el pseudocardcter de X, ¥(X), se
define como el sup,cx?(x,X). Demuestre que para cada x € X,
Pz, X) < x(z, X).

(2) Una red en un espacio topolégico X es una coleccién R de subconjun-
tos de X tal que cada subconjunto abierto no vacio de X es la unién
de elementos de alguna subcoleccién de R. El peso de red nw(X) de
X es el menor cardinal 7 tal que X tiene una red de cardinalidad 7.
Demuestre que siempre se cumple d(X) < nw(X) < min{w(X), | X|}.
(Observe que tanto en este ejercicio como en 3.H. estamos usando la
palabra red para designar ciertos objetos matematicos, y es impor-
tante mencionar que designan objetos diferentes),
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3)

(®)

5. Axiomas de separacién

Demuestre que si f : X — Y es una funcién continua suprayectiva,
entonces nw(Y) < nw(X).
Para cualquier subespacio Y de X se cumple nw(Y) < nw(X).
El abanico V(Xg), definido en 4.E.(7), satisface las relaciones:
X(V(Ro)) > Ro =1(V(Ro)) y w(V(Ro)) > No = nw(V(Ro)).
Pruebe que si X es un espacio topolédgico linealmente ordenado, en-
tonces Y(z, X) = x(z, X) para todo z € X.

(Sugerencia: Sea V una pseudobase local de 2 en X. Para cada
V €V, existe un intervalo abierto Jy tal que x € Jyy C V. Pruebe
que la coleccién {Jy : V € V} es una base local de x en X.)
Pruebe que si X es un espacio topolégico linealmente ordenado, en-
tonces nw(X) = w(X).

(Sugerencia: Considere una red R en X de minima cardinalidad.
Para cada N € R, tomese

N = clx( U [a,b]).

a,beN,ab

Demuestre que N es un intervalo cerrado en X para toda N € R.
Observe que N es un conjunto unipuntual si N lo es. Tomemos los
conjuntos A = {a € X : @ es un maximo de algin N} y B={be X :
b es un minimo de algtin N}. Pruebe que R = {N : N € R} es una red
de X y que {(a,b) : a € A,b € B}U{(+,b) : b€ B}U{(a,—):a € A}
es una base de X.)

Verifique que las igualdades ¥(x, X) = x(z, X) (para todo z € X) y
nw(X) = w(X) también se cumplen si X es un espacio métrizable.

5.F. Axiomas de separacion y funciones cardinales

Véase el ejercicio 3.FE para consultar las definiciones de las funciones car-

dinales d y w.

(1)
(2)
3)

(4)

Sea X un espacio Ty, demuestre que | X| < 2@(X),

Sea X un espacio Ty. Pruebe que | X| < 22"
Demuestre que no existe cota superior para las cardinalidades de los
espacios separables T7 (compare con el problema anterior).
Verifique que para un espacio regular X siempre se cumple la de-
sigualdad w(X) < 24X,

(Sugerencia: Sea D un subconjunto denso tal que |D| = d(X).
Demuestre que el conjunto B = {intcl B : B C D} es una base para
X).
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5.G. Limites de funciones respecto de filtros

(1) Sean X un conjunto, ¥ un filtro en X, y f : X — Y una funcién a
un espacio topolégico Y. Diremos que un punto yo € Y es Iimite de
f con respecto al filtro F si para toda vecindad V de yp en Y existe

F € F tal que f(F) CV.
Al hecho que yg es un limite de f con respecto a F se le denota

Yo € li;n I

(a) Dé ejemplos de espacios topoldgicos X, de filtros F y de fun-
ciones f para los cuales el conjunto librtn f tenga cardinalidad

igual a cero, igual a 1 y sea exactamente igual a X, respectiva-
mente.

(b) Sean X un conjunto, F un filtroen X,y f : X — Y una funcién
a un espacio de Hausdorff Y. Demuestre que si existe un limite
de f con respecto a F, entonces éste es unico.

(¢) Demuestre que si Y es un espacio topologico que tiene la pro-
piedad que para todo conjunto X, todo filtro F en X y toda
funcién f : X — Y existe a lo més un limite de f con respecto
a F, entonces Y es de Hausdorff.

(Sugerencia: Suponga que Y no es de Hausdorff; para demostrar
la afirmacion es suficiente construir un conjunto X, un filtro F
en X y una funcion f : X — Y tal que f tiene dos limites
diferentes con respecto a F.

Considere para ello X =Y, y sean y;,ys dos puntos distintos
de Y que no tienen vecindades ajenas. Sea

F={ViNVy:V; es vecindad de y; y V5 es vecindad de ys }.)
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Capitulo

Espacios normales y completamente
regulares

En el capitulo anterior estudiamos algunos axiomas en espacios topo-
l6gicos que nos garantizan separar, por medio de subconjuntos abiertos,
parejas de puntos y subconjuntos cerrados de puntos. Nuestra expe-
riencia hasta ahora ha sido que cuando aumentamos algunos axiomas
de separacion a aquellos que definen a un espacio topoldgico, obtenemos
clases de espacios que tienen mayor riqueza en su estructura topoldgica.

En el presente capitulo estudiaremos axiomas de separacién definidos
por funciones continuas. Es decir, analizaremos espacios topolégicos
en los cuales estdn definidas una gran variedad de funciones continuas
con valores en los nimeros reales. Seran ahora esas funciones conti-
nuas las que permitiran separar puntos de cerrados y cerrados entre si.
Introduciremos estos axiomas, llamados de normalidad y regularidad
completa, en las secciones 6.1 y 6.2.

En la seccién 6.3 estudiaremos el Lema de Urysohn, el Teorema de
extensién de Tietze y el Teorema de inmersién de Tychonoff. Estos
constituyen tres de los teoremas fundamentales y fundacionales de la
topologia general, muestran la riqueza de la estructura topoldgica de los
axiomas de separacion presentados en las secciones 6.1 y 6.2, y son la
culminacién de toda la teoria desarrollada en este libro hasta esa seccion.

1. Espacios normales

Un axioma de separacion mas fuerte que el axioma de separacién T3
es el axioma 74 o axioma de normalidad. El axioma de normalidad
fue introducido por Heinrich Tietze en el primero de una serie de tres
articulos que aparecieron en 1923 (véase la referencia [63]). Este axioma

175
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de separacion también fue introducido y estudiado independientemente
por P. Alexandroff y P. Urysohn en 1924 en su articulo [1].

6.1. DEFINICION. Un espacio topolégico (X, T) es normal o Ty si X
tiene las siguientes propiedades:

(1) X es un espacio 11; y

(2) para cualesquiera subconjuntos cerrados y ajenos F; y Fy de
X, existen abiertos ajenos A1 y As de X tales que F} C Ay y
Fy C As.

Debido a que en cualquier espacio T los conjuntos formados por un
s6lo punto son subconjuntos cerrados, si F' es un subconjunto cerrado
de un espacio normal X y = ¢ F, podemos aplicar la condicién (2) de
la definicién 6.1 a los subconjuntos cerrados F; = {z} y F, = F, para
poder concluir la existencia de un par de subconjuntos abiertos ajenos
Ay y Ag tales que x € A1 y F C As. De esta forma obtenemos que los
espacios normales son espacios regulares. Pero el reciproco no es cierto

(ver 6.6).

6.2. EJEMPLOS.

(1) Todo espacio métrico es un espacio normal. Supongamos que
(X, d) es un espacio métrico, y sean Fj, Fy subconjuntos cerra-
dos ajenos en X. Como F; C X\F», para cada punto = €
F) podemos elegir 0, > 0 tal que x € B(x,d;) C X\Fb.
Andlogamente, para todo punto y € F> podemos elegir €, > 0
tal que y € B(y, ey) C X\ Fi. Definamos

Ay = U B(:’Ua%) y Ag = U B(y’%)

zel yeFy

Claramente los conjunto A; y As son subconjuntos abiertos de
(X,d) que contienen a F) y a Fj, respectivamente. Ademaés,
Ay y Az son ajenos ya que si z € A; N Ag entonces existen
x € Fy yy € F, tales que z € B(x,%“) N B(y,%). Pero
entonces d(z,y) < d(x,z) + d(z,y) < %’” + % < méx{ds, ey}, y
en consecuencia x € B(y, €,) o bien y € B(x,d;), lo cual no es
posible. De esta manera, A; y As son ajenos.

En particular, cualquier espacio de Baire k* es normal (véase

el ejercicio 4.C.(9)).
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(2) Cualquier conjunto no vacio bien ordenado (X, <) es un espacio
normal cuando se considera en X la topologia inducida por el
orden (véase el ejemplo 1.38). Supongamos que (X, <) es un
conjunto bien ordenado. Primeramente notemos que X es un
espacio de Hausdorff por lo dicho en el ejemplo 5.15, v que
ademds, para todo z,y € X con =z < y el conjunto (z,y] =
{z € X : © < z < y} es siempre un subconjunto abierto de
X. Efectivamente, simplemente observe que si X tiene tltimo
elemento y dicho elemento es y, entonces (x,y] es el segmento
final D, = {z € X : < z}, el cual es un abierto bésico de
la topologia del orden. Si y no es el ultimo elemento de X,
entonces (z,y| = (z,y’), donde y' es el sucesor inmediato de y.

Demostremos ahora que X es un espacio normal. Supon-
gamos que F1 y Fb son subconjuntos cerrados ajenos no vacios
de X, y sea zp = minX. Observe que {zo} es siempre un
subconjunto abierto y cerrado de X.

Caso 1. xg ¢ Fy U F,. Consideremos un punto arbitrario
y€ F. Comoy € F} C X\ Fyy F; es cerrado en X, existe un
subconjunto abierto basico (zy, 2) tal que y € (zy,2) C X\ Fa.
Observe que el intervalo (xy, 2) contiene al conjunto (z,,y|. De
esta manera, para cada y € F; podemos seleccionar un intervalo
de tipo (zy,y| que contiene a y y que es ajeno del subconjunto
cerrado F5. Similarmente, para cada b € F5 podemos elegir un
conjunto de tipo (ap, b] ajeno de Fj. Definamos

U= U (xyay} Yy V= U(abab]‘
yer beFy
Los conjunto U y V son abiertos ajenos de X que contienen a
los subconjuntos cerrados F; y Fb, respectivamente.

CASO 2. xg € F1UF,. Supongamos que xg € F;. Aplicando
el mismo argumento al hecho en el caso 1, podemos construir
subconjuntos abiertos ajenos U y V tales que Fy \ {0} CU y
F, C V. Entonces F; C U U{xo} y F» C V, y los conjuntos
UU{zo} y V son abiertos ajenos de X.

En particular, los espacios bien ordenados [0,w;) y [0, w;] son nor-
males.

El siguiente teorema proporciona una caracterizaciéon de la norma-
lidad andloga a la que se establece en el teorema 5.26 para el caso de
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la regularidad (dejamos la demostracién del teorema como un ejercicio;
vea 6.A.(3)).

6.3. PROPOSICION. Sea (X,T) un espacio Ty. El espacio X es un espacio
normal si y solo si para todo subconjunto cerrado F' de X y para cada
subconjunto abierto A de X tal que F' C A, existe un abierto B de X
tal que F C B CclB C A.

Hemos mostrado hasta aqui que los axiomas de separacion Tg, 11, T
y T3 tienen un “buen comportamiento” cuando se trata de subespacios
y productos; es decir, para i = 0,1,2,3 cualquier subespacio de un es-
pacio T; es un espacio T; y el producto de espacios T; conserva también
esta propiedad. Desafortunadamente, en el caso de los espacios nor-
males, este buen comportamiento desaparece. Los siguientes ejemplos
de espacios topoldgicos muestran el comportamiento erratico que tiene
la normalidad con respecto a productos y subespacios.

6.4. EJEMPLO. El espacio producto [0,w;) X [0,w;]. Consideremos
a los conjuntos [0,w1) = {a:a < w1}y [0,wi] = {a:a < w} (véase
la secciéon A.8). Como ya se ha mencionado, consideramos en ambos
conjuntos la topologia del orden inducida por el orden de los ntimeros
ordinales (consulte el ejemplo 1.38). Resulta que ambos espacios son
espacios Ty y que [0,w;) es un subespacio de [0, w1].

AFIRMACION. El espacio producto [0,w1) X [0,w1] no es normal.

En efecto, el espacio [0,w;] es un espacio de Hausdorff (cf. ejemplo
5.15), por ello la diagonal A = {(a, @) : a € [0,w;]} es un subespacio
cerrado de [0,w;] x [0,w1]. Entonces el subespacio A = A\ {(w1,w1)} es
un subespacio cerrado de [0,w1) X [0,w;]. Definamos B = [0,w1) X {w1 }.
Resulta que B es un subespacio cerrado de [0,w1) X [0,w1] que es ajeno
de A. En seguida demostraremos que para estos dos subespacios de
[0,w1) X [0,w1] no existen abiertos ajenos U y V de [0,w;) X [0,w:] tales
que A C U, B C V. Supongamos, por el contrario, que existen tales
subconjuntos abiertos U y V. Entonces sucede lo siguiente:

Para cada o < wq, existe un ordinal § con o < 8 < wy para el cual el
punto («, 3) no pertenece a U.

Para demostrar esta iltima afirmacién fijemos un punto o < wy, si
ocurriera que para todos los puntos 8 € (a,w;) se tuviera que (o, 8) € U,
entonces necesariamente el punto (a,w;) perteneceria a la cerradura de
U; esto es, (a,w1) € cl(U) (la cerradura es tomada en el producto
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[0,w1) x [0,w1]). Esto es asi porque (o, w1) es punto de acumulacion del
conjunto {(a,f) : a < B < wi}. Pero entonces los abiertos U y V se
intersectan porque el subconjunto abierto V' contiene a B, y por ello,
contiene a (o, wq). Es claro que esto contradice la eleccién de U y V.
Por esta razén no todos los elementos de tipo («, ) pertenecen a U.
Esto demuestra la afirmacion.

Definamos ahora, para cada o < wi, a f(a) = min{f € (a,w;) :
(o, ) ¢ U}. Sea a; < w; fijo, y definamos o411 = B(a,) para cada
n € N. Entonces (a,)nen s una sucesién en wj. Note que debido a
que {ay, : n € N} es un conjunto numerable de ordinales menores que
w1, este conjunto es un subconjunto acotado de [0,w;), y por ello existe
a* = sup{ay, : n € N} en [0,w;). Como la sucesién (ap)nen €s una
sucesion creciente, ésta converge a o en [0,w;). Entonces lim S(a,) =
o*. En consecuencia, (o, 8(ay,)) es una sucesiéon que converge a (o, a*)
en el espacio [0,w;) X [0,w;]. Ahora observe que (a*,a*) € A C U
y que ningin punto de tipo (o, 3(ay,)) pertenece a U; esto es una
contradiccién. Por lo anterior, el espacio [0,w1) X [0, w1] no es un espacio
normal. X

Las propiedades del espacio [0,w;) X [0,w;] fueron estudiadas por
primera vez por Jean Dieudonné en 1939. Este mismo espacio topoldgico
fue construido, y estudiado, independientemente por A. P. Morse.

Como hemos verificado en el ejemplo anterior, la normalidad no es
una propiedad productiva. Pero este ejemplo trata con el producto de
dos espacios diferentes. Como una aplicacién del siguiente resultado,
conocido como el Lema de Jones, demostraremos que la Linea de Sor-
genfrey es un espacio normal cuyo cuadrado no es un espacio normal.
El resultado que utilizaremos para hacer esto fue demostrado por F. B.
Jones en 1937, y es de gran relevancia en la topologia general. Es im-
portante mencionar también que él mismo tiene una versién mas general
en términos de funciones cardinales (véase el ejercicio 6.A.(4)).

6.5. TEOREMA (F. B. Jones). Sea X un espacio normal separable. Si
X contiene un subespacio discreto y cerrado de cardinalidad k, entonces
2r < 2o,

DEMOSTRACION. Sea Y un subespacio discreto y cerrado de X de car-
dinalidad « y sea D un subespacio denso numerable de X. Como
cada subconjunto de Y es un subconjunto cerrado de X, tenemos que
para cada A C Y existen subconjuntos abiertos ajenos Ug y V4 de
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X tales que A C Uy y Y\ A C V4. Para todo A C Y, definamos
Cyq = Ua N D. Notemos primeramente que si A, B C Y son diferen-
tes, entonces clUy # clUpg. En efecto, como A # B se tiene que
A\ B # 0 o B\ A # 0 (o ambos casos). Sin pérdida de genera-
lidad podemos suponer que A\ B # (. Entonces cl(Us) N Vg # 0
(porque A\ B C cl(Ua)NVR). De esto dltimo podemos ya concluir que
cl(Uy) # clUp porque cl (Ug) NV = 0.
Observe ahora que para cada A C Y se tiene que

cl(Uy) =cl(UanD)=cl(Cy)

(esto debido a que D es un subconjunto denso de X). En consecuencia,
podemos concluir que si A, B C Y son tales que A # B, entonces C'4 #
Cp (puesto que si C4 = Cp entonces se tendria que ¢l (Uy) = cl (Up)).
De esta manera tenemos una funcién inyectiva ¢ : P(Y) — P(D) dada
por ¢(A) = C4 para todo A € P(Y). La existencia de esta funcién nos
permite concluir que 2% = |P(Y)| < |P(D)| = 2%°. X

Como hemos mencionado, utilizando el Lema de Jones podemos de-
mostrar que el cuadrado de la Linea de Sorgenfrey no es un espacio
normal de manera muy sencilla. Efectivamente, primero observemos
que el cuadrado de la Linea de Sorgenfrey es un espacio separable (el
subespacio Q x Q es un subespacio denso); note ahora que la diagonal
{(z,—x) : © € R} es un subespacio discreto y cerrado de cardinalidad c;
por lo tanto, £Lg X Lg no puede ser un espacio normal.

6.6. OBSERVACION. Con un argumento similar al anterior, podemos
demostrar que el plano de Moore (X, T) es un espacio que no es normal.
Para ello simplemente observemos que el conjunto {(z,y) € R? : 2,y €
Q y y > 0} es un subconjunto denso numerable del plano de Moore y
que el subespacio X (véase ejemplo 5.25) es un subespacio cerrado y
discreto de cardinalidad igual al continuo c.

El espacio dado en el ejemplo 6.4 no es normal pero es un subes-
pacio del espacio normal [0,w;] x [0,w;] (véase el corolario 1.8.(2) y el
teorema 7.10 més adelante). Esto establece que la normalidad no es una
propiedad hereditaria. No obstante, la propiedad Ty es heredada por
los subespacios cerrados y también es una propiedad topolégica. En la
siguiente proposiciéon se demuestran estas afirmaciones.
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6.7. PROPOSICION.

(1) Si (X,7) es un espacio normal y F C X es un subconjunto
cerrado, entonces F' con la topologia relativa es un espacio nor-
mal.

(2) La propiedad de normalidad es una propiedad topoldgica.

DEMOSTRACION. (1) Como la propiedad T es hereditaria, el subespacio
F' es un espacio T7. Por otro lado, si F1, F> son subconjuntos cerrados
ajenos de F', entonces F} y Fb son subconjuntos cerrados ajenos de X.
Como X es un espacio normal, existen subconjuntos abiertos ajenos A
y Ay de X tales que F; C Ay y Fy, C As. Entonces los conjuntos A; N F
y A N F son subconjuntos abiertos ajenos de F' tales que F; C A1 N F
y F» C Ao N F. Por lo tanto, F' es un espacio normal.

No es dificil demostrar (2) a partir de la definicién de normalidad

que estd dada en términos de abiertos y cerrados. Véase el ejercicio
6.A.(5). X

2. Espacios completamente regulares

Ahora trataremos un ultimo axioma de separacion, intermedio entre el
axioma de regularidad y el axioma de normalidad. Este nuevo axioma
de separacion determina una nueva clase de espacios topoldgicos que son
llamados espacios completamente regulares o espacios de Tychonoff, o
simplemente, espacios Tychonoff.

La clase de los espacios completamente regulares fue introducida
poco tiempo después de que H. Tietze introdujera la clase de los espacios
normales. En 1930 el matemaético ruso Andrei Nikolaevich Tychonoff
demostro en su articulo [65] que todo espacio normal es homeomorfo a
un subespacio de un espacio producto de tipo [0, 1], para un adecuado
conjunto M (los espacios [0, 1] son conocidos hoy en dia como cubos de
Tychonoff); y pregunt6 si la condicién de normalidad en su resultado era
una condicién necesaria. En [65], A. N. Tychonoff not6 que esto no era
asi e introdujo los espacios completamente regulares, haciendo ver que
dichos espacios topoldgicos, y unicamente ellos, tienen la propiedad de
ser homeomorfos a subespacios de cubos de Tychonoff (véase el teorema
6.23 mas adelante).
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6.8. DEFINICION. Un espacio topolégico (X,T) es completemente
regular (o Tychonoff) si satisface las siguientes condiciones:
(1) (X,7) es un espacio T1; y
(2) para cualquier subconjunto cerrado F' de X y cualquier punto
x ¢ F, existe una funcién continua f : X — [0,1] tal que
fIF1 {1}y f(z) =0.

De la misma definicién de espacio completamente regular podemos
deducir facilmente que los espacios completamente regulares son espacios
regulares. En efecto, si X es un espacio completamente regular, F' C X
es un subconjunto cerrado y x ¢ F' es arbitrario, entonces existe una
funcién continua f : X — [0,1] tal que f[F] C {1} y f(z) = 0. Entonces,
los subconjuntos 4y = f71[(3,1]] y A2 = £71[[0, 5)] son subconjuntos
abiertos de X ajenos y satisfacen F' C A1 y x € As.

En la seccién siguiente demostraremos que todo espacio normal es
un espacio completamente regular, utilizando para ello un relevante re-
sultado debido a P. S. Urysohn (véase teorema 6.17). Como una con-
secuencia de ello, veremos que la clase de los espacios completamente
regulares es una clase “intermedia” entre la clase de los espacios regu-
lares o espacios T3 y la clase de los espacios normales o espacios Tj.
Este hecho justifica la muy usada denominacion de espacios topolégicos
T35 para los espacios completamente regulares (también son llamados
espacios topoldgicos T3 1)

2

6.9. OBSERVACION. Algunos autores definen la regularidad, norma-
lidad y regularidad completa como aquellos espacios que satisfacen la
condicidn (2) en 5.23, 6.1 y 6.8, respectivamente, excluyendo la propiedad
T1. Sugerimos al lector tener cuidado en lo referente a la nomenclatura
de estos axiomas de separacion en otros textos.

6.10. EJEMPLOS.

(1) Como la suma y el producto de funciones reales continuas defini-
das en un espacio topoldgico arbitrario son continuas, podemos
dar una prueba directa y sencilla de que todo espacio métrico
es un espacio completamente regular.

Supongamos que (X, d) es un espacio métrico. Considere-
mos un subconjunto cerrado F' y un punto p ¢ F. Definamos
a f: X — [0,1] por medio de la férmula

_ d(z,p)
fla) = d(z,p) +d(x, F)’
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donde d(z, F') = inf{d(z,a) : a € F'}. Obsérvese que d(z, F) >
0 para todo = ¢ F'. Note también que f(p) =0y que f(z) =1
para toda = € F. Para notar que f es continua, simple-
mente recuerde que las funciones de tipo g : X — R, donde
g(z) = d(x, A) para toda z € X,y A C X es fijo, son siempre
funciones continuas. Entonces f es continua siendo el cociente
de funciones continuas.

(2) No todo espacio completamente regular es un espacio normal.
El plano de Moore (X,7) no es un espacio normal (véase 6.6);
sin embargo, si es un espacio completamente regular. De-
mostrémoslo. Usaremos la notacién usada en el ejemplo 5.25.
Sean F' C X un cerradoy z ¢ F. Siz € X\ Xy, entonces existe
r > 0 tal que D(z,r) N F = (.

La funcién f : X — R definida por

f() = min( 22 1y

r
es una funcién continua en X (debido a que f es continua con
respecto a la topologia euclideana. Aqui, d(z, z) denota la dis-
tancia euclidiana de z a z), ademds f(z) =0y f(F) C {1}.

Por otro lado, si z = (x¢,0) € Xy, entonces existe r > 0 tal
que C(z,7)NF = 0. Sea S = {(u,v) € R? : (u—x¢)?+(v—r)% =
72} la circunferencia de C(z,7). Para todo x € X \ Xj sea s(x)
el punto de interseccién de la linea recta que une a z con x con
la circunferencia S. Definamos f : X — [0,1] de la siguiente
manera:

0 six =z,
flx)y=¢1 six € Xo\{z},

min{1, 7422} iz e X\ Xo.

Para todo a € (0,1), los conjuntos f~1([0,a)) = C(z,ra) y
f~*((a,1]) = X \ clC(2,7a) son subconjuntos abiertos de X,
de donde f es continua. Es claro que f(z) = 0y f(F) C

FXONC(z,r) = {1}

En 1946, E. Hewitt construyé un ejemplo de un espacio topoldgico
regular X cuyas unicas funciones continuas f : X — R son las funciones
constantes. En el caso de los espacios completamente regulares, con mas
de un punto, siempre es posible garantizar la existencia de funciones
continuas de valores reales no constantes. Veamos por qué: Si (X,7)
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es un espacio completamente regular y z,y € X son tales que =z #
y, entonces = ¢ {y} y el conjunto unipuntual {y} es un subconjunto
cerrado de X. Como X es completamente regular, existe una funcién
continua f : X — R tal que f(z) =0y f({y}) = {1}. Es claro que
f no es una funcién constante. Como conclusiéon podemos decir que el
espacio construido por E. Hewitt no puede ser un espacio completamente
regular. Esto muestra entonces la existencia de espacios regulares que
no son completamente regulares.

En la lista de problemas que aparecen al final del capitulo, dejamos
como ejercicio las demostraciones de los resultados relacionados a subes-
pacios e imagenes continuas de espacios completamente regulares. Nues-
tro siguiente resultado es el relacionado al producto de espacios comple-
tamente regulares.

6.11. TEOREMA. Sea {(X;,T;) : j € J} una familia de espacios topolo-
gicos mo vacios. HjeJ X es un espacio completamente regular si y solo
s1 cada espacio X es un espacio completamente regular.

DEMOSTRACION. =] Supdngase que Hje 7 X es un espacio completa-
mente regular. Como cada espacio X; es homeomorfo a un subespacio de
II jeg Xj , entonces el espacio X; es un espacio completamente regular.

<] Supongamos ahora que cada espacio X es un espacio completa-
mente regular. Debido a que cada espacio X; es un espacio 11, el pro-
ducto [] jes Xj también es un espacio T7. Consideremos ahora un punto
z € [[;c; X; y un subconjunto cerrado F de [ [ ;
xz. Comox € ([] jes X ;)\ F'y F es cerrado, existe un subconjunto abierto
canénico B de [];c; X tal que z € B C (][, X;) \ F. Como B es un
abierto canénico del producto de los espacios X, existe una cantidad
finita de indices j1, j2,...,jn en el conjunto J y subconjuntos abiertos
Uj, € T, para toda i € {1,2,...,n} tales que B = (", szl[Uji]. Como
x € B, entonces la j;-ésima coordenada de x, x;, = mj;(x), pertenece
al abierto Uj, (para toda i = 1,2,...,n). Como cada espacio Xj, es
un espacio completamente regular, para toda i = 1,2,...,n, existe una
funcién continua f; : X;, — [0, 1] tal que fi(z;,) = 1y fi(X;,\Uj,) = {0}.
Definamos g; : HjeJ X; — [0,1] como la composicién g; = f; o w;, para
todai=1,2,...,n,y definamos g : []

X que no contenga a

jes X —(0,1] como la funcién
g(y) =min{gi(y) :i=1,2,...,n}

paratoda y € HjeJ Xj; esto es, g = min{gi, g2, ..., gn}. Como cada una

de las funciones g; es una funcién continua, la funcién g es una funcién
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continua. Ademas, sucede que
g(x) =min{g;(z) : i =1,2,...,n} =min{fi(z;,) :i=1,2,...,n} =1

y siy € [[;e; X; \ B entonces y;, = m;,(y) ¢ Uj, para alguna 4, por
lo cual fi(y;,) = 0 para alguna ¢ € {1,2,...,n}. En consecuencia,
g(y) = min{g;(y) : i = 1,2,...,n} = min{fi(y;,) i =1,2,...,n} = 0.
Por lo tanto, se ha mostrado la existencia de una funcién continua g :
[Tje; X; — [0,1] tal que g(z) = 1y g(F) = {0}. Estoes, J[;c; X, es
un espacio completamente regular. X

6.12. EJEMPLO. Como todo espacio discreto es metrizable, cualquier
espacio de Cantor 27 (y cualquier espacio de Baire k*) es completamente
regular.

Nuestro proposito ahora es demostrar una caracterizacién de los
espacios completamente regulares que tiene relacion con la nocién de
topologia débil.

6.13. DEFINICION. Sean (X, T) un espacio topoldgico, {(Y;,7;) :j €
J} una coleccién de espacio topolégicos y F = {f; : X = Y; : j € J}

una familia de funciones (no necesariamente continuas).
(1) Diremos que la familia de funciones F separa (o distingue) pun-
tos del espacio X si para cada par de puntos distintos x y y de

X, existe un indice i € J tal que f;(x) # fi(y).
(2) Por otro lado, diremos que la familia de funciones F genera la
topologia de X si la coleccién {fj_l(U) :U €Tj,j€ J}esuna

subbase para la topologia de X.

Recuerde que una inmersién es una funcién continua f: X — Y tal
que f: X — f[X] es un homemorfismo, donde f[X] tiene la topologia
de subespacio respecto de Y. Es facil notar que si f : X — Y es una
inmersién entonces la familia F = {f} separa puntos de X y ademads
genera la topologia de X.

Si {(X;,T;) : j € J} es una familia de espacios topolégicos, y si
F={f;: X = X, :j € J} es una familia de funciones definidas sobre
un conjunto X, entonces sabemos que 57 es la menor de las topologias
en X que convierten a cada funcién f € F en una funcién continua,
resulta entonces que la familia de funciones F genera la topologia 57T
en el sentido de la definicién 6.13 (véase la proposicion 4.5). De esta
manera, el concepto de familia (de funciones continuas) que genera la
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topologia de un espacio topoldgico es la nocién que resuelve el problema
de conocer, dado un espacio topoldgico (X, T), cudndo la topologia T es
una topologia débil inducida por una colecciéon de funciones continuas.
En la proposicién 6.15 damos una caracterizacién de aquellos espacios
para los cuales su topologia es de este tipo.

El siguiente lema serd de utilidad para el resultado antes mencionado.
En este lema vemos la relacién que hay entre los conceptos de familia
de funciones que separa puntos y familia de funciones que genera una
topologia.

6.14. LEMA. Si la familia de funciones ¥ = {f; : X = Y; : j € J}
genera la topologia de un espacio topoldgico (X,T) que es Ty, entonces
F también separa los puntos de X.

DEMOSTRACION. Sean x,y € X con z # y. Como X es Ty, existe U € T
tal que [UN{x,y}| = 1. Sin perder generalidad podemos suponer que = €
Uyy¢U. Debido a que F genera la topologia de X, existen ji,...,j, €
J y subconjuntos abiertos Uj, en Yj, tales que = € M, f;l(Uj,i) cUu.
Como y ¢ U, existe k € {1,...,n} tal que y ¢ f]jcl(Ujk). Es claro que
entonces fj, () # fj.(y). X

La siguiente proposicién nos proporciona una interesante caracteri-
zacién de los espacios completamente regulares en términos de la topo-
logia débil inducida por una familia de funciones.

6.15. PROPOSICION. Sea X un espacio topoldgico Ty. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(1) X es un espacio completamente reqular;

(2) Existe una familia de funciones continuas F de X a [0,1] que
genera la topologia de X (donde [0, 1] tiene la topologia de sub-
espacio respecto de la recta usual).

DEMOSTRACION.

(1) = (2). Definamos ¥ = C(X,[0,1]) = {g : X — [0,1] : g es continua
en X }. Demostraremos que F genera la topologia de X. Sea U un abierto
no vacio de X y « un punto arbitrario de U. Como X es completamente
regular y x ¢ X \ U, existe una funcién continua f : X — [0,1] tal que
fIX\U] C {1} y f(z) = 0. Entonces z € f~1[[0,1)] C U. De esta forma,
la coleccion H = {g~![[0,1)] : g € F} es una base para la topologia de
X. Como H C B ={g}{W]:geTF,WCI0,1] es abierto }, tenemos
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que B es también una base para la topologia de X. En particular, es
una subbase. Esto muestra que F genera la topologia de X.

(2) = (1). Sea JF una familia de funciones continuas de X en [0,1] que
genera la topologia de X.

Primero verifiquemos que X es Hausdorff: Sean x,y € X con x # y.
Por el lema 6.14, F separa puntos de X. Por ello, existe f € F tal que
f(z) # f(y). Como [0,1] es Hausdorff, existen abiertos ajenos U y V
de [0,1] tales que f(x) € Uy f(y) € V. Debido a que F genera la
topologia de X, f~1(U) y f~%(V) son abiertos en X. Ademss, es claro
quex € f7HU),y € f~HV)yque f~HU)Nf1(V) = 0. De esta forma
X es un espacio 7Tb.

Para demostrar que X es completamente regular, consideremos un
subconjunto cerrado F' de X y un punto z ¢ F. Debido a que F genera la

topologia de X, existen funciones f1, ..., f, € Fy subconjuntos abiertos
Ui,...,U, de R tales que z € i, fi_l(UZ-) C X \ F (vea el corolario
3.5). Como para cada i = 1,...,n, se tiene que f;(z) € U;, podemos

elegir e > 0 tal que (f;(z)—e, fi(2)+€) C U; para cada i. Definamos, para
cadai=1,...,n, g; : X — R por medio de la regla: g;(z) = M
(x € X). Es facil verificar que cada funcién g; es continua. Ademds, para
cada i € {1,...,n}, se tiene que g;l[(—l, 1] C f;l[(fz(z) — € fi(z) +
)] C f;7' Uil y gi(2) = 0. Entonces (i, g; '[(=1,1)] € X \ F.
Definamos ahora, para cada i € {1,...,n}, a la funcién h; : X — R
por medio de h; = min {|gi(z)],1} (z € X). Las funciones h; son
continuas, h(z) = 0 y ademds ()}_, h; '[[0,1)] € X \ F. Finalmente
definamos f = méx{hy,...,h,}. Entonces f es continuay f[X] C [0,1].
Asi f : X — [0,1] es una funcién continua, f(z) = 0y f(F) C {1}
porque (), hi_l[[(], 1)] € X\ F. Por lo tanto X es completamente
regular. X

3. El Lema de Urysohn y los Teoremas de Tietze y de
Tychonoff

El Lema de Urysohn. De todos los axiomas de separacion que hemos
estudiado hasta este momento, el axioma que define a los espacios com-
pletamente regulares es el que mas difiere de los restantes. Ello es asi
porque en la forma en que lo hemos introducido, el axioma de regular-
idad completa es el dnico axioma que postula la existencia de objetos

T
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externos a un espacio topolégico, que sirven para crear separaciones, a
saber, las funciones continuas con valores en [0,1]. Una pregunta muy
natural es saber si hay alguna forma de introducirlo sin usar objetos ex-
ternos. En el ejercicio 6.B.(7) damos una definicién alternativa de esta
nocion en términos del concepto de base para un espacio topoldgico.

6.16. DEFINICION. Sean A y B subconjuntos ajenos de un espacio
topolégico X, diremos que A es funcionalmente separado de B si existe
una funcién continua f : X — [0, 1] tal que f[A] C {0} y f[B] C {1}.

De esta forma un espacio topolégico X es completamente regular si es
un espacio 17 y si cada subconjunto cerrado F' de X esta funcionalmente
separado de cada punto x que no estd en F.

Uno de nuestros propdsitos en esta seccion es demostrar que todo
espacio normal es un espacio completamente regular, y para ello debemos
de ser capaces de demostrar que si en un espacio topolégico X un par
de subconjuntos cerrados ajenos A y B pueden ser separados por medio
de abiertos ajenos, entonces hay una funcién que los separa. Como
podemos intuir, llevar a cabo una demostracion de esto requiere de un
alto grado de creatividad. Las ideas para la demostracién se deben al
genio de Pavel Samuelovich Urysohn.

P. S. Urysohn demostré este resultado en [66] (véase también [67])
como un lema auxiliar para demostrar que todo espacio normal segundo
numerable es metrizable.

FEl Lema de Urysohn, como es conocido hoy en dia este resultado, es
uno de los hechos de la Topologia General més relevantes, no sélo por la
originalidad en las ideas en su prueba sino también por las importantes
consecuencias del mismo. Dicho resultado estd relacionado con dos de
los problemas fundamentales de la Topologia General: el problema de
metrizacién y el problema de extensién de funciones continuas. Antes
de entrar en detalles acerca de estos problemas, demostraremos el Lema
de Urysohn.

6.17. TEOREMA (Lema de Urysohn). Sea X wun espacio normal. Su-
pongamos que F y G son subconjuntos cerrados ajenos de X . Entonces
existe una funcion continua f : X — [0,1] tal que f[F] C {0} y f]G] C

{1}.

DEMOSTRACION. Sea D = {g, : n = 0,1,2,...} una enumeracién del
conjunto QN|0, 1] tal que g = 0y g1 = 1. Primeramente, construiremos
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una familia U = {U,, : n = 0,1,2,...} de subconjuntos abiertos de X
que tiene las siguientes dos propiedades:

(1) FCUyyU1 CX\G;y

(2) sir < sconr,s€ D entonces cl (U,.) C Us.

CONSTRUCCION DE LA FAMILIA U. Definase U3 = X \ G. Como X
es un espacio normal, existen subconjuntos abiertos U y V' de X tales
que F CU,GCVyUNV = (. Definamos Uy = U. Entonces,
Up C X \ V5 por lo cual, cl(Up) C X \V C X\ G=U;. De esta forma
hemos demostrado que los subconjuntos abiertos Uy y U; satisfacen las
condiciones (1) y (2).

Supongamos ahora que n > 2 y que hemos construido los subconjun-

tos abiertos Ugy—0,Ug=1,Uyqy, - - -, Uy, de tal forma que ellos satisfacen
las condiciones (1) y (2). Sear = max{qr : k < ny ¢ < gn+1} y $ =
min{q; : l < ny q¢uy1 < q}. Entonces r,s € {qo,q1,--.,qn} y son tales

que r < s. Por nuestra hipétesis de induccién, tenemos que cl (U,) C Us.
Como X es un espacio normal, para los subconjuntos cerrados cl (U,) y
X\ Us, existen abiertos ajenos Ay B tales que ¢l (U,) C Ay X\U; C B.
Definamos Uy, ., = A. Entonces cl(Uy,.,) € X \ B C Us. No es dificil
verificar ahora que los conjuntos {Ugy—0,Uq=1,Uqy, - -, Uqg, Ug,yy } s2-
tisfacen las condiciones requeridas. Esto completa la construccién induc-
tiva de la familia U = {U, : r € D} C Tx que satisface las condiciones
1)y (2).

Ahora utilizaremos a la familia U para construir una funcién con-
tinua f : X — [0, 1]. Para este propdsito, definamos

inf{re D:z e U, sixze X\ G,
foy - (it bosizex\
1 sixzeG.

AFIRMACION. La funcién f antes definida es una funcién continua.
Ademds, f[F] C {0}y f[G] € {1}
DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION. Es claro que f es en efecto una
funcién y, por la misma definicién de f, se tiene que f(G) C {1}. Ahora,
siz € Fentonces x € Uy y x € X \G; por lo cual, f(x) =0. Asi, bastara
verificar que la funcion f es una funcién continua. Para ello, es suficiente
comprobar que los conjuntos f~1[[0,a)] y f~1[(b,1]] son subconjuntos
abiertos de X para cualesquiera puntos a,b € (0,1).

Primeramente notemos que f~1[[0,a)] = U{U, : r < a} puesto que
por la definicién de la funcién f, se tiene que f(x) < a siy sélo si existe
un r € D, con r < a, tal que z € U,. Por otro lado, f(z) > b siy sélo si
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existe un r € D con r > by tal que x ¢ U,. Aplicando la propiedad (2),
podemos concluir que f(z) > b siy sélo si existeunr € D conr >by
tal que x ¢ cl (U,). En consecuencia,

FHG A = J{X \d(U) s 7 > b}

De esta manera, los conjuntos f~1[[0,a)] y f~1[(b,1]] son siempre sub-
conjuntos abiertos de X para cualquier eleccion de los puntos a,b €
(0,1). Por lo tanto, f es una funcién continua. X

6.18. COROLARIO. Un espacio Ty X es un espacio normal si y solo si
para cualesquiera subconjuntos cerrados ajenos Fy y Fo de X existe una

funcion f: X — [0,1] tal que f[F1] C {0} y f[F2] C {1}.

Otra interesante consecuencia del Lema de Urysohn es que la clase
de los espacios normales estd contenida en la clase de los espacios com-
pletamente regulares.

6.19. COROLARIO. Todo espacio normal es un espacio completamente
regular.

El teorema de extensién de Tietze. El problema de metrizacién es-
tablece la tarea de hallar condiciones bajo las cuales la topologia de un
espacio topoldgico (X, T) es generada por una métrica. Una de las im-
plicaciones del Lema de Urysohn es que todo espacio normal segundo
numerable es metrizable. Este teorema fue demostrado por P. Urysohn
en [66]. En este mismo articulo Urysohn pregunté si era posible de-
bilitar la hipotesis de normalidad a la propiedad de regularidad. A.
N. Tychonoff contesté positivamente esta pregunta en su articulo [64],
demostrando que todo espacio regular segundo numerable es un espa-
cio normal (véase el ejercicio 6.A.(2)). Por esta razén el Teorema de
metrizacién de Urysohn es enunciado de la siguiente forma: Todo espa-
cio regular segundo numerable es metrizable.

Otro problema importante en el que tiene relevantes implicaciones
el Lema de Urysohn es el problema de extension de funciones continuas.
Propiamente, el Lema de Urysohn es una herramienta fundamental para
demostrar el llamado Teorema de Extension de Tietze. Este teorema es
una solucién al siguiente problema:

6.20. PROBLEMA. (De extension de funciones reales continuas). Sea
(X,T) un espacio topoldgico y sea f : E — R una funcion continua,
donde E es un subespacio de X y R estd considerado con su topologia
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R
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FIGURA 34. Gréfica de la funcién f(x) = sen(2).

usual. sBajo qué condiciones podemos hallar una funcion continua g :
X — R tal que g(x) = f(x) para toda x € E?

La funcién g en 6.20 es llamada extension continua de la funcién
f al espacio X. Por ello, el problema de extensién de funciones conti-
nuas puede ser expresado de la siguiente manera: ;Bajo qué condiciones
existe una extension continua de f a todo X7

Antes de presentar el Teorema de Tietze y su prueba, es valioso hacer
algunos comentarios al respecto.

Primeramente debemos notar que el problema de extensién de fun-
ciones continuas no es un problema trivial. Es dificil que dada una
funcién continua definida sobre un subconjunto E de un espacio X se
pueda extender continuamente a todo X, incluso cuando la diferen-
cia entre el subespacio E y el espacio X sea un solo punto, y de he-
cho, ain cuando el espacio topoldgico X sea un espacio topolégico con
propiedades muy fuertes. Por ejemplo, la funcién f : (0,1] — R dada
por f(z) = sen() es continua en E = (0, 1], pero no es posible exten-
derla a una funcién continua definida sobre todo el espacio [0,1] (ver
figura 34).

En segundo término, se debe observar que el Lema de Urysohn es de
hecho una solucién muy particular al problema de extensién de funciones
reales continuas. Efectivamente, notemos que si ' y GG son subconjuntos
cerrados ajenos de un espacio normal X, entonces la funcién h : FUG —
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[0,1] dada por

0 sized

es una funcién continua al considerar en F'UG la topologia relativa. Ob-
serve ahora que el Lema de Urysohn establece que esta funcién continua
tiene una extensién continua a todo el espacio X.

Estamos ya en posicién de enunciar y demostrar el Teorema de ex-
tension de Tietze.

h(a:):{l six e F,

6.21. TEOREMA (de extensién de Tietze). Un espacio topolégico Ty X
es un espacio normal si y solo si toda funcion continua

f:F —a,b],

definida en algiun subconjunto cerrado F de X, tiene una extension con-
tinua a todo X ; esto es, existe g : X — [a,b] continua tal que f(x) = g(z)
para toda x € F.

DEMOSTRACION. =>| Basta demostrar el resultado para el caso cuando
[a,b] = [—1, 1] ya que para todo a,b € R con a < b, [a, b] es homeomorfo
a [—1,1]. Para ello verificaremos primero la siguiente afirmacién.

AFIRMACION Sea F un subconjunto cerrado de X, y sea k: FF — R
una funcién continua acotada; es decir, existe un nimero real « tal que
|k(z)| < a para toda x € F. Entonces existe una funcién continua
h: X — R que tiene las siguientes propiedades:

(1) |h(z)| < § para toda z € X;
(2) |k(z) — h(z)| < 2 para toda z € F.

DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION: Consideremos los conjuntos

A=k""[~a,-%] v B=k""[%,0q

Ambos conjuntos son subconjuntos cerrados y ajenos de F. Como F es
cerrado en X, A y B son subconjuntos cerrados y ajenos de X. Debido
a que X es un espacio normal, aplicando el Lema de Urysohn, podemos
garantizar la existencia de una funcién continua ¢ : X — [0,1] tal que
t[A] € {0} y ¢t[B] C {1}. Definamos h : X — R de la manera siguiente:
h(z) = 22t(z) — 2a = 22(t(z) — 3) para toda € X. Como h es la

- 3 3
diferencia de dos funciones reales continuas, h misma es una funcién

continua. Verifiquemos que h tiene las propiedades (1) y (2).

Sea x € X. Como t(z) € [0,1], tenemos que t(z) — & € [—3, ]. Por
oeunl, ) € -2 3,2 3] = [-5.3]
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Para demostrar que h tiene la propiedad (2), consideremos un ele-
mento x € F arbitrario. Entonces 6 ¢ € A, 6 x € B, o bien z E
F\(AUB). En el primer caso tenemos que k(z) € [—a,—%]y h(z) =

En consecuencia, k(z)— h(z) € [-2,0] y por lo cual |k(2:) h(z)| < ?g‘
Por otro lado, si x € B entonces k:( ) € [§,a] y h(z) = §. Por lo
cual k(x) — h(x) € [0, 2"‘] y entonces tenemos que |k(z) — h(x)| < ?a
Finalmente, si x € F'\ ( U B) entonces k(z) € (— % $) vy |h()] < §
(por (1)). Entonces |k(z) — h(z)| < |k(z)| + |h(z)] < %2 X

Ahora, aplicaremos la anterior afirmacién para construir una sucesién
de funciones h1, ho, hs ... que satisfagan las siguientes condiciones:

(1) [hn(2)] < 3 (g)Tﬁl para toda = € X;
(2) |f(x) = (hi(x) + ho(z) 4+ -+ hp(x))| < (%)n para toda x € F.

Aplicando la afirmacién anterior para k = f y a = 1, podemos elegir
una funcién continua hy : X — R tal que |hy(z)| <  paratodaz € X y
|f(z) — hi(z)| < 2 para toda = € F. Supongamos que tenemos ya cons-
truidas las funciones h1, hs, . .., h, de tal manera que éstas satisfacen las
siguientes condiciones para toda i € {1,2,...,n}:

( ) [hi(z)| < & (%)Fl para toda z € X;
(2) |f(z) = (hi(z) + ho(x) + -+ -+ hp(x))] < (%)n para toda x € F.

Consideramos ahora la funcién h : F' — R definida por
h=[f—(h+ha++h)] [ F

Por la afirmacion anterior, podemos elegir una funcién continua h,41 :
X — R con las siguientes propiedades: |hpi1(z)| < 3 (%)n para cada
x € Xy |h(z)— hpii(x)] < % (%)n para cada x € F. De esta manera,
tenemos construida inductivamente la sucesién anunciada de funciones

hi, ha,hs .. ..

Consideremos ahora la serie >~ | hy. Obsérvese que para cada x €
X, la sucesién Hy(x) =Y ;4 hi(x) es de Cauchy en R. Por esta razén,
existe un numero real F(x) € R tal que lim, o Hy(z) = F(x) para
toda x € X. La forma de construcciéon de las funciones h, permite
argumentar que la sucesién de funciones H,, converge uniformemente en
X ala funcién F' : X — R dada por F(x) = lim,,_o, H,(x) para toda
x € X. Por esta razén la funcién F' es una funcién continua. Ademads, se
tiene que F'(z) = f(x) para toda = € F porque si € F entonces se tiene
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que |f(z) — Hp(z)| < (%)n para toda n € N. Como lim,,_;o (%)n =0,
tenemos que f(z) = lim,, oo Hy(z) = F(x).

Note ahora que en realidad F' : X — [—1,1] puesto que si x € X,
entonces |F(z)| <300, 2 (3)" =1.

<. Sean F}, F; subespacios cerrados y ajenos de X. Consideremos
la funcién f : F — [—1, 1] definida en el subconjunto cerrado F' = F1UF)
de X y con la siguiente regla de asociacién

f(m):{l six eIt

-1 sixzeFy

No es dificil verificar que f es continua. Asi que f tiene una extensién
continua g : X — [—1,1] y g[F1] = {1}, g[F>] = {—1}. X

El Teorema de inmersién de Tychonoff. En 1930, A. N. Tychonoff
demostré que los espacios normales pueden sumergirse en espacios de
tipo [0, 1]M, y demostré también la existencia de espacios topolégicos no
normales que pueden ser sumergidos en productos [0, 1]™. Fue Tychonoff
quien llamé a los espacios que son homeomorfos a un subespacio de
un cubo [0,1]M espacios completamente regulares. El método creado
por Tychonoff para la demostracién de sus resultados es conocido como
producto diagonal de funciones, y es una herramienta muy importante
en Topologia General para construir inmersiones.

Recuerde que si X un espacio topolégico, {Yj : j € J} es una familia
de espacios topolégicos y F = {f; : X = Y; : j € J} es una familia de
funciones entonces el producto diagonal de las funciones f; es la funcién
AF=Af;: X — HjeJ Y; cuya regla de asociacion es:

Vee XVield (AF)(z)(@) = fi(x).

Es sencillo demostrar que en el caso en que cada una de las funciones
fj es continua, la funciéon AJF es también una funcién continua (cuando
en Hje 7 Y; se considera la topologia producto); este y otros resultados
sobre el producto diagonal de funciones continuas son demostrados en
el siguiente lema.

6.22. LEMA. Sean X un espacio topoldgico, {Y; : j € J} una familia
de espacios topoldgicos y F = {f; : X = Y, : j € J} una familia de
funciones.
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(1) Cada elemento de F es una funcion continua si y sélo si el
producto diagonal AF : X — HjeJ Y; es una funcion continua
(en [];c; Y; se considera la topologia producto).

(2) La familia de funciones F separa puntos de X siy sélo si AF
es una funcion inyectiva.

(3) Sila familia de funciones F estd formada por funciones conti-
nuas, genera la topologia de X y también separa puntos de X,
entonces la funcion AF es una inmersion

DEMOSTRACION.
(1) Es fécil notar, a partir de la definicién de AF, que si i € J es
arbitrario y m; : [] jesYj = Yiesla proyeccién sobre el i-ésimo
factor entonces m; o AF = f;.

AT
X jes Y
Y;

Aplicando ahora la proposicién 4.15 podemos concluir que
cada elemento de F es continuo si y s6lo si AF es continua.
(2) Supongamos que F separa puntos de X. Sean z,y € X tales
que = # y. Entonces existe i € J tal que f;j(z) # fi(y). Pero
m; 0o AF = f;. Entonces m;(AF(x)) # m;(AF(y)). Esto ultimo
implica que AF(z) # AF(y). Por lo tanto, AF es inyectiva.
Supongamos ahora que AF es una funcién inyectiva. Sean
z,y € X puntos distintos. La inyectividad de AF implica que
AF(z) # AF(y). Como AF(x), AF(y) € [[;c;Yj, lo anterior
implica que existe i € J tal que AF(x)(i) # AF(y)(i). Pero
como AF(z)(i) = fi(x) y AF(y)(z) = fi(y), podemos concluir
que F separa los puntos de X.
(3) Por los incisos (1) y (2), la funcién f = AF : X — AF[X] es
una biyeccién continua (el conjunto AF[X] tiene la topologia de
subespacio respecto del producto topoldgico Hje ;Y;). Como

f es biyectiva, existe su funcién inversa h = f~!: AF[X] — X.

AFIRMACION. La funcién h = f~! : AF[X] — X es una
funcién continua.

DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION: Primero note que la
igualdad 7; o AF = f; implica que (mj 0 AF)oh = fjoh
(para cada j € J). Entonces 7; | AF[X] = f; o h para toda
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Jj € J. Ademss cada funcién m; | AF[X] es continua porque
AJ[X] tiene la topologia de subespacio T | AF[X] respecto del
producto topolégico [] jes Yj- De esta manera la composiciéon
fs o h es continua para cada j € J. Por esta raén es que:

Vi€ JYU € T; (h7Hf7 U] = (f; o B)T' U] € T | AFLX)).

Ahora recuerde que la familia F genera la topologia de X y
que ello significa que la coleccién B = { fj_l(U ):U €Ty, 5¢€
J} es una subbase para la topologia de X. Esto ultimo, y
la observacion 3.6, nos permiten concluir la continuidad de la
funcién h. X

Finalmente, como f = AF : X — AF[X] y su inversa son
funciones continuas, el producto diagonal AF : X — [[,.;Ya
es una inmersién.

El siguiente teorema muestra la anunciada caracterizacion de los
espacios completamente regulares como subespacios de cubos de Ty-
chonoff.

6.23. TEOREMA (de Tychonoff sobre la inmersién). Un espacio topolo-
gico X es completamente reqular si, y solo si, X es homeomorfo a un
subespacio de un espacio producto [0, 1™, para algin conjunto M.

DEMOSTRACION. =] Supongamos que X es un espacio completamente
regular. Sea ¥ = C(X,[0,1]) = {f : X — [0,1] : fes continua }.
Indicamos los elementos de ' = {f; : j € J}. Ya sabemos que la familia
JF genera la topologia de X (véase la demostracién de la proposicién
6.15). Ademds, como X es Tj, tenemos que F también separa puntos de
X (vea 6.14) . Por el lema 6.22, el producto diagonal AF : X — [0,1]/
es una inmersién, es decir, es un homeomorfismo sobre el subespacio
AF[X] de [0,1]7.

<] Supongamos ahora que X es homeomorfo a un subespacio de
un espacio de tipo [0,1]" para algtin conjunto M. Como [0, 1] es un
espacio completamente regular, y el producto de espacios completamente
regulares es un espacio completamente regular, el espacio [0,1]" es un
espacio completamente regular. Pero X es homeomorfo a un subespacio
de [0,1]M, digamos Y. Entonces Y es completamente regular y asf lo es
X ya que la regularidad completa es hereditaria y una propiedad que se
preserva, por homeomorfismos. X
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Hay otra versién del Teorema de inmersién de Tychonoff que hace
alusién a la “cantidad minima de factores iguales a [0, 1]” que son “nece-
sarios” para poder sumergir en un cubo de Tychonoff, a un espacio com-
pletamente regular X.

Con el propésito de evitar confusiones cuando demostremos esta se-
gunda version del Teorema de inmersion de Tychonoff, debemos recor-
dar que cuando X es igual al espacio X para toda j € J, al producto
HjeJ X lo denotamos por X7 o con el sitmbolo X7, en donde 7 es la
cardinalidad del conjunto J.

Por otro lado, para la demostracién del teorema también vamos a
necesitar algunos resultados sencillos relacionados a la funcién cardinal
peso. Recuerde que el peso de un espacio topoldgico (X, T) se define
como el nimero cardinal w(X) = min{|B| : B es base de T }+X( (véase
el ejercicio 3.F).

6.24. LEMA. Sean (X,T) es un espacio topoldgico y k un nimero cardinal
infinito tal que w(X) < k.

(1) SiU es una coleccion de subconjuntos abiertos de X, entonces
existe una subcoleccion V de U tal que |V| <k y UV =UJU.

(2) Si € es una base de T entonces existe una subcoleccion D C €
tal que |D| < k y D es una base de T.

DEMOSTRACION. (1) Sea B una base de T tal que |B| < k. Definamos
Bo={Be€B:3U €¢U(B CU)}. Paracada B € By, fijemos un tinico
elemento Up € U tal que B C Up. Sea V = {Up : B € By}. Claramente
V C U. Definamos ahora la funcién f : By — V por medio de la regla:
f(B) =Up (B € Byp). Es facil notar que f es sobreyectiva. Entonces
V| < |Bo| < |B| < k. Asi que para terminar restaria demostrar que
UV =UU. Como V C U es suficiente demostrar que [JU C V. Sea
x € [JU. Entonces existe U € U tal que z € U. Como B es una base
para X y U es abierto, existe B € B tal que x € B. Es claro esto ultimo
implica que B € By. Resulta entonces x € B C Ug € V. Entonces
x € JV. Por lo tanto, JU C |JV.

(2) Sea B una base para T tal que |B| < k. Para cada B € B, definamos
Cp ={C € C: C C B}. Veamos primero que B = | JCp. Consideremos
x € B arbitrario. Como C es una base de 7, existe C' € C tal que
x € C C B. Entonces C € Cp. En consecuencia z € |JCp. Y por
ello, B = |JCp. Aplicando ahora el inciso (1) a la familia de abiertos

T
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Cp, podemos garantizar la existencia de una familia Vg C Cp tal que
Vel <kyUVe=UCs.

AFIRMACION. La familia D = {C : C € Vg, B € B} es una base
de T. Ademéas D C Cy |D| < k.

DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION. Es claro que D C €. Como
D =Upges Vb es facil darse cuenta que |D| < k. Verifiquemos que D es
base de 7. Supongamos que x € U € T. Como B es base de T, existe
B € B tal que x € B C U. Debido a que B = |JVp, existe C € Vg tal
que z € C. Claramente C € Dy x € C CU. Por lo tanto D es base de
7. X

6.25. TEOREMA (de inmersién de Tychonoff. Segunda versién). Un es-
pacto topologico X es completamente regular si, y sélo si, X es homeo-
morfo a un subespacio del espacio producto [0, 1]“’(X).

DEMOSTRACION. (1) = (2) Supongamos que X es un espacio comple-
tamente regular. Sabemos ya que la coleccién C(X,[0,1]) = {f : X —
[0,1] : fes continua} genera a la topologia de X; mds ain, la coleccién
B = {f7[0,1)] : f € C(X,[0,1]} es una base para la topologia de X
(véase la demostracién de (1) = (2) en la proposicién 6.15). Por el lema
6.24, existe una subcoleccion D de B, que sigue siendo base de X, tal que
|D| < w(X). Para cada U € D, fijemos una funcién fr € C(X, 0, 1])
tal que U = f71[[0,1)] . Entonces la coleccion F = {fyy : U € D} genera
la topologia de X. Observe que |F| = |D|. Como X es Tp, la familia
F también separa puntos de X. Entonces, por el lema 6.22, la funcién
AF : X — [0,1]7 es una inmersién. Resta notar que como |F| < w(X),
se tiene que [0,1]% es homeomorfo a un subespacio de [0, 1]*(X).

(2) = (1) Traslade la demostracién de la implicacién (2) = (1) del
teorema 6.23 X

Ejercicios

6.A. Espacios normales
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(1) Demuestre que cualquier espacio linealmente ordenable es un espa-
cio normal. En particular, cualquier espacio de ordinales [0, «) y el
cuadrado lexicografico son espacios normales.

(2) Pruebe que todo espacio regular segundo numerable X es un espacio
normal.

(Sugerencia: Consideremos subconjuntos cerrados ajenos A y B
de X, y sea B una base numerable de X. Use la proposicién 5.26
para cubrir a A con una subcoleccién € = {C1,Cs,...,Cp,...} de
B tal que la cerradura de cada uno de los elementos de € no in-
tersecta a B. De manera andloga cubra a B con una subcoleccién
D ={D;y,Ds,...,D,,...} de B tal que la cerradura de cada uno de
los elementos de D no intersacta a A. Definamos ahora, para cada
n € N, a los siguientes conjuntos:

n n
Up=Cy\ |l D; y Vo =Dy \ |G
i=1 i=1
Compruebe que los conjuntos U = |J;2, U, y V = Ui, Vi son
subconjuntos abiertos ajenos de X con la propiedad AC Uy B CV.)

(3) Demuestre la Proposicién 6.3.

(4) (Teorema de Jones) Demuestre, usando técnicas semejantes a las que
se muestran en la prueba del teorema 6.5, que un espacio X que con-
tiene un subconjunto denso D y un discreto cerrado S que satisfacen
|S| > 2!Pl no es normal.

(5) Pruebe que la normalidad es una propiedad topoldgica.

(6) (EI cuadrado de la linea de Sorgenfrey no es un espacio normal) En
la primera seccién de este capitulo 6 (vedse la pdgina 180) se ha
demostrado que el cuadrado de la linea de Sorgenfrey no es un espacio
normal, utilizando para ello el Lema de Jones. En este ejercicio se
proporciona otra demostracién de este resultado, exhibiendo para ello
un par de subconjuntos cerrados ajenos de £Lg x Lg que no pueden
ser separados por medio de abiertos ajenos. De hecho se verificara
que los subconjuntos Fy = {(z,—z) e R? : 2 € Q} y F» = {(x, —x) €
R? : 2 € P} son dichos subconjuntos cerrados ajenos de £Lg x Lg.

(a) El subespacio Y = {(x,—z) : € R} es un subespacio discreto
y cerrado de Lg x Lg.
(Sugerencia: Note que, para todo = € R, se tiene que

(x,—x) =Y Nz,x+1) x [-z,1—zx).

Para comprobar que Y es un subespacio cerrado de Lg X Lg
considere un punto cualquiera (x,y) de su complemento. Si
—z < y demuestre que el abierto bésico [z,z + 1) X [y,y + 1)
contiene a (x,y) y no intersecta a Y. Si y < —x entonces el
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abierto bésico [z, %5¥) x [y, 57 ) contiene a (z,y) y no intersecta
aY).

Concluya que los conjuntos F} y F5 son subconjuntos cerrados
de Y, y que en consecuencia F; como Fj son subconjuntos ce-
rrados de £g x Lg. Claramente estos conjuntos son ajenos.
Verifique que si Uy y Uy son subconjuntos abiertos de £g x Lg
tales que Fy C Uy y Fy C Us, entonces Uy N Us # ().
(Sugerencia: Defina, para cada ntimero natural n, a

Py={z€P:z,z+1)x[-z,—z+1)C U}

Verifique que P = (J,, .y Pn. Entonces P C |, oy clr(FP,). Con-
secuentemente

R= (| (@) u(|Jfa})-

neN q€Q

Demuestre que existe un n € N tal que int(clg(P,)) # 0 (re-
cuerde que R no es igual a la unién numerable de subconjuntos
densos en ninguna parte de R, cf. ejercicio 2.H). Concluya que
existe un intervalo abierto (a,b) C clg(P,). Pruebe ahora que
el conjunto

R={(z,y):a<z<b-z<y<-z++}

estd completamente contenido en la unién

U b.p+2) x[=p,—p+ 1)
peP,

Note que por la definicién de P, se tiene que

U [p7p+ %) X [7pafp+ %) g U2~
pEP,

Para demostrar que R C UPGPn [p,p—i—%) X [—p, —p+ %), conside-
re un punto arbitrario (z,y) € R. Como (a,b) C clr(P,) # 0y
(d,z) C (a,b) donde d = méx {a, —y}, se tiene que (d,z)N P, #
(). Fije un elemento p € (d,z) N P,. Entonces p <z y —p <y <
—x+ % En consecuencia (z,y) € [p,p + %) X [-p,—p + %)
Consideremos ahora un nimero racional g € (a,b). Es facil com-
probar que (g, —q) € derg xsq(R), y como R C Us, entonces
(¢,—q) € clegxes(Usz). Como (q,—q) € Fy C Uy, tenemos que
UinU; #0).

6.B. Espacios completamente regulares

(1) Pruebe que la regularidad completa es una propiedad hereditaria y
topoldgica.
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(2) Sea (X, 7) un espacio topoldgico y A C X. Consideremos la coleccién
Ta={UUWVNA):UYV € T}. Verifique que T4 es una topologia
en X. Compruebe ademads que si T es regular o completamente regu-
lar, y A es cerrado, entonces T 4 tiene la propiedad correspondiente.
Muestre, por medio de un ejemplo, que esto no es necesariamente
cierto si A no es cerrado.

(3) Demuestre que el duplicado de Alexandroff (véase el ejercicio 2.B.(10))
AD(X) de un espacio X que satisface el axioma de separacién T; es
también un espacio T3, para toda i = 0, 1,2,3,3%. ;Que se puede
decir de la normalidad de AD(X) cuando X es normal?

(4) ;Es la linea de Michael (R,T%) un espacio completamente regular
(respectivamente, normal)?

(5) Demuestre que @;c;X; es completamente regular (resp., normal) si
y s6lo si cada X; es completamente regular (resp., normal).

(6) (Conjuntos nulos y conjuntos conulos) Un subconjunto Z de un espa-
cio topoldgico X es un conjunto nulo (o conjunto cero) si existe una
funcién continua f : X — R tal que Z = f~1({0}). Un subconjunto
C de X es un conjunto conulo de X si es el complemento de algin
subconjunto nulo de X.

(a) Demuestre que todo conjunto nulo es un subconjunto cerrado, y
que cualquier conjunto conulo es abierto. Pruebe ademas que el
conjunto vacio y el total X son conjuntos que son a la vez nulos
y conulos.

(b) Pruebe que la unién y la interseccién de dos conjuntos nulos
(respectivamente, conjuntos conulos) son conjuntos nulos (res-
pectivamente, conulos).

(Sugerencia: considere la suma y el producto de valores absolu-
tos de funciones.)

(c) Sea f: X — R una funcién continua. Muestre que los conjuntos
{reX: : fle) 2a},{xreX: flz)<aly{re X :a<
f(z) < b} son conjuntos nulos. (Reflexione en la funcién g(x) =
max{ f(z) — a,0}.)

Concluya que los conjuntos {x € X : f(z) > a}, {z € X :
f(x) <a}y{reX:a< f(z)<b} son conjuntos conulos.

(d) Demuestre quesi Ay, As, ..., Ay, ... sonsubconjuntos nulos (res-
pectivamente, conulos) de un espacio X, entonces (), ., A, es
un conjunto nulo (respectivamente, |J, _ A, es un conjunto
conulo).

(e) Muestre que un espacio 77 X es completamente regular si y sélo
si para cada punto z € X la coleccién de vecindades conulas de
x forman una base local de vecindades.

n<w
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(f) Demuestre que un espacio 77 X es completamente regular si y
sélo si cada cerrado de X es la interseccién de vecindades nulas
en X (respectivamente, cada abierto en X es la unién de conulos
en X).

Pruebe que un espacio 77 X es un espacio completamente regular
si y sélo si existe una base B para X que satisface las siguientes
condiciones:

(a) Para cada x € X,y cualquier U € B que contiene a z, existe un
VeBtalquex g VyX=UUV;

(b) Para todos los U,V € B tales que X = U UV, existen A, B € B
talesque X\VC A, X\UCByANB=1.

(Topologia de las cajas) Sea {X; : j € J} una familia infinita de
espacios topolégicos. Demuestre que si cada espacio X; (j € J) es un
espacio completamente regular, entonces el producto con la topologia
de las cajas ;e ;.X; es un espacio completamente regular.

(Topologia de Vietoris) Sea F(X) el espacio de subconjuntos cerra-
dos no vacios del espacio topolégico X equipado con su topologia de
Vietoris definida en el ejercicio 1.G.(4). Pruebe que F(X) es regular
si y sélo si X es un espacio normal. (Sugerencia: Verifique que para
cualquier coleccién finita Vi, ..., Vi de subconjuntos de X,

Clgf(X)’V(%, ceey Vk) = V(Clx‘/l, ceey Clka;),

en donde, para cualquier coleccion finita By, ..., B, de subconjuntos
de X, V(B,...,By) es el conjunto {F € F(X) : F C U_ B y
FNB; #0Vie{l,..,n}}.) (Se puede demostrar ain mas: F(X)
es Tychonoff si y sélo si X es un espacio normal.)

(Un ejemplo de un espacio T3 que no es T3l) El primer ejemplo de

un espacio regular no completamente regular fue construido por Ty-
chonoff. En este ejercicio reproducimos una construccién més sencilla
de un espacio de este tipo realizada por A. Mysior.

Sean Y = {(z,y) e R? :y > 0} y L = {(2,0) € Y : z € R}. Para
cada z = (,0) € L, definimos

N, = {(z,):0<t <2} U{(t+2,t):0<t<2}
Size Y\ L, hacemos B, = {z}, y si z € L defimos
B, ={{z} UN,\ A) : A es un subconjunto finito de N }.

Hagamos ahora p = (0,—1) y X =Y U {p}; y denotemos por B, la
familia {{p} U O, : n € N}, donde O,, = {z = (z,y) €Y : z > n}
para toda n € N.
(a) Demuestre que la familia {B, : z € Y} UB,, satisfacen las condi-
ciones de la proposicién 1.40, y que por lo tanto generan una
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topologia T en X. Denotemos con Ty a la topologia de subes-
pacio de Y.

(b) Verifique que el subespacio {z} UN, es homeomorfo a la com-
pactacién de Alexandroff A(N,) de N, para toda z € L (vea el
ejercicio 1.B inciso 7).

(c) Demuestre que para cada z € Y, cada conjunto U € B, es un
subconjunto abierto y cerrado de X. Concluya a partir de este
hecho que el espacio (Y, Ty) es un espacio de Tychonoff.

(d) Suponga que f:Y — R es una funcién continua, y que f(z) =0
para algun z € L. Pruebe que existe un conjunto numerable
N(f,z) CN,, tal que f(y) = 0 para toda y € N, \ N(f, 2).

(e) Suponga que f:Y — R es una funcién continua, y que z € L'y
f(y) =0paratoday € A, donde A C N, es infinito. Demuestre
que f(z) =0.

(f) Sea r € R. Suponga que f : Y — R es una funcién continua
tal que f(y) = 0 para toda y € A, donde A C [r,r + 1] x {0}.
Muestre que existe un conjunto infinito B C [r 4+ 1, + 2] para
el cual f(y) =0 para toda y € B.

(g) Demuestre que clx O, 42 C O, U{p} para toda n € N. Deduzca
que X es un espacio T5.

(h) Sea F = {(t,0) : t € (—00,0]}. Compruebe las siguientes afir-
maciones:

(i) El conjunto F es cerrado en X.

(ii) Para cada funcién continua f : X — R, se tiene que
f(p) =0si f(F) = {0}. Deducir de esta propiedad que
el espacio X no es completamente regular.

6.C. El Lema de Urysohn y los Teoremas de Tietze y de Tychonoff

(1) Una familia € de subconjuntos de un espacio topolégico X es local-
mente finita si para cada x € X existe una vecindad V de x que
intersecta s6lamente una subcoleccion finita de elementos en C.

(a) Si € es una coleccién localmente finita de subconjuntos de X,
entonces {clxC : C' € €} es también localmente finita en X.

(b) Sea € es una coleccién localmente finita de subconjuntos de X.
Demuestre que clx Joece C = Upee clxC.

(¢) Generalizamos el ejercicio 3.A.(14).(a): Sea € una cubierta ce-
rrada localmente finita de X. Sea f : X — Y una funcion.
Demuestre que f es continua si y sélosi f | C : C — f[C] es
continua para cada C € C.

(2) Sean X un espacio topolégico, {Y,}aes una familia de espacios to-
polégicos y F = {fs : X = Y, : @ € J} una familia de funciones.
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Si la familia de funciones F distingue puntos, entonces la funcién
f = Agexg es una funcién inyectiva.

Ejercicios adicionales del capitulo 6

6.D. Funciones cardinales topolégicas

(1)
(2)

3)

Demuestre que si X es un espacio regular, entonces para toda red P
de X se tiene que P = {cI N : N € P} es también una red para X.
Sea (X, T) un espacio de Tychonoff. Demuestre que existe una topo-
logia T; para X tal que T C Ty, (X,T7) es un espacio Tychonoff y
w((X,T1)) < nw((X,7)).
Pruebe que para todo espacio Tychonoff X, y todo cardinal 7 > w,
se tiene que nw(X) < 7 si y sblo si X es la imagen continua de un
espacio de Tychonoff cuyo peso no excede a 7.
Como ya sabemos, para dos conjuntos X y Y, el producto de tantas
veces como elementos tiene X del conjunto Y, Y X, es el conjunto de
funciones con dominio X y rango contenido en Y. En el caso en que
X y Y son espacios topoldgicos, podemos considerar el subconjunto
C(X,Y) del espacio producto YX formado por las funciones conti-
nuas. Cuando consideramos a C(X,Y") con la topologia heredada de
Y X lo denotamos como Cp(X,Y). Para el espacio euclidiano R, se
suele denotar a C,(X,R) como C,(X). Demuestre que las siguientes
condiciones son equivalentes:

(a) | X] < No.

(b) Cp(X) es primero numerable.

(¢) Cp(X) es segundo numerable.
Generalice el resultado en el inciso anterior, pruebe que

w(Cp(X)) = x(Cp(X)) = |X]

para cualquier espacio Tychonoff X.

Pruebe que si X es Tychonoff, entonces Cp(X) es denso en RY; y
use el corolario en 4.C.(10) para demostrar que ¢(Cp(X)) < Ny para
cualquier espacio Tychonoff X.

Sea X un espacio Tychonoff. Demuestre que ¢(C,(X)) = d(X).
(Sugerencia: Sea f la funcién en C,(X) identicamente cero. Tome
una familia V de abiertos candnicos que contienen a f y tal que {f} =
V. Cada V € V es de la forma [f;z1,...,zn5€] = {g € Cp(X) :
lg(z:)—f(z:)] <eVie{l,..,n}}. Denotamos por K (V) al conjunto
de puntos {1, ..., 2, }. Demuestre que |, .y K (V) debe ser denso en
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X. Esto prueba que ¢(Cy(X)) > d(X) Ahora, para demostrar que
P(Cp(X)) < d(X), considere un subconjunto denso ¥ de X de car-
dinalidad < d(X). Pruebe que la aplicacion 7 : C,,(X) — Cp(Y) que
manda a cada f € Cp(X) en f [ Y es continua. Ademds demuestre
que si B es una base local de la funcién cero en 7[C,(X)], entonces
{m~1[B] : B € B} es una pseudobase de la funcién cero en Cp(X).)
(8) Para cualquier espacio Tychonoff X, nw(Cp(X)) = nw(X).
(Sugerencia: Para demostrar que nw(Cp,(X)) < nw(X), fije una
red R en X y fije una base numerable B de R. Para cualesquiera
colecciones finitas Ry, ..., R € Ry B, ..., B € B, definimos
[Ri,....; Ri; B1, ..., Br) = {9 € Cp(X) : g[R;) C B; Vie{l,.. k}}.
Verifique que la coleccién {[Ry, ..., Rg; B1, ..., Bg] : k e NJR;, € R, B; €
BYie{l,..k}}esunared en Cp(X). Para demostrar nw(Cp,(X)) >
nw(X), compruebe que la aplicacién ¢ : X — C,(Cp(X)) dada por
o(x)(f) = f(x) es un encaje, y use el ejercicio 5.E.(4) y la relacién
nw(Cp(X)) < nw(X). Tenga en cuenta que C,Cp(X) es el subespa-
cio del producto R€(X) de todas las posibles funciones continuas con
dominio Cp(X) y rango R.)
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Capitulo

Espacios compactos

Ademas de los trabajos de G. Cantor y R. Baire sobre las propiedades
topoldgicas de la recta real, hay aportaciones de Bolzano, Borel, Weiers-
trass y Lebesgue al conocimiento de la topologia de los espacios euclidia-
nos R™. Entre otras cosas, ellos demostraron que para un subconjunto
F de R" las siguientes condiciones son equivalentes (1894, 1903, 1904):

(1) F es cerrado y acotado en R™.

(2) (Borel-Lebesgue) Cada cubierta de F' formada por bolas abier-
tas contiene una subcoleccion finita que ain cubre a F'.

(3) (Bolzano-Weierstrass) Cada sucesién en F' tiene un punto de
acumulacién.

Los resultados de Borel, Lebesgue, Bolzano, y Weierstrass caracteri-
zan la compacidad de subconjuntos de los espacios euclidianos y consti-
tuyen el origen de la definiciéon de compacidad en toda su generalidad.
R. Engelking nos dice al respecto lo siguiente en [26]:

...cuando la Topogia General estaba en su infancia, para definir nuevas
clases de espacios topoldgicos se consideraba una propiedad del intervalo
[0,1] 0 de R y se analizaba la clase de espacios que satisfacian esa propiedad.
La compacidad, la separabilidad y la conexidad fueron definidas siguiendo
ese patron.

En 1923 y 1924 ([6], [8]), P. S. Alexandroff y P. S. Urysohn intro-
dujeron, en forma independiente a otros mateméaticos de la época, el
concepto de compacidad y anunciaron también varios resultados impor-
tantes que tiempo después publicaron en su ahora célebre articulo de
1929 Mémoire sur les espaces topologiques compacts [1]. Ellos definen
a la compacidad inspirandose en la caracterizacién de Borel y Lebesgue

207
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de los subconjuntos cerrados y acotados de R”, y llaman a sus espacios
topolégicos bicompactos. Ademds de todo ello, introducen también la
nocion de compacidad local, definen la compactacién por un punto de un
espacio localmente compacto no compacto, y dan una serie de ejemplos
de espacios que son ahora cldsicos como el Duplicado de Alexandroff del
circulo, el cuadrado lexicogréfico, el espacio de la doble flecha, y lo que
ahora llamamos la linea de Alexandroff-Sorgenfrey.

En este capitulo estudiaremos las propiedades més relevantes de la
compacidad en espacios topolégicos arbitrarios e introduciremos algunos
otros conceptos relacionados a ella. Demostraremos el importante teo-
rema de Tychonoff sobre la compacidad de un producto de espacios
topoldgicos, y trataremos temas estrechamente relacionados como la
compactacién de Stone-Cech.

1. Espacios compactos

La formulacién de la nocién de compacidad como la conocemos hoy en
dia es debida a los matematicos rusos P. S. Alexandroff y P. S. Urysohn

[1].
7.1. DEFINICION.

(1) Sea (X,7) un espacio topoldgico. Una coleccién U de subcon-
juntos de X es una cubierta de X si X = [JU. Si ademds
cada uno de los elementos de U es un subconjunto abierto de
X, entonces a U le llamaremos cubierta abierta de X. Por otro
lado, si U es una cubierta de X y V es una subcoleccion de U,
diremos que V es una subcubierta de U si |JV = X.

(2) Un espacio topolégico X es un espacio compacto si toda cu-
bierta abierta de X tiene una subcubierta finita.

Diremos que un subconjunto F de un espacio topolégico X es com-
pacto si al ser considerado con la topologia relativa, es un espacio com-
pacto. Por ejempo, todo subconjunto finito de un espacio topoldgico es
siempre un subconjunto compacto.

No es dificil darse cuenta que un espacio discreto X es compacto tini-
camente en el caso en que es finito puesto que la familia {{z} : z € X}
es una cubierta abierta de X. Por otro lado, es sencillo notar que todo
espacio indiscreto es siempre compacto, no importando su cardinalidad.

7.2. EJEMPLOS.
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(1) El intervalo cerrado [a,b] es un subconjunto compacto de R.
En efecto, considere una cubierta abierta U del intervalo [a, b].
Podemos suponer sin perder generalidad que U estd formada
por subconjuntos abiertos de R. Consideremos ahora el siguien-
te conjunto:

A ={x € [a,b] : el intervalo [a, z] puede ser cubierto por una
cantidad finita de elementos de U}.

Existe U € U tal que a € U. Como U es abierto en R existe
r >0 tal que (a —r,a+r) C U. Consideremos un niimero real
zo tal que a < zg < min{a + r,b}. Entonces [a,z0] C U, y
por ello, zy € A; es decir, A # (). Por otro lado, el conjunto
A es acotado superiormente por el nimero b. Entonces por el
axioma del supremo existe @ = supA. Observe que a > a ya
que a < xgy xg € A.

Demostremos que o = b. Como b es una cota superior de A,
tenemos que « < b. Si ocurriera que a < b, entonces « € (a, b).
Como U es cubierta abierta de [a, b, existe V € U tal que € V.
Pero V' y (a, b) son abiertos de Ry o € (a,b) NV, asi que existe
0 > 0 tal que (o« — d,a+6) € VN (a,b). Como o — 6 < «,
existe una z € A tal que o — § < z. Debido que z € A, existen
Vi,Va,...,V, € U tales que [a,z] C V1 UVRU---UV,,. Entonces
[a,a+ 6] CViIUVRU---UV,UV. En consecuencia, a + 9§ € A;
y por ello a+§ < a, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto
b=a.

Anélogamente (y usando el hecho de que o = b), se puede
demostrar que b € A. Por lo tanto [a, b] es compacto.

Contrario a lo que sucede con los intervalos cerrados y aco-
tados de R, la recta real con su topologia usual no es un espacio
compacto. Por ejemplo, la cubierta abierta {(—n,n) : n € N}
de R no tiene subcubiertas finitas.

(2) El espacio de ordinales [0,w;] es compacto. En efecto, sea U
una cubierta abierta de [0,w;]. Para algun Uy € U, wy € Uyp.
Entonces, existe ap < w; tal que (g, w1] C Up. Sea Uy € U tal
que ag € Uy. Si ag > 0, entonces podemos encontrar a; < «g
tal que (a1, 9] € U;. Tomemos ahora Uy € U que contiene a
ay. Siag > 0, existe ag < a; tal que (ag, ;] € Us. De esta
manera podemos continuar. Note que para algin n € N, deberd
ocurrir que «, = 0, puesto que de lo contrario obtendriamos
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una sucesiéon estrictamente decreciente --- < ap11 < @p <

- < a1 < ap. Esto significarfa que el conjunto {ay, : n €
N} no tiene un primer elemento, lo cual contradice la buena
ordenabilidad de [0, w;].

Observe ahora que la existencia de n € N tal que «a,, = 0
implica que la subcoleccién finita Uy, ..., U,+1 de elementos de
U cubre a [0, w1].

(3) Una demostracién andloga a la del inciso anterior, nos permi-
tirfa demostrar que el espacio [0, @] es compacto, para cualquier
numero ordinal a. Ademads, si « es un ordinal limite, [0, «) no
es compacto pues la coleccién {[0, ) : B < a} es una cubierta
abierta de [0, &) que carece de subcubiertas finitas.

En algunas ocasiones es 1util la siguiente formulaciéon de la compaci-
dad en términos de las intersecciones finitas de subespacios cerrados.
Recuérdese que una familia F de subconjuntos de un conjunto X tiene
la propiedad de la interseccion finita (o es una familia centrada) si para
toda subfamilia finita ' no vacfa de F, sucede que (F" # 0.

7.3. PROPOSICION. Un espacio X es compacto si y sélo si toda familia
de subconjuntos cerrados de X con la propiedad de interseccion finita
tiene interseccion no vacia.

DEMOSTRACION. Sea X compacto, y sea F una familia de conjuntos
cerrados en X. Si (|F = 0, entonces la familia U = {X \ F: F € F}
es una cubierta abierta de X. Por la compacidad de X, la cubierta U
tiene una subcubierta finita UW. Sea 7 = { X \ U : U € W' }. Entonces
N F =10,y F no tiene la propiedad de interseccién finita.

Ahora supongamos que toda familia de conjuntos cerrados en X con
la propiedad de la interseccién finita tiene interseccién no vacifa. Sea U
una cubierta abierta de X. Entonces ¥ = {X \ U : U € U} es una
familia de conjuntos cerrados en X,y (1F = X \ JU = 0. Esto implica
que F no tiene la propiedad de la interseccion finita, y entonces existe
' C F finito tal que (| F" = 0. Entonces la familiaV = { X\F: F € '}
es una subcubierta finita de U. X

La compacidad no es una propiedad hereditaria (el intervalo abierto
(0,1) es un subespacio no compacto del espacio compacto [0,1]), no
obstante si se preserva cuando consideramos subespacios cerrados.
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7.4. PROPOSICION. Sean X un espacio compacto y F' un subespacio ce-
rrado de X. Entonces F es compacto.

DEMOSTRACION. Sea V una cubierta abierta de F. Para todo V € 'V sea
Uy un conjunto abierto en X tal que V= Uy NF. Entonces U = { Uy :
V € V}U{X\ F} es una cubierta abierta de X. Sea U’ una subcubierta
finita de U. La familia {UNF : U € W} es una subcubierta finita de
V. X

Uno de los ejemplos clasicos de subconjunto compacto de la recta
real R es el famoso conjunto ternario de Cantor.

7.5. EJEMPLO (Conjunto ternario de Cantor). Construyamos una
sucesion Fy, Fi, Fs, ... de subconjuntos cerrados del intervalo [0, 1] de la
siguiente manera:

Fo =10,1]

En general, F), se obtiene de Fj,_; descartando los intervalos abier-
tos que son el intervalo abierto tercio medio de cada uno de los intervalo
cerrados que forman F,, 1, esto es,

1 3k 23k
n—nl\U érnern n = 1.

Note que cada F,, es cerrado en [0, 1] y que la sucesién es anidada,
es decir, Fy 2O Fy D F» O .... El conjunto de Cantor C es el conjunto
Mnen Fns €l cual, por lo ya estudiado hasta aqui, es un espacio no vacio
compacto y métrico.

El conjunto de Cantor se puede describir de otra forma. Como
bien se sabe, cada punto z € [0,1] tiene una representacién ternaria
x = Y 2 2 en donde cada z; es un nimero en {0,1,2}. Asf a cada
x € [0,1] le podemos asociar la sucesién (z;);ey de su representacion
ternaria. Se sabe también que existen nimeros en [0, 1] que tienen dos
representaciones ternarias, una constante 0 a partir de un cierto mo-
mento, y la otra constante 2 también en una cola. Por ejemplo, a % se
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le pueden asociar las sucesiones 1,0,0,... y 0,2,2,.... El conjunto de
Cantor C es igual a la coleccién de todos los puntos en [0, 1] que tienen
una representacién ternaria en la cual no aparece ningun 1, es decir, C
es el conjunto de todos los puntos x en [0, 1] cuya expansién ternaria
puede escribirse en la forma: x =7, 3+, donde z; € {0,2} para cada
i€ N.

En el problema 7.A.(6) se pide demostrar al lector que el conjunto
de Cantor es homeomorfo al producto 2, donde 2 denota al espacio
discreto {0,1} (véase el ejemplo 4.16 inciso (1)).

La compacidad es una propiedad de suma importancia y gran fuerza.
Por ejemplo, ella se preserva por funciones continuas y es una propiedad
aditiva (en el sentido siguiente).

7.6. PROPOSICION.

(1) Si X es un espacio compacto, Y es un espacio, y existe una
funcion continua f : X =Y tal que f[X] =Y, entonces Y es

compacto.

(2) Sean X wun espacio topoldgico . Si Xi,...,X, son subespacios
compactos de X tales que X = X1 U---U X, entonces X es
compacto.

DEMOSTRACION. (1) Sea V una cubierta abierta de Y. Entonces U =
{f7Y[V]:V €7V} es una cubierta abierta de X. Sea U una subcubierta
finita de U. Entonces la familia V' = { f[U] : U € U } es una subcubierta
finita de V.

(2) Si U es una cubierta abierta de X, entonces para cada i €
{1,...,n}, la familia W; = {UNX,; : U € U} es una cubierta abierta de
X;. Como cada X; es compacto, existe una subfamilia finita U, C U tal
que {UNX;:U €U, } cubre a X;. Entonces la familia Uj U---U U, es
una subcubierta finita de U. X

Por la proposiciéon anterior, todo espacio cociente de un espacio com-
pacto es también un espacio compacto. También es facil notar que la
propiedad del inciso (2) de 7.6 no es necesariamente cierta cuando se
tiene una cantidad numerable de subespacios compactos. Por ejemplo,
el espacio usual de los ntimeros reales R es igual a la unién de los inter-
valos cerrados [—n,n] (donde n € N); pero R no es compacto.
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En el siguiente teorema se puede apreciar cémo los subconjuntos
compactos de un espacio de Hausdorff satisfacen propiedades de sepa-
racion andlogas a las que cumplen los puntos.

7.7. TEOREMA.

(1) Sean X un espacio de Hausdorff, y K1, Ko C X subespacios
compactos de X. Si K1N Ky = () entonces existen subconjuntos
abiertos ajenos U y V en X tales que K1 CU y Ko € V.

(2) Sea X un espacio reqular. Si F C X es cerrado y K C X es
compacto y FNK = (), entonces existen abiertos ajenos U y 'V
tales que F CU y K CV.

DEMOSTRACION.

(1) Fijamos un punto y € K;. Para todo z € Ky, sean UY, V!
abiertos tales que x € UY, y € Vi y U N VY = (. La familia
U={UJNK:x e Ky} es una cubierta abierta de Ky. Sea
{UY,NK,...,U! NK} una subcubierta finita de U. Hagamos
Ay =Ud U---UU, yBy=VZ n---NnV{ .

Note ahora que la coleccion W = {By NK;:y € K} es
una cubierta abierta de K;. Como Kj es compacto, existen
Y1,Y2, - .-, Yn en Ki tales que {(By, N K1),...,(By, N K1)} es
un subcubierta finita de W. Definamos U = By, U---U B, y
V=A4, N---NA,y,. Entonces K1 CU, Ky C VyUnvVvV =4.

(2) Como X es regular, para cada x € K existen abiertos ajenos U,
y Vi tales que F' C U, y x € V. Note que la familia V = {V, N
K : z € K} es una cubierta abierta de K. Siendo K compacto,
existen z1,...,x, en K tales que {V,, NK,...,V, NK} es una
subcubierta abierta de U. Definamos ahoraa U = U,,N---NU,,,
yV =V, U---UV, . Entonces U y V son abiertos ajenos tales
que FCUy KCV. X

Como una consecuencia de las anteriores propiedades, podemos de-
mostrar, entre otras cosas, que todo espacio compacto Hausdorff es un
espacio normal.

7.8. COROLARIO.

(1) Si X es un espacio de Hausdorff y K es subespacio compacto
de X, entonces K es cerrado en X.
(2) Todo espacio Hausdorff compacto es normal.
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(3) Sean X wun espacio compacto, Y un espacio de Hausdorff, y

f: X =Y una funcion.

(a) Si f es continua entonces f es una funcion cerrada.

(b) Si f es biyectiva y continua entonces f es un homeomor-
fismo.

DEMOSTRACION.

(1

(3

) Si z € X\ K, aplicando el teorema 7.7 a los compactos K; =
{z} y K2 = K, podemos concluir que existen subconjuntos
abiertos ajenos U y V tales que K1 C U y Ky C V. Entonces
x € U C X\ K. De esta manera hemos comprobado que K es
cerrado.

) Sean X un espacio compacto Th y Fi, F» suconjuntos cerrados
ajenos de X. Como X es compacto, tanto F; como Fb son
subespacios compactos. Como Fj es ajeno de Fb, podemos
aplicar el teorema 7.7 (inciso (1)) y concluir que existen abiertos
ajenos U y V que satisfacen F; C U y Fo, C V. Esto muestra
que X es normal.

) (a) Si FF C X es cerrado, entonces F' es compacto. La funcién
f I F:F — f[F] es continua y sobreyectiva. Siendo F' com-
pacto, f[F] es compacto. Pero todo subespacio compacto de
un espacio Hausdorff, es un subconjunto cerrado.

(b) Toda funcién biyectiva continua y cerrada es un homeomor-
fismo. X

2. Producto de espacios compactos

En esta seccién demostraremos el célebre teorema de Tychonoff que ase-
gura la compacidad del producto topoldgico de espacios compactos. El

primer

resultado de esta seccion engloba algunas de las caracterizaciones,

en términos de convergencia de filtros, de la compacidad.

7.9. PROPOSICION. Sea X un espacio topoldgico. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1
(2
(3
(4

) X es un espacio compacto.

) Todo filtro en X tiene un punto de acumulacion.

) Todo wultrafiltro en X tiene un punto de acumulacion.
) Todo wultrafiltro en X converge.



“librocasarrubiastamariz” — 2015/1/20 — 7:15 — page 215 — #225

Elementos de Topologia General 215

DEMOSTRACION. (1) = (2) Sea F un filtro en X. Consideremos la
coleccion cl(F) = {cl(F) : F € F}. Como F es un filtro, se tiene que

@#FlﬂFgﬂ'“ﬂFngC](Fl)ﬂCI(FQ)ﬂ-'-ﬂCl(Fn)

para cualesquiera Fy, Fy,..., F, € F. Entonces la coleccién cl(F) es
una familia centrada de subconjuntos cerrados de X. Por la proposicién
7.3, tenemos que () # (cl(F). Observe ahora que cualquier punto en el
conjunto [ cl(F) es un punto de acumulacién para F.

(2) = (3) Esta implicacién se cumple ya que cualquier ultrafiltro es
un filtro.

(3) = (4) Supongamos que F es un ultrafiltro en X. Por hipdtesis
existe x € ({cl(F) : F € F}. Probaremos ahora que ¥ — z. Con-
sideremos una vecindad cualquiera de x, digamos V. Como x € cl(F)
para toda F € Fy V € V(z), tenemos que V N F # (). El teorema 3.53
implica ahora que V € F. Con lo cual podemos concluir que V(z) C &.
Esto demuestra que F — z.

(4) = (1) Sea U una cubierta abierta para X. Supongamos que U no
tiene subcubiertas finitas. Entonces la coleccién € = {X\U : U € U} es
una coleccién centrada de subconjuntos de X. Por la proposicién 3.51
podemos considerar un ultrafiltro F que contiene a €. Aplicando nuestra
hipétesis, podemos garantizar la existencia de un punto x € X tal que
F — z. Pero entonces x es un punto de acumulacion de F. Asi que = €
clx (X \U) para cada U € U. Pero como cada elemento de U es abierto,
lo anterior implica que x € X \ U para toda U € U, contradiciendo el
hecho de que U es una cubierta abierta para X. Entonces debe existir
una subcoleccién finita de U que cubre a X. Por lo tanto X es un espacio
compacto. X

7.10. TEOREMA (Tychonoft). Sea {X; : j € J} una coleccion no vacia de
espacios topoldgicos no vacios. El producto de Tychonoff X = HjeJ X
es un espacio compacto si y sélo si el espacio X; es compacto para cada
jed.

DEMOSTRACION. =] Sea j € J arbitraria. Como cada proyeccién
m; + X — Xj es una funcién continua y sobreyectiva, el espacio X;
es compacto.

<] Supongamos que cada elemento en {X; : j € J} es un espacio
compacto. Vamos a demostrar que X =[] jed X es compacto probando
que todo ultrafiltro en X converge. Sea F un ultrafiltro en X.
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AFIRMACION. Para cada j € J, la base de filtro 7;[F] = {m;[F] :
F € J} es un ultrafiltro en X;.

DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION. Sea j € J fijo. Es claro que
mj[F] # 0 y que cada elemento de 7;[F] es diferente del vacio. Por otra
parte, si m;[F] € 7;[F] y 7;[F] C A, entonces F' C 7rj_1[7rj[F]] C 77;1[A].
Como F' € F y F es cerrado bajo superconjuntos, 7T]-_1[A] € J. Entonces
A=yl A]] € my(9)

Para verificar que 7;[F] es cerrada bajo intersecciones finitas, con-
sideremos un par de elementos m;[F1], 7;[F2] € m;[F]. Como F es filtro
y F;, Fy € F, tenemos que F} N Fy, € F. Note ahora que F} N Fy C
7 [ [F1) N wj[Fy]]. Entonces, 7; ' [m;[Fi] N m;[Fy)] € F. Consecuente-

J J
mente,

RN B] = |75 (IR 0w R € 9],

Finalmente, probemos que 7;{F] es un ultrafiltro. Supongamos que
U C Xj es tal que U N7;[F] # () para todo F' € . Entonces, Trjfl[U] N
F # (paratodo F' € F. Como F es un ultrafiltro, 7Tj_1[U] € F. Entonces,
U = miln U] € (91,

Por lo tanto, 7;[F] es un ultrafiltro en Xj. X.

Ahora, aplicando nuestra hipdtesis y la proposicién 7.9, podemos
garantizar la existencia de un punto z; € X; tal que 7;[F] — z; en X},
para toda j € J. Definamos z : J — UjeJ X por medio de la regla:
x(j) = x; para toda j € J. Claramente la funcién x es un elemento de
X.

Probaremos ahora que ¥ — x en X. Tomemos una vecindad V' de
x en X. Entonces existe un abierto candnico 71']-_11[3]' |n---nN 77].;1 [Bj,]
tal que

-1 -1
x Gﬂ'jl [Bj ]ﬂ---ﬂﬂ'jn [Bj"] cV.

Como cada zj, = mj,(x) € By, y cada Bj, es un abierto en Xj,, te-

nemos que By, € m;,[F] para cada i € {1,2,...,n} (puesto que 7, [F] —
xj,). De donde, existen Fj, € F tales que Bj, = m;,[F},] para toda i.
Entonces Fj, C szl[Bji] para cada i = 1,2,...,n. Como F es un filtro,

lo anterior implica que 77]:1 [Bj,] € F para toda i. Pero entonces, siendo F

cerrado bajo intersecciones finitas, sucede que 7rj_11 [Bj,]N-- -ﬂwj_nl [Bj,] €
F. Y como F es cerrado con respecto a superconjuntos, V € F. Podemos
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entonces concluir que toda vecindad de x en X pertenece al filtro F. Esto
ultimo demuestra que ¥ — . X

7.11. EJEMPLO. Del teorema anterior resulta que ningtn espacio R"
es un espacio compacto. Contrariamente, todo n-cubo [a,b]", o mas
generalmente, todo espacio de tipo [a, b]M , donde M es un conjunto
arbitrario, es un espacio compacto.

De igual forma, todo espacio de tipo 2™, donde M es un conjunto
arbitrario y 2 = {0, 1} tiene la topologia discreta, es un espacio com-
pacto. Los espacios de este tipo son llamados cubos de Cantor. En el
ejercicio 7.A.(6) se le pide al lector demostrar que el cubo de Cantor 2%
es homeomorfo al conjunto ternario de Cantor C.

A continuacién demostraremos uno de los teoremas relevantes del
analisis clasico relacionado con los subconjuntos compactos de los espa-
cios euclidianos: el teorema de Heine-Borel-Lebesgue.

Recordemos que un subconjunto A de un espacio métrico (X,d) es
acotado en X si el conjunto {d(z,y) : x,y € A} es un subconjunto de R
acotado superiormente. Es decir, si existe una r > 0 y un punto zg € X
tales que A C B(zo, ).

7.12. COROLARIO (Teorema de Heine-Borel-Lebesgue). Un subconjunto
A de R™ es compacto si y solo si A es un subconjunto cerrado y acotado

de R™.

DEMOSTRACION. =] Como los espacios R" son espacios de Hausdorff,
siendo A un subconjunto compacto, A es cerrado en R"™. Para probar
que A es acotado, consideremos la cubierta U = {B(0,n) : n € N}.
Como A es compacto, existen nq,ns,...,n, € N tales que

i=1

Resulta entonces que A C B(0, k) donde k = max{ni,na,...,nm}. Por
lo tanto A es acotado.

<] Si A es acotado, entonces existe un punto zo € R” y una r > 0
tales que A C B(xp,r). Entonces A C [a,b]" donde a = —(||zo|| + 7)
y b =||zo|| + 7. Como A es un subconjunto cerrado de R”, es también
un subconjunto cerrado del espacio [a,b]", el cual es compacto por el
teorema de Tychonoff. Aplicando la proposicién 7.4, podemos concluir
que A es compacto. X
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Utilizando el teorema anterior concluimos facilmente que los espacios
topolégicos R™, Z, N™ y Q" no son espacios compactos (Z, Ny Q tienen
aqui la topologia de subespacio respecto de R). Claramente podemos
también aplicar el teorema de Heine-Borel-Lebesgue para concluir que
los siguientes subespacios de R™ son compactos: B(0,7) = {z € R" :
|z <7}y SP={x € R":|z| =r}, donde r > 0.

3. Espacios localmente compactos

En esta seccion estudiaremos la version local de la nociéon de compaci-
dad. La compacidad local, como es comun llamar a esta propiedad, fue
introducida por P. S. Alexandroff en 1923 en [5].

7.13. DEFINICION. Un espacio X se llama localmente compacto si
todo punto de X tiene una vecindad compacta.

Como todo espacio topoldgico es vecindad de cada uno de sus puntos,
todo espacio compacto es localmente compacto.

7.14. EJEMPLOS.

(1) Ya sabemos que para cada nimero ordinal « € [0,w1), [0, «] es
compacto. Por lo tanto, [0,w;) es localmente compacto.

(2) Por el teorema de Heine-Borel-Lebesgue, toda bola cerrada en
el espacio R™, considerado con su topologia usual, es un sub-
conjunto compacto de R™. Por lo tanto, cualquier espacio R"
es localmente compacto.

(3) Es facil verificar que todo subespacio cerrado de un espacio lo-
calmente compacto es localmente compacto, pero la compaci-
dad local no es una propiedad hereditaria. Por ejemplo, el
espacio R con su topologia usual es localmente compacto, pero
no asi el subespacio de los nimeros racionales Q. En efecto,
supéngase que ¢ € Q y que K es una vecindad compacta de g
en Q. Tenemos que ¢ € intg(K) € K. Como K es compacto
en Q y Q es subespacio de R, K es compacto, y por lo tanto
cerrado, en R. Como ¢ € intg(K), existe un intervalo (a,b)
de R tal que ¢ € (a,b) NQ C intg(K) C K. Note ahora que
cualquier punto y € (a,b) \ Q es un punto de acumulacién de
K en R que no pertenece a K. Esto contradice el que K sea
un subconjunto cerrado de R.
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La siguiente caracterizacion de la compacidad local en los espacios
de Hausdorff es sencilla de demostrar y es muy util.

7.15. PROPOSICION. Sea X un espacio Hausdorff. El espacio X es lo-
calmente compacto si y solo si todo x € X tiene una vecindad abierta U
tal que la cerradura de U es compacta.

DEMOSTRACION. Supéngase que X es localmente compacto y que x €
X. Sea V una vecindad compacta de x. Entonces existe U, abierto en
X, tal que z € U C V. Como X es T, el subespacio compacto V de X
es cerrado en X. De este modo, cl(U) C V, y por ello cl(U) es compacto.

El reciproco es obviamente cierto. X

7.16. PROPOSICION. Sea X un espacio Hausdorff. El espacio X es lo-
calmente compacto si y solo si cada punto de X tiene un sistema de
vecindades compactas.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es localmente compacto, que x €
X y que V es un abierto de X tal que z € V. Sea K una vecindad com-
pacta de z en X. Entonces V Nint x (K) es un abierto en el compacto K.
Como K es Ty (porque X lo es), K es un espacio Ty. Por la regularidad
de K, existe un abierto B en K tal que z € B C clg(B) C VNintx (K).
Podemos elegir entonces un abierto U de X tal que KNU = B. Como K
es una vecindad de = en X, tenemos que z € intx (K)NU C B C clg(B).
Note ahora que intx (K) N U es un abierto de X y que clg(B) es com-
pacto. Entonces cli(B) es una vecindad compacta de = contenida en
V.

La prueba de la implicacion contraria es trivial. X

7.17. PROPOSICION. Sea X un espacio Hausdorff localmente compacto,
y sea Y un subespacio de X.

(1) Si Y es abierto en X entonces Y es localmente compacto.
(2) Si Y es localmente compacto y denso en X, entonces Y es
abierto en X.

DEMOSTRACION.

(1) Sea y € Y arbitrario. Siendo X un espacio localmente com-
pacto, existe una vecindad compacta V de y en X. Como Y
es abierto en X, Y NV es una vecindad de y en X. Pero X
es, ademds de localmente compacto, un espacio 15, por lo cual
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podemos encontrar una vecindad compacta W de y en X con-
tenida en Y NV (véase la proposicién 7.16). Resulta entonces
que W es una vecindad compacta de y en Y. Como y fue
elegido de manera arbitraria, concluimos que Y es localmente
compacto.

(2) Sea y € Y arbitrario. Como Y es localmente compacto, existe
un subconjunto abierto A de Y y un subconjunto compacto K
de Y tales que y € A C K C Y. Tomemos un subconjunto
abierto V de X tal que A = Y N V. Demostraremos que y €
V CY. Claramente y € V. Por otro lado, notemos que

Clx(YﬁV) ny = (CIX A) NY =cly A.

Como el conjunto cly A es compacto, también lo es clx (Y N
V)NY;y por ello, este conjunto es un subconjunto cerrado de
X. Ademss, clx (Y NV)NY contiene a Y NV. Por lo tanto

Clx(Y N V) - Clx(Y N V) ny,

lo que significa que clx(Y NV) C Y. Pero clx(Y)NV C
clx(YNV), y como Y es denso en X tenemos ademds que
clx(Y) = X. Por lo cual obtenemos que V Cclx(YNV)CY

Con todo lo anterior podemos concluir que Y es abierto en
X ya que el punto y fue elegido arbitrariamente. X

En lo que sigue probaremos que la compacidad local es preservada
por funciones continuas abiertas.

7.18. PROPOSICION. Si f : X — Y es una funcién continua abierta y so-
breyectiva, y X es un espacio localmente compacto, entonces Y también
es un espacio localmente compacto.

DEMOSTRACION. Sea y € Y arbitrario. Como f es sobreyectiva, existe
x € X tal que f(z) = y. Dado que X es localmente compacto existe
una vecindad compacta K de x en X. Consideremos ahora un abierto
U de X tal que z € U C K. Note ahora que y € f(U) C f(K), y que
siendo f continua y abierta, el conjunto f(K) y el conjunto f(U) son
compacto y abierto, respectivamente. Entonces f(K) es una vecindad
compacta de y en Y. X

Con la proposicién anterior es muy sencillo verificar que la compaci-
dad local es un propiedad topoldgica.
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Ahora veremos que los espacios localmente compactos Hausdorff son
siempre espacios Tychonoff. Para ello utilizaremos algunas propiedades
de la llamada compactacién de Alexandroff de un espacio no compacto.

7.19. DEFINICION. Sea X un espacio no compacto. La compactacién
de Alexandroff A(X) (6 compactacion por un punto) de X es el espacio
X U {00}, donde oo es un punto que no pertenece a X, con la siguiente
topologia:

T={UCXU{oo}:UNX esabiertoen X y U C X

6 X \ U es subespacio compacto de X }

Es facil ver que T es efectivamente una topologia en el conjunto
A(X) y que la topologia que el conjunto X hereda de A(X) coincide con
su topologia original. Ademds, el espacio A(X) es un espacio compacto.
Efectivamente, suponga que U es una cubierta abierta de A(X). Sea
Up € U tal que oo € Upy. Por la definicién de la topologia de A(X),
X\ Uy es compacto. Sean Uy, ..., U, C U tales que X \Uy C U U---UU,
Entonces {Uy,...,U,} es una subcubierta finita de U.

Note que el espacio de ordinales [0, w1] es la compactacién de Alexan-
droff del espacio [0,w1) ya que [0,w1) es un subespacio de [0,w;] que no
es compacto, y ademas si V' es una vecindad abierta de w; entonces
ella contiene a un conjunto de la forma (o, wi]. Luego [0,wi] \ V es un
subconjunto cerrado, y por ello compacto, de [0, a].

Una pregunta interesante es saber cuando la compactacién de Alexan-
droff de un espacio no compacto X es un espacio Hausdorff. Eviden-
temente, si X no es Hausdorff entonces A(X) no puede ser un espacio
Hausdorff, pero lo curioso es que cuando X es un espacio Hausdorff, el
que A(X) sea Ts, o no, depende de si X es localmente compacto.

7.20. PROPOSICION. Sea X un espacio Hausdorff no compacto. La com-
pactacion de Alezandroff A(X) de X es un espacio de Hausdorff si y sdlo
st X es localmente compacto.

DEMOSTRACION. Si A(X) = X U {oo} es de Hausdorff, entonces para
todo z € X existen conjuntos Uy, V,, abiertos en A(X) tales que z € Uy,
o0 € Vyy U, NV, =10. Por la definicién de la topologia de A(X), el
conjunto X \ V, es compacto; pero z € U, C X \ V, y U, es abierto en
X. Entonces X \ V,, es una vecindad compacta de x en X.

Supongamos ahora que X es localmente compacto, y sean x1,z9 €
A(X). Siz,z2 € X, entonces existen conjuntos abiertos Uy, Uz en X
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tales que x1 € Uy, 70 € Uy y Uy NUs; = (. Por la definicién de la
topologia de A(X), los conjuntos U;, Uz también son abiertos en A(X).

Sixzy € X y z9 = 00, elijamos una vecindad abierta U de x; cuya
cerradura cl(U) en X es compacta, y sea V = A(X) \ cl(U). Entonces
UNV=0,21€U,zg=00€V,yUyV son abiertos en A(X). X

Un espacio discreto infinito X es un ejemplo de un espacio no com-
pacto que es localmente compacto. Para este tipo de espacios topoldgi-
cos, la topologia de su compactacién de Alexandroff A(X) = X U {oo}
puede ser descrita facilmente (vea el ejercicio 1.B.(7)). Recuerde que
en un espacio discreto, los tinicos subconjuntos compactos son los sub-
conjuntos finitos, por ello la topologia de A(X) es la siguiente: T =
PX)U{UU{oc} :UC Xy |X\U| <R}

Estamos ya en posicién de demostrar que todo espacio localmente
compacto T5 es completamente regular.

7.21. COROLARIO. Todo espacio localmente compacto Hausdorff es un
espacio de Tychonoff.

DEMOSTRACION. Si X es un espacio compacto, entonces X, siendo
ademads Hausdorff, es un espacio Ty y, por lo tanto, Tychonoff.

Si X no es compacto, entonces X es homeomorfo a un subespacio de
su compactacién de Alexandroff A(X), la cual es un espacio compacto
Hausdorff. En consecuencia X es Tychonoff siendo un subespacio del
espacio normal, y por lo cual de Tychonoff, A(X). X

El dltimo resultado de esta seccién muestra el comportamiento de
la compacidad local en los productos de Tychonoff.

7.22. PROPOSICION. Sea {X; : j € J} una coleccion no vacia de espa-
ctos topoldgicos no vacios. El espacio producto HjEJ X es un espacio
localmente compacto si y solo si

(1) el espacio X es localmente compacto para toda j € J, y
(2) todos los espacios X son compactos con excepcion quizas de un
numero finito de ellos.

DEMOSTRACION. =] Como cada proyeccién m; : [[;c; X; — Xj es
una funcién continua, abierta y sobreyectiva, la proposicién 7.18 nos
dice que cada espacio X es un espacio localmente compacto. Tomemos
ahora un punto x € [[,c; X;. Como [[,c; X; es un espacio localmente
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compacto, existe una vecindad compacta W de x en [] jeg Xj- Debido
a que W es vecindad de x, existen j1,7j2,...,Jn € J tales que = €
Nz, ’/Tj_il(Uji) C W, donde cada Uj;, es un abierto en Xj;. Entonces
para cada j € J \ {ji,...,jn} se tiene que m;(W) = X;. Ahora, siendo
W compacto, X; es compacto para todo j € J\ {41, j2,...,jn}. Lo cual
demuestra (2).

<] Supongamos que para todo j € J \ F se tiene que X; es un
espacio compacto, donde F' C J es un subconjunto finito. Note que si F
es vacio entonces el espacio [ jes Xj es compacto, y en consecuencia, es
localmente compacto. Supongamos entonces que F # (). Digamos que
Fesigual a {j1,j2,...,jn}. Para demostrar que J[;c; X; es localmente
compacto tomemos un punto x € Hje 7 X;. Elijamos ahora, para cada
i €{1,2,...,n}, una vecindad compacta Kj, de z(j;) en X;,. Entonces
el conjunto U = (., Wj_il(K ;) es una vecindad compacta de z en el
espacio producto [ jes Xj X

Aplicando la anterior proposicién podemos concluir que tanto R”™
como N (n € N) son espacios localmente compactos, pero no lo son los
espacios R¥ y N“.

4. Espacios topolégicos numerablemente compactos y es-
pacios Lindelof

Hemos escogido analizar tanto la nocién de espacio numerablemente
compacto como la de espacio Lindelof en la misma seccién debido a que
para la definicién de estos dos tipos de espacios topoldgicos, la numera-
bilidad juega un papel muy importante.

7.23. DEFINICION.

(1) Un espacio topolégico X es un espacio numerablemente com-
pacto si toda cubierta abierta numerable de X tiene una sub-
cubierta finita.

(2) Se dice que un espacio topolégico X es un espacio Lindelof (o
que tiene la propiedad de Lindeldf) si de toda cubierta abierta
es posible extraer una subcubierta numerable.

7.24. OBSERVACIONES.
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(1) De las definiciones resulta claro que cualquier espacio compacto
es numerablemente compacto y Lindelof.

(2) No es dificil verificar que todo espacio Lindeléf numerablemente
compacto es un espacio compacto.

7.25. EJEMPLOS.

(1) Si X es un espacio discreto infinito, entonces X no es nume-
rablemente compacto. Efectivamente, si N es un subconjunto
numerable infinito de X, entonces la coleccion U = {{z} : x €
N}U{X \ N} es una cubierta numerable para X que no admite
subcubiertas finitas.

Por otro lado, note que si X es méas que numerable entonces
la familia V = {{z} : © € X} es una cubierta abierta para X
que no admite una subcubierta numerable. De esta manera si
X es un espacio discreto de cardinalidad més que numerable,
entonces X no es un espacio Lindelof.

(2) Claramente cualquier espacio numerable es Lindeléf. De tal
manera que cualquier espacio discreto numerable es un ejemplo
de un espacio Lindelof que no es numerablemente compacto.

La compactacién de Alexandroff A(X) de un espacio discreto mas
que numerable X es un espacio compacto Hausdorff. Note que X no es
ni numerablemente compacto ni Lindel6f, pero A(X) si lo es. De todo
esto podemos concluir que ni la propiedad de Lindelof ni la compacidad
numerable son propiedades hereditarias.

7.26. OBSERVACION. Con una argumentacién semejante a la dada
en la proposicién 7.4 no es complicado demostrar que todo subespacio
cerrado de un espacio numerablemente compacto (respectivamente, de
un espacio Lindel6f) es un espacio numerablemente compacto (respecti-
vamente, Lindeldf). Dejamos al lector la tarea de verificar esto.

7.27. EJEMPLO. Los espacios que tienen todos sus subespacios Lin-
delof se llaman hereditariamente Lindelof. Todos los espacios segundo
numerables son ejemplos de espacios hereditariamente Lindelof. Para
convencernos de esto es suficiente demostrar ellos son espacios Lindelof
puesto que el segundo axioma de numerabilidad se hereda a cualquier
subespacio. Pero observe que esto ultimo es una simple aplicacién del
inciso (1) del lema 6.24, puesto que si X es un espacio segundo nume-
rable su peso es numerable, asi que si U es una cubierta abierta de X
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por el lema 6.24 existe una subcolecciéon V de U tal que U =V y
V] < w(X) < No.

Segun lo anterior todos los espacios euclidianos R™ (n € N) son
espacios hereditariamente Lindel6f. Pero ninguno de estos espacios es
numerablemente compacto porque, por ejemplo, la cubierta abierta U =
{B(0,m) : m € N} de R” no tiene subcubiertas finitas.

Otro ejemplo de espacio Lindelof de especial relevancia es la linea
de Sorgenfrey Lg = (R,8). No obstante que este espacio no tiene
propiedades muy fuertes, por ejemplo no satisface el segundo axioma
de numerabilidad (vease problema 3.F.(1)), él es Lindeldf (de hecho, es
hereditariamente Lindel6f).

7.28. EJEMPLO. Consideremos una coleccién U de subconjuntos abier-
tos de la linea de Sorgenfrey Lg tal que R = [JU. Sin perdida de gener-
alidad se puede suponer que los elementos de la familia U son abiertos
bésicos candnicos del espacio Lg. Definamos p = {(a,b) : [a,b) € U}, y
sea Z = J .

Dado que el espacio usual de los nimeros reales R es segundo-
numerable, el subespacio Z de R es un espacio Lindel6f. Por lo tanto de
la cubierta abierta p de Z podemos extraer una subcubierta numerable

n. Sea § = {[a,b) : (a,b) € n}.
AFIRMACION. El conjunto R\ |J§G es a lo méds numerable.

DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION. Supongamos lo contrario, i.e.,
supongamos que |R\ |G| > Ry. Dado que U es una cubierta de R, para
cada x € R\|J 9, podemos elegir un elemento [a;, b, ) en U de tal manera
que = € [ag,b;). Obsérvese que = = a,, para cada x € R\ J§G. Ahora si
x y y son elementos distintos de R \ | J G, entonces los correspondientes
intervalos abiertos (a,b.) y (ay,by) son ajenos. Veamos por qué sucede
esto: supdngase que x < y y que existe z € (ag,bz) N (ay,by,). Entonces
ay = <y < z < by; de donde, y € USG, lo cual es una contradiccién.
Entonces la familia ¢ = {(az,bz) : * € R\ [JG} es una familia de
subconjuntos abiertos no vacios del espacio R que son ajenos dos a dos,
y cuya cardinalidad excede Ny. Note ahora que esto ultimo contradice
la separabilidad de R. Por lo tanto |R\ [J G| < No. X

De todo lo anterior es ya facil demostrar que U posee una subcu-
bierta numerable. En consecuencia podemos decir que £g es un espacio
Lindelof.
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Observe que uno puede modificar la anterior demostracién para pro-
bar que cualquier subespacio de la linea de Sorgendrey es un espacio
Lindel6f, y con esto concluir que la linea de Sorgenfrey es en verdad
un espacio hereditariamente Lindel6f. En el problema 7.D. inciso (2) se
pide al lector escribir estos detalles.

A continuacién mostramos la relacién que hay entre la propiedad de
Lindel6f y los axiomas de separacion T3 y Ty.

7.29. PROPOSICION. Si X es un espacio reqular y Lindelof entonces X
es un espacio Ty.

DEMOSTRACION. Sean F| y F, subconjuntos cerrados ajenos de X.
Para cada x € F}, existe por la regularidad del espacio X un conjunto
abierto A, que contiene a x y para el cual sucede que cl(A,) N Fy = 0.
De la misma manera, para cada y € F» existe un conjunto abierto B,
que contiene a y tal que cl(By) N F; = 0. Note ahora que las colecciones
Ci={A;:x € F1} y Co={B,:y € F>} son cubiertas abiertas de Fy y
F5, respectivamente. Como F; y Fs son espacios de Lindel6f (puesto que
son subespacios cerrados de un espacio Lindel6f), existen subcolecciones
numerables {41, Ag, ..., Ap,...} y {B1,Ba,...,By,...} de €1 y Co, re-
spectivamente, que cubren a F} y Fs. Consideremos ahora la siguiente
coleccién de conjuntos abiertos.

51 = A1 T1 = Bl \Cl(Sl)
Sy = Ay \ Cl(Tl) T = By \Cl(Sl U 52)
S3 = Ag \ Cl(Tl U Tg) T3 = Bsg \Cl(Sl U Sy U 53)

Dejamos al lector verificar que los conjuntos S = U,enSn vy T =
Unen T son subconjuntos abiertos ajenos de X que contiene a Fy y
a Fy, respectivamente. X

7.30. COROLARIO. La Linea de Sorgenfrey es un espacio Ty.

Dejamos como un ejercicio al lector la demostracién de la siguiente
proposicién.

7.31. PROPOSICION. La imagen continua de cualquier espacio Lindelof
(respectivamente, numerablemente compacto) es un espacio Lindeldf (re-
spectivamente, numerablemente compacto).
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En la siguiente proposicién obtenemos una 1til caracterizacién en la
clase de los espacios 17 de la compacidad numerable.

7.32. PROPOSICION. Sea X un espacio topolégico T\. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) X es numerablemente compacto.

(2) Cada subconjunto infinito de X tiene un punto de acumulacion.

(3) Cada subconjunto numerable (infinito) de X tiene un punto de
acumulacion.

DEMOSTRACION. (1)= (2). Supongamos que G es un subconjunto in-
finito de X que no tiene puntos de acumulacién. Sea F' un subconjunto
numerable infinito de G. Como G no tiene puntos de acumulacién, tam-
poco los tiene F'. En consecuencia, F' es un subconjunto cerrado de X,
y ademads, para cada x € I’ existe una vecindad abierta V, de = tal que
VNF = {x}. Resulta ahora que la coleccién U = {V, : x € F}U{X\ F}
es una cubierta abierta numerable de X que no tiene subcubiertas finitas.
Por lo tanto X no es numerablemente compacto.

(2) = (3). Trivialmente (2) implica (3).

(3) = (1). Supongamos que X no es numerablemente compacto.
Entonces existe U = {U,, : n € N} cubierta abierta numerable de X que
no tiene subcubiertas finitas.

Elijamos 1 € X y un elemento U,, € U tal que x; € U,,. Por
nuestra hipGtesis sobre la cubierta U, X \ |, U; # 0. Elijamos un
elemento zg € X \ J2; U;. Como U es cubierta de X, existe ng € N tal
que zg € Uy, (note que n; < my). Supongamos que hemos construido
ni,...,ny €ENyxy,...,0p € X tales que n; <mng <--- <ng, 1 € Up,
y xj € Up, \ U2 Ui para cada j € {2,...,k}. Como U, U; no es
igual a X, existen x,,,, € X \ U2, Ui y g1 € N\ {1,2,...,n;} tales
que Tp,_, € Up,,. De esta manera hemos construido recursivamente al
punto zy41 € Uy, \ U%, Ui

El anterior proceso recursivo nos permite definir un conjunto infinito
F = {z : k € N} y una sucesién {Uy : k € N} de elementos de U.
Probaremos ahora que el conjunto F' no tiene puntos de acumulacién
en X. En efecto, para cada x € X existe una n € N tal que x € U,
y U, contiene a lo mdas una coleccién finita G de puntos de F. Asi,
(U, \G)U{x} es una vecindad de x que no tiene puntos de F', a excepcién
posiblemente de z. X

T
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El espacio de ordinales [0,w;) es numerablemente compacto pues si
F C [0,w) es infinito y numerable, entonces el supremo de F' pertenece
a [0,w;) y es un punto de acumulacién de F. Observe que [0,w;) no
es Lindelof pues la coleccién de abiertos {[0,a) : o < wi} no tiene
subcubierta numerable.

7.33. PROPOSICION.

(1) En un espacio metrizable, la separabilidad, el sequndo axioma
de numerabilidad, y la propiedad de Lindeldf son equivalentes.

(2) En un espacio metrizable, compacidad y compacidad numerable
son propiedades equivalentes.

DEMOSTRACION. (1) Si D es un subconjunto denso numerable de un
espacio metrizable X es muy facil probar que la coleccién

B={B(d,1):de D,neN}
es una base numerable para X.

Por otro lado, el resultado en el ejemplo 7.27 muestra que todo
espacio segundo numerable tiene la propiedad de Lindelof. Asi que para
probar la equivalencia entre estas tres propiedades, bastard demostrar
que cualquier espacio metrizable Lindelof es un espacio separable.

Para ello suponga que X es un espacio metrizable Lindelof. Sea
n € N fijo y considere la cubierta abierta U, = {B(m,%) cx € X}
Como X es un espacio Lindelof, para la cubierta U,, podemos considerar
una subcubierta V,, = {B(d, 1) : d € D,,} donde D,, es un subconjunto
numerable de X. Sea D = J,,cy Dn. Claramente D es numerable. Para
finalizar probaremos que D es un subconjunto denso de X. En efecto, si
que U un subconjunto abierto no vacio de X entonces existen x € U y
r > 0 tales que B(x,r) C U. Tomemos n € N tal que 0 < % < r. Como
V,, cubre a X, existe d € D,, tal que z € B(d, 1). Entonces d € B(z, 7).
Por lo cual ) # DN B(x,r) CDNU.

(2) Sélo tenemos que demostrar que cualquier espacio metrizable nu-
merablemente compacto es compacto. Para ello consideremos un espacio
metrizable X. Supongamos que X es numerablemente compacto y que
d es una métrica para X que genera su topologia. Por la proposicién
7.32, sabemos que todo subconjunto infinito de X tiene un punto de
acumulacién en X. A partir de esto podemos demostrar la siguiente
afirmacion.

AFIRMACION. Para cada ¢ > 0, existe un subconjunto finito A5 C X

tal que X =, e, B(,9).
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DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION. Si la afirmacién no es ver-
dadera, entonces existen una § > 0 y un conjunto numerable infinito
F = {z, : n € N} tales que d(xy,zy) > J para todos los indices
m,n € N diferentes.

Pero entonces F' es un conjunto infinito sin puntos de acumulacion
en X. Lo cual no es posible puesto que X es numerablemente compacto.

X

Consideremos ahora a los conjuntos finitos Al,Al A1 . A1 yeee
y al conjunto A = {J, oy A1 Claramente A es un conJunto numerable.

Mas atn, el conjunto A es un subconjunto denso de X. Efectivamente, es
suficiente demostrar que para todo z € X y toda € > 0, B(x,€) N A # ().
Tomemos un punto x € X y una € > 0 y consideremos una n € N de tal

manera que % < €. Por la eleccién del conjunto A1, se tiene que
n

X=|J B3

xEAl
n

Entonces existe y € A1 tal que z € B(y, %) De esta manera tenemos

que d(z,y) < % < €, es decir, y € AN B(z,¢€). Hemos probado asi que
A es denso en X.

Debido a que A es numerable, podemos concluir que X es un espacio
separable. Por el inciso (1), tenemos que X es un espacio Lindeldf.
Recuerde ahora que esta tltima propiedad combinada con la compacidad
numerable implica la compacidad de X. X

7.34. EJEMPLOS.

(1) Como consecuencia interesante de las proposiciones 7.31 y 7.33
resulta que cada funcién continua f : [0,w;) — R es constante a
partir de algin nimero oy < w;. En efecto, para cada o < wy,
el subespacio X, = [a,w1) es numerablemente compacto. De
hecho, [a, w1 ) es homeomorfo a [0, w;). Por lo tanto, la coleccién
{f[Xa] : @ < w1} es una familia centrada de compactos con-
tenidos en el compacto f[Xo]. Por lo tanto, F' =, Xa es
un subconjunto no vacio de R. Si r € F, entonces f~1[{r}] es
un subconjunto cerrado y no acotado de [0,w;). Ahora, para
cada n € N tomemos el subconjunto cerrado

Gn={A<wi:[f(A) =7 = 1/n}.
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Tenemos que G, N F = (). El ejercicio 2.E.(4) nos dice que
cada G, es acotado, digamos por «,. Ahora es claro que si
A > o = sup{ay, : n € N}, entonces f(\) =r.

(2) El producto Tychonoff de espacios de Lindel6f, no es necesa-
riamente un espacio Lindelof. Para convencernos de ello basta
considerar la linea de Sorgenfrey y su cuadrado. El cuadrado de
la linea de Sorgenfrey no es un espacio normal (véase el ejercicio
6.A.(6)), por lo cual no puede ser un espacio Lindel6f (vedse la
proposicién 7.29); pero ya sabemos que la linea de Sorgenfrey
si lo es.

(3) Para el caso de los espacios numerablemente compactos también
es sabido que el producto de espacios numerablemente com-
pactos no es necesariamente un espacio numerablemente com-
pacto lo cual puede consultarse en [26, pag. 208].

5. Compactaciones

Un problema clasico en topologia estd relacionado con la necesidad de
extender un espacio topoldgico dado a un espacio con propiedades de-
seadas y ventajosas como la compacidad. En esta seccién y en la sigu-
iente trataremos este tema.

7.35. DEFINICION. Sea X un espacio topoldgico. Una pareja (h, K)
se llama compactaciéon de X si K es un espacio compactoy h: X — K
es un encaje topoldgico tal que h[X] es un subespacio denso en K. Una

compactacion (h, K) de X es una compactacion 15 si el espacio compacto
K es Hausdorff.

Es claro que todo espacio compacto X es una compactaciéon de si
mismo. Por otro lado, en el ejercicio 1.B.(7) y en la definicién 7.19 ya
hablamos de la compactacién de Alexandroff A(X) de un espacio no
compacto X. La pareja (i, A(X)), en donde i es la funcién inclusion,
es un ejemplo de una compactacion de X segun la definicién anterior.
En particular (i, [0,w;]) es la compactacién por un punto del espacio de
ordinales [0, w1).

En el caso particular de la recta real R con la topologia usual, la
pareja (k,[—5,5]) en donde k : R — [—7, §] esta definida por

k(z) = arctan(z)
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es una compactacién de R tal que el residuo [—7, §] \ k[R] tiene exacta-

mente dos puntos: —%5 y 5 (véase la figura 35).

Ficura 35. Grafica de la funciéon arcotangente.

Podemos notar, a partir de los anteriores ejemplos, que todo espacio
topoldgico no compacto siempre tiene por lo menos una compactacion,
su compactacién de Alexandroff, pero dichas compactaciones pueden no
tener propiedades de separacion fuertes. De hecho si el espacio no es
Hausdorff, entonces no puede tener compactaciones T5.

Asi que vale la pena preguntarnos cudles espacios topoldgicos tienen
una compactacion Ts. El siguiente teorema contesta esta pregunta.

7.36. TEOREMA. Un espacio X tiene una compactacion Ty si y solo si
X es de Tychonoff.

DEMOSTRACION. Si X tiene una compactacién Th, entonces X es homeo-
morfo a un subespacio de un espacio compacto Hausdorff K. Todo es-
pacio compacto To es un espacio Tychonoff. Ademas, todo subespacio
de un espacio de Tychonoff tiene también esta propiedad. Concluimos
que X debe ser un espacio Tychonoff.

Para el reciproco, supongamos que X es Tychonoff, entonces, por
el teorema de encaje de Tychonoff, marcado con el nimero 6.23, existe
un encaje topolégico i : X — [0,1]¢501) Por el teorema de Ty-
chonoff sobre los productos de espacios compactos (ver 7.10), la potencia
[0,1)¢50:1) es compacta. Sea K la cerradura de i[X] en [0, 1]¢(X50:1D,
La pareja (i, K) es una compactacion T» de X. X
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De hecho sucede que para los espacios Tychonoff se puede hallar una
compactacién Hausdorff que tenga su mismo peso.

7.37. COROLARIO. Todo espacio de Tychonoff X tiene una compacta-
cion Hausdorff (h, K) tal que w(K) = w(X).

DEMOSTRACION. Hemos visto en el ejercicio 7.C.5 que cuando X es
Tychonoff, la coleccion € de todos los abiertos conulos en X forman
una base para la topologia de X. Gracias al ejercicio 4.C.1.c podemos
asegurar que existe una subcoleccién B de € cuya cardinalidad es igual a
w(X) y que atn es base de X. Cada C' € € esta definido por una funcién
continua fo : X — [0,1] de la siguiente manera: C' = f5'[(0,1]]. La
coleccion {fo : C € C} separa puntos de cerrados de X. Por lo tanto,
la funcién diagonal F = Agcefo es un encaje de X en [0,1]*(X) (lema
6.22). Resulta ahora que K = cl(F[X]) es una compactaciéon de X de
peso < w(X). Podemos ahora concluir que w(K) = w(X) ya que el
peso es una funcién mondtona. X

Ahora introduciremos una forma de relacionar a las compactaciones
de un espacio topoldgico. La idea es preparar el camino para introducir
la compactaciéon Hausdorff maxima.

7.38. DEFINICION. Sean (hi, K1), (ha, K3) dos compactaciones de un
espacio X. Se escribe (h1, K1) < (hg, K2) si existe una funcién continua
p : K9 — K; tal que el diagrama

X ha Ky
x Jp
K

es conmutativo; es decir p o ho = h;.

Las compactaciones (hy, K1) y (he, K3) de X se llaman equivalentes
si existe un homeomorfismo p : K9 — K7 tal que po hy = hy.

7.39. EJEMPLO. Si X es un espacio localmente compacto 15 y la
pareja (i, A(X)) es su compactacién por un punto, entonces (i, A(X)) <
(h, K) para cualquier otra compactacién (h, K) de X. Para demostralo,
consideremos la funcién p : K — A(X) dada por

(k) = i(r) sik=h(z) para alguna x € X
PP =V sike K\ n[X].
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Observe que po h = 1.

Veamos ahora que p es continua. Eligamos primero y € h[X]. Ex-
iste x € X tal que y = h(z) y p(y) = ph(x). Sea V un abierto que
contiene a p(y). Como X es localmente compacto, i[X] es abierto en
A(X) (véase la proposicién 7.17). Por lo tanto, podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que V' C i[X]. Tenemos que W = (hoi~1)[V] es
un subconjunto abierto de h[X]. Aplicando una vez mds la Proposicién
7.17, obtenemos que h[X] es un subconjunto abierto de K, lo que im-
plica que W es abierto en K, y es claro que p[W] C V. Con esto hemos
demostrado que p es continua en y = h(x).

Ahora tomemos y € K \ h[X]. Tenemos que p(y) = co. Sea V una
vecindad abierta de co. Resulta que M = A(X) \ V es un subconjunto
compacto de i[X]. Por lo tanto (hoi~!)[M] = P es un subconjunto
compacto de h[X]. El conjunto K\ P es un conjunto abierto que contiene
ayy p[K\P]CV. Con esto concluimos que p es una funcién continua.

Como ademas el diagrama

h

(X)

X

conmuta, entonces (i, A(X)) = (h, K).
Por otro lado, (h, S') en donde h : R — S es la funcién

h(x) _ ei(2k(x)+7r)

)

es una compactacion de R equivalente a su compactaciéon por un punto
A(R).

7.40. OBSERVACION. Si (h, K) es una compactacién de X, es comin
identificar a X con el subespacio h[X] de K puesto que h es un home-
omorfismo de X sobre h[X]. Con esta identificacién siempre podemos
considerar a X como un subespacio denso de cualquiera de sus com-
pactaciones.

Teniendo esta convencién en mente, la relacién K; < Ko significa
que existe una funcién continua p : Ko — K tal que p [ X = idx.

Por otro lado, es facil verificar que la relacién < es transitiva y re-
flexiva. La siguiente proposicién nos muestra otra interesante propiedad
de esta relacién.
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7.41. PROPOSICION. Si Ky y Ko son dos compactaciones Hausdorff de
un espacio X tales que K1 < Ko y Ko < Ky, entonces K1 y Ko son
equivalentes.

DEMOSTRACION. Sean p; : Ko — K7 y p : K1 — K> funciones conti-
nuas talesque p; [ X =idx y p2 [ X =idx. Entonces pjops : K1 — K
es continua, y (p1 opz) [ X = idx. Ahora tenemos dos funciones con-
tinuas de K1 a Ki, p1 o pa y idk,, cuyas restricciones a X son iguales.
Por la densidad de X en K, pj o p2 = idg,. Un argumento simétrico
muestra que p2 o p; = idg,. De esto se desprende que p; = p2_1, VypLy
po son homeomorfismos. X

Sea K una compactaciéon de X. Denotaremos con

CK 1 X,[0,1]) ={g I X : g € C(K,[0,1])}

al conjunto de todas las restricciones a X de funciones continuas de K
a [0, 1].

Observe que por la densidad de X en su compactacién K, la funcién
de restriccién r : C(K,[0,1]) — C(K | X,[0,1]), definida por r(g) =g |
X, es biyectiva.

7.42. LEMA. Sea K una compactacion Ty de X, y sea
F = Asecx ot : K = [0,1]9000
la funcion diagonal definida por la coleccion C(K,[0,1]). Entonces
(F I X, F[K])
es una compactacion Ty de X equivalente a K.

DEMOSTRACION. Es obvio que el espacio F[K] es compacto y Ty. Como
K es un espacio de Tychonoff, la familia C (K, [0,1]) separa puntos y
genera la topologia de K. De lo cual resulta que F' es un encaje de K
en [0, 119U "y entonces F es un homeomorfismo de K sobre F[K].
X

7.43. TEOREMA. Sean K1 y Ko dos compactaciones Ty de X. Entonces
K1 = Ky siy solo si C(Ky | X,[0,1]) C C(K2 | X,[0,1]).

DEMOSTRACION. Supongamos que K1 < Ko, y sea p : Ko — K una
funcién continua tal que p [ X =idx. Si f € C(K; [ X, [0,1]), entonces
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existe una extension continua f* : K; — [0,1] de f. Es fécil ver que
g =frop: Ky —[0,1]
es una extensién continua de f a todo el espacio K3, de donde f €

C(Ky | X,]0,1]).

Para demostrar la implicacién contraria, suponga que K; y Ky son
dos compactaciones de X tales que

C(K; | X,[0,1]) C C(K» | X,[0,1]).
Sean
Fi = Ajec o f : K1 — [0,1]90F001)
Yy
F2 = AgéC(Kz,[O,l])g : K2 — [0’ 1}C(K21[071])

las funciones diagonales. Por el lema 7.42, las parejas (F | X, F[K}))
y (Fa2 | X, F5[K3]) son compactaciones de X equivalentes a K; y Ko,
respectivamente. Ahora es suficiente encontrar una funcién continua
p : Fp[Ko] — Fi[Kq] tal que po (F2 | X) = I [ X.

Como las funciones de restriccién

T o C(Kl, [0, 1]) — C(Kl fX, [O, 1])
y
ro 1 C(Ko,[0,1]) — C(K> | X,[0,1])

son biyecciones, podemos suponer que F} es un encaje de K; en el espacio
[0,1)CFEIX01) v By es un encaje de Ky en [0, 1]CUK2IX0:1]) - Geq

ToWL X 0.1]) : [0, 1]C(K2TX,[071]) — [0, 1]C(K1 1X,[0,1])

la proyeccién (que es continua, vea el ejercicio 4.C.(13)).
Definamos p = 7ok, 1x,j0,1)) | F2[K2]. La funcién p es claramente
continua y satisface que po (Fy | X) = Fy | X.

1 X
X 2 [ [0, 1]CUS21X.[0.1])

\ [0’ 1]0(1{1,[0,1})

P =Tk x,0,1) | F2[K2]
R rN\

[0’ 1]C(K1 1X,[0,1])
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Efectivamente, para todox € X y f € C(K; | X, [0, 1]) tenemos que

(p(F1(2))) s = (Fi(x)) s = f(z) = (Fa(2))y,
de donde po (Fy [ X) = F» | X. La funcién p es como se requeria. X

7.44. COROLARIO. Sean Ky y Ko dos compactaciones Ty de X. Si
C(K1 1 X,[0,1]) = C(K; | X, [0,1]),

entonces K1 y Ko son equivalentes.

6. La compactacién de Stone-Cech

En esta seccién estudiaremos la compactacién Hausdorff maxima de un
espacio Tychonoff X. Es decir estudiaremos a la compactacion de Stone-
Cech de X.

7.45. DEFINICION. Sean X un espacio de Tychonoff,
B =Asecxonpf X = [0,1]900

la funcién diagonal definida por la coleccién C(X, [0, 1]), y SX la cerra-
dura de B[X] en [0, 1]¢C50:1D, La compactacién (3, 8X) recibe el nom-
bre de compactacion de Stone-Cech de X.

Por el lema 6.22 sobre productos diagor}ales, [ es un encaje de X en
[0, 1]¢501) "y la compactacién de Stone-Cech es una compactacién Th
de X.

7.46. TEOREMA. Para cualquier compactacion Hausdorff (h, K) de X
se cumple que (h, K) < (8, 5X).

DEMOSTRACION. A causa del lema 7.42 podemos suponer, sin pérdida
de generalidad, que K es un subespacio de [0, l]C(K [0.1) " Consideremos
la funcién

H : [0,1)¢X001) _, jg, 1]CW0:1])
definida por

H(&)(g) = &(g o h),
donde g € C(K,[0,1]) y € € [0,1]°501) (véase el siguiente diagrama).
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X _ B . BX C [0, 1]€(X,[0.1))

\?\\ lH

K C [0,1]¢0.1])

Note que si g es un elemento en C (K, [0, 1]) y componemos la funcién
H con la proyeccién 7, : [0, 1]9US101) — [0,1] obtenemos la proyeccién
Tgon [0, 1]¢FX01) 5 [0,1] como se muestra en el siguiente diagrama

[0, 1]C(X,[0,1]) H . [o, 1]0(1(,[0,1})
T
Tgoh !
[0, 1]

La proposicién 4.15 nos garantiza ahora la continuidad de H.

Consideremos la funcién continua p = H | X : BX — [0,1]cU 01D,
Probaremos ahora que po 8 = h. Para ello, elijamos x € X y g €
C(K,[0,1]), entonces tenemos que

(poB)(x)(g) = p(B(x))(g9) = H(B(x))(g) = B(x)(goh) = (goh)(x) = h(z)(g).

Como g es arbitrario, lo anterior significa que (p o 8)(z) = h(x)
para toda z € X. Entonces se satisface que po 8 = h. En particular,
(H | BX)[BX] = K.

Con esto ultimo hemos establecido la relacién (h, K) < (8,5X). X

Del teorema 7.46 se deduce que SX es una compactacién maxima
de X, en el sentido que K < X para toda compactacion Hausdorff K
de X.

A continuacién mostraremos algunas propiedades que caracterizan
a la compactacién de Stone-Cech.

T
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7.47. DEFINICION. Sean Y un espacio y X un subespacio de Y. Se
dice que X estd C*-encajado en Y si toda funcién acotada continua
f : X — R tiene una extensién continua sobre todo el espacio Y.

7.48. LEMA. Para un espacio Tychonof X, toda funcion continua f :
X — [0,1] tiene una extension continua f*: X — [0,1].

DEMOSTRACION. Sea f € C(X,[0,1]). Por la definicién de 3 como
el producto diagonal de C(X,[0,1]), tenemos que f = mf o 3 donde
w2 [0,1)¢C50) 5 [0, 1] es la proyeccién correspondiente al elemento
f de C(X,[0,1]). Sea f* = m¢ [ fX. La funcién f* es la extensién
requerida. X

7.49. PROPOSICION. Cualquier espacio Tychonoff X estd C*-encajado
en su compactacion de Stone-Cech SX.

DEMOSTRACION. Sea f : X — R una funcién continua acotada, y sea
C € R tal que |f(z)| < C para todo z € X. Sea g : X — [0, 1] definida
por

g(ac):f@z)c—j_c, z e X.
)

Entonces g € C(X,][0,1]), y por el lema 7.48, g tiene una extensién
continua ¢* : X — [0, 1]. La funcién
[f(@)=2Cg"(z) - C, wepX

es una extension continua de f. X

Del corolario 7.44 se deduce la siguiente caracterizacién de SX.

7.50. TEOREMA. Si K es una compactacion Ty de X tal que X esta
C*-encajado en K, entonces K es equivalente a X .

7.51. TEOREMA. Sean X un espacio Tychonoff y K un espacio compacto
Hausdorff. FEntonces toda funcion continua f : X — K tiene una
extension continua f* : X — K.

DEMOSTRACION. Sea 3 : X — X el encaje de X en 3X, y sea
g=fAB: X — K x BX.

Es claro que la familia { f, 5} distingue puntos de subconjuntos cerrados

de X; de donde g es un encaje de X en el espacio compacto K x 8X. Sea

Y la cerradura de g[X] en K x 8X. La pareja (g,Y’) es una compactacion
T> de X. Por el teorema 7.46, existe una extensién continua g* : X —
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Y de g. Sea mg : K x X — K la proyeccién al segundo factor. La
funcién f* =7mx [ Y o g* es una extension continua de f. X

7.52. EJEMPLOS.

(1) El intervalo cerrado [0, 1] no es la compactacién de Stone-Cech
del intervalo (0,1) ya que la funcién continua z — sen(1)
definida en (0,1), no tiene una extensién continua sobre [0, 1].

(2) El espacio de ordinales [0, w;] es la compactacién de Stone-Cech
de [0,w1). En efecto, si f : [0,w;) — R es una funcién continua,
entonces existe agp < w1 y r € R tal que f(\) = r para todo
A > oy (ejemplo 7.34.1). Por lo tanto, la funcién g : [0,w] — R
definida por g(A) = f(\) para cualquier A < wy y g(wy) =7, es
una extensién continua de f a todo [0,w;]. Esto significa que
B0, w1) = [0,w1] (proposicién 7.50).

Ejercicios

7.A. Espacios compactos
(1) (Puntos de acumulacién completa). Sean X un espacio topoldgico y
A C X. Un punto z € X es un punto de acumulacién completa de A
si para toda vecindad U de z, se tiene que |[U N A| = |A|.

Demuestre que un espacio topolégico X es compacto si y sélo si
todo conjunto infinito en X tiene un punto de acumulacién completa.

(Sugerencia: Suponga que X es compacto. Si A C X es infinito y
no tiene puntos de acumulacién completa, entonces para todo punto
x € X existe una vecindad abierta U, tal que |U; N A] < |A|. Con-
sidere ahora a la cubierta U = {U, : z € X }.)
(2) Sea X un espacio y Y un subespacio de X. Pruebe que un subcon-
junto K de Y es compacto si y s6lo si K es un subconjunto compacto
de X.
(3) Demuestre que el cuadrado lexicografico y el duplicado de Alexandroff
de cualquier espacio son espacios compactos.
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(4)

()

(8)

7. Espacios compactos

La suma topolégica libre € jed X es un espacio compacto (respecti-
vamente, numerablemente compacto) si y sélo si cada X; es compacto
(respectivamente, numerablemente compacto) y |J| < No.
Sea X un espacio topolégico y supongamos que F es una base para
los subconjuntos cerrados de X (véase el ejercicio 1.D.(5)). Entonces,
X es compacto si y sé6lo si cada subcoleccion § de F que posee la
propiedad de la interseccién finita satisface (5o q G # 0. (Sugerencia:
use la proposicién 7.3).
(El conjunto ternario de Cantor.) A cada elemento x € C le asig-
namos una unica representacién ternaria (z;);en: Si x tiene dos de
estas representaciones, elegimos sé6lo aquella que termina en una cola
de 1. Consideremos ahora el espacio producto 2“, en donde 2 es
el espacio discreto {0,1}; es decir, 2¢ es el cubo de Cantor de peso
numerable (véanse los ejemplos 4.16 inciso (1), 7.11 y el ejercicio
4.C.(9)). Sea ¢ : C — 2¢ definida por  — (1,2, ...). Demuestre
que ¢ es un homeomorfismo.
Demuestre el siguiente resultado:

Teorema de Baire para espacios compactos.

Sea X un espacio compacto. Si { 4,, : n € N} es una sucesién de
conjuntos densos en ninguna parte de X, entonces X\|J{ A, : n € N}
es un subconjunto denso de X.

Sugerencia: Sea G un abierto no vacio de X. Construya una sucesion
{U, : n € N} de conjuntos abiertos no vacios en X tal que para todo
neN, cd(Up1) CU, yU,NA, =0y U; CclU; CG. Use el hecho
de que A,, es denso en ninguna parte de X y la regularidad de X
para construir la sucesién de las U,.

Ahora observe que la familia F = {cl(U,) : n € N} es una
sucesion decreciente de conjuntos cerrados y no vacios en el compacto

X.

Lo anterior muestra que todo espacio compacto es un espacio de
Baire. (cf. problema 2.H.(2).).
(Topologia de Vietoris).

(a) Para un espacio X, denotemos con X(X) a la coleccién de sub-
conjuntos compactos no vacios contenidos en X. Equipemos a
K(X) con su topologia de Vietoris definida en 1.G.(4). Pruebe
que las siguientes afirmaciones son ciertas:

(i) K(X) es primero numerable si y sélo si X es primero
numerable.

(ii) K(X) es segundo numerable si y sélo si X es segundo
numerable.
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(b) Si X es metrizable y compacto, demuestre que la topologia de
Vietoris en X(X) coincide con la topologia en K(X) generada
por la métrica de Hausdorff definida en el ejercicio 1.G.(5).
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7.B. Producto de espacios compactos

(1) (Otra demostracion del Teorema de Tychonoff) En este ejercicio es-
bozaremos una demostraciéon del Teorema de Tychonoff que en el
fondo es equivalente a la dada en la seccién 2.

(a) Sea P una cadena formada por familias de subconjuntos de un
espacio X que tienen la propiedad de la interseccién finita. Com-
pruebe que la familia |J P tiene también la propiedad de inter-
seccidn finita.

(b) Corrobore que toda familia de subconjuntos de un espacio X
con la propiedad de la interseccion finita estd contenida en una
familia maximal con la propiedad de la interseccién finita.
(Sugerencia: Utilice el resultado anterior y el Lema de Kuratowski-
Zorn.)

(c) Sea F una familia de subconjuntos de un espacio X que tiene la
propiedad de la interseccién finita y que es maximal con respecto
a esta propiedad. Supongamos que A C X es tal que ANEF # ()
para todo F' € F. Demuestre entonces que A € F.

(d) Pruebe que si F es una familia maximal de subconjuntos de un
espacio X con la propiedad de la interseccion finita. Entonces
para cada Fi,...,F, € F, se tiene que F1N---NF, € F.

(e) (Teorema de Tychonoff) Demuestre que si los elementos de una
familia {X; : j € J} de espacios son compactos, entonces el
producto de Tychonoff X =] jes X es un espacio compacto.
(Sugerencia: Tome una familia F de subconjuntos cerrados de
X con la propiedad de la interseccién finita, y sea ¥y una familia
maximal con la propiedad de la interseccion finita tal que F C
Fo. Definamos Fo = {cl(F) : F € Fy}. Es claro que F C Fy.
Pruebe que ((Fo # 0. Para ello note que, para todo j € J, se
tiene que F; = { cl(m;(F)) : F' € F } es una familia de conjuntos
cerrados en X; con la propiedad de la interseccion finita. Ahora
aplique la compacidad de cada X y los resultados proclamados
en los ejercicios inmediatos anteriores.)

(2) (Filtros en productos).

(a) Sea {X; : j € J} una familia de espacios no vacios. Para cada
j € J, sea C; una base de filtro en X;. Sea x un nimero
cardinal < |J|. Pruebe que la coleccion € formada por todos los
conjuntos de la forma

) =;'(C)]

JjEM
en donde M C J, |[M| < ky C; € C; para cada j € M, es una
base de filtro en X =[], ; X;.
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(b) Compruebe que si € es una base de filtro (respectivamente, un
filtro, un ultrafiltro) en el producto X = [[;c; X, y si M C
J, entonces mp[C] = {mp[C] : C € €} es una base de filtro
(respectivamente, un filtro, un ultrafiltro) en [[,c,, X;.

(c) Sea x; un punto limite (resp., punto de acumulacién) de una
base de filtro C; en X; para cada j € J. Demuestre que el
punto (z;)jes en X = Hje] X es un punto limite (resp., punto
de acumulacién) de la base de filtro € definida en (1).

(d) Sea M un subconjunto de J. Si f € X =][;.; X; es un punto
limite (resp., de acumulacién) de una base de filtro € en X,
entonces mas(f) es un punto limite (resp., de acumulacién) de
la base de filtro mys[C].

7.C. Espacios localmente compactos

(1) Demuestre las siguientes afirmaciones.

(a) Sean Y un espacio de Hausdorff y X un subespacio denso de Y.
Si X es localmente compacto, entonces X es abierto en Y.
(Sugerencia: Use la proposicién 2.33).

(b) SiY esun espacio de Hausdorff, y X es un subespacio localmente
compacto de X, entonces X es abierto en cly (X).

(¢) Si X es localmente compacto Hausdorff, entonces X es abierto
en BX.

(d) Sean Y un espacio compacto y X un subespacio abierto. En-

tonces X es localmente compacto.
(Sugerencia: Sea x € X. Por la regularidad de Y, existe una
vecindad abierta U de = en Y tal que cly (U) C X. El conjunto
cly (U) es compacto como un conjunto cerrado en el espacio com-
pacto Y, y clx(U) = cly (U) N X. Entonces U es una vecindad
de = cuya cerradura en X es compacta.)

(2) Pruebe que la suma topolégica libre de espacios localmente compactos
también posee esta propiedad.

(3) Verifique que cualquier espacio de ordinales [0, «) es localmente com-
pacto.

(4) El erizo metrizable definido en el ejercicio 1.A.(4) es un espacio local-
mente compacto. En cambio, el erizo no metrizable del ejemplo 4.35
no es localmente compacto.

(5) El producto caja de una familia no numerable de espacios con més
de un punto no es un espacio localmente compacto.

(6) (Teorema de categoria de Baire para espacios localmente compactos).

Teorema de Baire para espacios localmente compactos. Todo
espacio Hausdorff localmente compacto es un espacio de Baire.
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Sugerencia: Observe que cada subespacio abierto y denso en X es
también abierto y denso en 8X.

7.D. Espacios numerablemente compactos y espacios Lindel6f

(1) Corrobore que cualquier subconjunto cerrado de un espacio de Lin-
del6f conserva esta propiedad.

(2) (Espacios hereditariamente de Lindeldf)

(a) Demuestre que la linea de Sorgenfrey es un espacio hereditaria-
mente Lindelof.
(Sugerencia: Intente adaptar la prueba dada en el ejemplo 7.28).
(b) Sea X un espacio cuya topologia estd generada por una métrica.
Verifique que las condiciones siguientes son equivalentes.
(i) X es segundo numerable.
(ii) X es hereditariamente separable.
(iii) X es separable.
(iv) X es hereditariamente de Lindel6f.

(v) X es de Lindeldf.

(3) (Espacios o-compactos). Por un espacio o-compacto entenderemos
un espacio topolégico que es la unién de una coleccién numerable de
subespacios compactos.

(a) Todo espacio compacto es, trivialmente, un espacio o-compacto,
y cada espacio euclideano R"™ es o-compacto.

(b) Verifique que cada espacio o-compacto es Lindelof.

(c) Proporcione un ejemplo de un espacio Lindeléf que no sea o-
compacto.

(d) (Es o-compacto cualquier espacio localmente compacto? ¢Es
o-compacto cualquier espacio numerablemente compacto?

(e) Demuestre que un producto [ | jes X;j de espacios o-compactos y
no compactos es o-compacto si y sélo si |.J| < Xg. En particular,
R¥ no es o-compacto. ;Es R¥ un espacio de Lindelo6f?

(4) (Espacios Pseudocompactos). Un espacio topolégico X es pseudo-
compacto si cualquier funcién continua f : X — R es acotada, es
decir, f[X] es un subconjunto de algin intervalo [—m, m).

(a) Verifique que R no es pseudocompacto y que la imagen continua
de un espacio pseudocompacto satisface esta misma propiedad.
(b) Pruebe que las siguientes condiciones son equivalentes para cual-
quier subespacio X de R:
(i) X es compacto,
(ii) X es numerablemente compacto,
(iii) X es pseudocompacto.
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(¢) Demuestre que un espacio X es pseudocompacto si y sélo si f[X]
es un compacto para cualquier funcién continua f con valores
reales y con dominio igual a X.

(d) Corrobore que cualquier espacio numerablemente compacto es
pseudocompacto. En particular, el espacio de ordinales [0, w;)
es pseudocompacto.

(e) Si X es normal y pseudocompacto, entonces X es numerable-
mente compacto.

(Sugerencia: Utilice el teorema de extensién de Tietze.)

(f) Demuestre que un espacio Tychonoff X es pseudocompacto si y
sblo si cada coleccion de subconjuntos abiertos localmente finita
(vea el ejercicio 6.C.(1)) es finita.

(Sugerencia: Necesidad: Suponga que X contiene una familia
de abiertos {U; : i € N} localmente finita. Para cada i € N
elija un punto z; € U; y una funcién continua f; : X — [0, ]
tal que fi(z;) =4y fi[X \ U;] € {0}. Demuestre que la funcién
f(z) = Eienfi(z) es continua y no acotada.

Suficiencia: Sea f : X — R continua. Pruebe que {f~1[(i —
1,i4+1)] : i € Z} es una coleccién localmente finita en X.)

(g) La pseudocompacidad en espacios Tychonoff es una propiedad
que heredan los cerrados regulares pero no necesariamente los
abiertos o los cerrados.

7.E. Compactaciones

(1) Demuestre que cualesquiera dos compactaciones Hausdorff de un es-
pacio compacto T son equivalentes. En particular, cualquier com-
pactacién T de un espacio compacto Hausdorff X es equivalente a
la compactacién Hausdorff (idx, X).

(2) Demuestre que si (h;, K;) es una compactacién del espacio X; para
toda ¢ € J, entonces el producto Hje.] K; es una compactacién del
producto [, ; X;.

(3) Demuestre que cualesquiera dos compactaciones K7 y Ko del espacio
discreto D(Rg) de cardinalidad Ng con la propiedad de que |Kj \
D(Ro)| = | K2\ D(Rp)| < Ng, son homeomorfas.

Dé un ejemplo de dos compactaciones no homeomorfas K; y Ko
del espacio discreto D(¢) de cardinalidad ¢ con la propiedad de que
K2\ D(©)] = [K2\ D(e)| = 2

7.F. La compactacién de Stone-Cech

(1) (z-filtros y z-ultrafiltros) Sea X un espacio Tychonoff. Denotaremos
por Z(X) a la coleccién de subconjuntos nulos de X (ver el ejercicio
6.C.(6)). Un z-filtro de X es una coleccién F C Z(X) tal que (a)
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FA£ODy D &F,si AAB €T, entonces ANB € F;y (c) si A €T,
AC By B e Z(X), entonces B € .

Un z-filtro en X F es un z-ultrafiltro si no esta contenido propi-
amente en ningun z-filtro de X; es decir, F es un z-ultrafiltro si es
un z-filtro maximal.

Por el ejercicio 6.C.(6) sabemos que para cada Tychonoff X la
coleccién Z(X) es una base para los subconjuntos cerrados de X.

Un punto = € X es un punto de acumulacion de un z-filtro F si
x € F para todo F' € F, y F converge a z si cada vecindad nula de x
pertenece a F. Demuestre que:

(a) cada z-filtro en X estd contenido en un z-ultrafiltro,
(b) si F es un z-ultrafiltroen X, A, B € Z(X) y AUB € F, entonces
0AeFoBeT
(¢) Un z-filtro en X es primo si cada vez que suceda AU B € F con
A, B € Z(X), se cumple que 0 A € F o B € F. Pruebe que cada
z-filtro primo esta contenido en un tnico z-ultrafiltro.
(d) Si z y y son puntos de acumulacién de un z-filtro primo ¥,
entonces r = y.
(e) Para un espacio Tychonoff X, las siguientes condiciones son
equivalentes:
(i) X es compacto;
(ii) cualquier z-filtro en X tiene un punto de acumulacién en
X;
(iii) cualquier z-ultrafiltro en X converge a un punto en X.
(2) (Descripcion de X usando z-ultrafiltros). Recordemos que para un
espacio Tychonoff X, Z(X) es la coleccién de sus subconjuntos nulos.
Denotemos por B(X) al conjunto de z-ultrafiltros en X (véase el
ejercicio 7.F.(1)). Para cada Z € Z(X) definimos

7* ={F e B(X): Z € F}.

(a) Para A, B € Z(X) se cumple A* U B* = (AU B)*. Ademss,
0* = 0.
Definimos ahora una topologia 7* en B(X): F C B(X) es cer-
rado si y sélo si F' es la interseccién de los elementos de una
subcoleccién de Z* = {Z* : Z € Z(X)}. Es decir, el inciso (1)
nos garantiza que Z* es base de los cerrados para una topologia
T* en B(X) (véase el ejercicio 2.F).

(b) Verifique que para cada x € X, la coleccién F, = {Z € Z(X) :
x € Z} es un z-ultrafiltro en X que converge a x.

(¢) Pruebe que la aplicacién h : X — B(X) definida por h(x) = F,
es un encaje.



“librocasarrubiastamariz” — 2015/1/20 — 7:15 — page 247 — #257 éf

Elementos de Topologia General 247

(d) Por el inciso anterior, podemos suponer a X como subespacio
de B(X). Demuestre que para cada Z € 2(X), Z* = clgx)Z.
Concluya que, en particular, X es denso en B(X).

(e) Para A, B € Z(X),

cpx) (AN B) = (clpx)A4) N (clpx)B).

(f) B(X) es un espacio de Hausdorff.

(g) B(X) es un espacio compacto. (Sugerencia: aplique el ejercicio
7.A.(5) a la familia Z*).

(h) X estd C*-encajado en B(X). (Sugerencia: Sea f : X — [0,1]
una funcién continua. Vamos a definir una extenciéon continua
F de f a todo B(X). Para cada p € B(X) \ X considere la
coleccién F = {Z € 2([0,1]) : f~1[Z] € p}. Demuestre que F es
un z-filtro primo en [0, 1]. Por lo tanto, F posee un sélo punto de
acumulacién ¢ en [0, 1] (véase el inciso (c) del ejercicio 7.F.(1)).
Definimos F(p) = q.)

(i) B(X) es equivalente a la compactacién de Stone-Cech de X.
(Aplique el inciso anterior y el teorema 7.49).

(3) (Espacios casi compactos). A un espacio Tychonoff X se le llama casi
compacto si |fX \ X| < 1. (Por lo dicho en el ejemplo 7.52 inciso (2),
el espacio [0,wq) es casi compacto.)

(a) Demuestre que un espacio X es casi compacto si y sélo si de
cada dos subconjuntos nulos de X ajenos uno de ellos debe ser
compacto (Sugerencia: Use el inciso (e) del ejercicio 7.F.(2))

(b) Compruebe que todo casi-compacto es pseudocompacto.

(4) (C*-encajamientos de X y $X). Consideremos un espacio Tychonof
T. Supongamos que X es un subespacio en T, y sea F un z-filtro
en X (véase 7.F.(1)). Diremos que un punto y € T es un punto de
acumulacién de F si y € clpZ para cada Z € F. Maés aun, si cada
vecindad V' de y en T contiene un elemento de F, entonces diremos
que F converge a y (y y es un punto limite de F). (Compare con
las definicién de punto de acumulacién y convergencia dadas en las
definiciones 3.55 y 3.54 y en el ejercicio 7.F.(1)).

(a) Si X esdensoen T y si y € T es un punto de acumulacién de
un z-ultrafiltro ¥ en X, entonces F converge a y.

(b) Si X es denso en T, demuestre que cada punto y en T es el
limite de un z-ultrafiltro en X.

(¢) Dado un punto y € T es posible encontrar méas de dos z-ultrafil-
tros en X que convergen a y. En efecto, sea T = A(N) = NU{p}
la compactacién por un punto de los naturales. (N considerado
con su topologia discreta). Sea U; un ultrafiltro en X = N que
contiene a todos los subconjuntos F' de N que tienen la propiedad
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de contener a todos los ntimeros impares con excepcién de una
coleccién finita de ellos. Sea Uy un ultrafiltro en N que contiene
a todos los subconjuntos F' de N con la propiedad de contener
a todos los nimeros pares con excepcion de una coleccién finita
de ellos. Observe que U; y Uy son dos diferentes z-ultrafiltros
en N (cada subconjunto de N es nulo en N) que convergen a p.
Con respecto al inciso anterior, observe que N no estd C*-enca-
jado en A(N).

Demuestre que si X es denso y estd C*-encajado en T, entonces
para cada y existe un unico z-ultrafiltro en X que converge a y.
Demuestre que si X esta C'*-encajado y es denso en T, entonces
existe un encaje H : T — [BX que deja fijos los puntos de X
(Para definir H use la descripcién de X dada en el ejercicio
7.F.(2)).

Por el inciso anterior, si X estd C*-encajado en T, entonces X
estd C*-encajado y es denso en clgrX. Demuestre entonces que
BX es homeomorfo a clgrX.

BQy BR).

Compruebe que |AN| > |Q| (Considere una funcién biyectiva
de N sobre Q y aplique el teorema 7.51).

Demuestre que |Q| > |R| (Considere la funcién inclusién de
Q en R y aplique el teorema 7.51).

Pruebe que |AN| = |8Q| = |SR|. (Recuerde que N estd C*-
encajado en R y use el inciso (g) del ejercicio 7.F.(4)).
Demuestre que |SN| = 2°.

(Sugerencia: Observe que |C(N,[0,1])] = 2 y use la definicién
7.45 para obtener |ON| < 2°. Para obtener la otra desigual-
dad, use el Teorema de Hewitt-Marczewski-Pondiczeri (véase el
ejercicio 4.C.10) para concluir que [0,1]¢ es separable. Asi, si
f : N — D es una funcién biyectiva, en donde D es un sub-
conjunto numerable y denso de [0, 1]¢, podemos encontrar una
extensién continua y suprayectiva f : SN — [0,1]%)

Ejercicios adicionales del capitulo 7

7.G. Familias casi ajenas y espacios de Mréwka.

(1) Una coleccién A de subconjuntos de N es casi ajena si cada elemento
en A es infinito, y para cualesquiera dos elementos distintos A, B € A
se cumple que |AN B| < Ry.
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(a) Muestre una familia casi ajena en N de cardinalidad Xy.

(b) Observe que la cardinalidad de cualquier familia casi ajena en
N no excede al nimero c.

(¢) Existe una familia casi ajena en N de cardinalidad c.
(Sugerencia: Sea h : Q — N una funcién biyectiva. Para cada
numero irracional r, fijemos una sucesién s, = (¢}, )men de
nuimeros racionales que converge a r y tal que cada par de ele-
mentos en s, son diferentes. Sea A = {h[{q},, : m € N}] : r € P}.
La coleccién A satisface lo deseado.)

(d) Use el Lema de Zorn para demostrar que cada familia casi ajena
A en N estd contenida en una familia casi ajena B que es ma-
ximal; es decir, A C B y si H es un subconjunto infinito de
nimeros naturales que no pertenece a B, entonces, para algin
B € B, HN B es infinito.

(e) Pruebe que ninguna familia casi ajena numerable en N es ma-
ximal.

(2) (Espacios de Mréwka). Dada una familia casi ajena A en N, podemos
asociarle un espacio topolégico ¥(A) como sigue: Para cada elemento
A € A tomamos un punto e4 € R\ N de tal modo que e4 # ep si
A # B. El conjunto base W(A) esigual a {e4 : A € A}UN; y a cada
x € ¥(A) le asociamos una coleccién V(z) de subconjuntos de WU(A)
como sigue: six € N, V(z) = {{z}}, ysiz =es V(z) ={{ea}UD:

(a) Demuestre que las colecciones V(z), © € WU(A), satisfacen las
condiciones de la proposicién 1.30 y por lo tanto esta familia de
colecciones define en ¥(A) una topologia T en la cual cada V(x)
es una base de vecindades de x, como se demuestra en 1.40.
Al espacio topolégico (¥(A),T) se le conoce como espacio de
Mréwka definido por A.

(b) Sea A una familia casi ajena en N. Verifique que ¥(A) es un
espacio Ty, primero numerable y localmente compacto. Ademas,
si A es infinita, U(A) no es numerablemente compacto.

(¢) Para una familia casi ajena A en N y cada x € ¥(A), cualquier
elemento en V(z) es abierto y cerrado en W(A). Concluya que
el espacio ¥(A) es completamente regular.

(d) Demuestre que si A es una familia casi ajena maximal en N, en-
tonces el espacio U(A) es un espacio pseudocompacto. Concluya
que, en este caso, U(A) no es normal.

(e) Sea A una familia casi ajena numerable. Compruebe que ¥(A)
es homeomorfo al espacio de ordinales [0,w - |A|] si A es finita,
y U(A) es homeomorfo a [0,w - |[A]) si A es infinita numerable.
Es decir, si para cada n € N, J, = {2} k<o U {n} en donde
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(2} )k<w €s una sucesién en R que converge a n, entonces W(A)
es homeomorfo al subespacio |J;_}" J; de R si |A| =m, y U(A)
es homeomorfo al subespacio ;o Ji de R si |A| = No.

(f) Sea A una familia casi-ajena maximal infinita, y sea X la com-
pactacién por un punto de un espacio de Mréwka W(A). De-
muestre que X no es un espacio de Fréchet.

7.H. Funciones perfectas

Una funcién suprayectiva f : X — Y entre espacios topolégicos X y YV
es perfecta si es continua, cerrada y sus fibras son compactas. Una funcién
perfecta es, en algunos sentidos, parecida a un homeomorfismo, y si dos espacios
estan relacionados a través de una funcién perfecta, ellos deben tener algunas
propiedades topoldgicas similares.

(1)
(2)
3)

Observe que cualquier funcién perfecta inyectiva es un homeomor-
fismo.
Cualquier funcién continua y suprayectiva entre dos espacios com-
pactos T es perfecta.
Sea f : X — Y una funcién perfecta, y sea C' un subespacio compacto
de Y. Pruebe que f~1[C] es un subespacio compacto de X.
(Sugerencia: Digamos que {U; : j € J} es una coleccién de sub-
conjuntos abierto en X que cubre a f~1[C]. Para cada subconjunto
finito M C J, sea Unr = U cp, Uj. Para cada z € C la fibra 1(2)
estd contenida en un Upy; por lo tanto, z € Y\ f[X \ Ups].)
Demuestre que el dominio de una funcién perfecta es un espacio com-
pacto (resp., localmente compacto, Lindel6f, numerablemente com-
pacto, U—compacto) si su rango es compacto (resp.7 localmente com-
pacto, Lindel6f, numerablemente compacto, o-compacto).
;Se podré decir lo mismo que en el inciso anterior cuando tratamos
con la separabilidad y el primer y segundo axiomas de numerabilidad?
(Conserva el rango de una funcion perfecta las cualidades del dominio
cuando nos referimos a alguna de las propiedades enumeradas en los
dos incisos anteriores?
Sean X y Y dos espacios inmersos en Z y W como subespacios densos,
respectivamente. Supongamos que X # Z y que Z es Tp. Suponga-
mos ademds que f : X — Y es perfecta y que ¢ : Z — W es una
extensién continua de f. Demuestre que ¢[Z \ X] C W\ Y.
(Sugerencia: Suponga que z € Z\ X y ¢(z) € Y. Sin perdida
de generalidad podemos pensar que Z = X U {z}. Existen abiertos
ajenos U y V en Z tales que z € U 'y f~1(#(2)) C V. Pruebe ahora
que ¢ Hf(X\ V)] escerradoen Z y clz(X \ V) C o Hf(X\ V)] =
FHf(X\ V)] C X. Lo que significa que X no es denso en Z.)
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7.I. Lema de Fodor
Sea ¢ : [0,w1) — [0,w;) una funcién que satisface: ¢(0) = 0 y para
cualquier o € (0,wy), ¢() < a. (A una funcién asi se le conoce como re-

gresiva.) Para cada a < wp escribimos ¢™(«) al niimero ordinal que se ob-
tiene al aplicar n veces la funcién ¢ a a. Asi, ¢°(a) = a, ¢'(a) = ¢(a),
¢*(a) = 8(6(a)), ¢*(a) = d(¢(8(a))), etc. Demuestre:

(1) Para cada o < wy, existe n € N tal que ¢™(a) = 0.

(2) Paran € N, sea A, = {& < w1 : n es el menor nimero natural tal
que ¢"(a) = 0}. Para alguna k € N, |Ay| = N;.

(3) Si k es como en el inciso anterior, k debe ser estrictamente mayor a
0.

(4) Existe s < k tal que |¢°[Ag]| = Ry v [¢5THAL]] < Ny.

(5) Para z € "1 [Ag], [¢7" (2)| = Ni.

(6) Concluya la veracidad de la siguiente proposicién:

Lema de Fodor. Para cada funcién regresiva ¢ : [0,w1) — [0, w1)

existe ap < wy tal que ¢~ (ap)| = V.

7.J. Espacios Paracompactos

Un refinamiento D de una cubierta € de un espacio X, es una cubierta de
X que satisface: para cada D € D existe un C € € tal que D C C.

Un espacio X es paracompacto si es regular y cada cubierta abierta de X
posee un refinamiento abierto localmente finito. Este concepto fue introducido
por Jean Dieudonné en 1944 y ha demostrado su importancia en varias ramas
de la matemadtica. La clase de los espacios paracompactos contiene, como
veremos mas adelante, a los espacios compactos y a los espacios metrizables y
estd contenida en la clase de los espacios normales.

(1) Verifique que cada espacio compacto Ts es paracompacto.
(2) Si € es una coleccién localmente finita en X, entonces

U a@)=dcl o).

cecC cec

(3) Demuestre que todo espacio paracompacto es normal, y concluya que

el plano de Moore no es paracompacto.
(Sugerencia: Sean F'y G dos cerrados ajenos en el espacio para-

compacto X. Témese para cada = € G dos abiertos ajenos A, y
B, tales que ' C A, y ¢ € B,. Sea W un refinamiento abierto
localmente finito de {B, : = € G} U {X \ G}. Demuestre que
UWeW: wWnG#0y X\U{d(W): WeWy WnNG # 0}
son dos abiertos ajenos que separan a F' de G.)

(4) Si € es una cubierta abierta del espacio de ordinales [0, w;), entonces
existe v < wy tal que |[{C € C: vy € C}| =R;.
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7. Espacios compactos

(Sugerencia: Para cada a < wy, existe C, € C tal que a € C,.
Asi, para cada o € (0, wq) existe ¢(a) < atal que @ € (¢(w), ] C C.
Definimos ¢(0) = 0. La funcién ¢ es regresiva. Aplique ahora el Lema
de Fodor.)

Deduzca del inciso anterior que el espacio numerablemente compacto
de ordinales [0,w;) no es paracompacto.

Sea f : X — Y una funcién perfecta. Pruebe que si Y es paracom-
pacto, asi también lo es X.

Pruebe que todo espacio Lindelof regular es paracompacto.

(Sugerencia: Tome una cubierta abierta C de X. Para cadaz € X
elija abiertos V,, € Cy U, tales que z € U, C cl(U,) C V.. Ahora,
hay una subcoleccién numerable {U,, : i € N} de {U, : ¢ € X} que
cubre a X. Sea Wy = V,, y para cada ¢ € N mayor que 1, témese el
conjunto W; =V, \ (cl(Uy, ) Ucl(Uy,) U---Ucl(Uy,_, ). La coleccién
{W; : i € N} es un refinamiento abierto de € localmente finito.)
Deduzca que la linea de Sorgenfrey Lg es un espacio paracompacto
cuyo cuadrado L% no es paracompacto (véase el parrafo posterior al
teorema 6.5).

7.K. El Teorema de A. H. Stone

(1)

Una coleccién U de subconjuntos de un espacio topolégico X es o-local-
mente finita si U = |J

nen Wn y cada Uy, es localmente finita.

Sea X un espacio regular. Demuestre que las siguientes afirmaciones
son equivalentes:
(a) X es paracompacto.
(b) Cualquier cubierta abierta de X tiene un refinamiento abierto
o-localmente finito.
(¢) Cada cubierta abierta de X posee un refinamiento localmente
finito cuyos elementos no son necesariamente abiertos.
(d) Cada cubierta abierta de X tiene un refinamiento cerrado local-
mente finito.
(Sugerencias. Para demostrar (b) = (c): Sea U = J, ey Un una
cubierta abierta de X en donde cada U,, es localmente finita. Sea
U, = {U : s € Jp}. Para cada n, tomamos W, = [, U
Definimos A,, = W, \U,,, Wi. Demuestre que la colecciéon {A,NU" :
n € N, s € J,} es una cubierta localmente finita de X que refina a U.

Para demostrar (¢) = (d): Sea U una cubierta abierta de X. Para
cada z € X sea U, un elemento de U que contiene a x. Tomemos
una vecindad V. de x tal que x € V. C clxV, C U,. Por hipdtesis,
existe un refinamiento localmente finito {Ax : A € A} de V = {V}, :
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x € X}. Demuestre que {clxAx : A € A} es un refinamiento cerrado
localmente finito de .

Para demostrar (d) = (a): Sea U una cubierta abierta de X. Sea V
un refinamiento cerrado localmente finito de U. Para cada « € X sea
W, una vecindad abierta de x que intersecta s6lo una coleccion finita
de elementos de V. Sea ahora A un refinamiento cerrado localmente
finito de {W, : * € X}. Para cada V € V tomamos el conjunto
V*=X\U{A e A: ANV = 0}. Demuestre que {V*:V € V} es
una cubierta abierta de X localmente finita.

Ahora bien, para cada V € V fijamos Uy € U tal que V C Uy.
Demuestre que la coleccién {V* N Uy : V € V} es un refinamiento
abierto localmente finito de U.)

(2) (Teorema de A. H. Stone.) Cualquier espacio metrizable es paracom-
pacto.

(Sugerencias. Sea U una cubierta abierta de un espacio métrico
(X,d). Sea C un buen orden en U. Para cada (n,U) € N x U,
definimos:
(a) Uy, ={z€U:d(z,X\U) >1/2"},
) U =U, \U{Var1:VeuWl,VCU},y
(c) Uy ={z € X :d(z,U) < 1/273}.
Demuestre que para U,V € U diferentes se cumple:
(a) d(UmX \ Un+1) 2 1/2n+17
(b) d(U;, V) = 1/2" ",y
(c) d(U,,V,) = 1/2m+2.
Sea V,, = {U, : U € U}. Demuestre que V = Unen Vn €s un
refinamiento abierto o-localmente finito de U.)
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Capitulo

Espacios conexos y disconexos

En este dltimo capitulo analizaremos uno de los conceptos funda-
mentales en topologia, el cual puede considerarse de naturaleza més
geométrica que otras de las propiedades estudiadas hasta este momento.
Nos referimos a la conexidad en espacios topolégicos.

La conexidad es una propiedad introducida por C. Jordan en 1893
para la clase de subespacios compactos del plano; su generalizacion a
espacios abstractos se debe a Riesz (1907, [52]), Lennes (1911, [48]) y
Hausdorff (1914, [33]). Un primer estudio sistematico de la conexidad
en espacios topoldgicos fue realizada por Hausdorff en su Grundziige
der Mengenlehre de 1914 y por Knaster y Kuratowski en su Sur les
ensembles connexes de 1921 ([43]).

Ademads de analizar las ideas béasicas sobre espacios conexos, veremos
también en este capitulo algunas propiedades emparentadas con la cone-
xidad, tales como la conexidad local y la conexidad por trayectorias.
El estudio de esta ultima es el predmbulo a temas como las teorias
de homotopia y de estructuras algebraicas asociadas a ciertos espacios
topoldgicos (grupo fundamental). Estos temas pueden ser consultados
en [55] y en [51].

Terminaremos el capitulo hablando de algunas variantes de espacios
con propiedades muy opuestas a la conexidad, como son los espacios
totalmente disconexos, los espacios hereditariamente disconexos y los
espacios 0-dimensionales.

1. Espacios conexos

Consideremos en la recta real R al subespacio A = [—1,0] U [2, 3] que
estd formado por la unién de dos intervalos, y al subespacio B = [0, 1].
De la simple observacién podemos captar una diferencia entre estos dos
subespacios, como se aprecia en la figura 1

255
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F1GURA 36. conexidad vs disconexidad

El subespacio A estd constituido por dos piezas bien diferenciadas
y ajenas en la recta real: el conjunto [—1,0] y el conjunto [2,3]. A
diferencia de esto, el conjunto B = [0,1] estd formado por una sola
pieza. Uno puede llegar a pensar que esta diferencia conjuntista puede
ser eliminada si logramos separar también a B en dos piezas ajenas; y es
claro que esto siempre lo podemos hacer. Por ejemplo, podemos partir a
B en los siguientes dos conjuntos ajenas [0, 1] y (3, 1]. A pesar de poder
hacer lo anterior, la diferencia entre A y B persiste.

La diferencia entre los conjuntos A y B no sélo esta en el hecho de
que A es la unién de dos conjuntos ajenos y B no, sino que aun cuando
a B lo podamos separar en dos piezas ajenas, éstas siempre estaran
pegadas o conectadas, en el sentido de que la cerradura de una de ellas
intersectard a la otra. Note por ejemplo que en la separacién [0, %],
(3,1] de B, el punto & estd en [0, 3] y en la cerradura de (3, 1]. Para las
piezas de A no sucede esto porque cada una de ellas es un subconjunto
cerrado de A, y ellas son ajenas. Podemos entonces decir que en A no
hay conexién entre sus piezas, en B siempre la hay. Esta propiedad que
posee B es lo que se conoce como conexidad.

8.1. DEFINICION. Diremos que un espacio topoldgico (X, T) es conexo
si no puede expresarse como la unién de dos subconjuntos cerrados
ajenos y no vacios. De lo contrario, decimos que (X, T) es disconexo.

Observe que en la definicién de espacio conexo es equivalente pedir
que los subespacios sean cerrados a pedir que sean abiertos. Note
también que si un espacio X es la unién de dos subconjuntos cerrados
ajenos, entonces estos subconjuntos (siendo cada uno el complemento
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del otro) son también abiertos. Por otro lado, la nocién de piezas de un
espacio topoldgico puede ser formalizada de la siguiente manera.

8.2. DEFINICION. Una pareja (U, V') de subconjuntos de un espacio
X es una separacién de X si U y V son abiertos, X =UUV,UNV =)
yU#0D#£V.

Claramente, un espacio X es conexo si y s6lo si no existe una sepa-
racién de X.

Naturalmente, la expresion “el subconjunto A de X es conexo (o
disconexo)” se referird al conjunto A con la topologia relativa heredada
de X. En algunas ocasiones también se usard la expresién: “A es un
subespacio conexo de X”. Observe que si A C Y C X, entonces A es
un subespacio conexo de Y cuando y sélo cuando A es un subespacio
conexo de X.

Analizamos a continuacién la conexidad o disconexidad de algunos
espacios muy familiares. Aqui cabe senalar que la definicién 8.1 incluye
al espacio vacio dentro de la clase de los espacios conexos.

8.3. EJEMPLOS.

(1) Es trivial que cualquier conjunto con la topologia indiscreta es
un espacio conexo, ya que estos espacios no contienen dos sub-
conjuntos abiertos no vacios diferentes. En el otro extremo, si X
es cualquier conjunto con més de un punto y con la topologia
discreta y € X, entonces los conjuntos {z} y X \ {z} son
abiertos, ajenos, no vacios y cubren a X, lo que significa que X
es disconexo. M4&s atun, si un espacio 77 X contiene un punto
aislado x, entonces el conjunto {x} es a la vez abierto y cerrado
en X y por lo tanto, en este caso, si X tiene por lo menos dos
puntos, X es disconexo.

(2) El conjunto de los racionales Q C R no es un espacio conexo ya
que los conjuntos QN (v/2, =) y QN (4, v/2) son subconjuntos
abiertos, ajenos, no vacios de QQ cuya unién es igual a Q.

(3) El espacio de Sierpinski X que consiste del conjunto de dos pun-
tos {0, 1} con la topologia {0, {0}, {0,1}} es un espacio conexo
pues la tinica descomposiciéon de X por subconjuntos ajenos no
vacios estd formada por los subconjuntos {0} y {1}, pero el
segundo no es abierto.

(4) Cualquier conjunto infinito X con la topologia cofinita es conexo
pues cualesquiera dos subconjuntos abiertos en €l tienen inter-
seccién no vacia.

T
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(5) No es dificil verificar que si (X, T) es conexo y 8 es una topologia
en X que satisface 8§ C T, entonces (X, 8) es conexo.

A continuacion determinaremos cudles son los subespacios conexos
de la recta real. Para ello necesitamos la siguiente definicion.

8.4. DEFINICION. Un subconjunto A de R es convexo si cada x € R
que satisface a < x < b pertenece a A cuando a,b € A.

Los conjuntos convexos de R son el vacio, los subconjuntos unipun-
tuales y los intervalos. Estos tultimos son exactamente los conjuntos de
la forma

R, (a,b), [a,b), (a,0], [a,0], (+=,0), (<=, 0], (a,—=) ¥ [a,—)
en donde a,b € Ry a < b.

8.5. PROPOSICION. Los subconjuntos conezos de R son exactamente los
subconjuntos converos de R, es decir, el vacio, los subconjuntos unipun-
tuales y los intervalos.

DEMOSTRACION. Si Y C R tiene més de un punto y no es un inter-
valo, entonces deben existir a,b € Y y ¢ € Y tales que a < ¢ < b. Asi
obtenemos que los conjuntos Y N («—,¢) y Y N (¢,—) forman una de-
scomposicién de Y en dos subconjuntos abiertos ajenos y diferentes del
vacio. Esto significa que Y no es conexo.

Supongamos ahora, con miras a obtener una contradicccion, que Y
es un intervalo en R y que Y no es conexo. Podemos entonces represen-
tar a Y como AU B, en donde A y B son subconjuntos abiertos de Y
diferentes del vacio y ajenos. Supongamos, sin pérdida de generalidad,
que hay un elemento ¢ € A y uno en B, digamos b, tales que a < b.
Tomemos a € R definido como el supremo de los nimeros reales x tales
que [a,x) NY estd contenido en A. Resulta entonces que a < b. Por lo
cual, como Y es un intervalo, & € Y. Por definicién de o, a € cly(A).
Pero A es un subconjunto cerrado de Y'; en consecuencia, a € A. Como
Aes abiertoen Y, Y esun intervalo, b € Y\ Ay a < b, existe un niimero
real positivo r tal que (a—r, a+r)NY C A. Podemos concluir facilmente
que [a,a+7)NY C A. Pero esto ultimo contradice la definicién de «.
Por lo tanto, el intervalo Y debe ser conexo. X

Del teorema anterior se infiere que la conexidad no es una propiedad
hereditaria. Incluso hay subespacios densos o cerrados o abiertos de R
que no tienen esta propiedad, como por ejemplo Q, {0,1} y (0,1)U(2,3),
respectivamente.
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(0,1)

(1.0)

(0,0)

(0,-1)

F1GURA 37. La imagen de (0, 1] bajo la funcién F' es un
conexo en R2.

Por otro lado, la conexidad es una propiedad topoldgica; ain mas,
la conexidad se conserva bajo funciones continuas.

8.6. PROPOSICION. Sea X un espacio conexo y g : X — Y una funcidén
continua y suprayectiva. Entonces Y es un espacio conexo.

DEMOSTRACION. Supongamos que ¥ = U UV en donde U y V son
subconjuntos abiertos de Y, UNV =0, UUV =Y yU # 0 # V.
Tenemos que

X=g'Uug™V]y g ' UINg V] =0.
Ademis, como g es continua y suprayectiva, g [U] y g~ *[V] son sub-
conjuntos abiertos no vacios de X. Es decir, X no es conexo. X

8.7. EJEMPLO. La funcién F : (0,1] — R? definida por
F(z) = (z,sen(3))

z
es continua y (0, 1] es un subespacio conexo de R, de tal manera que

Y = {(z,sen(3)) : z € (0,1]}

T
es un subespacio conexo de R? (véase la figura 37).
Como una consecuencia de la proposicion 8.5 y de la proposicién 8.6

obtenemos que si X es un espacio topoldgico conexo tal que | X| > 1y
f: X — R es una funcién continua y no constante, entonces | X| > 2%
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ya que f[X] debe ser un subconjunto conexo con més de un punto. En
particular, cualquier espacio conexo Tychonoff X con méas de un punto
tiene cardinalidad > 2% ya que, siendo X un espacio Tychonoff, existen
funciones continuas y no constantes de X en [0, 1]. Ademds, como una
consecuencia del mismo resultado 8.6, obtenemos el teorema del valor
intermedio:

8.8. COROLARIO. Sea X un espacio conexo y f : X — R una funcion
continua. St x,y € X yr € R son tales que f(x) <r < f(y), entonces
existe z € X con la propiedad f(z) =r.

DEMOSTRACION. Bajo las hip6tesis, el conjunto f[X] es un convexo o
intervalo en R, por lo cual r € f[X]; es decir, existe z € X que cumple

f(z)=r. X

Veremos en el resultado que sigue diversas formas de expresar la
conexidad. Antes, haremos una convencién: un subconjunto A de un
espacio topolégico X que es a la vez abierto y cerrado en X recibira el
nombre de subconjunto cerrado-abierto.

8.9. TEOREMA. Sea (X,T) un espacio topolégico. Entonces las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes:

(1) el espacio X es conexo;
2) los unicos subconjuntos cerrado-abiertos de X son X y 0;
) si AC X es tal que ) # A # X, entonces fr(A) # 0;
) no eziste funcion continua y suprayectiva de X sobre el espacio
discreto {0,1}.

DEMOSTRACION. (1) = (2). Si A es cerrado-abierto diferente del vacfo
y del total, entonces (A, X \ A) es una separacién de X; es decir, X no
s conexo.
(2) = (3). Se cumple siempre que

int(A) C A Ccl(A) =int(A) Ufr(A).
Si fr(A) = ), entonces

int(4) C A Ccl(A) =int(A).

Por lo anterior, A es un subconjunto propio no vacio que es a la vez
cerrado y abierto en X.
(3) = (4). Si f:X — {0,1} es una funcién continua y suprayectiva,

entonces A = f1[{0}] es un subconjunto propio no vacio de X que
satisface fr(A) = 0.

3
4

~~
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(4) = (1). Si (A, B) es una separacion de X, entonces la relacién que
asocia a cada a € A con 0y acada b € B con 1, es una funcién continua
y suprayectiva de X en {0,1}. X

8.10. PROPOSICION. Sea (X,T) un espacio topoldgico. Si (U, V') es una
separacion de X y A es un subespacio conexo de X, entonces 6 A C U

6ACYV.

DEMOSTRACION. Si ANU # 0y ANV # (0, entonces (ANU,ANV) es
una separacion para A, lo cual contradice la hipdtesis sobre A. X

8.11. EJEMPLO. Sea y un numero real. El espacio R\ {y} es dis-
conexo pues la pareja ((«,y), (y, —)) constituye una separaciéon de R\
{y}. De manera semejante, el subespacio [a,b] \ {y} es disconexo si y
sélo si y pertenece al interior de [a, b].

Con la proposicién 8.9 disponible, podemos demostrar el siguiente
teorema que tiene consecuencias importantes.

8.12. PROPOSICION. Sea {A; : j € J} una familia de subconjuntos
conezos de un espacio X. Si(;c; Aj # 0, entonces ;e ; Aj es conero.

DEMOSTRACION. Al conjunto (J;c; A; le llamaremos B. Elijamos un
punto o € (\;c;A; y sea f : B — {0,1} una funcién continua, donde
{0,1} tiene la topologia discreta. Para j € J, f debe mandar a cada
elemento en A; al valor f(zo) ya que A; es conexo y contiene a xq (véase
el teorema 8.9). Pero esta conclusién es cierta sin importar cual j € J
fue tomada. Por lo tanto, f es la funcién constante f(zp). Esto significa
que B es conexo. X

Sea m un numero natural mayor que 1. Ya sabemos que R es un
espacio conexo (proposicién 8.5). También es cierto que cualquier linea
recta que pase por el origen (es decir, que pase por el punto cuyas co-
ordenadas coinciden con 0) en R™ es homeomorfa a R y por lo tanto
es un espacio conexo. Como R” es igual a la unién de estas lineas y
todas ellas comparten al origen como uno de sus elementos, entonces,
por la proposicion 8.12, R™ es un espacio conexo. Para cualquier n € N,
cualquier z € R™ y cualquier r > 0, la bola B(x, ) es homeomorfa a R™.
Asi tenemos que B(z,r) es también un espacio conexo.
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8.13. PROPOSICION. Supongamos que X es un espacio topoldgico tal que
cualquiera dos de sus elementos estdn contenidos en algun subespacio
conexo de X. Entonces X es conexo.

DEMOSTRACION. Fijemos un punto z € X. Para cada y € X \ {z}, sea
A, un subespacio conexo de X que contiene a los puntos z y y. Resulta
entonces que X es igual a Uye X\{z} A,. Aplicamos ahora la proposicién
8.12 y obtenemos la conclusion deseada. X

El resultado anterior nos permite dar una demostracion de que la
recta real y el plano euclideano no son homeomorfos, como se aprecia
en el siguiente ejemplo.

8.14. EJEMPLOS.

(1) Sea n € N, y sean a,b dos puntos diferentes del espacio eucli-
diano R™. Al conjunto {ta + (1 —t)b : t € [0,1]} le llamamos
segmento cerrado de linea recta que une al punto a con b en R"™.
Cualquier segmento cerrado I de linea recta en R™ es homeo-
morfo al intervalo cerrado [0, 1] en R (vea la figura 38)

iy a
. . N
0 1 \b

FIGURA 38. Segmento en R™ homeomorfo a [0, 1]

Una poligonal en R™ es una sucesion finita de segmentos
de linea cerrados I, Io, ..., I, tales que un extremo de I; esta
unido a uno de los extremos de Io, el extremo de Is que no
pertenece a I; estd unido con uno de los extremos de I3, etc.
(vea la figura 39).

Usando inducciéon matemaética y la proposicién 8.12, pode-
mos probar que cada poligonal es un subespacio conexo de R".
Ahora bien, para cualquier p € R™, con n > 1, cualesquiera dos
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I I,

— I3

FIGURA 39. Poligonal en R?

puntos a y b en R"™ \ {p} pueden ser unidos por una poligonal
(ver figura 40). Como consecuencia obtenemos que, paran > 1,
R™\ {p} es conexo.

t
/‘\' )
O
p

FIGURA 40. Dos puntos en R? \ {p} pueden ser unidos
por una poligonal.

(2) La linea Euclideana R no es homeomorfa a ningin R" para
n > 1. En efecto, si h : R — R™ fuera un homeomorfismo y
p € R, entonces

h1 (R\A{p}) : R\ {p} = R"\ {h(p)}

serfa también un homeomorfismo. Pero R\ {p} es un espacio
disconexo y R™ \ {h(p)} es un espacio conexo; esto es un ab-
surdo. Luego, R y R™ no son homeomorfos. De hecho sucede
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que R™ y R™ no son homeomorfos cuando n # m, pero la de-
mostracién de este hecho mas general no la haremos en este
texto puesto que requiere de técnicas que no desarrollaremos.

La siguiente proposicion es un resultado clave y lo usaremos constan-
temente en nuestros razonamientos referentes a la conexidad.

8.15. PROPOSICION. Supongamos que A es un subespacio conero de X
y que Y es un subespacio de clx(A) que contiene a A. Entonces Y es
también un subespacio conexo de X. En particular, la cerradura de un
conjunto conexo es un espacio conexo.

DEMOSTRACION. Sea f : Y — {0,1} una funcién continua, en donde
{0,1} estd siendo considerado con su topologia discreta. Como A es
conexo, f [ A es una funcién no suprayectiva. Pero A es un subconjunto
denso de Y'; asi, como f es continua, f[Y] = flcly A] C clgo 1y f[A] =
f[A4]; es decir, f no es suprayectiva. Por el teorema 8.9, el espacio Y es
CONEXO. X

8.16. EJEMPLO. Como se hizo notar en el ejemplo 8.7, el subespacio
Y = {(a:,sen(%)) eR?:0<x<1}

es un espacio conexo. Observe ahora que la grafica de la funcién sen(%)
(con x € (0,1]) se acerca al eje vertical {(0,y) € R? : y € R} en la
medida en que z € (0,1] se aproxima a 0 (véase la figura 9.2). Por ello,
cualquier punto de la forma (0,y) en el plano R? con y en el intervalo
[~1,1], es un punto de acumulacién de Y en R2. Asi, por el teorema
anterior, concluimos que

cp2(Y) =Y U{(0,y) e R*:y € [-1,1]}

es conexo. Ademds, cualquier A tal que Y C A C clp2(Y) también es
conexo; en particular, Y U {(0,0)} es conexo (véase la figura 41).

Otras consecuencias importantes de la proposicion 8.15 son las si-
guientes: si un espacio X contiene un subespacio denso conexo, entonces
X mismo es conexo; y claro, si X es conexo y Tychonoff, entonces la
compactacién de Stone-Cech de X, 8X, es conexo. El reciproco de este
ultimo resultado es cierto y se deja como ejercicio en 8.A.(5).

Como veremos a continuacién, la conexidad es una de esas propieda-
des especiales que se conservan cuando tomamos producto de espacios.
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(0,1)

B (1,0)

(0,0)'

(0,-1)

F1Gura 41. El subespacio Y U {(0,0)} es conexo.

8.17. TEOREMA. El espacio producto []
y sdlo si cada X es conexo.

jeg Xj es un espacio conexo si
DEMOSTRACION. Supongamos primero que el espacio [ | jeg X es conexo.
Como cada proyeccién m; : Hje 7 X; — X es continua y suprayectiva,
entonces cada X; es conexo por lo dicho en la proposicién 8.6.

Supongamos ahora que cada X es un espacio conexo. Tomemos un
elemento z en el producto [, ; X;. Definimos

C={y€lljesX;: 3D C][jc;X; conexo tal que z,y € D}.
Por la proposicion 8.12, C' es un espacio conexo. Para demostrar lo
propuesto basta con probar que C es denso en Hje ;X (proposicién
8.15).

Tomemos pues un abierto canénico no vacio arbitrario A = 7rj_11 (A1)N
e N W;LI(A”) de [];c; X;. Elegimos un elemento a; € A; para cada
i€{l,...,n}, y definimos

Cr={ye[[Xj:m(y) € Xj,, ¥y mi(y) =m;(x) ¥V j # i}
Jj€J
En general, para i € {2,...,n}, definimos C; como el conjunto de todos
los puntos y € [[;c; X; tales que m; (y) = ap si k € {1,....i — 1},
75, (y) € Xj,, y mj(y) = mj(z) para toda j € J\ {j1, ..., Ji—1}-
Del ejercicio 4.C.(2) se sigue que C; es homeomorfo a X, para cada
i € {1,...,n}. Por lo tanto, C; es conexo para cualquier i € {1,...,n}.
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Ahora bien, para cada k € {1,...,n — 1}, el punto y € HjeJXj con
coordenadas 7j,(y) = a; para cada i € {1,...,k} y 7j(y) = mj(x) para
cualquier j € J \ {1,...,k} pertenece a Cj N Ciy1. Concluimos que
D = J}, Cj es conexo y contiene a z. Asi, D C C. Pero AND # (); por
lo tanto ANC' # (). Con esto hemos demostrado que C' es un subconjunto
denso de ] jeg Xj, con lo cual terminamos nuestra demostracion. X

Hasta aqui nos hemos limitado basicamente a aplicar nuestros teo-
remas de conexidad a subespacios euclideanos. Reflexionemos ahora un
poco sobre estas propiedades en algunos espacios cuyas caracteristicas
son muy diferentes a aquellas de los subespacios de R™.

8.18. EJEMPLOS.

(1) La linea de Sorgenfrey Lg, definida en el ejemplo 1.42; es un
espacio disconexo. En efecto, cada subconjunto de la forma
[a,b), en donde a,b € Ry a < b, es a la vez abierto y cer-
rado como se demostro en el ejemplo 2.7. Como los conjuntos
de esta forma constituyen una base para Lg, tenemos que la
linea de Sorgenfrey tiene la peculiaridad de poseer una base
para su topologia formada por conjuntos cerrado-abiertos. En
la seccién 5 estudiaremos algunas propiedades de este tipo de
espacios.

(2) El espacio de ordinales [0, w;] tiene también una base constitu-
ida por cerrado-abiertos. En efecto, para cada f < a < w, el
conjunto (3, o] es cerrado-abierto (véase el ejercicio 1.G.(6).(a).
Por esta razon, [0,w;] es disconexo.

(3) Sea k un numero cardinal cualquiera y sea 2 el espacio discreto
con dos puntos {0,1}. Del teorema 8.17 podemos concluir que
los espacios productos [0, 1]* y R* son conexos, y los espacios
2% NF y k% no lo son.

2. Espacios localmente conexos

Analicemos ahora los espacios que localmente se comportan como espa-
cios conexos.

8.19. DEFINICION. Se dice que un espacio X es localmente conexo
si para cada x € X podemos encontrar un sistema basico de vecindades
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B(x) de = cuyos elementos son subespacios conexos. Equivalentemente,
X es localmente conexo si (y sélo si) para cada z € X y cualquier
vecindad U de z, existe una vecindad conexa V de x tal que V C U.

El concepto anterior fue introducido por Hahn en 1914 ([33]) y de-
sarrollado posteriormente (alrededor del 1920) por Tietze ([62]), Kura-
towski ([45]) y el propio Hahn ([34]).

Veamos ahora algunos ejemplos que nos muestran que la conexidad
no implica, ni es consecuencia de, la conexidad local.

8.20. EJEMPLOS.

(1) Ya vimos que los espacios euclidianos R™ son espacios conexos.
Son también localmente conexos pues cada bola abierta en R™
€s Conexo.

(2) Un espacio puede ser localmente conexo y disconexo, como
sucede con cualquier espacio discreto formado por mas de un
punto. En efecto, para cada punto x en un espacio discreto
X, el conjunto {z} es una vecindad conexa de x y la coleccién
B(z) = {{x}} es una base local para x.

(3) También podemos encontrar espacios que son conexos pero no
localmente conexos. Un ejemplo de esto lo da el espacio

Y = {(z,sen(1)) e R* : 2 € (0,1]} U {(0,0)} C R?

(véase la figura 41). En el ejemplo 8.16 se vié que Y es un
espacio conexo. Veamos ahora que Y no es localmente conexo
en el punto (0,0). En efecto, cualquier vecindad de (0,0) en
Y contenida en la bola abierta Y N B((0,0), 1) contiene piezas
separadas de la grafica Y, como se puede apreciar en la figura
42. Este ejemplo muestra que en la definicién de conexidad
local dada en 8.19, no puede ser substituida la expresién “cada
vecindad de x contiene una vecindad conexa de z” por “cada x
tiene una vecindad conexa”.

Un concepto de particular importancia y que esta relacionado con
la conexidad local es la nocién de componente conexa de un punto.

8.21. DEFINICION. Dado un punto z en un espacio X, podemos
considerar la coleccion de todos los subconjuntos conexos de X que con-
tienen a x. La unién de todos ellos es un espacio conexo (proposicién
8.12) que denotaremos por C,. El conjunto C, es el mayor subespacio
conexo de X que contiene a x. Le llamaremos componente conexa de x
en X.

T
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A (1,0)

(0,-1)

FIGURA 42. La interseccién Y N B((0,0),1) contiene
piezas separadas de Y.

Como {z} es conexo, Cy no es vacio. Ademds C, es un subespacio
cerrado de X por el teorema 8.15. Es importante también hacer notar
quesiz,y € X y x #y, entonces 6 Cp = Cy 6 C,NCy = 0 (ver ejercicio

8.B.(2)).

Es decir, el conjunto de componentes conexas en X determina

una particién de X.

8.22. EJEMPLO.

(1)
(2)

3)

Si X es un espacio conexo, entonces es claro que C, = X para
cualquier z € X.

Cualquier subespacio de un espacio discreto es un espacio dis-
creto. Por lo cual, para cada x en el espacio discreto X,
C, = {z}. En la seccién 5 analizaremos a los espacios cuyas
componentes conexas son conjuntos unipuntuales.

Ya mencionamos que las componentes conexas en un espacio
X forman una particién y en consecuencia definen una relacién
de equivalencia ~. Esto nos hace pensar en formar un espacio
cociente X/~ en donde cada componente conexa de X se con-
vierte en un elemento en X/~. Se puede demostrar que para
cada T € X/~, se tiene que Cz = {T} (ver ejercicio 8.B.(3)).

Ahora expresemos la conexidad local en términos de las componentes
conexas de sus subespacios abiertos.
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8.23. PROPOSICION. Un espacio X es localmente conexo si y sélo si las
componentes conexas de cada subconjunto abierto de X son conjuntos
abiertos de X.

DEMOSTRACION. Sea X un espacio localmente conexo y sea A C X
abierto. Sea C una componente conexa de A. Vamos a demostrar que
C es abierto en X. Tomemos x € C; entonces, x € A. Como A es
abierto en X y X es localmente conexo, existe una vecindad conexa U
de x en X que satisface x € U C A. Pero C es el conjunto conexo en A
mas grande que contiene a x. Esto implica que U debe estar contenido
en C. Esto significa que C' es una vecindad de z. Como esto es cierto
para cada x € C, el conjunto X es abierto en X.

Vamos ahora a demostrar la implicacién inversa de la proposicion.
Sea x € X y supongamos que U es cualquier vecindad abierta de x en
X. La componente conexa C' de x en U es un subconjunto abierto de X
a causa de nuestra hipotesis. Pero entonces C es una vecindad conexa
de x contenida en U. Por lo tanto X es localmente conexo. X

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata de la proposicion
8.23; su demostracién se deja como un ejercicio (8.B.(4)).

8.24. COROLARIO. Cualquier subespacio abierto de un espacio local-
mente conexo es también localmente conexo.

Si bien la conexidad local es heredada por subespacios abiertos, como
acabamos de ver, esta propiedad no es hereditaria. Por ejemplo, el
conjunto de los numeros racionales Q y el conjunto de Cantor C son
subespacios del espacio localmente conexo R, denso uno y compacto el
segundo, que no son localmente conexos.

La conexidad local tampoco se preserva bajo imagenes continuas.
En efecto, cualquier biyeccién h definida sobre N y con valores en Q es
continua; N es localmente conexo pero, como ya mencionamos, Q no lo
es. Sin embargo, la propiedad en cuestién se conserva bajo funciones
continuas y abiertas.

8.25. PROPOSICION. Si f es una funcidon continua y abierta definida
sobre un espacio localmente conexo X y con valores que cubren al espacio
Y, entonces Y es localmente conexo.

DEMOSTRACION. Sea y un elemento de Y y sea U una vecindad de y
en Y. Como f es suprayectiva, existe x € X tal que f(x) = y. El
conjunto f~![U] es una vecindad de x en X ya que f es continua. Como
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X es localmente conexo, existe una vecindad conexa V' de x contenida
en f7lU]. Como f es una funcién abierta, el conjunto f[V] es una
vecindad de y en Y contenida en U. Por la proposicién 8.6, la vecindad
f[V] es conexa. Esto termina nuestra demostracion. X

Como es costumbre, una de nuestras preocupaciones sistemadticas
cuando introducimos un nuevo concepto en este texto, es saber si la
propiedad en cuestiéon es productiva. A continuacién analizamos este
problema en el caso de la conexidad local.

8.26. TEOREMA. Sea {X; : j € J} una familia de espacios topoldgicos
no vacios. Bl espacio producto HjeJ X es localmente conexo si, y sélo
st, cada X es localmente conexo y todos los X; son conewos, con excep-
cion, quizds, de un numero finito de ellos.

DEMOSTRACION. =) Supongamos que HjeJ X es localmente conexo.
Como cada proyecciéon m; : Hje 7 X; — X; es una funcién continua,
abierta y suprayectiva, entonces la proposicién 8.25 nos garantiza que
cada X es localmente conexo.

Ahora consideremos una vecindad conexa V de algin punto x €
[I;c; X;. Debe entonces existir un basico canénico B = Wj_ll(Al) N...N

W;Ll(An) tal que z € B C V. Tenemos que para cada j, m;[B] estd
contenido en 7;[V] y m;[V] es conexo. Ademads, si j € J\ {ji,...,Jn},
7j[B] = Xj. Es decir, X; es conexo para cualquier j € J \ {j1,...,jn}.
<) Sea {j1,...,jn} €l subconjunto de J con la propiedad: X; es conexo
siy sélosij & {ji,...,jn}. Tomamos un punto fijo arbitrario =z €
I jeg Xj; tomamos también una vecindad V' de x cualquiera. Sabemos
que podemos encontrar una vecindad B de x de la forma 71'5_11 (A1) N
.. N7, (A)) contenida en V, en donde A; es un subconjunto abierto
de Xj, que contiene a 7y, (x) = x, para cada i € {1,...,k}. Como
para cada i € {1,...,k}, X5, es un espacio localmente conexo, podemos
tomar una vecindad conexa B; de x; contenida en A;. Ahora, para
cada j € {j1,.--sdn} \ {51, .-, Sk} = L, tomamos una vecindad conexa
cualquiera C; del punto 7;(x). Resulta que el conjunto

—1 -1 -1
()= 'C) Nr (B NNy, (Br)
jeEL
es una vecindad de x contenida en V y es conexa pues es el producto de
una familia de espacios conexos. X
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Terminamos esta seccién analizando algunos ejemplos adicionales.

8.27. EJEMPLOS.

(1) Es claro que cualquier espacio con méas de un punto que posee
una base formada por conjuntos cerrado-abiertos no es local-
mente conexo (ver ejercicio 8.B.(5)). Asi resulta que ni la linea
de Sorgenfrey ni los espacios de ordinales son espacios local-
mente conexos (véase el ejemplo 8.18).

(2) M4s aun, si un espacio X es T} y contiene un subespacio denso
y discreto D, y si X'\ D no es vacio, entonces X no es localmente
conexo en ningin punto de X \ D. En efecto, para cada y €
X \ D y cada vecindad V de y, podemos encontrar z € DNV
tal que {x} es un cerrado-abierto de V. Por lo dicho hasta aqui
concluimos que V no es conexo. Asi, por ejemplo, el espacio Rp
(ver ejemplo 1.12) no es localmente conexo en ningin r € Q.

(3) Por el teorema 8.26 tenemos que los espacios productos [0, 1]
y R* son localmente conexos, y los espacios 2% y N* son local-
mente conexos cuando, y sélo cuando, k es finito. El espacio
k“ es conexo (localmente conexo) sélo cuando x = 1.

3. Espacios conexos por trayectoria

Veamos ahora en esta seccion otra clase de espacios topolédgicos rela-
cionados con los espacios conexos y que llamaremos espacios conexos
por trayectorias. Hemos visto que el intervalo cerrado [0, 1] es un espa-
cio conexo; luego, las imagenes continuas de [0, 1] son también espacios

conexos.

8.28. DEFINICION. Un espacio X es conexo por trayectorias si para
x,y € X, existe una funcién continua f : [0,1] — X tal que f(0) =z y
f) =y.

Si f:]0,1] — X es continua y f(0) = z, f(1) = y, diremos que f
es una trayectoria que une a x con y. Cuando no haya posibilidad de
confusién, al subespacio Y = f[[0, 1]] le llamaremos también trayectoria
en X que une a z con y. No es dificil demostrar que un espacio X es
conexo por trayectorias si, y s6lo si, para cada dos puntos z y y de X,
existe una trayectoria Y en X que contiene a ambos puntos.

8.29. EJEMPLOS.
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(1) Como cualquier funcién definida en [0, 1] y con valores en un
espacio indiscreto es continua, entonces cualquier espacio in-
discreto es conexo por trayectorias. En cambio, las tinicas fun-
ciones continuas definidas en [0, 1] y con valores en un espacio
discreto son las funciones constantes. Por esto, un espacio dis-
creto con méas de un punto no es conexo por trayectorias.

(2) Sea n € N. Como cualquier segmento cerrado de recta en R"
es una imagen continua de [0, 1] (véase el ejemplo 8.14), R™ es
un espacio conexo por trayectorias. También lo es la esfera

n+1

S ={(x1,..c; Tpy1) - Z:UZQ =1}
i=1
cuando n > 1, ya que si a y b son elementos de S™, la funcién
B :[0,1] — S™ definida por

_ ta+(1—-t)b
B = s =]

es continua y une a a con b (véase la figura 43)

t tat(1-t)b
—t— Iz a+(1—2) ]|

FIGURA 43. La funcién 8 : [0,1] — S es continua y une
a los puntos a y b de S!

(3) Recordemos que un subconjunto E de R™ es convexo si para
cualesquiera dos puntos x y y en E se cumple que el conjunto

E(z,y) = {tz + (1 -ty : t € [0,1]}
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estd contenido en E. Como la funcién s : [0,1] — R™ definida
por s(t) = tx+ (1 —t)y es continua, entonces cualquier subcon-
junto convexo de R™ es conexo por trayectorias.

Aplicando la proposicién 8.12 veremos que todo espacio conexo por
trayectorias es conexo. El reciproco no es cierto.

8.30. TEOREMA. Clualquier espacio conexo por trayectorias es conexo.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es un espacio conexo por trayec-
torias. Fijemos un punto x de X. Para cada y € X \ {z}, fijemos una
trayectoria Y, que contenga a x y a y. Resulta que cada Y, es conexo y
el espacio X es igual a Uye X\{z} Y,. Por la proposicién 8.12 concluimos
que X es conexo. X

El espacio
X ={(z,sen()) e R*: 2 € (0,1]} U {(0,9) e R* : y € [-1,1]}} C R?

es un espacio conexo (véase el ejemplo 8.16 y la proposicién 8.15).
Demostraremos que X no es conexo por trayectorias. Supongamos lo
contrario; entonces existe f : [0,1] — X continua con f(0) = (0,0) y
f(1) = (1,sen(1)). Como [0, 1] es conexo, asi lo es f[[0, 1]], por lo tanto
Z = {(z,sen()) e R?: 2 € (0,1]} C f[[0,1]]. Como [0,1] es compacto
y cada (0,y) € Y = {(0,y) € R? : y € [-1,1]}} es el limite de una
sucesién contenida en Z, entonces Y C f[[0, 1]]. Es decir, X = f[[0, 1]].
Para cada n € N, el conjunto g~![{1}] es un subconjunto compacto de
[0,1] en donde g = 71 o f y m es la proyeccién sobre la primera coorde-
nada. Por lo tanto tiene sentido definir oy, = max g~1[{1}]. Resulta que
para cualquier n € N, a1 < oy En efecto, si o, < apt1, existiria un
t € (a1, 1) tal que g(t) = 2 (corolario 8.8), contradiciendo la definicién
de ay,. Sea l = inf{ay, : n € N}. Como g es continua, g(I) = lim g(a,) =
0. Esto significa que existe yo € [—1,1] tal que f(I) = (0,y0). Sea
y1 € [—1,1] diferente de yg. Existe una sucesién decreciente (z,)nen en
(0, 1] que converge a 0 tal que (xn,sen(i)) — (0,y1). Usando una vez
mas el corolario 8.8 aplicado a g y por la definicién de las «,, se puede
probar que f[(I,1]] = Z. Sea t, = maxg *[{z,}]. Como f[(I,1]] = Z,
t, € (I,1] para toda n. Usando argumentos semejantes a los ya em-
pleados, se obtiene que t,1 < t, para cualquier n, y que limt, = [.
Resulta que f(t,) = (xn,sen(ﬁ)) para cada n € N. Pero entonces

f(1) =lim f(t,) = (0,y1) # (0,%0), lo cual es una contradiccion. X
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Las trayectorias en un espacio X se pueden concatenar en el siguiente
sentido: si a,b,c € X,y f1 : [0,1] — X es una trayectoria tal que
f1(0) =ay fi(1) = b, y f2 es una trayectoria que cumple fo(0) = by
f2(1) = ¢, entonces la funcién f : [0,1] — X definida por

fi1(2t) si0<t<1/2
ft) = N :
fo(2t—1) sil/2<t<1
es una trayectoria que une a a con c. Usando esta idea damos a conti-
nuacién una caracterizacion sencilla e importante de los espacios conexos
por trayectorias.

8.31. PROPOSICION. Sea X un espacio topoldgico y sea xg un punto de
X. Entonces, el espacio X es conexo por trayectorias cuando, y solo
cuando, para cada x € X existe una trayectoria Y, que contiene tanto a
T como a xg.

DEMOSTRACION. La necesidad es inmediata. Para demostrar la sufi-
ciencia, supongamos que para cada x € X existe f, : [0,1] — X
continua tal que z,z9 € f;([0,1]). Claramente podemos suponer que
x # xo. Fijemos, para cada x € X, puntos az, by, € [0,1] tales que
fz(az) = x y fz(bg,) = xo. Sin perder generalidad podemos suponer
que a; < by,. Consideremos también, para cada z € X, las fun-
ciones tz,s; : [0,1] — [az,by,] dadas por t;(2) = az + 2(bzy — az) ¥
$z(2) = bgy + 2(ag — by, ) para cada z € [0,1]. Claramente tanto ¢, como
sz son funciones continuas. Ademas se tiene que t;(0) = ag, tz(1) = by,
52(0) = bgy, ¥ 52(1) = ag.

Sean ahora x1 y xo dos puntos de X cualesquiera. Definimos la
funcién f:[0,1] — X como

() = (fzy 0tay)(20) si0<t<1/2

(fog 0825)(2t —1) sil/2<t<1
Resulta que la funcién f es continua y f(0) = z1, f(1) = x3. Esto
muestra que X es conexo por trayectorias. X

La conexidad por trayectorias es un concepto que aparecié incluso
antes que la conexidad. Se puede encontrar ya de manera explicita en
algin trabajo de K. Weierstrass del ano 1880.

La versién local de la conexidad por trayectorias es una condicién
que aunada a la conexidad produce conexidad por trayectorias, como
veremos en el teorema 8.34.
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8.32. DEFINICION. Un espacio X es localmente conexo por trayec-
torias si cada uno de sus puntos posee una base local de vecindades
formada por subespacios conexos por trayectoria.

8.33. OBSERVACION. En relacién a la anterior definicién se debe
notar lo siguiente: un subespacio Y de un espacio X es conexo por
trayectorias si y sélo si cada dos puntos en Y estan contenidos en una
trayectoria contenida en Y.

8.34. TEOREMA. Un espacio conexo y localmente conexo por trayectorias
es conexo por trayectorias.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es conexo y localmente conexo por
trayectorias. Sea x € X y sea G el conjunto de puntos de X que estan
unidos con z por medio de una trayectoria. El conjunto G no es vacio
pues x pertenece a G. Vamos a demostrar que G es abierto y cerrado
en X, lo que implicard la igualdad X = G a causa de la conexidad de
X. De esta forma terminard la demostracién.

Veamos primero que G es abierto. Sea a € GG cualquiera. Como X
es localmente conexo por trayectorias, existe una vecindad V de a en
X que es conexa por trayectorias. Ahora bien, para z € V existe, por
definicién, una trayectoria en V que une a a con z. Esto significa que
z € G. Es decir, V C G. Concluimos que G es abierto en X.

Ahora veamos que G es cerrado. Tomemos un punto a € clx(G) y
sea V una vecindad conexa por trayectorias de a. Resulta entonces que
VNG #(. Sea z € VNG. Entonces existe una trayectoria que une a a
con z y existe otra trayectoria que une a z con x. Concatenando estas
dos trayectorias (véase el comentario anterior al teorema 8.31), podemos
concluir que existe una trayectoria que une a a con z, lo que significa
que a € G. X

Terminamos esta seccion presentando algunos ejemplos més de es-
pacios conexos por trayectorias.

8.35. EJEMPLOS.

(1) Un espacio vectorial topolégico sobre R es una cuarteta (V, +,
%, T) en donde V es un conjunto, + es una operacién binaria
en V tal que la pareja (V,+) es un grupo abeliano, * es una
funcién de R x V en V que cumple

(a) Ax (z+y) = (Axx)+ (A *y) para cualquier A € Ry
cualesquiera x,y € V.
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(b) A +r &) *x = (Axx) + (£ x ) para cualesquiera )\, & € R
yrzeV.

(¢) Ax(&xx) = (A*g &) *x para cualesquiera \,{ e Ry z € V.

(d) 1%z = x para cualquier z € V.

Ademds T es una topologia en X que hace continuas las
operaciones + y * (aqui se esta considerando la topologia eu-
clideana en R y las operaciones usuales del campo R, +g y *R).
Los espacios vectoriales normados que se vieron en 1.A.10, son
ejemplos de espacios vectoriales topoldgicos.

Para cualquier x € V, la funcién f que manda a cada t €
[0,1] a

txx+ (1 —1t)*e,

es una trayectoria que une al elemento neutro (con respecto a
+) e de V al punto z, y claro, f es continua. Esto demuestra
que cualquier espacio vectorial topoldgico es un espacio conexo
por trayectorias. Ejemplos clasicos de este tipo de espacios son
los espacios de funciones continuas Coo(I) y Cy(I) (véanse el
ejemplo 1.7 y el ejercicio 1.A.10). Lo mismo se puede decir del
espacio de funciones continuas C,(X) definido en el ejemplo
1.37 y en el ejercicio 6.D.(4).

El cuadrado lexicografico (12, <) (véase el ejercicio 1.G.(6).(b))
es un ejemplo de espacio conexo, localmente conexo pero no
es conexo por trayectorias. En efecto, para cada = € [0, 1], el
conjunto

I ={(z,y) € I? : y € [0,1]}

es homeomorfo a [0, 1] y por lo tanto es conexo. Supongamos
que Ay B son dos abiertos que satisfacen I? C AUBy ANB =
(). Supongamos también que el punto (0,0) pertenece a A. Por
lo dicho antes, In C A. SeaT = {z € [0,1] : [(0,0), (2,1)] C A}.
Como 0 € T, T # (. Sea zj el supremo del conjunto 7" en [0, 1].
El punto (20, 0) pertenece a la cerradura de {J, 7 Iy € A. Como
A es cerrado, entonces (z9,0) € A. Esto significa que I, C A.
Como A es abierto, si zg < 1, existiria un intervalo abierto
((z0,€), (20 + d,€)) que contiene al punto (zp,1) y el cual estd
contenido en A. Pero esto significa que zg + g € T, lo cual
contradice la definiciéon de zg; por lo tanto zg debe ser igual
a 1. Es decir, B = 0 y (I2,<) es conexo. Una demostracién
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FicuraA 44. Ejemplo de un espacio conexo por trayecto-
rias no localmente conexo.

semejante prueba que todo intervalo en (12, <) es conexo. Asf
tenemos que (1%, <) es también localmente conexo.

Ahora bien, si a € I?\ {(0,0),(1,1)} entonces (+,a) y
(a,—) son dos intervalos abiertos que separan al subespacio
1%\ {a} de (I?,<); por lo tanto I?\ {a} no es conexo. Asf,
si f:[0,1] — (I?,<) es una funcién continua que satisface
f(0) = (0,0) y f(1) = (1,1), entonces f[[0,1]] = I2. Como f
es continua y [0,1] es separable, entonces (I2, <) es separable
(véase la proposicién 3.30 y 3.F.(3).(f)). Pero esto no es cierto
por lo dicho en los ejercicios 3.F.(2).(c) y 3.F.(3).(a). Asi, con-
cluimos que (1%, <) no es conexo por trayectorias.

8.36. EJEMPLOS.

(1) La figura 44 muestra un ejemplo de un espacio conexo por
trayectorias que no es localmente conexo.

(2) La suma libre de dos o més copias de R es un ejemplo de un
espacio localmente conexo que no es conexo (y por lo tanto, no
es conexo por trayectorias).
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4. Continuos

G. Cantor fue el primero en utilizar el nombre de continuo para designar
a los subconjuntos conexos y cerrados de los espacios euclideanos. Mas
tarde, Janiszewski obtuvo los primeros resultados sobre subconjuntos
conexos compactos de espacios euclideanos. La definicién de continuo
que utilizaremos es ain maés general.

8.37. DEFINICION. Un espacio topolégico X es un continuo si X es
15, compacto y conexo.

Como la imagen continua de un compacto es un espacio compacto,
y la imagen continua de un conexo es conexo, entonces toda imagen
continua 75 de un continuo es también un continuo. Asi cualquier curva
cerrada en R™ es un continuo. Por ejemplo, la circunferencia unitaria
en el plano, S' = {e™ : x € [0,27]}, es un continuo. También sabe-
mos que el axioma de separacién 715, la compacidad y la conexidad son
propiedades productivas, por lo cual el producto de una familia arbi-
traria de continuos es también un continuo. Por esta razon, los espacios
[0,1]% y (S1)* son continuos para cualquier nimero cardinal x. En par-
ticular, el toro S! x S* es un continuo (véase la figura 45).

Ficura 45. El toro topolédgico es un continuo.

8.38. EJEMPLOS.

(1) Los subespacios conexos de R son el vacio, los subconjuntos
unipuntuales y los intervalos; y los intervalos compactos en R
son los intervalos cerrados acotados. Asi, los subconjuntos con-
tinuos de R son exactamente el vacio, los subconjuntos unipun-
tuales y todos los intervalos [a, b] con a < b.

(2) Como ya vimos en 8.30, los espacios conexos por trayectorias
son conexos, pero es claro que no necesariamente son compactos
como es el caso de R. Por otro lado, los subconjuntos convexos
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F1GURrA 46. La interseccién de dos continuos puede ser
incluso un conjunto disconexo.

de R™ son conexos, y por el teorema de Heine-Borel todo cer-
rado y acotado en R"™ es compacto. Por lo tanto, todo con-
vexo cerrado y acotado en R™ es un continuo. En particular,
cualquier bola cerrada en R™ es un continuo.

La intersecciéon de dos continuos no necesariamente es un espacio
conexo. Por ejemplo, los semicirculos unitarios S = {e* : x € [0, 7]}
y T = {e® : 2 € [r,27]} son conexos pero su interseccién es el con-
junto disconexo {(—1,0),(1,0)}, como se puede apreciar en la figura 46.
Sin embargo, cuando intersectamos continuos relacionados de manera
conveniente, obtenemos espacios conexos como veremos en lo que sigue.

Recordemos que una familia & de subconjuntos de un conjunto X
es dirigida (con respecto a la relacién C) si para cada F,G € F, existe
H € F tal que H C F'N G (observe que una familia dirigida no vacia
formada por conjuntos no vacios es una base de filtro). La familia F
es una cadena (con respecto a la relacién C) si para cada F,G € F, 6
FCG6GCF.

8.39. LEMA. Sea X = {K; : j € J} una coleccion de subconjuntos
compactos de un espacio Hausdorff X tal que mjeJ K;#0. SiU esun
abierto de X que contiene a ijJ K, entonces ewiste un subconjunto S

de J finito, tal que ﬂjes K,CU.



“librocasarrubiastamariz” — 2015/1/20 — 7:15 — page 280 — #290

280 8. Espacios conexos

DEMOSTRACION. Fijemos K € X y supongamos que el lema es falso.
Sea ) la coleccién de subfamilias finitas de K. La coleccién {([H) N
(K\U) :H € 9} es una coleccién de cerrados con la propiedad de la
interseccion finita del compacto Hausdorff K. Por la proposicién 7.3
existe un punto en ((K) N (K \ U), lo cual es una contradiccién pues
habiamos supuesto que [ X estd contenido en U. X

8.40. PROPOSICION. Sea C = {C; : j € J} una familia dirigida de conti-
nuos no vacios en un espacio Hausdorff X. Entonces ()..;C; es un
continuo no vacto.

jeJ

DEMOSTRACION. Por la proposicién 7.3, el conjunto Z = ;. ; Cj no
es vacio y ademads es un espacio Hausdorff compacto. De esta manera,
sélo resta probar que Z es conexo. Fijemos un Y € €y sea (U,V)
una separacién de Z. El espacio Z es un compacto 15 y U y V son
subconjuntos compactos y ajenos de Y. Por el corolario 7.8 (inciso (2))
podemos encontrar dos subconjuntos abiertos ajenos en Y, A y B, tales
que U C Ay V C B. Ahora tenemos que Z = ﬂjeJ(Cj NY)C AUB.
Consideremos la familia ¢’ = {C;NY : j € J} de compactos en el espacio
Hausdorff Y. EI lema 8.39 nos asegura que podemos encontrar una
coleccién finita C;, NY, ..., Cj, NY de elementos de €’ tal que ﬂle(Cji N
Y) € AU B. Pero la coleccién C es dirigida; asi, existe C' € € tal que
C C ﬂi’f(()’h NY) C AUB. Como C es conexo, 6 C C A6 C C B.
Digamos que C C A. PeroV C ZNB C CNByV # 0; es decir,
C' N B # 0, lo cual es una contradiccién. X

8.41. COROLARIO. Sean X un espacio To y C = {C} : j € J} una familia
de continuos no vacios contenidos en X. Supongamos ademds que C es
una cadena. Entonces mjeJ C; es un continuo no vacio.

Nuestro siguiente corolario requiere de las nociones de sistema in-
verso de espacios topolégicos y de limite de un sistema inverso de espa-
cios; a continuacién establecemos estas nociones.

Primero, recordemos que un conjunto parcialmente ordenado (X, <)
es un conjunto dirigido si para cada dos elemento p, 6 en 3, existe
o € Y que satisface p < 0 y 0 < o. Naturalmente, cualquier conjunto
linealmente ordenado es un conjunto dirigido.

8.42. DEFINICION. Sea (X, <) un conjunto dirigido. Suponga que
{X4 : a € X} es una familia de espacios topolégicos y que para todos los
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puntos p,0 € X, con p < 6, existe una funcién continua Wﬁ : Xp = X,
La familia S = {X,, 75, ¥} es un sistema inverso de espacios topolégicos
si se satisfacen las siguientes condiciones:

0
p

g

(1) para todo p,0,0 € ¥ con p < 6 < o se tiene que 7 o

(2) 77 =idy, para todo o € X.

omg =T

Si S = {X,, 75, X} es un sistema inverso de espacios topolégicos, un
punto z del producto topolégico [[,cx, Xo es un hilo del sistema inverso
S si para todo 6, p € ¥ con p < 6 se tiene que ﬂg(ﬁg(x)) = 7my(z), donde
70 : [[pes Xo = Xo y 7 [[yex; Xo — X, son las proyecciones a los
factores Xy y X, del producto [],.5, Xo, respectivamente. Es decir, si
S = {X,, 75,2} es un sistema inverso y si p < 0, el siguiente diagrama
conmuta:

HUGE XU o —XG

Dado un sistema inverso S = { X, 75, 3}, el subespacio de [] 5, X
formado por todos los hilos del sistema inverso S es conocido como Iimite
del sistema inverso S, y denotado con limS o con lim{ X, 75, 3}, es decir

— —

I}LHS ={z € H X, Wg(mg(:v)) = m,(z) para todo 6,p € ¥ con p < 0}
oeX

Nuestro siguiente corolario establece que el limite de un sistema in-
verso de continuos es un continuo.

8.43. COROLARIO. El limite de un sistema inverso S = { Xy, 75, X} de
continuos es un continuo.

DEMOSTRACION. Sea X =[], .5 X, v para cada 6 € ¥ sea
Zy={z € X : 7%(xg) = n.(x) para cada 7 < 0}.

Tomemos el conjunto g = ¥\{c € ¥ : ¢ < #}. Observe que el producto

[Iyes, Xo es un continuo, y la funcién ¢ : [[, 5, Xo — Zy que manda
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acada x €[] X, al punto ¢(x) € Zy, en donde

gEYY

o (6(2)) = {Wg(x) para o € Xy

70 (mg(x)) para cada o < 6,

es continua y suprayectiva. Inferimos que para cada 0 € X, Zy es
un continuo. Ademds, como X es un conjunto dirigido y Z, C Zy si
p < 0, asi lo es también la colecciéon {Zy : § € ¥}. Entonces, por la
proposicién 8.40, (ycx; Zo es un continuo. Pero este tltimo espacio es
igual a {iﬂl{Xg,ﬂ'g, ¥} X

Un ejemplo clasico de un continuo que es el limite inverso de conti-
nuos lo podemos describir como sigue.
Sea g : [0,1] — [0, 1] la funcién definida como (ver figura 47):

)2 si z €[0,1]
9(x) = {2(1 _z) size [%,i].

FIGURA 47. Géfica de la funcién ¢ : [0,1] — [0, 1].

Para cada n € N, sea X,, = [0,1] y f7*! = g. Al limite inverso
lim{X,, "1, N}
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se le conoce como el continuo de Knaster (véase la figura 48). Para una
discusién mas extensa del particular consulte [28] (ejemplo 1.36).

|
1

1 \‘
|

1L —

1 'I‘ ! \“ I\
@@ NI

FicuraA 48. Una representacion grafica del continuo de Knaster.

En Ia seccién 2 definimos las componentes conexas de un espacio X.
Ahora introduciremos un nuevo concepto relacionado estrechamente con
las componentes conexas y que nos serd de gran utilidad.

Para un espacio topoldgico X y un punto x € X, la quasi-componente
Q. del punto x en X es la interseccién de la coleccién de cerrado-abiertos
en X que contienen a z. Observe que (), es siempre cerrado pues es la
interseccién de una coleccién de subconjuntos cerrados de X, y no es
vacia pues € Q.

8.44. PROPOSICION. La componente conexa C, de un punto x en un
espacio topologico X estd contenida en la quasi-componente @, de x.

DEMOSTRACION. Naturalmente, si Q, = X no hay nada que demostrar.
De lo contrario, si A es un cerrado-abierto que contiene a x y es diferente
de X, entonces (A, X \ A) es una separacién de X. Por la proposicién
8.10 y como z € C, N A, se debe cumplir que C; C A. Podemos ahora
concluir que C; C Q. X

En un espacio discreto X la quasi-componente de un punto x es
claramente {z}. Es decir, en un espacio discreto, componentes y quasi-
componentes coinciden. Lo mismo sucede en la linea de Sorgenfrey y en
cualquier conjunto con la topologia cofinita. Pero esto no es siempre asi.
Por ejemplo, dejamos al lector demostrar (ver ejercicio 8.D.(2)) que en
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el subespacio

Y = ({0}u{l/n:neN})x[0,1]\{(0,3)}
de R? (véase la figura 49) la componente del punto (0,0) es igual a
{(0,y):0<y< %} y la quasi-componente de (0,0) es

{(0,): 0<y < 3}U{(0,y): 5 <y <1}

(0, %) —c

0,00 (30 (3,0 (50 (1,0)

F1GUurRA 49. En este espacio la componente del punto
(0,0) es diferente a su quasi-componente.

Sin embargo, cuando consideramos espacios compactos 15 las com-
ponentes y las quasicomponentes coinciden, como veremos en la sigu-
iente proposicién (obsérvese que el ejemplo Y del parrafo anterior, es un
espacio localmente compacto y no compacto).

8.45. PROPOSICION. Para un espacio Hausdorff compacto X vy cualquier
x € X, la componente conexa Cy y la quasi-componente conexa Q. son
iguales.

DEMOSTRACION. En virtud de la proposicién 8.44 sélo necesitamos de-
mostrar la relacion @), C C,. Para ello, probaremos que (), es conexo.
Supongamos que A y B son dos subconjuntos cerrados de @, ajenos,
que cubren a Q; y * € A. Obtenemos que A y B son cerrados en X ya
que @, es cerrado en X. Como X es un espacio normal, existen abiertos
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ajenos U y V tales que A C U y B C V; por lo tanto, @, C UUYV.
Ahora bien, el lema 8.39 nos garantiza que una subcoleccién finita G de

F={WCX:zeWyW es cerrado-abierto en X}

satisface (1§ C U U V. El conjunto G = (G es claramente cerrado-
abierto y ademaés

A(UNG) Ced(U)NG =c(U)N(UUV)NG=UNG.

Esto significa que UNG es un cerrado-abierto. Como x € UNG, entonces
Q. CUNG. Ademds BC Q, CUNG,BCV yUNV =0. Todo esto
implica que B = (). Concluimos que @, es conexo. X

8.46. EJEMPLO. Es claro que ningun espacio conexo puede ser la
unién de una coleccién finita de subconjuntos cerrados ajenos (o equiv-
alentemente, no puede ser la unién de una coleccion finita de abiertos
ajenos). Sin embargo, existen espacios conexos que son uniones numer-
ables de continuos dos a dos ajenos. Un ejemplo de esto es el llamado
peine roto que se define como sigue: sea {g, : n € N} una numeracién
del conjunto de ntimeros racionales contenidos en el intervalo [0, 1]. Para
cada n € N, sea J,, el segmento de linea en R? que une al punto (g, 1)
con el punto (gn,1/n); es decir,

1
Jn:{(qn7y)€R25E<y<1}_

Consideremos ademés el intervalo J = {(x,0) € R? : 0 < = < 1}. Se
define el peine roto como el subespacio X = J U |J, oy Jn de R? (véase
la figura 50). Es claro que tanto J como cada J, es un continuo. Asi,
X es una unién numerable de continuos dos a dos ajenos. Demostremos
ahora que el peine roto X es un espacio conexo:

DEMOSTRACION. Supongamos lo contrario y sea (U, V) una separacién
de X. Como J es conexo, debe estar contenido totalmente en U o en V.
Digamos que J C U. Por la misma razén, para cadan € N, 6 J, C U
6 J, CV. Como V no es vacio, podemos tomar t € N tal que J; C V.
Resulta que el punto w = (¢, 1) € V. Como V es un subconjunto abierto
de X, existe € > 0 tal que X N B(w, €) esta contenido en V. Pero esto
significa que para cada racional r en [0, 1] cuya distancia a g; es menor
que € debe cumplirse (r,1) € V; esto implica que si r = ¢, entonces
Im CV.
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(qlv 1) ° (q2a 1) (q37 1) * (q’m 1)
(Q2, %)
(q3a l)
3 L4 (Qna i)

0,00 ¢ ¢ B - g (L0)

F1GurA 50. Peine roto.

AFIRMACION: (¢,0) € V.

En efecto, sea A una vecindad de (g¢,0) en X. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que A es de la forma

XN [(g—0,q:+6) x[0,0)]

para alguna 6 < e. Como existe una cantidad infinita de ntimeros ra-
cionales en [0,1] N (g — 0, g + 0), existe un nimero natural k tal que
el racional g es un elemento de [0,1] N (¢ — d,q: + ) v % < 4. Pero
esto significa que el punto (g, %) pertenece a A. Observe que (g, %)
también es un elemento de V. Por lo tanto, hemos demostrado que
(¢t,0) € clxV. Pero V es cerrado en X, asi que (q,0) € V, lo cual es
una contradiccién pues por hipétesis (¢;,0) e Uy UNV = 0. X

El peine roto no es localmente compacto, pero es posible construir
en R? un subespacio conexo, localmente compacto (y, naturalmente,
métrico separable) que es unién de una coleccién numerable de conti-
nuos ajenos como se puede ver el ejemplo 2.75 de [30].

Demostraremos en el teorema 8.49 que un continuo no puede ser
escrito como la unién numerable de subespacios cerrados ajenos dos a
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dos. Para demostrar este resultado debido a Sierpinski, necesitamos dos
lemas.

8.47. LEMA. Si A es un subconjunto cerrado de un continuo X tal que
0 # A # X, entonces cualquier componente conexa C del espacio A
satisface que C' N fr(A) # 0.

DEMOSTRACION. Sea xg un punto en C. Consideremos la coleccién F
de cerrado-abiertos de A que contienen a xy. De la proposicién 8.45 se
sigue que C' = (F. Supongamos que C' N fr(A) = . Como la familia
F tiene la propiedad de la interseccién finita y fr(A) es un compacto,
existe un F' € JF tal que F Nfr(4) = (). Tomemos ahora un abierto
U de X que cumple U N A = F. La igualdad F' N fr(A) = 0 implica
que F' = U Nint(A), lo cual significa que F es un abierto en X. Pero F'
también es cerrado en X. Ademas estamos suponiendo que X es conexo,
asf que F' = X. Pero esto implica que fr(A) = @, lo cual no es posible.
X

8.48. LEMA. Si un continuo X estda cubierto por una sucesion de sub-
conjuntos cerrados ajenos por pares Fy, Fy, ..., F,, ... de los cuales al
menos dos no son vacios, entonces para cada i € N existe un con-
tinuo C C X tal que CNF; = 0 y al menos dos de los subconjuntos
CNF,CNF,,...,CNF,, ... noson vacios.

DEMOSTRACION. Sea i un nimero natural. Si F; = (), entonces tomamos
C = X y obtenemos lo deseado. Supongamos pues que F; # (), y sea
j € N tal que F; tampoco es vacio. Por las propiedades de X es posi-
ble encontrar dos subconjuntos abiertos U y V de X tales que F; C U,
F; CVyUNV =0. Sea x un punto en Fj y sea C' la componente
conexa de z en el subespacio cl(V). Claramente, C' es un continuo,
CNF; =0y CNFj # 0. Por el lema 8.47 tenemos que C'Nfr(cl(V)) # 0.
Como F; C int(cl(V)) y X = ey Fi, debe existir k # j para el cual
CNEy#0. X

Ahora sf estamos en condiciones de demostrar el teorema de Sier-
pinski.

8.49. TEOREMA (Sierpinski, [56]). Si {F; : i € N} es una coleccion de
subconjuntos cerrados mo vacios ajenos dos a dos en un continuo X,
entonces X # U;en Fi-

T



“librocasarrubiastamariz” — 2015/1/20 — 7:15 — page 288 — #298

288 8. Espacios conexos

DEMOSTRACION. Supongamos lo contrario; es decir, X = Uien Fis en
donde la coleccion F = {F; : i € N} es una particién de X formada
por subconjuntos cerrados de X, y por lo menos dos elementos en F no
son vacios. Como X es conexo, la coleccion de elementos en F que no
son vacios es infinita. Asi, sin pérdida de generalidad podemos suponer
que cada F; es no vacio. Por el lema 8.48, existe un continuo C; C
X tal que C1 N F; = () y por lo menos dos conjuntos de la sucesién
C1 N F1,C1 N Fy, ... no son vacios. Entonces, el continuo C es igual a
Uien(C1 N F), y C1 y {C1 N F; @i € N} satisfacen las condiciones del
lema 8.48, asi que es posible encontrar un continuo Cy C C7 tal que
CanN (Cl N FQ) =ConNFk =10 y la sucesiéon Cy N Fy, Co N Fy, ... contiene
por lo menos dos elementos no vacios. De esta forma es posible construir
una sucesion C1 2 Cy O --- D (), - -+ de continuos contenidos en X tales
que C;NF; =0y C; # 0 para cada i € N. Esto significa que

(m Ci) N (U E;) =0.

€N 1€EN
Esto es, [);eny Ci = 0. Pero por la compacidad de X, se debe cumplir
que [N;en Ci # 05 lo cual es una contradiccion. X

5. Espacios hereditariamente disconexos, totalmente dis-
conexos y O-dimensionales

Despues de analizar clases de espacios topolégicos que localmente no
pueden ser partidos en varias piezas alejadas unas de otras, centraremos
nuestra atencién en ciertos espacios que tienen caracteristicas totalmente
opuestas. Estudiaremos ahora tres clases de espacios con diferentes gra-
dos de disconexidad. Estas son las clases de los espacios hereditaria-
mente disconexos, los espacios totalmente disconexos y la clase de los
espacios O-dimensionales. Estas clases de espacios se definen en términos
de sus componentes conexas, de sus quasi-componentes conexas y en
términos de sus subconjuntos cerrado-abiertos. Es importante hacer
notar aqui que la terminologia que estamos empleando no es univer-
salmente utilizada. Nuestra terminologia concuerda con [26], pero en
otras obras, a lo que aqui llamamos espacios hereditariamente disconexos
se les llama espacios totalmente disconexos.
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8.50. DEFINICION. Un espacio topoldgico X es hereditariamente dis-
conexo si para cada x € X, la componente conexa de z en X, Cj,
coincide con {z}. Un espacio X es totalmente disconexo si sus quasi-
componentes son subconjuntos unipuntuales. Finalmente, un espacio X
es 0-dimensional si es T7 y posee una base formada por cerrado-abiertos.

Los espacios hereditariamente disconexos fueron introducidos por
Hausdorff en 1914 ([33]), y los espacios totalmente disconexos y los 0-
dimensionales fueron introducidos por Sierpiriski en 1921 ([57]).

Observe que los espacios hereditariamente disconexos y los total-
mente disconexos son espacios 11 ya que cada conjunto unipuntual coin-
cide con una componente conexa, y estas son cerradas en X. De las
definiciones también se observa que los espacios totalmente disconexos
y los O-dimensionales son espacios que poseen muchos subconjuntos
cerrado-abiertos. Los espacios totalmente disconexos son los espacios
que tienen la propiedad de que cada punto en ellos posee una pseu-
dobase formada por subconjuntos cerrado-abiertos.

Los espacios discretos, el conjunto de Cantor C, los racionales Q, la
linea de Sorgenfrey y los espacios de ordinales, son ejemplos de espacios
0-dimensionales. Ademds, note que cualquier espacio 0-dimensional T
es Tychonoff, ya que en dichos espacios las funciones caracteristicas de
los conjuntos cerrado-abiertos son continuas. Por otro lado, es facil darse
cuenta que cualquier espacio conexo con més de un punto no satisface
ninguna de las propiedades aqui tratadas. El lector puede demostrar que
cada espacio 0-dimensional es totalmente disconexo, y la disconexidad
total implica la disconexidad hereditaria (ver ejercicio 8.E.(1)). Los
reciprocos de las implicaciones anteriores no se cumplen, como veremos
en el ejemplo 8.56.

8.51. PROPOSICION. Cualquier subespacio de un espacio hereditariamen-
te disconexo (respectivamente, totalmente disconexo, 0-dimensional), es
hereditariamente disconexo (respectivamente, totalmente disconezo, 0-
dimensional).

DEMOSTRACION. Daremos la demostracién para espacios hereditaria-
mente disconexos. Las otras demostraciones se dejan como ejercicio
(ver 8.E.(2)). Sea X un espacio hereditariamente disconexo y ¥ C X.
Si C' es un subespacio conexo de Y, entonces es un subespacio conexo
de X. Deducimos que C' tiene cardinalidad < 1. Es decir, Y es heredi-
tariamente disconexo. X
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Las propiedades definidas en 8.50 no son preservadas por funciones
continuas ya que cualquier espacio discreto satisface cualquiera de es-
tas propiedades y, por ejemplo, R no satisface ninguna de ellas por ser
conexo, pero R es la imagen continua de un discreto de cardinalidad ¢
(véase también la proposiciéon 8.55). No obstante es facil probar que
estas tres propiedades si se preservan por homeomorfismos, es decir, las
tres son propiedades topoldgicas.

8.52. PROPOSICION. La suma topoldgica libre X = @jeJ X de cual-
quier familia de espacios {X; : j € J} es hereditariamente disconexo
(respectivamente, totalmente disconexo, 0-dimensional) si, y sélo si,
cada sumando es hereditariamente disconexo (respectivamente, total-
mente disconexo, 0-dimensional).

DEMOSTRACION. Si X satisface alguna de las propiedades propuestas,
entonces, como cada sumando X; de X es una copia homeomorfa del
espacio X, obtenemos nuestra conclusién de la proposicién 8.51. El
reciproco se obtiene ya que cada sumando es un subespacio cerrado-
abierto de X. X

8.53. PROPOSICION. El producto topoldgico X = HjeJ X de cualquier
familia de espacios {X; : j € J} es hereditariamente disconezo (respec-
tivamente, totalmente disconexo, 0-dimensional) si y sdlo si cada factor
es hereditariamente disconexo (respectivamente, totalmente disconexo,

0-dimensional).

DEMOSTRACION. Cada espacio X; es homeomorfo a un subespacio de
X (véase el ejercicio 4.C.2). Esto implica que si X satisface una de
las propiedades enumeradas, cada X; la satisface también (proposicion
8.51).

Supongamos ahora que cada X; es 0-dimensional. Para cada j € J,
sea B; una base de X; formada por subconjuntos cerrado-abiertos. Asf
una base para X es la coleccién de todos los conjuntos de la forma

A N A

en donde k € N, ji,...,jr € J, y A; € Bj, para cada i € {1,...,k}. Pero
cada conjunto de esta forma es tanto abierto como cerrado pues es un
abierto basico que es producto de cerrados, con lo cual terminamos la
demostracién.
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Dejamos al lector demostrar que X es hereditariamente disconexo
(respectivamente, totalmente disconexo) cuando cada factor X es hered-
itariamente disconexo (respectivamente, totalmente disconexo); véanse

los ejercicios 8.D.(1).(b) y 8.D.(1).(c). X

8.54. EJEMPLO. Sea k un numero cardinal. Del teorema anterior
obtenemos que el cubo de Cantor de peso k, 2%, el espacio N® y el
espacio de Baire de peso k, k“, son espacios 0-dimensionales.

Recordemos que el conjunto de Cantor C puede ser representado
como el subespacio de [0,1] formado por todos los nimeros que son
sumas de la forma ¥9°, 93% en donde z; € {0, 2} para todoi € N. Sabemos
que C es homeomorfo al producto topolégico 2¥, como se afirma en el
ejercicio 7.A.(6). Veremos a continuacién una importante relacién entre
2¢ y el intervalo cerrado [0, 1], la cual nos generara una relacién entre el

conjunto de Cantor C y el compacto [0, 1].

8.55. PROPOSICION. La aplicacion h : 2% — [0,1] definida por

Z 2n+1

para cada f € 2%, es una funcion continua y suprayectiva. FEn con-
secuencia, el espacio [0,1] es imagen continua del conjunto de Cantor
C.

DEMOSTRACION. Cada ndmero en [0, 1] tiene una expresién de la forma

]
i
2i+1
=0

con cada x; € {0,1}; luego h es suprayectiva.
Ahora sean f € 2¢¥ arbitaria y € > 0. Tomemos n € N tal que
57 < €. Note que > 2 2L+1 = 1 < €. Observe también que el conjunto

= '{fO)N...n7, [{f(n — 1)}] es un subconjunto abierto de
2 que contiene a f. Ademas si g € B, entonces

o

g(%) E :If )—g()| ~ § :

2i+1| < 27T 1 5T < €.
i=n

Lo cual significa que h es continua. X

(i)

oo
=0 1=0

=
—~
~
N~—

|

>
—
2
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p
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Como C es compacto T3, la funcién h de la proposiciéon anterior
es perfecta. Asi podemos concluir que la disconexidad hereditaria, la
disconexidad total, y la O-dimensionalidad no son preservadas necesari-
amente por funciones perfectas.

Veamos ahora algunos ejemplos que nos mostraran que las clases de
espacios tratadas en esta seccién son en efecto clases diferentes. Aqui
daremos su descripcién y en los ejercicios 8.E.(5) y 8.E.(6) se pedira al
lector que demuestre las afirmaciones hechas sobre estos espacios.

8.56. EJEMPLO.

(1) La tienda de Knaster-Kuratowski [43].  Veamos primero un
ejemplo de un espacio métrico separable que es hereditaria-
mente disconexo y que no es totalmente disconexo.

Como siempre, denotamos por C al conjunto de Cantor.
Recuerde que el conjunto de Cantor se obtiene a partir del in-
tervalo [0, 1] removiendo de este conjunto una coleccién numer-
able de intervalos abiertos (vedse el ejemplo 7.5). Llamemos @
al conjunto de todos los puntos finales de los intervalos abier-
tos que son removidos en la construccién del conjunto C; de
manera mas precisa:

Q:{1+3k 2+3F :neNyk=0,...,n—1}.

3n s 3n
Sean P=C\Qyq= (%,%) Para cada ¢ € C sea L. el
segmento de linea recta en R? que une a (¢, 0) con ¢. Si c € Q,

tomamos

Ke={(z,y) € Le:y € Q}.
Si ¢ € P, definimos

Ke={(z,y) € Le 1y € P}

El espacio

K:UKC

ceC

de R? es llamado tienda de Knaster-Kuratowski. El espacio K
es conexo y el espacio K \ {¢} es hereditariamente disconexo y
no es totalmente disconexo.

(2) (EI espacio de Erdés [27]) Un espacio métrico separable que es
totalmente disconexo y no es 0-dimensional: Consideremos el
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FicUura 51. Una representaciéon gréafica de la tienda de
Knaster-Kuratowski.

espacio de Hilbert H que estd constituido de todas las suce-
siones (2,,)nen de ntimeros reales que satisfacen ¥,enz? € R,
con la métrica p definida como

p(x,y) = \/EnEN(xn - yn)2

en donde x = (xn)nEN Yy= (yn)nEN~

El ejemplo deseado es el subespacio X cuyos elementos
son las sucesiones infinitas (r,)nen de nimeros racionales que
pertenecen a H.

Una consecuencia de la proposicion 8.45 es la siguiente (véase el
ejercicio 8.E.(3)):

8.57. PROPOSICION. Sea X wun espacio compacto Ty. FEntonces X es
hereditariamente disconexo si y sélo si X es totalmente disconexo.

Este dltimo resultado puede mejorarse como veremos en lo que sigue.

Un espacio X es periféricamente compacto si cada punto z € X tiene
una base local de vecindades V tal que para cada V € 'V, el subespacio
fr(V') es compacto. Todo localmente compacto es periféricamente com-
pacto, y la linea de Sorgenfrey es un ejemplo de espacio periféricamente
compacto que no es localmente compacto.

8.58. PROPOSICION. Sea X un espacio periféricamente compacto. Si X
es totalmente disconexo, entonces X es 0-dimensional.
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DEMOSTRACION. Sea x € X y sea U una vecindad de z en X. Por
hipétesis existe una vecindad V de x tal que V- C U y fr(V') es compacta.
Como X es totalmente disconexo, cl(V') es totalmente disconexo. Por
lo tanto, para cada y € fr(V) existe un cerrado-abierto A, de cl(V') que
contiene a = y no contiene a y. La coleccién {cl(V)\ 4, : y € fr(V)}
es una cubierta de fr(V') formada por abiertos en cl(V'). Como fr(V') es
compacto, existen yi, ..., yr € fr(V') tales que fr(V') C Ule(cl(V) \ Ay, )-
Resulta asi que A = ﬂ,’f:l A,, es un cerrado-abierto en cl(V') que contiene
al punto = y no intersecta a fr(V). Por lo tanto A es una vecindad

cerrado-abierta de x en X contenida en U; es decir, X es O-dimensional.
X

8.59. PROPOSICION. Sea X un espacio localmente compacto Ty. Si X
es hereditariamente disconexo, entonces X es 0-dimensional.

DEMOSTRACION. Sea x € X y sea U una vecindad de z en X. Por
hipétesis existe una vecindad V de z tal que V. C U y cl(V) es com-
pacta. Como X es hereditariamente disconexo, cl(V') es hereditaria-
mente disconexo. Pero cl(V) es compacto T5. Deducimos que cl(V)
es totalmente disconexo (8.57). Por 8.58, cl(V') es 0-dimensional. Asi,
existe un cerrado-abierto A en cl(V') que contiene a z y contenido en
int(V'). Pero esto significa que A es un cerrado-abierto en X contenido
en U; es decir, X es 0-dimensional. X

Terminamos esta seccién probando que cada espacio 0-dimensionale
es un subespacio de algiin cubo de Cantor 27, en donde k es un niimero
cardinal. Esto se expresa diciendo que 2% es un espacio universal con
respecto a los espacios 0-dimensionales de peso k.

8.60. TEOREMA. Un espacio X es 0-dimensional de peso Kk si y solo si
es homeomorfo a un subespacio de 2%.

DEMOSTRACION. Por 8.51 y 8.53, cualquier subespacio de 2% es 0-di-
mensional. Ahora bien, 3.F.(1).(c) nos garantiza que podemos encontrar
una base B = {B; : j € J} de X con |J| = k y tal que cada B € B
es cerrado-abierto. Para cada j € J, sea f; : X — {0,1} la funcién
definida por la férmula

| 1 sixze By,
fﬂ(f”)_{ 0 size X\ B
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El lema 6.22 nos garantiza que la funcién diagonal f = Ajc;f; es un
encaje de X en el cubo de Cantor 2~. X

Ejercicios

8.A. Espacios Conexos

(1) Un subconjunto A de X es diconexo si A= HUK con H # 0 # K
yHOchK:Q):chHﬂK.

(2) Sea A CY C X. A es un subespacio conexo de X siy s6lo si A es
un subespacio conexo de Y.

(3) A diferencia de la compacidad, la conexidad no necesariamente au-
menta el grado de separacion en presencia de axiomas de separacion
débiles. En efecto, pruebe que el conjunto de ntimeros reales R con
la topologia que tiene como subbase todos los segmentos de la forma
(a,—), (+,b) (a,b € R) més el conjunto Q de nimeros racionales, es
un espacio conexo Ty, pero no es regular.

(4) (Funciones mondtonas) Una funcién continua f : X — Y es mondtona
si para cada y € Y la fibra f~1(y) es conexa. Pruebe que para cada
funcién cociente y monétona f : X — Y, y cada subconjunto conexo
C deY, f~YC] es conexo.

(5) (Conexidad y la Compactacién de Stone-Cech) Compruebe que para
cada cerrado-abierto A de un espacio Tychonoff X, clgx A es cerrado-
abierto en SX. Y demuestre que un espacio Tychonoff X es conexo
siy sélo si X es conexo.

(6) (Disconexidad relativa)

(a) Sea Y un subespacio disconexo de un espacio X. Supongamos
que (U,V) es una separacién de Y (en Y). Demuestre que
(ClX U) nv = @

(b) Sea X un conjunto infinito con la topologfa cofinita. Sean a,b €
X tales que a # b. Entonces {a,b} es un subespacio disconexo
de X pero no existen dos subconjuntos abierto ajenos U y V de
X con la propiedad a c U y be V.
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()

(d)

(a)

8. Espacios conexos

Sea Y un subespacio disconexo y denso de un espacio X. De-
muestre que existen abiertos U y V de X tales que U # () £ V,
UNnV=0yYCUUYV.

Si X es un espacio metrizable y Y es un subespacio disconexo
de X, entonces existen dos abiertos no vacios ajenos U y V tales
que UUV CY,UNY # 0y VNY # 0. (Sugerencia: sea (U’, V")
una separacién de Y. Defina U = {x € X : d(z,U’) < d(z,V")}
yV={xeX: :dxz,V') <d(zU)}

La linea larga L es el espacio producto [0,w;] x [0,1) con el
orden lexicografico (estamos considerando en [0,wq] v en [0, 1)
sus ordenes usuales). Demuestre que L es conexo.
Consideremos ahora el espacio X = ([0,1] x L) \ {(1,w1)}, en
donde L es la linea larga. Demuestre que:

(1) Y =([0,1] x{w1 HU ({1} x L)\ {(1,w1)} es un subespacio
disconexo de X.

(ii) Los conjuntos F' = ([0, 1] x {w1 )\ {(1,w1)} vy G = ({1} x
L))\ {(1,w;1} son cerrados en X. Ademds, F' y G son
CONEXOS.

(iii) No es posible encontrar dos abiertos ajenos en X que
separen a F' de G. En particular, X no es normal. (Ob-
serve que X es un espacio Tychonoff.) (Sugerencia: Sea
U un abierto en X que contiene a F. Sea {r, : n € N}
una numeracién exacta de Q N [0,1). Para cada punto
(rp,w1) podemos encontrar un intervalo abierto I,, con-
tenido en [0,1) y un nimero ordinal numerable «,, tales
que (rp,w1) € I X (an,w1] CU. Sisup{a, :n €N} =
a < B <wi, entonces (1,8) € GNelxU.)

(7) (Ejemplo de un espacio conexo Ty numerable)

Si X es un espacio T y para cualquier cerrado FF C X y
cualquier abierto W C X que contiene a F' existe una sucesion
W1, Wa, ... desubconjuntos abiertos de X tal que F' C |, .y Wn
y clW,, C W para cada n € N, entonces el espacio X es normal.
(Sugerencia: Sean Ay B dos subconjuntos cerrados ajenos de X.
Tome F' = Ay W = X\ By construya una sucesiéon Wy, W, ...
como aseguran las hipétesis de la proposicién. Luego, tomando
F =By W = X\ A construya una sucesién de abiertos V7,
V3, ... de manera andloga a la anterior. Ahora defina G; = W'\
UjciclV; vy Hi = V;\ U, cl W;. Demuestre que los conjuntos
U=U,enGi ¥V = U,ey Hi son abiertos ajenos que separan
aAy B.)
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(b) Demuestre, usando (1), que todo espacio T; regular y Lindeldf es
normal. En particular, cualquier espacio 77, regular y segundo
numerable es normal.

(¢) Demuestre, usando (1), que cualquier espacio numerable, T} y
regular es normal.

(d) Demuestre que cualquier espacio 77 numerable y conexo no
puede ser regular (use (3) y el comentario posterior al ejemplo
8.7).

(e) Ejemplo de un espacio numerable conexo y T3 (y no regular por
lo dicho en el inciso anterior): Sea X = {(ry,r2) € Q% : 7y > 0}.
Para cualquier = (r1,72) € X y para cualquier n € N sea

Usa) = (e} U{r0):Ir =y = )l < HU{(r0):
=i+ )< 4.

Demuestre que la coleccién {B(z) : x € X}, en donde B(z) =
{Un(z) : n € N}, es una base para una topologia T de X. Pruebe
que T es T5 y que para cada x y y en X, diferentes, y cada dos
i, j en N,

cl(Ui(x)) N el(U(y)) # 0.

8.B. Espacios localmente conexos

(1) Compruebe que un espacio X es localmente conexo si y sélo si cada
x € X tiene una base local de vecindades abiertas conexas.

(2) Demuestre que las componentes conexas de un espacio topoldgico
constituyen una particion de X.

(3) Sea X un espacio topolégico. Definimos en X la relacién de equiva-
lencia  ~ y si y sélo si Cy = Cy. Pruebe que si ¥ € X/~, entonces
Cz = {7}.

(4) Demuestre el Corolario 8.24.

(5) Demuestre que cualquier espacio con mds de un punto que posee una
base formada por conjuntos cerrado-abiertos no es localmente conexo.

8.C. Espacios conexos por trayectorias

(1) Pruebe que la imagen continua de un espacio conexo por trayectorias
es también conexo por trayectorias.

(2) Sea C una familia de subespacios conexos por trayectorias de un es-
pacio X. Si [gce C no es vacio, entonces (Jce C' es conexo por
trayectorias.

(3) Demuestre que la cerradura de un subespacio conexo por trayectorias
no es necesariamente conexo por trayectorias.
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(4) Para cada punto x en un espacio topolégico X, podemos definir la
componente por trayectorias del punto x, T,,, como la unién de todos
los subconjuntos conexos por trayectorias de X que contienen a =x.
Demuestre que {7 : x € X} forma una particién de X pero que no
necesariamente cada T}, es cerrado en X. Ademads, T, esta contenida
en C, para cada z € X.

(5) Un espacio X es localmente conexo por trayectorias si y sélo si cada
componente por trayectorias de cada abierto en X es un subconjunto
abierto.

(6) Demuestre que las componentes por trayectorias de un espacio X son
abiertas (y por lo tanto también cerradas) si y sélo si cada punto de
X tiene una vecindad conexa por trayectorias.

(7) Sea {X; : s € S} una familia finita de espacios topoldgicos con
[I,cs Xs # 0. Pruebe que X = [],.g X es conexo por trayecto-
rias si y s6lo si cada X es conexo por trayectorias.

(8) (Es cierto el inciso anterior si S| > Ng?

8.D. Continuos

(1) (Componentes y quasi-componentes conexas)

(a) Demuestre que el subespacio Y de R? definido antes de la pro-
posicion 8.45 es un espacio localmente compacto cuyas compo-
nentes y quasi-componentes no coinciden.

(b) Demuestre que en un espacio producto [ | jes Xj, la componente
conexa de un punto (z,),es es igual al producto de las compo-
nentes conexas de las coordenadas.

(c) (Es cierta la proposicién en el inciso anterior si cada vez que
aparece componente conexa ponemos quasi-componente conexa?

(d) En un espacio localmente compacto, las componentes y las cuasi-
componentes coinciden.

(2) Demuestre que en el subespacio Y = ({0} U {1/n:n € N}) x [0,1] \
{(0,4)} de R? (véase la figura 49) la componente del punto (0,0)
es igual a {(0,y) : 0 < y < 1} y la quasi-componente de (0,0) es
{(0,9):0<y < 1}U{(0,y): L <y<1).

(3) Verifique que el espacio K del ejemplo 8.46, el peine roto, no es
localmente compacto.

(4) (Continuos irreducibles) Un continuo K, subespacio de un espacio
X, es irreducible con respecto a un subconjunto A de X si AC Ky
ningin subcontinuo propio de K contiene a A.

Demuestre que para cada continuo K y cada subconjunto A de
K, existe un subcontinuo Y de K irreducible con respecto a A.
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(Sugerencia: Considere, en el conjunto de subcontinuos de K
que contienen a A, la relaciéon de orden Y7 < Y5 si y sélo si Y, C Y.
Aplique el Lema de Zorn.)

(5) (Puntos de corte) Un punto p en un espacio X conexo y T; es un
punto de corte de X si el espacio X \ {p} no es conexo.

(a) Supongamos que K es un continuo y que p es un punto de corte
de K. Sea (U,V) una separacién de K \ {p}. Compruebe que
los subespacios U U {p} y V U {p} son continuos.

(Sugerencia: Considere la funcién f : K — U U {p} definida por
fx)=zsizeUU{p}y f(z) =psizeV. Demuestre que f
es continua.)

(b) Sea X un continuo que contiene mas de un punto. Pruebe que

para cada z € X, existe un punto y € X \ {2} que no es de
corte.
(Sugerencia: Considere la coleccién € de subcontinuos propios
de X que contienen a x. Ordenamos a € con la relacién C; < Cy
si €7 C intCs. Ahora demuestre que es posible tomar una
cadena maximal € contenida en €. Considere |J Cy.)

(¢) Concluya del inciso anterior que cada continuo con més de un
punto contiene por lo menos dos puntos que no son de corte.

(6) (Caracterizacién del intervalo [0,1] como continuo métrico con sdlo
dos puntos de corte) Demuestre que cualquier continuo separable
(X,T) con exactamente dos puntos que no son de corte, es home-
omorfo al intervalo [0, 1].

(Sugerencia: Sean a y b los elementos de X que no son puntos
de corte. Para cada z € X \ {a, b}, existe una separacién (4,, B,) de
X\ {z} tal quea € A, y b € B,. Es decir, X \ {z} = A, UB,, 4, N
B, =0y A, y B, son subconjuntos abiertos de X \ {z}. Definimos
en X una relacién de orden: para x,y € X \ {a, b} diferentes, z < y
significa A, C A,. Ademds, para cada z € X, definimos a < = < b.
Demuestre que la relacién < asi definida es una relacién de orden
lineal en X, y que la topologia definida por < coincide con la topologia
original 7 de X. Ahora utilice el ejercicio 8.F.(4) y concluya que X
es homeomorfo a [0, 1].)

8.E. Espacios hereditariamente disconexos, totalmente disconexos y
0-dimensionales

(1) Demostrar que cada espacio 0-dimensional es totalmente disconexo,
y la disconexidad total implica la disconexidad hereditaria.

(2) Cualquier subespacio de un espacio totalmente disconexo (respecti-
vamente, 0-dimensional), es totalmente disconexo (respectivamente,
0-dimensional).
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(3) Demostrar de manera directa la proposicién 8.57.

(4) (Espacios fuertemente 0-dimensionales) Un espacio Tychonoff no vacio
X es fuertemente 0-dimensional si cada cubierta finita de X formada
por subconjuntos co-cero, tiene un refinamiento finito formado por
abiertos disjuntos por pares (claro estd, cada uno de estos abiertos es
cerrado-abierto).

(a)

Sea X un espacio fuertemente O-dimensionales. Sean A, B C X
tales que existe una funcién continua f : X — [0,1] tal que
f(a) = 0 para cualquier a € Ay f(b) = 1 para todo b € B.
Entonces, existe un cerrado-abierto U tal que A C Uy BNU =
0.

El reciproco del inciso anterior es cierto: Un espacio no vacio X
es fuertemente O-dimensional si para cada dos subconjuntos A
y B de X tales que existe una funcién continua f : X — [0,1]
tal que f(a) = 0 para cualquier a € Ay f(b) = 1 para todo
b € B, podemos encontrar un cerrado-abierto U tal que A C U
y BNU = 0.

Supongamos que X es un espacio fuertemente 0-dimensional, y
sea Y un subespacio de X C*-encajado en X; es decir, cualquier
funcién continua f : Y — [0, 1] tiene una extensién continua
a todo X. Compruebe que, entonces, Y es fuertemente 0-
dimensional.

Cada espacio fuertemente 0-dimensional es 0-dimensional.
Cada 0-dimensional Lindelof es fuertemente 0-dimensional.
Cada espacio numerable no vacio regular es fuertemente 0-di-
mensional.

Demuestre que la Linea de Sorgenfrey Lg es un espacio fuerte-
mente 0-dimensional.

(Sugerencia: Demuestre que £g es 0-dimensional y aplique 7.24.7.)
Un espacio Tychonoff no vacio X es fuertemente 0-dimensional
siy s6lo si BX es 0-dimensional (si, y sélo si, 58X es fuertemente
0-dimensional).

(5) (La tienda de Knaster-Kuratowski) Consideremos la tienda de Knaster-
Kuratowski K = J . K. como fue definida en el ejemplo 8.56

(a)

Supongamos que A y B son dos subconjuntos cerrados de R?
que satisfacen K = KN (AUB), (KN A)N (KN B) =10, con
q € A. Enumeramos a los nimeros racionales en el intervalo
[0,1]: {r, : n € N}. Paracadan € N,sea T}, = {(x,7y,) : ¢ € R}
la linea horizontal que pasa por el punto (0,r,,), y consideremos
el conjunto F,, ={c€ C: ANBNL.NT, # (}. Verifique que
cada F), es un subconjunto cerrado de C que esta contenido en
el conjunto P definido en 8.56.1 e intcF,, = . Demuestre que
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K.NB = () para cualquier ¢ € C\(QUUJ,,cy Fr)). Ahora, usando
el Teorema de categoria de Baire, deduzca que K N B = ().
Concluya que K es conexo.
(b) Compruebe que el espacio K'\{q} es hereditariamente disconexo.
(c) Verifique que si W es un cerrado-abierto de K \ {q}, entonces
qeclv.
(Sugerencia: Cualquier cerrado-abierto W en K \ {¢} tal que
q ¢ c1W induciria una separacién de K.)
(d) Demuestre que K \ {g} no es totalmente disconexo.
(e) Dé un ejemplo de un subconjunto cerrado-abierto de K \ {q}.
(6) (EI ejemplo de Erdos) Este es un ejemplo de un espacio métrico se-
parable que es totalmente disconexo y no es 0-dimensional. Como
se mencioné en el ejemplo 8.56.2, el espacio de Hilbert H es el espa-
cio métrico constituido por todas las sucesiones (z,)necn de ntimeros
reales que satisfacen ¥,en2? € R, con la métrica p definida como

p(ﬂv,y) = EnGN(ajn - yn)2

en donde z = (Zn)nen ¥ ¥ = (Yn)nen-
Sea X igual al subespacio {(ry)neny € H : 1, € Q ¥n € N}.
(a) Demuestre que paraun ng € Ny unt € P,

W(nOat) = {(rn)nEN € X: Ty < t}

es un subconjunto cerrado-abierto de X.

(b) Sea = (ry,)nen un elemento fijo de X. Para cada n € N sea
F, ={t €P:r, <t} Pruebe que la coleccién {W(n,t) :
n € Nyt € F,} es una pseudobase de . Concluya que X es
totalmente disconexo.

(c) Sea 0 el elemento de X cuyas coordenadas son iguales a 0. Sea
V la bola centrada en 0 y de radio 1: B(0,1) = {(rn)nen €
X : 39,72 < 1}. Y sea U un subconjunto abierto que contiene
a 0 y contenido en V. Sean ai,as,...,a,, nimeros racionales
tales que (ay, ..., am,0,0,...) € U. Para cadai € {0,1,...,m+1}
sea ' = (ay, ..., am, #70,0...). Observe que para algin i €
{0,1,....,m+ 1}, 2* € U y 2'*! ¢ U. Construya, por induccién,
una sucesion 0 = aq, ag, as, ... de nimeros racionales tales que

z, = (a1,a9,...,0%,0,0,...) €U vy plag, X \U) < %

(d) Demuestre que a = (ay,)nen €s un elemento de X que pertenece
a la frontera de U. Deduzca que X no es 0-dimensional.
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Ejercicios adicionales del capitulo 8

8.F. Conexidad en espacios linealmente ordenados

Una cortadura en un espacio topoldgico linealmente ordenado (X, <, T¢)
es una pareja (A, B) de subconjuntos de X tal que X = AUBysiz € Ay
y € B, entonces ¢ < y. A la cortadura (A, B) se le llama propia si ademds
A # () # B. Una cortadura propia (4, B) de X es un salto si A tiene un ultimo
elemento y B tiene un primer elemento. Y una cortadura (A, B) de X es un
hueco interior si A no tiene tltimo elemento y B no tiene primer elemento. Si
(A, B) es un salto, entonces el primer elemento de B es el sucesor inmediato
en X del ultimo elemento de A; y viceversa, si b es el sucesor inmediato de a,
entonces (A,B) endonde A={zr e X:x<alyB={ze€ X :z>0b}esun
salto. Un espacio (X, <,T<) es densamente ordenado si ninguna cortadura es
un salto. Y (X, <, T) es continuamente ordenado si no contiene ni saltos ni
huecos interiores. Por ejemplo, sea < el orden usual en R. Entonces (Z, <, T¢)
tiene tantos saltos como enteros hay y no tiene huecos interiores. Para cada
irracional r la pareja (4,B),con A={q€Q:q<r}yB={¢eQ:q¢>r}
es un hueco interno de (Q, <, T¢), v (Q, <, T¢) no tiene saltos. El linealmente
ordenado (R, <, T¢) es continuamente ordenado.

(1) Verifique que un espacio linealmente ordenado (X, <, T<) es homeo-
morfo a Z si y sélo si X es numerable y cada z € X satisface una de
las siguientes condiciones:

(a) z es el primer elemento en X y tiene sucesor inmediato.

(b) « es el ultimo elemento en X y tiene antecesor inmediato.

(¢) = no es ni primer ni tdltimo elemento y tiene un sucesor y un
predecesor inmediatos.

Observe que no es lo mismo hablar de homeomorfismo entre espacios topo-
l6gicos linealmente ordenados que hablar de isomorfismo lineal. Dos espacios
linealmente ordenados (X, <x) y (Y, <y) son isomorfos si existe una funcién
biyectiva h: X — Y tal que h(z) <y h(z) si © <x z. Naturalmente, si T es la
topologia generada por <x y 8 es aquella generada por <y, entonces cualquier
isomorfismo de orden entre (X, <x) v (¥, <y) es también un homeomorfismo
entre (X,7) y (Y,8); el reciproco no es cierto. En efecto, Z con su topologia
del orden es homeomorfo a N con su topologia del orden, pero ellos no son
isomorfos pues uno posee un primer elemento y el otro no.

(2) Demuestre que un espacio linealmente ordenado (X, <,Tg) es iso-
morfo a Q si y sélo si X es numerable, densamente ordenado y no
posee ni primer ni ultimo elemento. Y el espacio (X, <, T<) es home-
omorfo a Q si es numerable y densamente ordenado.
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(3) Pruebe que un espacio linealmente ordenado (X, <,T¢) es homeo-
morfo a R si es continuamente ordenado, separable y no posee ni
primer ni ultimo elemento. Demuestre que si h es un homeomorfismo
entre Ry (X, <, T¢), entonces h es un isomorfismo de orden.

(Sugerencia: Sea D el subespacio denso numerable de X. De-
muestre que D con el orden heredado de X es densamente ordenado
y no posee ni primer ni iltimo elemento. Establezca una relacién
conveniente entre las cortaduras propias de D y las de Q.)

(4) Demuestre que un espacio linealmente ordenado (X, <, T¢) es homeo-
morfo a [0, 1] si y sélo si X es un continuo separable, si y sélo si X es
continuamente ordenado, separable y tiene primer y ltimo elemento.

(5) Demuestre que un espacio linealmente ordenado (X, <, T¢) es conexo
si, y s6lo si, es continuamente ordenado.

(6) Demuestre que un espacio linealmente ordenado (X, <, T<) es conexo
por trayectorias si, y sélo si, es continuamente ordenado y cada in-
tervalo (a,b) en él es separable.

(7) Demuestre que en un espacio linealmente ordenado las condiciones
de disconexidad hereditaria, total disconexidad y 0-dimensionalidad
son equivalentes.

(8) Sea (A, B) una cortadura de (X, <,7T). Para dos elementos a y b
en X, la expresién a < (A,B) < b significa a € Ay b € B. Un
espacio (X, <,T¢) es O-dimensional si y sélo si para cada a,z,b en
X con a < z < b, existen cortaduras (A4, B) y (C, D) en X tales que
a<(A,B)<z<(C,D)<b.

(9) Compruebe que la linea larga descrita en 6(6e) es un ejemplo de un
espacio linealmente ordenado, conexo por trayectorias, localmente
conexo y no es separable.

8.G. Grupos topolégicos conexos
Sea (G, T,-) un grupo topolégico.

(1) La componente conexa C' de la identidad e en G es un subgrupo
normal cerrado de G.
(Sugerencia: Use la continuidad de la funcién inversa y de la
funcién producto para demostrar que C~! y aC' estédn contenidos en
C para cualquier a € C.)
(2) El grupo cociente G/C es hereditariamente disconexo.
(Sugerencia: Demuestre que la aplicacién canénica 7 : G — G/C
es abierta por ser C cerrado en G.)
(3) Cualquier subgrupo abierto H de G es cerrado.
(Sugerencia: Demuestre que G\ H = e\ 5 aH.)
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Una vecindad compacta cerrada-abierta U de e en G contiene un
subgrupo cerrado-abierto H.
(Sugerencia: Demuestre que existe una vecindad simétrica V' de

e tal que UV C U. Concluya que U:o:l VvrCU.)
Si G es localmente compacto y hereditariamente disconexo, entonces
la coleccién de subgrupos abierto-cerrados de G es una base local de
e.
Si G es localmente compacto, entonces C es la interseccion de los
subgrupos cerrado-abiertos de G.
Si G es localmente compacto, entonces son equivalentes

(a) G es conexo,

(b) No existe subgrupo cerrado-abierto propio de G,

(¢) G=U,2_, V" para cualquier vecindad abierta V de e.
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Apéndice

Topicos de teoria de conjuntos

Este capitulo esta disenado con la idea de que se puedan hallar en él todos
los resultados béasicos sobre teoria de conjuntos que son necesarios para la buena
lectura de esta obra. Sin embargo, es importante senalar que se dan pocas
demostraciones y que se deja la tarea de elaborar aquellas que no aparecen.
Sugerimos al lector interesado en profundizar en los diferentes temas tratados
en este apartado la consulta de los libros [11], [36], [39], [40], [42], [44].

Las primeras secciones del apéndice estan dedicadas a enunciar resultados
bésicos sobre conjuntos, relaciones, funciones y producto cartesiano. En las
secciones 5 y 7 se discute sobre cardinalidad de conjuntos y aritmética de
ntmeros cardinales; en la seccién 6 se examina someramente el axioma de
eleccion y en 8 tratamos los niimeros ordinales.

Como es usual, los simbolos A, V, V, 3, = vy <= deberan leerse: y, o,
para todo, existe, implica y si y so6lo si, respectivamente.

1. Conjuntos

El método mas preciso para estudiar a los conjuntos es el axioma&tico; sin
embargo, para los fines de este texto nos bastara contar con una idea intuitiva
de éstos: “Por un conjunto se entiende un agrupamiento en un todo de objetos
que distingue con claridad nuestra intuicién o nuestro pensamiento” (G. Cantor
[14]). En este texto, usamos las palabras coleccién y familia como sinénimos
de conjunto. Al lector interesado en una introduccién axiomética, cuidadosa
y bésica de la Teoria de los Conjuntos, le recomendamos la consulta de [36] y
[39], para un primer acercamiento, o de [44], para un estudio mds avanzado.
La referencia [11] también es un texto introductorio; en ella se enfatiza la parte
l6gica del tema.

Las colecciones N = {1,2,3,...}, de nimeros naturales, R, de ndimeros
reales y P, de niimeros irracionales, son ejemplos de conjuntos.

Si A es un conjunto y x es un objeto de A, a x le llamaremos elemento o
punto de A y el simbolo z € A debera leerse z es un elemento de A.

305
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Dados dos conjuntos A y B, si cualquier elemento de A pertenece también
a B, decimos que A es un subconjunto de B. A este hecho corresponde el
simbolo A C B. Si A y B tienen los mismos elementos entonces decimos que
Ay B son iguales, y escribimos A = B. Esto es equivalente a A C By B C A.

Si A C B pero A # B entonces decimos que A es un subconjunto propio
de B; en simbolos A & B.

El conjunto Z=1...,—n,...,—1,0,1,2,...,n,...} de ntimeros enteros es
un subconjunto del conjunto de nimeros racionales

Q={2 :meZAnecN}

Con respecto a la inclusién tenemos que para conjuntos A, B, C, se cumplen
las siguientes condiciones.

A.1. PROPOSICION.
(1) AC A;
(2) si AC By BC A entonces A= B; y
(3) i AC B y B CC entonces AC C.

Consideremos también como conjunto a la coleccién que carece de elemen-
tos: {x : x # x}. A este conjunto lo denotaremos por ) y le llamaremos
conjunto vacio. Afirmamos que si A es un conjunto, entonces () C A; en efecto,
la tinica forma de que esto tltimo no suceda es que () tenga un elemento que
no esté en Aj; situacién absurda.

Sea X un conjunto. Denotaremos por P(X) a la coleccién de subconjuntos
de X. A este conjunto le llamaremos el conjunto potencia de X. Por ejemplo,
si X = {1,2,3}, entonces

P(X) =A{0, X, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3} }.
Si A y B son subconjuntos de X, denotamos por AU B al conjunto unién
de A y B, que definimos como

AUB={ze€ X :x€ AV € B}.

Denotamos por AN B al conjunto interseccién de A y B, que es el conjunto de
puntos en X que pertenecen tanto a A como a B, es decir,

ANB={ze€ X :x€ ANz € B}.

Finalmente, A\ B denota la diferencia de los dos conjuntos y es la coleccién
de puntos que pertenecen a A, pero no a B:

AB={zeX :z€ ANz ¢ B}.

Al conjunto X\ A le llamamos el complemento de A en X.
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Con respecto a estas operaciones de conjuntos, se pueden demostrar las
siguientes reglas.

A.2. PROPOSICION. Para cualesquiera tres conjuntos A, B y C, se cumplen
las siguientes relaciones:

(1) Conmutatividad:
(a) AUB=BUA
(b)y ANB=BnNA
(2) Asociatividad:
(a) AU(BUC)=(AUuB)UC
(b) AN(BNC)=(ANnB)NnC
(3) Distributividad:
(a) AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)
(b)y AU(BNC)=(AUuB)N(AUCQC)
(4) Foérmulas de De Morgan:
(a) C\(AUB) = (C\4) N (C\B)
(b) C\(ANB) = (C\A) U (C\B)

DEMOSTRACION. Las demostraciones son sencillas y sélo desarrollaremos, a
manera de ejemplo, la correspondiente a 4-(a): z € C\(AUB) <= =z €
CAhNe g AUB <= zcCANegANx ¢ B <= z€CANx g ANz eCNx ¢
B << zeC\ANzeC\B < z € (C\A)N(C\B). X

Definimos a continuacién las nociones de unién e interseccién de familias
de conjuntos.

Sea C una coleccién cuyos elementos son conjuntos. Entonces la unidn de
los conjuntos que pertenecen a €, | JC, es el conjunto de elementos o puntos
que pertenecen a alguno de los conjuntos en C, es decir,

UG:{x:EIEEGtalqueer}.

La interseccion de los conjuntos que pertenecen a una colecciéon no vacia € es
la coleccién de puntos que pertenece a todos y cada uno de los elementos de C:

ﬂ@z{z:VEG(?,IEE}.

Esta definicién sélo tiene sentido cuando la familia € es no vacia. Asi, en este
texto, cualquier expresién del tipo ()€ contiene implicitamente la condicién
C#0.

Algunas notaciones que se emplean con frecuencia para la unién de la
coleccién Cson | J{E : E € C} y Ugce E; andlogamente, para la interseccién se
puede usar (\{E : E € C} 6(\pce E. En el caso en que los elementos de € estan
indicados por los elementos de un conjunto J, por ejemplo C = {E; : j € J},
se suele escribir a (JC€ como (J{Ej; : j € J} o como (J;c; Ej, vy a ()€ como

(WEj:j€J}ocomo e, Ej.
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Los sfmbolos | J;2; A, v N, A deben ser entendidos como |J{A4,: n €
N} y ({4 : n € N}, respectivamente.

Los resultados de la proposicién A.2 se cumplen también para una coleccién
cualquiera de conjuntos. Asi, por ejemplo, las reglas distributivas y las férmulas
de De Morgan quedan expresadas en este caso de la siguiente manera:

A.3. PROPOSICION.
(1) AnUe=U{ANE : E€C}.
(2) AUNC=N{AUE : E€C}.
(3) B\UC=N{B\F : E €€}.
(4) B\NC={B\E : Ec@c}.

2. Producto cartesiano de dos conjuntos

Sean A y B dos conjuntos. Para cada elemento a € A y cada elemento b € B
podemos considerar un nuevo objeto (a,b), que llamaremos pareja ordenada.
Las parejas ordenadas estdn determinadas por la condicién siguiente: (a,b) =
(¢c,d) si, y s6lo si, a = ¢y b = d. En particular, (a,b) = (b,a) si, y sélo si,
a="0.

Al conjunto de parejas ordenadas (a,b), donde a € Ay b € B se le suele
llamar producto cartesiano de los conjuntos A y B, y lo denotamos por A X B.
En el caso en que A = B, el conjunto A x B se denota también como A2.

Es importante observar que si A es cualquier conjunto, entonces

OxA={(a,b) :achdnbe A} =1,

puesto que la condicién a € ) no puede ser satisfecha. Un razonamiento andlogo
muestra que A x ) = 0.

Si (a,b) € A X B, a a se le llama primera coordenada de la pareja (a,b) y
a b segunda coordenada.

En la siguiente proposicion establecemos resultados que relacionan al pro-
ducto cartesiano de conjuntos con las operaciones U, Ny \.

A.4. PROPOSICION. Para cualesquiera tres conjuntos A, B y C, se tiene lo
stguiente.

()AX(BUC’) (AxB)U(AxC(C).

(2) Ax(BNC)=(AxB)Nn(Ax(C).

(3) Ax (B\C)=(Ax B)\(AxC).

DEMOSTRACION. A manera de ilustracién demostraremos el inciso (1). (a,b)
Ax(BUC) < a€ ANbeBUC <= acAN(beBVbe()
(ae ANbeB)V(ae ANbe(C) < (a,b)e AxBV(a,b)e AxC
(a,b) € (Ax BYU (A x C).

m

all
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FicuraA 52. aRb si y s6lo si a < b.

3. Relaciones

Una relaciéon R de un conjunto A en un conjunto B es un subconjunto del
producto cartesiano A x B. La expresion (a,b) € R se denota también por a Rb
y decimos que a esta relacionado con b por medio de R. En el caso en que
A = B, decimos simplemente que R es una relacion en A. En particular, () es
una relacién de A en B.

El dominio de una relacién R C A x B es el conjunto dom (R) = {a €
A : (a,b) € R para algin b € B}, y el rango es el conjunto ran (R) = {b €
B : (a,b) € Rparaalgina € A}. Ademds, la relacién inversa de R es
Rt ={(ba) € Bx A : (a,b) € R}.

A.5. EJEMPLO. Si A = B = R, definamos R en R como aRb si y sélo si
a < b, en donde < es el orden usual en R. En este caso R es el conjunto de
puntos en el plano R? que se encuentran arriba de la diagonal a 45°, incluyendo
a la diagonal (véase la figura 52).

A.6. EJEMPLO. Si Ay B son conjuntos, entonces aSb si, y sélo si, a = b es
una relacién de A en B. En el caso A = B = R, la relacién S es precisamente
la diagonal a 45°.

A.7. DEFINICIONES. Sea R una relacién en un conjunto A.

(1) R es llamada reflexiva en A si aRa para todo a € A.
(2) R es una relacién simétrica en A si para todo a,b € A, aRb implica
bRa.
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(3) R es antisimétrica en A si para todo a,b € A, aRb y bRa implica
a="b.

(4) R es llamada transitiva en A si para todo a,b,c € A, aRb 'y bRc
implica aRc.

(5) Decimos que R es un orden parcial en A si es reflexiva, antisimétrica y
transitiva. Y en este caso se dird que la pareja (A4, R) es un conjunto
parcialmente ordenado.

(6) R es una relacién de equivalencia en A si es reflexiva, simétrica y
transitiva.

En general, a las relaciones de orden parcial se les denota con <, mientras
que el simbolo ~ se reserva para las de equivalencia.

Un concepto ligado al de orden parcial es el de preorden. Por un preorden
en un conjunto entendemos una relacién en dicho conjunto que es reflexiva y
transitiva. De esta forma todo orden parcial es un preorden. En el caso en que
< es un orden parcial en un conjunto A, escribimos < para designar la relacién
en A: a <b< a<b A a#b Observe que < es una relacién en A que
satisface

(1) < es transitiva, y
(2) para a,b € A, si a < b, entonces b < a no se cumple.

A cualquier relacién R en A que satisface (1) y (2) le llamamos un orden
parcial estricto en A.

A.8. EJEMPLOS.

(1) La relacién del ejemplo A.5 es una relacién de orden parcial en R y
en el ejemplo A.6 la relacién S es una relacién de equivalencia.

(2) La proposicién A.1 garantiza que la relacién de contencién C es un
orden parcial en P(X), y & es un orden parcial estricto en P(X).

A.9. DEFINICION. Una relacién de orden parcial < en un conjunto X es
total o lineal, y la pareja (X, <) es un conjunto totalmente ordenado o lineal-
mente ordenado, si para cualquier par xz,y € X se cumple que x < y 6 y < z.
Es decir, en un conjunto linealmente ordenado cualquier par de elementos son
comparables por medio de la relacién de orden parcial <.

En el ejemplo A.5 se exhibe un conjunto linealmente ordenado. En cambio,
(P(X),C) es un conjunto linealmente ordenado si, y sélo si, X tiene a lo més
un elemento (;puede el lector justificar esto?).

A.10. DEFINICION. En el caso en que tenemos dos conjuntos linealmente
ordenados (A,<4) vy (B,<p), podemos considerar una nueva relacién <; en
A X B determinada por <4 y <p como sigue: (a,b) = (¢,d)sia=cyb=d,y
(a,b) <1 (¢,d)sia<acébdsia=cyb<pd Larelacién <; es un orden lineal
y recibe el nombre de orden lexicografico.
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El orden lexicogréfico es el orden empleado en los diccionarios. No es dificil
demostrar que el conjunto R? junto con el orden lexicografico es un conjunto
totalmente ordenado (se considera que R tiene su orden usual).

A.11. DEFINICION. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado.

(1) Un elemento by en el conjunto parcialmente ordenado (X, <) es mi-
nimal si b € X y b < by implica b = by.

(2) Decimos que ag € X es maximal si las afirmaciones a € X y ag < a
implican a = ag.

(3) Un elemento by en X es una cota inferior de un subconjunto B de X
si la proposiciéon “b; < b para todo b € B” es cierta.

(4) El elemento by es la mdxima cota inferior (o infimo) de B si by > by
para cualquier cota inferior by de B.

(5) Un elemento b3 es el primer elemento o elemento minimo de B si
b3 € B y cada b € B cumple la relacién bg < b.

Las definiciones de cota superior y de minima cota superior de un subcon-
junto de un conjunto parcialmente ordenado se pueden deducir ahora facilmente.

A.12. DEFINICION. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado.

(1) Un elemento a; en el conjunto parcialmente ordenado (X, <) es una
cota superior de un subconjunto A de X si la proposicién “a; < a
para todo a € A” es cierta.

(2) Un elemento a;y es la minima cota superior (o supremo) de A si a1 <
as para cualquier cota superior as de A.

(3) Un elemento ag es el ultimo elemento o elemento mdximo de A si
a3 € Ay cada a € A cumple la relacién az > a.

Dado un subconjunto C' de X, los simbolos sup C, infC, maxC y minC
denotan al supremo, infimo, méaximo y minimo de C|, respectivamente, de C.
A.13. EJEMPLO.

(1) Sea < el orden usual en el conjunto de los niimeros reales R. En este
conjunto parcialmente ordenado consideremos a los subconjuntos:

(a) A=10,1],
(b) B={x€R:z >0},
(¢) C =(0,1].

El conjunto A tiene tanto primero como tultimo elemento (0 y 1
respectivamente); por ello, A tiene infimo y supremo.

Por otra parte, note que cualquier nimero real x < 0 es una cota
inferior de B y que ningtn elemento de B es cota inferior de B (si
x > 0 entonces 0 < § < ), por ello 0 es el infimo B. Por otro lado,
es facil probar que ningin ntumero real es cota superior de B, por
esto es que el conjunto B no tiene supremo.
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El conjunto C' no tiene primer elemento pero si tiene infimo, el
real 0 es el es infimo de C. Por otro lado, 1 = maxC = sup C.
(2) Considere en el conjunto N la siguiente relacién

R ={(m,n) e Nx N: existe k € N tal que n = km}.

La relacién R no es mas que la relacién de “divisibilidad” en
los niimeros naturales. Al hecho de que m Rn se le denota mas
frecuentemente con los simbolos m | n. Es facil probar que la relacién
R es un orden parcial en N. El ntimero 1 es el elemento minimo de
(N, R). Pero (N, R) no tiene elemento méximo.

Sea B = N\ {1}. El conjunto B no tiene primer elemento (el 2
no es un minimo porque 2|3 no es cierto), pero este conjunto tiene
una cantidad infinita de elementos minimales (cada nimero primo
en N es un elemento minimal). Ademds, B no tiene ni méximo ni
elementos maximales.

(3) Sea A un conjunto no vacio. En A podemos considerar la relacién
14 ={(x,x) : x € A}. Esta relacién es una relacién de orden parcial.
Si B C A, entonces cualquier elemento de B es un elemento minimal
y maximal a la vez.

A.14. DEFINICION. Una relacién de orden lineal < en un conjunto X es un
buen orden si cada subconjunto no vacio B de X posee un primer elemento con
respecto a <. En este caso decimos que (X, <) es un conjunto bien ordenado.

El ejemplo clasico de un conjunto bien ordenado es el conjunto de los
ndmeros naturales con su orden usual. En cambio R no esta bien ordenado por
su orden usual, ya que el intervalo (0,1) carece de primer elemento.

A.15. DEFINICION. Una cadena en un conjunto parcialmente ordenado
(X, <) es un subconjunto A de X que satisface que para cualesquiera z,y € A
se tiene que = < y 6 y < z, es decir, A estd totalmente ordenado por <.

A.16. EJEMPLO. Sea X un conjunto con mds de un punto. En P(X)
consideremos el orden parcial < definido mediante A < B si y s6lo si A C B.
Sea xzg € X ysea A ={Y € P(X) : 9o € Y}. Tenemos que {xo} es el primer
elemento de A y X es el tdltimo elemento de A. Note también que X es un
elemento maximal de (P(X), <).

Cuando consideramos los niimeros reales R con su orden usual, la coleccién
de todos los conjuntos de la forma (a,—) = {x € R:a < 2} con a € R, forma
una cadena en (P(R), C).
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4. Funciones

Una funcién f de un conjunto X en un conjunto Y # (), es una relacién de X
en Y tal que

(1) para cada x € X existe y € Y tal que (z,y) € f,y

(2) si (z,y) € fy(x,y) € f entonces y =y’

Si (z,y) € f, entonces a y le llamamos imagen de z bajo f y serd denotado
por f(z). Elsimbolo f : X — Y significa que f es una funcién de X en Y. Para
cada A C X la imagen de A bajo f, que denotamos por f[A], es el conjunto
{f(z) : z € A}. A X le llamamos el dominio de f que en ocasiones denotamos
como dom f, y el conjunto f[X] recibe el nombre de rango o imagen de f y lo
denotamos con ran f.

Si B C Y, denotamos por f~1[B] a la coleccién {r € X : f(z) € B} y le
llamamos imagen inversa de B con respecto a f.

Aplicando nuestra definicién tenemos que f[0] = {f(z) : z € 0} =0 y que
F0 =z ¢ f(x) € 0} =0,

Para determinar una funcién f de X en Y podemos mencionar explicitamente
qué subconjunto de X X Y es, o bien senar qué valor le corresponde a cada
xeX: xr f(x).

Demos ahora algunos ejemplos simples.

A.17. EJEMPLOS.

(1) Incluimos a la relacién @) como una funcién con dominio el conjunto
vacio y con rango contenido en cualquier conjunto.

(2) Siyo eV, f={(z,y0) : € X} es una funcién de X en Y, llamada
funcién constante yg.

(3) Para cualquier conjunto no vacfo X, idx(x) = x, es una funcién de
X en X, llamada funcién identidad en X.

(4) La asociacién & + a,a2™ + ap_12" "' + - + a1 + ag, donde a; € R
para i € {0,...,n} (n € N) establece una funcién de R en R.

(5) La relacién R en RT = {x € R : z > 0} dada por

R={(z,vz) : x e R"}U{(z,—vx) : z € RT},

no es una funcién pues a cada x € RT le estamos asociando dos
valores, su raiz positiva y su raiz negativa.

A.18. PROPOSICION. Sea f: X — Y una funcion.
(1) Para cualesquiera A, B C X se tiene lo siguiente:
(a) f[AUB] = flA]U f[B];
(b) fIANB] C f[A]N f[B];
(c) fIAJ\ FB] € FIA\B];
(2) En general, si C es una coleccion de subconjuntos de X,

(a) fIUCT=U{fA] : AeC};
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(b) fIN€l < N{rlA] - A€}
DEMOSTRACION. Aqui demostraremos sélo el inciso (b) de (2) y dejaremos
la demostracién de los restantes incisos como ejercicios para el lector (vea el
ejercicio A.IIL. inciso (1)).

Sea y € f[C]; esto implica que existe 2 € (| € de tal modo que f(x) = y.
Ahora, por la definicién de interseccién, se tiene que para cada A € C, x
pertenece a A, y por ende y = f(z) € f[A]. En conclusién, y € ({f[4] : A €
C}. X

Es importante observar que no siempre se tiene la igualdad en (2)-(b). Por
ejemplo, si X = {a,b}, A = {a}, B={b}, Y = {c} v f = {(a,0),(b,¢)},
entonces f[AN B] =0, pero f[A]N f[B] =Y.

Con respecto a las imdgenes inversas tenemos el siguiente resultado (su
demostracién es dejada como ejercicio al lector, vea (vea el ejercicio A.IIL
inciso (1)).

A.19. PROPOSICION. Sea f: X — Y una funcidn.
(1) Si A, B C X, entonces
(a) fHAUB] = fAJU fY[B];
(b) fHANB] = fHAIN f1[B];
(c) f7HA\B] = fANf'[B].
(2) Si € es una coleccion de subconjuntos de X, entonces
(a) fAHUCI =U{f1[A] - Aech
(b) fHNE =N{f""[A4] - A€}
A.20. DEFINICIONES. Sea f: X — Y una funcion.
(1) f es inyectiva (uno a uno o inyeccién) si para cualquier par de puntos
diferentes z,y € X, se tiene que f(z) # f(y).
(2) f es suprayectiva (sobre o suprayeccién) si para cada y € Y existe
x € X con la propiedad de que f(z) =y.
(3) f es biyectiva (o biyeccién) si es al mismo tiempo inyectiva y suprayec-
tiva.

A.21. EJEMPLOS.
(1) La funcién idx es biyectiva para cualquier conjunto no vacio X.
(2) f:R — R, dada por f(z) = 2® es una funcién biyectiva.
(3) La funcién p : R? — R, definida mediante p(z,y) = x, es un ejemplo
de una funcién suprayectiva que no es inyectiva.

Si f: X — Y es una funcion biyectiva, entonces la relacién
T =Al.2) : (v,y) € f}

resulta ser una funcién con dominio Y e imagen X. Esta funcién relaciona
cada elemento y € Y con el dnico elemento z € X que satisface f(z) =y. A
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f~! le llamamos funcién inversa de f. Resulta claro que f~! también es una
biyeccién.

Dadas un par de funciones f : X - Y y g:Y — Z, podemos considerar
la funcién composicion go f : X — Z definida por

(g0 f)(x) = g(f(x))-

En el caso en que f : X — Y es una funcién biyectiva, tenemos que las
ecuaciones fo f~' =idy y f~'o f =idx se satisfacen.

A.22. PROPOSICION. Si f : X =Y yg:Y — Z son un par de funciones,
entonces

(1) (go f)A] = glf[A]], para cualquier AC X, y
(2) (go f)Y[B] = f g ' [B]], siempre que B C Z.

De este resultado se infiere que la composicion de funciones suprayectivas es
nuevamente una funcién suprayectiva (basta poner A = X en (1)). Y como la
composicion de funciones inyectivas es una funcién inyectiva, podemos concluir
que la composicion de funciones biyectivas resulta ser una funcién biyectiva.

A.23. PROPOSICION. Sea h = go f la composicién de las funciones f : X =Y
yg:Y — Z. Entonces,

(1) g es suprayectiva si h lo es, y
(2) f es inyectiva si h lo es.

DEMOSTRACION. Si h es suprayectiva, entonces h[X]| = Z, y por la proposicién
anterior tenemos que Z = h[X] = (go f)[X] = g[f[X]] C g[Y] C Z. La
conclusion es que g[Y] = Z y, por ende, g es suprayectiva.

Ahora supongamos que h es inyectiva. Sean a,b € X un par de puntos que
satisfacen f(a) = f(b). Entonces h(a) = g(f(a)) = g(f(b)) = h(b), asi que la
inyectividad de h garantiza que a = b. X

Consideremos una funcién f : X — Y y un conjunto A C X. La restriccién
de f a A esla funcién f[A: A — Y, definida mediante (f[A)(x) = f(z).

A la funcién idx [A : A — X se le llama inclusién de A en X y se le denota
por 4.

Ahora, si g : A — Y es una funcién con la propiedad de que f[A = g,
entonces decimos que f es una extension de g a todo X.

5. Cardinalidad

Dado un conjunto X, nos podemos preguntar sobre el niimero de elementos que
contiene. En el caso de conjuntos finitos, la expresién “X tiene n elementos”
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significa que es posible poner los elementos de X en correspondencia biunivoca
con los elementos del conjunto {1,2,...,n}. Esto es lo que llamamos “contar
los elementos de X”.

En matematicas, sin embargo, la mayoria de los conjuntos importantes con
los que se trabaja no son finitos. No obstante, asi como “contar” los elementos
de un conjunto finito X significa comparar el tamarno de X con el tamano de
{1,...,n}, asf también es posible dar criterios por medio de los cuales podamos
saber cuando dos conjuntos cualesquiera tienen la misma “cantidad de elemen-
tos” o cudndo un conjunto tiene “mds elementos que otro”. En este contexto, el
conjunto de los niimeros naturales jugard un papel importante, pues en general
serd nuestro referente principal cuando tratemos “de calcular” la “cantidad de
elementos” de un conjunto.

A.24. DEFINICION. Un conjunto no vacio X es equipotente a un conjunto
Y si existe una funcién biyectiva de X en Y. Convenimos, ademads, que el inico
conjunto equipotente al conjunto ) es é1 mismo.

Se puede demostrar que para cualesquiera conjuntos X, Y y Z se satisface
lo siguiente.

(1) X es equipotente a X;

(2) si X es equipotente a Y, entonces Y es equipotente a X;

(3) si X es equipotente a Y y Y es equipotente a Z, entonces X es
equipotente a Z.

En otras palabras, si € es una coleccién de conjuntos, la relacién “ser

equipotente a” definida entre los elementos de €, tiene todos los atributos para
ser una relacién de equivalencia.

La parte medular de la teoria de cardinales es asignar a cada conjunto X
un objeto al que denotaremos | X|, de tal forma que dos conjuntos X y Y son
equipotentes si, y sdlo si, sus objetos asociados coinciden, es decir, | X| = Y.
Estos objetos elegidos tendran la propiedad de determinar cuando dos conjuntos
tienen el mismo niimero de elementos.

No es la intencién de este libro probar que la eleccién antes mencionada
se puede llevar a cabo; nos conformaremos con mencionar que la demostracién
formal puede realizarse (véase por ejemplo [36]).

Si X es un conjunto, el objeto |X| serd llamado cardinalidad de X o el
numero cardinal de X.

Intuitivamente, | X| es el nombre con el cual se designa a la cantidad de
elementos que posee X. Para el conjunto (), se tiene que |@| = 0. De hecho, para
X ={1,2,...,n}, sucede que | X| = n. La expresién “m es un nimero cardinal”
significa que el simbolo m representa la cardinalidad o el ntimero de elementos
de algin conjunto X y, claro, la de cualquier otro conjunto equipotente a X.

A.25. EJEMPLOS.
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(1) Empleamos el simbolo X, para representar la cardinalidad de N; en
otras palabras, |N| = Ry.
(2) El nimero cardinal de R, |R|, es representado con la letra ¢ gética: c.

A continuacién estableceremos un criterio para comparar nimeros cardi-
nales.

A.26. DEFINICIONES. Sean X y Y un par de conjuntos.

(1) Decimos que | X| < |Y| si existe una funcién inyectiva de X en Y.
(2) Si|X|<|Y]y|X]|#]|Y|, entonces escribimos | X| < |Y].

De esta manera, si m y n son numeros cardinales, la expresion m < n
significa que al tomar conjuntos X y Y que satisfacen | X| = m y |Y| = n,
podemos encontrar una funcién inyectiva de X en Y. La expresion m < n
significa, naturalmente, que para los conjuntos X y Y, podemos encontrar una

funcién inyectiva de X en Y, pero no existe una funcién biyectiva entre X y
Y.

Es importante mencionar que, para cualquier conjunto Y, estamos con-
siderando a la funcién () como una funcién inyectiva con dominio el conjunto @
y rango incluido en Y. Es decir, para cualquier nimero cardinal m, la relaciéon
0 < m es cierta.

A partir de las definiciones, no es dificil probar el siguiente resultado (véase
el ejercicio A.V. inciso (1)).

A.27. PROPOSICION. Dados tres niimeros cardinales m,n y s se cumple:
() m<m, y
(2) m<nyn<s implicam< s.
A continuacion damos algunos ejemplos bésicos.

A.28. EJEMPLOS.
(1) Si X CY, entonces |[X| < |Y|. Esto es claro puesto que la inclusién
ix : X = Y es una funcién inyectiva.
(2) Para cada nimero natural n, el ntimero cardinal n satisface: n < Ng.
En efecto, como {1,...,n} C N, ya tenemos que n < ¥p; ahora, si
f:{1,...,n} = N es cualquier funcién, entonces el niimero natural

mo = max{f(1),...,f(n)} +1

satisface mg € N\ {f(1),..., f(n)}, asi que f no es suprayectiva y,
en particular, f no es biyectiva, con lo cual n # Y.

Ahora clasificaremos a los conjuntos segun la relacién que su cardinalidad
tiene con respecto a Ng.

A.29. DEFINICIONES. Sea X un conjunto.
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(1) El conjunto X es finito si | X| < Xg. De lo contrario diremos que X
es infinito.

(2) Diremos que X es numerable si | X| < Ng.

(3) En el caso en que | X| = RNy, se dice que X es infinito numerable.

(4) Por un conjunto méds que numerable entendemos un conjunto que no
es numerable.

Consideremos el conjunto de nimeros pares E = {2n : n € N}. La funcién
de N en E dada por n — 2n resulta ser una biyeccion, asi que E es un ejemplo
de conjunto infinito numerable.

El conjunto de los ntimeros enteros Z también es un conjunto de esta cat-
egoria ya que la funcién f : N — Z definida mediante f(1) = 0, f(2) = 1,
f(3)=-1, f(4) =2, f(5) = =2, y en general

. si n es par
o-{i,

5", sinesimpar

es una biyeccion.

Probaremos ahora que N x N es un conjunto infinito numerable, exhibiendo
una funcién biyectiva entre este conjunto y N. Definamos g : N x N — N me-
diante g(m,n) = 2™~1(2n—1). Para demostrar que g es inyectiva, supongamos
que g(m,n) = g(p, q) v, sin perder generalidad, que m < p. Entonces 2™~ (2n—
1) = 2P71(2¢ — 1) y, por ende, 2n — 1 = 2P"™(2q — 1). De aqui tenemos que
si p > m, entonces el ndmero 2P~™(2q — 1) es par, mientras que 2n — 1 es
impar. Por lo tanto, debe suceder p = m, y con esto 2n—1 = 2¢ —1, o en otras
palabras n = q.

Dado n € N, sea m = max{k € NU {0} : 2¥ es un divisor de n}. La
definiciéon de m garantiza que 5 es un niimero impar, asi que debe existir un
nimero natural p con la propiedad de que la igualdad 53 = 2p —1 se satisface.
Con todos estos antecedentes tenemos que g(m + 1,p) = n, y ya podemos
concluir que g es suprayectiva. X

Otra forma de convencernos de que los elementos de N x N pueden ser
puestos en correspondencia biunivoca con los de N es recurrir al diagrama de
la figura 53.

Siguiendo la linea podemos establecer una funcién biyectiva f : N - Nx N
mediante £(1) = (1,1), £(2) = (1,2), £(3) = (2,1), f(4) = (3,1), £(5) = (2,2),
f£(6) = (1,3), etcétera.

El resultado que a continuacién damos, conocido como Teorema de Cantor-
Schréoder-Bernstein, proporciona una importante herramienta para determinar
cuando dos conjuntos tienen la misma cardinalidad. La demostracion del Teo-
rema de Cantor-Schréder-Bernstein es algo compleja, por ello es que presenta-
mos antes un lema auxiliar.
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F1curA 53. Una muestra gréafica de que [N x N| = 8.

A.30. LEMA. Si Ay C B C A y|Ai| =|A4|, entonces |B| = |A].

DEMOSTRACION. Como |A;| = | 4], existe una funcién biyectiva f : A — A;.
Por recursiéon, definamos dos sucesiones de conjuntos
Ag, A1, . Ay, ...
y
By, B1,...,By,...
Sean Ag = Ay By = B, y para cada n € N definamos
(1) Apt1 = f[An] 'y Bay1 = f[Bal

Como A; C By C Ay, se sigue de (1) por induccién matemédtica que A, 11 C
B, C A,, para toda n € N. Definamos ahora, para cada n € N,

C, = A, \ By, C:UO", y D=A\C.

n=0

Por (1) y el hecho de que f es una funcién inyectiva tenemos que f[C,] =
Chr41. Asi que

flC] = G Ch.

n=1
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Ahora definamos g : A — B de la siguiente forma:

g(x):{f(ac) sizeC

x sixz e D.

Como g [ C'y g | D son funciones inyectivas, y sus imédgenes son conjuntos
ajenos, podemos concluir que g es una funcién biyectiva de A sobre f[C]UD =
B. X

A.31. TEOREMA (Cantor-Schroder-Bernstein). Si X y Y son un par de con-
Juntos que satisfacen | X| < |Y| y |Y]| < |X|, entonces | X| = |Y].

DEMOSTRACION. Debido a que | X| < |[Y] y |Y] < |X], existen funciones in-
yectivas f : X - Y yg:Y — X. Consideremos a la funcién composicién
gof : X — X. Claramente esta dltima funcién es inyectiva, y por ello,
|X| = |(g o f)[X]|.- Note ahora que (go f)[X] C g[Y] € X. Aplicando el lema
anterior, tenemos que |g[Y]| = | X|. Resta ahora notar que |Y| = |g[Y]|. X

La Proposicién A.27 y el Teorema A.31 nos dicen que cualquier conjunto
de numeros cardinales con la relacién < es un conjunto parcialmente ordenado.

A.32. EJEMPLO. Como una muestra de la utilidad del Teorema de Cantor-
Schroder-Bernstein demostraremos que |Q| = Np. Denotemos por A a la
coleccién de todos los nimeros racionales positivos. Como N C A, tenemos
que Xy < |A|. Ahora, cada = € A puede ser expresado en forma dnica como
xr = 7=, donde m; y n, son un par de nimeros naturales sin divisores comunes.
Esta observacién nos permite establecer una funcién inyectiva  — (my,n,)
de A en N x N y concluir la desigualdad |A| < ®Xy. Aplicando el Teorema de
Cantor-Schroder-Berstein tenemos que |A| = Rg; es decir, existe una funcién
biyectiva H : N — A. Para concluir nuestra prueba definamos G : Z — Q
mediante

H(n), sineN
G(n)=<0, sin=0
—H(—n), si—-né€N,
para obtener una funcién biyectiva y concluir asi que |Q| = Ry.
De lo dicho hasta aqui concluimos:
A.33. COROLARIO. |Z| = |N x N| = |Q| = |N| = Ry.

Si un conjunto X tiene la misma cardinalidad que un conjunto A, entonces
existe una funcién biyectiva f : A — X, con lo cual es posible expresar a X de la
forma {z, : a € A}, donde x, = f(a). En el caso en que X es infinito numerable
esto se traduce a X = {x,, : n € N}, o simplemente X = {1, o, ... }.
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El resultado final de esta seccién nos asegura la existencia de un conjunto
mas que numerable.

A.34. TEOREMA. El conjunto de los nimeros reales R es un conjunto mds que
numerable.

DEMOSTRACION. Consideremos el conjunto L = {z € R: 0 < 2 < 1}. Como L
es un subconjunto de R, la cardinalidad de este ultimo es mayor o igual a la de
L. Por esta razén bastard probar que L es mas que numerable. Para verificar
que esto es cierto, demostraremos que si A es un subconjunto numerable de
L, entonces A # L. Por la observacién que precede a este teorema, podemos

representar al conjunto A como {z1,xo,...}.
Cada nimero real a tiene una expansion decimal ag.aasas . . . , de tal forma
que se satisfacen las condiciones siguientes:
(a) ag.aiasgaz ... no tiene una cola infinita de nueves, es decir, no existe
N € N de tal modo que a, =9 para todan > N; y
(b) una tal expansién para a es Unica; es decir, si a = bg.bibobs... y
bo.b1b2bs ... no tiene una cola infinita de nueves, entonces a, = b,

para cualquier n € NU {0}. (Ver [59]).

(Ademds cada expansién decimal ag.ajasas... que satisface (a) y (b) es un
nimero real.)
Para cada n € N, sea 0.2, 1Zn 2%, 3... la expansién decimal de z,, € A
) ) ) 33
que satisface las propiedades mencionadas anteriormente. Formemos ahora el
nimero o cuya expansion decimal es

0.31‘0,1.’11’0)23?073 ey (*)

donde z¢,,, & {0,9, %} para cualquier n € N. Estas restricciones garantizan
que (*) es la expansién decimal de zp que satisface las propiedades (a) y (b)
antes enunciadas. También aseguran que zg € L y que no existe n € N que
satisfaga o = x,; es decir, zg € L\ A. X

El Teorema A.34 implica que ¢ > Ng. Surge entonces una pregunta muy
natural [14]: jexiste algtin subconjunto A de R cuya cardinalidad cumpla la de-
sigualdad Ry < |A| < ¢? Georg Cantor conjeturé que la respuesta era negativa,
y de esta forma se enuncié por primera vez la Hip6tesis del Continuo (HC):
no existe un subconjunto A de R que satisfaga Ry < |A| < ¢. En particular,
suponiendo que HC es cierta, los tinicos subconjuntos de R son los finitos, los
equipotentes a N o los equipotentes a R.

La veracidad o falsedad de HC permanecié como un problema sin resolver
durante muchos anos. De hecho aparecié como el problema 1 de la lista de
problemas no resueltos que David Hilbert present6 en el célebre congreso de
matematicas de 1900 en Parfs. En 1940 Kurt Godel en [32] probd que la
negacién de HC no puede ser demostrada a partir de los axiomas usuales de la
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Teorfa de Conjuntos (atn incluyendo el Axioma de Eleccién) (véase la seccién
A.6); es decir, Gddel demostré que si los axiomas de Zermelo-Fraenkel y el
Axioma de Eleccién (ZFE) forman un sistema de axiomas consistente (es
decir, si a partir del conjunto de axiomas ZFE no se deduce un teorema Ty
su negacién —7T'), entonces el conjunto de axiomas de Zermelo-Fraenkel més el
Axioma de Elecciéon maés la Hipétesis del Continuo, que denotaremos con ZFE
+ HC, también es consistente.

Posteriormente, en 1963 Paul Cohen, [24] y [25], complet$ el trabajo al
demostrar que a partir de estos mismos axiomas béasicos, ZFE, es imposi-
ble demostrar HC; o sea, si los axiomas de Zermelo-Fraenkel y el Axioma de
Eleccién (ZFE) forman un sistema de axiomas consistente, entonces ZFE +
- HC también es consistente, en donde — HC es la negacién de la Hipdtesis
del Continuo; es decir, = HC es la afirmacién: “existe un subconjunto A de
ndmeros reales tal que Rg < |A] < ¢”.

En resumen, la Hipétesis del Continuo es una proposicién independiente
de los axiomas bdsicos ZFE de la Teorfa de Conjuntos. (Un magnifico texto
para iniciarse en lo relacionado con pruebas de independencia es [44].)

En todo este libro usamos como axiomas, sin mencién explicita, el Axio-
ma de Eleccién y los axiomas basicos de la Teoria de Conjuntos, llamados de
Zermelo-Fraenkel. Se pueden ver los enunciados de éstos en la secciéon que
sigue, y de manera més extensa en [39] y [36].

6. Axioma de Eleccién

Supongamos que estamos interesados en demostrar que si f es una funcién
suprayectiva de X en Y, entonces |Y| < |X|. La prueba puede ser como
sigue usando la suprayectividad de f: para cada y € Y elijamos un punto
y* € f~'[{y}]. Ahora definamos g : Y — X mediante g(y) = y*. Para probar
que ¢ es inyectiva basta observar que f o g = idy y recordar el inciso (b) del
teorema A.23.

Hay un detalle en nuestra demostracion que merece analizarse. Si Y es
un conjunto finito, entonces la definicién de la funcién g es producto de una
sucesion finita de elecciones, y la experiencia confirma que tal proceso puede
llevarse a cabo. Sin embargo, si Y es un conjunto infinito, entonces la definicién
de la funcién g implica la realizacion de una infinidad de selecciones: elegimos
un punto y* en cada conjunto f~![{y}]; pero nada en nuestra experiencia o
en la logica que habitualmente usamos justifica un proceso de esta naturaleza.
Para garantizar que mecanismos de eleccion infinitos como el que hemos ejem-
plificado aqui sean vélidos, necesitamos postularlo como axioma de nuestra
teoria:
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Axioma de Eleccién: Si A es una familia no vacia de conjuntos no
vacios, entonces existe una funcién s : A — | JA que satisface s(A) €
A para cada A € A.

Una funcién s con las propiedades descritas anteriomente es llamada funcién
de eleccion para A. De este modo, el Axioma de Eleccién dice que cada familia
no vacia de conjuntos no vacios tiene una funcion de eleccion.

Ahora, regresando al problema inicial, si hacemos A = {f~1[{y}] : y € Y},
entonces A # 0y ) € A, asi que el Axioma de Eleccién nos provee de una
funcién de eleccién s : A — |JA. Ahora sélo debemos definir y* = s(f~[{y}])
para tener que y* € f~1[{y}] y, por ende, f(y*) = y.

Note que el Axioma de Eleccién garantiza la existencia de una cierta
funcién, pero no la exhibe, es decir, no muestra explicitamente a esta funcién.

El Axioma de Eleccidn es de gran importancia ya que en €l estdn basadas las
demostraciones de teoremas sobresalientes en la matematica. Una explicacion
amplia del tema puede ser consultada en [40].

El Axioma de Eleccién difiere de los nueve axiomas basicos de la Teoria de
Conjuntos que reciben el nombre de axiomas de Zermelo-Fraenkel (ZF) . Como
mencionamos al principio del apéndice, no analizaremos aqui estos axiomas;
sin embargo, vamos a mencionar algunos de ellos que son expresables en forma
sencilla, para que el lector adquiera una idea de lo que significan.

(1) Axioma de existencia. Hay un conjunto que no tiene elementos.

(2) Axioma de unién. Si A es una coleccién de conjuntos, entonces
JA es un conjunto.

(3) Axioma del conjunto potencia. Si X es un conjunto, entonces
P(X) es un conjunto.

(4) Axioma de infinitud. Existe un conjunto infinito.

En [36] puede encontrarse un estudio muy accesible de los axiomas de
Zermelo-Fraenkel. Recomendamos también el libro de W. Just [41].

Regresamos ahora a nuestra discusién sobre el Axioma de Eleccién. Los
dos resultados siguientes son consecuencia de este axioma.

A.35. PROPOSICION. La unién de una coleccion numerable de conjuntos nu-
merables es un conjunto numerable.

DEMOSTRACION. Para cada n € N, sea A,, un conjunto numerable. Vamos a
demostrar que A = |J{A,, : n € N} satisface |A| < No.

Para cada n € N, sea &, = {f : N — A, : f essuprayectiva}. El
ejercicio A.VI.(1) nos garantiza que cada F, no es vacio. Por el Axioma de
Eleccién existe una funcién s : N — (J, .y T tal que s(k) € F. Denotemos
por f, ala funcién s(n). Ahora definimos f : N x N — A mediante la férmula
f(m,n) = fin(n). Lafuncién f es suprayectiva y por lo tanto |A| < [NxN| =N,
(por lo dicho en los primeros parrafos de esta seccién). X
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A.36. PROPOSICION. Cualquier conjunto infinito contiene un conjunto infinito
numerable.

DEMOSTRACION. Sea X un conjunto infinito. El Axioma de Eleccién nos
suministra una funcién s : P(X) \ {0} — X tal que s(A) € A para cada
A e P(X)\ {0}. Construiremos ahora recursivamente un subconjunto infinito
numerable de X. Primero podemos elegir el punto z; = s(X) € X. Supon-
gamos que ya tenemos elegidos n puntos diferentes de X, digamos z1,...,z,.
Como X es infinito, debe suceder X \ {z1,...,2,} # 0, as{ que ahora escoge-
mos el punto z,41 = s(X \ {z1,...,2,}) € X \ {z1,...,2,} y completamos
la construccion recursiva. Por las caracteristicas de la funcién s, la coleccién
{zn : n € N} es el subconjunto que buscdbamos. X

El resultado anterior se puede expresar diciendo que los conjuntos infinitos
numerables son los conjuntos infinitos mas pequemnos.
La siguiente es una interesante caracterizacién de los conjuntos infinitos.

A.37. PROPOSICION. Un conjunto X es infinito si, y sélo si, contiene un sub-
conjunto propio con la misma cardinalidad que él.

DEMOSTRACION. Sea A = {1, 2, ...} un subconjunto infinito numerable del
conjunto infinito X. La funcién f: X — X \ {z1} dada por

) Tn4a, siz =,
f(x)_{x, size X\ A

atestigua que X y su subconjunto propio X \{x;} tienen la misma cardinalidad.

Para demostrar la implicacién restante, supondremos que X no es infinito.
Si X es el conjunto vacio, X carece de subconjuntos propios, asi que, para
este caso, se cumple la proposicion. Si X no es el conjunto vacio, existen
n € N y una funcién biyectiva f : X — {1,...,n}. Si A es un subconjunto
propio de X, entonces f|4 es una biyeccién entre A y un subconjunto propio
de {1,...,n}, asi que deben existir m < n y una biyeccién g : A — {1,...,m}.
Para terminar, si existiera una biyeccién h : X — A, entonces go ho f~! seria
una biyeccién entre {1,...,n} y {1,...,m}, situacién que implicaria que m es
igual a n, llegando asi a un absurdo. X

Resulta sorprendente que el Axioma de Eleccién, con un enunciado tan
sencillo, sea equivalente a proposiciones que aparentemente poco o nada tienen
que ver con él. Por ejemplo, las proposiciones que enunciamos enseguida son
equivalentes al Axioma de Eleccion; los términos en ellas expresados estdn
definidos en la seccién 3. En el ejercicio A.VI (incisos (2), (3), (4) y (5)) se
sugiere como demostrar su equivalencia. (En [54] se pueden encontrar varias
formulaciones adicionales equivalentes al Axioma de Eleccién).
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A.38. TEOREMA (Zermelo [69]). Todo conjunto puede ser bien ordenado; es
decir, si X es cualquier conjunto, entonces existe un orden parcial R de tal
forma que (X, R) es un conjunto bien ordenado.

A.39. TEOREMA (Hausdorff [34]). Toda cadena en un conjunto no vacio par-
ctalmente ordenado estd contenida en alguna cadena maximal de dicho con-
Junto.

A.40. TEOREMA (Kuratowski-Zorn [46], [70]). Si toda cadena en un conjunto
parcialmente ordenado y no wvacio (X, R) tiene una cota superior, entonces
(X, R) contiene un elemento mazimal.

El Teorema A.38 es llamado Teorema del Buen Orden y fue propuesto
por G. Cantor y demostrado por Ernest Zermelo. El Principio Maximal de
Hausdorff (Teorema A.39) aparece en la segunda edicién de su Mengenlehre
publicado en 1927. Nuestra referencia corresponde a una traduccién de la
tercera edicién de esta obra de Hausdorff. Es una costumbre extendida llamar
Lema de Zorn al teorema A.40, y es probablemente la forma del Axioma de
Eleccién mas empleada.

El Axioma de Elecciéon tiene consecuencias muy interesantes en la teoria
de numeros cardinales. Por ejemplo, gracias a él es posible demostrar que el
orden definido en A.26 es lineal en cualquier conjunto de nimeros cardinales.

A.41. TEOREMA. Cualesquiera dos nimeros cardinales son comparables; dicho
de otro modo, st X y Y son un par de conjuntos arbitrarios, entonces existe
una funcion inyectiva de X en'Y o existe una funcion inyectiva de Y en X.

DEMOSTRACION. Sean m y n dos niimeros cardinales. Si uno de éstos es 0,
entonces, claro, m y n son comparables pues el 0 es menor que cualquier otro
nimero cardinal. Supongamos ahora que m # 0 # n. Sean X y Y dos conjuntos
que satisfacen | X| = m y |Y| = n. Por nuestra hip6tesis sobre m y n, X # () #
Y. Sea F la coleccién de todas las posibles funciones inyectivas f que satisfacen
domf C X yranf CY. El conjunto F noes vacioyaquesiz e X yyeY,
entonces {(z,y)} € F. Consideremos en F una relacién de orden parcial <
definida como f < g si se satisfacen las dos condiciones siguientes:

(1) dom f Cdomgy

(2) si x € dom f, entonces f(z) = g(x).
Sea € una cadena en F. La relacién h cuyo dominio es J gecdomg y regla
de correspondencia es h(z) = g(x) si € domg y g € C, es una funcién que
pertenece a F y mayor que cualquier g € €. Ahora podemos aplicar el lema de
Zorn a JF: existe un elemento maximal hgy en (F, <).

Afirmamos que domhg = X é ranhg =Y. En efecto, si ninguna de estas

dos opciones ocurre, entonces existen xg € X \ domhg y yo € Y \ ranhyg.
Entonces ho U {(z0,y0)} es un elemento en F mayor que hg, lo cual contradice
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la maximalidad de hg. Esta contradiccién nos asegura que domhy = X 6
ranhg =Y. Si domhg = X, entonces m < n. Si ranhg =Y, entonces hal es
una funcién inyectiva con dominio Y y rango contenido en X, asi que, en este
caso, n < m. X

Otra consecuencia del Axioma de Eleccién, que vale la pena mencionar,
es la siguiente proposiciéon. Su demostracion serda proporcionada en la seccién
A8.

A.42. PROPOSICION. Toda coleccién no vacia de nimeros cardinales tiene un
primer elemento; es decir, si A es un conjunto no vacio cuyos elementos son
numeros cardinales, entonces existe Kk € A de tal modo que Kk < X\ para cada
AeA.

Ya sabemos que N < ¢, asi que la coleccion
{k : k es cardinal y Ry < k < ¢}

es no vacia. Por la proposicién A.42, debe existir un nimero cardinal X; de
tal modo que Ny < Ny y si k es un cardinal que satisface Xy < k < ¢, entonces
N; < k; en otras palabras, Ny es el primer cardinal no numerable.

Otro resultado fundamental en la teoria de nimeros cardinales es el si-
guiente.

A.43. TEOREMA (Cantor). Para cada conjunto X, se tiene que
PO > 1X].

DEMOSTRACION. Si X = (), entonces P(X) = {0} y asf |X| < |P(X)|. Si
X # 0, es claro que la funcién que a cada z € X le asigna {z} en P(X) es
inyectiva, con lo cual |X| < |P(X)|. Por otra parte, si f : X — P(X) es
una funcién, entonces el conjunto S = {z € X : z ¢ f(z)} no pertenece al
rango de f. En efecto, supongamos que f(xg) = {r € X : « & f(x)} para
algin zg € X. Debe entonces cumplirse una de las siguientes relaciones: ¢
xg € f(xo) 6 zg & f(xp). Si sucede lo primero, entonces, por la propiedad
que define a S, g & f(xo); si sucede lo segundo, entonces xg € f(xg); y asi
obtenemos siempre una contradiccién. Por lo tanto S no debe estar en el rango
de f. Concluimos que f no es suprayectiva. Por lo tanto, también en este
segundo caso, | X| < |P(X)]. X

En particular, dado cualquier niimero cardinal k, existe otro niimero car-
dinal 7(k) con 7(k) > k. Por esta razén podemos hablar del nimero cardi-
nal Ny que es el mds pequenio del conjunto {k : k£ es un nimero cardinal y
N; < k < 7(R1)}. De manera andloga se puede definir N3, R4, etc.

El resultado que a continuacién enunciamos es consecuencia del teorema
anterior y de la proposicion A.42.
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A.44. COROLARIO. Supongamos el Azioma de FEleccion. Si X es un conjunto
de numeros cardinales, entonces existe un numero cardinal K que es la minima
cota superior o supremo de X.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es una coleccién de ntimeros cardinales.
Para cada k € X, sea A, un conjunto tal que |A;| = k. Tomemos B, =
A, x {k}. Observe que |Bx| =k y B, N B, =0 si k # ~. Por el teorema A.43
resulta que a = [P(U,.cx Br)l > [U,ex Bxl = 7. Ademds, para cada x € X,
By € U,.cx Bk Por lo tanto, para cada x € X se cumple £ < 7. Esto significa
que la coleccién de ntimeros cardinales  tales que a > v > k para todo k € X,
no es vacia. Ahora sélo aplicamos la proposicién A.42. X

7. Producto cartesiano y aritmética de niimeros cardinales

Consideremos la coleccién finita de conjuntos Aq, ..., A,. El producto carte-
siano de los conjuntos A1, ..., A,, al que denotamos con A; X --- X A, o con
H?:l A;, es el conjunto de todas las n-adas ordenadas (aq,...,a,), donde
a; € A; para todo i € {1,...,n} y, al igual que en la seccién 2, la condicién
que define la igualdad entre las n-adas ordenadas es (a1, ..., a,) = (b1,...,by)
si, y s6lo si, a; = b;, para cada i € {1,...,n}.

Ahora, en el caso en que tengamos una colecciéon numerable e infinita de
conjuntos no vacios {A,, : n € N}, su producto cartesiano, que es denotado por
Ay x Ay x -+ x Ay X ... opor [[72 | Ay, es la coleccién de sucesiones (an)nen
que satisfacen a, € A,, para cada n.

Asi, 172, A, es la familia de todas las funciones f : N — |J°7, A, que
asocian a cada n € N un elemento f(n) que pertenece a A,.

Con esto en mente, resulta mas comprensible la definiciéon general: si
{X, : j € J} es una coleccién no vacia y arbitraria de conjuntos, su pro-
ducto cartesiano, denotado por [] jed X, es el conjunto de todas las funciones
f:J—- UjeJ X, que cumplen la propiedad: f(j) € X; para cualquier j € J.
En otras palabras, [] jeg Xjes el conjunto formado por todas las funciones de
eleccién de la familia {X; : j € J}, asf que [[;; X; # 0 es una consecuen-
cia directa del Axioma de Eleccién si X; # () para toda j € J. Si existe un
conjunto X tal que para cada j € J el conjunto X; es igual a X, entonces el
producto HjeJ X es denotado también como X .

La suma de numeros cardinales. Si m y n son dos nimeros cardinales,
definimos la suma m+n como el namero cardinal que representa la cardinalidad
del conjunto XUY, en donde | X| =m, |Y| =ny XNY = (). M4s generalmente,
si J es un conjunto no vacio y {X; : j € J} es una coleccién de conjuntos ajenos
dos a dos (es decir, X; N X = 0 si j # k), y m; es el nimero cardinal que

T
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representa a |X|, entonces definimos la suma de los cardinales m; como:

Ejejmj = ‘ U X]’
jeJ
Dejamos al lector verificar que la definicion dada de suma no depende de la
eleccién de los conjuntos X;; es decir, si {Y; : j € J} es una coleccién de
conjuntos dos a dos ajenos y tales que |Y;| = m; para cada j € J, entonces
Ujes Y es equipotente a |, ; X; (vea el ejercicio A.VIL(2)).

El producto de nimeros cardinales. Si m y n son dos nimeros cardinales,
definimos el producto m - n como el niimero que representa la cardinalidad del
conjunto X x Y, en donde |X| = m, |Y| = n. Mds generalmente, si J es un
conjunto y {X,; : j € J} es una coleccién no vacfa de conjuntos, y m; es el
ndmero cardinal que representa a |X;| para cada j € J, entonces definimos el
producto de los ntimeros m; como

H m; = ‘ H Xj ‘

jeJ jeJ
Demuestre que la definicién dada de producto no depende de la eleccién de
los conjuntos X; es decir, si {Y; : j € J} es una coleccién de conjuntos tales
que |Y;| = my, entonces [, ;Y es equipotente a [];.; X; (vea el ejercicio
A VIL(3)).

La suma y producto de nimeros cardinales son operaciones conmutativas
y asociativas. Ademds, la suma se distribuye en el producto.

A.45. PROPOSICIONES.

(1) Para cualesquiera cardinales m, n, s se cumple:
(a) m+n=n+mym-n=n-m,
(b) m4+n)+s=m+n+s)y(m-n)-s=m-(n-s),
(c)m-(n+s)=m-n+m-s.
(2) Sean m, n y s ndmeros cardinales. Sim < n, entoncesm+6 < n+s
ym-s<n-s.
(3) Seam un nidmero cardinal infinito y sean < Wg. Entonces m+n = m.

DEMOSTRACION. Sean M, N y S conjuntos tales que |M| = m, [N| = n,
[Sjl=sy MNN=MNS=NNS=14.
(1) (a) La primera igualdad se obtiene de la relacion M UN = N U
M. Por otro lado, la funcién ¢ : M x N — N x M dada por
¢(m,n) = (n,m) es una biyeccién.
(b) La primera igualdad se obtiene de la relacion (MUN)US = MU
(NUS). Por otro lado, la funcién ¢ : (M xN)x.S — M x (N xS)
dada por ¢((m,n),s) = (m, (n, s)) es una biyeccién.
(¢) Resulta de la igualdad M x (NUS) = (M x N)U (M x S).
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(2) Sea ¢ : M — N una funcién inyectiva. Entonces, las funciones
f:MUS—>NUSyg:MxS— N xS definidas por f(z) = ¢(x)
sizeMy f(xr)=xsixz €Sy g(x,y) = (¢(x),y) son inyectivas.

(3) Sin pérdida de generalidad podemos suponer que MNN = @. Como M
es infinito podemos tomar C' C M numerable infinito. Numeramos a
C: C ={my,...,my,...}. Ahoraresulta que la funcién f : NUM — M
dada por f(n) = may, cuando n € N, f(m;) = mg;i—1 y f(x) = = si
x € M\C es biyectiva. Hasta aqui hemos demostrado que m+Xy = m.
Ahora bien, si n < Xg, entonces, por el resultado del inciso anterior,
m+n<m+Ny=mm+n. X

Los resultados en el inciso (2) de la proposicién A.45 pueden ser generali-
zados (vea 1.G. inciso (5)). Si{m; :j € J} y {n; : j € J} son dos familias de
numeros cardinales que satisfacen m; < n; para cada j € J, entonces ¥ m; <
Yjeam; v [ljesmy < [ljesnj- Aqui hay que tener cuidado, la afirmacién
m; < n; para cada j € J no implica necesariamente Yjecym; < Xjesn; ni
Hjejmj < HjEJ n;. Por ejemplo, 2 < 3 pero ZjENQj = RNy = ZjENSj y
HjeN 2, =2% = HjeN 3;, en donde 2; =2 y 3; = 3 para todo j € N.

Los resultados que siguen son consecuencia del Axioma de Eleccién. Dare-
mos la demostracién de algunos de ellos para ejemplificar técnicas que hacen
uso de este axioma. En el corolario A.33 se concluy6 que Wg - Ng = Ng y por
A.45 inciso (3) podemos concluir que R+ Xy = Ng; en seguida generalizaremos
estas ecuaciones.

A .46. TEOREMA.

(1) Sim es un nimero cardinal infinito, entonces m+m =m ym-m = m.
(2) Sim > 0, n > 0 y alguno de ellos es un nimero cardinal infinito,
entonces
m+n=m-n=max{m,n}.

DEMOSTRACION.

(1) De este inciso demostraremos sélo lo que concierne a la suma. De-
jamos al lector la demostracién de m - m = m como ejercicio (vea
A.VIL(9)). Sea X un conjunto de cardinalidad m. Nos fijamos ahora
en el conjunto Y = X x {0,1} = {(2,0) : z € X} U{(x,1) : z € X}.
De la definicién de suma de nimeros cardinales, resulta que |Y| =
m~+m. Denotemos por F al conjunto de todas las funciones inyectivas
f con dominio contenido en X y cuyo rango es igual a dom f x {0, 1}.

Como X es un conjunto infinito, X contiene un subconjunto nu-
merable infinito Z (proposicién A.36). Como Ng+Ry = Ny, Z x {0,1}
es numerable. Podemos encontrar entonces una biyeccién f : Z —
Z x {0,1}. Resulta que f € F; es decir, F no es vacio.
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Consideremos en F la relacién de orden parcial dado por la in-
clusién C. Por el teorema A.39 podemos garantizar la existencia de
una cadena maximal C de (F,C). Sea g = JC. No es dificil de-
mostrar que g € F. Sea D = dom g.

La funcién g es una funcién biyectiva con dominio D y rango
D x {0,1}. Esto significa que |D| = |D| + |D|. Observe que en
consecuencia D es infinito. Para completar nuestra demostracion,
vamos a probar que |[D| = m. Sea F = X \ D. Si E es finito,
entonces |D| = |[DU E| = |X| =m. Si E es infinito, podemos tomar
un subconjunto G de F infinito numerable. Sea f una biyeccién de
G sobre G x {0,1}. Entonces h = f U g pertenece a F y ¢ estd
propiamente contenido en h, lo cual contradice la maximalidad de C.
Por lo tanto, E debe ser finito y |D| = m.

(2) Sim < n, entonces, por la proposicién A.45 y el inciso anterior obtene-
mos n < n+m < n+n = n. De la misma manera, n <n-m<n-n=n.
X

Damos ahora una generalizacion del teorema anterior.

A.47. PROPOSICION. Si {m; : j € J} es una coleccion de nimeros cardinales

que no contiene a 0, entonces Xjcym; = |J|-sup{m; : j € J}.

DEMOSTRACION. Sea m = sup{m; : j € J}. Por un lado, m; < m. Entonces
Yjesm; < Bjeym = [J]-m.

Por otro lado, note que |J| = Ejes1 < Ejem;.

También tenemos m < ¥, m;; en efecto, puesto que m es el supremo de
{m; : j € J}, cualquier s menor que m es menor que algin m;, y m; < 3;cym;;
por tanto, m < X,eym,. Por lo tanto, |J| - m < ;e m;. Finalmente, usando
el Teorema de Cantor-Schroder-Bernstein se obtiene lo deseado. X

En el siguiente resultado enumeramos algunas relaciones entre la suma
y el producto de niimeros cardinales. Observe que los incisos (1) y (2) son
consecuencias del inciso (1) de la proposicién anterior.

A.48. PROPOSICIONES. Sean {X; : j € J} y {Y; : j € J} dos familias no
vactas de conjuntos.
(1) SiJ es finito y X; es numerable para cada j € J, entonces [[;c ; X;
es numerable.
i J es finito, X; es no vacio para toda j € i es infinito para
(2) Si J es finito, X o para toda j € J y X; es infinito p
alguna © € J, entonces

U &5 x 40| = | TT %G| = maafix;1 2 € 7).
JjeJ jeJ
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(3) Si|X;| > 1 para cualquier j € J, entonces
‘ U x| < ’ I1x
= jeJ
(4) (J. Kénig) Si |Y;| < |X;| para cada j € J, entonces
Ui <|T] )|
jed jeJ

DEMOSTRACION. Demostraremos sélo el inciso (4). Podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que cada Y; es un subconjunto de X = ]_[je g X
Basta entonces demostrar que | J e Yj no cubre a X.

Para cada j € J, consideremos la proyeccién j de Yj, m;[Y;] = S;. Como
|Y;| < |X;|, entonces S; es un subconjunto propio de X;. Para cada j € J
tomamos z; € X; \ S;. El punto (z;);cs pertenece a X pero no a UjeJ ;. X

La exponenciacién de niimeros cardinales. Sim y n son dos nimeros car-
dinales, definimos m" como el nimero cardinal que representa la cardinalidad
del conjunto XY = {f : Y — X : f es funcién}, en donde |X| = m, |Y| = n.
Observe que la definicién de exponenciaciéon no depende de la eleccién de los
conjuntos X y Y; es decir, si A y B son conjuntos tales que |[A| =my |B| =n,
entonces existe una funcién biyectiva f con dominio A® y rango XY .

Es facil demostrar (véase el ejercicio A.VIIL.(11)) que las siguientes desigual-
dades se cumplen para cualesquiera cardinales m, n, s y t:
(1) m<m"sin>0,
(2) n<m"sim>1,y
B)m<stsim<syn<t
Ademas, para nimeros cardinales m, n y s se cumple:
(1) mn+5 =m"-m°.
(2) (m")e = me.

Terminamos esta seccién hablando un poco de los cardinales del tipo 2™.
A.49. TEOREMA. Dado un conjunto X de cardinalidad m, resulta que
|P(X)] = 2" = [{0, 1}].

DEMOSTRACION. Si X = (), entonces P(X) = {0} = {0,1}*. Supongamos
ahora que X # (). Para cada A C X, tomamos la funcién caracteristica &4 :
X — {0,1} definida por

[0 sizgA
5A(m)_{ 1 sizeA
La relacién ¢ : P(X) — {0,1}* dada por ¢(A) = €4 es biyectiva. X
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Como una consecuencia del resultado anterior y de la proposicién A.43
obtenemos:

A.50. COROLARIO. Para cualquier nimero cardinal m se cumple la relacion
m < 2™,

Demostraremos ahora que la cardinalidad del conjunto de los ntimeros
reales coincide con la cardinalidad de P(N).

A.51. TEOREMA. 280 = ¢,

DEMOSTRACION. Por definicién, 2% = [{0,1}Y|. Para cada ¢ € {0,1}V, Ia
serie YN ‘@ff) es un numero real, y la asociacion ¢ — Y, en ¢§f) es inyectiva;
por lo tanto 280 < c.

Ahora, usando el Axioma de Eleccién, podemos relacionar con cada niimero
real 7 una sucesién s, de numeros racionales que converge a r. La relacién
r —> 5] es inyectiva, con dominio R y rango incluido en P(N x Q). Por lo
tanto, |R| < |P(N x Q). Pero |P(N x Q)| = 2/NxQl = 2Ro-Ro — 9%,

Ahora aplicamos el teorema de Cantor-Schroder-Bernstein y terminamos
la demostracién. X

8. Numeros Ordinales

Dos conjuntos parcialmente ordenados (A, <), (B, =) son isomorfos si existe
una funcién biyectiva ¢ : A — B que preserva el orden; es decir, ¢(z) < ¢(y)
siy solo si ¢ < y. Si € es una coleccion de conjuntos parcialmente ordenados,
la relaciéon “A es isomorfo a B” (donde A, B € €) es de equivalencia en €.
Escribiremos A = B para significar que los conjuntos parcialmente ordenados A
y B son isomorfos. A cada conjunto parcialmente ordenado (A, <) le asociamos
un simbolo que llamaremos tipo de orden de A, de tal modo que dos conjuntos
parcialmente ordenados A y B tienen el mismo tipo de orden si y s6lo si A =~ B.
El tipo de orden de un conjunto parcialmente ordenado A lo denotamos por
t.0.(A). Cuando (A, <) es un conjunto bien ordenado, al tipo de orden de A le
llamamos niimero ordinal.

A.52. EJEMPLOS.

(1) Usaremos 0 para denotar al nimero ordinal al que pertenece el con-
junto @ con su relacién de buen orden ().

(2) El tipo de orden del conjunto {0} con su buen orden trivial serd 1.

(3) Observe que sim € Ny n > 1, y si Ay B son dos conjuntos bien
ordenados con n elementos, entonces ellos son isomorfos (demuéstrelo,
vea el ejercicio A.VIIL.(1)). Usaremos n para denotar el tipo de orden
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de {0,1,2,...,n—1} con el orden heredado del orden usual de NU{0}:
0<lI<2<---<n<n+1<....
(4) El simbolo w servird para representar al tipo de orden de
{0,1,2,3,...}

con su buen orden usual.

Sea (A, <4) un conjunto parcialmente ordenado y sea B un subconjunto
de A. El orden < en B heredado de A esté definido simplemente como = < y
six <4 y para z,y € B cualesquiera. Si (A, <) es un conjunto bien ordenado
y a € A, al conjunto A(a) = {b € A: b < a} se le conoce como el segmento
inicial en A determinado por a. Es evidente que A(a) es bien ordenado con el
orden heredado de A.

A.53. DEFINICION. Dos conjuntos bien ordenados (A4, R) y
equivalentes si son isomorfos; y ellos cumplen la relacién (A4, R)
(A, R) es isomorfo a un segmento inicial de (B, S).

Es facil demostrar que para cualquier coleccion € de conjuntos bien orde-
nados, la relacién < que acabamos de definir, determina un preorden parcial
en €.

Esto nos permite definir un orden parcial en cualquier conjunto de niimeros
ordinales:

A.54. DEFINICION. Para dos ordinales o y 3, decimos que a <, S si

A < B para dos conjuntos bien ordenados A y B que satisfacen t.0.(A) = a'y
t.o.(B) = g.

No es dificil verificar que esta definicién de orden entre niimeros ordinales
no depende de la eleccién de los conjuntos A y B, sino tnicamente del tipo
de orden (vea el ejercicio A.VIIL.(2)). Observe que para cada conjunto bien
ordenado (4, <), si ag es su primer elemento, entonces A(ag) = 0. Por lo tanto
0 <, «a para cualquier nimero ordinal a.

Ademis, de las definiciones anterior resulta que cada nimero ordinal finito
n es menor que w (véanse los ejemplos A.52).

A.55. PROPOSICION. Si O un conjunto de niimeros ordinales, entonces (0, <,)
es un conjunto parcialmente ordenado.

Nuestro proposito ahora es lograr probar algo méas que lo expuesto en el
resultado anterior. Demostraremos que, bajo las hipdtesis de la proposicion
A.55, (0,<,) es bien ordenado.

A.56. PROPOSICION. Si (A, <) es un conjunto bien ordenado, B C A y f :
A — B es un isomorfismo de orden, entonces a < f(a) para todo a € A.
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DEMOSTRACION. Sea C = {z € A: f(z) < x}. Supongamos que C # 0, y sea
xg el primer elemento de C. Entonces f(z) < zp. Pero f es un isomorfismo
de orden, asi que se debe cumplir f(f(z9)) < f(zo), lo cual contradice la
minimalidad de xg. X

A.57. COROLARIO. FEl 4nico isomorfismo de orden de un conjunto bien orde-
nado en si mismo es la identidad.

DEMOSTRACION. Sea (A, <) un conjunto bien ordenado y f: (4,<) — (A, <)
un isomorfismo de orden. Observe que la funcién f~! es también un iso-
morfismo de orden. Por la proposicién A.56, para cada a € A, f(a) > ay
f~1(a) > a. Esto implica que f(a) = a para todo a € A. X

A.58. PROPOSICION. Sean A y B dos conjuntos bien ordenados. Entonces,

(1) A no es isomorfo a ninguno de sus segmentos iniciales;
(2) sia,be Ay A(a) = A(b), entonces a = b;
(3) si A=~ B, entonces eziste un dnico isomorfismo de orden de A en B.

DEMOSTRACION.

(1) Supongamos que existe a € A tal que A = A(a). Sea f: A — A(a)
un isomorfismo de orden. Entonces f(a) € A(a) es decir f(a) < a.
Pero este hecho contradice la conclusién de A.56.

(2) Sia < b, entonces A(a) es un segmento inicial de A(b), y por el inciso
anterior A(a) y A(b) no son isomorfos.

(3) Supongamos que f y g son dos isomorfismos de orden de A sobre B.
Entonces h = f~! o g es un isomorfismo de orden de A en A. Por el
corolario A.57 h = id4. Por lo tanto, f = g. X

A.59. TEOREMA. Sean o y [ dos niumeros ordinales. Entonces exactamente
una de las siguientes condiciones se cumple: o <, 5, a = 3, f <, a.

DEMOSTRACION. La proposicién A.58 implica que a lo mas una de las férmulas
se cumple. Demostremos ahora que al menos una debe cumplirse.

Sean Ay B dos conjuntos bien ordenados tales que t.0.(4) = a y t.o.(B) =
B. Sea T la coleccién de todas los isomorfismos de orden cuyo dominio es A o
algin segmento inicial de A y cuyo rango es igual a B o igual a algin segmento
inicial de B. Si ag es el menor elemento en A y by es el menor elemento de B,
entonces, {(ag,bo)} es un elemento de F; es decir, F # (). Consideremos a F
con su orden parcial definido por C. Ahora usamos el axioma de eleccién en su
forma dada por el teorema A.39. Es decir, podemos garantizar que existe una
cadena maximal C en F. Sea h = |JC. Resulta que h € J.

Si dom h es un segmento inicial de A, digamos A(a), y ran h es el segmento
inicial B(b) de B, entonces h U {(a,b)} es un elemento de F que contiene
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propiamente a h, lo cual contradice la maximalidad de €. Por lo tanto, sélo es
posible:

(a) dom h es un segmento inicial de A y ranh = B, y en este caso 8 < «;

(b) domh = A yranh = B,y en este caso a = 3;

(¢) domh = A y ranh es un segmento inicial de B; en este caso a < .
X

A.60. COROLARIO. Sea O un conjunto de niimeros ordinales. Entonces, (0, <,)
es un conjunto linealmente ordenado.

Para cada nimero ordinal o podemos considerar el conjunto P, de sus
predecesores; esto es, P, = {8 : <, a}. Por lo ya mencionado en el Corolario
A.60, (P, <,) es un conjunto linealmente ordenado. Vamos ahora a demostrar
que (P,,<,) es bien ordenado y que el tipo de orden de (P,,<,) coincide
precisamente con c.

A.61. TEOREMA. Para cada nimero ordinal o, (Ps,<,) es bien ordenado y
t.0.(P., <o) = Q.

DEMOSTRACION. Basta con probar que t.0.(P,,<,) = a. Sia =0, P, =0y,
como ya acordamos, t.0.()) = 0. Supongamos ahora que @ > 0 y sea 3 € P,.
Sean A y B conjuntos bien ordenados tales que t.0.(4) = a y t.0.(B) = .
Como 8 < «, existe un a € A tal que B = A(a). Por la Proposicién A.58 inciso
(2), este elemento a estd determinado por 8 de manera tnica. Escribimos
@(B) = a. No es dificil verificar que la aplicacién 8 — ¢(8) es un isomorfismo
de orden entre P, y A. Por lo tanto, t.0.(P,) = . X

Ahora relacionaremos los nimeros cardinales con los niimeros ordinales. El
siguiente resultado, que es consecuencia del Axioma de Eleccién, nos sera de
mucha utilidad. En particular, nos permitird demostrar la proposicion A.42.

A.62. TEOREMA. Dado un numero cardinal wm, existe un nimero ordinal « tal
que |P,| = m.

DEMOSTRACION. Sea M un conjunto de cardinalidad m. Por el Axioma de
Eleccién podemos asegurar que existe una relacién de buen orden < en M.
Sea a = t.0.(M,<). Por el Teorema A.61, (M, <) ~ (P,,<,). En particular,
|Pu| = M| = m, =

Como prometimos antes, ahora podremos demostrar la Proposiciéon A.42:

DEMOSTRACION. Sea A un conjunto no vacio de nimeros cardinales. Por el
Teorema A.62, a cada m € A le podemos asociar un nimero ordinal a(m) tal
que |Py(my| = m. Observe que si m y n son dos diferentes elementos de A,
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entonces m < n si y sélo si a(m) < «a(n). Fijemos ahora un elemento a en
A. Si a es el primer elemento de A, ya acabamos. De lo contrario el conjunto
E = P, N{a(m) : m € A} no es vacio. Ahora bien, (Py(q),<,) €s un
conjunto bien ordenado. Por lo tanto E tiene un primer elemento c(b). Ahora
debe cumplirse que b < m para cualquier m € A. X

El tipo de orden del conjunto de nimeros ordinales {0,1,2,3,...,w} con el
buen orden <,, es un ordinal mayor que w al cual denotamos por w + 1. Con
w + 2 denotaremos al tipo de orden del conjunto {0,1,2,3,...,w,w + 1} con el
buen orden <,. Podemos continuar este proceso: el tipo de orden del conjunto
de ntimeros ordinales {0,1,2,3,...,w,w+1,w + 2} con el buen orden <,, es un
ordinal mayor que w, w + 1y w + 2 al cual denotamos por w + 3.

En general, para n € N, w +n + 1 es el ntimero ordinal o tipo de orden
del conjunto {0,1,2,3,...,w,w+1,...,w+ n} con el orden <,. Y escribimos
w+w 6 w-2 para designar al nimero ordinal del conjunto ({0,1,2,3,...,w,w +
1..o,w+n ...} <o)

Asf podemos también definir (w - 2) + n para cada n € N:

(w-2)+n=t.0.({0,1,2, ...,w,w+1,...,w+n ...,w-2,... , (w-2)+n—-1},<,),
y también w - 3:
w-3=1t0.({0,1,2,3, . ..,w,w+1,...,w+n,...,,w-2,.. . (w-2)+n,...}, <),

y en general, para k,n € N, debe ser claro quién es el nimero ordinal (w-k)+n.

Al nimero ordinal o tipo de orden del conjunto de todos los nimeros or-
dinales de la forma (w - k) +n con k,n € N con el orden <,, se escribe como
w-w = w?. Una vez mas podemos reiniciar este proceso y definir w?+1, w? +2,
conwldn, o w?tw, wrt w1, L w? 4 (wen) + k, hasta alcanzar el ntimero
ordinal w? 4+ w? = w? - 2.

Y asi seguimos el proceso y apareceran los nimeros ordinales w? - n, wk,
(W - k) + (W™ - 1) +m, w”.

Cada uno de los numeros ordinales que hemos mencionado hasta aqui
tienen la peculiaridad de ser tipos de orden de conjuntos bien ordenados nume-
rables; es decir, la cardinalidad de cualquier conjunto bien ordenado con tipo
de orden cualquiera de ellos es < Ny, ya que cada uno es obtenido en un proceso
numerable en el cual, en cada paso, se van aumentando conjuntos numerables
(ver la proposicién A.35).

Al conjunto de todos los ordinales numerables considerado con el orden <,
(es decir, al conjunto de todos los tipos de orden de los buenos 6rdenes que
pueden ser definidos sobre el conjunto de los nimeros naturales) le llamamos
wi. La cardinalidad de w; es igual a Ny > R y para cada o < wq, se tiene que
|a| < Ng. Es decir, wy es el primer nimero ordinal que no es numerable. De
manera mas formal tenemos el siguiente teorema:
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A.63. TEOREMA. FEuzxiste un nidmero ordinal wi que satisface:

(1) wy es el primer nimero ordinal tal que P,,, es mds que numerable;
(2) (P.,,<o) es bien ordenado;

(3) si« € B,,, entonces P, es numerable;

(4)

4) si C C P, es numerable, entonces existe B € P, tal que o < B para
todo o € C.
DEMOSTRACION. Tomemos un ndmero ordinal v tal que |Py| = ¢. Si cada

miembro o de P, satisface |P,| < N, escribimos wy = 7. Si lo anterior no
sucede, entonces el conjunto

E={a€eP,:|P,| >N}

no es vacio. Como P, es bien ordenado, F tiene un primer elemento w;.

Para demostrar (1), sea o un ntimero ordinal que satisface o <, wy. Como
w1 € Py, entonces w; <, 7. Como <, es un orden parcial, a <, . Por lo tanto,
a € P,. Ahora la desigualdad |P,| < R es una consecuencia de la definicién
de wy.

El inciso (2) es una consecuencia del Teorema A.61. Ademas (2) y (3) son
consecuencia de la definicién de wy.

Demostremos pues (4): Supongamos que C es un conjunto numerable de
P,,. Sea D = |J,cc Pa- Entonces D es un conjunto numerable ya que es
la unién numerable de conjuntos numerables (Proposicién A.35). Tomamos
B € P,, \ D. De la definicién de D resulta que 8 > « para cualquier o € C.
X

Al tipo de orden de wy U{w;} con el orden <, lo denotamos por wy + 1. De
manera semejante al discurso anterior podemos definir los ordinales (wy - k) +n,
(w1 -w)+k, (w1)” -k, ete.

Al conjunto de todos los ordinales que representan a todos los posibles
buenos 6rdenes definibles en wq, se le llama wo. Este conjunto tiene cardinalidad
Ns. De este modo podemos continuar y definir niimeros ordinales tales como

W3, Wa, -y Wny W

Nuestra tarea ahora serd definir operaciones de suma y producto entre
numeros ordinales. Antes de esto presentamos un teorema fundamental.

A.64. TEOREMA (Principio de Induccién Transfinita). Suponga que (A4, <) un
conjunto bien ordenado y sea B un subconjunto de A. Si B satisface: a € B si
el segmento inicial A(a) estd contenido en B, entonces B = A.

DEMOSTRACION. Supongamos que A\ B # (). Sea xg el primer elemento de
A\ B. Esto significa que A(xg) C B. Por la propiedad que caracteriza a B se
debe cumplir z¢ € B, lo cual es una contradiccién. Es decir, B debe coincidir
con A. X

T
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La suma de nimeros ordinales. Sean « y  dos nimeros ordinales. Sean
(A, R) y (B, S) conjuntos bien ordenados tales que t.0.(A,R) = ay t.o.(B,S) =
B.

Substituimos a (A, R) por (A x {0}, R) en donde (a,0)R’'(a’,0) si y sélo si
aRa’. Resulta que (A, R) =~ (A x {0}, R'). De manera semejante definimos S’
en B x {1} y tomamos (B x {1},5). Tenemos que (A x {0}) N (B x {1}) = 0.

Ahora consideramos en (A x {0})U (B x {1}) el buen orden < definido de
tal manera que en A x {0} coincide con R’, en B x {1} coincide con S’ y cada
elemento de A x {0} es menor estrictamente que cada elemento de B x {1}. Al
conjunto bien ordenado ((A x {0}) U (B x {1}),<4) lo denotaremos ALl B y
le llamamos suma libre de (A, R) més (B, S).

Entonces definimos la suma « + 8 como el tipo de orden del conjunto bien
ordenado A LI B. Es un buen ejercicio verificar que la definicién de la suma
a+ f no depende de la eleccién de los representantes (4, R) y (B, S) (ejercicio
AVIIL(3)).

Ademads, esta definicién de suma corresponde a las que ya dimos de los
ordinales tales como w + n . En efecto, w 4+ n es el nimero ordinal que se
obtiene al sumar el ordinal n al ordinal w.

La suma de nimeros ordinales asi definida es asociativa pero no es conmu-
tativa. Por ejemplo, l +w=wyw+1>w.

A.65. PROPOSICION. Sean a, 3 y 7 tres nimeros ordinales, entonces:

(1) a <oy siysdlo si f+a<,B+7;

(2) B+a=8+vsiysdlosia=~;y

@) (a+B)+y=a+(B+).
DEMOSTRACION. (1) Por definicién de suma y por la proposiciéon A.61, 3+« es
el tipo de orden del conjunto bien ordenado PgUP,. Sia <, v, entonces, existe
x € P, tal que P, es isomorfo al segmento inicial P, (x). Sea ¢ : P, — Py (x)
un isomorfismo de orden. Resulta que el conjunto Pz U P,(x) es el segmento
inicial
(PsUPy)(z,1)={(z2,e) e PsUPy:e=0yz€Psbe=1,2€ P,y z<,x}
de Pg U P, y la aplicacién

F:PgUP, — (PgUP,)(x,1)

definida por

(¢p(a),1) siae P,ye=1.

es un isomorfismo de orden. Por lo tanto, 8+ a <, 8+ 7.
Ahora supongamos que 5+ a <, f + . Esto significa que existen z =
(x,€) € PgU P, y un isomorfismo de orden ¢ : Pg U P, — (Pg U P,)(2).

. p _
F(a,e):{(a’o) sia€ Pgye=0
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Como Pg x {0} es un segmento inicial de PgU P,, [Pz x {0}] es un segmento
inicial de (Pg U Py)(z). Si e =0, ¢[Pg x {0}] es un subconjunto de Pz x {0};
es decir, Pg x {0} es isomorfo a un segmento inicial de él mismo, lo cual no
puede suceder (véase la proposicién A.58). Por lo tanto, ¢ = 1, x € P, y
(Ps U Py)(z) = Pg U Py(z).

Asi tenemos que [P x {0}] 2 Pg x{0}. La funcién ¢|p,x {0y : Ps x {0} —
[Pz x{0}] es también un isomorfismo de orden. Por lo cual, si Pgx{0} fuese un
subconjunto propio de 1[Ps x {0}] podriamos concluir, de nuevo, que Ps x {0}
es isomorfo a un segmento inicial de él mismo. Como esto no es posible, debe
cumplirse

¥[Ps x {0}] = Ps x {0}.
Lo anterior significa que 9| p, x {1} es un isomorfismo de orden con dominio

P, x {1} y rango igual a P,(x) x {1}. Como P, x {1} es isomorfo a P, y
P, (x) x {1} es isomorfo a un segmento de P,, concluimos que o <, 7.

La afirmacién en (2) es una consecuencia inmediata de (1). Se deja al lector
la demostracion de (3) (ejercicio A.VIIIL.(4)). X

La relacién a <, 7 entre ntimeros ordinales no implica necesariamente que
la relacién o+ 8 <, v + B sea cierta, como muestra la igualdad 1 4+ w = 2 + w.
Sin embargo se puede asegurar algo mas débil.

A.66. PROPOSICION. Para mimeros ordinales o, B y 7y, si o <, 7y, entonces
a+ B <o+ B

DEMOSTRACION. Para demostrar nuestra afirmacién usaremos el Principio de
Induccién Transfinita (teorema A.64). Consideremos el conjunto bien ordenado
Pgi1 ysea B={6€ Pgy1:a+d <, v+ 6}. Observe que § es el ultimo
elemento de Pgy; ademds 0 € B. Vamos a demostrar que si v € Pgyy y
Psii(x) C B, entonces © € B. Supongamos que esto no sucede; es decir:
x € Pgi1, Psy1(x) C By x ¢ B. Entonces v+ = <, @ + z. Esto nos dice que
existe z = (b,¢€) € P, U P, y existe un isomorfismo de orden

¢: PyUP, = (P,UP,)(2).

Como a <, 7, entonces ¢[P,] contiene propiamente a P,. Por lo tanto,
e=1,belP,y

Blp,x(1y : Pe x {1} = ¢[P,] C Pp(b) x {1}

es un isomorfismo de orden. Esto significa que ¢(b,1) <4 (b,1), lo cual con-
tradice la proposicién A.56. Esta contradicccién muestra que si ¢ € Pgiq y
Psi1(x) C B, entonces = debe pertenecer a B. Por el Principio de Induccién
Transfinita concluimos que B = Pg4,. En particular, a + 8 <, v+ 5. X
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~L
~
~L

FI1GURA 54. Suma libre ordenada de los conjuntos lin-
ealmente ordenados (Xo, <o), (X1,<1)y -+, (Xn, <), - -

Es posible definir una resta 8 — « de dos niimeros ordinales o y 5 tales que
a <, B como sigue:

A.67. TEOREMA. Si « y [ son numeros ordinales que cumplen o <, 3, en-
tonces existe un unico numero ordinal v tal que o + v = 3.

DEMOSTRACION. Si o = 3, elegimos v = 0. Si por el contrario a <, 3, existe
x € Pg tal que Pg(z) = P,. El conjunto A = Pg \ Ps(z) con el orden <, es
bien ordenado. Sea vy = t.0.(A, <,). Ahora no es dificil verificar que oo+~ = .
La unicidad de 7 es una consecuencia de la afirmacién (2) en la proposicién
A.65. X

Ahora generalizamos la definicién de suma de dos nimeros ordinales. Sea
(J, =) un conjunto bien ordenado y sea {(X;,<;) : j € J} una coleccién de
conjuntos bien ordenados. Definimos la suma libre ordenada de la familia
{(X;,<;) : j € J} como sigue: para cada j € J tomamos el conjunto X; x {j}
(observe que la coleccién {X; x {j} : j € J} estd formada por conjuntos dos
a dos ajenos) y escribimos | |;. ; X; para designar el conjunto J; ;(X; x {j})
con el buen orden < definido de la siguiente manera: (a,i) = (b,k) si a = b
ei==k y(ai) < (bk)siobieni=kya<;b 6i <k (véase la figura
54 ). A la pareja (| ]..; X;, <) le llamamos suma ordenada libre de la familia
{(X5,<5) 5 € J}

Sea ahora {a; : j € J} una coleccién de nimeros ordinales indicada por
el conjunto bien ordenado (J, =). Si para cada j € J, (X;,<;) es un conjunto
bien ordenado con tipo de orden igual a «;, entonces definimos la suma X ¢ ja;
como el tipo de orden del conjunto bien ordenado (|_|j€J X;,<).

jeJ

El producto de nimeros ordinales. Ahora que hemos definido la suma
de nuimeros ordinales, podemos definir el producto teniendo en mente que el
producto de dos niimeros naturales n y m, n-m, no es otra cosa que el resultado
de sumar m veces el numero n. De este modo, si a y 8 son dos nimeros
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ordinales, definimos el producto « - 8 como 0 si § = 0, y si § # 0, como el
ntiimero ordinal que representa al conjunto bien ordenado que resulta de colocar
tantas copias de @ como elementos hay en 3, unas seguidas de otras respetando
el orden definido en 3. De manera més precisa: para cada j € Pg sea (X, <;)
un conjunto bien ordenado con tipo de orden igual a «; por ejemplo (P,, <,).
Entonces, o - 3 es igual a ¥jcp,a; en donde a; = a para todo j € Pg.

En los ejercicios A.IX y A.XI se analiza el producto de nimeros ordinales y
se define exponenciacion. En particular, se pide al lector demostrar el siguiente
resultado.

A.68. TEOREMA. Sean o y 8 dos nimeros ordinales. Entonces el tipo de orden
del producto cartesiano Pg x P, con su orden lexicogrdfico, tiene tipo de orden
igual a o - 5.

En los textos [36] y [42] pueden encontrarse buenas exposiciones sobre los
numeros ordinales con enfoques diferentes.

Ejercicios

A.1. Conjuntos
(1) Pruebe las proposiciones A.1 y A.3, y complete la demostracién de
la proposicién A.2.
(2) Compruebe que las relaciones siguientes se verifican para cualesquiera
subconjuntos A, B, C, de un conjunto X.
(a) AUA=A=ANA.
(b) ANACACAUA.
(¢) SSACCy BCC,entonces AUB C C.
(d) SiC C A6 C C B, entonces C C AU B.
(e) AU(X\A) =Xy An(X\A) =0.
(f) X\(X\A) = A.
(g) SSAUB =Xy AN B =0, entonces B = X\ A.
(h) Si A C B, entonces X\B C X\A.
(3) Pruebe que las siguientes proposiciones son equivalentes para cualquier
par de subconjuntos A, B C X.
(a) ANB=A;
(b) AUB = B;
(c) AC B;
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(d) X\B C X\4;
() AN (X\B) = 0;
(f) (X\A)uB=X.
(4) Verifique las siguientes igualdades para conjuntos arbitrarios A, By
C.
(a) AnB = A\(A\B);
(b) (ANB)\(ANC)=An(B\C);
(¢) (A\B)U(A\C) = A\(BNC):
(d) (A\C)U(B\C) = (AUB)\C:
(e) (A\B)U(B\A) = (AU B)\(AN B);
(f) AU(B\A) =AU B;
(g) An(B\A) =0.
(5) Demuestre la proposicién A.3.
(6) Demuestre lo siguiente:
(a) H{Aa:aeUT} =Ue (Uael Aa)'
(b) MAa @€ NI} =gy (ﬂael Aa)’
donde J es una familia no vacia de conjuntos no vacios.
(7) Sea F = {4,, : n € N} una familia de subconjuntos de un conjunto

X. Defina
limsup 4,, = ﬂ U n+k

)
)
)
)
)
)
)

o0 oo
liminf A,, = U ( ﬂ An+k)-
n=1 k=0
Defina también para cada x € X, J, = {n € N: x € A,}. Demuestre
lo siguiente:
(a) limsup A, = {z € X : J, es infinito }.
b) liminf A, = {x € X : N\ J; es finito }.
¢) Noey A, CliminfA, Climsup A4, CU,_
d) hmmf(X\A ) =X\ limsup A4,.
) Si Al C AQ (S Q An 6 bien --- g An"' g Ag g A1
entonces limsup A, = liminf A4,,.

A_.Il. Producto cartesiano de dos conjuntos

(1) Compruebe la veracidad de la proposicién A.4.
(2) Constate que las siguientes igualdades son ciertas, suponiendo que
ABCXyC/,DCY.
(a) (AxC)N(BxD)=(ANnB)x (CnND)
(b) (AUB)x (CUD)=(AxC)U(AxD)U(BxC)U(BxD);
(¢) (X x Y)\(Bx D) = [(X\B) x Y]U[X x (Y\D)].
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(3) Demostrar que si A, B, C, D son cuatro conjuntos diferentes del vacio,
entonces C x D C Ax Bsi,ysélosi,CC Ay D CB.

A.III1. Relaciones

(1) Demuestre que el conjunto de los nimeros naturales con su orden
usual, es un conjunto totalmente ordenado. Verifique lo mismo para
el conjunto de los niimeros reales con su orden usual.

(2) Sea R el conjunto de los niimeros reales. Una funcién p : R — R es
un polinomio (en la variable x) de grado n € N si es una expresién
de la forma p(z) = a 2™ + ay_12" L+ -+ a1x + ag, en donde cada
a; es un ndmero real y a, # 0. El nimero n es llamado grado del
polinomio p (si p es una funcién constante se define su grado como
0).

Sea R[z] el conjunto de todos los polinomios con coeficientes
reales en la variable x. Pruebe que las relaciones siguientes son rela-
ciones de equivalencia.

(a) En R, 2Ry < z—y € Q;

(b) En R[z], pSq <= 9 = 94,

(¢c) En Rz], pEq <= el grado de p es igual al grado de g.

(3) Sean X = {z,y,2} y R = {(z,2),(2,9),(z,2),(y,9), (2,2)}. De-
muestre que la relacién R es una relacién de orden parcial en X.
Demuestre también que = es tanto elemento minimal como elemento
minimo, y que y y 2z son elementos maximales, pero que X carece de
elemento maximo.

(4) Sea (X,<) un conjunto parcialmente ordenado. Demuestre que si
(X, <) tiene elemento minimo (respectivamente, elemento méximo)
entonces dicho elemento es el tinico elemento minimal de X (respec-
tivamente, el inico elemento maximal de X).

(5) Sea F'in la coleccién de todos los subconjuntos finitos del conjunto
de los ntimeros naturales N.

(a) Demuestre que la relacién de contencién C es una relacién de
orden parcial en los conjuntos Fin y Fin\ {0}.

(b) Halle todos los elementos minimales, el minimo, el médximo, los
elementos maximales (si existen) de los conjuntos parcialmente
ordenados (F'in,C) y (Fin\ {0}, Q).

(6) Demuestre que si (X, <) en un conjunto linealmente ordenado y = €
X es un elemento minimal (respectivamente, un elemento maximal)
entonces z es el elemento minimo de X (respectivamente, el elemento
méximo de X).

(7) Construya un ejemplo de un conjunto parcialmente ordenado que
tenga exactamente un elemento minimal pero no tenga elemento mi-
nimo.
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(8) (Reticulos) Un conjunto parcialmente ordenado (A, <) es un reticulo
o latis si para cada dos elementos a,b € A existe el supremo del
conjunto {a, b} y el infimo del conjunto {a, b}.

Demuestre que cualquier conjunto bien ordenado es un reticulo,
y que (P(X),C) también es un reticulo para cualquier conjunto X.

(9) (Algebras Booleanas) Un Algebra Booleana es un reticulo (B, <) que
tiene elemento minimo y elemento méximo (denotaremos a estos dos
elementos con los simbolos 0 y 1, respectivamente), y tal que para
cada b € B, existe un elemento b’ € B tal que sup{b,t'} = 1y
inf{b,b'} = 0.

Demuestre que para cada conjunto X, el conjunto parcialmente
ordenado (P(X), C) es un &lgebra Booleana.

A.IV. Funciones

(1) Complete la demostracion de la proposicién A.18 y verifique las proposi-
ciones A.19 y A.22.
(2) Sea f: X — Y una funcién, A;,As, A C X y B C Y. Pruebe que
las siguientes afirmaciones son ciertas.
(a) Si A1 C Ao, entonces f[A1] C f[As].
(b) AC f[fIA]].
(c) fIf'[Bl € B.
(@) FUY\B] = X\f[B].
(&) FIXI\FIA] € FIX\AL
En el caso de las contenciones (b), (c) y (e), muestre que no siempre
se da la igualdad.
(3) Sean AC Xy f: X — Y una funcién. Sea j : A — X la funcién
inclusiéon. Demuestre los siguientes hechos:

(@) f1 A=foy.
(b) Defina g = f | A. Entonces g~ 1(B) = AN f~(B) para toda
BCY.

(4) Suponga que f : X — Y es una funcién, pruebe las proposiciones que
se listan a continuacién.

(a) f es inyectiva si, y sélo si, f[AN B] = f[A] N f[B], para cua-
lesquiera A, B C X.

(b) f es biyectiva si, y sélo si, f[X\A4] = Y\f[A], para cualquier
ACX.

(5) Demuestre que si f es una funcién biyectiva, entonces f~1 también
lo es, y ademds que la funcién inversa de f~! es precisamente f; es
decir, (f~H=t = f.

(6) Sea f: X — Y una funcién biyectiva y sea B C Y. En el texto hay
una aparente ambigiiedad en el uso de f~![B]. Por un lado puede
ser interpretado como la imagen inversa bajo f del conjunto B y, por
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otro lado, como la imagen bajo f~! de B. Pruebe que no existe tal
ambigiiedad; esto es, pruebe que {x € X : f(z) € B} = {f~(y) :
y € B}.

(7) Demuestre que la funcién G en el ejemplo A.32 es efectivamente una
funcién biyectiva.

A.V. Cardinalidad

(1) Demuestre la proposicién A.27.

(2) Sea X un conjunto numerable. Muestre que la coleccién de todos los
subconjuntos finitos de X es también un conjunto numerable.

(3) Se demostré en la seccién 5 que N x N es numerable. Compruebe
que si A y B son numerables infinitos, asi lo es también A x B. Por
induccién, demuestre que sin € Ny Ay, ..., A, son conjuntos nume-
rables, entonces A; X As X --- x A,, es numerable.

(4) Una funcién p : R — R es un polinomio de grado n € N si es una
expresion de la forma p(r) = ap,2™ + ap_12" 1 + - + a12 + ag, en
donde cada a; es un nimero real y a,, # 0. Demuestre que el conjunto
de polinomios de grado n con coeficientes racionales es numerable.

(Sugerencia: @Q es numerable, luego Q™ es numerable. Pruebe
ahora que el conjunto de polinomios con coeficientes racionales de
cualquier grado forma un conjunto numerable).

Un ntumero r € R es algebraico si es una raiz de un polinomio
con coeficientes racionales. Concluya que la coleccién de numeros
algebraicos es numerable.

A.VI. Axioma de eleccién

(1) Pruebe que si |X| < |Y| y X # 0, entonces existe una funcién
suprayectiva de Y en X.
(2) (El lema de Tukey-Teichmiiller implica el Teorema de Hausdorff).
Una coleccién F es de cardcter finito si para cada conjunto F, se
tiene que F € JF si y sélo si cada subconjunto finito de F' pertenece a

F.

Lema de Tukey-Teichmiiller. Si F es una familia no vacia de
caracter finito, entonces existe F' € F que no estd contenido propia-
mente en otro elemento de F (es decir, F' es C-maximal).

Demuestre que el Lema de Tukey-Teichmiiller implica el Teorema
de Hausdorff (teorema A.39).

(Sugerencia: Demuestre que el conjunto de cadenas de un con-
junto parcialmente ordenado, considerado con el orden C es una fa-
milia de cardcter finito.)
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3)

(6)
(7)

A. Tépicos de Teoria de Conjuntos

Compruebe que el Teorema de Hausdorff implica el Lema de Kura-
towski-Zorn.

(Sugerencia: Dado un conjunto parcialmente ordenado (X, <)
considere una cadena C-maximal C. Muestre que si xy es una cota
superior de C, entonces xy es maximal en (X, <).)

(El Lema de Kuratowski-Zorn implica el Teorema de Zermelo.)
(a) Usando induccién pruebe que cualquier conjunto finito es bien
ordenable.
(b) Dado un conjunto A, sea P = {(B,G): B C Ay G es un buen
orden en B}. Definimos en P la relacién: (B,G) < (C, F) si
B C (C,GCF yparacada xz € C'\ B se cumple que yFz para
todo y € B. Verifique que < es un orden parcial en P.
(¢) Pruebe que cualquier cadena en (P, <) tiene una cota superior.
(d) Por el Lema de Kuratowski-Zorn, (P, <) tiene un elemento ma-
ximal (By, Go). Demuestre que By = A.
Corrobore que el Teorema de Zermelo implica el Axioma de Eleccion.

(Sugerencia: Pruebe que para un conjunto no vacio A, y un buen
orden G en A, la relacién ¢ : P(A) \ {0} — A definida por ¢(B) =
primer elemento de B segun G, es una funcién de seleccién.
Demuestre que si X es un conjunto con n elementos (n € N U {0})
entonces |P(X)| = 2™.

Use el teorema A.43 para demostrar que la clase de todos los conjun-
tos no es un conjunto.

A.VII. Producto cartesiano y aritmética de nimeros cardinales

(1)

(2)
3)

(4)
(5)

Confirme que las siguientes proposiciones son equivalentes.

(a) Axioma de eleccidn;

(b) Si A es una familia no vacia de conjuntos no vacios, entonces
existe un conjunto B tal que |B N A| = 1, para cada A € A;

(c) SiJ#0y Aj #0, para cada j € J, entonces [ljes 4 # 0.
Verifique que la definicién de suma de niimeros cardinales ) ;. ; mj =
|U,es Xj| no depende de la eleccién de los conjuntos Xj;.

Verifique que la definicién de producto de niimeros cardinales [ [, ; mj
| I, X;| no depende de la eleccién de los conjuntos X;;.
Demuestre los incisos (1), (2) y (3) del teorema A.48.

En los ejercicios siguientes, {A4; : j € J} es una familia no vacia de
conjuntos no vacios.

(a) Para cada i € J vamos a definir una funcién m; : [, ; 4; — 4;
mediante m;(f) = f(i) para cada f € [];.; A;. A esta funcién le
llamaremos i-ésima proyeccion asociada al producto cartesiano
II jed Aj. Demostrar que 7; es suprayectiva para cada i € J.
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(b) Pruebe que J[;c;A4; C [l;c; By si, v sélo si, A; C Bj, para
cualquier j € J.

(6) Sea {X; : j € J} una familia no vacia de conjuntos no vacios. Para

cada j sean A;, B; C X;. Justifique lo siguiente.
(a) (HjeJ AJ') N (HjeJ Bj) = HjeJ(Aj N Bj).
(b) (HjeJ Aj) U (HjeJ Bj) € [1e,(4;UB;)).

(7) Los resultados del primer inciso de la proposicién A.45 pueden ser ge-
neralizadas al producto y suma de colecciones arbitrarias de niimeros
cardinales. En efecto, sea {m; : j € J} una familia de nimeros
cardinales, entonces:

(a) (Conmutatividad.) Si M, N son dos subconjuntos de J ajenos
cuya unién es J, entonces,

Sjesmy = (Sjenmy) + (Sjenvmy) y [[my = ([ my) - (I mi)-
jeJ jEM JjEN

(b) (Asociatividad.) Si{J,: s € S} es una particién de J (es decir,
S es un conjunto, | J,cgJs = J y JsNJy = 0 si s # t), entonces

Yjegmy = Nses¥jes,m;j y Hmj = H H m.
jeJ seES jEJ,

(c) (Distributividad.) m-Xjcm; = Xjcs(m-m;)
(8) Los resultados en el inciso (2) de la proposicién A.45 pueden ser ge-
neralizados de la siguiente manera.

Demuestre que si {m; : j € J} y {n; : j € J} son dos familias de
nimeros cardinales que satisfacen m; < n; para cada j € J, entonces
Yjesm; < Tjesn; v [Leymy < Ilesns-

(9) Demuestre que si m es un niimero cardinal infinito, entonces m-m = m.
(10) Demuestre que para ntumeros cardinales m, n y s, se cumple:
(a) m® =1.
(b) m"T* =m" - m®.
() (m")® =m"s.
(11) Demostrar que las siguientes desigualdades se cumplen para cua-
lesquiera nimeros cardinales m, n, s y t:
(a) m<m"sin >0,
(b)y n<m"sim>1
(c) m"<s'sim<syn<t
(12) Sea m un ntimero cardinal tal que 2 < m < ¢. Demuestre que m*° = ¢
y que m¢ = 2°.
(13) Sea M un conjunto infinito. Sea [M]<%¢ la coleccién de subconjuntos
finitos de M. Demuestre que |M| = |[M]<N|.
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(14)

A.VIII.

A. Tépicos de Teoria de Conjuntos

Sea M un conjunto infinito de cardinalidad < c¢. Sea [M]SYo la
coleccién de subconjuntos numerables de M. Demuestre que

=] = .

Numeros ordinales

Sean € N, con n > 1, y suponga que A y B son dos conjuntos bien
ordenados con n elementos, demuestre que ellos son isomorfos.
Verifique que la definicién de orden entre niimeros ordinales no de-
pende de la elecciéon de los conjuntos A y B, sino inicamente del tipo
de orden.
Demuestre que la suma a + 8 de los ntimeros ordinales o y 3, no
depende de la eleccién de los representantes (4, R) y (B,S) de a'y
[, respectivamente.
Sean «, 8y « tres nimeros ordinales, demuestre que (o + 3) + v =
a+(B+7).
Sea ¢ : (A, <) — (B, =) un isomorfismo entre conjuntos parcialmente
ordenados. Compruebe que para cada C C A no vacio se cumple:

(a) ¢(minC) = ming[C],

(b) ¢(supC) = supp[C],

(¢) o(méxC) = maxp[C] y

(d) [C] = le[C]]-
Concluya que los ntimeros ordinales w, w+ 1, w+ncon 1 < n < w,
w~+ w, wy y we son dos a dos diferentes.
Sea O un conjunto de numeros ordinales. La pareja (0, <,) es un
conjunto bien ordenado. Sea « el tipo de orden de (0,<,). Sea
¢ : P, — O un isomorfismo de orden, y denotemos a ¢(j) por «;.
Pruebese que el nimero ordinal 8 = ¥,cp, ; es un nimero ordinal
mayor o igual que cada a;. Es decir, O C Pgy;.
Un nimero ordinal « es sucesor si existe un ordinal g8 tal que a =
B+ 1. En este caso, se dice que « es sucesor inmediato de 8y (8 es
antecesor inmediato de «. Un ndmero ordinal es un ordinal Iimite
si carece de antecesor inmediato. Muestre que ordinales como w,
w + w y wy son ordinales limites. Es posible también demostrar que
para cada ntimero ordinal «, existe un nimero ordinal limite S y un
numero natural n (posiblemente igual a 0) tales que o = 5 + n.
Hemos visto que cada nuimero ordinal « puede ser identificado con el
conjunto de los nimeros ordinales que son <, « provisto con su buen
orden <,. Para cada ordinal o podemos asociarle su cardinalidad |«|
que es igual al numero cardinal [{f : 8 es un nimero ordinal y 8 <,
a}|. Existen ntmeros ordinales o que tienen la caracteristica que
para cada 8 € a, |8] < |a|. A un nimero ordinal con esta propiedad
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se le llama ordinal inicial. Compruebe que w, w; y ws son ordinales
iniciales.

Demuestre, usando el Axioma de Eleccién (véase la proposicién
A.62) que dado un nidmero cardinal m existe un dnico ndmero ordinal
inicial a(m) tal que |a(m)| = m.

De esta manera, al suponer el Axioma de Eleccién, podemos iden-
tificar cada nimero cardinal m con el nimero ordinal a(m). Asi, al
primer cardinal infinito Xg se le denota como el primer ordinal inicial
w, y al nimero cardinal ¥y se le escribe también como w; .

(9) Sea o un ordinal y A C a. Decimos que A es cofinal en «, si para
cada A\ <, « (es decir, si para cada A\ € a), podemos encontrar un
B € A tal que la desigualdad A\ <, 8 se cumple. Demuéstre que:

(a) La coleccién de los nimeros pares es cofinal en w.

(b) La coleccién de los ordinales limites en wy es cofinal en w;.

(¢) La coleccién de los ordinales en wy que no son limites es cofinal
en wi.

(d) Cualquier subconjunto A de wy de cardinalidad R; es cofinal en
wi.

(e) Demuestre que si A es un subconjunto cofinal en wy, entonces
A no es numerable. Es decir, |[A| = ;.

(f) Sea (o )nen una sucesion de nimeros ordinales numerables (es
decir, a;, <, wy para todo n € N) tal que

g <o <o <o Oy <o onn

Pruebe que el supremo del conjunto {«, : n € N} (es decir, el
minimo de los nimeros ordinales que son mayores que todo a,)
es también numerable y es un ordinal limite.

(10) Dado un nimero ordinal (en particular, por lo dicho en el inciso (3),
dado un nidmero cardinal) « definimos su cofinalidad: ¢f(a), como el
nimero cardinal més pequeno m tal que existe A C a que es cofinal
en o'y |A] < m. Observe que siempre se cumple que cf (o) < |a.

Un ndmero ordinal (respectivamente, un nimero cardinal) « es
regular si cf(a) = |a|. Y « es singular si cf(a) < |al.

Verifique que los nimeros cardinales w y w; son regulares. Se
puede demostrar que el nimero cardinal w,, es singular.
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A. Tépicos de Teoria de Conjuntos

Ejercicios adicionales

A.IX. Producto de nuimeros ordinales

Dé una demostracion del teorema A.68.
Demuestre que para ntimeros ordinales « y 3, se tiene que a-(8+1) =
a- B+ a.
Pruebe usando induccién transfinita que 1 -« = « para cualquier
nimero ordinal . Ademaés, -1 = a.
Verifique que el producto de niimeros ordinales no es una operacién
conmutativa.
Para cualesquiera nimeros ordinales o, 8y v, (a-8) -y =a-(8-7).
Proporcione una demostracion a cada una de las afirmaciones siguien-
tes:

(a) Sia#0y S <, entonces a- 5 < - 7.

(b) Sia#0y a-8=a-, entonces 8 = 1.

(¢) a < B implica -y < B -7.

A.X. Maximo y supremo de un conjunto de ordinales

Dado un conjunto O de niimeros ordinales, diremos que un niimero ordinal
« es cota superior de O si 8 <, « para todo 8 € O. Si « pertenece a O, se dird
que « es el elemento maximo de O.

(1)

Sea O un conjunto de ntimeros ordinales. Consideremos el conjunto
C = {la| : @ € O} de nimeros cardinales. Por el teorema A.43 y
el corolario A.44 existe un numero cardinal m tal que || < m para
cualquier o € O. Demuestre que para cada o € O, « es estrictamente
menor, como numero ordinal, que el ordinal inicial a(m) (véase el

ejercicio A.VIIL(8)).

Del inciso (1), resulta que O es un subconjunto de Py (). Sea E =
{B € Pym) : B es cota superior de O}. Como (Pym), <o) €s un
conjunto bien ordenado, si el conjunto E es no vacio, existe un nimero
ordinal £, (0) <, a(m) tal que Bn(0O) es el primer elemento en E.
Ahora definimos el supremo del conjunto O segin m, supy,0O,
como sigue:
(a) supmO = mazxO si O tiene maximo;
(b) supmO = B (0) si O no tiene méximo y F no es vacio; y
(¢) supmO = a(m) si O no tiene méximo y E es vacio.
Demuestre que la definicién de supremo de O segiin m no depende
de la eleccién del cardinal m. Es decir, si n es un nimero cardinal
diferente de m y es tal que || < n para todo o € O, entonces sup, O =
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supyO. Asi definimos el supremo de O, supO, como sup{O cualquiera
que sea t que satisfaga |a| < t para todo a € O.

A .XI. Exponenciaciéon de ntimeros ordinales
Dado un numero ordinal fijo 8 definimos de manera recursiva el nimero
ordinal 8¢:
(1) g°=1,
(2) Botl = B> . B para cualquier ordinal a, y
(3) 8™ =sup{B” : v <, a} si a es un nimero ordinal limite (véanse los
ejercicios A.VIIL(6) y A.XI.(2)).

(1) Demuestre, usando induccién transfinita, que para cualquier niimero
ordinal a;, 1% = 1.

(2) Sea n un nimero ordinal finito mayor que 1. Entonces n* = w.

(3) w" <, w¥ para cualquier n <, w.

(4) Para cualesquiera ordinales o, 8 y 7 se cumple a®+7 = af - a7.

(5) Para cualesquiera ordinales o, 8y 7 se cumple (a?)7 = a7,

(6) Demuestre que (w - 2)? no es igual a w? - 4. Es decir, la relacién

(a-B)Y = a7 - B no es cierta para cualesquiera ordinales a, 5y 7.
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peso de, 171
refinamiento, 251
regresiva, 251
regular
espacio, 160
relacién, 309
de equipotencia, 316
de equivalencia, 309
de orden lineal, 310
de orden parcial, 309
de orden parcial estricto, 310
de orden total, 310
dominio, 309
en A, 309
inversa, 309
rango, 309
reflexiva, 309
restriccion de f a A, 315
reticulo, 344
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retraccion, 106
retracto, 106

Riesz, F., 7
Rubin, J. E., 324
Rubin, R., 324
salto, 302

Schréder, 320
secuencial, 108
segmento
final, 25
inicial, 25
segmento cerrado, 262
segunda categoria, 69
segundo axioma de numerabilidad, 85
separacién de un espacio, 257
Sierpinski
espacio de, 8, 148
sistema de vecindades de un punto, 17
sistema inverso, 281
de espacios topolégicos, 281
hilo, 281
Sorgenfrey, R. H., 29
Stone-Cech
compactacion de, 236
subbase para una topologia, 16
subbases, 35
subconjunto
abierto, 7
cerrado, 12
conulo, 201
de primera categoria, 69
de segunda categoria, 69
denso, 57
denso en ninguna parte, 57, 58
denso en si mismo, 57
fronterizo, 57, 58
nulo, 201
perfecto, 58
propio, 306
subconjuntos
de primera categoria, 69
de segunda categoria, 69
subespacio topolégico, 21
subespacios, 36
subgrupo topolégico, 143

sucesién, 5, 90
finita, 90
sucesor inmediato, 67
suma
topoldgica, 128
topoldgica libre, 128
suma libre de conjuntos bien ordena-
dos, 338, 340
suprayeccion, 314
supremo, 311

Teichmiiller, O., 345
Teorema

de A. H. Stone, 252

de Baire, 240, 243

de Cantor, 326

de extension de Tietze, 192

de Hausdorff, 325, 345, 346

de Heine-Borel-Lebesgue, 217

de Hewitt-Marczewski-Pondiczery, 139

de inmersién de Tychonoff, 196, 198

de Zermelo, 325, 346

del buen orden, 325
Tienda de Knaster-Kuratowski, 292
Tietze

Teorema de extensién de, 192
topologia

To, 148

T1, 150

de Vietoris, 37

base para una, 13, 14, 35

cofinita, 8

conumerable, 33

débil, 114

de la convergencia puntual en C(I),

60

de Vietoris, 37

discreta, 8

en un conjunto, 7

euclidiana

en R, 9

generada por una pseudométrica, 166

indiscreta, 8

inducida por el orden, 25

inicial, 114

més fina, 10
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mas gruesa, 10

relativa en Y, 21

subbase para una, 13, 16, 35
topologias comparables, 34
topologia

de cajas, 139
Toro, 133
totalmente disconexo, 289
trayectoria, 271

componente por, 298
Tukey, J. W., 345
Tychonoff

espacio de, 181

Teorema de inmersién, 196, 198
Tychonoff, A. N.; 194, 196

ultrafiltro, 98
unién
de dos conjuntos, 306
de una familia de conjuntos, 307
Urysohn
Lema de, 188
Urysohn, P., 29
Urysohn, P. S.; 207, 218

vecindad de un punto, 17
vectorial topolégico, 275
Vietoris, L., 37

Weierstrass, 207

z-filtro, 245

z-ultrafiltro, 246

Zermelo, E.; 322, 323, 325, 346
Zorn, M., 325, 346



