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Resumen

En este articulo expositorio hemos enlazado algunos temas que permiten
apreciar la relacién entre la teoria de conjuntos y la topologia. Ademéds de hacer
un breve recuento histérico de esta relaciéon, se estudian algunos resultados de
extensiones de espacios y de funciones continuas. Analizamos también la den-
sidad y celularidad de espacios producto, y discutimos la hipétesis de Souslin.
Trataremos con objetos y proposiciones tan variadas como son: los filtros, los
numeros cardinales, las familias casi-ajenas, los conjuntos linealmente ordena-
dos, los espacios de Mréwka-Isbell, el lema de la raiz, el teorema de Hewitt-
Marczewski-Pondiczery, la hipétesis de continuo y el axioma de Martin.
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1 Introduccién

La aparicién de la topologia general a finales del siglo XIX y principios del XX
es una consecuencia de varios acontecimientos importantes que tuvieron lugar du-
rante el siglo del romanticismo. Por un lado, se llevé a cabo la reformulacién, en
términos rigurosos, de conceptos bésicos del cdlculo tales como limite (d’Alembert y
Cauchy) y funcién continua (Bolzano y Cauchy), as{ como de criterios de convergen-
cia de series infinitas (Gauss). Por otra parte, empezaron a aparecer en el trabajo
matematico algunos fenémenos inesperados relacionados con la convergencia de se-
ries trigonométricas (Abel, Lejeune-Dirichlet, du Bois-Reymond), y se descubrieron
ejemplos de funciones continuas que no son diferenciables en ningtin punto (Bolzano,
Riemann y Weierstrass). La sorpresa que estos eventos causaron, condujo a revisar
la nocién de ntimero y a construir una teoria, también rigurosa, de los niimeros reales
(Méray, Cantor y Dedekind).

El otro acontecimiento clave (el més decisivo, quizd) que motivé la génesis de la
topologia, fue la aparicién de los trabajos sobresalientes de Riemann sobre variedades



de dimensién dos, los cuales prefiguraban el estudio de variedades de mayor dimension
y de espacios de funciones.

Estos hechos prepararon y motivaron la elaboraciéon de lenguajes y conceptos
que permitirfan generalizar la distancia y la geometria Euclideana, con el objeto de
obtener criterios de cercania lo mas abstractos posibles, para tratar sobre continuidad
y convergencia en espacios muy generales, como podian ser los conjuntos de funciones
(Arzeld, Volterra, Hilbert y Fredholm), o de curvas (Ascoli), o de planos (Borel).

Despues de varios intentos hechos por matemdticos como Fréchet [21] y Riesz [40],
[41], en 1914 Hausdorff logra dar una definicién definitiva de topologia en términos
de sistemas de vecindades [26]. La que sigue es la definicién de topologia que en la
actualidad es generalmente aceptada y que es casi equivalente a la dada por Hausdorff.
La definicién de Hausdorff incluye el axioma de separacién que ahora lleva su nombre.

Una topologia 7 en un conjunto X es una colecciéon de subconjuntos de X tal que

1. 0, X e,
2. 81 Ag, A1 € T, entonces AgNA; €7,y

3. st A C 7, entonces | JA € 7.

Como se puede apreciar, esta definicion es puramente conjuntista y posee un
enorme grado de generalidad. No es de extranar entonces que el estudio de los espacios
topoldgicos abstractos se encuentre estrechamente relacionado con los conceptos y las
técnicas de la teoria de conjuntos. Es por esto que, a esta rama especifica de la
topologia dedicada al estudio de los espacios abstractos, suele llamarsele topologia de
conjuntos.

Mi intencién en este trabajo es mostrar algunos aspectos de la relacion entre la
teoria de conjuntos y la topologia de conjuntos. Por esta razon, en este articulo vamos
a involucrarnos con objetos tales como filtros, conjuntos ordenados, combinatoria
infinita, nimeros cardinales y axiomas de la Teoria de Conjuntos.

Con este proposito, hemos organizado este trabajo como sigue: después de intro-
ducir en la seccién 2 algunas definiciones y notaciones, pasamos, en la secciéon 3, a
hacer un breve recuento histérico que nos proporcionard una visién un poco mas am-
plia de lo que ha sido la relacién entre estas dos disciplinas. En la secciéon 4 veremos
cémo es posible construir espacios topoldgicos importantes y ttiles a partir de con-
ceptos conjuntistas como filtro, familia casi ajena y conjunto parcialmente ordenado.
En las secciénes 5 y 6 se muestran dos ejemplos tipicos de problemas que aborda
la topologia de conjuntos; problemas en los que he estado trabajando, y que ahora
quiero compartir con los lectores; el primero tiene que ver con extensiones compactas
de espacios topologicos, y el segundo esta relacionado con extensiones continuas de
funciones. Se podra apreciar como estos problemas tienen una naturaleza conjun-
tista y cémo se resuelven utilizando ideas de la misma indole. En esas secciones
nos servimos de las ideas de filtro y familias casi ajenas para nuestros propositos, y
usamos algunos axiomas adicionales a los axiomas bésicos de la teoria de conjuntos
para obtener resultados nuevos. En la seccién 7 presentamos un lema fundamental y
clasico de combinatoria infinita: el Lema de la Raiz; con él pasaremos a la seccién 8



para discutir sobre celularidad y densidad en productos de espacios topolégicos. Esto
nos conectara con el tema de la dltima seccion: la hipétesis de Souslin y la linea de
Souslin. Aqui, de nuevo, nos reencontraremos con axiomas consistentes, conjuntos
ordenados, celularidad, densidad, etc.

Espero que el material que he elegido para presentar este trabajo refleje lo mas
posible la naturaleza apasionante de la topologia de conjuntos, siempre impregnada
de nimeros infinitos, légica y combinatoria infinita.

2 Notaciones y preliminares

Para cada conjunto X, denotaremos a la coleccién de sus subconjuntos con P(X),
y | X| es su cardinalidad, es decir |X| denota la “cantidad de elementos” que posee
X. Las letras griegas a y k designardn nimeros cardinales. Al primero y segundo
cardinales infinitos los denotaremos indistintamente por Ry o w y 8; 0 wy, respecti-
vamente. Resulta entonces que la cardinalidad del continuo (de los nimeros reales)
es igual a 2% = |P(N)|. Recuérdese que cada nimero cardinal « es igual al conjunto
de los nimeros ordinales menores estrictamente que « (véanse [30], [31]). Es por esto
que también usaremos el simbolo w para referirnos a los nimeros naturales. Si « es
un ndmero cardinal, entonces at es el menor cardinal mayor que «; es decir, o™ es
el sucesor inmediato de . Un cardinal « se dice que es regular si cualquier sucesién
creciente de ordinales menores que él, con limite «, tiene cardinalidad a.

Un espacio topoldgico es una pareja (X, 7) en donde X es un conjunto y 7 es una
topologia en X. A los elementos de 7 se les llama subconjuntos abiertos de X, y a los
complementos de los elementos en 7 se les llama subconjuntos cerrados. Para A C X,
denotaremos por int(A) o intx A al interior de A, que es el mayor subconjunto abierto
de X contenido en A; ademds, denotaremos por cl(A4) o clx A a la cerradura de A que
es el menor cerrado de X que contiene a A.

Un subconjunto D de un espacio topolégico X es denso si D contiene elementos de
cualquier subconjunto abierto no vacio de X. La densidad de X, d(X), es el minimo
numero cardinal « tal que X contiene un subconjunto denso de cardinalidad a.. Y un
espacio X es separable si d(X) = V.

Una coleccién C de subconjuntos no vacios de X se le llama celular si para distintos
elementos Cy y C; en C, se cumple que Co N Cy; = (). La celularidad de un espacio
X es el supremo de los nimeros cardinales « tal que podemos encontrar una familia
celular de subconjuntos abiertos de X de cardinalidad «.

Sea J un conjunto y sea X = {X, : j € J} una familia de conjuntos. El conjunto
producto X =[] jesXj es la coleccién de todas las funciones f tales que f : J —
Ujes Xj con f(j) € X; para cada j € J. Es decir, el conjunto producto de la familia
X es igual al conjunto de funciones de seleccién definidas en esta familia. Si cada X es
un espacio topolégico con topologia 7;, entonces podemos asociarle al producto X la
topologia 7 que tiene como base a los conjuntos A tales que A =[] jed Ajcon Aj €1;
para todo j € J, y, ademds, A; # X; s6lo para una coleccién finita de elementos en J.
A los conjuntos que acabamos de definir se les llama abiertos candnicos, y al espacio
(X, 7) asf definido se le llama espacio producto. De esta forma, los conjuntos abiertos



en la topologia producto de X son las uniones de abiertos candnicos.

Un conjunto parcialmente ordenado es una pareja (X, <x) en donde <x es una
relacién entre elementos distintos de X que satisface: ©* <x y y y <x z implica
que z <x z. Para x,y € X, la expresién x <x y significard que z <x y o x = y.
Una cadena Y en un conjunto parcialmente ordenado (X, <x) es un subconjunto
de X tal que si z,y € Y, entonces z <x y oy < z. Si (X,<x) es una cadena,
entonces decimos que (X, <x) es un conjunto linealmente ordenado (también se le
llama conjunto totalmente ordenado). Un elemento x, en un conjunto parcialmente
ordenado (X, <x), es cota superiordeY C X si se satisface que y <x x para cualquier
y € Y. Un elemento x € X es mazimal si © <x y implica z = y. Si x,y pertenecen
a un conjunto linealmente ordenado (X, <x) y # <x y, entonces denotaremos por
(x,y) (resp., [z,v), [z,—), [z,y])) al conjunto {z € X : = <x z <x y} (resp.,
{zeX:z<xz<yh {zeX:x<xzh{2z€ X:2<x z<x y}). De manera
andloga se definen los conjuntos (x,y] y («, y].

Los aziomas de Zermelo-Fraenkel (ZF) son los nueve axiomas bdsicos que deter-
minan los objetos elementales con los que trabajamos en matemaéticas: los conjuntos.
(Usaremos como sinénimo de conjunto las palabras familia y coleccion.) Sobre estos
axiomas estd elaborada la mayor parte de la teoria matematica. Algunos de estos
axiomas son: existe un conjunto; la unién, la interseccién y el producto de dos con-
juntos es un conjunto; existe un conjunto infinito; si X es un conjunto, entonces P(X)
es un conjunto, etc. (véase [31]).

El azioma de eleccion (C) es la proposicién:

2.1 Dados un conjunto J y una familia {F; : j € J} de conjuntos, existe un conjunto
A tal que |ANF;| =1 para todo j € J.

2.2 Usualmente los matematicos trabajamos usando a ZF +C = ZFC como nuestro
sistema axiomético base. Existen varias formas equivalentes de enunciar el axioma de
eleccion; una de ellas es: El producto de cualquier coleccion de conjuntos no vacios es
un conjunto no vacio. Otro enunciado equivalente a C es el llamado Lema de Zorn
que dice: (LZ) Si en un conjunto parcialmente ordenado (X, <x) cada cadena tiene
una cota superior, entonces existe en X un elemento mazximal x.

Las definiciones de los términos no definidos en este trabajo, pueden encontrarse
en los libros [20] y [22].

3 La Teoria de Conjuntos y la Topologia

En sus trabajos publicados desde 1872 hasta 1888 ([7]-[13]), George Cantor intro-
dujo el concepto de funcién inyectiva, establece la equipotencia entre los niimeros
algebraicos y los niimeros naturales y demuestra que los ntimeros reales no son nu-
merables. Como consecuencia de estos resultados surge la famosa y fundamental
Hipdtesis del Continuo (HC): No eziste un nimero cardinal intermedio entre la car-
dinalidad de los naturales y la cardinalidad de los reales, en simbolos:

Ny = 2%,



Mas tarde, Cantor introduce las nociones de punto aislado y de conjuntos frontera,
denso, derivado y cerrado, y obtiene importantes teoremas del tipo: Todo subconjunto
cerrado en R es la unidn de dos conjuntos, uno perfecto (en R) y el otro numerable
([13],(4]).

De esta manera Cantor funda la Teoria de Conjuntos y establece parte de los con-
ceptos y proposiciones basicos de la Topologia. Desde la aparicion de los trabajos de
Cantor hasta finales de la decada de los 20, se puede decir que la Teoria de Conjuntos
y la Topologia constituyeron una misma disciplina.

A principios del siglo XX, se inicia el estudio de los espacios abstractos. M. Fréchet
define los espacios métricos, y aparecen los trabajos de Hausdorff y Baire. Un ejemplo
de los resultados obtenidos en esta época es el siguiente famoso teorema de Baire quien
lo demostro6 para el caso X = R en 1889:

Teorema 3.1 (Hausdorff, [26]) En un espacio completamente metrizable X, la in-
terseccion de una coleccion numerable de subconjuntos abiertos y densos es un sub-
conjunto denso.

Durante los anos de 1920 a 1930 se demostraron algunos de los teoremas funda-
mentales de lo que ahora se conoce como Topologia General. Algunos de los maés
sobresalientes son:

Teorema 3.2 (Urysohn-Tietze, [51],[53]) Un espacio topoldgico X es normal siy sdlo
st cualquier funcion continua con valores reales definida sobre un subespacio cerrado
de X, tiene una extension continua a todo el espacio.

Teorema 3.3 (Alexandroff-Urysohn, [3]) Un espacio regular es metrizable si tiene
una base numerable.

Teorema 3.4 (Tychonoff, [52] ) El producto de espacios compactos es un espacio
compacto.

El primero, el teorema de extensién de Urysohn-Tietze, se refiere a uno de los
problemas esenciales de las matematicas: la extensién continua de funciones reales.
(Trataremos un problema de extensiones continuas en la seccién 6.) Este teorema
demuestra que la clase de los espacios normales es fundamental.

Por otro lado, el teorema de Alexandroff-Urysohn, de gran belleza y utilidad,
ejemplifica la posicién de los topdlogos de aquella época que pensaban sélo en términos
de numerable vs no numerable, sin detenerse a analizar las consecuencias de la
diversidad existente en el caso infinito no numerable.

Por ltimo, el teorema de Tychonoff es tanto conjuntista como topoldgico, e ilustra
cémo, incluso hasta finales de los anos 20, la Topologia y la Teoria de Conjuntos
permanecian estrechamente relacionadas.

En 1931 y en 1940 Kurt Godel obtiene dos resultados que han sido muy impor-
tantes en el desarrollo de la Topologia y de la Teoria de Conjuntos. Por un lado, Godel
demuestra que en cualquier teoria matemdtica axiomdtica T que incluye la aritmética,
se encuentran proposiciones cuya veracidad o falsedad no se pueden decidir en T [24].
Ademas, demostré que:



Teorema 3.5 [25] La Hipdtesis del Continuo (R; = 2%0) es consistente con ZFC.

Es decir, si los axiomas alistados en ZFC no producen ninguna contradiccién,
entonces estos axiomas junto con X; = 2%° no conducen tampoco a ninguna con-
tradiccién.

Como consecuencia de estos resultados, la Teoria de Conjuntos y la Topologia
se diferenciaron; se abandon¢ el estudio de los problemas ligados a la aritmética de
cardinales, y la Teoria de Conjuntos se dedic6 a la profundizacion en el desarrollo de
la légica y de las estructuras lingiifsticas. La Topologia por su parte, tomé un camino
distinto, dedicandose al estudio de variedades métricas con estructuras algebraicas
(Topologia Algebraica).

La Topologia Abstracta tiene un nuevo impulso a partir de 1944, cuando Jean
Dieudonné introduce el concepto de paracompacidad [18]. Este renacimiento se pro-
longa hasta los primeros afios de los 60. A este periodo pertenecen teoremas tan
importantes como el teorema de Stone que garantiza la paracompacidad de todo es-
pacio métrico [48], y los teoremas de metrizacién de Bing [5] y de Nagata-Smirnov
[36], [44]. Ademads aparecen contraejemplos importantes como la Linea de Sorgenfrey,
con la cual se prueba que el producto de espacios paracompactos no es necesariamente
un espacio de esta indole [46]; y la Linea de Michael que proveee un ejemplo de un
espacio normal cuyo producto con un espacio métrico separable no es normal [34].

Otro tema de gran importancia que tiene un fuerte impulso en esta época, es el de
la teoria de las compactaciones o extensiones compactas de un espacio topologico, que
habfa iniciado Aleksandrov en 1924 [1] y que, en la época de la que estamos hablando,
fue desarrollada por Stone, éech, Wallman, Hewitt y Katétov. (En la seccién 5
abordaremos un problema relacionado con extensiénes de espacios topoldgicos.) Un
resultado clasico en este sentido es el siguiente:

Teorema 3.6 (Stone—éech) Un espacio X es de Tychonoff si y solo si existe un
espacio BX tal que:

1. BX es compacto;
2. X es un subespacio denso de BX; y

3. si f: X —[0,1] es continua, entonces eviste una extension continua f° : BX —

[0,1] de f, es decir fP|x = f.

Mis tarde, en 1963 sucede otro acontecimiento clave en el desarrollo de la Topo-
logia de Conjuntos: Paul Cohen demuestra que

Teorema 3.7 [16] La consistencia de ZFC implica la consistencia de ZFC mds la
negacion de la Hipotesis del Continuo.

Ademas se dan a conocer las investigaciones de Jech, Tennenbaum, Solovay y Jensen
sobre la conjetura de Souslin ([27], [45], [50]), la cual trataremos con mas detalle en la
seccién 9 (HS: todo espacio topoldgico linealmente ordenado de celularidad numerable
es separable [47]) :



Teorema 3.8 [28] Si ZFC es consistente, entonces es consistente ZFC + existe un
espacio topologico ordenado de celularidad numerable y densidad no numerable.

Y Martin formula el axioma que lleva su nombre cuya versién topolégica dice

3.9 AM: En cualquier espacio compacto Hausdorff de celularidad numerable, la
interseccion de una coleccion de cardinalidad menor que 28 de subconjuntos densos
abiertos es un conjunto denso.

(Compérese esta proposicién con el Teorema de Baire que marcamos con el ntimero
3.1.) La técnica empleada en la prueba del teorema de Cohen, llamada Forcing, el
axioma de Martin, el principio de Jensen, y otras consecuencias del axioma de cons-
tructibilidad propuesto por Gdédel en los 30, pronto demostraron tener aplicaciones a
una amplia variedad de problemas topoldgicos relacionados con espacios abstractos.
Con lo cual se inicié otro periodo de fructifera creatividad en topologia conjuntista,
el cual atin continua.

Todos estos acontecimientos, que hemos mencionado hasta aqui, han influido en
el desarrollo de la topologia en general, que ha evolucionado en diversas direcciones,
unas mas geométricas, otras conjuntistas, otras mas algebraicas; cada una con sus
metas y herramientas. En particular, la topologia abstracta o conjuntista se ha de-
dicado al estudio de la realidad topoldgica que, ademés de tener como centro de su
preocupacién los nuimeros reales, incluye a toda la diversidad del mundo que esta
mas alld de Ry, y mas alld de ZFC, haciendo uso de axiomas adicionales como AM
y -HC, y tomando en cuenta la pluralidad de los cardinales infinitos. Por esta
razon, la topologia abstracta esta estrechamente ligada a la naturaleza de los nimeros
cardinales y su aritmética, al mundo de la combinatoria infinita y al mundo de los
axiomas adicionales y consistentes con ZFC. Entre otros temas, la topologia abstracta
se ha dedicado a explorar la clase de los espacios normales, y a explorar el mundo que
existe entre esta clase de espacios, por un lado, y la clase de los espacios metrizables
separables y compactos separables, por el otro; se ha dedicado también a estudiar los
invariantes topoldgicos determinados por ndmeros cardinales (Funciones Cardinales
Topoldgicas), a resolver los problemas de las topologias producto y de sus subespacios
densos, a estudiar los espacios de ultrafiltros, etc. (véase por ejemplo [17], [29], [42]).

4 Filtros y familias casi-ajenas

Los conceptos de filtro y ultrafiltro aparecen definidos por F. Riesz en 1908, en un
articulo [40] en el que se hacen notar las posibilidades de los filtros y ultrafiltros
para reemplazar a las sucesiones en la definicién del operador cerradura en espacios
topoldgicos abstractos. Es en 1937 cuando Henri Cartan ([14], [15]) introdujo de
manera explicita estos nociones, presentandolas con claridad como los instrumentos
indicados para generalizar el concepto de sucesion.

Definicién 4.1 1. Un filtro F en un conjunto X es un subconjunto no vacio de
P(X)\ {0}, tal que: (i) si Fy, F» € F, entonces Fy N F» es también un elemento
de F,y (ii)si F € Fy G DF, entonces G € F.



2. Un wltrafiltro es un filtro que no estd contenido propiamente en otro filtro.

3. Una coleccién no vacia F C P(X) \ {0} se dice que es una base de filtro si para
cada dos elementos I, Fy de F, existe F5 € F tal que F3 C F1 N F5.

4.2 Algunos ejemplos de estas clases de objetos son:

1. Siz € X, entonces {A C X : z € A} es un filtro. Este filtro es equivalente
a la base de filtro F, = {{z}} (Decimos que dos bases de filtro en X, F y G,
son equivalentes si F = {A C X : A contiene un elemento de F} es igual a
Gt ={A C X : A contiene un elemento de G}).

2. En el caso en que X es un espacio topolégico y x € X, entonces la coleccién
de vecindades de x en X es un filtro; y el conjunto {A C X : = € clx A} es un
ultrafiltro.

3. Sean s un numero cardinal y X un conjunto de cardinalidad mayor o igual que
k. Resulta que la colecciéon F,(X) = {F C X : | X \ F| < k} es un filtro en X.

4. Sea (X, <x) un conjunto linealmente ordenado con més de un punto, y sea
r € X. Entonces,

(a) B(z) = {(2,y) : 2 <x = <x y} es una base de filtro si « no es primero ni
dltimo elemento;
(b) D(z) = {[z,y) : ¢ <x y} es base de filtro si x no es tltimo elemento; y
(¢) Z(z) = {(y, x] : y <x} es base de filtro si z no es primer elemento.
Otro concepto importante puramente conjuntista es el de familia casi ajena (Can-

tor mismo ya consideraba este concepto; demostré que ninguna familia numerable
infinita de subconjuntos de w es maximal casi ajena; véase [32]):

Definicién 4.3 1. Sea x un ntmero cardinal, y sea X un conjunto de cardinalidad
> k. Una coleccién ¥ de subconjuntos de X es k-casi ajena si |C| > k para
cada C € X, y |Co N C4] < k para distintos Cy, Cq € 3.

2. ¥ es casi ajena si es Np-casi ajena.

4.4 Una técnica para construir topologias en un conjunto X es, precisamente, asignar
a cada punto z € X una base de filtro M (z) como sistema bdsico de vecindades
abiertas, de tal manera que

1. z € N para todo N € N(x); y

2. siy € N con N € N(z), entonces existe M € N(y) tal que M C N.



Asi, la topologia 7 en X generada por todas las bases de filtro N (z), estd formada
por los subconjuntos de X que son uniones de elementos en |J, .y N(z); es decir,
A € 7 si para cada a € A existe N, € N(a) tal que N, C A.

Por ejemplo, para generar la topologia discreta en un conjunto X basta tomar,
para cada z € X, la base de filtro N(z) = F, = {{z}} como un sistema bdsico de
sus vecindades.

4.5 Consideremos ahora el conjunto A,(X) = X U {o} en donde o ¢ X y k < | X|.
Elegimos para cada z € X la base de filtro N'(z) = {{z}}, y para o consideramos el
filtro N (o) = {{o} UV : VC Xy | X\ V| <k} ={{o}UV :V € F.+(X)} (véase
4.2.3). Esta coleccién de bases de filtro satisface las condiciones (1) y (2) en 4.4, por
lo que generan una topologfa en la cual cada AN (z) es una base de vecindades del
punto z € A, (X). Al espacio A,(X) se le llama la extension k-Lindeldf del espacio
discreto de cardinalidad | X]|.

4.6 Sea X una familia casi ajena en w. A cada C € X le asignamos un elemento ec

que no pertenece a w, de tal modo que si C, D € ¥y C # D, entonces ec # ep. Sea
P(E) =wU{ec : C € T}. A 9(X) le proporcionamos una topologia como sigue: un
sistema de vecindades de cada = € w es F, que fue definido en 4.2.1; y un sistema
de vecindades de ec es el filtro {ec} U{V C C : |C\ V] < No} = {e.} U Fno(C)
(véase 4.2.3). Una construccién de este tipo aparece ya en [2]. Cuando ¥ es maximal,
¥(X) es un ejemplo cldsico de un espacio primero numerable, localmente compacto,
pseudocompacto que no es numerablemente compacto. Gillman y Jerison sugieren
que Isbell es uno de los primeros autores que menciona este tipo de espacios ([23,
pag 269]). Pero parece que es en el trabajo de Mréwka [35], en donde (%), con
Y maximal, aparece publicado por primera vez . A un espacio del tipo ¥(X) le
llamaremos espacio de Mrowka-Isbell.

4.7 En el caso en que (X, <x) es un conjunto linealmente ordenado con més de un
punto, podemos definir la llamada topologia del orden en X al considerar, para cada
x € X, la base de filtro B(z) si z no es primero ni dltimo elemento, D(z) si x es
primer elemento, o Z(x) si x es tltimo elemento (véase 4.2.4).

5 Espacios débilmente pseudocompactos

Hasta aqui hemos visto que podemos construir topologias sobre un conjunto X en
términos puramente conjuntistas. Veremos, en ésta y en las secciones 6, 8 y 9, ejem-
plos de cémo podemos utilizar lenguaje y técnicas conjuntistas para plantear y resolver
problemas topoldgicos. En esta seccién trataremos un problema relacionado con ex-
tension de espacios topoldgicos, que resolveremos usando familias casi ajenas. Primero
unas definiciones. Recuérdese que un espacio X es pseudocompacto si es Gs-denso en
su compactacion de Stone-Cech BX (equivalentemente, X es pseudocompacto si para
cada funcién continua f: X — R, f(X) es acotado en R).

Definicién 5.1 1. Un conjunto G en un espacio X es Gy si es la interseccién de
una coleccién numerable de subconjuntos abiertos de X.



2. Un espacio X estd Gs-densamente encajado en un espacio Y si es homeomorfo
a un subespacio X’ de Y tal que todo conjunto G5 no vacio de Y intersecta a
X'

3. Un espacio X es débilmente pseudocompacto si puede ser Gs-densamente enca-
jado en un espacio compacto.

Hasta ahora se conoce poco sobre los espacios débilmente pseudocompactos. En
uno de los primeros articulos dedicados a este tipo de espacios, F. Eckerson [19] planted
el siguiente problema: ;Es el espacio A, () (véase 4.5) débilmente pseudocompacto?
Hace algunos meses, O. Okunev y el autor del presente articulo respondimos a este
problema en forma afirmativa cuando k = k* [38]. Para resolverlo, demostramos que
bastaba construir un espacio Z = Z,(a) que contuviera a A, («) Gs-densamente, y
que cada sucesién en A () tuviera un punto de acumulacién en Z. A grandes rasgos,
la demostracién que dimos es como sigue: Primero demostramos el lema siguiente, el
cual es una variante de un resultado obtenido por Tarski en [49] (véase por ejemplo
[17, pags. 286-288]).

Lema 5.2 Sean v, k y « cardinales tales que w < v < kK < a = a”. Entonces existe
una familia ¥ de subconjuntos de o que satisface:

1. |C| = k para cualquier C € X;
2. |Clﬂ02| <7y st 01,0262 yCl 7502,'
3. si D C ay|D| =", entonces existe C € C tal que |C N D| = 7.

Luego, usando este lema, construimos el espacio Z,(«) cuando w < k < a.

Veamos ahora como construimos este espacio. Vamos a pedir, ademés, que o = «
(la demostracién del caso general es un poco més complicado y no la trataremos aqui).

Por el lema 5.2 podemos tomar una familia ¥ casi ajena en « de tal forma que
la cardinalidad de cada elemento en X es igual a Ny, y si Cq,Cs son dos elementos
distintos en X, entonces |C1 N Cs| < Vg. Ademds, si D C « es infinito, entonces existe
C € ¥ tal que DN C es infinito.

Para cada C' € X, sea ec un elemento que no pertenece a A, (a) y tal que e # ep
si C,D € ¥y C # D. Consideremos el espacio Z = Z, (o) = Ax(a) U S en donde
S ={ec:C € X}, con la topologia generada por las siguientes bases de filtro (véase
4.2): acadax € « le asociamos la base de filtro F,; a cada ec € S le asociamos la base
de filtro {{ec} UV : V € F,(C)}; v al punto o le asociamos el filtro constituido por
todos los conjuntos de la forma {o} UV UW endonde V Cay |a\V| <k, y W CS
es tal que ec € W si y sélo si |C'\ V] < w. El espacio topoldgico asi generado, es un
espacio 0-dimensional (la demostracién de esta afirmacién no es trivial) Hausdorff.

Veamos ahora que, en efecto, A, (a) es un subconjunto Gs-denso de Z. Sea G =
Mpew An un G5 en Z; es decir, cada A, es un conjunto abierto en Z. Suponga-
mos ademas que G no es vacio. Vamos a demostrar que G contiene un elemento
de A.(«). Obsérvese primero que podemos suponer que a la sucesion (A, )n<w la
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podemos considerar decreciente y que cada A, pertenece a alguna de las bases de
filtro que generan la topologia en Z.

SiC € X yec € G, entonces a partir de algiin natural ng todo A,, es de la forma
ec UV, en donde |C'\ V,,| < Rg. Como |C| = wy, entonces () Vi # 0. Asi, si
T € (Vy5n, Va, entonces z € G N Ay (a).

Si o € GG, entonces existe n; < w tal que cada A, con n > ny es de la forma
{o}UV,UW,, endonde V,, Cay |[a\V,| <k, y W, C E(X) estal que ec € W, siy
sélosi |C'\ V.| <w. Por lo tanto [\, Va| < k. Es decir, existe z € aN() Va
puesto que k < «. Tenemos entonces que z € G N A, ().

Con esto queda demostrado que A, (a) es Gs-denso en Z,(a). Probemos ahora
que todo subconjunto numerable de A, («) tiene un punto de acumulacién en Z. Sea
D C « infinito. Por las propiedades de ¥ podemos garantizar que existe C' € X tal
que |C' N DJ es infinito. Por lo tanto ec es un punto de acumulacién de D.

n>ng

n>ny

6 Extensiones de funciones continuas

Veamos ahora un problema que involucra, una vez mas, a los espacios de la forma
P(X) =wUS, en donde S = {e¢ : C € ¥} (véase 4.6). Como mencionamos en la
seccién 3, los problemas de construir espacios con buenas propiedades que extienden
espacios dados, y de construir funciones con propiedades importantes que extienden a
funciones dadas, son dos problemas de tipo cldsico en Topologia (véanse por ejemplo
los teoremas 3.2 y 3.6). En la seccién anterior ya vimos un ejemplo de un problema del
primer tipo; ahora veremos un problema de extension de funciones. Dada una funcién
f 8 — {0,1}, jes posible encontrar una extensién continua f : SUN — {0,1}
de f, en donde N C w es tal que clys)yN D S?7 A una extensiéon de este tipo
le llamaremos extension esencial de f. También se puede plantear este problema
como sigue: Si pintamos de un color, entre dos posibles (verde o rojo), a cada punto
de S, jserd posible pintar los puntos de w en 1(X) de tal manera que para cada
C € 3, si ec tiene color rojo (respectivamente, verde), entonces todos los puntos
de C, con excepcién quizas de una coleccién finita, tienen color rojo (resp., verde)?
Trabajaron este problema V.I. Malykhin y A. Tamariz-Mascartia y obtuvieron los
siguientes resultados [33].

6.1 Sea X una familia casi ajena de cardinalidad Ro. Entonces, para cada funcion
f:8 —{0,1} podemos definir una extension continua f a todo ¥ (3).

Demostracion: En efecto, sea ¥ = {C), : n < w}. Definimos fen Cy como f(x) =

~

f(ec,). Ahora definimos, para cada = € Cy \ Co, f(x) = f(ec,). En general, si ya

o~

hemos definido f en todos los elementos de Jy<,;<, Ci, definimos f(x) = f(ec,,,)

para todo & € Cp11\Ug<;<, Ci- Por tltimo, definimos flec) = flec) para cualquier
C € ¥. Resulta que [ es una extensién continua de f a todo P(2). [ |
Para el caso en que ¥ no es numerable todo se complica. Aun mas, la respuesta

depende de axiomas adicionales y consistentes a ZFC. Por ejemplo, cuando anadimos
HC a nuestros axiomas usuales obtenemos:
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Teorema 6.2 Suponiendo HC, existe una familia casi ajena en w no numerable, X2,
tal que cualquier funcion f : S — {0,1} con fibras infinitas (es decir, | f~2(0)| > Ro y
|f1(1)| > No), no tiene extension continua esencial.

Cuando consideramos el Axioma de Martin obtenemos algo diferente como vere-
mos en el siguiente resultado. Antes quiero mencionar que AM implica la siguiente
proposicién conjuntista equivalente al Lema de Booth (véase [6]).

6.3 LB. Si A, B C P(w) son familias de cardinalidad < 2%°, y si, ademds, para cada
subcoleccidn finita C C A y B € B, |B\|UC| = No, entonces existe un M C w tal que
|B\ M| =Ry para cualquier B € B y |A\ M| < Xq para todo A € A.

Teorema 6.4 Suponiendo AM, se cumple que si ¥ es una familia casi ajena en w
de cardinalidad < 2%°, entonces cualquier funcion f : S — {0,1} tiene una estension
esencial.

Demostracion: Sea f : S — {0,1} una funcién. Sean S; = f~1(i) y &; = {C € X :
ec € S;} (i =0,1). Por LB (ver 6.3) existen My, M1 C w tales que |[A\ My| = Rg
y |A\ Mi| < Xg para cada A € 3o, y |B\ My| < R y |B\ M| = ¥y para cualquier
B € ¥;. Definimos R = w\ My y T/ = w\ M;. Entonces, para A € ¥y, ANR' =
A\ (w\ R') = A\ My es infinito. Similarmente, para cualquier A € ¥y y cualquier
B €Y, T"N B es infinito y R’ N B y T/ N A son finitos. Los conjuntos R = R'\T" y
T =T’ son ajenos y, para cada A € g y cada B € ¥1, AN Ry BNT son infinitos, y

ANT y BN R son finitos. Definimos f|s = fy f(r) =0 paracadar € R,y f(t) =1
para cada t € T. La funcién f es una extensién esencial de f. ]

7 El Lema de la Raiz

Un dltimo resultado conjuntista, puramente combinatorio, que quiero mencionar aqui
es el llamado Lema de la Raiz (véase [43]). Veremos cémo este lema nos auxiliard, en la
seccién siguiente, para calcular la celularidad de un producto de espacios topoldgicos
en términos de la celularidad de los subproductos finitos.

Teorema 7.1 Sea A una coleccion de cardinalidad k de conjuntos finitos en donde
K es un cardinal no numerable y reqular. Entonces existe A C A y un subconjunto
finito F (posiblemente vacio) tal que |A'| = k and A1 N Az = F para cualesquiera dos
elementos diferentes Ay y Ay de A'.

Demostracion: Para cada n < w, definimos A, = {A € A : |A] = n}. Es claro que
A = U, <y An- Como & es un nimero regular y x = |J,,,, |An|, podemos concluir
que existe ng < w tal que |A,,| = k. Asi que, sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que todos los elementos de A tienen la misma cardinalidad n. Seguiremos
con esta demostracién realizando inducciéon sobre n. Si n = 0, entonces tomamos
A=Ay F = (. Supongamos que el teorema es vdlido para n, y supongamos que
todos los elementos de A tienen cardinalidad n+ 1. Sea € la coleccién de subfamilias
celulares de A. No es complicado verificar que en esta colecciéon de subfamilias se
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cumplen las hipdtesis del lema de Zorn (véase 2.2). Asi que existe un elemento
maximal B en €. Si |B|] = k, tomamos A" = By F = (). Supongamos ahora que
|B] < k. Entonces |UB| = A < k. Si UB = {py : v < A}, definimos, para todo
vy< AN A ={A e A\ B :p, € A}. Es claro que |A\ B] = k. Usando la
maximalidad de B tenemos que A\ B = (J,_, A,. La regularidad de x nos lleva a
concluir la existencia de un 79 < X tal que |A,,| = x. Tomamos ahora la familia
M= {A\ {py,} : A € A,}. Por hipétesis de induccidn, existe M’ C M y existe
F', tales que |[M'| = k y F' = A} N A} para cualesquiera distintos A}, A5 € M'.
Finalmente tenemos que la familia buscada es {A € Ay, : A\ {py,} € M}, y el
conjunto F es F' U {p,,}. |

8 Celularidad y densidad en productos

Como en el caso del teorema de metrizabilidad de Alexandrov-Urysohn (teorema 3.3),
podemos obtener informacién importante sobre un espacio cuando conocemos qué tan
numerosas son algunas colecciones de sus objetos topoldgicos. Establecemos entonces
funciones ¢ que asocian a cada espacio topolégico X con un ntimero cardinal ¢(X) de
tal manera que si X y Y son espacios homeomorfos, entonces ¢(X) = ¢(Y). Esto es lo
que se suele llamar como funcion cardinal topologica. Dos ejemplos de estas funciones
son la densidad y la celularidad que ya definimos en los preliminares. Por ejemplo, la
recta real con su topologia Euclideana es un espacio linealmente ordenado que contiene
un subconjunto numerable, los racionales Q, que es denso; es decir, cualquier abierto
en R contiene un racional. Esto implica que cualquier coleccién celular de abiertos
en R debe tener cardinalidad < N, ya que cada uno de estos abiertos debe contener
por lo menos un elemento del conjunto denso Q. Es decir, d(R) = ¢(R) = Xy. Con un
razonamiento semejante es posible demostrar que, en general, se cumple ¢(X) < d(X)
para cualquier espacio topoldgico X.

Para construir espacios con celularidad estrictamente menor a su densidad, basta
con considerar el producto de una cantidad suficientemente grande de factores, te-
niendo cada uno de ellos densidad pequena, como veremos en esta secciéon. Nos
interesa pues saber:

8.1 ;Cudl es la relacidon de la celularidad (respectivamente, densidad) de un espa-
cio producto con respecto a las celularidades (respectivamente, densidades) de sus
factores?

La densidad de un producto estd determinada por el famoso teorema de Hewitt-
Marczewski-Pondiczery (puede encontrarse una demostracién en [20]).

Teorema 8.2 Sea X =[], X; con |T| < 2% y tal que d(X;) < k para todo t € T
Entonces d(X) < k.

Con respecto a la celularidad en el producto de espacios topoldgicos, todo se

complica més, como veremos a continuacién y en la seccién 9. Un primer resultado
al respecto es el siguiente, cuya demostracion estd basada en el lema de la raiz.
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Teorema 8.3 (Noble y Ulmer, [37]) Si c(][;cp X;j) < o para cualquier subconjunto
finito M C J, entonces c([];c;X;) < a.

Demostracion: Supongamos que « es un numero cardinal infinito y que {V) : A <
a*} es una familia de conjuntos abiertos no vacios en X = [[;.;X; dos a dos
ajenos. Podemos suponer que cada conjunto V) es canonico; es decir, para cada
A < a podemos encontrar un conjunto finito £ de elementos en J, tal que Vy, =
[I;e; WA, j) de tal forma que cada W(J,j) es un subconjunto abierto de Xj, y
WA, j) = X; siysélosij¢ F\. Puesto que a®™ es un cardinal no numerable y
regular, podemos encontrar una subcoleccién G de {Fy : A < a*}, y un conjunto
finito G tal que si M, N € G, entonces M N N = G (Teorema 7.1). Sea B = {\ <
at 1 Fy € G}. En el caso en que G # 0, entonces {[[,c. W(A,i) : X € B} es
una familia de o subconjuntos abiertos en [Licq Xi- Puesto que c(J[,cq Xi) < o
deben existir A,y € By (#i)icq € [Lica WA, ©) N [Lica W(7,4). En el caso en que
G = 0, escogemos A,y € B arbitrariariamente. Ahora, en cualquiera de los dos casos
anteriores hacemos la siguiente eleccién para cada i ¢ FxNF,: sii € Fy\\ G, tomamos
x; € W(Ai); sii € Fy \ G, tomamos x; € W(v,1); sii € G\ (F\ UFy), tomamos
x; € X;. Entonces (z;)ics € Vi NV4, lo cual contradice nuestra hipétesis que afirma
que estos conjuntos son ajenos. |

Como consecuencia de los teoremas anteriores, resulta que la celularidad de R® es
igual que Ny para cualquier nimero cardinal a. En cambio, la densidad del producto
de 2"t copias de la linea real es igual a N;.

9 La linea de Souslin

Hasta aqui hemos visto como se pueden entrelazar los conceptos topoldgicos y con-
juntistas, obteniendo herramientas que nos permiten desarrollar lenguajes y técnicas
para obtener un mayor conocimiento sobre espacios topoldgicos abstractos. Después
de todo lo ya tratado, resulta natural que finalicemos este trabajo haciendo algunas
dltimas consideraciones sobre la linea real, la linea de Souslin y la celularidad del
producto de espacios topoldgicos. Obsérvese que el teorema 8.3 no nos dice nada con
respecto a la relacién de la celularidad de un espacio X y la celularidad de X?2.
Cantor demostré que si (D, <p) es un conjunto linealmente ordenado numerable
que no tiene primero ni dltimo elemento y que es denso en si mismo (es decir, para
cada x,y € D tales que x < y, existe z € D que satisface x < z < y), entonces D es
isomorfo a Q; o sea, existe una funcién biyectiva ¢ : D — Q tal que = < y implica
¢(z) < ¢(y) (véase [30, pag. 71]). A partir de este resultado es posible demostrar que

9.1 si (X, <x) es un conjunto linealmente ordenado que satisface:

1. X no tiene ni primero ni iltimo elemento;
2. X es conexo cuando se considera con su topologia del orden; y

3. X es separable con su topologia del orden;
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entonces (X, <x) es isomorfo a la linea real (véase [30, pag. 77]).

En 1920, Souslin publicé un trabajo en Fundamenta Mathematicae [47] en donde
conjeturé que es posible obtener el mismo resultado en 9.1 si en lugar de la condicién
(3) se pide:

3’. la celularidad de X con la topologia del orden es numerable.

Lo cual es equivalente a decir: todo espacio linealmente ordenado con celularidad
numerable es separable.

Definicién 9.2 Un conjunto linealmente ordenado (X, <x) es una linea de Souslin
si, con la topologia del orden, X tiene celularidad numerable pero no es separable.

La Hip6tesis de Souslin (HS) es la afirmacién “No eziste una linea de Souslin”.

En [28], Jensen demostré que la existencia de una linea de Souslin es consis-
tente con ZFC. Previamente, Solovay y Tennenbaum demostraron que la hipétesis
de Souslin también es consistente con ZFC (véase el corolario 9.8).

Resulta que -HS y AM + — CH producen realidades diferentes sobre la celu-
laridad de un producto de espacios topolégicos como veremos en los siguientes dos
teoremas.

Teorema 9.3 FEl producto de dos lineas de Souslin es un espacio con celularidad
estrictamente mayor que Ng. FEs decir, si X es una linea de Souslin, entonces se
cumple que c¢(X) = Vg pero ¢(X?) > Ny.

Demostracion: Sea X una linea de Souslin. Por inducciéon vamos a tomar, para cada
A < wi, elementos ay, by, ¢y tales que

1. ay <by < Cx,
2. los intervalos (ax, bx) y (ba, ca) no son vacios, y
3. (CL)\,C)\) n {bg : f < )\} = 0.

Sea W el conjunto de puntos aislados en X. Puesto que para cada punto aislado
w en X, {w} es abierto en X, y como la celularidad de X es numerable, entonces
|[W] < RXy. Ahora supongamos que hemos elegido los puntos ae, be, c¢ para cada
€ < A <wi. Como X no es separable, X \ cl(W U {b¢ : £ < A}) es un subconjunto
abierto y no vacio de X, por lo cual contiene un intervalo (ayx,cy). Ademds (ay,cy)
no contiene puntos aislados, por lo cual [(ax,cy)| > Ro; es decir, podemos tomar
by € (ax,cy) tal que (ax,by) # 0y (ba,cn) # 0. Con esto finalizamos el proceso
inductivo.

Tomamos ahora, para cada A < wy, el conjunto Uy = (ax,by) x (ba, cx). Por (2),
Uy #0. Y si & <X <uwi, entonces Us N Uy = 0, puesto que, por (3), o bg < ay, en
cuyo caso (ag,be) N (ax,bx) =0, 0 bg > ¢y, y en este caso (be, ce) N (bx, ) = 0. Por
lo tanto, {Uy : A < w1} es una familia celular no numerable en X2 ]

Para demostrar el dltimo de los teoremas de este articulo, tenemos que establecer
algunos resultados preliminares.

15



Lema 9.4 Supongamos AM + — HC, y sea X un espacio compacto Hausdorff de

celularidad numerable. Sea {Uy : A < w1} una familia de subconjuntos abiertos no

vacios de X . Entonces, existe J C wy de cardinalidad X1, tal que {Uy : A € J} tiene la

propiedad de interseccion finita (es decir, si J' C J es finito, entonces ;¢ ; U; # 0).

Demostracion: Para cada A < wy sea V) = U'y>>\ U,. Tenemos entonces que A < § <

wy implica V¢ C V. Veamos que existe un A tal que para todo £ > A se cumple que
cl(Ve) = cl(Va) (%)

Si no existe tal A, entonces podemos encontrar una sucesién estrictamente creciente
de ordinales A, (y < wi), tal que para cada v, cl(Va ,,) # cl(Vi ), por lo cual
Ay =Vy \c(Va, ) #0. Los conjuntos A, son abiertos y ajenos por pares, lo cual
contradice que ¢(X) = Ny.

Por lo tanto podemos encontrar un A que satisface (x). Resulta entonces que
Y = cl(V)) es un compacto Hausdorff de celularidad numerable, y {Ve : £ > A} es
una coleccién de cardinalidad R; de abiertos densos en Y. Como hemos supuesto
AM + - HC, resulta que D = ﬂ£>)\V§ es denso en Y (véase 3.9). Esto implica
que la interseccién de cualquier coleccién finita de elementos en {Ug : € > A}, debe
intersectar a D. ]

9.5 En una seccién previa, ya hablamos de filtros y ultrafiltros en P(X)\ {0}. Pode-
mos generalizar estos conceptos y definirlos con relacién a C C P(X) \ {0}. As{ por
ejemplo, un wultrafiltro en una coleccién de conjuntos C C P(X) \ {0}, es un filtro
cuyos elementos pertenecen a C, y el cual no estd contenido propiamente en ningin
otro filtro contenido en C.

Sea (X, 7) un espacio topolédgico cualquiera. Para cada conjunto abierto U de X
podemos considerar el conjunto U* = int (cl(U)). Sea S(X, ), o simplemente S(X),
el conjunto de todos los ultrafiltros en {U* : U € 7\ {0}}. Para cada U € T podemos
considerar el conjunto U = {p € S(X) : U* € p}. La coleccién {U : U € 7} forma
una base para una topologia § en S(X). El espacio (S(X), ) es compacto Hausdorff.
(Para una discusién general sobre compactaciones, se puede consultar [17], [39], o
[54].) Ademés se puede demostrar que:

1. SiU €7\ {0}, entonces U # 0.
2. St U yV son abiertos ajenos en X, entonces Unv=40.
3. Si c(X) =Ro, entonces c(S(X)) = No.

Lema 9.6 Supongamos AM + — HC. Entonces, el lema 9.4 es aun cierto para
cualquier espacio X.

Demostracion: Sea {Ux : A < w1} una familia de abiertos no vacios en X. Entonces
{Uy : A < w} es una coleccién de abiertos no vacfos de S(X) (9.5). Por el lema 9.4
podemos encontrar una subcoleccién {ﬁg : £ € J} con la propiedad de interseccién
finita y con |J| = R;. Por 9.5.2 tenemos que {U¢ : £ € J} tiene la propiedad de
interseccién finita. ]
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Teorema 9.7 (AM + — CH) El producto de espacios de celularidad numerable
tiene celularidad numerable (compdrese este resultado con el teorema 9.3).

Demostracion: Es suficiente demostrar el teorema para el caso de dos espacios con
celularidad numerable, ya que esto implicaria que el teorema es cierto para cualquier
producto finito de espacios con celularidad numerable. De esta forma, obtendremos
el resultado deseado al aplicar el teorema 8.3.

Sean X y Y dos espacios tales que ¢(X) = ¢(Y) = Rg. Supongamos que ¢(X xY) >
Rg. Sea {W : A < w;} una familia celular de subconjuntos abiertos no vacios de
X x Y. Para cada W) existen abiertos no vacios Uy C X y V) C Y, tales que
Ux x V\ € Wy. Por el lema anterior, existe J C wy tal que {Uy : A € J} tiene
la propiedad de interseccién finita, con |J| = N;. Ahora bien, si j,k € J, entonces
UinNUk # 0y (Uj x V;)N (U x Vi) = 0; por lo tanto, V; N Vj, = (. Pero esto significa
que {Vy : XA € J} es una familia celular en Y, lo cual es una contradiccién. ]

Corolario 9.8 AM + - CH implica HS.

Demostracion: AM + — CH implica que el producto de dos espacios de celularidad
numerable tiene celularidad numerable. Por otro lado, si existe una linea de Souslin
X, entonces ¢(X) = Rg y ¢(X?) > Ry (teorema 9.3); lo cual es una contradiccién. Por
lo tanto se cumple HS. [ |

. . ,
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