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Aplicaciones del
algebra booleana

1.1. Implementacion de formulas con circuitos digitales

Hoy en dfa nos encontramos en todos lados dispositivos electrénicos llamados micro-
procesadores que controlan automéviles, lavadoras, refrigeradores, I-pods, relojes digitales
y un sin fin de aparatos eléctricos y electrénicos que usamos ya casi sin pensar. El como
funcionan estd determinado por los circuitos que contienen y que estdn modelados con lo
que se conoce como dlgebra booleana, la cual responde a la 16gica proposicional.

Como en la 16gica proposicional tenemos variables que pueden tomar dnicamente dos
valores, 0 y 1 —;recuerdan el uso de interpretaciones?—, con tres funciones bésicas:

= T que corresponde a —w.
= 7, + vy que corresponde a vy v Us.
= ;- U (0 simplemente vyv;) que corresponde a vy A vs.

Como cualquiera de los operadores restantes de la [6gica proposicional (—, <) los po-
demos representar usando nicamente estos tres, tenemos todo lo que podemos necesitar’.
Veamos algunos ejemplos de circuitos.

'A esta forma de construir férmulas se le denomina forma normal conjuntiva.



Aplicaciones del dlgebra booleana

Ejemplo 1.1.1 Construyamos un controlador para el aire acondicionado de una oficina.
Queremos que si la temperatura ambiental sube a mas de 28 grados el aire acondi-
cionado se active; lo mismo si la humedad esta por arriba del 50 %. El dispositivo
tiene dos entradas, el estado de la temperatura (en realidad, solo si la temperatura
excede 28 grados) y si la humedad estd por arriba o por abajo de 50 %. Como se ve,
podemos representar ambas entradas con variables booleanas (l6gicas) y como debe
reaccionar el aire acondicionado con una tabla de verdad:

(Temp > 28°? | ;Humedad >50%? | ;Aire encendido?
no no no
no si si
si no si
si si si

Podemos observar que esta tabla de verdad corresponde —si asociamos 1 con “si” y
0 con “no”— a la tabla de verdad del conectivo légico v, por lo que si asignamos
Ja variable ¢ a que la temperatura sea mayor a 28°, h a que la humedad sea mayor
a50% y p a si el aire acondicionado estd o no encendido, podemos pensar que la
expresion booleana que modela nuestro controlador estd dada por p = ¢ v h, o bien,
en términos de operaciones en el dlgebra booleana p = ¢ + h.

A las tres operaciones bdsicas del dlgebra booleana les corresponden compuertas 16gi-
cas, que tienen, en general, una o més entradas y una tnica salida®. Las tres compuertas

basicas se representan como sigue:
z+y z

D

T VY TAY -

=R

Para el ejemplo anterior, todo lo que necesitamos es una compuerta or que queda como

sigue:
c P
h

p=c+h

Ejemplo 1.1.2 Una impresora va a imprimir sélo si la impresora estd en linea y el sensor
de papel dice que hay papel.

en-linea A papel = imprimir

2Muchos autores utilizan compuertas con k entradas, k& = 2, y una salida, aprovechando la propiedad de
asociatividad de A y v.
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La tabla que corresponde a esto es: Una compuerta and nos resuelve facil-
5 - ==k mente el problema:
en linea | papel || imprimir
’7 z rd #
si s si
z enlin i
si no no _—j impr
no si no papel
no no no

Ejemplo 1.1.3 El calentador de gas de una casa estd conectado a dos termostatos, uno en
la sala y el otro donde estd el calentador. Si la temperatura de la sala baja a 17° o
menos, el calentador se prende. Pero si la temperatura en el cuarto del calentador
sube a mas de 40°, el calentador se apaga.

€s) Las compuertas correspondientes son:
cuarto >de 40 | sala <17° | encender i
0 0 0 ¢ >° _
cs
0 1 1 s }
1 0 0
1 1 0

Ejemplo 1.1.4 Entre tres electores, la ley pasa si hay dos o mas votando a favor.

La tabla queda como sigue:

elector 1 | elector 2 | elector 3 || se aprueba
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 |
1 1 0 1
1 1 1 1

La férmula que representa a esta tabla es (ejes) + (e1€3) + (eze3) + (e1ezes) y el
circuito correspondiente:
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€1 €3

€1

(e1 ea) + (e e3)

e —& 2

((e1 e2) + (e1 €3)) + (e2 ea)

(((e1 e2) + (1 e3))
+(ez €3)) + ((e1 e2) e3)

(el 62) €3

Cuando una linea muestra un punto, quiere decir que se saca la sefial directamente del
cable después de alimentarla, para garantizar que todas son la misma sefial.

Ejemplo 1.1.5 Queremos construir un sumador de nimeros de tres bits. El algoritmo para
sumar nimeros binarios es igual al que usamos para sumar nimeros en base 10, por
lo que procedemos de derecha a izquierda. Tenemos un acarreo cuando la suma de
los ndmeros iguala o pasa la base. En el caso de base 2, 1a suma de dos bits responde
a la siguiente tabla:

bit, | bity | suma | acarreo
0 0 0 0
0 1 1 0
1 0 1 0
| 1 0 1

Es facil construir un circuito légico que produzca la suma y el acarreo de dos niimeros
de un solo bit. La tabla correspondiente es la que acabamos de dar.

Estamos frente a un dispositivo con dos entradas y dos salidas. Las entradas las cons-
tituyen los bits a sumar (B y b3), mientras que las salidas son la suma (s;) y el
acarreo (¢1). En general, cuando estamos haciendo la suma de dos cantidades de &
bits podemos esperar una salida con & + 1 bits, &k de ellos las sumas correspondientes
y el dltimo bit que corresponderd al acarreo.

Si vemos la tabla notaremos que la suma es 1 cuando algunos de los dos bits es 1,
pero no ambos (a esto se le conoce como el o exclusivo y se representa con @). De lo
anterior, la columna de la suma corresponde a la formula s = (by A —by) v (—b; A b)
que en la notacién que estamos siguiendo para los circuitos digitales, con + en lugar
de v, la multiplicacién implicita en lugar de A y T en lugar de —z, queda como
s = (biby) + (b1by) —que es equivalente a (by + by)(b1bz). En cuanto al acarreo,
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vemos que hay acarreo cuando ambos bits estdn en 1, o sea b; A by que corresponde
a la expresion ¢ = b b,. El circuito correspondiente se encuentra en la figura 1.1.

Figura 1.1. Circuito correspondiente a la suma de dos bits

b b1 + by
by —Hﬁ

: S = (bl + bg)(blbg)
biby

Cc = ble

blbg D@

A este circuito se le conoce como medio sumador (half adder) y lo podemos re-
presentar en forma compacta como una caja que recibe dos entradas y produce dos
salidas, como se muestra en la figura 1.2.

Figura 1.2. Diagrama de bloque de un medio sumador

by
b

HA c

Si queremos sumar dos nimeros de dos bits cada uno, tomamos el acarreo producido
por la primera pareja de bits para sumarlo a la segunda pareja de bits:

bia

(o
b2
b
O
Py
"
(3]
Q
)

e e T e T S o S e T e T
— = O O = = O O
_ O - O R O RO
— O O~ O = ~= ©
[l e S S e B e T o M

Sin embargo, como nuestros medio sumadores sélo reciben dos entradas (no tres,
como las que tenemos) tenemos que asociar y sumar los dos bits y obtener una suma
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parcial y un acarreo parcial; usamos la suma parcial para sumarla al acarreo anterior y
obtener la suma de la segunda posicién. Para el acarreo, si hubo acarreo en la suma de
los dos bits, ya no puede haber mds acarreo al sumarle el acarreo parcial y viceversa:
si no hubo acarreo en la suma de los dos bits, podra haber acarreo al sumar el acarreo
parcial. La tabla para este sumador queda como sigue:

bia | baa

wn
k]
5]
[y
W
[}
(5]
B2

= === o O O O
= O O - O O
O O === OO
= o kL, © = O = 9O
- o O~ O = ©
— =D RO O O

Los tnicos renglones un poco mds complicados son los dos dltimos, pues tienen aca-
rreo provocado por los dos bits pero que no se refleja en la suma parcial, sino que
hay que mandarlo al acarreo total de la suma. Hay que notar que cuando los dos
bits a sumar estdn en 1, el acarreo se va a producir independientemente del valor del
acarreo anterior; asimismo, el acarreo anterior ya no puede provocar un segundo aca-
rreo, por lo que la suma de los dos bits produce directamente el segundo acarreo en
este caso. El segundo acarreo también puede ser provocado, como se ve en la tabla,
si la suma parcial es 1 y el acarreo anterior es 1, s,c;. Este tltimo resultado lo obte-
nemos si a un medio sumador le alimentamos la suma parcial y el acarreo anterior.
De esta discusién podemos disefiar nuestro circuito usando medios sumadores y una
compuerta or:

Cy HA 8o

S

I
b12

— Cp
HA bibs ' "
byy —

A la figura anterior es a lo que se conoce como un sumador completo (full adder)
que recibe tres entradas y produce dos salidas, la suma y el acarreo.

Para cumplir con nuestro objetivo original, donde queremos sumar cantidades de tres
bits, vamos a usar un medio sumador, ya que la posicién 0 no tiene acarreo, y dos
sumadores completos para las otras dos posiciones, quedando nuestro circuito como
se muestra en la figura 1.3 y que corresponde a la siguiente suma:
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Gy Co 0

bis bz bu

bas by by
€4 S3 S22 81

Figura 1.3. Sumador para cantidades de tres bits

bu 51
HA Co
bay —‘ s
bao FA
C3

b

12 *' s
bas FA
bis et G

Ejemplo 1.1.6 Tenemos el siguiente circuito 16gico para la férmula (z + 7) + (z2).

T T+Y

|

RN \J (£ +7) + (z2)

A este circuito le corresponde la siguiente tabla de verdad:

X|y|lz|¥|x+¥|xz| (x+7)+ (x2)
0(0]|0]1 1 0 1
00|11 1 0 1
0/1(0]0 0 0 0
of1(1/0| O 0 0
110/0|1 1 0 1
110]1]1 1 1 1
1|{1(0j0f 1 0 1
111(1]0 1 1 1




8 Aplicaciones del algebra booleana

En el dltimo ejemplo nos preguntamos si hay alguna expresién mds sencilla para este
circuito. Observando la tabla de verdad vemos que la férmula se evalda a 1 cuando ¥ es
verdadera o cuando z es verdadera. Por lo tanto, podriamos “simplificar” esta férmula para
tener = + 7, que es mucho més sencilla y nos darfa el mismo resultado —véase figura 1.4.

Figura 1.4. Férmula simplificada z + 7 = (z + ) + z2

¥ _
T T
DQEF—D—

X

== O O M

— O = O«

o = O o~
g

+
1
0
1
1

Una manera de encontrar esta equivalencia es utilizando derivaciones o 1ogica ecuacional:

(x+7) + (z2) =T+ z) + (z2) Conmutatividad
=7+ (z + (z2)) Asociatividad
=7+ zx Eliminacion de A
=xX+y

Ejemplo 1.1.7 Veamos el circuito que corresponde a la férmula = + (y(2Z)).

- 5;: z + (y(22))

z *>>:’7—/ 27)
Z
Simplifiquemos esta formula:

z + (y((22)) =z + (y(T + 2) De Morgan
=(z + y)(z + (T + 2)) Distributividad
=(z+y)((z+7T) + 2) Asociatividad
=(z + y)(true + 2) Tercero excluido
=(z + y)(true) Dominancia de la suma
=(z +y) Identidad del producto

Lo que deja un circuito mucho més econémico y sencillo que el anterior:
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T+ Y

El problema con este método es que tenemos que tener una idea de a dénde queremos
llegar (los dos lados de la equivalencia), lo que cuando queremos simplificar formulas no
siempre es claro. Para ello tenemos un mecanismo para simplificar circuitos digitales que
veremos a continuacion.

1.1.1.- Dada la siguiente descripcién, construye la tabla de verdad que representa a esa
funcién y el circuito digital correspondiente.

(a) Un circuito que implemente votacién mayoritaria de cinco individuos.

(b) Un circuito que compare dos niimeros binarios de dos bits cada uno —(z1, zo),
(y1,10)— y regrese O si el segundo es mayor que el primero y [ si el primero es
mayor que el segundo.

(¢) Un circuito que diga que una torta de jamon puede tener queso pero una torta
de huevo no.

(d) Los refrescos que hay tienen gas si son de cola o fresa y no tienen gas si son de
fresa o naranja. Un refresco no puede ser mas que de un sabor.

1.1.2.- Describe la férmula que corresponde a los siguientes circuitos:

(a) (c)

.

=

}

() (d)

6y
w
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1.1.3.- Construye los circuitos digitales con compuertas AND, NOT' y OR que corres-
pondan a las siguientes férmulas:

(a) zyz+TYZ
b) (z+y)TY
© (z+7+2)(T+y+7Z
@ ((zy) + (7))Z
1.1.4.- Usando las propiedades del dlgebra booleana, simplifica las siguientes formulas:
(a) zyz + zyz
(b) zy + 27
(c) zyz+ 2y =
(d) T+Y+zy=

1.1.5.- Otras dos compuertas disponibles son la compuerta NAND y la compuerta NOR
representadas por los siguientes diagramas:

T DmNANDy T T NOR Yy
(7 zy Yy D T+y

Para las siguientes férmulas:

@z Mz+y @©@wy DzDy
construye los circuitos utilizando dnicamente

a) Compuertas NAND.

b) Compuertas NOR.

1.1.6.- Construye un medio restador (half substracter). Un medio sustractor tiene como
entrada dos bits y produce como salida un bit para la diferencia y un bit para lo que
se lleva.

1.1.7.- Construye un circuito para un restador completo (full substractor). Un restador
completo tiene como entrada dos bits y un bit para lo que se lleva y produce como
salida un bit para la diferencia y un bit de lo que se lleva.
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1.2. Mapas de Karnaugh

I.a manera como hemos disefiado los circuitos l16gicos hasta ahora ha sido, fundamen-
talmente, partiendo de la tabla de verdad. También hemos usado algunas equivalencias
16gicas para simplificar estos circuitos. Sin embargo, esta manera de reducir las formulas
no es mecanizable ni algoritmica, por lo que no nos garantiza que lleguemos a una buena
solucion.

En 1953 Maurice Karnaugh introdujo un método grafico para minimizar funciones ex-
presadas como disyunciones de conjunciones (sumas de productos en el dlgebra booleana).
A cada una de las conjunciones se le conoce como mintérmino. Empezaremos a trabajar
con férmulas de dos variables, para extender después a mds variables, aunque el método 1n-
troducido por Karnaugh y conocido como de mapas de Karnaugh no se presta para trabajar
con mads de seis variables.

1.2.1. Mapas de Karnaugh de dos variables
1 p (¢] |

Si tenemos dos variables, digamos x e y, tenemos cuatro posibles mintérminos: xy, Ty,
x7 y T7. La férmula para representar este circuito utilizard aquellos mintérminos que sean 1
en la tabla de verdad. El mapa de Karnaugh de dos variables consiste de una reticula de dos
por dos, donde cada columna estd etiquetada con una de las variables y su negacion y cada
renglén con la otra variable y su negacién; la celda que corresponde al renglén z columna
y —(x,y)— va a contener un 1 si el mintérmino zy aparece en la férmula.

¥y ¥

| TY ry

T| TY | TY

En cada una de las celdas va a aparecer un 1 si ese mintérmino aparece en la expresion y
nada si no aparece. Veamos algunos ejemplos:

Y Y Y Y Y Y
=l T & 1 T 1
z| 1 Tl 1 Tl 1 1

Ty +TY Ty + 2y T+ Ty + Ty
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Siempre que se encuentran dos mintérminos podemos combinar y eliminar a la variable
que aparece también negada:

Ty +Ty = (x +T)y =truey =y

Gréaficamente, esto se hace enmarcando aquellas celdas contiguas (vertical u horizontal-
mente). Un recuadro en una columna o renglén indica la eliminacién de la variable que
aparece tal cual y negada en esa columna o renglén. En los tres ejemplos que acabamos de
dar, la simplificacion se logra de la siguiente manera:

(a) (b) (c)

Y Y ) Y Y Y
z|{1 | E 1 T 1
|l 1] z| 1 z||1 |1

e | AL B, or e
Y Ty + Y T+Yy

Si procedemos a simplificar usando equivalencias 16gicas, obtenemos las siguientes
secuencias:

(a) Para este mapa tenemos la siguiente sucesion de pasos:

xy + Ty =(x + T)y Distributividad
:(tf,r'ue)y Tercero excluido
=y Identidad del producto

(b) Para el segundo mapa no podemos hacer nada grificamente y tampoco algebraica-
mente.

(c) Para el tercer mapa tenemos los siguientes pasos:

Y+ Ty +TY =27 +Zy+Ty+Ty Usamos idempotencia para repetir T 7

=(T+2)7+Z(y+7) Distributividad
=(true)y + T(lrue) Tercero excluido
=y +T Identidad del producto
=T +7y Conmutatividad

1.2.2.
_

Mapas de Karnaugh con » variables

Como pudieron observar, cada celda en un mapa de Karnaugh representa a un estado
para evaluar la férmula. En el caso de dos variables el mimero de celdas es de 2 =45
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tenemos tres variables tenemos que acomodar 2° = 8 celdas, 2* = 16 celdas para cuatro
variables; y asi sucesivamente. La regla para armar los mapas de Karnaugh es que el cambio
entre dos celdas consecutivas, ya sea horizontales o verticales, no puede ser mis que de una
variable.

Veamos el caso de un mapa de Karnaugh para tres variables, z, y y z. Tenemos que re-
presentar en las celdas del mapa todas las combinaciones de estas tres variables: zyz,xyz,
27z, etcétera. Si vemos a las variables negadas como 0 y a las no negadas como 1, tendriamos
que tener todos los estados que van del 000 al 111. Podemos acomodarlos en una reticula
de dos renglones por cuatro columnas de la siguiente forma:

Yz  yz Yz Yz

111 | 110 | 100 | 101 (1)
Yz | xyz |zyz | xY=z
011 | 010 | 000 | 001 (O)
Tyz | TYz |Tyz| T Y=
(11) (10) (00) (01)

5|

Si observamos el mapa de Karnaugh anterior, en el que colocamos en cada celda a cual
mintérmino corresponde, podemos verificar que dos celdas contiguas, ya sea vertical u ho- |
rizontalmente, sé6lo tienen un digito de diferencia. Por ejemplo, a la izquierda de zyz (110) |
se encuentra la celda zyz (111) que dnicamente tienen distinto el dltimo digito, mientras
que abajo se encuentra el mintérmino ZTyz (010) del que sélo se distingue por la primera
posicién. Esto es muy importante, pues cuando queramos cubrir celdas contiguas, tenemos
que garantizar que dos celdas contiguas una de ellas tiene a alguna de las variables en 0
mientras que la otra celda tiene a esa misma variable en 1 y esa es la unica diferencia.

Si hacemos ¢l mapa de Karnaugh para la férmula zyz +xyz + 2y Z + zyz +Tyz + TYZ,
el mapa (y su simplificacién) queda como sigue:

85|
p—
jusly

e e S

El término z resulta de todo el renglén superior, ya que va a estar multiplicando a (y+7)
y (2 + %) que al distribuirlo queda sélo el término z.
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Tyz + 1Yz + Yz + 2yz =x(yz + Y2+ Yz + Y %) Distributividad
=z(y(z + Z) + (2 + 2)) Distributividad
=z(y(1) + (1)) Tercero excluido
=z(y + 7) Identidad de suma
=z(1) Tercero excluido
= Identidad de suma

El término y resulta de que estd multiplicando a (z+7) y a (z+7%). Tenemos que repetir
algunos de los sumandos, lo cual estd permitido por la ley de idempotencia: z + = = z,
TT = .

1Yz + TYZ + Tyz + TyZz =z(yz + yZ) + T(yz + 4Z) Distributividad
=z(y(z + %)) + T(y(z + 2) Distributividad

=z(y(1)) + Z(y(1)) Tercero excluido

=2y + TY Identidad de producto

=(z+T)y Distributividad

=1y Tercero excluido

= Identidad de producto

Como se puede ver, graficamente se minimiz6 la expresién con mucho menos trabajo. Una
expresion que tenia cuatro variables y seis mintérminos, cada uno de ellos involucrando a
tres variables (dos compuertas por mintérmino) se redujo a dos variables y una sola com-
puerta.

Mapas de Karnaugh de cuatro variables

En el caso de cuatro variables tenemos 16 posibles estados (2* = 16), por lo que acomo-
daremos el mapa de Karnaugh en una reticula de 4 x 4, cuidando que entre celdas contiguas,
ya sean verticales u horizontales, cambie exactamente una variable de positiva a negada o
viceversa. El modelo para mapas de 4 x 4 se da en la figura 1.5.
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Figura 1.5. Mapas de Karnaugh para cuatro variables

z Yz Yz Yz
0 01 11 10

wz 10 WIYZ | wxyz | wTyz | wTyz

wr 11 g7 | wagz | weyz | wzyz

Wz 01| oy 7 | wagz | Wayz | Woyz

wz 00 WITYZ| WTYz | WYz | WYz

Supongamos que queremos simplificar la expresion (wzy) + (wzz) + (T72) + (wyz),
cuyo circuito digital se encuentra en la figura 1.6.

Figura 1.6. Circuito correspondiente a (wzy) + (wzz) + (Zyz) + (wyz)

w — — e
wrYy + wrz + TYz
. \ wryY + wrz + Yz + wyz
2 wyz

Para hacer los mapas de Karnaugh, aquellas variables que no aparecen las marcamos
en 1 y en 0, pues quiere decir que el mintérmino estd multiplicando por (var + var).
Procedemos a llenar el mapa de Karnaugh correspondiente:

wry + wrZ + TPz = wry(z + 2) +wz(y + 9 2+ (w + W)TY2
=wryz + WrYyz + wryz + wryz + wiyz + wryz
=wWIYz + WTYzZ + WIYZ + WYz + WIT Yz
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yz Yz Yz Yz
= &
Rt 1 {7k i)

e m

WYz + WEYZ + WTYZ + WTYZ + W T Yz =
= wryY + Wwrz + TYz

El circuito digital queda como se muestra a continuacién. Vale la pena notar que en
lugar de 14 compuertas se utilizaron 9, que representa un 36 % de reduccién en el niimero

de compuertas.

WY + WLz + 1Yz

1.2.1.- Encuentra las sumas de productos representados por los siguientes mapas de Kar-

naugh de dos variables (sin minimizar):

(a) ] )] Yy 7 (c) Yy 7 (d) 7
x| 1 (1|1 |1 zi 1|1
x| 1|1 T % 1 z|1 |1
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1.2.2.- Encuentra las sumas de productos representados por los siguientes Mapas de Kar-
naugh de tres variables (sin minimizar):

@) yz yz 52 yz O 2 15 55y
4 ! z 1)1

B |4 1 7| 1 1|1
© yz yz 57 4z d) VE TE uE
dil1]1]1 | A Tild
B4 J 7 BE

1.2.3.- Minimiza los Mapas de Karnaugh de los ejercicios (1.2.1) y (1.2.2).
1.2.4.- Usa Mapas de Karnaugh para minimizar las siguientes funciones de dos variables:
a) TYy+7TY
b) Ty + xyY
c) ry+zy+TY
d) TY + B+ 2y
1.2.5.- Usando Mapas de Karnaugh minimiza las siguientes funciones de tres variables.
Dibuja los circuitos correspondientes a las funciones originales y a las funciones
minimizadas.
a) zYyz+Tyz
b) xyz +cyz+TYz+TYZ
c) Eyz((:ﬁ +Z)+ (¥ + E))
d) Tyz +TYZ

Método de Quine-McCluskey para minimizacion

El problema con los mapas de Karnaugh es que trabajar con mds de seis variables de
manera gréfica es imposible. Lo es para cinco o seis variables, pues el representar la reticula
con 32 o 64 celdas no es ficil de manejar.

El método de Quine-McCluskey fue disefiado en la década de 1950. Consiste en mane-
jar los mintérminos como cadenas de bits (ceros y unos). Todas las cadenas tienen el mismo
ndmero de posiciones y a cada variable se le asigna la misma posicién en cada cadena. Si
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la literal aparece tal cual se le asigna un 1 en esa posicidn y si aparece negada se le asigna
un 0. Cuando la variable no aparece, que significa que aparecia tanto en positivo como ne-
gada, se marca la posicién con un guién. Veamos la codificacién de un ejemplo con cuatro
variables que corresponde a la siguiente tabla de verdad:

flw,z,y, 2)
1

flw,z,y,z)
1

— == =0 OO0 o o8
— o= O O = = O O
= O = O = O = O ®

O OO0 0 o0 o o o=
=== = OO0 o ollR
- O O~ = O Olle
= O = O = O = O &
e e e e T e R | (=

| e =T e
O R O~ = = O

Para el método de Quine-McCluskey podemos observar que la codificacion de los
mintérminos consiste, precisamente, de las cadenas de ceros y unos en la primera columna.

A continuacién clasificamos las cadenas que correspondan a un mintérmino (donde
f(w, z,y,z) = 1) por el niimero de unos que tengan, quedando en la misma clase aquellas
cadenas que tengan el mismo ndmero de unos. Los listamos en orden descendente por el
ndmero de unos:

Nim. | mintérmino # de unos
(D 0111 3 v
(2) 1011 v
(3) 1110 v
4) 0101 2 T
(5) 0110 v
(6) 1010 v
(7) 1100 v
(8) 0010 1 v
)] 0100 Ve
(10) 1000 v
(11) 0000 0 v
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A continuacién procedemos a la minimizacién. La presencia de una variable y su negacion
quiere decir que hay dos mintérminos en los cuales la posicién correspondiente a la variable
aparece con 0 en una y con 1 en la otra. Aquella en la que aparece esa posicion con 1 tiene
un 1 mds que la otra, por lo que debemos comparar parejas de mintérminos que tienen un
1 de diferencia. Por lo tanto comparamos cada uno de los que tienen tres unos con los que
tienen dos unos, los de dos unos con los de un uno, y los de un uno con los de cero unos.
Aquellos que sean distintos por una tinica posicién y que tengan en esa posicién 0 y 1, se
sustituyen por un mintérmino que tenga un guién en esa posicion:

[ Combinacion f Mintérm. | Cadena | Id. y
Dy 4) Wz 01-1 (12) v
(D y(5) wry 011- (13) v
(2) y (6) wTY TG (14)

By (5 TYZ -111 (15)
3)y(6) WYz 1-10 (16) v
3y (7) wWIZ 11-0 (17} v
@y ) wry 011~ (18)=(13)
(5)y (8) WYz 0-10 (19) v
5)y (9) WLZ 01-0 (20) v
6)y (8) TYz -010 (21) v
6)y (10) WEZ 10-0 (22) v
Dy ©) kA -100 (23) v
(7) y (10) wWYZ 1-00 (24) v
@y (1) WTZ 00-0 (25) v
@y (1) WYZ 0-00 (26) v
10y 1) ETE -000 (27) Ve
(12) y (20) T 0~ (28)
(16) y (19) Yz =3 (29) v
(16) y (24) wZ 1--0 (30) v
(17) y (20) Tz L=~ 3T i=(30y | &
(17)y (22) wZE 1-—-0 | (32)=(31) | v
(19) Y (26) WZ 0--0 (33) v
(20) y (25) wz 0—-0 (34)=(33) | vV
21y 27) T2 -0-0 (35)
(23) y 27) Yz -=00 (36) v
(24) vy (26) TZ --00 (37)=(36) | v

Continiia en la siguiente pdgina. .. )
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Contintia de la pdgina anterior. ..

| Combinacién | Mintérm. | Cadena Id.
(29) y (36) z ——-0 (38) v/
(29)y 37) z -—=0 | (39)=(38) |V
(32) y (34) z ——0 | (40)=(39) | v
(33) y (36) z -—=0 (41)=(40)

De la tabla anterior tenemos la siguiente férmula, que representa al circuito dado:
flw,z,y,z) = wTy + zyz + Wy + Wr +TZ+Z

La férmula original requiere de 37 compuertas para implementarla (sin considerar ningtin
tipo de reutilizacién de productos ya calculados, ni uso de factorizacioén) mientras que
la simplificacién obtenida requiere de tnicamente 11 compuertas (el lector interesado lo
puede verificar).

Hay que notar que el algoritmo utilizado para la minimizacion presupone la compara-
cién dos a dos de todos los mintérminos que tienen &k unos contra todos los términos que
tienen k— 1 unos, lo que hace que la complejidad del algoritmo lo convierta en un algoritmo
intratable, algo de lo que no habfa conciencia sino hasta 1976, en que se definid la teoria
de complejidad de algoritmos. Por ello podemos decir que no hay algoritmo razonable para
minimizar féormulas booleanas.

e s s o

1.3.1.- Usa el método Quine-McCluskey para minimizar la funcién de la figura 1.6.

1.3.2.- Usa el método Quine-McCluskey para minimizar las funciones del ejercicio (1.3.5).

1.4. Tabletas (chips) de compuertas

114

Para fabricar circuitos 16gicos se dispone de conjuntos de compuertas con un nimero
fijo de compuertas iguales, presentadas en una tableta (chip), por lo que muchas veces se
usan las equivalencias I6gicas para utilizar mas eficientemente las compuertas 16gicas. En
la figura 1.7 se muestran distintos tipos de tabletas disponibles.
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Figura 1.7. Algunas tabletas disponibles con compuertas l6gicas

21
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Figura 1.7. Algunas tabletas disponibles con compuertas l6gicas
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1.4.1.- Escribe las expresiones booleanas asociadas a los siguientes circuitos:

(a:g (b) 334.:[>___‘—
Yy
y [ >

:>—
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(c)

(d)

D>

1.4.2.- Dibuja un circuito que represente a cada una de las siguientes expresiones boolea-

@ (zy) +(T+y) ©) (72 + ((wT)7
(b) Ty + (z(y2)) @ (z(y2))((@Y) + (2w))

1.4.3.- Para las siguientes expresiones booleanas, da el resultado que se presenta en el |
estado dado:

(@) (z +y)(T + z);estado: (z =1,y = 1,2 = 0).
®) ((zy) +2)(z + (z));estado:z =0,y = 1,2 = 1.

(c) z(yz);estado:z =0,y = 1,2 = 0.
@ (z(y+2)(T+7);estado: z =0,y =1,2=1.

1.4.4.- Construye una tabla de verdad para las siguientes expresiones booleanas:

(@) z(y +7)
b zxz+y+z
©) (z+7) +(z2)
@ ((zy)2) + (=(v2))
1.4.5.- La luz de una escalera se controla con tres apagadores, una fuera de la casa, una al
pie de la escalera y otra al final de la escalera. Debe ser posible prender o apagar la luz
desde cualquiera de estos apagadores, sin importar cudl es la posicion de cualquiera

de los apagadores. Disefia un circuito que haga esto posible. (Pista: siempre que el
nimero de apagadores prendidos sea impar, la luz estard prendida.)
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1.4.6.- Usando mapas de Karnaugh simplifica el circuito correspondiente a las siguientes
tablas de verdad.

(a) (b)

z y z x+ (y(zz)) z y z Tyz+z(Hz+yz+yz)

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 1 0

0 1 0 1 0 1 0 0

0 1 1 1 0 1 1 1

1 0 0 1 1 0 0 0

1 0 1 1 1 0 1 1

1 1 0 1 1 1 0 1

1 1 1 1 1 1 1 1
(c) (d)

T Yy z T+ (y(i+3)) x y z(z+y)

0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 1 0

0 1 0 1 1 0 1

0 1 1 1 1 1 1

1 0 0 1

1 0 1 1

11 0 1

1 1 1 1

1.4.7.- Usa mapas de Karnaugh para simplificar la siguiente expresion booleana:

(wzy) + (waZ) + (wyz) + (F2)

1.4.8.- Escribe las expresiones que corresponden a los évalos marcados en los siguientes
mapas de Karnaugh.

(a) (b)
Y Yy Yz y yz

b

Yz

3]
P
Pk

=
—
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(c) (d)
Yz Yz Yz Yz Yz  yz yz Yz
wT ;1 1 ! wer 1
_ | 0 | _
wT || 1 1 1 15 W 1
] L
TT wx| 1 E 1
wr § 1] W
|

Dispositivos digitales combinatorios

A partir de circuitos 16gicos se pueden construir dispositivos digitales que son carac-
teristicos de las computadoras actuales. Los circuitos logicos pueden ser de naturaleza
combinatoria, que consisten de un conjunto de compuertas logicas cuyas salidas, en to-
do momento, se calculan usando operaciones légicas directamente de la combinacién de
sus valores de entrada. Ya vimos uno de estos dispositivos que es el sumador (tanto el
medio como el completo).

Por otro lado tenemos circuitos logicos que tienen elementos cuya funcion es almacenar
algunos de los valores producidos por el mismo circuito y realimentados al mismo. En
este tipo de circuitos se debe tomar en cuenta lo que se conoce como el retardo (delay)
del dispositivo, ya que el paso de una sefial por una compuerta se lleva alrededor de 10
nanosegundos. Esto quiere decir, por ejemplo, que si la salida de una compuerta se alimenta
a la entrada de otra, esto va sucediendo en orden y con un cierto retardo. Si ademas la
compuerta a la que se retroalimenta es ella misma o alguna que recibe sus primeras entradas
al mismo tiempo que ésta, se debe tomar en cuenta dicho retardo. Es esta caracteristica la
que da el nombre de secuencial a este tipo de circuitos o dispositivos. Continuaremos por
el momento trabajando con circuitos combinatorios.

Muchos de los dispositivos que presentaremos cuentan con una entrada que habilita al
dispositivo; funciona como un interruptor que puede estar prendido o apagado y que cuando
estd prendido permite que el circuito funcione. Por ejemplo, si queremos un dispositivo que
deje pasar la sefial cuando esté habilitado pero la inhiba cuando no, podemos pensar en una
compuerta and donde una de las entradas es la sefial de habilitacién y la otra es la sefial
que se desea transmitir —véase figura 1.8.
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Figura 1.8. Circuito que inhibe o deja pasar una senal

habilitado = 0 habilitado = 1
B (z) z| flz) z| [f=)
€
0 0 0 0
hab 1 0 | 1
Dispositivo Dispositivo
apagado prendido

En este caso se puede pensar en la entrada que corresponde a 2 como la linea de entrada,
mientras que la que corresponde a habilitar como una linea de control.

Otro dispositivo comun es lo que se conoce como inversor. En este caso el papel del
dispositivo es, simplemente, complementar la sefial, en caso de que esté habilitado. Una
compuerta zor funciona como un inversor si consideramos a una de las entradas como la
linea de dato y la otra entrada como la sefial de control —véase figura 1.9.

Figura 1.9. Inversor usando una compuerta zor

I'nvertir = 0 Imvertir =1
f(z) z f(z) z f(z)
0 0 0 1
hab 1 1 1 0
Dispositivo Dispositivo
apagado prendido

1.5.1. Multiplexores
; p

Un multiplexor es un dispositivo que permite elegir una de varias entradas para ser
emitida como salida del dispositivo. Consiste de k lineas de entrada, [log, k| lineas de
control —que permiten elegir alguna de las k entradas— y una linea de salida que corresponde
a la linea de entrada elegida.

Si suponemos que tenemos cuatro lineas de entrada a elegir, dy, d1, do y d3, requerimos
de dos lineas de control para elegir, so y s;. La tabla de cudl linea elegir se encuentra a
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continuacidn.

s1 | o || se elige la linea

010
0|1
110
111

W o = O

El dispositivo digital que selecciona una de cuatro entradas se puede ver en la figu-
ra 1.10.

Figura 1.10. Multiplexor de cuatro entradas

dy

Sp—1

51

arl ]
dy H—} :D——

>

& [ >— >—

La tabla de verdad para este circuito se encuentra a continuacion.

so |81 ||do|di|dy]|ds]| Out
olo||1|—1—1-— 1
0|1 —-|1|—-|—- i
110 —1—1(1]~— 1

111 —-|=-1-11 1

Esta tabla muestra particularidades que no hemos revisado hasta ahora. La combinatoria
nos dice que la tabla deberfa tener 2% = 64 renglones y, sin embargo, esta tabla tiene tini-
camente cuatro renglones, uno por cada posible combinacién de sq y 5. Los guiones en la
tabla es lo que se conoce como condiciones que no importan (don’t care, ya que el resulta-
do no va a tomar en cuenta esos valores. En los otros 60 casos el circuito entregard el valor
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de falso. De esta tabla podemos dar una expresién booleana relativamente sencilla para el
multiplexor con cuatro entradas:

51 (3odo) + 51(s0d1) + s1(30d2) + s1(s0d3)

Los paréntesis en esta expresion se usan para seguir usando compuertas de dos entradas
dnicamente, aunque podriamos usar compuertas de tres o cuatro entradas y reducir el nivel
del circuito a dos, lo que representa un menor tiempo de ejecucion con un costo mayor por
compuerta.

Se utilizan diagramas de bloque para este tipo de dispositivos. Al multiplexor de 4
entradas, por ejemplo, le corresponde el diagrama de la figura 1.11(a) y a un multiplexor
de 8 entradas le corresponde el diagrama de bloque de la figura 1.11(b).

Figura 1.11. Diagramas de bloque para multiplexores

(a) Con 4 entradas (b) Con 8 entradas
do—“
dl—'
do— da
h— |—F dg— S
dg— M=l
d3—"‘ d5—>
] A
S1 Sp dy

Como se puede ver en estas figuras, las lineas que seleccionan funcionan en notacién
binaria: para elegir entre cuatro posibles entradas se requieren dos lineas (posiciones bina-
rias), de 00 = 0 a 11 = 3, pero para elegir entre 8 posibles datos se requiere de tres lineas
(bits) que van de 000 = 0a 111 = 7.

l 1.5.2. Decodificadores binarios

Un decodificador es un dispositivo que recibe un nimero binario de m bits —que puede
ser visto como m lineas de sefial- y produce como salida otro nimero binario de n bits
—m y n pueden ser iguales. El diagrama de bloque de un decodificador con dos lineas de
entrada y cuatro lineas de salida se puede ver en la figura 1.12.
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Figura 1.12, Decodificador binario de 2 x 4

(a) Diagrama de bloque (b) Tabla de verdad
S1 Sp d(} dl d2 dB
——dp
L — d 0O o)1 0 0 O
a1
s ds o 10 1 0 O
i 1 00 0 1 0
1 140 0 0 1

El decodificador ilustrado recibe un nimero binario entre cero y tres y elige la linea que
corresponde a ese nimero para que valga 1 mientras el resto de las lineas valen 0.
El circuito digital que corresponde a la tabla de verdad se encuentra en la figura 1.13.

Figura 1.13. Implementacion de un decodificador de 2 x 4

5 ‘.1>o—.—|—: N
S0 ® >O<F

I [ >—ua
. Di do

[ >4

1.5.1.- Disefia un multiplexor 32 : 1 usando dos diagramas de bloque de multiplexores
16 : 1 (puedes utilizar compuertas adicionales).

1.5.2.- Utiliza dos decodificadores de 2 : 4 (los diagramas de bloque) para disefiar un
decodificador de 4 : 8 (puedes utilizar compuertas adicionales).

1.5.3.- Disefia la tabla de verdad de un decodificador 3 : 10 de binario a decimal.

1.5.4.- Diseiia la tabla de verdad para un decodificador 4 : 16.
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1.5.5.- Disefia un circuito de codificador con cuatro entradas para la tabla de verdad que se
encuentra a continuacién (la X significa que no importa sies 0 o 1):

Entradas Salidas
D; D, Dy Do || Ay A V
0O 0 0 O0|X X 0
0o 0 0 1 0 0 1
0O 0 1 X |0 1 1
0 1 X X 1 0 1
1 X X X 1 1 1

A este circuito se le conoce como un codificador de prioridad. Noten que, a diferencia
de los decodificadores, este tipo de circuitos combinatorios tienen mds entradas que

salidas.

51.6'. Circuitos digitales secuenciales

Para construir componentes de computadoras es necesario contar con circuitos capaces
de “recordar”, de representar un estado. Esto se logra haciendo que la respuesta del circuito
se rija tanto por las entradas actuales como por el resultado de entradas anteriores; a esto
tltimo se le conoce como retroalimentacion (feedback).

Las figuras 1.14(a) y 1.14(b) presentan dos circuitos secuenciales simples.

Figura 1.14. Circuitos simples con retroalimentacién

(a) Circuito inestable (b) Circuito estable

QDCBDGCDC d W?

Tratemos de analizar el comportamiento de estos circuitos secuenciales. El circuito de
la figura 1.14(a) tiene tres compuertas not que “voltean” el valor de la entrada. Si supone-
mos que el valor de d es 1 en algin momento, se invierte al pasar p[ro la primer compuerta
teniendo 0 como valor de b, se vuelve a invertir sal pasar p;or la segunda compuerta tenien-
do 1 como el valor de ¢ y la tercera compuerta vuelve a invertir el valor, quedando d con
el valor de 0: si observamos el circuito, al cabo de [poco tiempo el valor se invierte nue-
vamente, valiendo 1; y asi sucesivamente. Si nos olvidamos un poco del retardo entre una
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compuerta y otra, obtendremos valor distinto dependiendo en el momento en que observe-
mos el valor de d. Si se desea saber el valor de la sefial d en un momento dado, ésta puede
valer 0 o 1. A esto se le llama un circuito inestable, ya que no conserva el mismo valor en
ausencia de nuevas entradas. En cambio, en el circuito de la figura 1.14(b), si suponemos
un valor de 1 para c, al pasar por la primera compuerta se invierte con b valiendo 0 y al
pasar por la segunda compuerta se vuelve a invertir, dando a c el valor de 1. En cualquier
momento en que se pruebe el valor de ¢ éste seguira siendo 1 —similarmente si se inicia con
un valor de 0—. Decimos entonces que el circuito es estable.

Como las compuertas digitales requieren de sefial eléctrica para funcionar suponemos
que al encenderse el primer valor detectado en la salida es aleatorio en el caso de los dos
circuitos secuenciales que acabamos de revisar.

Los circuitos combinatorios estdn construidos a partir de compuertas, mientras que los
circuitos secuenciales tienen como componente fundamental a los circuitos de pestillos —en
adelante latches— y a los biestables —en adelante flip flop—.

Revisaremos primero los elementos basicos de los circuitos secuenciales, los latches y
flip flops.

i 1.6.1. Latches

Figura 1.15.

Un latch es el circuito secuencial mds sencillo que tiene retroalimentacién y se usa para
establecer un estado en un circuito secuencial. Mientras que en los circuitos combinatorios
las salidas de las compuertas se conectan siempre a compuertas posteriores, en los circui-
tos secuenciales algunas de las salidas se conectan a compuertas anteriores. Los latches
tienen dos sefiales de entrada —conocidas como S (set) y R (reset), y producen dos salidas®
generalmente denotadas con @ y . En la figura 1.15 vemos el diagrama de un latch.

Diagrama de un latch basico

R —Q

S —Q

Este latch recibe el nombre de latch—S R por los nombres de sus entradas.

El funcionamiento de un circuito secuencial no se puede describir directamente con
una tabla de verdad, pues una de las entradas de cada compuerta es la salida de la otra
compuerta, que se lleva a cabo en el siguiente instante de tiempo. El nombre de las salidas
es Q y Q, ya que letra () se usa generalmente para representar los estados de un sistema. Si

3 Algunos autores usan tnicamente una salida, @, tomando como dado que @ se puede obtener a partir de
aquella.
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la retroalimentacién es positiva el circuito tenderd a ser estable mientras que si es negativa

tenderd a oscilar, a ser inestable.

Un latch, para tener un comportamiento estable, debe recibir a lo mds una de sus entra-
das con valor 1. Cuando tanto S como R son 0 tiene dos estados estables posibles. Si @) es
0 tenemos los siguientes valores para las distintas sefiales:

R —Q
1 0

0 S
S —

Con estos valores el sistema tendra un comportamiento estable, ya que los valores, a través

del tiempo, se mantendran.
Si @ = 1 entonces tendremos el siguiente esquema, que también presenta un compor-

tamiento estable.

R —Q
0 1

0
S —

También conseguimos comportamientos estables con SR = 10 y SR = 01, como se
muestra en los esquemas a continuacion:

1 0
R i) R ——
1 0 0 1

_ 1 —

8 L g 20

0 1

Para representar los estados de un circuito secuencial tenemos que considerar el trans-

currir del tiempo, ya que la sefial se retroalimenta en el siguiente instante en el cual se

produce. Por lo tanto, para revisar ¢l comportamiento del circuito hay que hacer una tabla

que tome en cuenta el paso del tiempo. Veamos un ejemplo, donde T} representa el tiempo
de retraso de una compuerta:

Tiempo|S R|Q Q| Estabilidad Tiempo|S R.|Q Q|Estabilidad
Inicial |0 0|0 1 |Estable Inicial |0 O |1 O |Estable
T 0 0|0 1 |Estable Ty 0 0|1 O |Estable
iad 0 0|0 1 |Estable 2Ty 0 0|1 O |Estable
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Figura 1.16.

1.6.2.

;
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Como se ve en estas tablas y en los distintos esquemas de los latches-SR, se puede
observar que estos circuitos secuenciales son capaces de recordar el ultimo estado de las
entradas en el sentido de determinar cudl de las dos entradas, S o R fue la tltima en tener
el valor 1.

Un latch-S R funciona de manera muy similar a la de un apagador de luz. Si se desea
prender el foco se cambia la entrada en S a 1 y de regreso a 0. Si se desea apagar el foco
se cambia la entrada R a 1 y de regreso a 0. Si el foco estd prendido no pasa nada si se
cambia la entrada S como acabamos de describir; similarmente si el foco estd apagado —el
foco esta representado por la salida ().

La condicién normal de entrada para el latch-SR es SR = 00. Si se desea cambiar
la salida se ingresa a R o a S un 1 seguido de un 0. Normalmente, S y R no reciben
simultdneamente 1, ya que entonces ) = Q=0 y Q@ no va a ser el complemento de
(). Adicionalmente, si se cambia la sefial SR = 11 a SR = 00 el estado del latch es
impredecible. La mitad de las veces se obtendrd Q@ = 01 y la otra mitad QQ = 10.Enla
practica no deberia suceder que el latch reciba la entrada SR = 11.

Se deja al lector verificar que el latch-SR se puede implementar usando compuertas
nand, como se muestra en la figura 1.16.

Implementacion del latch-SR con compuertas nand

S — Q

T
Q|

Circuitos de flip flop

Los circuitos de latch son asincronos, lo que quiere decir que la salida queda determina-
da poco después de que se cambia la entrada. Sin embargo, 1a mayorfa de las computadoras
hoy en dia son sincronas, que significa que la salida de los circuitos secuenciales cambian
simultdneamente con el pulso de la sefial del reloj del procesador.

Un circuito de flip flop es una versién sincrona de un circuito latch. El objetivo de un
flip flop es almacenar un bit de datos. Existen cuatro tipos basicos de circuitos de flip flop.
Empezaremos por el mas sencillo.

Dado que los circuitos de flip flop son sincronos, ademas de las entradas S y 2 de los
latches, tienen una entrada que corresponde a la sefial del reloj, que trabaja con pulsos a una
cierta velocidad. Se acostumbra un diagrama como el de la figura 1.17, donde ¢ representa
a un ciclo completo del reloj. En general, lo que se considera como entrada es cuando la
sefial cambia de 0 a 1 o cuando cambia de 1 a 0, que es cuando se registra esta entrada.
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Denotaremos con | al cambio del pulso de 0 a 1 y con | al cambio del pulso de 1 a 0—;

llamamos C P a la sefial dada por el reloj (Clock Pulse).

Figura 1.17. Diagrama de los pulsos de un reloj

I

]

L

cCP

Veremos primero el flip flop-S R, que es el més sencillo de este tipo de circuitos. Con-
siste de dos compuertas and que, de alguna manera, filtran las entradas a un circuito latch,
combindndolas con la sefial del reloj. El diagrama se encuentra en la figura 1.18.

Figura 1.18. Flip flop SR sincrono

(a) Diagrama légico

R—

(P

S_—J

La tabla de verdad para el flip flop es la siguiente:

o

Qt+1

= == =20 O O O

= = O O = = O OoO|lWn

_ o = o = o = o|lX

0

0

1
indeterminado

1

0

1

indeterminado

Q|

(b) Diagrama de bloque

8 o—
CP
R or—=

El flip flop-S R consiste de un latch bdsico y dos compuertas and. Estas Gltimas producen
como salida 0 cuando el pulso del reloj estd en 0, independientemente de los valores que se
alimenten a S y R. Cuando el pulso del reloj cambia a 1, estas compuertas dejan pasar los
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valores de S'y R al latch original. Si SR = 11 los valores de Q@ valen momentdneamente
0. Al eliminar el pulso del reloj el estado del flip flop es indeterminado, ya que dependiendo
de si SR permanecen valiendo 1 mas tiempo del que le lleva al pulso cambiar a 0.

Circuito flip flop D

Un circuito de flip flop muy dtil es el tipo D, que presenta una pequefia modificacion
al flip flop-S R, obligando a las sefiales S y I a ser complementarias entre si. El diagrama

l6gico y de bloque se encuentra en la figura 1.19.
Figura 1.19. Circuito flip flop D sincrono

(a) Diagrama légico (b) Diagrama de bloque

Q

D
CcP

Q

Q

D g L
%Eg@ B

La tabla de verdad para el flip flop-D se encuentra a continuacion:

Qi D | Qi
0 0] O
0 1] 1
1 0| 0
1 1] 1

Segiin esta tabla, cuando el pulso del reloj cambia de 0 a 1 el dispositivo se fija en el
valor de la entrada D, y si es 1, en el siguiente ciclo del reloj la salida serd 1 y asi permane-
cerd hasta que, con el cambio del reloj de 0 a 1 la entrada que se detecte sea 0. En resumen,
el flip flop-D se usa para capturar la sefial de datos (D)) presente en la linea en el momento
en que el pulso del reloj cambia a 1.

Dispositivo de flip flop tipo JK

Este es un circuito secuencial muy versatil y es una extensién del flip flop- RS, excepto
que todos sus estado estdn perfectamente determinados sin la inestabilidad que tiene el flip
flop-RS cuando RS = 11. Como el flip flop-RS tiene dos entradas, J y K, y un reloj.
Cambia de estado cuando el pulso del reloj cambia de 1 a 0 (|). El flip flop-J K tiene las
siguientes caracteristicas:
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i. SiJJK =010 JK = 10, lasalidaes QQ = 01 o JK = 10 respectivamente.
ii. Si JK = 00, la salida permanece igual.

iii. Si JK = 1, la salida se invierte con |.

Para conseguir que cuando JK = 11 la respuesta sea estable, se retroalimenta la sefial de
() a una compuerta and junto con la sefial de K (similarmente () con J). El diagrama de
este tipo de flip flop se encuentra en la figura 1.20.

Figura 1.20. Circuito secuencial flip flop tipo JK

[

cp——®

Jr_}

Q)

La tabla de verdad para este flip flop se encuentra a continuacion.

Q. J K|Qu
0O 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 0

Dispositivo de flip flop tipo T

El flip flop tipo T es una versién simplificada del flip flop tipo J K. Su tnica funcion es
cambiar de estado en cada ciclo del reloj (Toggle) y lo consigue juntando las dos entradas
en una sola. Los diagramas 16gico y de bloque se pueden ver en la figura 1.21.
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Figura 1.21.
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Flip flop tipo T

(a) Diagrama légico (a) Diagrama de bloque

CP

2l N ol—

Q|

T E_} Q T Q p—
—

—

Podemos pensar en un flip flop tipo 7" como un contador de un bit, por lo que en cada
pulso del reloj simplemente invierte su entrada. Es muy ttil para construir contadores o
divisores del ciclo del reloj. Por ejemplo, cuando 7" se mantiene en 1, si la frecuencia del
reloj es de, por ejemplo, 4MHz, la frecuencia que se obtiene de la salida del flip flop 7" es
de 2MHz. La tabla de verdad para este circuito se encuentra a continuacion (recordar que
la sefial 1" se detecta unicamente en el cambio del pulso del reloj de 0 a 1, aunque pudiera
estar construido para detectar el cambio del pulso del reloj de 1 a 0):

T Qi Qeia
0 0] 0
0 1] 1
O A
1 1| 0

Veremos a continuacién algunos de los usos de los flip flops en la construccién de compu-
tadoras.

Contadores

Por la caracteristica que tienen los circuitos secuenciales de poder almacenar infor-
macién, se usan tanto para distintos tipos de registros como para contadores. Unicamente
revisaremos los contadores.

Los contadores son, en si mismos, circuitos secuenciales que se construyen con grupos
de circuitos de flip flop sincronos. Por ejemplo, un contador binario puede contar el nimero
de pulsos que se le dan de entrada. Por ejemplo, podemos conectar dos circuitos de flip
flop T', uno que esta controlado por el reloj y el segundo estd controlado por la salida del
primero. Los cambios en el flip flop se llevaran a cabo en la caida de la sefial (de 1 a 0). El
diagrama de bloque de un contador de tres bits se muestra en la figura 1.24.
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Figura 1.22. Contador binario ascendente de tres bits

Figura 1.23.

Salida —

1— T
cP—1>

Qa

Q

Qa

M

s

Q|
|

il

Q)
|
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En la figura anterior la sefial de 7" se mantiene en 1 para permitir los cambios en la
caida del ciclo de reloj. Como la salida de cada flip flop actia como el reloj del siguiente
flip flop, el siguiente flip flop invierte su sefial cuando la del flip flop anterior pasa de 1 a
0. En la figura 1.23 se muestra el comportamiento a través del tiempo de este contador. La
salida del flip flop A, que es el digito menos relevante del contador, es el que cambia mds
frecuentemente y el flip flop C' es el que lo hace menos frecuentemente. La salida () del
flip flop A actia como reloj del flip flop B, por lo que cuando la salida de A cambiade 1 a
0 es cuando se invierte la salida @ de B, que a su vez, cuando cambia de 1 a 0 es cuando
se invierte la salida del flip flop C.

Comportamiento de contador ascendente asincrono de tres bits

1

C’PD 2 34 4 5 | 6 { 7 8 |
1

QAO 0 1 0 1 0 1 1 0
1

QBO 0 0 1 1 0 0 1 0
1

Qco 0 0 0 0 1 1 1 0

A continuacién mostramos la salida del contador a través del tiempo, observando 9

ciclos.
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2 1 0
Tt QQC 55‘ 5,4 N
1|t 0 0 O 0
1t 0 0 } 1 1
11t O 1 0 2
1|t3] O ) 1 ) 1 3
1)ty 17 07 O 4
1]t5] 1 0 ) 1 5
L tg| 1 17 0 6
1)t 1 1 1 7
1|tg| O O ) 0 0

De manera similar podemos construir contadores de cuatro, cinco o el nimero de bits
que queramos (siempre y cuando quede fijo antes de construir).

Es fécil ver que la capacidad N de un contador —el maximo entero que puede represen-
tar— est4 relacionada con el nimero de flip flops utilizados, mediante la siguiente férmula:

N=2"-1

donde n representa el nimero de flip flops utilizados. Por ejemplo, si n = 8, tendremos
M=~ ] =285

Por otro lado, si queremos saber cuédntos flip flops necesitamos dada la capacidad que
requerimos, usamos la férmula

n = [logaN| = [log210 - logioN|

donde los simbolos [ y | se refieren al primer entero mayor o igual que la cantidad que se
esta obteniendo. Por ejemplo, si N = 5000, entonces obtenemos

n = [logy5000| = [12.28] = 13.

Con 12 flip flops podremos representar hasta 2'? — 1 = 4095 < 5000, mientras que con 13
flip flops podremos representar hasta 2'* — 1 = 8191.

La principal desventaja de este tipo de contadores es que cada flip flop se activa a
continuacion del anterior, teniéndose un retardo por cada uno,. por lo que el tiempo total
de propagacién que se requiere es proporcional al nimero de flip flops. Esto puede causar
problemas cuando todos los flip flops cambian al mismo tiempo, ya que se va a generar un
retraso hasta que el dltimo flip flop cambie de estado.
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De marnera similar a cémo construimos un contador ascendente de tres bits, podemos
construir uno descendente. La idea es sencilla: la salida complementada la alimentamos
como si fuera el pulso del reloj. El diagrama de bloques se encuentra en la figura 1.25.

Figura 1.24. Contador binario descendente de tres bits
Salida — Qa @B Qc
1— T  Qa 1 T Qs 1 T Q¢ J
cP—> > >
Q Q Qr—

Si suponemos que el contador empieza en 0 (0002), con el primer pulso del reloj Q4
cambia a 1 teniendo @ = 0, por lo que el pulso del flip flop B pasa de 1 a 0, lo que
hace que @z = 1. Similarmente entre el flip flop B y el C. A continuacién mostramos el
comportamiento del circuito al paso de 9 ciclos de reloj.

Figura 1.25. Comportamiento de contador descendente asincrono de tres bits

CP 0 I A 4 2 k | 3 \ 4 4 Y 5 JF 6 A 4 7 Y 8 A 4 9 Y
1 ey
Qu 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
1 —
Qs 0O 1 1 0 0 1 1 0 0 1
1 —_—
Q 0 1 L 1 1 0 0 0 0 1

Ia tabla de verdad para este circuito se encuentra a continuacién. Cada pulso del reloj
decrementa el contador en una unidad.
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2 1 0
Tt 50 55 5,4 N
1(t!| O ) 0) 0 0
1)t 1 1 1 7
1)ta| 1 1) 0 6
1t 1 07 1 5
1t ] 1 ) 0 ) 0 4
1]t 07 17 1 3
1|t O 1y O 2
1|tz O 0> 1 1
Litsl 0O O 0O 0

Es facil disefiar circuitos que cuenten hasta una cantidad arbitraria (pero fija), pero hay que
tomar en cuenta que, como estos contadores son asincronos, los pulsos se van propagando
de flip flop en flip flop, por lo que la acumulacién de retardos puede ser significativa. Para
evitar estos retrasos se deben disefiar circuitos secuenciales sincronos, en los que todos los
flip flops reciban la sefial de manera sincronizada con el reloj. Dejamos este tema al lector
interesado.

1.6.1.- Da las salidas (Q y Q) en cada uno de los instantes de tiempo Ty, . . ., 5, que pro-
duce un latch basico (pdgina 30) frente a la siguiente entrada:

R—- 01101
S— 10101

1.6.2.- Construye un flip flop SR usando un latch que esté construido con compuertas
nand en lugar de nor.

1.6.3.- Describe el comportamiento (la tabla de verdad) del siguiente circuito digital:
T L
— Q

-

O
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1.6.4.- Observemos el flip flop tipo 7. Si se ejecutan cuatro ciclos de reloj (en un ciclo el
reloj pasa de 0 a 1 y de regreso a 0), ;por cudntos ciclos pasa la salida del flip flop?

1.6.5.- Supongamos que conectamos dos flip flops tipo 7" de la siguiente manera:

)-.3
&
O

Q
cP—p> >
Q

Q)

d(] dl
Describe el comportamiento de este circuito a lo largo de cuatro ciclos de reloj.
1.6.6.- Si en el circuito anterior interpretas la salida del circuito como un niimero binario,

donde el bit mds significativo estd a la derecha, jcudl es el nimero binario con el que
empieza el circuito?
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