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INTRODUCCION

Todos saben que en Geometria, hasta hoy, la teoria
de las paralelas habia guedado incompleta. Los inten--
tos sin éxito hechos desde los tiempos de Euclides, a -
lo largo de dos mil anos, me indujeron a pensar que en
los mismos conceptos [de la Geometria] afin no estad ence
rrada esa verdad gque se queria demostrar y que se puede
comprobar, en forma similar a la de otras leyes fisicas
Gnicamente a través de las experiencias, como, por ejem
plo, las obser saciones astronémicas. Por fin, al estar
convencido de mis conjeturas, y juzgando que el dificil
problema ya estaba completamente resuelto, escribi so--
bre este tema una comunicacidn en 1826(1). Una aplica-
cidén de esta nueva teoria al anidlisis estd en articulos

que aparecieron en el "Kazanski Vestnik [Noticiero de -

Kazan ] " en 1829 y 1830, con el titulo: Sobre los funda

mentos de la‘geometria(z).

La conclusibn principal, a la cual llegué con la -
hipdtesis de la dependencia de las lineas de log - -~ =
éngulos(g), es la de admitir la existencia de la Geome-
tria en un sentido mds amplio del que, por primera vez,
nos presentd Euclides, En este sentido extendido di a
la ciencia el nombre de "Geometria imaginaria"(q),-en -
el cual gueda la "Geometria ordinaria" como caso parti-
cular, que corresponde a esas limitaciones en las hipb6-
tesis generales, que exigen las medidas efectivas. Em-

pecé la demostracidn de la suficiencia de los nuevos --

principios en "Uc&nye Zapiski Kazanskogo universiteta -
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[ Memorias Cientificas de la Universidad de Kazan ]"(5).

Ya que deseaba alcanzar este propdsito, aun si no en --
forma directa, por lo menos por el camino inverso més -
corto, escogl esta vez proceder desde las hipbtesis fun
damentales, hasta (lograr) las ecuaciones para todas --
las relaciones y las expresiones de todas las magnitu--
des geométricas. Afin si mi descubrimiento no hubiera -
traido otro beneficio, al margen del de completar los -
huecos en la ensenanza elemental, alin en este caso, al

menos el interés que este argumento siempre ha merecido,

me obliga a una exposicidn mds detallada. Empiezo con

un examen de las teorias anteriores.

Es f8cil demostrar que dos rectas, que estén incli
nadas bajo un mismo &ngulo con respecto a una tercera, -
no se encuentran nunca ya que resultan ser bajo esta --
hipbtesis perpendiculares a una (misma) recta(s). - --
Euclides hizo la suposicidn al revés, (o sea) que dos -
lineas que no estén igualmente inclinadas con respecto

2 ; : 7
a una tercera tendran siempre gque 1ntersectarse( ). Pa

ra convencerse que esta proposicidn era correcta se re-
currid a diferentes medios: alguna vez se intentd encon
trar primero la suma de los &ngulos de un tridngulo, o-
tra vez se compararon las superficies indefinidas que -
las aberturas de los angulos o dos perpendiculares en--
cierran, otra mds se admitid que los &ngulos dependen -

s6lo de la relacidn que guardan los lados, o finalmente,

se ahadieron propiedades nuevas de la linea recta para



completar su definicién. Entre estas demostraciones =--
hay algunas gque se pueden llamar ingeniosas, pero todas
son, sin distincidén, falsas, sus premisas tienen huecos
v no hay el rigor debido en el razonamiento; entre ellas,
ademds, no hay ninguna que, anadiendo a la simplicidad

la persuasidn, pueda ser aceptada por los principiantes.

En 1800 Legendre publicdé la tercera edicidn de su -
Géométrie, en la cual introdujo la proposicibn (seglin -
la cual) la suma de los &ngulos de un trif&ngulo no pue-
de ser mayor de I, o sea de dos rectos. Alli demostrd
también gue esta suma tampoco debe ser menor que I, pe-
ro sin darse cuenta del hecho de gque ciertas lineas pue
den dejar de constituir un tridngulo a partir del momen |
to en el cual el valor de la suma (de los &ngulos), en-
contrado por otros medios, presenta cierto absurdo.
Creo que no es necesario hablar md&s aqui de este error,
reconocido mds tarde por el mismo Legendre cuando dijo
que, a pesar de que los principios gue se tomaron como
bédsicos no presentaban dudas, €1 encontrd aiin ciertas -
dificultades que no pudo vencer‘s)! En las "Mé&moires -
de 1'Académie des Sciences" de 1833 anadid la proposi--
cidn siguiente: la suma de los Angulos debe de ser igual
a II en todos los triangulos, si tal es en uno al menosig).
Yo también tuve que demostrar esto en mi teoria, escri-

ta en 1826(10)

. Adem&s, creo que Legendre varias veces
tropezd con el camino que yo mismo habia escogido con -

tanto éxito; pero probablemente los prejuicios, a favor



de la posicidn aceptada por todos, lo indujeron a cada -
paso a precipitar sus conclusioens, o anadir lo que afin

no es licito admitir en la nueva hipbtesis. Examinemos
todo lo gque &1 publicd sobre este tema en las "MEmoires

de 1'Académie des Sciences" de 1833. *[ Lobaevskij expo

ne y critica, demostrando que estén equivocadas, algunas
demostraciones del postulado de Euclides hechas por -- -
Legendre en las obras citadas y por L. Bertand (1731 - 1812)
en el libro: "Dé&velopement nouveau de la partie &l&mentaire

des mathématiques prise toute son étendue" de 1778]

En la teoria de las paralelas, adem&s, se ha pensa

do tomar como fundamento al hecho de gue, en los tridn-

"gulos, los &dngulos deberian depender de la relacidn ---
(gqgue hay) entre los lados. En un primer momento eéta =
afirmacibén parece tan simple como necesaria, pero si --
buscamos en nuestro pensamiento para ver donde se origi
na, nos encontramos con la necesidad de llamarla arbi--
traria tal como las demés a las cuales hasta ahora se -
ha recurrido. En la naturaleza tenemos propiamente co-
nocimiento solamente del movimiento, sin el cual las im
presiones sensoriales son imposibles. Por lo tanto, to
dos los demds conceptos, por ejemplo los.geométricos, -
son creaciones artificiales de nuestra mente, sacadas

de las propiedades del movimiento; éste es el motivo por
el cual el espacio, en si, (considerado) separado, para
nosotros no existe. Considerado esto, no puede haber -

en nuestra mente ninguna contradiccidén al suponer que -



ciertas fuerzas de la naturaleza siguen una geometria y,
otras, otra geometria suya particular. Para aclarar es
te concepto supongamos (y de esto muchos estdn convenci-
dos) que las fuerzas de atraccidn se debilitan, por la

difusién_de su accidn, sobre las superficies esféricas.

En la Geometria ordinaria se toma la magnitud de la su-
perficie esférica igual a 4lr? en correspondencia del -
radio r, de donde se obtiene que la fuerza tiene que --
disminuir proporcionalmente al cuadrado de la distancia.

En la Geometria imaginaria yo encontré que la superfi--

cie de la esfera es:

y puede ser que las fuerzas moleculares sigan esta geo-
metria, y entonces toda particularidad (de esas fuerzas)
dependeria del nGmero e, siempre muy grande. Por lo --
demds, considérese este ejemplo como pura hipbtesis, pa
ra confirmar la cual hay que encontrar otras pruebas --
mas convincentes(lll. De todos modos afin no estd permi
tido dudar de una cosa: que las fuerzas, solas, generan
todo: movimiento, velocidad, tiempo, masa, hasta distan
cia y &ngulos. Todo estd estrechamente ligado con las

fuerzas: al no lograr percibir la esencia de esta inter
dependencia, no se puede afirmar que en las relaciones

entre magnitudes heterogéneas tengan gque intervenir Gni

camente sus razones (relaciones, cocientes). Si se ad-

mite la dependencia de la razdn (relacidn, cociente), -
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¢porgué no suponer la dependencia a secas?. Ya hay al-
gunos ejemplos a favor de esta opinién: la magnitud de
las fuerzas de atraccidn, por ejemplo, se expresa con -
la masa dividida por el cuadrado de la distancia. Para
una distancia igual a cero esta expresidn, propiamente,
no representa nada. Se necesita empezar con una distan
cia cualquiera, grande o peguena, pero siempre efectiva,
para que aparezca la fuerza. Ahora nos preguntamos: --
icdmo es que la distancia genera esta fuerza? ccbmo es
que subsiste en la naturaleza esta unidn entre objetos
tan heterogéneos?. Quiz&s nunca logremos contestar es-
to; pero al ser cierto que las fuerzas dependen de las
distancias, entonces los segmentos pueden, de la misma
forma depender de los &ngulos. En los dos casos la he-
terogeneidad es, por lo menos equivalente: su diferen--
cia no estd, por asi decirlo, en el concepto, sino en -
el hecho de gque nosotros conocemos la primera dependen=-
cia por la experiencia, mientras que, por la imperfeccidn
de las observaciones, tenemos gue suponer mentalmente -
la segunda, o mds alld de los limites del mundo visible

o en la estrecha esfera de las atracciones moleculares.

De todas formas, la proposicidn, segln la cual Gni
camente la razdn (relacibn, cociente) de las distancias
puede definir los &ngulos, serd un caso particular, al
cual llegaremos cada vez que consideremos lineas infini

(12)

tamente pequeinias . El procedimiento de la Geometria

ordinaria conduce, por tanto, siempre a conclusiones --
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verdaderas, si bien no en esa forma tan amplia, en la --
cual nos la da ese sistema geométrico general gue yo lla
mé "Geometria imaginaria". La diferencia entre las ecua
ciones de una y otra geometria se origina al anadir una
nueva constante(lg) que ya las observaciones tendrian --
gue propocionar, pero encontramos, sin diferencias sensi
bles, que a través de é&stas (observaciones), es tal (la
constante) que en las medidas efectivas, la Geometria --

por todos aceptada, es méds que suficiente (alin si en si

y por si, esto no fuese rigurosamente cierto).

Esto significa que tal sistema [ la geometria ordina
rial] , o se encuentra casualmente en la naturaleza, o gue
todas las distancias gue nosotros podemos alcanzar son -
atin infinitamente pequenas. En general, toda proposicibn,
que la Geometria imaginaria admite para los elementos de
cierta magnitud, al ser aceptada para lineas de grandes
dimensiones, tiene que llegar forzosamente a las reglas
de la Geometria ordinaria, ya que en esta hipdtesis se -
conservan fnicamente las primeras potencias de esos niime
ros que representan la linea, y, de consecuencia, entran
en todas partes, en las ecuaciones, sus razones (relacio
nes, cocienteS)(lq). Los siguientes son ejemplos de pro
posiciones de este tipo: el hecho de gue las dos distan-
cias entre dos perpendiculares sean en todos lados igua-
les, que un segmento de perpendicular (a una recta dada)

describa con su vértice una linea recta, que el circulo

al aumentar su radio se vuelva en el limite una linea —-
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recta(15). Entre todas las proposiciones conocidas de -
este tipo es necesario dar prioridad a la gue acepta gue
las razones (relaciones, cocientes) de los segmentos de-
penden de los &ngulos; en ella al menos la simplicidad -
del concepto se acerca incluso a los primeros principios
de nuestra experiencia. Pero esto es todo lo gue se pue
de decir en su defensa; cualquier otro juicio seria, o -
falso, o sin fundamento. Asi no hay gue preocuparse por
el hecho de gue, con la dependencia directa de las lineas
de los &ngulos, intervenga una magnitud igualmente arbi-
traria, como es la de escoger la unidad de medida. A --
esto se puede contestar que nada impide que, en las ecua
ciones, nos representemos las razones (relaciones, cocien
tes) de las lineas no (en relacidn) a una de las que ---—
alli se consideran, sino a una gque, de alguna forma, pue
de estar definida en la naturalezatlE}. Yo demostré es-
to en la Geometria imaginaria, dando ecuaciones en las -
que todas las lineas intervienen en relacidn a una nada
més, que deberia encontrarse a través de las observacio
nes, si &stas fueran suficientes para esto. Juzgo que
no es necesario el examinar en detalle las otras propo-
siciones, demasiado artificiosas o arbitrarias. Entre
ellas, Gnicamente una merece afin cierta atencidn: el pa
so entre el circulo y la linea recta. El defecto se ve
aqul enseguida en la ruptura de la continuidad: una cur

va, que no deja de ser cerrada, por mids grande que sea,

tendria que volverse de repente una recta indefinida, -
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perdiendo asi una propiedad esencial(l7). A este respec
to, la Geometria imaginaria cumple este paso de una for-
ma mucho mejor. En ella, al agrandar un circulo, cuyos
radios converjan todos en un solo punto, obtenemos al --
fin una linea tal gue las normales a la misma se acercan
indefinidamente, a pesar de que no pueden ya intersectar
se. Esta propiedad aun no es propia de una recta sino -
de la linea curva que yo llamé circulo - limite (oriciclo)
en mi escrito "Sobre los principios de la geometria”.

En fin, si es necesario resolver experimentalmente el di
ficil problema del paralelismo, entonces la propuesta he
cha por Legendre, de reportar seis veces el radio sobre

la circunferencia(la)

tiene que ser considerada, sin du-
da, gravemente insuficiente. En mis "Principios de la -
~geometria", haciendo uso de observaciones astrondmicas,

exhibi que en los tridngulos, cuyos lados son casi igua-
les a la distancia de la Tierra al Sol, la suma de los -
angulos no puede diferir de la de dos rectos en mis de -
0,0003 segundos de grado. Esta diferencia crece en pro-
porcidn geométrica con respecto a los lados del tridngulo
y, en consecuencia, hasta hoy, como yo mencioné& mas arri
ba, la Geometria ordinaria es mds que suficiente para =--

. - s (19) +

las medidas précticas . Se puede también llegar a es
tas conclusiones con ayuda de proposiciones bastante sim
ples y adecuadas a los primeros elementos de una ciencia,

a pesar de gque la teoria completa exije un cambio comple

to en el orden de los estudios, y la anadidura, ademis,



de la Trigonometria.

Entre las imperfecciones de la teoria de las para-
lelas, habria que contar tambié&n la definicidn misma de
paralelismo. No obstante, esta imperfeccidén no depende
ria en absoluto, como sospechd Legendre, de ciertos de-
fectos en la definicidn de linea recta ni tampoco de --
esos defectos, anado yo, que se esconden en los concep-
tos primarios gue es mi intencidn indicar aqui, inten--

tando-en lo que pueda-corregirlos.

Usualmente se empieza la geometria asignando a los
cuerpos tres dimensiones, a las superficies dos, a las
lineas una, y no admitiendo ninguna para el punto. Lla
mando estas tres dimensiones: longitud, anchura y alti-
tud, v entendiendo con estas denominaciones Jjustamente
las tres coordenadas, nos apresuramos asi a enunciar --
conceptos prematuros con palabras, a los gue el idioma
hablado asigna cierto significado, significado afn no -
bien definido por la ciencia exacta. En efecto: ccdmo
es posible representarse con claridad la medida de una
longitud, cuando ain no se sabe que es una linea recta?
;como es posible hablar de longitud, de altura, si no -
se ha dicho nada anteriormente sobre perpendiculares, -
sobre el plano, cbmo se colocan las perpendiculares en

un mismo o distintos planos?.

Y, finalmente, si en el punto no hay ninguna dimen

sidn ¢gué queda en &l que posibilite que se le considere
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ain un objeto a juzgar?. Admitamos que cada quien pueda
representarse claramente la linea recta, incluso si afin
no puede expresar su conhcepto; pero se pregunta ¢de qué
forma ahora, con el auxilio de la recta, deberia poder
asignarse una dimensidn a la linea curva, dos a la super

ficie curva?

Es cierto que no es necesario pedir que longitud,
anchura y altitud sean una con otra perpendiculares: es
suficiente tomar para ellas lineas con direccidn dife--
rente. Pero alin en este caso se tropezard con dificul-
tades especificas. Tomando como regla la de no utilizar
prematuramente nada de los conceptos que afin tienen que
ser explicados méds adelante, se pregunta: ¢cfmo expresar
ahora la condicibén que las tres dimensiones en los cuer
pos deban pertenecer a tres rectas en planos distintos?.
Ademds, no hay que confundir la distinta direccidn de -
los dos lados sobre una recta cortada en un punto(zolcon
las dos dimensiones en el plano y, finalmente, hay que
definir satisfactoriamente qué se debe entender por di-
reccidn y por &ngulo. Resumiendo: espacio, dimensidn;
lugar, cuerpo, superficie, linea, punto, direccidn, &n-
~gulo - son palabras, con las cuales se empieza la Geome-
tria, pero a las cuales no se asigna, jamds, un claro -
significado. Mientras tanto, se pueden considerar todos
estos objetos también desde otro lado. Hay gue obser--

var que la obscuridad de los conceptos se debe aqui a -

lo abstracto, lo cual ya no interviene en la aplicacidn
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de las medidas reales, y se introduce entonces, sin ne-
cesidad, en la teoria misma. Las supeficies, las lineas,
los puntos asi como los define la Geometria, subsisten
s6lo en nuestra imaginacidn; mientras gue nosotros medi
mos las superficies y las lineas usando para ello (otros)
cuerpos. Este es el porqué hay que hablar de superfi--

cies, lineas y puntos finicamente en el sentido en el --

=~

que se deben entender a través de las medidas efectivas
trataremos asi de respetar justamente esos conceptos --
que, en nuestra mente, estdn estrechamente ligados con
la representacidn de los cuerpos, a los cuales estd - -
acostumbrada nuestra imaginacidn, y que podemos COmpro-
bar directamente en la naturaleza sin recurrir antes a

conceptos artificiales y ajenos (a nosotroS)(ZI).

Pero con estos conceptos nuevos, la ciencia toma -
una nueva direccidn desde el mismo principio y la sigue
hasta desembocar en el andlisis; de esta forma, el pro-
ceso de ensenanza adguiere ya un aspecto especial. In-

tentaré aclarar en qué se puede encerrar este cambio.

En Matemidticas se siguen dos procedimientos: el --
andlisis y la sintesis. El cardcter que distingue el -
andlisis estd constituido por las ecuaciones, gque sirven
primero de base para cualquier juicio y llevan ya a to-
das las conclusiones. La sintesis, o procedimiento ---
constructivo, exige Jjustamente las representaciones que

estdn estrechamente ligadas con los conceptos primarios

de nuestra mente. La gran ventaja del andlisis es la -
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siguiente: en &l se procede siempre por via directa, --
desde las ecuaciones hasta el fin prestablecido. La --
sintesis no estd sometida a ninguna regla general, pero
necesariamente hay que empezar por ella para llegar, fi
nalmente, una vez descubiertas las ecuaciones y junto -
con ésta, al punto después del cual todo desemboca ya en
la ciencia de los nimeros. Por ejemplo, en la geometria

22 .
( )no se intersec-

se demuestra que dos perpendiculares
tan, que los tridngulos son completamente iguales [ con-
~gruentes] si lo son s6lo algunas de sus partes. Casos

asi, como también toda la teoria de las paralelas, se -
examinarian analiticamente sin éxito. En esto no se --
puede tener éxito, de la misma forma que no se puede --
tratar sin sintesis la medida de las superficies, limi-

tadas por lineas rectas, o la medida de cuerpos, limita

dos por superficies planas.

Obviamente, tambi&n en la sintesis hay que utilizar
la ayuda del andlisis: pero estd fuera de discusidn que,
en los principios de la Geometria y de la Mecédnica, el
andlisis no puede ser jamas el finico instrumento. La -
Geometria, hasta un cierto punto, siempre tendrd algo -
de especificamente geométrico que no se puede de ningu-
na forma eliminar. Se puede restringir la esfera de 1la

sintesis pero no se puede anularla completamente,
Ademids en este intento de sustituir la sintesis --
por el andlisis, no hay que precipitarse ni admitir, ca

da vez, funciones que permiten prever Gnicamente una de
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pendencia, sin que se sepa en qué consiste, y mucho me-
nos, cdémo se expresard. Con estas limitaciones del anid
lisis, fijemos el objetivo verdadero y el lugar que com
pite al otro procedimiento [ la sintesis], con el cual -
empieza realmente por primera vez la ciencia, con concep
tos tales gque, a partir de ellos, el razonamiento puede
ya crear todo lo deméds, deduciendo a partir de los pri-
marios cada vez [ conceptos] nuevos, y abriendo asi, ca-
da vez mds, los limites de nuestros conocimientos en to

das las direcciones, al infinito.

Los primeros datos serdn sin duda siempre los con-
ceptos que nosotros percibimos de la naturaleza a tra-- o
vés de nuestros sentidos. La razbn puede y debe redu--
cirlos al menor nfimero posible, para que ellos sirvan -
después de base sbdlida para la ciencia. De todos modos,
por lo general, afin nadie sigue el procedimiento sinté-
tico de esta forma, respetando todas las reglas aqui --
enunciadas, prefiriendo introducir el andlisis, aun si
es antes de tiempo, y admitiendo como presupuesto el de
sarrollo, aun si no es completo, de los conceptos que -
constituyen nuestra mente innata, y a los cuales no que
da m&s gque dar un numbre sin extenderse demasiado en =--
clarificaciones, y sin preocuparse de la exactitud en -
la definicién. Si la facilidad y la simplicidad llevan
a escoger este método de ensenanza, de cualquier forma
siempre habrd que dar la mayor importancia a la parte -

de la verdad, rigurosa, y habrd que utilizarla antes o



después.

Yo hice mi primer intento en este sentido con el -

(23)y lo aplico ahora a la Geometria. El1 andli-

Algebra
sis puro, ya no mezclado con la sintesis, no se puede -
utilizar en Geometria hasta gue no se haya representado
cada dependencia por relaciones, y hasta que para todo
tipo de magnitudes geométricas no se hayan dado expresio
nes. En Geometria podemos entender la magnitud Gnica--
mente con la medidatzu), la cual no existe en sentido -
propio para lineas y superficies curvas. Por mis peque
nas gue se tomen las partes de una curva, &stas seguiréan
siempre siendo curvas; y en consecuencia no podran nunca
medirse con el auxilio de la recta. Lo mismo hay gue =~
decir de las superficies curvas, en las cuales, por mé&s
pequenas que sean las partes que se delimitan, jamas se
ran planas. Por otro lado, en la naturaleza no hay ni
rectas ni curvas, ni planos ni superficies curvas: en -
ella encontramos sélo cuerpos, de forma que todo lo de-
mas, creado por nuestra imaginacidn, sobrevive {inicamen
te en la teoria. Lagrange tomd como fundamento la posi
cibn de Arquimedes: dos puntos sobre una curva pueden -
siempre tomarse tan cerca (uno del otro) que el arco en
tre ellos sea mayor que la cuerda, pero menor que los -
dos segmentos de tangente al arco y que van, desde sus
extremos, hasta la mutua interseccidén (Th&orie des fonc

tions analytiques). Tal posicidn es, en efecto, necesa

ria; pero con ello se anula el propdsito inicial de me-
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dir lineas curvas con rectas. Lo mismo [pasal] con las
superficies cuando se tiene el propdsito de medirlas --

con [ superficies] planas.

Por esto, el cdlculo de la longitud de una linea -
curva, asi como la magnitud de una superficie curva, no
representa ni de casualidad, por asi decirlo, la recti-
ficacidn de la curvatura: se dirige a un fin completa--
mente distinto: buscar un limite al cual la medida efec

tiva se acerca tanto mids cuanto mds precisa es.

Se dird que la medida es tanto mds precisa cuanto
mds pequenos son los anillos de una cadena [ que se uti-
liza para la medida efectival ; y finalmente, se tendrd
la medida m&s exacta tomando un hilo delgado completa--
mente curvo. Es por esto que, en Geometria, es necesa
rio demostrar de forma particular que la suma de las -
tangentes disminuye simultaneamente con el aumento de -
la suma de las cuerdas, hasta gque las dos sumas ya no -
difieren de forma sensible del limite, al que las dos -
se acercan, y el cual es entonces aceptado por la Geome
tria como la longitud de la linea curva. Ahora bien es
td claro que, segfin esta regla, el cidlculo estard tanto
m&s en acuerdo con las medidas cuanto mis precisas seén
estas Gltimas. Es aqui, al mismo tiempo, evidente so--
bre qué se basa el postulado de Arquimedes. En base al
ejemplo visto para las lineas curvas se puede razonar -
sobre las magnitudes de las superficies, pero sin afir-

mar jamds que partes muy pequehas tengan la capacidad -




de volverse planas.

Para las superficies limitadas por lineas curvas y
para los cuerpos, limitados por superficies curvas, no
existe a la par una medida en sentido riguroso, cuando,
como medida, tienen que utilizarse, en el primer caso,
el cuadrado y, en el segundo, el cubo. De todos modos,
siempre en la hipdtesis de encontrar un solo 1limite, al
qgue se acercan las medidas efectivés, es necesario (po-
der) demostrar que a este limite llegamos siempre sin -
falla; hay que aclarar entonces de qué forma hay que —--
presentar la medida y cfmo en ella es posible alcanzar
la exactitud deseada. Para poder satisfacer todos es--
tos requerimientos no se puede prescindir de ciertas --
proposiciones auxiliares, que hay que aceptar como axio
mas:

1) (Dos) &reas de figuras planas serdn iguales cuan

do para formar una de ellas la otra se divide en

partes que se relinen en un nuevo orden;

2) El area de una figura plana es menor que la de -
otra en la cual estd completamente encerrada ~-
(contenida) pero, no obstante todo, sin agotar-

la;

3) La magnitud de un tridngulo se anula con la dis
minucidn ilimitada de un lado.
También para (el caso de) la medida de los cuer

. : i 245
pos hay que recurrir a axiomas 51mllares( ),
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Notas al pié de pdgina de Lucio Lombrado - Radice.

(1)

(2)

(3)

La comunicacidn fué leida por Lobacevskij en la dgesidn de la
Facultad de fisico -matem&ticas de la Universidad -
de Kazan' el 11 (23) de febrero de 1826. Su titulo
era: Exposition succincte des principes de la G&omé
trie avec une démonstration rigoureuse du théoréme
des paralléles. El texto manuscrito se entregd a -
una comisidn compuesta por los profesores Simonov, -
Kupfer y Brasman para que decidiera sobre su publica
cibén. La opinidn de los integrantes de la comisidn
fué negativa, pero para no ofender a un colega, no
fué expresada oficialmente y se prefirid retrasar in
definidamente los trémites, (de publicacidn). Por
eso la obra no se publicd jamés, y hay que conside-

rar que el manuscrito estd perdido sin remedio.

Esta es la primera obra impresa sobre la geometria
no-euclidiana, la cual asegura a Lobacevskij la prio
ridad sobre Bdlyai (Tentamen, 1832). En su primera
parte estd resumida la obra perdida Exposition suc-

cincte ya mencionada.

Legendre expone, en un apéndice a la primera edicidn
de sus Eléments de g€ométrie (1794), un intento de
demostracidn del postulado de las paralelas basado
sobre el asi llamado "principio de homogeneidad".

"Este principio se puede resumir en la afirmacidn -
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que magnitudes heterogéneas, tal como los &ngulos y
los segmentos, no pueden estar en dependencia biuni
voca los unos de los otros" [S.A. Janovskaja, "Isto
riko - matematiceskie isledovanije (Investigaciones
histdrico - matematicas)", 3 (1950), p. 19]. Este
principio, no totalmente claro, es sustancialmente
equivalente a la forma 5 del postulado de Euclides
expuesta en nuestra introduccidn (V, 5. Para cada
figura plana existe una semejante de magnitud arbi-
traria (dos poligonos, por ejemplo dos tridngulos,
se dice que son semejantes cuando sus &ngulos son -
iguales y los lados que corresponden a angulos igua
les estan en la misma relacidn (razdn)); esto es --
equivalente a admitir que, una vez que se han asig-
nado los &dngulos de un tridngulo, é&stos no definen
la magnitud de los lados (de cada lado), sino nada
mas su razdn (existencia de un tridngulo semejante
a uno dado gue tiene un lado asignado arbitrariamen
te). En la geometria no-euclidiana de Lobatevskiij,
por lo contrario, una vez que se han asignado los -
dngulos de un tridngulo, quedan determinados, en --
-magnitud, también sus lados: dos tridngulos son - -
iguales, no existen tridngulos semejantes que no --
sean ademds iguales. El "principio de homogeneidad"
es por tanto equivalente al V postulado y no puede
tomarse entonces como punto de partida para su "de-

mostracidn”,
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Lobatevskij, a pesar de haber verificado (también -
con célculos astronbmicos) que "las medidas efecti-
vas" son una paueba §isica, dentro de ciertos l1imi-
tes, del postulado euclidiano para el cual el vidé -
claramente que era Ldgicamente independiente de los
precedentes, se did cuenta (como veremos) del hecho
gue, por ejemplo a escala astrondmica mias amplia, -
su geometria no-euclidiana podia tener fisicamente
validez, v que la euclidiana podia ser simplemente
una Optima aproximacidén de la realidad fisica a es-
cala de la experiencia ordinaria (cuerpos sbélidos,
distancias comprendidas entre ciertos limites).
Por esto el nombre de geometria imaginaria que &1 -

escogid no es apropiado ni corresponde bien a su --

pensamiento y fué por esto abandonado. Hoy se habla

o de "geometria de LobaCevskij" o, con Felix Klein

(1871) , de "geometria no-euclidiana hiperbdlica"

En el fasciculo 1 de "Ucenye zapiski" del afio 1835,
con el titulo: Voobraiaemaje_geometrija [ Geometria

imaginaria] . [Nota de Lobalevskijl.

En ésta su obra, Lobaéevskij considera que estén dg
das a priori las ecuaciones que expresan la depen--
dencia de los &dngulos de los lados, ya obtenidas --
por €l por via geomé&trica; (a partir) de ellas dedu
ce la nueva geometria; demuestra analiticamente que
€sa es la geometria sobre la esfera de radio imagi-

nario y que por tanto hay que aceptarla o rechazarla
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junto con la gecmetria esférica. En los Nuevos prin

cipios se sigue el camino inverso (opuesto).

Ver el teorema demostrado en §94: "dos lineas no --
convergen, cuando una tercera las encuentra del mis
mo lado bajo el mismo &ngulo", esto es, cuando inter
sectadas por una transversal, forman &ngulos corres
pondientes iguales. En este caso Lobadevskij demues
tra que ellas poseen una perpendicular comiin; por -
eso si se encontraran en un punto P, desde P podrian
trazarse dos perpendiculares distintas a una misma
recta, lo cual se demostrd anteriormente que es im-

posible.

Esta es una de las formas en la cual se puede expre
sar el V postulado de Euclides enunciado de la for-
ma expuesta en el prefacio ("dos rectas se encuentran
cuando, interesectadas por una transversal, forman -
dngulos conjugados internos cuya suma es distinta -

de dos rectos").

Estas son las palabras precisas de Legendre: "Nous -
devons avouer que cette seconde proposition, guoique
le principe de la démonstration fut bien connu, nous
a présenté des difficultés que nous n'avons pu - - -
enti8rement resoudre". "M&m. Acad. Sci. Institut de

France", 12, 371 (1833). [Nota de Lobadevskij] .

Ver demostracidn en el §91.
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La prioridad en la demostracidén de este teorema --
corresponde a Saccheri (1733), cuya obra era desco
nocida sea a Legendre que a Lobatevskij. Este ha-
bia llegado a este teorema en 1817, como lo demues
tra un cuaderno de apuntes del curso de geometria

que impartid ese ano.

Se han omitido en este punto alrededor de nueve pa

ginas (nos referimos a la edicidn de 1949) al juz-

~garlas demasiado "té&cnicas" y no esenciales para -

la comprensidén de lo que sigue.

Este importante razonamiento de Lobadevskij (expues
to, como &1 frecuentemente hace, en forma muy con-
cisa) creemos, hay que entenderlo de la siguiente
forma. Supbdngase que una fuerza atractiva, concen
trada en un punto material se difunde uniforme--
mente en todas las direcciones: se distribuirid en-
tonces uniformemente sobre superficies esfé&ricas -
gque tienen como centro el punto material. En la -
mecdnica ordinaria experimentamos que esta fuerza
es, en cada punto del espacio, inversamente propoﬁ
cional al cuadrado de la distancia desde el punto
material en el que estd concentrada: por esto la -~
mecdnica ordinaria implica la geometria ordinaria,
en la cual la superficie de una esfera es propor--
cional al cuadrado del radio. Si la ley de atrac-

cidn en el campo molecular fuera diferente, siempre
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manteniendo que la fuerza atractiva se difunde uni
formemente en todas las direcciones, si por ejemplo
fuese inversamente proporcional a: et - 7%, enton
ces seria necesario adoptar una nueva expresidn pa
ra la superficie de la esfera (en el caso citado,
la escrito por Lobatevskij).
Notar que aqui e no representa forzosamente la ba-
se de los logaritmos naturales 2,718...: depende -
de como se escoge la unidad de medida de las distan
cias.
La importancia de este razonamiento de Lobatevskij
no estd en el ejemplo concreto (que no parece tener
validez), sino en la conexibn que &l genialmente -
establece entre geometria y fisica, entre propieda

des geométricas del espacio y leyes fisicas.

Como se demostrard mids adelante (8§92 y §102) en el
plano de Lobatevskij, cuando mis disminuyen los la
dos de un trié&ngulo, tanto mas aumenta la suma de
los angulos internos, acercandose a dos rectas, --
por esto la geometria ordinaria se puede considerar
vélida al limite, para distancias infinitamente pe

quefias.

En cuanto a la "constante universal" que intervie-~
ne en la geometria de Lobacevskij, ver también las
notas que se le dedican en el § 117, que trata de

las orisferas y de los oriciclos. Un oriciclo es
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la trayectoria ortogonal de un haz de rectas para-
lelas (la tangente en cada punto P de un oriciclo
es perpendicular a la recta del haz de paralelas -
dadas qgue pasa por P). En el caso de la geometria
ordinaria tal trayectoria es una recta; en el caso
de la geometria de Lobatevskij es una curva de tipo
nuevo (oriciclo, o circulo - limite, ya que se pue-
de concebir como limite de un circulo cuyo centro
se aleja al infinito en la direccidn comlin a las -
paralelas de un haz). Dados dos oriciclos relati-
vos al mismo haz de paralelas "la razdn (relacidn,
cociente) de dos arcos S, S8' (de los oriciclos) =--
comprendidos entre dos paralelas del haz, depende
de su distancia X de forma tal que: S = S'gq~ (§117).
En la geometria euclidiana se tiene g=1, §=8', y
rectas paralelas son también equidistantes; en 1la
geometria de Loba&evskij por lo contrario se tiene
g mayor que 1 ("cuando S' se aleja de S en el sen-
tido del paralelismo"). Si se introduce la constan
te k como el inverso del logaritmo natural de g, -
se tendra la geometria euclidiana para k infinita-
mente grande. En el plano hiperb&lico aparece en-
tonces una constante k, que se puede definir por -
via puramente geométrica (ya que por via puramente
geométrica se puede definir la unidad de medida, -
ver nota (16)): se llamari la "constante del plano

hiperb6lico" mientras que la cantidad (negativa y
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perbélico (el plano euclidiano, gue corresponde a

constante) - se llama "curvatura" del planoc hi-

k = infinito, tiene por eso curvatura nula).

(14) Se tiene ademds, con mds precisidn: "las relaciones
trigonométricas del plano hiperbdélico se transfor-
man en las ecuaciones de la geometria euclidiana,
si los lados del tridngulo se toman muy pegquehos -
tan pequenocs, de poder omitir las terceras poten--
cias de las relaciones (razones, cocientes) entre
los lados y la constante del plano hiperbdlico ---
(ver nota anterior)". V. F. Kagan, Osnovanija geo-

metrij (Moscli - Leningrado, 1949), Vol. I, p. 346.

(15) Aqui Lobatevskij enumera una serie de proposiciones
gue se tienen gque suponer validas para "lineas de
~grandes dimensiones" las relaciones vadlidas "local
mente” en la geometria hiperbélica, esto es las --
que verifican las partes elementales, infinitésimas.

Asi por ejemplo, localmente, "en pequeno" tambié&n
en el plano hiperbélico dos paralelas muy cercanas
son equidistantes. Con mds exactitud: el &ngulo -
II(a) (&ngulo de paralelismo) que una paralela por
A a la recta r forma con la perpendicular AB a r -
depende de la distancia a de A a r; serd inferior

a 90° cuando a tiende a cero.

(16) En el plano no-euclidiano de Lobadevskij, como ya

se menciond en la nota anterior, el &ngulo de para
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lelismo es funcidn del segmento a (distancia del -
punto A a la recta r; mientras que el angulo de pa
ralelismo II(a) es el &dngulo que forma una paralela
por A a la recta r con la perpendicular desde A --
hasta r). Se puede entonces definir, por ejemplo,
como unidad de medida la longitud del segmento al
que corresponde un angulo de paralelismo de 45°.
De esta forma se puede establecer la unidad de me-
dida por via puramente geométrica; lo cual es impo
sible en la geometria euclidea, en la cual hay que
recurrir a una muestra fisica (cual el metro ordi-
nario). Este &s uno de los hechos mis singulares,
mds "extranos" de la geometria no-euclidiana. A -
este propbsito ya Gauss observaba: "...lo que en -
este sistema repugna a nuestra razdn es el hecho,
si fuese cierto, que en el espacio existiria un --
segmento [en si] definido (afin si no conocido por
nosotros). Pero creo que, sl prescindimos de la -
sabiduria verbal de los metafisicos, vacia de cual
gquier significado, sabemos muy poco o casi nada de
la esencia del espacio: no podemos confundir lo gue
a-nosotros nos parece innatural con lo absolutamen
te imposible" (carta a F. Taurinus del 8 de noviem

bre 1824).

Ya se observd en nuestra introduccidn que en Loba-~
Ctevskij estd viva la intuicidén de las propiedades

topoldgicas de las figuras. En este caso &l obser
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va justamente que no se puede pasar con continui--
dad, sin una "ruptura", un "corte", de una linea -
cerrada a una linea abierta. En realidad, la reg
ta de la geometria ordinaria, al anadirle los pun-
tos al infinito, es una linea cerrada: alejandose
sobre la misma indefinidamente desde un punto ini-
cial O hacia uno y otro lado se llega al mismo pun
to al infinito. Por lo contrario, la recta del --
plano de Lobacevskij, también cuando se anaden co-
mo puntos nuevos las direcciones de haces de radios
paralelos, no es una linea cerrada:
alejédndose sobre la misma indefinidamente desde un
punto O hacia uno y otro lado se llega a dos puntos
al infinito diferentes. El1l lugar de los puntos al
infinito ya no es una recta, es una cbnica, relati
vo al hecho de gque por un punto pasan dos paralelas
a la recta dada, que tienen sentido de paralelismo

opuesto.

La circunferencia es 6,28... (2II) veces su radio -

en el caso euclidiano, y viceversa, si para la lon

~gitud de la circunferencia esta fdérmula es vilida,

estamos en el caso de la geometria euclidiana.

Las mediciones hechas por Lobalevskij se referian
al triangulo cuyos vértices eran la Tierra, el Sol
y la estrella Sirio. La diferencia entre la suma

de los angulos internos y dos rectos, que &l encon
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trd era de 0",000372, ampliamente justificable con

los errores de los instrumentos ("en los tiempos -
de Lobaéevskij los instrumentos para la medida de
los &ngulos no daban la posibilidad de distinguir
angulos que se diferenciasen el uno del otro por -
menos de 1" dice Kagan, el mayor estudioso sovié-
tico de Lobatevskij, ya varias veces citado). Lo-
bacevskij vié con claridad gue esto aseguraba la -
suficiencia de la geometria euclidiana "en las me-
diciones précticas”, pero no su validez universal,
yva que "prescindiendo del hecho que en la imagina-
cidn el espacio puede prolongarse mas alld de cual
guier limite, la Naturaleza misma nos ensefa distan
cias tales, que en comparacidn con ellas desapare-
ce por su peguenez hasta la distancia de nuestra -
tierra a las estrellas fijas". O naéalah_geometrij
[ Sobre los principios de la geometrial , Vol. I de

la Edicidn Nacional, p. 2009.

O sea los dos sentidos posibles de recorrer una rec

ta.

"En lo gue atane las definiciones... nos parece po
co filosb6fico y poco correspondiente al curso efec
tivo del pensamiento darlas de golpe y sin ninguna
investigacidn: decir, por ejemplo "la superficie es
el 1limite de un cuerpo sin espesor". Es mejor con

siderar inicialmente el cuerpo tal como es, y ense
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nar como se llega via abstracciones sucesivas a la
consideracidén del cuerpo, dotado nada mds de exten
sidn v de forma definida, y después, via nuevas --
abstracciones, sucesivamente a la consideracidn de
la superficie, de la linea y del punto". Asi (es-
cribe) Jean Le Rond d'Alembert en el Dictionaire -
encyclopé&dique des mathématiques, Vol. I (1789).

Para (darse cuenta de) la influencia del iluminis-
mo sobre Lobaéevskij y para el nuevo criterio de -
exposicidn de los principios, ver nuestro prefacio.

Recordemos gue en 1823 Lobalevskij escribid un cur

so de geometria en el cual estd ya, en gran parte,
la nueva impostacidn, tan diferente de la euclidia
na y mas bien polémica hacia ella. Este libro se
publicé apenas en 1909 y ha sido recientemente reim
preso por Ediciones Nacionales, Vol. II., con el -

titulo de Geometrija.
A una misma recta.

Algebra ili vy¢islenie koneényh [Algebra o cdlculo
de las (cantidades) finitas] (Kazan', 1834) publi-
cada ahora en el Vol. IV de las Ediciones Naciona-

les.

Estas pdginas son una polémica implicita en contra
de la impostacidn de Euclides: 1) porgue, como ya

se notd, se rechazan por arbitrarias las definicio

nes y los axiomas en la forma tradicional, en los
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cuales se "presupone el desarrollo de esos concep-
tos que constituyen nuestra mente innata"; 2) por-
que, se pone en el centro la geometria métrica (mo
vimiento, medida).

En los parrafos siguientes se discute la medida de
lineas vy superficies curvas, definiéndola como un
limite, y preocupéandose de las condiciones que ga-

rantizan la existencia de dicho limite.

En realidad, en la medida de los sdlidos, la iguai

dad de los volUGmenes de dos poliedros no lleva ne-
cesariamente a su equidescomponibilidad, como demos

traron M. Dehn (1901) y V. F. Kagan (1903).




Capitulo 1.

LOS PRIMEROS CONCEPTOS DE LA GEOMETRIA.

El contacto constituye la propiedad caracteris
tica de los cuerpos; a ella deben los cuerpos el -
nombre de cuenrpos geométricos, desde el momento en
que fijamos nuestra atencidn sobre esta propiedad
y no consideramos todas las demds propiedades, con

&stas esenciales o accidentales.

Son objeto de juicio, ademdas de los cuerpos, -
también, por ejemplo, el tiempo, la fuerza y la ve
locidad del movimiento; pero el concepto contenido
en la palabra contacto no hace referencia a esto.
En nuestra mente nosotros relacionamos este concep
to s6lo con los cuerpos cuando hablamos de su com-
posicidn o descomposicibn en partes. Este simple
concepto, que hemos recibido directamente en la na
turaleza a través de los sentidos, no deriva de o-
tros conceptos y no depende entonces de ulteriores

explicaciones.

Dos cuerpos A y B (fig. 1), que se tocan entre
si, forman un Gnico cuerpo geométrico C, en el cual
cada una de las partes que lo compone aparece sepa
rada (estd por su lado) sin confundirse en la tota

lidad C.
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Por otro lado cada cuerpo C se descompone, --
por una seccdén 8 cualguiera, en dos parte A y B.
Agui entendemos por seccidn ya no alguna nueva -
atribucidn del cuerpc, sino una vez mas el contac-
to, en tanto que expresamos en este caso la descom
posicidn del cuerpo en dos partes que se tocan.
Llamaremos en adelante fLados de la seccidn S en el

cuerpo C a las dos partes A y B.

De esta forma podemos concebir todos los cuer
pos en la naturaleza como partes de un cuerpo Gni-

co global, gue llamaremos espacdo.

Todo cuerpo A (fig. 2) puede tocar otro cuerpo B -
de forma tal que sea imposible para otro cuerpo C
tocar al mismo tiempeo A yv B. En este caso se lla-
ma a B espaclo cirhcunsdtante cuando se supone que -

cada cuerpo C estd contenido en &l; o el Lfugar del
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cuerpo A, si se toma en consideracidn sblo el con-
tacto entre A v B yv se permite en consecuencia la

eliminacidn del espacio ambiente de cada parte su-
(1)

ya C que no toca A . Si el cuerpo A se encuentra

en este tipo de contacto con B y si ademds es impo
sible unir a A algin cuerpo que no toque B, se di-
ce que A {fena el lugar B. Todos los demds cuer--
pos que llenen a la par el lugar B sin que se ope-
re sobre ellos alguna modificacidn serdn entonces

(2)

geométricamente congruentes entre ellos bajo to

das las relaciones.
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FPig. 2

Dos cuerpos son nada mas equivalentes, cuando
se tiene gue las partes de uno tienen que distribu
irse en un nuevo orden para llenar el lugar del --

otro (cuerpO)cS).

Un cuerpo geométrico se mide descomponiendo -

el cuerpo mismo y otro cuerpo, gue se asume CoOmo -
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medida, en partes [ entre si] congruentes. La magni
tud [del cuerpo] se expresard después por la rela-
cidn (razdn) entre el nGmero de las partes conteni
das en el cuerpo dado y el nlimero de las partes --
[ contenidas] en la medida. La posibilidad de deter
minar la magnitud de los cuerpos presupone en con-
secuencia la posibilidad de poder componer cualguier
cuerpo a través de repetidas anadiduras de un cuer
po Gnico que, (puesto) afiadido cada vez a si mismo
terminaria por llenar tanto el cuerpo gque mide co-
mo la medida misma. Si es imposible llegar de un
modo completo a este resultadoc se empieza por dar
a la medida una forma determinada; se descompone -
después en partes, las cuales pueden si tener cual
quier magnitud pero deben de ser siempre congruen-
tes entre ellas de tal forma que la medida genere,
con la anadidura repetida de si misma y de sus par
tes, un cuerpo continuo que llena el espacio mas -
alld de cualquier limite(q). Después de esto se -
podra llegar a la formacidn de cualquier cuerpo por
qomposicién, alcanzando el grado de igualdad mds -
alla del cual nuestros sentidos ya dejen de perci-
bir (alguna falta) las faltas.

Entonces, los errores en la medicidn no supe-
rardn esos margenes, que se presentan en la misma
naturaleza, lo cual tiene que ser el objetivo fun-

damental de cualgquier ciencia; y si bien de ella -
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traemos (sacamos) los primeros conceptos, debemos
ain a la imperfeccidn de nuestros sentidos el rigor
de estas dltimas. En la realidad, en la naturaleza
no existe una composicidn continua, y la regulari-
dad de la formacidn no se conserva, hasta las par-
ticulas elementales, en la forma en la cual se pre
senta, en un primer momento, para un todo de gran-
des dimensiones. Por otro lado, si bien nosotros
creamos en nuestro pensamiento cuerpos (entre si) -
inconmensurables como por ejemplo la esfera y el -
cubo, no tenemos mas que establecer un acuerdo en

los signos de mayor y menor; admitir entonces, en

~general, que todo cuerpo tiene una medida bien de-

terminada; y encerrar finalmente el cuerpo medido
entre limites que podemos acercar entre si cuanto
nos guste, para llegar a la magnitud de las for=--
mas pensadas con el grado de exactitud que quera-

mos. (3)

Cada cuerpo se puede descomponer en partes --
que no se tocan enitre 4L mds que una a una.

Secciones de este tipo serdn llamadas por nho-
sotros seccdlones consecutLvas, Estas localizan la
dimensidén seglin la cual un cuerpo se expande al in
finito cuando nosotros le afiadimos (siempre) partes
nuevas del espacio circunstante, gue no se tocan -

mds gue una a una.
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En la figura 3 estdn representadas las partes
A,B,C,D,E de un cuerpo, unidas por contacto segln
el orden (dado). A no toca ni C ni Dni Ey a la
par B no toca ni D ni E. Las secciones S, §', S}},
S''"!, por medio de las cuales se genera tal descom

posicidn, serdn secciones consecutivas.
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Una primera seccibén divide un cuerpo en dos =
partes; una segunda seccidn, qu vaya desde un lado
al opuesto, genera ya cuatro. En estfe caso, sLem-
pre se pueden LLevar Las dos secclones y afadir des
pués otrnas nuevasd de forma que a cada paso aumente
en dos el ndmero de Las panrtes, Las cuales se fo--

can todas (entrhe 1) una con ofha.

A secciones de este tipo, cuyo nlimero es en -

consecuencia ilimitado, llamaremos seccfoned rofan

tes.
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En la figura 4 la seccidn ab divide el cuerpo
en dos partes; las secciones cd y ef anaden aln --
dos cada una, de forma tal gue las seis partes - -
AA',BB',CC',DD',EE',FF' se tocan entre si. Por --
ejemplo AA' no toca nadamds a BB' sino tambi&n a -
cc', DD',EE',FF'. Las tres secciones ab,cd,ef se-

rdn secciones rotantes.

Dos secciones, cada una de las cuales va, con
respecto a la otra, de un lado al opuesto, se lla-
mardn seccdLones en chuz. En la figura 4, por ejem
plo, se han llevado las secciones ab y cd en cruz.
Llamaremos partes en ciuz a dos partes (de los cua-
tro gue se forman en un cuerpo por obra de seccio-

nes de este tipo) que se encuentran en lados opues

tos con respecto a las dos secciones. En la figu-
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ra 4 estén representadas las siguientes partes en
cruz: AA' y DD',BB' y EE',CC' yv FF'. En la figura,
AA' v DD' se encuentran en lados opuestos sea con

respecto a la seccidn ab o con respecto a la cd.

Hay que observar que dos secciones en cruz di-
viden, tal vez, el cuerpo en cuatro partes gue se
tocan entre si nadamds una a una. Afin en este ca-
so la primera parte estd a su vez relacionada por
contacto con la cuarta y es entonces imposible to-
mar (por equivocacidn) la descomposicidn por la que

se origina por secciones consecutivas.

e /e
B A B
d a Ti d
D e ///
_.-/
h h
Fig. 5 Fig. 6 Fig. 7

En la figura 5 se representa el perfil de un
cuerpo de este tipo, gue se divide con las seccio-
nes abcd y efgh en cuatro partes A,B,C,D que no se
tocan entre si mds que una a una. Pero la primera

parte estd conectada con la dltima D y por esto es
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imposible suponer que la descomposicidn se haya ob
tenido por las cuatro secciones consecutivas ab,ef,
cd y gh. La diferencia caracteristica entre las -
secciones consecutivas y las secciones en cruz estéd
en el hecho de que las primeras no pasan de un lado
al opuesto. Mientras que en la figura 5 la seccidn
abcd descompone el cuerpo en dos partes ahd y aed,
que representan los dos lados de la seccidn abcd; -
la otra seccidn efgh va desde un lado aed al otro
ahd. Si por ejemplo quitédramos la parte D, se eli
minaria asi el contacto de A con D y de D con C, -
entonces en este caso las secciones ef y cd se vol-
verian secciones consecutivas. Por otro lado, dos
secciones en cruz siempre tienen gue dar origen a
un contacto en cruz de por lo menos dos partes, =--
alin si no en el mismo cuerpo, si en el espacio cir
cunstante, esto es afadiendo al cuerpo una parte -
conveniente tomada del espacio circunstante. Asi,
en la figura 5, se puede completar el cuerpo con -
una parte que se toma del espacio circunstante, con
el resultado de que, en este cuerpo compuesto, las

. . 6
dos secciones ya no se 1nterrumpen.( )

Si suponemos las secciones continuas, entonces
podemos admitir dos casos: las secciones ad y eh -
(fig. 6) dan origne a cuatro partes A,B,C,D que, o
se tocan en cruz por parejas (A y C,B yv D), o son

tales que sblo dos partes, por ejemplo A y C (fig.7)
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se tocan entre si, mientras las otras dos, B y D,
no estan conectadas. Nadamds en uno de estos casos
- en el primero- las dos secciones ad y eh seran -

secciones rotantes (fig. 6).

Por medio de thes secciones se puede descompo
ner cada cuerpc en ocho partes que se tocan entre
5L, de forma tal que seccdones consecutlvas a cada
una de estas Lhes secciones [(revelan, exhiben) des
Tacan sLemphe cuatho partes que se tocan entre 5.1L.

En este caso llamaremos a las tres secciones
sdeccdlones phincdpales. En los cuerpos no puede e-
xistir un nimero alin mayor de secciones de este ti
po, aln si cada una de estas puede ser sustituida
sea por una seccidn rotante, sea por una seccidn -
consecutiva a ella relativas. Ningln cuerpo admi-
te una cuarta seccibén a la que se pueda dar el nom
bre de seccidn principal bajo esta condicidn. En
efecto, no estamos en condiciones de descomponer -
ni un solo cuerpo por medio de una cuarta seccidn,
tal gue doble el nGmero de partes gque se tocan mu-
tuamente, de forma tal gque se conserve el contacto
de todas las dieciséis partes, cuando se sutituye
la seccidn por secciones consecutivas con respecto

a ella.(7l

Las tres secciones principales ab,cd v ef - -

(fig. 8), descomponen el cuerpo en ocho partes: A,
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B,C,D,A",B',C',D' gue se tocan una con otra. Hu-
biéramos llegado al mismo resultado si, por ejem-
plo, hubiéramos tomado, en lugar de cd, otra sec-
cidn cualquiera a ella consecutiva o una seccidn

rotante cualgquiera relativa a ella.

Si se desea que tres secciones, con las cua-
les se descompone un cuerpo, sSean secciones prin-
cipales, no es suficiente gque las ocho partes se
toquen entre si. Hay gue pedir gue secciones con
secutivas con respecto a cada una de las tres sec
ciones destaquen siempre cuatro partes que se to-
can en cruz (y esto por lo menos cuando no se con
sideren esas partes gue por lo general no se tocan

en cruz)(s).
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Imaginemos ahora, gque afladimos una seccidn --
consecutiva a una de las tres secciones principa--
les: entre las dos se destacaran cuatro partes, el
contacto entre ellos puede ser de uno de los tres
tipos representados en las. figuras 5,6,7. El pri~
mer caso no es aln suficiente para decidir si hay

gue considerar como dos seccicnes principales a las
secciones ad y eh; pero en el caso que se ve en la
figura 6 las dos secciones ad y eh pueden ser sec-
ciones principales, si lo mismo se repite en todos
lados entre dos secciones consecutivas cualesquie-
ra © si, por lo menos, el contacto en cruz es com-

pletamente anulado nadamds entre algunas de ellas.

Si se fijan en un cuerpo tres secciones prin-
cipales, con lo cual, al mismo tiempo, se producen
en el cuerpo ocho partes que se tocan la una con -
la otra, entonces, con respecto a la primera seccidn
dos partes se tocan superficialmente; con respecto
a dos secciones, dos partes puestas en cruz se to-
can Linealmente; mientras que dos partes que se en
cuentren en lados opuestos con respecto a cada una
de las tres secciones, se tocan entre ellas en un

punto.



La figura 1 representa el contacto superficial
de dos partes A y B en el cuerpo C. En la figura
9 se ve el contacto lineal de dos cuerpos A v B, -
destacados en un cuerpo por las secciones ab y cd.
En la figura 10, los dos cuerpos A y B se tocan en
tre si en un punto, siendo partes de un cuerpo que
se obtienen por obra de las tres secciones abc, --

dbe, fbg.

Cada cuerpo se encuentra en contacto superfi-
cial con el espacio circunstante. La seccidn, con
la cual estd subdividido, se puede pensar como una
seccibn finica, o como dos secciones rotantes, o, -
finalmente, como tres secciones principales. En -
consecuencia, dos partes de un cuerpo se tocan o -

superficialmente, o linealmente, o en un punto,



Si tratamos nadamds del contacto entre dos --
cuerpos y en consecuencia no tomamos en considera-
cidén las partes de cada uno gue no tocan al otro,
los dos cuerpos reciben el nombre de superficdie, -
Linea ¢ punto, seglin cual sea el tipo de contacto

entre ellos: superficial, lineal, o en un punto(g).

Entonces, si dos cuerpos A y B (fig. 11) se =
tocan superficialmente, en tanto se encuentren de
los dos lados de la seccidn 8§, recibirin, de ahora
en adelante, el nombre de : superficie S, apenas -
esté permitido anadir o qguitar a A cada parte a que
no toque B, y a B cada parte b gue no toque A. E1
hecho de quitar partes a y b de este tipo tiene que
hacerse a través de las secciones S' y S'' conse-
cutivas con respecto a § y se puede seguir hasta -

que en los dos cuerpos se llegue a lo delgado de -
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una hoja de papel o hasta el punto en el cual la -

imaginacibén afin tiene la capacidad de seguir con -

la subdivisién. Generalmente nos representamos las
superficies de esta forma, o sea justamente adelga

zando hasta el extremo dos cuerpos, gquitando de --

nuestra atencidn esas partes de ellos, que no es -

necesario tomar en consideracidn.

Fig. 12
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Si dos cuerpos A y B (fig. 12) tienen un con-
tacto lineal y representan partes de un mismo cuer
po, cortadas por dos secciones ab y cd, y si ademas
estd permitido quitarle a A cada parte a que no to
ca By a B cada parte B que no toca A, los dos cuer
pos recibirin de ahora en adelante el nombre de 11
nea. Las dos partes a y B pueden ser quitadas con
el auxilio de secciones, S8 y 8', consecutivas: las
primeras con respecto a ab y las segundas con res-
pecto a cd, de esta forma se puede reducir los - -
cuerpos a la sutileza de un cabello o del trazo ef
sobre la hoja o hasta el punto en el cual estemos
en condiciones de imaginar esta subdivisidén. Asi
es como habitualmente nos imaginamos las lineas, -
después de haber logrado que pase inadvertido lo -

gque aqui no debe llamar la atencidn.
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Si dos cuerpos A y B (fig. 13) se tocan en un
punto y en consecuencia pueden ser considerados co
mo partes cortadas de un cuerpo Gnico con el auxif
lio de tres secciones principales abc, dbe y fgb,
entonces B se llama un punto en el caso en el cual
es licito guitarle a A cada parte o o B gue no to-
ca By a B cada parte y que no toca A. El quitar
partes de este tipo se logra, en los dos cuerpos,
por medio de las secciones §,S',S8'', consecutivas
con respecto a las tres secciones principales abc,
dbe,fbg y reduce finalmente el cuerpo a la magnitud
(pequeniez) de un granito de arena o a un punto b,
que se obtiene del contacto de (la punta de) una -

pluma (de donde justamente viene el nombre)(IO).

El contacto de cada cuerpo con el espacio cir
cunstante genera una superficie que £imifa el cuer
po. El mismo cuerpo es el lado {nfterion de la su-
perficie, el espacio circunstante (es) el lado ex-
themo a ella. Secciones (que hacemos) en el cuer-
po generan superficies, que se llaman Anfeinas y -
que se distinguen de la superficie exferanas justa-
mente en lo que concierne al contacto con el espa-

cio circunstante.

Cada linea pertenece a un conjunto infinito -
de superficies, generadas por secciones rotantes.
Justamente en esto se piensa (nos referimos) al de

cir que dos duperficies se corntan en una Linea, --
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gue yace sobre cada una de ellas (superficies) y -
divide a cada una de ellas en dos partes: Los Lados
de La £Linea. De la interseccibn de la superficier
externa de un cuerpo con una superficie interna -
que se alarga fuera del cuerpo, nace una linea que
cenndndose limita la superficie interna, o de otro
modo: divide el fLado intenion de la linea, del ex-

ferdon ilimitado en el espacio circunstante.

Un punto pertenece a todas las lineas en las
que se intersectan tres secciones principales, asi
como tambi&n a las secciones notantes relativas a
ellas. El punto divide una linea en dos partes -—-
gque determinan dos lados opuestos del punto. Si -
la linea se cierra hay que quitarle una parte para

. . 11
evitar la confusidn entre los dos lados conexos( ).

La medida de los cuerpos reguiere su descompo-
sicidn en partes iguales (§ 2). Se puede obtener
la descomposicidn con el auxilio de secciones con-
secutivas a las tres principales, por eso los cuer
pos poseen tres dimensiones, gue estan determinadas

por las tres series de secciones consecutivas.

Si suponemos que de este modo podemos medir -
cada cuerpo (como se mostrard mids adelante), podre
mos hacer para cada seccidn, otra seccidn sucesiva
a ella y (destacar) desprender entre las dos una -

parte cuya magnitud puede hacerse pequena, a placer,
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en comparacidn con la magnitud del cuerpo entero.
Por otro lado, tal (reduccidn) hecho de hacer méas
pequena la magnitud del cuerpo, no modifica la su-
perficie generada por la primera seccidn. Por lo
tanto, a este respecto, la magnitud de una superfi
cie debe ser considerado igual a cero en compara--

cién a la magnitud del cuerpo.

La medida de una superficie requiere, de for-
ma andloga que la medida de los cuerpos, su descom
posicidn en partes iguales. Tal descomposicidn es
posible, si anadimos a la seccién que genera la su
perficie otras dos secciones de forma de obtener -
tres secciones principales; y si hacemos después -
secciones sucesivas a cada una de las dos secciones
anadidas. Las dos series de secciones sucesivas -
determinan en este caso dos dimensiones (mientras
gue con la tercera serie se van quitando nadamis -

partes que no pertenecen a la superficie, § 7).

Si suponemos que de esta forma siempre se pue
de medir uan superficie, asi como en general cada
parte suya que esté entre dos secciones sucesivas
que determinan una dimensidn, entonces podremos vol
ver pequeha a placer tal parte en comparacidn con -
la magnitud de la superficie completa. Pero ya que
una parte de una superficie constituye un lado de

una linea, la magnitud de una linea serd bajo este



10.

_50_
aspecto, igual a cero si se compara con la de una
superficie. Por eso en la medida de una superficie
se pueden sustituir las secciones sucesivas con --
secciones rotantes a ellas correspondientes; lo —-—
cual quiere decir que hay que considerar nadamés -
las lineas mismas, trazadas sobre la superficie, -
cualesquiera gue sean las secciones a las que ellas
puedan ulteriormente pertenecer y prescindiendo de
la forma como las secciones puedan ser prolongadas

por fuera de la superficie.

La medida de las lineas requiere la subdivisidn |
en partes, que se pueden separar con una sola serie
de secciones consecutivas, que se hacen con respec |
to a la tercera seccidn principal y tomando como -
las otras dos secciones principales, las mismas --
secciones sobre las cuales se encuentra la linea.

En efecto, secciones sucesivas de las dos tGltimas

separan nadamds partes que no pertenecen a la linea.

Si suponemos que es posible encontrar la mag-
nitud de cada linea y a la par, la magnitud de ca-
da parte de la misma comprendida entre dos puntos;
y si admitimos adem&ds, que se puede volver tal par
te, pequena a voluntad, tenemos que considerar el
punto como cero (de medida cero) en comparacidn =--
con la magnitud de la linea ya que todas las partes

: 12
mencionadas no pertenecen al punto{' l.
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De todas formas hay que considerar que la mag
nitud de un punto es cero en comparacién con la --
magnitud de una linea, ya que cada linea, por pe--
guena gue sea, se puede volver méds pequeha sin que
eso influya de alguna forma sobre la magnitud de -
un punto que pertenezca a ella (§ 7). Por lo gene
ral, tanto las lineas como los puntos, cuando estén
conectados entre si por secciones a las que perte-
necen y las cuales, en consecuencia, seran todas -
secciones rotantes la una con respecto a la otra,
no pueden aumentar en magnitud sino que a su vez -

las secciones (cuando una es restituida por la otra)

~generen nuevas lineas y puntos. Asi, en este tipo

de unidn, la magnitud de dos lineas es la magnitud
de la mayor entre ellas o la de antes en el caso -
de que sean iguales; la magnitud de un punto no --
varia jamd&s. Esta propiedad de las lineas y de -~
los puntos, de no aumentar su magnitud dobléndola
es -en el campo de las magnitudes geomé&tricas- la
misma propiedad que existe entre los nilmeros y el

cero.

La posicidn relativa entre dos puntos se lla-
ma la distancia (entre ellos) y se determina por -
el contacto entre dos cuerpos, sobre los cuales es
licito hacer todas las transformaciones gue no - -

hagan cambiar [de lugar] los puntos mismos, de for
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ma tal que se considera que la distancia es la mis
ma, cuando la diferencia viene de las partes de un
cuerpo que no tocan al otro, o de secciones rotanf
tes diferentes, a las cuales (cuerpos) pertenecen

tambié&n los puntos(IS}.

Fig. 14

La distancia entre los puntos A y B (fig. 14)
estd definida por el contacto del cuerpo IM con --
AD(E)B, porque agui, lo diferencie entre los cuer-—
pos en contacto consiste, o en partes del uno que

no tocan al otro, o en partes cuyas superficies ex

ternas representan secciones wotantes, a las cuales

pertenecen los dos puntos.
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NOTAS A PIE DE PAGINA.

El ambiente gue rodea el cuerpo A es conside-
rado por Lobalevskij como un cuerpo; pero en gene-
ral se asignard, como veremos més adelante, la {4-
nitud como una propiedad de los cuerpos geométricos
(que no se deriva de la hipdtesis, apenas hecha, -
de que se pueda "circular" un cuerpo cualquiera A
con un cuerpo B). La "eliminacidn del espacio cir
cunstante, de cada parte que no togue A" eqguivale,
sustancialmente, a la definicidn de "cerradura" de
A (conjunto de los puntos de A y de los puntos 1li- i

mite de A).

La posibilidad de gue un cuerpo ocupe el lugar
de otro "sin que se opere sobre €l alguna modifica
cién" implica, alin si no claramente, la idea de --
"movimiento". Entonces el concepto de "movimiento"
es, ademds del de "contacto", uno de los conceptos

primitivos de Lobacevskij.

Lobaéevskij reduce el concepto de "eguivalen-
cia" al de "eguidescomponibilidad" gue es mas res-
trictivo. Pero hemos preferideo usar en el texto,-
de ahora en adelante, el término mias corriente de
"eguivalencia”. En el original se usa un lenguaje

yva antiguo: dos cuerpos congruentes son llamados -
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"idénticos", dos cuerpos equivalentes (equidescom-

ponibles) son llamados "iguales".

Esto pasa, por ejemplo, si se toma como uni--
dad de medida de las superficies planas un cuadra-
do, y como unidad de medida de los cuerpos sblidos

un cubo.

Ver también nuestra introduccidén. Para Loba-
cevskij, el concepto de continuidad es en cierto -
modo artificial; la posibilidad de una subdivisidn
indefinida en partes congruentes cada vez mis pe--
guenas, que surge en nuestra mente gracias a las -
experiencias macroscdpicas, no se puede extender -
al mundo microscBpico. Para Lobacevskij la medida
tiene un carédcter experimental, necesaria. E in--
trinsecamente aproximado. Es (esta) una concepcidn
fisica (y en parte empirista) de la geometria, que
lleva a la exclusidn del infinito y en consecuencia
de las sucesiones decimales infinitas (nGmero irra

cional) .

Como se observa en nuestra introduccidn, Loba
cevskij es inducido, por la naturaleza misma de la
tarea que se ha propuesto, a imprimir una direccidn
que hoy llamariamos topolégica a su nueva fundacién

de la geometria, en lo que concierne a los primeros
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principios. Usando el lenguaje modernc, podemos -
decir que las definiciones de secciones consecuti-
vas y notantes que da Lobacevskij; se pueden aplif
car a los cuerpos sb6lidos gue se pueden obtener de
la esfera por deformacidn "cldsica" (con mds pro--
piedad: transformacidn topoldgica u homeomorfismo),
no a cuerpos como el "toro" (" dona con agujero")
gue no se puede reducir a la esfera topolégicamen—
te, y al que se refiere LobaCevskij en el ejemplo

de la figura 5.

Hay qgue notar que: a) la definicibn de seccio
nes principales hay que referirla a la esfera o a |
un cuerpo a ella homeomorfo (ver nota anterior); -
b) cén la hipbtesis actual se supone que el espacio
geométrico es de tres dimensiones. Hay que obser-
var aqui también que el cardcter sustancialmente -
topoldgico de la definicidn de tridimensionalidad,
en la que ya no se recurre a la imposibilidad de -
pasar por un punto cuatro rectas mutuamente ortogo
nales, incluye conceptos métricos. Ver también la

Introduccidn.

Lo que se anade entre paréntesis no queda muy
claro: hay que entenderlo en el sentido siguiente:
que una seccidn consecutiva a una seccidn principal

dada separa de las partes que se tocan en cruz (y-
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no de otras) partes que tambié&n se tocan en cruz.

El lector experto en topologia se dard cuenta
que la definicién, dada ahora por Lobacevskij, de
la dimensidn, encubre (esconde) la definicidén de -
"dimensidn inductiva" dada por primera vez por = =
Poincaré (1911), y se basa sobre la consideracidn
de los "cortes" que rompen la conexibén de un conti

nuo.

La palabra punto (tocko) wviene en ruso de "afi

lar, sacar punta" (tocit).

Aqui también Lobaclevskij se limita implicita-
mente a considerar esos cuerpos que son homeomorfos
a la esfera. La superficie de "contacto con el es
pacio circunstante" es entonces una superficie sim
ple cerrada (homeomorfa a la superficie esférica) ;
las "superficies internas” generadas por una seccidn,
son discos circulares (o sus transformados por de-
formaciones continuas); la linea de interseccidn de
la "superficie externa de un cuerpo con una super-
ficie interna alargada fuera del cuerpo" es una --
linea simple cerrada (circunferencia o su transfor
mada topoldgica), mientras que la linea donde se -
intersectan dos "superficies internas" es un segmen

to (o su transformado topolégico) .
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(12) Hemos preferido aqui (y es una excepcidn) la -
leccidn de F. Engel, en su traduccidn alemana, a -
la carta del texto de la edicidn estatal de 1949,
la cual concluye repitiendo que la magnitud de la
linea tiene que considerarse nula en comparacidn a
la de una superficie. Puede ser gue haya sido una
falta de atencién material de LobaCevskij (ya vere

mos alglin otro ejemplo mds adelante).

(13) En el capitulo II., como se verd, Lobaéevskij
explicard con mas claridad que la distancia entre
dos puntos A,B es invariante en relacidn a los mo-
vimientos (la "posicidn relativa" de dos puntos no

se altera con los movimientos).




