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Prefacio

Este material es la recopilacién de la imvestigacion, sobre todo bibliogréfica, reali-
zada especialmente para sus respectivas tesis de licenciatura de Laura I. Echeveste
Escobar [15] y Brisa Jiménes Matus [32] de quienes tuve el privilegio de ser su
directora de tesis.

Nuestro objetivo es que este material sea parte de un seminario ya sea en Mateméti-
cas o en Ciencias de la Computacién. En semestres anteriores en el Seminario de Analisis
Combinatorio, al final del curso he incluido una Introduccién al Problema de Asigna-
cion de canales y tuve la oportunidad de profundizar més el tema en un Seminario de
Computacion Tedrica.

El Problema de Asignacion de Canales involucra varias disciplinas tales como
Ciencias de la Computacién, Investigacién de Operaciones, Ingenieria y en general las
Matematicas

En Ciencias de la Computacién involucra dreas especificas como Anélisis v diseno
de Algoritmos, Complejidad, Heurfsticas; Geometria Computacional, Graficacidn, en-
tre otras. En Investigacion de Operaciones estan presentes dreas como Teoria de Redes,
Programacién Matemaética (en especial Programacion Entera y Dindmica), Teorfa de
Juegos. En la Ingenieria, el drea mds importante que se ve involucrada es Telecomuni-
caciones, ya que la aplicacion més importante del Problema de Asignacién de Canales
es la Telefonfa Celular. En Matemdticas el drea enriquecida por este problema, es sin
duda la Combinatoria, en particular, la Teorfa de Graficas. Cabe mencionar que el
Problema de Asignacién de canales es modelado como un problema de coloracién en
Gréficas.

Quiero extender mi agradecimiento al M. en C. Juan A. Vega Garfias [53],
quien me facilité material de su tesis, que incluimos como parte del Capitulo 2 y el
Apéndice A de Telecomunicaciones.

Dra. Maria de Luz Gasca Soto
Profesor Asociado, C, T.C.
Departamento de Matemédticas



Capitulo 1

Introduccion.

El objetivo principal de este trabajo es, primero, plantear el Problema de asignacion
de canales. con un enfoque de Teorfa de Graficas; después, éste es enfocado a la Telefonia
Celular; finalmente, se revisa el famoso Problema de la Ciudad de Filadelfia, presentando
su solucion.

En términos generales, el Problema de Asignacién de Canales consiste en asignar
canales que puedan reutilizarse en dreas suficientemente separadas, evitando interfe-
rencias y sin perder la calidad del servicio, se desea usar el menor ntimero de canales.

Inicialmente el problema de la asignacién de canales es modelado como un Problema
de coloracién de gréficas y los algoritmos de coloracién se usan para intentar resolverlo.
Otro enfoque se obtiene al considerar diversas restricciones. tanto técnicas como legales,
donde los canales deben ser asignados de manera que la interferencia sea la menor
posible. Este problema puede ser considerado como un problema de coloracién con
restricciones adicionales.

Ademds, debido al incremento en el uso de servicios de comunicacién inalambrica,
asl como a la correspondiente escasez y alto costo del espectro de ancho de banda, se
ha vuelto de suma importancia, para los operadores de redes celulares, maximizar la
eficiencia del espectro.

Tal eficiencia puede ser alcanzada mediante el reuso de canales, es decir, el uso
simultdneo de una misma parte del espectro de radio por canales de comunicacidn en
diferentes puntos de la red. El reuso es restringido por niveles de ruido, resultado de
la interferencia entre dichos canales.

Una antena cubre un drea de terreno en la cual puede atender llamadas; a esta drea
se le conoce como celda. Este problema podemos modelarlo con una grafica G = (V, A),
donde los nodos en la gréfica corresponden a cada celda y las aristas representan la
interferencia entre celdas vecinas. Asumimos que existe una demanda fija para cada
celda y que una asignacion de canales para las celdas debe ser encontrada.

Asi, debido a la gran demanda del servicio de telefonia celular, las compaiias se han
visto en la necesidad de optimizar sus recursos. Uno de estos recursos, es el espectro
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radio-eléctrico; por otro lado, adquirir una concesién de este espectro resulta muy caro
y el nimero de frecuencias es limitado. Esta situacién, motivo el uso de las técnicas
de la Investigacién de operaciones y la utilizacién del término reuso de frecuencias
da alternativas de solucién al problema de asignacién de frecuencias, directamente
relacionado con del de asignacién de canales.

Este trabajo estd dividido en dos partes: En la primera parte, describimos el Pro-
blema de Asignacién de Canales, PAC, y lo modelamos con Teoria de Graficas. En la
segunda parte, presentamos el problema de la Telefonia Celular, la aplicacion méds impor-
tante del PAC y planteamos su modelacién con Programacién Matamatica. Finalmente,
introducimos el Problema de la Ciudad de Filadelfia y presentamos diversas soluciones
del mismo.

Ahora bien, la primera parte estd dividida en tres capitulos.

En el Capitulo 2, presentamos el problema de asignacién de canales, definiendo
tanto conceptos basicos como problemas y teorfas sobre el mismo. En el Capitulo 3,
damos una introduccién a los problemas de Coloracién y multicoloracién en Gréficas,
ademds, presentamos cotas para los respectivos niimeros croméaticos.

En el Capitulo 4, proporcionamos las bases tedricas para modelar el PAC usando la
Teoria de Graficas. Introducimos el concepto de Etiquetacién y presentamos resultados
asociados a ésta para diferentes familias de gréficas. Determinamos, ademés, la comple-
jidad del problema de etiquetacién, que resulta ser NP-Completo. En el Capitulo 5, se
presentan y ejemplifican algunos algoritmos para el PAC aplicados a diversas familias
de graficas.

La segunda parte, Telefonia Celular, consiste de tres capitulos:

En el Capitulo 6, presentamos los elementos bdsicos de la Telefonfa Celular y re-
planteamos el problema general. En el Capitulo 7, planteamos, y ejemplificamos. varios
modelos del problema con Programacién Matemética, en particular con Programacion
Entera.

Al final, Capitulo 8, presentamos una aplicacién especifica de la Telefonia Celular:
el Problema de la Ciudad de Filadelfia, el cual ha sido usado para probar los algoritmos
que pretenden solucionar el PAC.

Por ltimo, incluimos tres anexos donde complementamos la parte tedrica. Tales
son: A. Telecomunicaciones; B. El sistema GSM; C. Algoritmos; y D. Programacién
Matemadtica.
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Capitulo 2

El Problema de Asignacién de
Canales

Hoy en dia existe en el mundo una creciente demanda para muchos servicios rela.
cionados con el espectro de radio, como una forma de comunicacién.

Sin duda alguna, el avance de la ciencia y de la tecnologia es una razén fundamental
del répido desarrollo de nuevos servicios inaldmbricos de comunicacion, como las redes
de telefonfa celular (digital). La aparicién de los sistemas celulares, al permitir una
capacidad mas grande de usuarios, ha sentado las bases para que la telefonia mévil® se
convierta en una aplicacion de consumo a la que puedan tener acceso, no solamente las
personas que necesitan especificamente este tipo de aplicacién, sino también otras que
lo consideran una comodidad més de las proporcionadas por los avances tecnolégicos.

En efecto, las terminales (por ejemplo, teléfonos celulares) son cada vez més pe-
quenas, baratas y con mayor autonomia. Asi mismo, los sistemas ofrecen cada dia més
servicios, de tal forma que se estdn alcanzando altos indices de crecimiento y, a me-
diano plazo, se considera que pueda llegar a convertirse en una alternativa real a la
telefonia convencional (fija). Sin embargo, esto ha dado como resultado la escasez del
recurso mas importante: las frecuencias en el espectro de radio. Como con todos los
recursos limitados, el alto costo del ancho de banda del espectro hace ineludible una
administracion rigurosa del uso de tales frecuencias.

El reuso de canales o frecuencias® en una red de comunicacién inaldmbrica puede
ofrecer un considerable ahorro e incremento de la capacidad de usuarios; no obstante,
su aceptacion podria causar interferencia entre las sefiales de comunicacién. Este pa-
norama exige una cuidadosa planeacién en la asignacién de canales, de tal forma que
los niveles inaceptables de interferencia sean evitados, ademds de minimizar los costos.

'La telefonfa mévil consiste en ofrecer modo un acceso (via radio) a un usuario, de tal forma que
pueda realizar y recibir llamadas dentro del radio de cobertura del sistema.

“Existe una sutil diferencia técnica entre canal y frecuencia; sin embargo, es usual manejar ambos
términos indistintamente.
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El problema, por lo tanto, surge al distribuir las frecuencias en la red de una “ma-
nera razonable”. Esta es la forma bésica del Problema de Asignacién de Canales,
CAP3, también llamado Problema de Asignacién de Frecuencias, FAP?. La lite-
ratura al respecto ha crecido sibitamente en los tltimos afios, debido principalmente
a la implementacién de redes de telefonia inaldmbrica y proyectos de comunicacién
via satélite. Incluso el renovado interés en otras aplicaciones como las estaciones de
television y problemas de comunicacién militar, ha inspirado nueva investigacién. El
Problema de Asignacién de Canales aparecié por primera vez en 1960, v la mayoria
de las contribuciones al CAP —hasta principios de 1980— aprovecharon las heurfsticas
basadas en problemas de coloracién de graficas.

Los sistemas de telefonia celular desarrollados hasta 1993 tenfan en comin el uso de
una interface radioanalégica y no existia la posibilidad de seguimiento (roaming) inter-
nacional®. Con estos problemas a la vista, junto con la posibilidad de que los sistemas
existentes agotaran su capacidad en poco tiempo; se inicié en Europa, a principios de
la década de 1980, el estudio para la implementacién de un sistema digital. En 1982,
la Conferencia Europea Postal y de Telecomunicaciones, CEPTS. establecié el Gru po
Especial Mévil, abreviado GSM”. La tarea de este grupo fue desarrollar la especifica-
cién de una red de comunicaciones méviles con seguimiento internacional dentro de
los paises europeos firmantes. Hacia 1987, fue evidente que el nuevo sistema, (segunda
generacion) serfa digital (opuesto a los sistemas analdgicos de la primera generacion)
¥, usaria el acceso multiple por divisién del tiempo sobre la interface de radio. En
1989 todas las responsabilidades de la CEPT que habfa tenido hasta ese momento, se
traspasan al Instituto de Estdndares en Telecomunicaciones Europeo, ETSIS.

La primera red piloto GSM fue exhibida en la feria Telecom 91, organizada por
la ITU. A finales de 1992, las redes GSM entraron en vigor en Dinamarca, Finlandia,
Francia, Alemania, Italia, Portugal y Suecia. Para 1993, el primer millén de suscriptores
fue registrado. El Cuadro 2.1 muestra el niimero total de suscriptores v paises con redes
GSM instaladas en la década pasada. A finales de octubre del afio 2000, habfan 376
redes GSM operando alrededor del mundo con més de 396 millones de suscriptores.
Tan sélo en Europa, incluyendo Rusia, contaban con 141 redes GSM 900 y GSM 1800
con casi 259 millones de suscriptores en total. En los tGltimos afios los esténdares para
la tercera generacién de sistemas de telefonfa celular estdn siendo desarrollados. El
Sistema de Telecomunicacién Mévil Universal, UMTS? es uno de ellos. Actualmente,
existen. 700 millones de clientes GSM en 175 pafses alrededor del mundo.

3Siglas del inglés, Channel Assignment Problem.

4Siglas del inglés, Frequency Assignment Problem.

SHabilitacién para comunicarse cuando se estd en una regién diferente al registrado.
8Siglas del francés, Conférence Buropéenne des Postes et Télécommunications.
"Siglas del francés, Groupe Spéciale Mobile

83Siglds del inglés, European Telecommunications Standards Institute.

9Siglas del inglés, Universal Mobile Telecommunications System.




2.1 Sistema General para las Comunicaciones Méviles

Laﬁo ’ redes | suscriptores ’ paises I
1992 13 250,000 7
1993 32 1,000,000 18
1994 69 4,000,000 43
1995 | 117 | 12,000,000 69
1996 167 | 30,000,000 94
1997 | 178 | 73,000,000 107
1998 | 320 | 135,000,000 118
1999 | 355 | 255,000,000 130
2000 | 376 | 397,000,000 142

Cuadro 2.1: Crecimiento de GSM

2.1. Sistema General para las Comunicaciones
Mbéviles

Es importante senalar que, en paralelo con la red GSM, se han definido otros dos
sistemas de telefonfa mévil digital, uno en Estados Unidos y otro en Japén, JDCL,
Sin embargo, GSM es més avanzado que los otros, por lo cual se estd imponiendo
en varios paises. Como consecuencia de ello, el significado de sus siglas ha cambiado,
convirtiéndose en el Sistema General para las comunicaciones Méviles. La red GSM es
un sistema multiservicio de radio celular capaz de transmitir tanto voz como datos y
con numerosas caracteristicas suplementarias. El tipo de servicio provisto depende del
contenido de la suscripeién, capacidad de la red y del equipo portatil del suscriptor.

Estacion Mdévil

Una estacién mévil, MS'', que consiste de un equipo fisico!2, como radio transceptor,
visualizador, procesadores digitales de sefiales y una tarjeta inteligente llamada mddulo
de identidad del suscriptor, SIM', Un enlace de radio conecta una estacién mévil a
la infraestructura de la red GSM. Una estacién mévil encendida sélo puede estar en
modo desocupado o en dedicado. En modo desocupado, la estacién mévil sintoniza los
canales de control, pero no tiene un canal de su propiedad. En modo dedicado, un canal
bidireccional es asignado a la terminal mévil permitiéndole intercambiar informacidn
con, y a través de, la red GSM.

'9Siglas del inglés, Japanese Digital Cellular System.
UGiglas del inglés, Mobile Station.

12 Artefacto portétil del suscriptor.

138iglas del inglés, Subscriber Identity Module.



2 EL PROBLEMA DE ASIGNACION DE CANALES

Un equipo terminal’ podria estar en movimiento mientras se encuentra en modo
dedicado. Dependiendo de la distancia a la estacién base en servicio v de las condiciones
de propagacién, el enlace de radio puede degradarse por debajo de la calidad requerida.
Entonces el canal bidireccional tiene que ser abandonado o mantenido por otra celda.
El cambio de celda para el servicio en modo dedicado es nombrado transferencia de
llamada (hand-over o hand-off ). Durante una transferencia, la red tiene que rerutear el
canal de comunicacién sin que el usuario lo note. Las decisiones. cuando realizar una
transferencia y a cudl celda, son tomadas en la infraestructura de la red, pero con el
soporte de los mdviles.

Subsistemas

De acuerdo con las estaciones méviles, las tres componentes bésicas del sistema
GSM son: a) Subsistema de la Estacién Base; b) Subsistema de Conmutacién v red;
c) Subsistema de Soporte y Mantenimiento.

El Subsistema de la Estacion Base, BSS', comprende estaciones base transcepto-
ras'® y controladores de estaciones base. Una Estacién Base Transceptora, BTS', es el
equivalente de una terminal mévil de radiocomunicaciones, en ambos casos se cuenta
con aparatos de transmision y recepcion, incluyendo antenas y todo lo necesario para
el procesamiento de senales.

El sitio en el cual un BTS es instalado estd organizado en sectores (son uno o tres
sectores, generalmente) y, una antena es operada en cada sector. Si existen tres sectores
en un sitio, entonces las antenas tienen un dngulo de 120° entre ellas. Si existe un sector
exclusivamente en el sitio, entonces la antena es omni-direccional y suele colocarse en el
centro del drea de cobertura. Cada sector define una celda. La capacidad de una celda
es determinada por la cantidad de unidades elementales de transmision /recepcién,
llamadas TRX, instaladas para el sector.

Por un precepto convenido, el primer TRX de un sector provee una capacidad para
seis llamadas en paralelo y cada TRX adicional de 7 a 8 llamadas mds. La capacidad
reducida del primer TRX y algunos més, es debida a la condicién de transmitir la
organizacién de la celda e informacién de protocolo. Un méximo de doce TRX pueden
ser instalados para un sector de una estacién BTS.

Una drea de localizacién es un grupo de celdas, donde cada celda incide exactamente
en una drea de localizacién. Su identidad es radiada por cada celda a través de un canal
de difusién. de tal forma que una estacién mévil siempre puede informarse en que drea
de localizacidén se encuentra en cada momento. En caso de que una estacion mévil

1Los términos: estacién mévil, terminal mévil ¥ equipo terminal serdn usados indistintamente.
'%Siglas del inglés, Base Station Subsystem.

18E] término transceptor se refiere a un artefacto de radio transmision-recepcion.

17Siglas del inglés, Base Transceiver Station.
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Figura 2.1: Arquitectura de GSM

sea desplazada y el drea de localizacién varfe, un mesaje es enviado y el cambio es
registrado por la red. A este proceso se le denomina actualizacién de la localizacién.

Cada estacién BT'S estd conectada a un Controlador de Estaciones Base, BSC!®, don-
de un BSC opera tipicamente varias BTS en paralelo. Un controlador BSC est4 encar-
gado de la asignacion y liberacién de los canales de radio, ademas de las transferencias
de llamadas. Todas las celdas en una drea de localizacién tienen que ser controladas
por el mismo BSC; no obstante, un controlador BSC puede servir a mas de una drea
de localizacién.

El Subsistema de Conmutacién y Red, NSS™. maneja la comunicacién con los usua-
rios de la red GSM. Cada controlador BSC estd conectado a un centro de Conmutacion
de Servicios Méviles, MSC?, y el niicleo de la red interconecta a los centros MSC.

18Siglas del inglés, Base Station Controller.
YSiglas del inglés, Network and Switching Subsystem.
*0Siglas del inglés, Mobile service Switching Center.
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El Subsistema de Soporte y Mantenimiento, OSS?', centralizado y remoto, propor-
clonard los medios necesarios para poder llevar a cabo una gestién eficiente de la red,
tanto de la parte de conmutacién como la de la radio. En la Figura 2.1 se exponen los
subsistemas descritos: MS, SS y NSS. La interface entre los centros MSC y los contro-
ladores BSC es llamada interface A; entre los BSC y las estaciones BTS es conocida
como interface A-bis; finalmente, entre las BTS v las MS es la radio-interface.

Construccién de la Red

Se han presentado los principales susbsistemas de la red GSM; una pregunta que
surge de manera natural es: ; Cémo instalar una red GSM de tal forma que brinde los
servicios deseados? Una diversidad de decisiones tienen que ser asumidas.

A continuacién damos algunos ejemplos enfatizando la Optimizacién Combinatoria:

(Donde instalar las estaciones BTS? ;Cémo ajustar las antenas y qué frecuencias
usar? ;Cémo conectar las estaciones BTS a los controladores BSC? .Dénde colocar
los centros MSC? y ;Cdmo conectar los centros MSC entre si y a los controladores
BSC?

Estas preguntas bésicas deben ser resueltas previamente al despliegue o expansion
de la red. Todas ellas poseen un impacto en la generacién de ingresos, puesto que cada
decision afecta el costo de desarrollo y operacién de la red, aparte de la calidad del
servicio que pueda ser ofrecido.

La raiz de la planeacién de una red es la demanda de clientes. Esta demanda puede
ser observada o estimada. De una u otra forma, la demanda por telecomunicacién mévil
tiene que ser realizada de manera precisa con la distribucién geografica en términos de
Erlang, una medida de telecomunicacién. Esta distribucién esencialmente establece la
medida de la necesidad por telecomunicaciones méviles dependientes de la localizacién.

Asignacién de Canales

La Asignacién de Canales, Asignacién de Frecuencias y Planificacién de Frecuencias
son sinénimos del siguiente problema:

Una vez que los sitios para las estaciones BTS son elegidos y el disenio del
sector es decidido, el niimero de TRX a ser operado por sector tiene que
ser fijado. Esto se logra por medio de la férmula de Erlang-B, tomando la
demanda a soportar y la méaxima probabilidad tolerable de bloqueo (0.02
o similar) como entrada.

El resultado es una lista de la demanda de TRX por cada celda. Ahora,
cada TRX tiene que recibir un canal. Esta demanda debe ser satisfecha por
una asignacion de frecuencias.

*18iglas del inglés, Operation and maintenance SubSystem.
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2.2. Planificacién Automatica de Frecuencias

Como se establecié anteriormente, la planificacién de frecuencias es un punto clave
para proveer gran capacidad y calidad de servicio, por medio del aprovechamiento
completo del espectro de radio disponible en la red GSM. La generacion automdtica de
una buena planificacién de frecuencias para una red GSM es una tarea delicada. Los
tres bloques basicos de construccién son:

a) Un modelo conciso;
b) los datos relevantes y
c) las técnicas eficientes de optimizacién.

A continuacién exponemos los pardmetros més importantes para la asignacion de
frecuencias. Estos pardmetros deben estar presentes en el modelo matemstico.

Como se explicé en la anteriormente, cada sector de un sitio define a una celda y,
los canales utilizables en la asignacién los llamaremos el espectro de canales disponible.
Debido a las restricciones técnicas y regulatorias, algunos canales en el espectro podrian
no estar disponibles en cada celda; tales frecuencias son llamadas canales localmente
bloqueados. que pueden ser especificados para cada celda.

Algunas veces una restriccién se aplica a un par de TRX sobre la proximidad de sus
canales. Esto es conocido como requerimiento de separacion. y su propdsito es garantizar
que los TRX puedan transmitir y recibir apropiadamente o soportar los preparativos
de las transferencias de llamadas, hand-over, entre celdas o evitar un nivel inaceptable
de interferencia. Los requerimientos de separacién y los canales localmente bloqueados
dan origen a las restricciones fuertes. Ninguna de ellas puede ser violada por cualquier
asignacién de canales.

En el sistema GSM, la interferencia significativa entre transmisores solamente
podria ocurrir si canales iguales o adyacentes son usados. Correspondientemente, ha-
blamos de interferencia co-canal®? e interferencia canal-adyacente®,

Las relaciones de interferencia también llamadas restricciones débiles, no tienen que
ser simétricas; es decir, si una celda A interfiere con una celda B, B no necesaria-
mente interfiere con la celda A. Si una interferencia mutua tiene lugar, los indices de
interferencia podrian ser distintos.

Si la interferencia es muy intensa, el procesamiento de llamadas podria no ser
posible. Entonces ésta debe ser descartada por medio de requerimientos de separacién
con valores minimos de uno o dos. Un valor de uno excluye la interferencia co-canal,
porque los pares de TRX involucrados no usarfan el mismo canal. Una separacion
(minima) de dos eliminarfa ambas interferencias.

*2La interferencia co-canal ocurre cuando dos TRX transmiten sobre el mismo canal.
**La interferencia canal-adyacente se da cuando dos TRX operan sobre canales adyacentes,
un TRX opera sobre el canal 4, y los otros sobre el canal i +1 67 — 1.




2 EL PROBLEMA DE ASIGNACION DE CANALES

Todos estos datos tienen que ser representados adecuadamente para sentar las ba-
ses de la planificacién automaética de frecuencias. Por consiguiente, nuestro objetivo
es encontrar asignaciones de frecuencias que incurran en el menor monto posible de
interferencia total*.

2.3. Modelos Matematicos

En esta seccion transformamos una versién informal del Problema de Asignacion
de Canales en un modelo matemético. El problema ahora es el siguiente.
Dada una lista de las demandas de TRX por cada celda, un rango de
canales para todo el sistema, una lista de canales disponibles para cada
antena, ademds de la separacion minima, interferencia co-canal y matrices
de interferencia canal-adyacente.

Asignar a cada TRX un canal del espectro que no esté bloqueado localmen-
te. de tal forma que todos los requerimientos de separacién sean satisfechos
y tal que la interferencia total sea minimizada.

Un aspecto final a considerar es el trafico bidireccional o mecanismo de duplicacién
(excepto para radiodifusién y televisién), en el cual se necesitan dos canales, uno para
cada direccién. Por ejemplo, un teléfono celular posee un mecanismo de duplicacién, lo
cual significa que una frecuencia (en una direccién) es usada para hablar y una segunda,
para escuchar, en una llamada ambos usuarios pueden hablar a la vez.

En los modelos considerados de la literatura, el segundo canal es casi siempre igno-
rado, con una notable excepcién en aplicaciones militares. Las razones para despreciar
este aspecto del CAP depende de la aplicacién. En la mayorfa de éstas, dos bandas de

N canales estdn disponibles; una con los canales {1,..., N } v la otra con los canales
{s+1,...,s+ N}, donde s > N. La seleccién de s previene cualquier interferencia

entre ambas bandas.

Espectro de Canales

Un espectro de radio (o ancho de banda) dado, puede ser dividido en un conjunto de
canales de radio sin interferencia. Todos los canales pueden ser usados simultdneamente
mientras se mantiene una recepcién aceptable de la sefial de radio®. Dependiendo del
modo de acceso multiple utilizado por los usuarios méviles, los sistemas celulares pue-
den en general ser clasificados en sistemas canalizados y no-canalizados. En un sistema
canalizado el acceso multiple es el TDMA, FDMA o una combinacién de ambos. El

*La interferencia total se define como la suma de todas las interferencias sobre cada par de TRX.
%5En la practica, cada canal puede generar interferencia en los canales adyacentes; sin embargo, tal
efecto puede ser reducido por una separacién adecuada entre los canales adyacentes.
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término canal se refiere a un espacio de tiempo en TDMA, un espacio de frecuencia en
FDMA y una combinacién de ambos en TDMA /FDMA, como en los sistemas GSM.

La situacién caracteristica en la asignacidn de frecuencias para una red GSM es
como sigue: una compaiifa de telefonia mévil (el operador de red) dispone de una banda
de frecuencias [ fmin, frmae ] €n una regién geogréfica particular; por ejemplo, un pais.
La banda es particionada en un conjunto de canales, todos ellos con el mismo ancho
de banda A.

Los canales disponibles son denotados habitualmente por los enteros 0,1,..., N,
donde N = (fruaz — fmin)/A. Al espectro de canales lo denotamos por F', en este caso
F={0,1,...,N}.

Modelacién

Las aproximaciones sugeridas en la literatura para tratar al CAP, pueden ser divi-
didas en tres categorfas: esquemas de Asignacién Fija de Canales, FCA2S, esquemas de
Asignacién Dinamica de Canales, DCA?", y esquemas de Asignacién Hibrida de Canales,
HCA?%,

Los esquemas DCA se desempefian mejor que los FCA bajo tréafico ligero y no
uniforme. Sin embargo, bajo carga pesada y uniforme, los esquemas FCA superan
a los DCA. A parte de esto, los esquemas FCA dan una cota sobre el desemperio
de los esquemas DCA. De hecho, en caso de que los esquemas DCA permitan una
reorganizacion completa de la asignacién, un problema FCA tiene que ser resuelto (en
cada lapso la situacién cambia). En este trabajo, nos concentramos en la asignacién
fija de canales.

Esquemas FCA. En los esquemas FCA, el drea de servicio es fraccionada en un
numero de celdas; un nimero de canales es asignado a cada celda de acuerdo a
algin patrén de reuso, dependiendo de la calidad deseada de la senial. Ademas, el
conjunto de canales libres (o disponibles) de uso exclusivo es asignado de forma
permanente. Cabe sefialar que solamente nos dirigimos hacia los esquemas FCA.

Esquemas DCA. Debido al corto tiempo y variaciones de espacio de trafico en los
sistemas celulares, los esquemas FCA no son aptos para alcanzar una eficiencia
alta. En contraste al FCA, no existe una relacién fija entre canales y celdas
en DCA. Todos los canales son guardados en un fondo central y, son asignados
dindmicamente a las celdas cuando las llamadas nuevas entran al sistema. Cuando
la llamada ha sido completada, su canal retorna al fondo central.

*Siglas del inglés, Fized Channel Assignment.
"Siglas del inglés, Dynamic Channel Assignment.
*Siglas del inglés, Hybrid Channel Assignment.
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La idea principal de todos los esquemas DCA es la de evaluar el costo del uso de
cada canal candidato y, seleccionar aquel con costo minimo de tal manera que
clertas restricciones de interferencia sean cumplidas. La eleccién de la funcién de
costos hace la diferencia entre los esquemas DCA. La funcién de costos podria
depender de la probabilidad de bloqueo en la vecindad de la celda, la frecuencia
de uso, distancia de reuso, distribucién de ocupacién de canal bajo condiciones
de trafico actual, medidas del canal por parte de los méviles o el promedio de la
probabilidad de bloqueo del sistema.

Esquemas HCA. Los esquemas HCA son una mezcla de las técnicas FCA y DCA. En
HCA, el nimero total de canales disponibles para servir es dividido en conjuntos
fijos ¥ dindmicos. El conjunto fijo contiene un nimero de canales nominales que
son asignados a las celdas como en los esquemas FCA vy en todos los casos, tienen
preferencia de uso en sus respectivas celdas. El segundo conjunto es compartido
por todos los usuarios en el sistema con una ascendente flexibilidad. Cuando una
llamada requiere ser atendida por una celda y todos sus canales nominales estan
ocupados, un canal del conjunto dindmico es asignado para servir la llamada,
entonces el procedimiento de asignacién del canal sigue alguna de las estrategias

DCA.

Mas adelante, Capitulo 4, describimos cémo modelar, en el contexto del problema
de coloracién de gréficas, el Problema de Asignacién de Canales. Asumimos que una
demanda fija de canales es dada para cada celda y que una asignacion de canales a las
celdas debe ser encontrada.

En modelo hacemos uso de una grifica simple, donde sus vértices representan las
celdas de la red y sus aristas comprenden las adyacencias entre tales celdas.



Capitulo 3

Coloracion de Graficas

Presentamos el problema clésico de coloracién de graficas: encontrar el minimo
numero de colores para colorear los vértices de una grafica, de manera que vértices
adyacentes tengan colores distintos.

Exponemos algunos resultados tedricos, que si bien no son restrictivos, nos permiten
establecer cotas. Posteriormente, se desarrolla un modelo para colorear una, grafica con
més de un color por vértice, y asi tratar con el requerimiento de varios canales por
vértice o varias frecuencias por area.

Definicién 1 n—Coloracion. Sean G = (V, A) una grafica y € = {c1,¢0,...,cn}
un conjunto de colores. Una coloracién de los vértices de G. es una funcién
f + V(G) — € Sin colores son utilizados, entonces nos referiremos a la coloracién
como una n—coloracion.

Definicién 2 Coloracidon vdlida. Una coloracién para los vértices de G es valida
si cualesquiera dos vértices adyacentes tienen asignado un color distinto.

La coloracién valida de una grafica induce una particién en el conjunto de vértices;
a cada conjunto de la particién le llamamos clase de color. Diremos que una grafica
es n—coloreable si admite una n—coloracién vélida.

Por ejemplo, la grafica en la Figura 3.1 representa una 9—coloracién valida, donde
el nimero en cada uno de los vértices representa la clase de color a la que pertenece el
vértice; representaremos cada color con un niimero entero.

Decimos que un conjunto de vértices § C V(G) es independiente si no hay aristas
en G, con ambos extremos en S. Cada clase de color de una coloracién valida es un
conjunto independiente.

Definicién 3 Numero cromdtico. El minimo ntimero de colores asignados a los
vértices de una gréfica G para obtener una coloracién valida se le llama ndmero
cromatico de G, y se denota por x(G).
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Figura 3.1: Una 9—coloracién valida.

e

Observemos que la coloracién de la grafica en la Figura 3.1 usa nueve colores; sin
embargo, como se observa en la Figura 3.2, son suficientes tres colores para obtener
una coloracién valida. Observemos que la gréafica tiene un triangulo el cual no puede
ser coloreado con menos de tres colores. Por lo tanto, el nimero cromético resulta ser

x(G) =3.

Figura 3.2: Una Coloracién vélida y minima.

Resultado 1 Es fécil observar que:
1. La grafica completa de n vértices se colorea con n colores: w( Ky ) =
2. Para toda grafica bipartita: x(G) = 2

3. Para todo ciclo de longitud par se requieren dos colores: Vi, =2
Para los ciclos de longitud impar se necesitan tres colores: x(C,) = 3.

Dada una grifica G = (V, A) su nimero cromdtico siempre es menor o igual al
numero de vértices. Ademds, una gréfica que contiene un clan de orden r, es decir,
una subgrafica K, tiene un nimero cromético mayor o igual a r. Estas cotas pueden
ajustarse en funcion del grado de los vértices de G.



Teorema 1 Toda grifica G = (V, A) con grado médximo A es a lo mas (A + 1)-
coloreable, es decir x(G) < 1+ A(G).

Revisemos un par de ejemplos, antes de dar la demostracién del teorema. La grafica
G = (V,A) en la Figura 3.3, tiene como grado A = A(G) = 5yordenn — 6. Los
vértices a y b tienen grado d(a) = d(b) = 5, es decir, son los de mayor grado en la
grafica.

Figura 3.3: Gréfica G. con grado méximo A = 5

El Teorema 1 sefiala que serdn suficientes 6 colores para colorear (7. En este caso
el orden también es 6, entonces basta con asignar un color a cada vértice de los (A+1)
colores disponibles, tal como se ve en la Figura 3.4.

G.

Figura 3.4: Ejemplo de la coloracién de una grafica.

Como segundo ejemplo, consideremos la gréfica G = (V, A) de la Figura 3.5(a), el
grado de G es A(G) = A =5 y v es el vértice de mayor grado en la gréfica. De acuerdo
al Teorema 1, tenemos 6 colores disponibles para colorear G.

En primer término, podemos asignar el color 1 al vértice v Yy ya que cualquier
u € V(G) tiene grado d(u) < 5, podemos distribuir los otros 5 colores disponibles
entre todos los vértices adyacentes a v, tal como se muestra en la F igura 3.5(b)
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(a) (b)

Figura 3.5: Asignacién de colores en una grafica.

Finalmente, nos fijamos en los vértices que atn no han sido coloreados y le asig-
namos un color que no tenga alguno de sus vecinos. En la Figura 3.6 podemos ver la
grafica GG, completamente coloreada con seis colores, o sea A(G) + 1.

Figura 3.6: Coloracién de G.

Demostracién del Teorema 1:
Por induccién sobre el nimero de vértices de G.

Paran = A + 1. Este es el caso més sencillo, ya que a cada vértice le
asignamos un color diferente de los A + 1 disponibles.

Hipétesis de induccidén. Toda grifica G de orden n — 1 y grado maximo
A es (A + 1)-coloreable.

Sean G una gréfica de orden ny v € V(GQ) ysea Gy = G —v. G, es de
orden n —1 y alo més de grado maximo A. Por Hipdtesis de Induccién Gy
tiene una (A +1)—coloreable. Por otra parte v es adyacente como méximo
a A vértices, por lo tanto podemos asignarle un color, que no tengan sus
vecinos. de los A + 1 colores disponibles, de manera que obtenemos para GG
una (A + 1)—coloracién vélida. .

Esta cota puede mejorarse, cuando G es conexa. no completa y de grado méximo
A(G) = 3. En este caso, G es A-coloreable. Por ejemplo, consideremos las graficas en
la Figura 3.7, donde el nimero en cada vértice representa el color asignado.
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Figura 3.7: Cotas y coloraciones

Observemos, en la Figura 3.7, que Gy v Gy son gréaficas que contienen un clan Ky,
por lo que X(G) > 4, ademéds A(Gy) = 5 y A(Gy) = 4. Ya que hemos dado una 4-
coloracion, tenemos que su nimero cromitico es x(G) =4 y X(G2) = 4, con lo que
existe una mejora a la cota del Teorema 1.

Deducimos entonces que estas cotas no son restrictivas en general; por ejemplo el
grado maximo de la gréfica bipartita completa K, ,, es A(G) = méx{n, m}, que puede
ser arbitrariamente grande, sin embargo su nimero cromatico siempre es 2.

Analicemos un poco mas el problema de determinar el nimero cromatico x(G).

3.1. Problema del niimero cromatico

Describimos el problema del nimero cromdtico para graficas y demostramos que es
NP-completo. Este problema es fundamental para el desarrollo de estas notas.

Problema: Dada una grafica G = (V, A) determinar el minimo nimero de colores
necesarios y suficientes para alcanzar una coloracién valida de la grafica G.
Es decir, se pretende determinar y(G).

Transformamos este problema de optimizacién al siguiente de decision:

Problema PNC: Dada una gréfica G = (V,A) y un entero positivo b,
¢Existe una coloracién vélida para G con a lo mds b colores?

De esta manera, el planteamiento formal del problema PNC queda como:

Ejemplar: Sean G = (V| A) una grafica de orden n y b un entero, tal que 2 < b < n.

Pregunta: ;Es x(G) < b7
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Listado 1 NUMERO CROMATICO

// Algoritmo no deterministico para el Problema
// del Numero Cromatico de un grafica G=(V,A); |Al=n, |V|=m.
// Precondicion: 2 <= b <= n <= m.

NumCromatico(G: graph, b:integer){

// Fase I:

Sea C={1, 2, ... ,m } una gama de colores.

Asignar aleatoriamente a cada vertice en V(G) un color de C.
// Fase I

if not ColoracionValida(G){
write( Coloracion no valida); halt;
}

else
if ( ColoresUsados(G) > b) {

write (Coloracion no valida); halt;

else write(Coloracion valida con a lo mas b colores)

Demostraremos que el problema PNC es NP-completo mediante una transforma-
cion del problema del problema 3SAT a PNC. El problema 3SAT consiste en determi-
nar si una expresion logica en su forma normal conjuntiva se satisface, teniendo como
restriccion que cada cldusula tiene tres variables.

Teorema 2 El problema PNC es NP-completo.

Demostracion: Debemos demostrar primero que el problema esta en NP y
después que es NP-Hard.
P.D PNC estd en NP.
En el Listado 1, presentamos un algoritmo no deterministico para este
problema y en el Listado 2 estdn los procesos auxiliares. Es ficil ver que, la
construccién (Fase I) y la verificacién (Fase IT) pueden realizarse en tiempo
polinomial, por lo cual el algoritmo descrito es no deterministico polinomial
para el problema PNC. Por lo tanto, PNC estd en NP,
P.D PNC es NP-Hard. Para demostrar esto requerimos una transforma-
cion con un problema NP-completo conocido. A continuacion, describimos
detalladamente la transformacién 3-SAT « PNC.

Realizamos la transformacién de ejemplares de la siguiente forma:

Sea E; un ejemplar del 3-SAT con k cldusulas 4, Cs, ..., C, cada una de
las cuales contiene a lo méds tres literales y en total se tienen n variables
T1,Z2, ... Tn. Construiremos en tiempo polinomial una grafica G que tiene
una (n + 1)-coloracién, si y sélo si las cldusulas se satisfacen.
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Listado 2 Numero Cromético, procesos

ColoracionValida(G: graph): boolean;/
// revisa que vertices adyacentes tengan color diferente

var a: edge // a=(vi, vf)
vale: boolean; // indica que la coloracion es valida
vale = true;

while vale do{
for each a=(vi,vf) in A(G) do
if vi.color = vf.color then{
vale = false; halt; // rompe el ciclo
}
}
return vale
}
ColoresUsados(G:graph): integer;{
// cuenta, y regresa, cuantos colores se usaron de C para
// colorear los vertices de G.

}

Si n < 4 serd necesario verificar a lo mds 16 asignaciones posibles de
valores de verdad para las variables, para determinar si las cléusulas se
satisfacen. Esto es factible hacerlo, incluso manualmente. Asumimos en-

tonces que n > 4.

Construimos la grafica G' con orden 3n + k. Primero definimos los

vértices como:

V(G) = {931,3’32,. : .iEn} U {fl,ﬁ'?_g, Pt -fn} U {yl:y?!:---yn} U {CI,CQ,...

donde Z; es la negacion de z; y cada ¢; corresponde a la clausula Cs.

Definimos el conjunto de aristas de la manera siguiente:

= Para cada i, 1<i<n, (z;,%;) es una arista de G.

= Cada vértice y;, 1 <4 < n. estd unido a los vértices Wew &5 T &y

paraj#iy 1<j<n.
s El vértice z;, 1 <17 < n, estd unido al vértice Gy 157 <%
siempre que z; no sea una de las literales en la cldusula C;

» Ahora, unimos cada vértice &;, a cada ¢;. sl T; no aparece
en Cj,para 1<i<nyi<j<k.
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Figura 3.8: Una gréfica para transformar un ejemplar 3-SAT en uno de PNC.

Hustramos, en la Figura 3.8, esta construccién para la grafica G de orden 15, con
n = 4, k= 3, Ol = {331,22‘3}‘ Og = {El,fgj.fg}, Cg = {.’12'2,.’134}.

Ahora demostraremos que la grafica G tiene una (n + 1)-coloracion vélida si y
solo si las cléusulas se satisfacen. Ya que la subgréfica inducida POT Y1,Ya, ... Yn €5
completa, al menos se necesitan n colores para colorear los vértices de . Sin pérdida
de generalidad, asumimos que y; tiene asignado el color 7 para cada 1 < i =

El vértice y; es adyacente a cada par de vértices Zj, £; con § # 4, luego si el
color 7 se usa para colorear algiin vértice en el conjunto S = {zy, zs, . . . Zn JU
{#1, 23, .. 2, } entonces puede usar el color de z; o el de Z;, pero no ambos,
porque son adyacentes.

Por tanto, necesitamos otro color para colorear todos los vértices de S ,
es decir requerimos del color n + 1. De aqui que x(G) >n+1.

Ahora bien, si tenemos la gréifica coloreada con n + 1 colores, entonces
para la i-¢sima variable, 1 < i < n, usamos el color i o el color (n + 1): si
z; se colorea con el color i, a su complemento se le da el color n+1)y
viceversa.

Supongamos que X(G) = n+1. Mostraremos que en este caso las clausu-
las se satisfacen. Consideremos una (n + 1)-coloracién de G. Podemos asu-
mir que y; tiene el color ¢, donde 1 <i < n. Ya que cada C; contiene a lo
mas 3 literales y n > 4, se sigue que el vértice ¢; es adyacente con z; y &
para alguna [, 1 <[ < n.

Dado que z; o #; deben recibir el color n + 1, tenemos que ¢; no puede
ser coloreado con n+ 1 para cada j, 1 < j < n. Entonces, cada c; debe ser
coloreado con uno de los colores {1,2,3,...,n}.
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Asignemos el valor de verdad F al vértice z; o £ que es coloreado con
el color n + 1; mientras al otro vértice del par le asignamos el valor de
verdad V. Entonces cada c; debe ser coloreado con el mismo color dado a
alguna literal que esté en C; y que tenga un valor de verdad V. Con esta
asignacién de valores de verdad a z1, 25, ...2z,. las cldusulas se satisfacen.

Supongamos ahora que las cldusulas se satisfacen. Para cada ¢; selec-
cionamos una literal z,; de C;, donde z;; es Zi; 0 Ty, tal que el valor de
verdad para 2 ; es V. Coloreamos ¢; y z;5 con el color i;, y coloreamos a
Z;; con el color n+ 1. Si cada par z;. #; permace sin colorear, entonces se
pone el color ¢ a ; y el color n+ 1 a ;.

Finalmente, hemos construido una (n 4 1)-coloracién valida de G , esto
es x(G) =n+ 1.

; +2n® —n + k(2n — 1) aristas, la
transformacion se realiza en tiempo polinomial.

Ya que G tiene a los mads
|

Ahora podemos asegurar que determinar el niimero cromético de una grafica es
un problema NP-completo; ya que no siempre resultara ficil calcularlo, veamos como
establecer cotas para aproximarnos al nimero éptimo de colores usados.

3.2. Cotas del ntimero cromético de una grafica.

Sea G = (V, A) una gréfica bipartita de orden n. Sabemos que existe una particion
de V(G) en dos subconjuntos V; y Vs, donde V4 £ 0y Vy+#£0. Sean ny y ny los érdenes
de Vi y V4 respectivamente. por definicién n — ny +na. De esta forma, una gréfica
bipartita completa tiene un nimero de aristas igual a ni(n—n;) dondel < n; < (n—1).
El valor de ny que maximiza el nimero de aristas resultante es ny=n/2 sinespary
ni=(n—1)/2 sin esimpar. En este caso. si definimos M pnaz(,2) como el ndmero
maximo de aristas que puede tener una grafica bipartita de orden n, tenemos que:
(%)2 si n es par

(251 (=) sin es impar

Mhsaailrn 2] = (3.1)

De esta manera, deducimos que toda grifica de orden n con un nimero de aristas

superior a (n/2)% no es bipartita. Esta condicién puede traducirse en términos de la

densidad de la gréfica de modo que para toda grafica G de orden n y densidad p se
tiene que (' no es bipartita si:

n(n—1) . (7;)2 n(n —1) n-n

Frm g 2) T T %2
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n
= p(n-1) > 5 = 0 >

b3
=3

ﬁ
—t

Es decir G' no es bipartita si su densidad p es tal que:

> n
b 1)

Asi, en el caso en que el orden de la gréfica sea arbitrariamente grande, cualquier
grafica con una densidad superior a % no es bipartita.

Generalizando la expresién anterior, definimos M,,,, (n, k) como el niimero maximo
de aristas que puede tener una gréfica k-coloreable o k-partita de orden n. Considérese
una gréfica G = (V, A), k-coloreable de orden n. En este caso es posible partir V(QG)

en k subconjuntos disjuntos de vértices V; de orden n;, de tal manera que;

k—1
Zm=nynng,
=0

A continuacién calculamos el nimero de aristas de una grafica k-partita completa
en el que cada uno de los subconjuntos disjuntos V; tiene n; vértices. Para ello, en vez
de sumar restaremos aristas.

Una gréfica k-partita y completa de orden n contiene las n(n — 1) /2 aristas de K,
menos todas las aristas correspondientes a vértices de un mismo subconjunto V,. De
esta forma, el ntimero total de aristas de una grifica completa k-partita de orden n es:

k—1
R Ph =
=0

Ahora buscamos los valores n; que maximizan esta funcién. Dado que el primer
férmino de la ecuacién s6lo depende de n. se minimizara el segundo término. Obtene-
mos el siguiente planteamiento:

k-1

minimizar Zni(ﬂn.,; —1)/2

=0
sujeto a

= (3.2)
=0
T € Z
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La particién V; de vértices que optimiza las expresiones anteriores debe ser tal que
todas las particiones V; tengan el mismo orden o a lo sumo, érdenes separados por una
unidad. De este modo, los n; 6ptimos son:

(3.3)

Ejemplo 1 Definir la grdfica 7-partita G = (V, A) de orden 100 de tamarnio mdzimo.

Dado que el cociente 100/7 = 14 v el residuo es 2, deberfan separarse los
vértices de G en dos subconjuntos de orden 15 v cinco de orden 14. Esta
es la tnica particién de G tal que ningtn par de subconjuntos V; tiene
tamanos de diferencia mayor a 1.

Una vez conocida la particién 6ptima puede calcularse el ndmero
Mimaz(n, k) de aristas de una gréfica k-partita de orden n. Con el obje-
to de simplificar las operaciones denominamos como C al cociente de la
divisién n/k y R al residuo, es decir, C' = L%J y B =n mod k. Entonces,

Mmaz(n, k) = w _ n;(?’l;— 1)
_ nr-1) 1 :
— 5 - E(ff—R)C(Cﬁl) — 53(0—!—1)6’
_ n(n2 1) %C(k(c 9+ o

Aunque la demostracion sélo tiene sentido para n/k ¢ Z, el resultado es el mismo
cuando la divisién es entera, en este caso R = () y desaparece el tercer sumando de la
expresion. Considerando los valores de C'y R se obtiene la expresion:

n(n — 1) 1

Mya(n k) = S — = [;J (A([%J - 1) +2(n mod k;)) (3.4)

Sustituyendo en esta expresién el valor de k como k = 2 se vuelve a los valores
calculados en la Ecuacién 3.1.
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Teorema 3 Sea G = (V, A) una gréfica de orden n y tamafnio M. Si existe un entero
positivo k tal que M cumple la siguiente relacion:

> 2D (2] ) o o)

entonces el nimero cromético de G es x(G) > k.
A partir de la Ecuacién 3.4 puede demostrarse que toda grafica k-partita de orden
n y tamano M, tal que:

o D (5] -1) + 2

es una grafica k-partita completa. En este caso, dada una k-coloracién de la grafica,
ningun conjunto de vértices del mismo color puede superar en mas de una unidad la
cardinalidad de otro conjunto.

Ejemplo 2 Sea G = (V, A) una grdfica de orden 100. Deseamos colorear a G con 5
colores.

En este caso M., (100,5) = 4000 y de este modo si el tamaifio de G es mayor
que 4000, entonces G no es 5-coloreable. En términos de la densidad se
obtiene que para valores superiores a 0.81 no existen graficas 5-coloreables
de orden 100.

El Teorema 3 puede expresarse en funcién de la densidad p de la grafica. Segun la
definicidn de la densidad el tamafio de una gréfica puede escribirse como:

n(n —1)
2
Por otro lado, hemos visto que si el tamafio de una grafica G es superior a

Minaq(n, k) entonces G no es k-coloreable de modo que x(G) > k. Sustituyendo la

Ecuacién 3.5 en las expresiones del Teorema 3 podemos obtener el valor de la densidad

a partir del cual una grafica de orden n no puede ser k-coloreable.

M = p- (3.5)

n(n —1) nn—1) 1|n
T T T Taln

= nn-1)(1-p) < L%J

|

0

(k ([%J ~1) +2(n mod k:))
(e (] -)

+2(n mod k‘)) (3.6)
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Apliquemos las siguientes desigualdades:

%4 < L%J < % (3.7)
0 <nmod k¥ < (k—1) (3.8)

En este caso puede escribirse:

&) (7] - 1) 2t moa i) > (3-1) (3 —2)

De este modo, si se retoma la expresién 3.6 tenemos que una grafica que cumpla la
siguiente desigualdad:

nn—1(1-p) < (%—1)%(%—2)

tendré un nimero cromético mayor a k. Despejando la densidad se obtiene el siguiente
resultado.

Proposicion 4 Sea G = (V, A) una gréfica de orden n y densidad p. Si existe un
entero positivo & tal que

= 171(%1)(2‘1)(%2)’ (3.9)

entonces el nimero cromdtico de G es mayor o igual a k.

Por ejemplo, toda gréfica G de orden 200 y densidad superior a ().68 tiene nimero
cromético x(G) > 3.

Podriamos haber calculado la Ecuacién 3.4 en otros términos, obteniendo en este
caso cotas de la densidad, distintas de la Ecuacién 3.9. De este modo, si en vez de
restar las posibles aristas entre elementos de los mismos subconjuntos V;, se hubiesen
sumado las aristas entre vértices del mismo color, las expresiones habrian cambiado
formalmente.

Exponemos a continuacién la expresién inicial de dos nuevos cileulos de Moo (1, k);
solo hemos efectuado las sumas de manera distinta, como resultado de simplificar la
expresion y la cota final calculada. Empleamos otra vez las variables v Ry las
desigualdades 3.7 y 3.8.  Ahora obtenemos:
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Moaalri; k) = w[(fﬁ - 1)(C+ 1)+ C(k + R)]
+ B 11+ - R-1)0
1 (3.10)

Mpaa(n k) = 3[C(k ~1)(2R+kC) + R(R— D).

: k—1 (k—1)(k—2) :
Sip(G) > (2k+n— Q)k(n— 1 + AT entonces x(G) > k
También pueden obtenerse las siguientes expresiones.

Myur(1,8) = %[(n —C)k-R)C+(n—C-1)R(C+1)]

1
Moulngk) = 5[Ck(n —C) + R(n —2C ~ 1)]. i)

n k—1 k-1

] >
8 oG] 2 n—1 &k T n +n—1

entonces x(G) > k

Considerando que n = kC + R puede comprobarse que las 3 expresiones obtenidas
para M., (n, k) son equivalentes. De esta manera resultan tres cotas distintas de la
densidad de una grafica k- coloreable de orden n.  Puede demostrarse que la cota
3.11 es menos restrictiva que la cota 3.9. Por otro lado, para valores k = 2 yn>5la
cota 3.10 es la mds restrictiva de las tres. En este caso, la expresién de la Proposicién
4 puede ser sustituida por la expresién 3.10. En el resto de los casos la primera cota
es la mds ajustada; ademds podemos calcular cotas mds restrictivas a partir de las
expresiones My,q.(n, k), [41].
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3.3. Multicoloracion de graficas

Hemos mencionado que el problema de la asignacién de frecuencias puede ser tra-
tado en términos de la teorfa de gréficas como un problema de coloracidn, y de esta
forma resolverlo mediante el empleo de técnicas algoritmicas. Por otra parte, en las
redes celulares de telefonfa mdvil es habitual trabajar con més de una frecuencia por
celda debido a los requerimientos de trafico. Esto implica, en términos de la teorfa de
graficas, colorear con més de un color (frecuencia) cada vértice de la grafica resultante.

En estos casos se ha llevado a cabo, en primer término, una adaptacién del pro-
blema, asignando a cada celda una serie de vértices, tantos como frecuencias tiene
asignadas la celda, con el objeto de resolver el problema como si se tratara de una
coloracién simple. Las adyacencias de los vértices en la gréfica construida se describen
asf en funcién de las interferencias entre celdas, de modo que dos vértices son adya-
centes si pertenecen a celdas interferentes, siendo el peso de la arista que los une igual
a la distancia que deben guardar las frecuencias asignadas en cada celda.

En esta seccién desarrollamos un modelo teérico que, combinado con técnicas al-
goritmicas, permite colorear una grafica con més de un color por vértice sin necesidad
de transformar la grafica. Por simplicidad, presentamos las técnicas en el caso mds
sencillo. donde todos los vértices requieren un niimero de colores igual a 2. Los resulta-
dos y métodos descritos son extrapolables para un nimero mayor de colores e incluso
para el caso genérico en que cada vértice lleve asociado un nimero variable de colores.

Definicién 4 Multicoloracién. Sea una grafica G = (V, A); se define una r—multi-
coloracién de G, con k colores, como una asignacién de colores a los vértices de G de
forma que cada vértice tenga asignados r colores diferentes y dos vértices adyacentes
no tengan algtin color en comun.

Noétese la diferencia entre la notacién k-coloracién y la expresién r-multicoloracion
con k colores. La primera es reservada para la coloracién simple en que cada vértice
tlene asignado un color tnico, escogido de un conjunto de cardinalidad k, v en la
segunda cada vértice tiene asignados r colores distintos escogidos de un conjunto de
cardinal k. Recordemos también que los colores son representados con enteros.

Definicién 5 Ntimero r-multicromatico, 1y, (G). El ntimero multicromético de
una grafica G, se define como la cardinalidad del minimo conjunto de colores necesarios
para r-multicolorear G.

Proposicién 5 Sea G' = (V, A) una gréfica. Si x(G) =k = .(G) < r -k

Demostracion: Podemos r-multicolorear la grafica ejecutando r veces una
coloracién con k colores: De 1 a k la primera coloracién, de k + 1 a 2k la
segunda coloracién y asi sucesivamente. -
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Por ejemplo, veamos la Figura 3.9. La grafica G tiene ntmero cromético x(G) = 5.
Queremos asignar 2 colores diferentes a cada vértice, por la Proposicién 5, sabemos
que tendremos que ocupar a lo méds 10 colores, esto es Xr(G) < r-k. La gréfica G,
tiene nimero crématico x(G) = 3, al hacer la 3-multicoloracién para (G5 comprobamos

que es necesario usar 9 = 3 - 3 colores.

Figura 3.9: Ejemplo de Multicoloraciones con r - k colores,

Es sencillo mostrar la existencia de graficas para las cuales X,(G) < r-k. En general,
cualquier ciclo C, con n > 3 ¢ impar, que tiene niimero cromético x(Cy.) = 3, puede ser
2-multicoloreado con 5 colores. Por ejemplo, el ciclo de orden 9, mostrado en la Figura
3.10 ilustra este caso.

0,4 1,3

Figura 3.10: Ejemplo de una 2-multicoloracién del ciclo Cs.

Por otra parte, si se tiene una r-multicoloracién con X-(G) colores, se puede con-
seguir una (r + 1)-multicoloracién afiadiendo a cada vértice un nuevo color, escogido
entre x,(G) y x-(G)+k y distribuido segiin una coloracién simple de x(G) = k colores.

De este modo,

X(G) = k;
x2(G) < 2k, X2(G) = 2k — ay, ap €EZ, a9 > 0

x3(G) < 3k — ay, x3(G) = 3k — oy — aj, az € Z, ag > 0;
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y en general,

w(G) < xea(G) +k, o (G)=rk-Y a w€Z, o >0 (3.12)

3.4. Cotas generales para el niimero
multicromatico.
Presentamos a continuacién algunos resultados simples sobre las cotas del nimero
multicromaético de una grafica G.

Proposicién 6 Sea una grifica G = (V, A) tal que contiene un clan de orden c. En
este caso se cumple que,

X (G) >7-c (3.13)

Demostracion: Inmediata dado que ninguna de las graficas r coloreadas
podrd utilizar menos de ¢ colores distintos en cada caso. W@

G:

Figura 3.11: Multicoloracién de una grafica G que contiene un clan Kj.

En la Figura 3.11(a), la gréfica G, tiene un clan K de orden 4, con
V(K) = {d,e, f,g}; hemos dado una 4-coloracién valida, por tanto x(G) = 4. Asig-
nando 2 colores diferentes a cada vértice, tenemos la asignacion en la Figura 3.11(b)

Proposicién 7 Dada una gréfica G — (V. A) de orden n, tal que s es el orden del
conjunto independiente méximo de G; se tiene que

(@) > | =] (314)

8
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Demostracion: Dado un color j cualquiera, éste puede ser asignado como
méximo a s vértices diferentes. Por otra parte, si queremos multicolorear
G con r colores en cada vértice tendremos un total de 727 colores asignados
a lo largo de toda la gréfica, contando las repeticiones.
Por lo tanto, se obtiene la cota propuesta. &
En la gréfica Gy, de la Figura 3.12, el orden del conjunto maximo independiente es
4, el orden de G es n = 10; digamos que queremos asignar dos colores por vértice, de
acuerdo a la Proposicién 7:

@ = | 5] - (] =s,

observamos que el méximo color usado es 6 v, en efecto, 6 es mayor que 5.

G1:

Figura 3.12: Ejemplo de la Multicoloracién de la Proposicién 7

Proposicién 8 Dada una grafica G = (V, A) conexa y no completa de grado méximo
A, A > 3, se cumple que,
¥llr] & Puh,

Demostracion: El Teorema de Brooks(8] asegura que si G es una grafica
conexa no completa y no es un ciclo impar, entonces su nimero croméatico
cumple x(G) < A(G). Entonces dada una grafica G = (V, A), conexa, no
completa y con grado méximo A > 3, podemos considerar el Teorema de
Brooks y la Proposicién 5 y obtenemos X-(G) < r-x(G) < r-A. .
Regresemos a la grafica G de la Figura 3.12, el grado méximo de G es A(G) = 4.

Entonces, tenemos que x,.(G) < 2- X(G) < r-4 =8 Por lo tanto, la asignacion

propuesta también cumple la Proposicién 8.
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Proposicion 9 Dada una grafica G = (V, A) de nimero r-multicroméatico xr(G) se
cumple que,

Xr(G) < min{xi(G) +x;(G) li+j=7} < r-x(G).

Demostracion: La primera desigualdad se deduce del hecho de que para
obtener una multicoloracién con r colores pueden incorporarse dos multi-
coloraciones con i y j colores por vértice respectivamente, si i + j = r.
Para la segunda desigualdad, min{x,(G) + x;(G) | i + j = r} < r-x(G),
consideremos que

Xy(G) = § X(G) — EG{Z‘

por la ecuacién 3.12. Entonces:
Xi(G) +x;(G) = i x(G)+j x(G) - Loy — Ty

& XlG)+x;(G) < i x(G)+7-x(G) = (i+)x(G)

como (i +j) = r, entonces:

Xi(G) +x;(G) < r-x(G) .

Con todo lo anterior, podemos deducir ficilmente:
Resultado 2 El niimero r-multicromético de una grafica completa de orden n es n-r.
Calculamos, a continuacién, el nimero cromatico de algunas familias de graficas.
Proposicién 10 Sea G = (V, A) una gréfica bipartita y A # ). Se cumple que:

¥ (&) = 2r,

Demostracion: Dada una gréfica bipartita G = (V,A) tal que A(G) # 0
existe al menos una multicoloracién de ¢ con 2r colores, superponiendo

7 veces la primera coloracién con 2 colores, por lo tanto y, (G) < 2r. Por
otra parte, de la Proposicién 6 se tiene que Xr(G) = 2r ya que toda gréfica
bipartita no nula contiene un clan de orden 2. De esta forma xr(G) = 2r.

| |
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Figura 3.13: La multicoloracién de una grafica bipartita.

Un ejemplo de la proposicién anterior, con r = 3, es la grafica Gy en la Figura 3.13.
Podemos observar que la coloracién para este tipo de gréficas es muy sencilla, ya que
se repite para cada vértice de la particién.

Proposicién 11 Sea C, un ciclo de orden n. Entonces

2r st M es par
Xr Cn) = .
T ey

st noes impar

Demostracion: En el caso en que el orden n sea par, el ciclo C,, es bipar-
tito, el nimero cromdtico se deduce entonces de la Proposicién 10. Por otra
parte, para colorear un ciclo con un nimero impar de vértices se necesitan
como minimo 3 colores. Ahora bien, para 2-multicolorear esta grafica solo
se necesitan 5 colores, dado que se puede aprovechar uno de los colores ¢
de la primera coloracién, suponiendo que ¢ solo se ha empleado una vez
en la primera asignacién en un vértice no adyacente y colorear los vértices
restantes segin el esquema de la primera coloracion, con dos nuevos colores
como en la Figura 3.14. Este esquema podria repetirse para el tercer y
cuarto coloreado, aprovechando siempre el color ¢ de la primera coloracién
y asi sucesivamente hasta que no sea posible reutilizar el color .

Como el conjunto independiente méximo de C, tiene orden (n—1)/2, el
color ¢ puede repetirse un nimero de veces igual a (n —1)/2, pudiéndose
reutilizar en total (n — 1)/2 — 1 ocasiones. De este modo:

Xl(cn) =3 XQ(CTL

) =9 X3(Cn) =g
hasta Xnz1(Cn) = 3+2< —

1) = T

n—1
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Figura 3.14: Ejemplo de la multicoloracién de un ciclo C, con n impar.

Queda por determinar el caso cuando r > (n —1)/2. Antes de realizar la demos-
tracién, ejemplificamos este caso. La Figura 3.14 ilustra la proposicién anterior. Los
nimeros representan el color asignado al vértice en cada coloracién. Para la siguien-
te coloracién, r = 2, se necesitarian entonces 3 nuevos colores, dado que no podria
utilizarse de nuevo el color ¢. ni ninguno de los anteriores, repitiéndose en este punto
el mismo proceso anterior. Asi en cada incremento de colores, es decir cada vez que
pasemos de una r-multicoloracién a una (r + 1)-multicoloracién, se necesitardn dos
nuevos colores, excepto cuando se pasa de r donde el incremento es de 3 unidades.

Retomando la demostracién, se deduce la siguiente cota para el nimero multi-
cromaético.

I

X (Ca) < 2r+{m] — QHLLQ—TJ

Teniendo en cuenta que para un ciclo C, impar, el orden del conjunto
independiente maximo es s = (n — 1)/2. entonces segun la Proposicién 7
puede obtenerse la siguiente cota inferior del nfimero cromético de s 800,

n impar:
@) 2 | i) = [ 2]

De este modo, combinando las dos cotas obtenidas se tiene que:

{QMI < x(C) < 2r+{ 2r 1

n—1
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Ahora bien, dado que r € Z, podemos reescribir:

] - (] o] e ]

quedando finalmente,

X-(Cn) = 2r 4 [ or 1 = ( A8 ] | (3.15)

n—1 n—1
m
La Figura 3.15 muestra el esquema de multicoloracién descrito en la demostraciéon

anterior para el caso de un ciclo Cy. En este caso se cumplen las siguientes desigual-
dades:

x1(Co) < 3 X5(Co) < 12 X9(Co) < 21
X2(Cg) <5 X6(Co) < 14

x3(Co) <7 x7(Co) < 16

Y4(C9) S 2 Xg(Cg) S 18

0357 14,62 03,58

Figura 3.15: Ejemplo de una 4-multicoloracién de un ciclo de orden 9.



Capitulo 4

Modelacion del Problema usando
Teoria de Graficas

La mayoria de los algoritmos para la asignacién de canales revisados en la literatura
consideran un modelo estético del problema, pero se ha probado que muchos de estos
pueden ser adaptados ficilmente para solucionar el modelo dindmico 29]. Por otro
lado, la demanda méxima posible para los canales en la celda y la asignacién fija de
canales basada en la demanda debe ejecutarse tan bien como en la situacién dindmica.

En el modelo de gréafica ya descrito, la demanda es representada mediante un entero
positivo w(v) asociado a cada nodo v, de la grafica. Una asignacién de valores enteros
a los nodos de una grafica de manera que cumpla ciertas condiciones o restricciones, es
referida como una etiguetacién de la grafica. La coloracién de una grafica puede
ser vista como un caso especial de etiquetacion, que satisface la condicién de que las
etiquetas de nodos adyacentes deben ser distintas.

El marco de la etiquetacion de gréficas otorga la posibilidad de incorporar las
restricciones de la separacién de canales. Se representa a éstas mediante una secuencia
no decreciente de pardmetros enteros positivos: cg > ¢; > ... > ¢.

En este modelo suponemos que la distancia de la grifica relaciona a la distancia,
entre celdas, requerimos que canales asignados a los nodos a distancia 7 uno del otro,
deben tener una separacién de al menos ¢;. Asi, la restriccién eq representa la separa-
cién entre canales asignados a la misma celda y es referida como restriccién co-sitio
(co-site constraint). Mientras que las restricciones entre celdas diferentes son llamadas
restricciones inter-sitio (inter-site constraints). Frecuentemente, ¢, es grande com-
parada con las otras restricciones, y el resto, la mayoria de las veces, toman valores
pequenos, especialmente 1 o 2. En otros términos, una restriceién co-sitio indica que
los canales asignados a las celdas correspondientes deben ser distintos. Una restriccién
inter-sitio 2, llamada restriccién de adyacencia de canal. codifica los requerimien-
tos para los canales asignados a un par de celdas e indica que no puede ser contiguo
uno con otro en el espectro de radio.
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4.1. Modelacion del Problema

Asumimos que para cada celda se da una demanda fija de canales. Se requiere
encontrar una asignacion que asocie exactamente el nimero de canales solicitados a
cada celda.

Definicién 6 Grafica con restricciones. Se define una grafica con restricciones G,
como G = (V, 4, ¢cg,cy,...,0) donde G = (V, A) es una grafica con parametros enteros
positivos cg, ¢y, ..., cx, que representan las restricciones entre las etiquetas de V(G);
ademds cp > ¢ > ... > ¢cp.

Estos pardmetros representan el espacio del canal pre-establecido para los canales
asignados al mismo vértice o a vértices distintos; es decir, ¢; representa la restriccién
que deben satisfacer los vértices a distancia i, o bien ¢ representa la diferencia que
debe existir entre las etiquetas asignadas a nodos a distancia . Por consistencia, la
restriccion entre un par de nodos cuya distancia sea al menos la distancia de reuso se
define como cero.

Definicion 7 Grafica con pesos y restricciones. Una grafica con pesos y restric-
ciones es el par G = (G, w), donde G es una gréfica con restricciones y w es un vector
de pesos positivos para los vértices de la grafica.

El componente de w correspondiente al nodo u se denota por w(u), se conoce como
el peso del vértice u y representa el ntimero de llamadas que seran atendidas por el
vértice. Usaremos w,,q; para denotar méax{w(u) | v € V(G)} ¥ Wypin para denotar el
correspondiente peso minimo min{w(u) | v € V(G)}. Ademés, para cualquier conjunto
S C V, usaremos w(S) para denotar la suma de los pesos de todos los vértices en S.

Una definicién formal de la asignacién de canales puede ser dada en el contexto de
nuestro modelo en Teoria de Gréficas.

Definicién 8 Asignacién de canales. Una asignacién de canales para una grafica
con pesos y restricciones G =(G, w) , donde G = (V, A,c,, ..., i), €8 una asignacién
J de conjuntos de enteros no negativos (que representan los canales) a los vértices de
G, que satisface las siguientes condiciones:

1) | flu) |=w(u), YueV.
mi€ flu) y jE€fu)y=|i—j|>a VYuveV tales que da(u,v) = L.

El ancho de banda utilizado por una asignacion de canales estd representado me-
diante su amplitud, span. La amplitud o(f) de una asignacién f. en una gréfica con
restricciones y pesos, es la diferencia entre los canales mayor y menor asignados por
f. La amplitud de una gréfica con restricciones y pesos G = (G, w) se denota por
o(G,w), y representa la amplitud minima de cualquier asignacion de canales para la
gréfica con pesos y restricciones G =(G, w) .
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4.2. FEtiquetacién

En esta seccidn revisaremos la etiquetacién de graficas, considerando los vértices a
distancia 2. Antecedentes de esta etiquetacién es la T-coloracién de gréaficas, material
que ha sido ampliamente estudiado en la literatura [11, 12, 44, 45, 48]. Roberts [49]
propuso el problema de la asignacién eficiente de frecuencias de radio para transmitir
a diferentes localidades, usando enteros no negativos para representar las frecuencias.

El material aqui presentado estd basado en el articulo de Griggs v Yeh [56], donde
proponen un problema andlogo para una gréfica G = (V, A) y se busca caracterizar la
etiquetacion de una grafica mediante nimeros enteros.

Definiciéon 9 £4(2,1)-etiquetacion de . Dado un ntimero real d > 0, una £4(2,1)-
ctiquetacion de G es una funcién, evaluada en RY, f: V(G) s [0, co) tal que para
cualesquiera vértices u y v, se tiene que:
i) Si de(u,v) =1 = |f(u) - f(v) > 2d;
ii) Si de(u,v) =2 = |f(u)-f(v) >4
El ntimero A(G, d) de una £4(2, 1)-etiquetacion de G es el ntimero m mds pequerno
tal que G = (V, A) tiene una L£4(2,1)-etiquetacidn de G donde ninguna etiqueta es
mayor que m. Si f es una L4(2, 1)-etiquetacion de G, se denota como f € L4(2,1)(G).
Sea G = (V, A) una gréficay f € £4(2,1)(G). Se define la norma | f(G)] como:

IF(@) = méx{f(v) | v € V(G)}

Entonces A(G,d) = min || f(G)]|. donde el minimo se toma entre todas las etique-
taciones f € L£4(2,1)(G).

A continuacién ejemplificamos estas definiciones. Consideremos la grafica G de la
Figura 4.1(a). Las Figuras 4.1(b) y 4.1(c) muestran diferentes L£1(2, 1)-etiquetaciones
para G. Las etiquetas dadas en las Figuras 4.1(c) y 4.1(d) son 6ptimas y entonces
A(G,1) = 5. Por otra parte, || fo(G)|| = 10y ||/1(G)] = 5.

G: 4 0 4
@ 8@ 3@ 062
10 1 5
(a) (b) (c) (d)

Figura 4.1: £,(2, 1)-etiquetacion.
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4.3. Reduccion a etiquetas con valores enteros

Primero caracterizaremos a A(G, d) en términos de A(G, 1) y posteriormente demos-
traremos que determinar A(G, 1) es suficiente para estudiar el caso cuando la etique-
tacién es con valores enteros.

Lema 12 Para toda gréfica G = (V, A) y entero d, se cumple que (G, d) = d-A(G,1).

Demostracion: Demostraremos este lema mediante dos afirmaciones:
1. Se cumple que A\(G,d) > d-A\(G, 1).
Sea f € L£4(2,1)(G). Definimos f1(u) = f(u)/d, Yu € V(G). Entonces, f, €
L£1(2,1)(G). ast || f(G)||/d = | f1(G)|| > MG, 1). Por lo tanto, d-A(G, 1) es
una cota inferior para || f(G)|| v la suposicién es verdadera.
2. Se tiene que A\(G,d) < d'A(G,1).
Sea f € £1(2,1)(G). Definimos f1(u) = f(u) - d, Yu € V(G). Por tanto,
€ La2,1)(G). ast £G4 = RG] = MG, D).
Por tanto, podemos concluir que el Lema 12 se satisface. =

Lema 13 Seanz-y >0, d>0y ke Z* Silz—y| > k- d,
entonces |2’ —y' | > k-d, dondez’ = |z/d|d v v = |y/d]d.

Los lemas anteriores, 12 y 13 implican el siguiente resultado, el cual indica que
siempre podemos encontrar una etiquetacién con valores enteros, donde es posible
obtener el valor minimo.

Teorema 14 Dada una gréifica G, existe una f € £,(2,1)(G) con valores enteros y
I£@)ll = AG, 1).

Para una generalizacion veamos que A\(G, d) se alcanza por alguna f en L4(2,1)(G)
cuyos valores son todos miltiplos de d. Es decir, f = d - f* donde f' € £;(2, 1)(G),
evaluada en los enteros, por el Lema 12. Por tanto, es suficiente estudiar el caso donde
d =1y considerar sélo f € £1(2,1)(G) con valores enteros.

4.4. 'Trayectorias y ciclos

En esta seccién presentamos resultados que caracterizan la L(2,1)-etiquetacion de
G cuando la grafica es una trayectoria o un ciclo. Trabajemos primero la £(2,1)-
etiquetacidn de G en una gréfica sencilla, como una trayectoria.

Proposicién 15 Sea P, una trayectoria de n vértices. Entonces.
(i) AM(P) = 2; (ii) A(P3) = A(Py) = 3; (iii) A(P,) = 4 para n > 5.
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1 3 0 2
(a) (e)
P, F,
D (—(—%)
3 0 2 1 3 0 2 4
(b) (d)

Figura 4.2: Etiquetacién de Trayectorias.

Ahora ejemplificamos la Proposicién anterior. En cada una de las trayectorias de
la Figura 4.2 el nimero debajo de cada vértice representa el color asignado al vértice
con etiqueta v;.

En la Figura 4.2(a) definimos una etiquetacién f valida, usando el par de etiquetas
0 y 2; observemos que la Proposicién 15 se cumple para la trayectoria P, y se seguirfa
cumpliendo ain cuando se elijan las etiquetas (1 y 3) 6 (0 y 3) aunque si es esta tltima
entonces la amplitud o(f) = 3. Por tanto, usamos f con una amplitud minima.

Para P copiamos la etiquetacién propuesta para P, ¥y ya que el objetivo es con-
servar la amplitud minima, de acuerdo a las restricciones de la L(2,1)-etiguetacidn, la
siguiente etiqueta disponible es 3. Procedemos de la misma manera para £y, conside-
rando que la etiqueta 1 estéd disponible, tenemos que se cumple que A(P;) = A(P;) = 3.

Por ultimo, observemos la Figura 4.2(d). Con la etiquetacién definida podemos
generalizar que para trayectorias P, cuando n > 5 es posible establecer etiquetacio-
nes periodicas, ya que P, tendrd como subgrdfica a P5 la cual va podemos etiquetar
cumpliendo A(FP5) = 4.

Si unimos los vértices primero y dltimo de una trayectoria F,, n > 3, entonces
tenemos un ciclo C,. Ahora determinemos su nimero de etiquetacion, tomando en
cuenta las etiquetaciones propuestas para las trayectorias.

Proposicién 16 Sea C, un ciclo de longitud n, entonces AMC,) =4, Vn,n > 3.

Demostracién: Supongamos que n > 5. Para todan > 9, C,, debe contener
una trayectoria Ps como subgrafica. De aqui que A(C,) > A(Ps5) = 4, por
la Proposicién 15.
Ahora demostremos que ACp) < 4,m > 5. Para ello es suficiente de-
mostrar que existe una £y4(2, 1)-etiquetacidn de G f , tal que | FlBs) [= 4.
Sean vy, . .., U, vértices de C, tales que de(Vi,vi41) =1,0< i< n—2
Y (vo,vn-1) € A(Cy). Se propone la siguiente etiquetacion:
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1. Sin =0 mod 3, entonces definimos

0 Sii=0 mod 3;
flu)=42 Sii=1 mod 3;
4 Sii=2 mod 3.

2. Sin = 1 mod 3, entonces redefinimos la asignacion f anterior en
Un—4,...,Unp—1 COIMO:
0 Sit=n-—4
3 Sit=n-3;
f(’Uz') = i
1 Sii=n-2;
4 Sit=n-1.

3. Sin =2 mod 3, entonces redefinimos la asignacién f en v,_s v v,_;
dada en 1 como:
1 Sii=n-2;

F®) =33 gicn_1

La etiquetacion propuesta anteriormente se ilustra en las graficas de la
Figura 4.3. En (a) se presenta una asignacién para Cg, es decir, cuando
n = 0 mod 3; En (b) se proporciona una asignacién para Cig, esto es
cuando n =1 mod 3.

Finalmente, en (c) realizamos una asignacién para Cq, es decir, cuando
n = 2 mod 3. Observese que tienen similitud con una etiquetacién pe-
riddica de trayectorias, en este caso con Ps. ajustando sélo la “parte final”

del ciclo. de acuerdo a la numeracién de los vértices. -

4.5. Graficas k-Coloreables.

Ahora revisemos la etiquetacién en grificas con un ndmero cromatico x(G)
especifico.

Teorema 17 Sea G = (V, A) una grafica con X(G)=ky |V(G)|=w.
Entonces A(G) < v+ k — 2.
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Figura 4.3: Etiquetaciones de C,, con base en la Proposicién 16

Demostracién: Dado que x(G) = k, podemos particionar a G en k conjuntos
G1,...,Gy donde |V(G;)| = s; y cada G; es un conjunto independiente. Sea
Vi=V(G;) = {vi1,vi2,...,vis,}, donde 1 < i < k. Ahora consideremos
la etiquetacion f definida por f(vy;) =7 —1con 1< j < s;.

i—1
fog)=> sit+i+j—2
t=1

paral < j < y 2 <i <k De aqui, verificamos que f estd en
L(2,1)(G).
Por lo tanto, A(G) < ||f(G)|| = s+ &k — 2. -
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Corolario 18 Sea G=(V,A) una gréfica k-partita completa con 'V(G)| = s. Entonces
MG)=s+k—2,

Demostracion:
a) Dado que G es una grafica k-partita, X(G) = k. Por el Teorema 17,
MG) <s+k-—2.

b) Por otra parte, la distancia entre cualesquiera dos vértices en GG es a
lo més 2, entonces las etiquetas deben ser distintas.
Ademds etiquetas consecutivas no pueden ser usadas en vértices de
partes diferentes y hay k componentes, entonces: MG) >s+k—2.

De esta manera A(G) = v+ k — 2.

4.6. Complejidad del problema de la
L(2,1)-etiquetacion de G.

Como sabemos, el problema de encontrar el nimero cromético de una grafica es
un problema NP-completo. Dado que el problema de la L£(2,1)-etiquetacion de G es
similar, veamos si este problema también es NP-completo.

Consideremos el siguiente planteamiento del problema de la L(2,1)-etiquetacion:
Ejemplar: Sea G = (V, A). una gréfica con didmetro 2.
Pregunta: ;Es MG, ) < |V |?

Teorema 19 El problema de la £(2, 1)-etiquetacion de G es NP-completo.

Antes de presentar la demostracién de este resultado, presentamos un par de lemas
que nos faciliten la demostracion.

Lema 20 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Existe una funcién inyectiva f: V(G) — [0, |V | —1] tal que
| f(u) — f(v) | > 2 paratoda (u,v) € A(QG).

2. G° contiene una trayectoria Hamiltoniana, es decir, una trayectoria que pasa por
todos los vértices de G.
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Demostracion:

(1) = (2). Sea f una funcién inyectiva definida en V(G) que satisface las
condiciones en 1. Ya que f es inyectiva, f~! existe. Ordenemos los vértices
en V de la siguiente forma: v = f~'(i), 0 < i <|V|—1.

Entonces v; es adyacente a v;_; en G¢ para 0 < i < V| — 1. Asi, la
trayectoria {v,,vy,..., U|V|,1} es una trayectoria Hamiltoniana en G¢.

(2) = (1) Sea P = {vo,v1,...,v_1} una trayectoria Hamiltoniana
en G°. Definamos una funcién f : V(G) — [0, | V | —1 ] donde
fl)) =4, 0 < ¢ <|V|- 1. Dado que P es Hamiltoniana, v; es tinico.
por tanto f es inyectiva. Sea (u,v) € A(G). Entonces f(u) = f(v;) =iy
f(w) = f(v;) = j, para alguna i, § con li—J| > 2, ya que u no es adyacente

a w en G°. Por lo tanto, f es la funcién inyectiva que necesitamos. u

Lema 21 Sean G; = (V4,4;) una gréfica de didmetro 2 y G = (V, A) una grifica,
tales que: 1. Vi =V U {u},

2. A;=AU{ (u,v) | paratodov e V}.
Entonces existe una funcién inyectiva f : V(G) — [0, | V| =17, tal que
|f(u) — f(v)] > 2 para cada (u,v) € A(G) si y s6lo si A(G;) < V.

Demostracién: Suponga exite una funcién inyectiva f. definida sobre V', que
satisface la condicién anterior. Sea g(v) = f(v), Vv € V y g(u) = V]i+1=
WAl También g € £(2,1)(G1) v || 9(Gy) ||= V] +1 = [W]. De aqui,
MG1) < [Vi|. Por otra parte, supongamos que se cumple A(Gy) <[ Vi, es
decir, existe una funcién g en £(2,1)(Gy), tal que: || g(Gy) || < |V | +1.
Ahora suponga que g(u) # 0 o bien g(u) # |V| + 1. Por las condiciones de
£(2,1)(G1), no existe v € V tal que g(v) # g(u) +1 o g(v) # g(u) — 1.
Esto nos lleva a usar V| 4+ 3 ntmeros para ctiquetar a V5. Esto es una
contradiccion, porque || g(Gy) || < |V| + 1 y todas las etiquetas son
distintas. Por tanto, g(u) = 0 o bien g(u) = |V|+ 1.

Si g(u) = [V|+ 1, entonces restringir g a V nos da la funcién inyectiva
J que buscamos. Por otro lado, si g(u) = 0, entonces restringimos g — 2
a V' para obtener la funcién inyectiva f. Con lo que queda demostrado el
Lema 21. .

Demostracién del Teorema 19.

Para demostrar que el problema de la £(2, 1)-etiquetacion es NP-completo,
revisemos el siguiente problema de decisién.
Ejemplar: Una gréfica G = (V, A)
Pregunta: ;Existe una funcién inyectiva f : V — [0, V] —1]
tal que | f(u) — f(v) | > 2 para cualquier (u,v) € A(G)?
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Para contestar esta pregunta, requerimos el Lema 20. De acuerdo a
este lema, la caracterfstica de NP-completo de la etiquetacién inyectiva a
distancia 2, que denotaremos como IED, surge como consecuencia de la
condicion de NP-completo del problema de la trayectoria Hamiltoniana, el
cual citamos a continuacién:

Ejemplar: Sea G = (V, A).
Pregunta: ;Existe una trayectoria Hamiltoniana en G?

Observemos que la £(2, 1)-etiquetacidn de G estd en NP. Una grafica
G = (V,A) puede transformarse en un ejemplar en tiempo del orden
O(|V[+]Al), y puede verificarse en tiempo polinomial que G tiene didmetro
2, esto es una etiquetacién f estd en L£(2,1)-etiquetacion de G y es tal
que || /(@) || < |V].

Falta demostrar que el problema de la £(2,1)-etiquetacién es NP-
completo; lo haremos mediante la transformacién de IED a una L£(2,1)-
etiquetacion.

Sea G = (V,A) cualquier gréfica en los ejemplares de [ED.
Construimos una gréfica G’ = (V' A') como sigue:

Afnadimos un vértice u a V'(G), de manera que sea adyacente a todo
vértice en V(G) es decir, G = (V/,A’) donde V' = VU {u} y 4" =
AU{ (u,v) | paratodowv € V}. Entonces | V' |= |V|+1 y diam G’ = 2.

La condicién de NP-completo de la £(2, 1)-etiquetacion de G es conse-
cuencia de la NP-completez de IED vy del Lema 21.

Con lo que queda demostrado que la L(2,1)-etiquetacion de G es un

problema NP-completo. i




Capitulo 5

Algoritmos para la Asignacién
de Canales

En este capitulo hacemos una revisién de algoritmos para la asignacién de canales
con restricciones generales. Algunos son adaptaciones de los algoritmos de multicolora-
cion de graficas, mientras otros estdn basados en la etiquetacién de graficas. La mayoria
del trabajo hecho es para el caso donde sélo se conocen las restricciones co-sitio, cp,
y a distancia uno, ¢;. Ademds, al igual que en la multicoloracién, una coloracién base
de una grafica G = (V, A) con un color por vértice puede ser usada para generar una
coloracién para un problema de asignacién de canales y pesos que tiene a G como
grafica subyacente.

5.1. Algoritmo de Asignacién para
graficas k-coloreables.

El Listado 3 presenta una versién del ALcoriTMO A. Con este algoritmo, a cada
vértice pueden serle asignados sus canales de manera independiente del resto de la
red. es decir, éste es un algoritmo completamente distribuido; la tnica informacién
necesaria para que cada nodo sea capaz de calcular su asignacidn, es su color base.

A es un algoritmo sencillo para multicolorear graficas, ya que sélo basta calcular
un pardmetro, s, que tiene un valor mayor o igual al nimero cromético de la gréfica y
representa el valor que serd sumado a la etiquetacion inicial para obtener el siguiente
color del vértice. Veamos cémo se hace la etiquetacién; tomemos como ejemplo el
vértice 1 de la grafica Cs en la Figura 5.1, por sencillez digamos que ¢y = ¢l = 1.

La etiquetacién inicial de 1 es f1(1) = 0 y el ndmero cromdtico de Cs es 3. Por
tanto s = mdx{1, 3- 1} = 3. Digamos que w(1) = 2, de esta manera tenemos que:

F(1)=0,3.
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Listado 3 ALGORITMO A DE ASIGNACION

// Algoritmo para graficas con Numero Cromatico k.

// Precondiciones :

oot G=(V,A;c0,cl) grafica con restricciones:

// w Vector de pesos

// fl: V—> {0,1, ... k—1} una coloracion base que satisface c0 y cl.

AlgoritmoA (G: graph , w:vectorPesos, fl: coloracion){
// Asignacion :
s = max { c0, kxcl }
for all vertice v en V(G) do
for (i=0; w(v)-1; i++) do
f(v) = f1(v) + ixs

Cs:

Figura 5.1: Un ciclo Cs, con restricciones ¢y = I =1

Hacemos lo mismo con los otros vértices y resulta la etiquetacion en la siguiente
tabla, para Cs. La amplitud de la etiquetacién es o(f Y =5,

v 1 123 [47]5]
w)| 2 [ 2] 2 272
hw)] 0217101

| f(v) 10,3]25]1,4[03]14]|

Consideremos ahora la gréfica G = (V, A), en la Figura 5.2.

De acuerdo a las Proposiciones 5 y 8, de la seccién de multicoloracién, si quere-
mos J-multicolorear la gréfica G ocuparemos al menos 9 colores y como méaximo 15
colores. Revisemos la asignacién del ALGORITMO A para la grafica G = (V,A,1,1), el
Cuadro 5.1 presenta la informacién de la etiquetacién inicial y restricciones. asi como
la asignacién obtenida. Observemos que la etiquetacién anterior se ajusta a las cotas
propuestas.




9.1 Asignacién para gréficas k-coloreables.

Figura 5.2: Grafica 3-Coloreable

v 1 [ 2] 3T 4576 7 87T 9 | 10
wv)| 3 [ 3] 3 [ 3 3 3| 3 3 [ 3
AR Ol 1T T 1T [ 270 0120 2 1
fl) [0,3,714,1,4,12,5,]0,3,]0,3,]2,5,]0,3, |25 |14
6 | 7| 7] 8|6 |6 | 8| 6| 8| 7

Cuadro 5.1: Etiquetacién para G=(V,A,1,1)

Ahora veamos cémo se ejecuta el ALGORITMO A cuando las demandas para cada
vértice son distintas, modificando también las restricciones. La siguiente tabla contiene
la informacién de la etiquetacion inicial y restricciones para la grifica G = (V, A, 3, 1),
asi como la asignacién obtenida.

v [1[2[3[4[5[6]7[8]9]10
w) [10[9[9]7[7(6[6]|4 4] ¢
A0 [1[12(0l0|2]0[2] 1

Cuadro 5.2: Etiquetacién inicial para G=(V,A,3,1)

En este caso, no es posible considerar una r-multicoloracién general, ya que existen
mas restricciones y las demandas son diferentes para cada vértice. De cualquier manera
podemos establecer cotas; dado que G es una grafica conexa, no completa, tiene grado
A(G) = 5, con demanda méxima Wmar = 10; ademds contiene un conjunto indepen-
diente S de tamafio 4. De acuerdo a las Proposiciones 7 y 8, la multicoloracién de
la grafica G ocupard al menos 15 colores v como maximo 30. Veamos la etiquetacion
resultante en el Cuadro 5.3. Para la gréifica 5.2 obtenemos una asignacién con amplitud
o(f) = 27, que se ajusta a las cotas.
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[V] f () |

110,3,6,9,12, 15,18, 21, 24, 27

2 11,4,7, 10,13, 16, 19, 22, 25

3 11,4,7, 10, 13, 16, 19, 22, 25

4 12,5,8, 11, 14, 17, 20

92 10,3,6,9,12

6 0,3,6,9,12 15

T |2,5,8 11, 14, 17

8 (0,3,6,9

9 125,811

10]1,4,7

Cuadro 5.3: Asignaciones con el ALGORITMO A.

Particularmente, la coloracién base usada en el ALGORITMO A puede verse como
una etiquetacion que satisface la restriccion ¢; = 1. Podemos formular una versién de
este algoritmo basada en una etiquetacién de la grafica.

9.2. Algoritmo de Asignacién
para graficas etiquetadas

El método de repetir una asignacién de un canal por vértice es denominado como
Asignacion Fija, puesto que cada vértice tiene un conjunto fijo de canales disponibles
para su asignacion. Un tipo de etiquetacién que otorga etiquetas regulares y periddicas
para mallas ya fue definida por Jan van den Heuvel et al. y es llamada etiquetacion
mediante progresién aritmética [13]

Una etiquetacién f de una malla t-dimensional es una etiquetacion mediante
progresion aritmética si existen enteros no negativos a,...,a; y n tales que para
cada vértice v con coordenadas (my,...,m,), f(v) = aymi + ... + amy mod n. Al
parametro n se le llama la amplitud ciclica, cyclic span, de la etiquetacién.

Una etiquetacién mediante progresién aritmética es considerada, optima para un
conjunto de restricciones, si su amplitud ciclica es lo més pequena posible.

Dada f una etiquetacion mediante progresién aritmética, f (my, my) denota el va-
lor de la etiquetacion del vértice con coordenadas (m1,m2). Las etiquetas mediante
progresion aritmética son féciles de definir y con el ALGORITMO A’ pueden ser usadas
para encontrar algoritmos de asignacién de canales. Mds atin, su regularidad puede
ser util para diseflar métodos que den mejores asignaciones de canal para pesos no
uniformes.
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Listado 4 Algoritmo A’ de Asignacién

// Algoritmo basado en una etiquetacion de [a grafica.

// Precondiciones :

// G=(V.A;c0,cl, ... , ck) grafica con restricciones:
// w Vector de pesos
// fl: V—> {0,1, ... k=1} etiquetacion base que satisface c0 ... ck.

AlgoritmoAl1(G:graph, w:vectorPesos, fl: caloracion){
// Asignacion :
s =max { c0, M}

for all vertice v en V(G) do
for (i=0; w(v)-1; i++) do
f(v) = f1(v) + i*s

El Listado 4 presenta una versién del Algoritmo A'. A’ también es un algoritmo
completamente distribuido, ya que una vez que se conoce la amplitud ciclica, la dnica
informacién necesaria para cada vértice es el valor de su etiquetacion.

El niimero que se suma a la etiquetacién inicial se calcula considerando la amplitud
ciclica de la grafica, por lo que podemos esperar que sea mas ajustado que el célculo
en el ALGORITMO A.

Consideremos la grafica de la Figura 5.3, con restricciones e =4,¢ =3, c=3.
Esta gréfica con la etiquetacién propuesta tiene un amplitud ciclica M = 16, entonces
s = 16. Una vez que conocemos el pardmetro s basta con sumar miltiplos de s a la
etiquetacion inicial; de esta manera tenemos la etiquetacién en el Cuadro 0.4, para la
grafica G.

v [AIBI[CIDIE[FIGHII[JTK
wv)|8|1911|6 [7148|9]| 6| 7|5
12 v 0]3] 6069121211503

Figura 5.3: Gréfica G; = (V, A, 4,3,3).
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f )
0, 16, 32, 43, 64, 80, 96, 112
3,19, 35, 51, 67, 83, 99, 115, 131
6, 22, 38, 54, 70, 86, 102, 118, 134, 150, 166
0, 16, 32, 48, 64, 80
6, 22, 38, 54, 70, 86, 102
9, 25, 41, 57, 73, 89, 105, 121, 137, 153, 169, 185, 201, 217
12, 28, 44, 60, 76, 92, 108, 124
12, 28, 44, 60, 76, 92, 108, 124, 140
15, 31, 47, 63, 79, 95
0, 16, 32, 48, 64, 80, 96
3,19, 35, 51, 67

A= Ol | E OO W | e

Cuadro 5.4: Asignacién de la grafica G con el ALGORITMO A’

Trabajaremos ahora con una gréifica G que tenga ntmero mayor de restricciones,
siempre y cuando el didmetro de G sea mayor o igual al ntimero de restricciones.
Examinemos la grifica G = (V, A,5,3,2,2, 1, 1), en la Figura 5.4. G tiene didmetro
D =5, por ello es valido considerar las restricciones hasta cs. La mayor etiqueta
asignada por fi es f1(8) = 19; la amplitud ciclica de G es M — 22; con respecto al
primer ejemplo, la amplitud de f; es mayor, debido a que existen més restricciones.

Sélo hay que sumar multiplos de 22 a la etiquetacion f(v) hasta cubrir la demanda.
Veamos las asignaciones en el Cuadro 5.5.

y [1{2(3]|4|5(6|7|8|91011[12
w)| 8 (14/11)13[1210)11| 9 12712113
) [0]3|6|8[11j13]16[19/5[9 [15

[} IN=}

Figura 5.4: Gréafica G = (V, 4,5,3,2,1,1).

En una gréfica particular tal como un ciclo C,, es posible considerar hasta |n/2]
restricclones, también sabemos que x(C,) es 2 6 3. Sea el ciclo Cg, con las restricciones
co=4,¢0=3,c0=3,c3 =2,¢4 =1, en la Figura 5.5.
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| v |
0, 22, 44, 66, 88, 110, 132, 154

3, 25, 47, 69, 91, 113, 135, 157, 179, 201, 223, 245, 267, 289
6, 28, 50, 72, 94, 116, 138, 160, 182, 204, 226

8, 30, 52, 74, 96, 118, 140, 162, 184, 206, 228, 250, 272

11, 33, 55, 77, 99, 121, 143, 165, 187, 209, 231, 253

13, 35, 57, 79, 101, 123, 145, 167, 189, 211

16, 38, 60, 82, 104, 126, 148, 170, 192, 214, 236

19, 41, 63, 85, 107, 129, 151, 173, 195

5, 27,49, 71, 93, 115, 137, 159, 181, 203, 225, 247

9, 31, 53, 75, 97, 119, 141, 163, 185, 207, 229, 251

15, 37, 59, 81, 103, 125, 147, 169, 191, 213, 235, 257, 279

2, 24, 46, 68, 90, 112, 134, 156, 178

DBl ~|o|a w wl| o] = e

—_
Lo

Cuadro 5.5: Asignaciones de G = (V, 4,5,3,2,1,1).

v |1]2]3]4]5]6]7]8
ww)l5[6[7]9(8]7|6]4
vlol1lo[1lo]1]0]1

Figura 5.5: Gréfica Cs = (V, 4, 3, 2).

Para esta grafica la amplitud inicial es o(Cy) = 20; para M, la amplitud ciclica,
tenemos M = 13; finalmente, como se puede ver en el Cuadro 5.6, la amplitud de [ es
o(Cg)=169.

En este momento cabe preguntar, ;realmente A’ representa una mejora de A? En
primer lugar con A" podemos considerar un nimero mayor de restricciones; pero por
otra parte, no es suficiente conocer el niimero cromatico de la gréfica, sino que también
es necesario conocer la etiquetacién inicial para calcular su amplitud ciclica. Fijémo-
nos entonces en como se comportan estos dos algoritmos con la misma grafica con
restricciones.

La gréfica Gy, en la Figura 5.6 con restricciones ¢g = 3y ¢; = 2, con la etiquetacion
dada, tiene una amplitud ciclica M = 5 y nimero cromético x(G) = 3. Por tanto, en
la ejecucion del ALGORITMO A, s =6, yen A’ s = 5, y dado que A v A’ tienen una
ejecucion similar, es de esperarse que la amplitud de la etiquetacién de A’ sea menor.
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f ) ]

[v ]
(170, 13,26, 39, 52, 65, 78, 91, 104, 117, 130, 143, 156, 169
2 | 3,16, 29, 42, 55, 68, 81, 94, 107, 120, 133, 146
316,19, 32, 45, 58, 71, 84, 97, 110, 123, 136, 149, 162
4|9, 22, 35, 48, 61, 74, 87, 100, 113, 126, 139, 152, 165
5|1, 14, 27, 40, 53, 66, 79, 92, 105, 118, 131
6 | 4, 17, 30, 43, 56, 69, 82. 95
717,20, 33, 46, 59, 72, 85, 98, 111
8 | 10, 23, 36, 49, 62, 75, 88, 101, 114, 127

Cuadro 5.6: Asignaciones de ALGORITMO A’ para el ciclo Cs.

v |AIB|C|IDIE[F
wv)|1:
im|0[2]0][2]2]0

—
[y
\&
o]
~J¥
—
[#%]
—
N

Nkl !
e,
-
~J

p=]
o,
=]

Figura 5.6: Gréifica Gy = (V, A, 3, 2).

Revisemos ambas etiquetaciones en el Cuadro 5.7. De esta manera, si la amplitud
ciclica es menor que méx{cy, x(G) - ¢1}, la asignacién que produce el ALGORITMO A’
tendra una amplitud menor.

Ay A’ son algoritmos generales que podemos emplear en cualquier grafica con
restricciones y pesos, pero existen graficas que por sus caracteristicas podemos agrupar
en familias, como por ejemplo las trayectorias, los ciclos, o las graficas bipartitas, y
por supuesto que es conveniente contar con algoritmos especificos para una familia de
graficas.
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[v] A [ = |

A | 0,6, 12, 18, 24, 30, 36, 42 0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35

B | 2,8, 14, 20, 26, 32, 38, 44, 50 | 2, 7, 12, 17, 22, 27, 32, 37, 42

C 10,6, 12, 18, 24, 30, 36 0, 5, 10, 15, 20, 25, 30
42, 48, 54, 60 35, 40, 45, 50

D | 2, 8, 14, 20, 26, 32 2, 7,12, 17, 22, 27

E | 2, 8, 14, 20, 26, 32, 38 2, N1 17,928, 0 32

F 0,6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35,
48, 54, 60, 66, 72, 78 40, 45, 50, b5, 60, 65

G | 4, 10, 16, 22, 28, 34, 40, 46 4,9, 14, 19, 24, 29, 34, 39

H | 0,6, 12, 18, 24, 30, 36, 42,48 [0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40

I |4,10,16, 22, 28, 34 4,9, 14, 19, 24, 29

J | 2,8, 14, 20, 26, 32, 38 2,7, 12, 17, 22, 97, 32

K |0,6,12, 18, 24 0, 5, 10, 15, 20

Cuadro 5.7: Asignacién de la grifica Gy con A v A

5.3. Algoritmo de Asignacién
para graficas bipartitas

De la misma manera que el ALGORITMO A. este algoritmo usa una coloracién base
de los vértices, pero si un vértice tiene una demanda mayor que cualquiera de sus
vecinos, entonces éste toma inicialmente alguno de los canales que estdn separados 2¢;,
lo que permite diseminar los canales de sus vecinos mientras los tltimos canales estan
¢o alejados.

El Listado 5 presenta una versién del Algoritmo de Asignacién para graficas bipar-
titas, denominado ALGORITMO B.

Para graficas bipartitas con restricciones ¢y v ¢; el ALGORITMO B nos da una
asignacion optima si ¢y > 2c1, ya que x(Km,n) = 2.

Consideremos la grafica bipartita G = (V, 4, 2, 1) de la Figura 5.7. El Cuadro 5.8
presenta las demandas de esta gréfica, asi como la coloracién base.

v 0] 1 ]2]|3|4|5(6[7|8] 91011
wv) |4]11 4573|893 ]11] 5 | 8
fiw) O] 1T (of1]T[of1[1T]0flo0]1]0

Cuadro 5.8: Etiquetacién inicial para G=(V,A,2,1)



56 5 ALGORITMOS.

Listado 5 ALGORITMO B DE ASIGNACION

// Algoritmo para graficas bipartitas tales que cl <= c0 <= 2cl.

// Precondiciones :

// G=(V,A;c0,cl) grafica con restricciones :

// w Vector de pesos

// fl: V—> {0,1} una coloracion base para V(iG).

AlgoritmoB (G: graph, w:vectorPesos, f1: coloracion){
// Asignacion :
for all vertice v en V(G) do

p(v) = max { w(u): uv en A o u=v }
// Fase 1:
for (i=0; min{w(v),p(v)}-1; i+4) do

fgv) = fl(v)*cl + 2xixcl

// Fase 2:
if (v(w)>p(v))
for (i=0; w(v)-p(v)-1; i++) do
f(v) = fl(v)xcl+ 2sp(v)*cl + i=cO

G=(V,A,2,])

Figura 5.7: Gréfica bipartita G = (V, 4,2,1) .

El Cuadro 5.3 presenta la asignacién obtenida con el ALGORITMO A’ al aplicarlo a
la gréfica G de la Figura 5.7.

Como un segundo ejemplo, consideremos la grafica bipartita G3 = (V, 4,4, 2) dada
en la Figura 5.8; El Cuadro 5.10 presenta la demanda y coloracion base para (.

. Como afectan las restricciones de B? Las condiciones que debe cumplir una gréfica
bipartita para aplicar B, son especificas, observemos la etiquetacion que resulta cuando
ignoramos la restriccién ¢y < 2¢;, en el Cuadro 5.11.
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V] () IVI]fK) |
010,246 611,305,709, 11, 13, 15
1[1,35,7,9,11,..,21| 7 |1,3,5,7,09, 11, 13, 15, 17
210,246 80,2, 4
311,3,5 70 90,2 4,6,8, 10, ..., 20
41,3,5,7 09, 11,13 10 1,3,5,7 9
510,24 110,24, 6, 8, 10, 12, 14

A

Figura 5.8: Gréfica bipartita 3, G = (V, 4, 4, 2).

v [1]2]3[4[5]6[7[8]9]10
ww) [9]7[7]8]8|7[5]54] 3
flol1|o[1]jo(t|ol1l0] 1
plv) [9]9]8]9[8[8]7 7|59

Cuadro 5.10: Asignacion inicial para la grafica G5 = (V,A,4,2).

Inmediatamente apreciamos que en la asignacién hecha, los canales se interfieren.
esto es porque en el ALGORITMO B se asume que la restriccién se cumple v no se
efectiia ningiin cdlculo con respecto a las restricciones. En primera instancia podriamos
decir que el ALGORITMO B es demasiado especifico, aunque en realidad esta condicién
permite tener cotas més justas, ya que para cualquier otra graficas contamos con los
Algoritmos A y A’
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B
, 6, 10, 14, 18, 22, 26, 30, 34, 38, 42, 46, 50, 54, 58
4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36
6, 10, 14, 18, 22, 26, 30
4,8, 12, 16, 20, 24, 28
6, 10, 14, 18, 22, 26
4, 8, 12, 16, 20, 24, 28
6
6
4
6

?

.10, 14, 18
.10, 14

.8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40
. 10, 14, 18, 22, 26, 30, 34

0,4, 8, 12, 16, 20

OO MO N O | O b

= B o] oo or| k| | o] =] <

Cuadro 5.11: ALGORITMO B con pardmetros no recomendados.

5.4. Algoritmo de Asignacién para ciclos impares

La asignacion de canales en ciclos impares fue estudiada por Griggs v Yeh [56], ¥
parte de dicho estudio se revisé en la seccidn anterior. Los autores dan la etiquetacion
para restricciones ¢;,ca = 2,1 de amplitud 4 y amplitud ciclica 6.

Sea Cy, un ciclo con n vértices y restricciones ¢, y ¢;, donde n es impar con n > 3,
ademds se tiene a w como el vector de demandas.

Este algoritmo estéd basado en una etiquetacion dada para la grafica que satisface
2-n- C1
(n—1)
se define s = médx{cy,cp}. Los vértices son enumerados de 1 a n. en orden ciclico,

donde el vértice vy es el de mayor peso en el ciclo. También se define m con m > 1
2-m

la restriccién c;. Esta etiquetacion tiene una amplitud ciclica cp = , entonces

como el entero impar més pequeno tal que s >

El algoritmo comienza asignando 0 al primer nodo, después afiade ¢; mddulo cx al
canal previamente asignado y lo asigna al siguiente nodo en el ciclo.

Esto cambia a una asignacién alternativa que se usa repetidamente, como en el
ALGORITMO A'.

El Listado 6 muestra esqueméticamente el ALGORITMO C. Nétese que este algo-
ritmo no puede ser implementado, en primera instancia, de una manera distribuida,
ya que cada nodo debe conocer todos los pesos, para calcular m y determinar su valor
de asignacion inicial.
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Listado 6 ALGORITMO C DE ASIGNACION

ht
// Algoritmo para ciclos impares
// Precondiciones :

/S G=(V,A;c0,cl) grafica con restricciones ,
/7 n es el num. de vertices, n>=3, n es impar,

// los vertices estan numerados en el orden del ciclo;

// w Vector de pesos

AlgoritmoC(G:graph, w:vectorPesos){
// Asignacion :
cR = (2#nxcl)/(n—1);
s = max{ <0, cR }

Sea m>1, el menor impar tal que s >=(2:m/(m—1))*cl

for all vertice vi en V(G) do
for (j=0; w(vi); j++) do
f(vi) = b(vi) + jxs

// La etiquetacion b: V —> [0,5-1]
// se define como:
cases:
if (1<=i<=m) :
b= (i—1)%cl mod s;

// i es par

if ( (i >m) &% (i mod 2)=0 )
b = 0;
// [ es impar

if ( (i >m) &% (i mod 2)=1 )

b = (m-1)xcl mod s;
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Veamos algunos ejemplos. La Figura 5.9 presenta un ciclo de orden 5, Cs, y tabla
con la demanda y coloracién base para éste, asi como la asignacion obtenida al aplicar
el algoritmo al ciclo Cs.

C5.'
T w | % [ 5 | w [ %
@ @ w(V) 2 3 2 3
£V 0 ! 0 1 2
E ; S 0,3,6,9 14 0.3 14,7 2538

Figura 5.9: Cs = (V, A,2,1)

Cambiemos ahora los pardmetros para el ciclo de orden 5, Cs. Tomemos ahora co=3
y ¢1 = 2. La siguiente Tabla, muestra los datos para C5, asi como la etiquetacién inicial:

U vl | v2 | v3|vd | vh
wv)| 42323
fa (’U) 0O(2 14113

Cuadro 5.12: Etiquetacion inicial para Cs = (V, 4, 3, 2)

Por las caracteristicas de esta gréfica, es posible aplicar cualquiera de los algorit-
mos que se han revisado hasta ahora. En el Cuadro 5.13 mostramos las diferentes
etiquetaciones de los algoritmos A, A" y C.

v | A A C
v1|[0,6,12,18 0,5, 10, 15 || 0, 5, 10, 15
v2 2,8 B 7 2,7
v3[4,10,16 | 4,9, 14 4,9, 14

vd | 1,7 1,6 1,6

v5 [ 3,9, 15 3.8, 13 3,813 |

Cuadro 5.13: Asignaciones para la gréfica Cs = (V, 4, 3, 2).

Aqui, las asignaciones obtenidas por A’ y C son una mejora a la realizado por el A;
aunque C sea especializado en ciclos, el A', debido a su generalidad, puede ser aplicado
para este tipo de gréficas, con una ejecucion eficiente y de amplitud minima.
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v | v2|v3 | vd | vH|v6 | v7 | Vv8 | vO
ww) 1310|1079 |11 5] 89
fiw) O 2102020214

Cuadro 5.14: Etiquetacién inicial para Cy = (V, A, 4, 2)

Revisemos un ciclo Cy, con orden y demandas mayores en el Cuadro 5.14 v la
asignacion correspondiente en los Cuadros 5.15 v 5.16.

[ v | C |
vl [0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60
v2 |2, 7,12, 17, 22, 27, 32, 37, 42, 47
v3 [ 4, 9, 14, 10, 24, 29, 34, 39, 44, 49
vd [ 1,6, 11, 16, 21, 26, 31
v5 | 3, 8, 13, 18, 23, 28, 33, 38, 43
v6 | 0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50
v7 | 3,8, 13, 18, 23
v80, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35
v9 | 3,8, 13, 18, 23, 28, 33, 33, 43

Cuadro 5.15: Asignaciones de la grafica 5.14 con el ALcoriTMO C.

Lv | A | A’ B
v1] 0, 8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64, 72, 0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40
80, 88, 96 45, 50, 55, 60
v2 | 2,10, 18, 26, 34, 42, 50, 58, 66, 74 2, 7,12, 17, 22, 27, 32, 37, 42, 47
v3 | 0, 8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64, 72 0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45
vd | 2,10, 18, 26, 34, 42, 50 2,7, 12, 17, 22, 27, 32

v5 | 0, 8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64
v6 | 2, 10, 18, 26, 34, 42, 50, 58, 66, 74, 82

0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40
2,
v7 0,8, 16, 24, 32 0, 5, 10, 15, 20 0,
2,
o

, 12,717, 22, 27, 32, 37, 42, 47, 52
.10, 15, 20

. 12,17, 22, 27, 32, 37

.14, 19, 24, 29, 34, 39, 44

v8 | 2, 10, 18, 26, 34, 42, 50, 58
v | 4, 12, 20, 28, 36, 44, 52, 60, 68

O =J| Ut ~T

Cuadro 5.16: Asignaciones de la gréfica 5.14 con diferentes algoritmos.
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5.9. Algoritmo de Asignacién
para graficas 3-coloreables

En este algoritmo el espectro se divide en tres partes, cada una contiene un ntmero
determinado de canales, con una separacién entre canales consecutivos.
El ALgoriT™MO E estd dividido de tres fases:

La Fase 0 consiste en fijar los valores iniciales para las variables usadas.

La Fase 1 determina los conjuntos de canales, organizandolos por colores:
rojo, azul y verde.

La Fase 2 realiza la asignacién de canales.

El Listado 7 presenta una versién el algoritmo.

A continuacién describimos estas fases.

A diferencia de los algoritmos anteriores, E ocupa dos pardmetros, s y T, para
calcular los canales en cada conjunto; ademds para el valor de s consideramos el maximo
entre ¢; y ¢p/2, mientras que en los anteriores era el maximo entre estas restricciones.
Para calcular T necesitamos saber todos los pesos en la gréfica, para determinar wpyq,,
y que sea multiplo de 6 facilita los célculos, dado que la grafica y los colores que tiene
asignados son multiplos de 3. Sea f : V' — {0,1,2} una coloracién base para G. Se
denota una base de colores 0,1,2 como rojo, azul y verde, respectivamente.

El conjunto de canales rojo se divide en dos subconjuntos R; y Rs. los cuales estdn
dados por:

R, ={0,2s,---,(T/3 - 2)s}
Re ={(T/3+1)s+co,(T/3+3)s+co, ,(2T/3 — 1)s+co, }

El conjunto de canales azules se divide en dos subconjuntos B; y B, los cuales
estan dados por:

B ={(T/3)s+co,(T/3+2)s+co, - ,(2T/3 — 2)s+ o}
By ={(2T/3+ 1)s + 2¢y, (2T/3 + 3)s + 2c, - -+ , (T — 1)s + 2¢g, }

El conjunto de canales verdes se divide en dos subconjuntos Gy y Ga, los cuales
estdn dados por:

Gl = {(2T/3)8 + 2(3[], (2T/3 + 2)5 + 2(30, R (T = 2)8 -+ QCQ, }
Gy = {s,3s,--- ,(T/3—1)s}

A cada vértice v se le asigna w(v) canales por cada clase cromética, donde debe
agotarse el primer conjunto antes de iniciar con el segundo, ademds se deben usar
primero los canales con menor valor.

Se puede observar que el espectro es dividido en tres partes, cada una posee T/3
canales o frecuencias, con una separacién de s entre canales consecutivos. La primera
parte del espectro consiste en la alternacién de los canales de B, v G, la segunda
alterna los canales de By y Ry, y la tercera alterna los canales de Gy y Bs.
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Listado 7 ALGORITMO E DE ASIGNACION

// Algoritmo para graficas 3—coloreables

// Precondiciones :

// G=(V,A;c0,cl) grafica con restricciones;
// w Vector de pesos

// f: V—> {0,1,2} coloracion base para G

AlgoritmoE(G: graph, w:vectorPesos){
// Fase 0:
s = max{ c0/2, ¢l }
T >= 3swMax, T multiplo de 6;

Denotar a los colores base 0,1,2 como
Rojo, Azul y Verde, respectivamente

// Fase 1:
// Los canales Rojos consisten de los conjuntos:
Rl = {0, 2xs, ... , (T/3-2)xs};
R2 = {(T/3+1)%s+ c0, (T/34+3)s+ c0, ... , (2T/3-1)*s+ c0 }
// Los canales Azules consisten de los conjuntos:
Bl = {(T/3)%s+c0, (T/3+2)%s+c0, ..., (2T/3-2)*s+c0 }
B2 = {(2T/3+1)*s+2%c0, (2T/3+3)xs+2%c0, ... , (T—1)*s+2xc0 }
// Los canales Verdes consisten de los conjuntos:
Gl = {(2T/3)*s+2%c0, (2T/3+42)¢s+2+c0, ... , (T—2)*s+2+c0 }
G2 = {0, 3*s, ... , (T/3-1)#s};

// Fase 1: Asignacion .
for all vertice v en V(G) do
Asignar w(v) canales de su clase de color,
el primer conjunto es agotado antes de usar el segundo
y siempre se usan los canales con menor valor.
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Revisemos un ejemplo: la grafica G en la Figura 5.10 es 3-coloreable v tiene restric-
clones ¢p = 3 y ¢; = 2. Las demandas para cada vértice y la asignacién inicial se dan
en el Cuadro 5.17.

v (%] (%) Vs Uy Us Vg Uz Ug Vg
(v) 5 8 121 6 (1312 ] 11 7 9
('U) 0 1 2 1 2 0 1 0 1
v Vip | Y11 | V12 | V13 | V14 | V15 | V16 | V17 | V1B
('U) 13 8 4 12 [ 10 | 3 2 6 5
(’U) 2 i 2 0 1 0 1 2 0

=h| 8

S

Q_,h

il

Cuadro 5.17: Asignacion inicial, usada en el ALGORITMO E.

Tenemos que ¢y = 3, ¢; = 2 ¥ Wpw = 13, entonces 3 - 13 = 39, luego T =42 y
s = 2. Aplicando la Fase 1 obtenemos los siguientes conjuntos:

R ={0,2-2,...,(42/3-2)-2} = {0,4,8, -, 24}
Ry ={(42/3+1)-2+3,(42/3+3)-2+3,---,(2-42/3+1)-2+3}

= {33,37,41, - ,57}
By ={(42/3)-2+3,(42/3+2)-2+3,- -+, (42 -1)- 2+ 2.3} = {31,35, -, 55}
By ={(42/3+1)-2+2-3,(42/343)-24+2.3, .- (42—1)-242-3} = {64, 68, -- , 88}
G ={(42/3) 2+6,(42/3+2)-2+6,--,(42) - 2+ 6} = {62,66,70, - - , 86}
Gy =1{2,3-2,...,(42/3~1)-2} = {2,6,10,- - - , 26}

Finalmente, realizamos la asignacién; obteniendo el Cuadro 5.18.
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[ v | f () N
v, | 0,4.812,16

v | 31,35,39,43,47,51,55,64

vz | 2,6,10,14,18,62,66,70,74,78,82,86
vy | 31,35,39,43,47,51

vs | 2,6,10,14,18,22,62,66,70,74,78.82 86
ve | 0,4,8,12.16,20,24,33.37,41,45,49

vy | 31,35,39,43,47,51,55,64,68,72,76
vg | 0,4,8,12,16,20,24

vg | 31,39,39,43,47,51,55,64

v1o | 2,6,10,14,18,22,62,66,70,74,78,82,86
vi1 | 31,35,39,43,47,51,55,64

U12 62,66

vz | 0,4,8,12,16,20,24,33,37,41,45,49
v1a | 31,35,39,43.47,51,55,64,68

V15 0,4,8

Me 31,35

v17 | 62,66,70,74,78 82

V1s 0,4,8,12,16

Cuadro 5.18: Asignaciones con el ALGORITMO E.

Revisando con detalle los conjuntos obtenidos observamos una caracteristica
importante. Denotemos con nimeros en negritas los canales rojos, en itélicas los
canales azules y dejemos sin cambio los canales verdes. Observemos que los canales
tienen una separacion de 4 entre cada uno; por otra parte, si vemos el conjunto
completo de canales asignados, podemos apreciar que estén separados en, al menos, 2
unidades, es decir tienen una distancia c¢; entre ellos y ademés quedan alternados los
canales de cada color, para nuestro ejemplo tenemos que:

0,2 4,6,8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 51, 33, 35, 37, 39, 41, 43, 45, 47, 49,
51, 53, 55, 57, 62, 64, 66, 68, 70, 72, T4, 76, T8, 80, 82, 84, 86, 88

De esta manera es ficil ver que, aunque aparentemente en cada par de conjuntos
los canales entre el primero y segundo tienen una distancia considerable, en realidad
estos canales no se eliminan, la mayoria es elemento en alguna otra clase de color.
Y dado que primero agotamos el primer conjunto y el pardmetro T esta calculado en
base a las restricciones, podemos garantizar que en cada conjunto hay un ndmero de
colores suficiente para ser asignado y que la amplitud de la asignacién es justa.



66

5 ALGORITMOS.

5.6. Algoritmos distribuidos para
graficas Hexagonales

Una buena asignacién de canales es esencial para la transmisién y recepcién de voz,
datos y otras redes de comunicacién celular basados en el Acceso Miiltiple por Divisién
de frecuencias, FDMA!,

La mayoria de los estudios se han concentrado en el problema estdtico de encontrar
una asignacion de canales global para una cierta red y pardmetros estéticos prede-
terminados. Aqui se considera una red celular como un sistema dindmico, donde las
decisiones de asignacién de canales se hacen localmente, es decir, no se planean glo-
balmente, y ademds deben ser continuamente actualizadas para ajustar pardmetros
cambiables. Una red celular se trata como una red distribuida donde cada base es
un servidor y los algoritmos de asignacién, aqui revisados, son tratados como si se
ejecutaran de manera simultdnea en cada base.

Asimismo los algoritmos pueden ser ajustados para el problema de asignacién en
linea; la demanda para canales estd sujeta a cambiar y los servidores deben adaptarse
a estos cambios, haciendo modificaciones minimas a la asignacién existente.

En este trabajo, los algoritmos para la asignacion de canales distribuidos se dan
para redes celulares con un trazo hexagonal regular. Las restricciones de interferencia
también se modelan mediante una gréfica con restricciones y pesos (G, w) , donde
G = (V,A) es una gréfica; cp,...,c; es el conjunto de restricciones que imponen la
separacion que debe existir en el espectro de radio y w es el vector de pesos positivos
para los vértices de G.

Algoritmos para la asignacién de canales en linea (online), son descritos, entre otros
en [27, 46, 16]. Janssen y colaboradores (28], estudian asignaciones para asighar canales
de manera distribuida para redes celulares hexagonales con la tnica restriccién de que
canales asignados a la misma celda o a celdas adyacentes deben ser distintos.

5.7. Graficas Hexagonales.

Una clase de graficas con particular importancia en el contexto de la asignacion
de canales son las gréficas hexagonales. Una gréafica hexagonal es una subgréfica
inducida de una malla triangular. La malla triangular es considerada como una grafica
cuyos vértices son los puntos de la malla y las aristas existen precisamente entre puntos
vecinos.

Las graficas hexagonales son nombradas as{ porque pueden usarse para representar
una red celular con celdas hexagonales regulares. Ya que el decremento de una sefial
de radio es proporcional a la distancia desde donde se transmite, el drea de cobertura

'Del inglés, Frequency Division Multiple Access
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tendra una forma circular. Las celdas hexagonales tienen la ventaja de aproximarse a
esta forma y son facilmente armables. Aunque en la prctica las limitaciones impuestas
por el terreno fuerzan a la red celular a desviarse del ideal. La Figura 5.11 muestra un
ejemplo de una grafica hexagonal y su red celular subyacente.

NN NN N
VAVAVAVAVAVAVA "

Figura 5.11: Ejemplo de gréfica hexagonal.

Si las sefiales son trasmitidas por frecuencias muy cercanas, éstas generalmente
tendran niveles de interferencia mayores que en otro caso. De aqui el requerimiento
comun en las redes celulares: canales asignados a celdas que geograficamente estdn
cerca deben de estar suficientemente alejadas en el espectro de radio.

La Figura 5.12 muestra una asignacién aritmética tomando las restricciones ¢y =
2, c1 =5 mod 9.

Figura 5.12: Asignacién Aritmética en una gréfica hexagonal.

Asumimos que la malla es generada por los vectores x = (1,0) y y = (% ‘/_) y
se usan las coordenadas en la malla para identificar los vértices de las gréficas. Mas
exactamente, el vértice (7, j) denotard el vértice correspondiente al punto de la malla

X+ jy.
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5.8. Algoritmos en linea distribuidos.

Los algoritmos descritos a continuacién son distribuidos y deterministicos. Cada
vértice es considerado como un servidor independiente y el Algoritmo est4 ejecutdndose
simultdneamente en estos servidores. Cada servidor calcula local v deterministica-
mente su propia asignacion, basado sélo en una pequefia cantidad de informacién
preprocesada, no dependiente de los pesos, e informacién local del estado de la
red. Es decir, un servidor en un nodo sabe el peso de dicho nodo vy puede conseguir
informacion acerca del peso de los nodos que estdn a menos de una cierta distancia de él.

Un algoritmo de asignacién de canal distribuido es k& — local si cada servidor
calcula su asignacién conociendo sélo la informacién preprocesada v el peso de todos
los vértices a distancia & o menos.

El concepto de localidad toma un sentido especial en el contexto de algoritmos
de asignacién de canal en linea. Ahora la entrada del algoritmo es una gréfica con
restricciones y una secuencia w; de vectores de peso. Con cada ejemplar de tiempo ¢,
cada vértice v es presentado independientemente con su nuevo peso we(v).

St wi(v) < wy—1(v) entonces ciertas llamadas en la celda correspondiente son omiti-
das. Si wy(v) > w;_1(v), entonces deben ser asignados de manera que las restricciones
de interferencia entre los nuevos y viejos canales asignados se cumplan.

A continuacién describimos dos algoritmos de asignacién de canal estéticos en linea
distribuidos para una grafica hexagonal con restricciones G = (V, A, q, a, b) donde
a > b > 0. El primer algoritmo estd basado en una asignacién inicial la cual serd optima
si todos los pesos son iguales, combinado con una fase de préstamo para considerar las
diferencias de peso. El segundo algoritmo tiene una primera fase de asignacion para
las restricciones @ = 1, b = 0, combinada con una segunda parte para encontrar una
asignacion con pardmetros generales a y b. Su desempefio v localidad dependerdn de
la fase que se use.

Algoritmo de Préstamo Aritmético (AB).

Primero describimos un algoritmo vélido cuando a > 2b. Este algoritmo esté ba-
sado en una asignacién inicial f de los vértices derivados de las coordenadas en la
malla triangular. Precisamente: (7, j) = ia+j(3a+b) mod N, donde N = 5a + 3b.
La etiquetacién se ejemplifica en la Figura 5.13. Etiquetaciones de este tipo fueron
tratadas por J. van de Heuvel [13].

Notese que f tiene la propiedad de N > @, a < f(i,j) < N — a para todos los
vecinos de (0,0) y b < f(i,7) < N — b para todos los vértices a distancia 2 de (0,0).

Ya que f(0,2) = a — b esto sélo es cierto si a > b. Por tanto, f genera una
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Figura 5.13: La Asignacién Aritmética usada en el Algoritmo AB

asignacion de canales para G, se designa a cada vértice (¢,7) solamente canales del
conjunto {f(7,7) + kN | k € N}.

Ahora para cualquier par de canales 71, v, asignados a los vértices (i, § )e (7,5) a
distancia 2 tenemos que

=72 |= f(@,5") - f(i,§) = f(@ — 4,5’ = j) mod N

Ya que (i — ¢,7/ — j) tiene en la grafica una distancia de 2 a (0,0), se sigue que
|71 + 72 |> b. Un argumento similar es vélido para vértices a distancia 1.

También en el caso que b < f(i,7) < N —b incluso para vértices (i, 7) a distancia 3
de (0,0). Asi cualquier asignacién de canales derivada de f tiene la propiedad de que
vértices a distancia 3 también tienen separacién de al menos b.

Como informacién local cada vértice v = (i, §) sabe su valor bajo f (¢,7), es capaz
de identificar a sus vecinos y su posicién con respecto a si mismo. y recibir informacion
acerca de su peso. Especificamente, v es capaz de identificar los vecinos (i+1,9)e
(i+1,7—1) y calcular el peso méximo en un clan entre sus vecinos. Es decir, v puede
calcular T'(v), donde:

T(v) = méx Zw(u) | K es un clan, d(u,v) <1 Yue K

ueK

El ALGORITMO AB comienza asignando canales de acuerdo a f, seguido por 2
"fases de pedir prestado”, donde los vértices con alta demanda piden prestados los
canales no usados de sus vecinos.

La asignacién de canales a cada vértice v(4, j) se realiza en 3 fases:
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Fase 1. El vértice v recibe los canales f(i, j) + kN, 0 < k < min{w(v), T(v)/3}.

Fase 2. Si v tiene un peso mayor que T'(v)/3, es decir w(v) = T(v)/3 + a, «a >0,
entonces v trata de pedir prestados canales a su vecino x = (i + 1, 7).
Estrictamente, si w(v) < T'(v)/3 + «, entonces v recibe los canales:

fli+1,7) +kN, w(v) < k< min{w(v)+ o, T(v)/3}.
Sea @ = méx{0,T(v)/3 — w(z)} el niimero maximo de canales que v recibe en
esta fase.

Fase 3. Si, después de la tltima fase, v aiin no tiene su demanda cumplida, es decir,
si a > 3, entonces v pide prestados los canales sobrantes de sus vecinos:
fG+1,5-1)+kN, T@W)/3-a+f < k <T(v)/3

Observemos la asignacién aritmética para una grifica hexagonal; veamos la asig-
nacion en la Figura 5.14, considerando a = 2 y b = 1.

Figura 5.14: Ejemplo de una asignacién donde a = 2 y b = 1.

En la Figura 5.15, representamos los pesos de la grafica anterior. Revisemos cémo
se hace la asignacién para un vértice de G, por ejemplo el vértice (0,0) de la gréfica
9.14. En la Figura 5.16 podemos ver al vértice 0 y sus vecinos a distancia 1.

Para este veértice tenemos que: 7(0) = 134+ 114+ 6 = 30, con N = 5a + 3b = 13.
Por tanto la asignacién de 0 queda como sigue:

Fase 1: En total son asignados min{w(0), 7(0)3}, es decir 10 canales:
0, 13, 26, 39, 52, 65, 78, 101, 114 y 127.
Fase 2: o = 3, § = 0, por tanto el vértice no recibe canales en esta fase.
Fase 3: En esta fase f(i+1,/—1)=6y k=7,8,9;
finalmente, se asignan los canales: 97, 110 y 123.
Con lo que se satisface la demanda.
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Figura 5.15: Gréfica G = (V, 4, 3,2) con pesos.

e
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0

Figura 5.16: Vértice (0,0) y sus vecinos.
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Capitulo 6

Telefonia Celular

En este capitulo presentamos, de manera global, una introduccién a la Telefonia
Celular. Iniciamos con una seccién de antecedentes y continuamos con terminologia
técnica sobre la Telefonia Celular y su relacién con la Asignacién de Canales, aqui de-
nominada Asignacién de Frecuencias.

Nos concentraremos en las redes terrestres de telefonfa celular, una aplicacién que
ha revolucionado el negocio de la telefonfa en aflos recientes. También en la aplica-
cién especial del problema de la asignacién de frecuencias el cual no tiene un modelo
matematico universal. Nos enfocaremos en el estdndar GSM!, Sistema General de la |
Comunicacién Mévil, el cual ha estado en uso desde 1992. GSM es la base de la ma-
yoria de las redes de telefonia celular. Este sistema es empleado en cientos de ciudades
y sirve a millones de clientes.

6.1. Antecedentes

La comunicacion inaldmbrica tiene sus raices desde la invencién de la radio. A
continuacién se da una cronologia? sobre ésta:

1876 El teléfono fue inventado por Alexander Graham Bell.

1880’s Invencién del radio por Nikolai Tesla.

1894 Se presenta formalmente el radio por Guglielmo Marconi

1973 Martin Cooper introdujo en EEUU el primer radio teléfono,
trabajaba en Motorola y es considerado padre de la telefonia celular.

1979 En Tokio, Japdn, aparecen los primeros sistemas comerciales
de celulares por la compania NTT.

1981 Los paises Nordicos introducen el sistema de telefonia celular.

El modelo se revisa en el Apéndice B
?Los datos cronolégicos pueden ser encontrados en eveliux.com y Noticiasdot.com
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1983 Chicago es la primera ciudad en EEUU donde se introduce el
servicio de telefonia celular.

1987 En EEUU ya existian 312 redes celulares operando en 205 ciudades.

1989 En México se convoca, a empresas de telecomunicaciones, a
presentar solicitudes para ofrecer el servicio de telefonia celular en
nueve regiones del pafs.

[1990 Se inicia en México el servicio comercial de telefonfa celular.

1992 En México, el niimero de suscriptores del servicio asciende a 314,000.

1998 Los suscriptores, en México, se han incrementado en un 34 %
en relacién a 1992.

2005 A nivel mundial, el nimero de usuarios se incrementé a 931 millones.

2007 Se estima que el el nimero de usuarios ascenderd a 1600 millones en
todo el mundo.

Era de esperarse que un dia las tecnologias del teléfono y del radio iban a ser
combinadas para crear un mismo aparato: el teléfono celular.

En la época predecesora a los teléfonos celulares, la gente que realmente necesitaba,
comunicacion movil tenfa que confiar en el uso de radio-teléfonos en sus autos. En el
sistema radio-telefénico tradicional, existia sélo una antena central para cada ciudad,
y probablemente 25 frecuencias disponibles en la torre de transmisién. En este tipo
servicio la estacion realiza las funciones transmitir y repetir la sefial. Para las trans-
misiones se utilizan potencias extremadamente grandes credndose una gran zona de
cobertura. Sin embargo, si durante una conversacién el usuario se sale de la zona de
cobertura, la conversacién se interrumpe ya que este sistema no tiene la capacidad
de conmutacién. En este tipo de comunicacién cada usuario tiene asignado un canal
de radio con una frecuencia fija para accesar a la red, lo cual hace ineficiente el uso
del espectro radioeléctrico, ya que si uno de los usuarios con frecuencias asignados en
algin momento no los usa, las frecuencias estarian desocupadas credndose asi un gasto
innecesario de estos.

A diferencia del servicio radio-telefénico, un sistema celular se forma al dividir el
territorio al que se pretende brindar servicio, en dreas més pequefias llamadas celdas,
las cuales son atendidas por una estacién base que restringe la cobertura a la celda,
la Figura 6.1 muestra la divisién de un territorio en celdas. Este concepto de sistema
celular fue descubierto por investigadores de los laboratorios de teléfonos Bell en 1947
cuando subdividieron un drea relativamente grande en secciones pequefias (celdas) v
donde pudieran usar el concepto de reuso de frecuencias para incrementar la capacidad
de un canal.

Con lo anterior la telefonia celular empezé a tener auge en varios pafses como una
alternativa a la telefonfa convencional inaldmbrica. Debido a que esta tecnologia fue
muy bien aceptada empezaron a darse los primeros problemas de saturacidn en el
servicio.
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I

Figura 6.1: Division de un territorio en celdas

Esta evolucién en los sistemas de telefonfa celular ha hecho que las compaiifas de
teléfonos celulares tengan como objetivos:

e Aumentar la calidad de los servicios ofrecidos.

e Aumentar, reusando frecuencias, la utilizacién del espectro radioeléctrico.
e Minimizar la interferencia.

e Gran capacidad de suscriptores.

e Compatibilidad nacional.

e Capacidad extendida.

e Adaptacién a la densidad del trafico.

e Servicio a vehiculos y portétiles.

e Servicio telefénico regular y servicios especiales.

e Calidad de servicio.

e Soportar gastos, es decir, que sea econémico y accesible.

Consecuencias de la movilidad Para cumplir con estos objetivos se han desarrollado
una gran variedad de estrategias las cuales se pueden clasificar en fijas o dindmicas.
Dependiendo del tipo de estrategia que se utilice serdn las caracteristicas del sistema,
particularmente, la forma en que se gestionan las llamadas cuando un usuario pasa de
una celda a otra.

Se dice que un sistema es de asignacién fija de frecuencias si cumple que:

1. Se asigna un conjunto predeterminado de frecuencias a la celda.

2. Las llamadas producidas dentro de la celda sélo pueden ser servidas por
frecuencias inutilizados dentro de esa celda en particular.

3. Todas las frecuencias de la celda estédn ocupadas, la llamada se bloquea
y el usuario no recibe el servicio. Puede darse el caso que la celda vecina
preste frecuencias, siempre y cuando no se interfiera en ninguna de las
llamadas en progreso de la celda donadora, esto es regulado por el Centro
de Conmutacién Mévil, CCM.
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Una asignacién de frecuencias se dice que es dinamica si:

1. Las frecuencias no se colocan en las celdas de manera permanente.

2. Cada vez que se produce un requerimiento de llamada, la estacién base
servidora pide un canal al CCM y éste coloca un canal en la celda que
lo solicité siguiendo un algoritmo que tiene en cuenta diversos factores
como son el préstamos de frecuencia de canal, la distancia de reutilizacién
y otras funciones de costo.

3. Requiere que el CCM tenga una gran cantidad de cémputo en tiempo
real.

En el proyecto GSM se indica:

Dado que el nimero de usuarios es mucho menor que el nimero total de
usuarios potenciales, las frecuencias bidireccionales sélo se asignan si se
necesitan. Esta es la principal diferencia con la telefonfa estédndar, donde
cada terminal estd continuamente unido a un conmutador haya o no haya
llamada en proceso.?

Consecuencias de la movilidad

A diferencia de sistema celular dindmico, el sistema celular fijo tiene problemas
cuando el usuario se mueve de su regién. Una red puede enviar una llamada a un
usuario fijo simplemente conociendo su direccién de red (su niimero telefénico) dado
que el conmutador local no cambia. Sin embargo, en un sistema celular la celda a donde
se va a establecer el contacto cambia cuando el usuario se mueve. En este tipo de casos,
primero se localiza al usuario mévil y después el sistema determina la celda en la que
éste estd actualmente. Generalmente las compaififas de teléfonos celulares utilizan tres
métodos de localizacién.

Método 1: La estacién mévil indica los cambios de celdas en la red y al recibirse
una llamada se envia un mensaje de busqueda en la celda donde esta el mévil.

Método 2: Se envia un mensaje a todas las celdas de la red cuando llega una llamada,
evitindose asi la necesidad de que el mévil esté continuamente avisando a la red
de su posicién.

Meétodo 3: Cuando una estacion mévil cambia de celda se pueden dar dos casos: la
estacion mévil no envia informacién a la red o la estacién maévil informa a la red
el cambio de ubicacién. Este método es el resultado de combinar los dos primeros
métodos y, de ser necesario, utiliza convenientemente alguno de ellos.

*Proyecto GSM, 'Estudio y Simulacién con Matlab de la interfaz de radio de GSM’, p.3.
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6.2. Elementos Basicos de la Telefonia Celular

Las palabras frecuencias de reuso y divisién de celdas resumen las caracterfsticas
esenciales del concepto celular. El concepto de frecuencia de reuso no sélo se aplica para
la telefonia celular, actualmente se utiliza también en la televisidn y en la mayoria de
los servicios de radio.

Frecuencia de reuso

La idea de usar la frecuencia de reuso en el servicio de telefonia celular en un 4rea
geografica reducida a escala nos da la idea de concepto celular. En lugar de cubrir un
drea con altas antenas para cubrir grandes regiones (dreas) se pueden cubrir pequeiias
regiones con antenas de bajo poder. Estas regiones son las que llamaremos celdas. Una
celda de esta manera significa el drea en la cual un transmisor particular ocupa un
buen lugar para brindar el servicio de telefonfa. En la Figura 6.2 se muestra un mapa
celular de una regién. En principio, el espacio de transmisores no necesita ser regular
y las celdas no tienen una forma especial. Las celdas con diferente etiqueta podrian
ser servidas por conjuntos diferentes de frecuencias de frecuencias para evitar asf los
problemas de interferencia. Una celda por lo tanto tiene un significado adicional que
es el drea en la cual un conjunto particular de frecuencias van a ser usados para las
llamadas de teléfonos méviles. Las celdas lo suficientemente apartadas pueden usar la
misma frecuencia como es el caso de la celda A con la H, que usan o y la celda C con
la J, que utilizan ~.

) /\”\ 9]

\Jw T\//

Figura 6.2: Mapa celular y Reuso de Frecuencias
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Division de celdas

Cuando en cierta regién (celda) la demanda se incrementa existe la necesidad de
dividir dicha regién en subregiones para que se pueda brindar un buen servicio, en estas
subregiones se puede usar el concepto de frecuencia de reuso. La Figura 6.3 muestra
el caso en que la regién G se divide en otras subregiones y donde se quiere reutilizar
cierta frecuencia, digamos «, en las celdas G2 y G3.

Las técnicas de frecuencia de reuso y divisién de celdas permiten un sistema celular
que conoce la importancia de servir a un gran niimero de clientes usando una pequena,
banda de espectro radioeléctrico.

Figura 6.3: Subdivisién de una regién

Propiedades geométricas de las celdas

El propésito principal de la telefonia celular es delimitar las dreas en los cuales las
frecuencias especificas o celdas especificas sean usadas de manera exclusiva.

Si se tuviera un nimero infinito de sitios de transmisién y asignacién de frecuen-
cias se podria trabajar con la divisién celular amorfa pero como influyen factores de
demanda continua se forza a que se muevan los sitios y las frecuencias establecidos, es
por esto que se trata de llevar a una forma geométrica que es mucho méds manejable.

No esta de més mencionar que la ausencia de orden y estructura geométrica podria
provocar un uso ineficiente del espectro radioeléctrico lo que conllevarfa a gastos inne-
cesarios. Dado que la transmisién de ondas cubre zonas circulares, la primera forma
en que se visualizaron las celdas fue en forma de circulos pero analizando bien esta
representacion es impréctica ya que quedan espacios ambiguos como se puede ver en
la Figura 6.4.
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Figura 6.4: Representacién de las celdas con circulos

Los poligonos regulares se aproximan al circulo, asi que buscaron representar las
celdas con este tipo de poligonos de tal manera que el plano se tapizara. Los candidatos
fueron: tridngulos equiléteros, cuadrados y hexégonos. La Figura 6.5 muestra las mallas
formadas por la unién de tridngulos equiléteros, cuadrados y hexdgonos.

Por razones econdmicas se decidi6 utilizar los hexdgonos ya que es posible poner
una antena en el centro de estos poligonos y asi cubrir una mayor 4rea con el menor
mimero de antenas, ademds como se pudo ver el niimero de celdas requeridas es menor
que el de los otros tipos de celdas. Una ventaja adicional es que se puede hacer uso de
otras herramientas para colocar las antenas, como es el caso de andlisis vectorial.

Se tiene, ademds, que el dual de una malla hexagonal es una malla triangular, por
lo cual se podria trabajar con ellas indistintamente.

N

Figura 6.5: Mallas de poligonos regulares
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Interferencias y Capacidad del Sistema

El principal factor que limita el desarrollo de los sistemas celulares es la interferen-
cia. Dos celdas se superponen en sus fronteras por lo que si usan el mismo canal en esta
zona, la interferencia ocurre. Los célculos del nivel de interferencia es una tarea difi-
cil. Calcular el nivel de interferencia depende de no solamente de las frecuencias, sino
también del clima. Existen métodos tedricos y férmulas con los cuales la interferencia
puede ser cuantificada. La mayoria de las companias de teléfonos méviles basan sus
andlisis de interferencia en modelos matematicos tomando en cuenta poderosos tras-
misores, la distancia entre estos, asi como también factores que desvanecen y filtran la
calidad de la voz. Los datos para estos modelos normalmente se obtienen de bases de
datos que contienen informacién de ubicacién y forma de los terrenos y construcciones,
asi como también de vegetacién de las regiones.

Las principales caracteristicas de la interferencia son:

e Provoca que los usuarios escuchen las conversaciones de otras llamadas.
e Induce a llamadas perdidas o bloqueadas.
e [s mas fuerte en dreas urbanas a causa del ruido de radio frecuencia
y al gran numero de estaciones base y de estaciones méviles.
e Es responsable de formar cuellos de botella en el servicio y de las
llamadas entrecortadas.

Tipos de interferencia

Dado que una antena puede atender varias llamadas y una antena se ubica en
una celda es necesario definir interferencia a distancia cero, se define la interferencia
co-canal.

Interferencia co-canal. Las celdas en las cuales se utiliza la misma frecuencia se lla-
man celdas co-canal y la interferencia producida en éstas es llamada interferencia
co-canal. La interferencia co-canal no puede combatir incrementando la potencia
de portadora de un transmisor ya que si se hiciera este incremento aumentaria
la interferencia en las celdas co-canal vecinas. Para que la interferencia co-canal
disminuya las celdas co-canal deben de estar lo suficientemente separadas de tal
manera que se de un suficiente aislamiento.

Interferencia entre frecuencias adyacentes. Este tipo de interferencia se produce
debido a la imperfeccién de los filtros en los receptores que permiten que una
frecuencia cercana invada a la banda pasante.
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Espectro del sistema

La disponibilidad de las frecuencias del espectro radioeléctrico es regulada por los
gobiernos nacionales, y la Unién Internacional de Comunicaciones, [TU. La manera en
que normalmente GSM planea la asignaciéon de frecuencias se describe a continuacién:

Una compaifa de teléfonos (el operador) ha adquirido el uso de un cierto espectro
de frecuencias o espectro radioeléctrico [fiuin, fmaz] €n una region geogréafica particu-
lar, por ejemplo, una ciudad. La banda de frecuencia es particionada dentro de un
conjunto de frecuencias, todos estos con el mismo ancho de banda A. dependiendo
de la tecnologia utilizada. Las frecuencias disponibles se denotan por 1,2, ..., N, con

N _ (fmam - fmm)
A

Por ejemplo, un operador de una red de teléfono mévil maneja aproximadamente
100 frecuencias. En cada canal disponible, uno puede comunicarse de un transmisor a
un receptor. Para trafico bidireccional se requiere de un segundo canal. En realidad,
s1 un operador adquiere un espectro [fin, fmaz] automaticamente obtiene un espectro
en pares de igual anchura para la comunicacién bidireccional. Uno de estos espectros
es usado de un movil a la estacién base (up-link). el otro de la estacién base al mévil
(down-link) en la comunicacion.

BTSs, TRXs y Celdas

Un operador para brindar un buen servicio a sus clientes tiene que resolver un gran
numero de problemas nada triviales. En un paso inicial la distribucién geografica de
la demanda de comunicacién para el periodo de planeacién es estimada, es decir, se
requiere de una infraestructura de comunicacién que al ser instalada sea capaz de servir
la demanda anticipada.

El dispositivo que mantiene la comunicacién de radio con los teléfonos méviles de
los clientes es llamado Estacién Base de Transmisores, BTS®. En esta estacién se tiene
un radio de transmisién y un equipo de recepcion, incluyendo antenas y todas las
sehales necesarias para procesar.

Una antena de BTS puede ser omni-direccional o sectorizada. La estacién base
tipica usada actualmente opera tres antenas, cada una con un dngulo abierto de 120
grados. Cada antena define una celda. Estas celdas son las unidades bésicas de la
planeacién y que es por la cual los sistemas de teléfonos méviles son también llamados
sistemas de telefonia celular.

La capacidad de una celda es definida por el nimero de unidades de transmisién /-
recepcion, llamadas TRXs, instaladas en su antena.

*Siglas en inglés de International Telecommunication Union
SBTS, siglas en inglés de Base Transceiver Stations
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La primera TRX maneja la sefial y ofrece la capacidad hasta seis llamadas, por
division de tiempo. Una TRXs adicional puede tipicamente manejar 7 u 8 llamadas,
dependiendo de la sefial adicional. No més de 12 TRXs pueden ser instaladas en una
antena, es decir, la maxima capacidad de una celda estd en el rango de 80 llamadas.
Cuando hay mucho tréfico (por ejemplo, aeropuertos, centros de negocio de grandes
ciudades) las celdas tienen que ser subdivididas dentro de varias celdas.

BSCs, MSCs, y la Red Central

Un siguiente paso en la planeacién de frecuencias, el operador tiene que localizar e
instalar la llamada en la Estacion de Controladores Base, BSCs®. Cada BTS tiene que
ser conectado (en general via cable) tal como un BSC, mientras un BSC opera varios
BTSs en paralelo.

Cada BSC es conectado al Centro de Servicio Mévil de Switcheo, MSC?. Los MSCs
son conectados unos con otros a través de la llamada Red Central, la cual tiene que
llevar el trdfico de columna. La planeacién para la localizacion de BSCs y MSCs, la
designacion de la topologia de la red nicleo, la optimizaciéon de las capacidades de
enlace, ruteo, manejo fallido, etcétera, constituye la mayor tarea que un operador tiene
que manejar. Con lo anterior notamos que la planeacién de la red de telecomunicacién
es totalmente una tarea compleja.

Asignacion de Canal, Ceder

Hemos visto que los TRXs son los dispositivos que manejan la comunicacién de
radio con los teléfonos madviles de los clientes.

Un teléfono moévil emite sefiales que permiten a la red ubicar donde est4 localizado
éste en cualquier momento, el teléfono mévil es asignado a uno de los TRXs de la
celda. 5i el teléfono se mueve (por ejemplo, en un carro) la comunicacién con su actual
TRX puede llegar a ser pobre. El sistema monitorea la calidad de la recepcién y puede
decidir usar un TRX desde otra celda. Entonces se realiza un intercambio de celda y
se cede un TRX.

Interferencia

Cuando dos celdas se superponen y usan el mismo canal, la interferencia ocurre en
el drea de la interseccion de la celda. Ademds, las antenas pueden causar interferencia
lejana a través de los limites de sus celdas. Calcular el nivel de interferencia depende
no solamente de las frecuencias, la fuerza de las frecuencias para tener mejor calidad

6BSCs, siglas en inglés de Base Estation Controllers
"MSC, siglas en inglés de Mobile Service Switching Center
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en la recepcién y transmision de informacion, sino también de la forma del ambiente,
por lo cual puede haber una propagacién de ondas de gran influencia. Hay un nimero
de métodos tedricos y formulas con los cuales la interferencia puede ser cuantificada.
La mayoria de las compaiias de teléfonos méviles basan sus andlisis de interferencia en
algunos modelos matemadticos tomando en cuenta poderosos transmisores, la distancia
entre estos, asi como también factores que desvanecen y filtran la calidad de la voz.
Los datos para estos modelos tipicamente vienen de bases de datos desde terrenos y
construcciones como también de vegetacién. Tal como los datos estdn combinados con
experiencias practicas y medidas extensivas. El resultado es un modelo de predicciéon de
interferencia el cual es llamado interferencia co-canal, el cual ocurre cuando dos TRXs
transmiten en el mismo canal y esto es cuantificado. Puede también ser interferencia de
frecuencias-adyacentes cuando dos TRXs operan sobre frecuencias que son adyacentes;
es decir, un TRX opera sobre un canal i, el otro canal en (i + 1) 6 (i — 1).

La realidad es todavia més complicada que lo dicho en el bosquejo. Varios TRXs,
no solamente dos, operan sobre las mismas frecuencias adyacentes y pueden interferir
en cada uno al mismo tiempo. Entonces, jqué es realmente la interferencia entre dos
celdas? Puede ser que dos celdas puedan interferir solamente 10 % de su drea pero con
un alto ruido o que ellas interfieran en un 50% de su drea con un ruido bajo. ;La
interferencia es alta pero la mayoria del tréafico no es esperado? ;Cémo puede un valor
de interferencia reflejar una diferencia en la conducta de la interferencia? No existe
una respuesta concisa.

Los planeadores tienen que investigar tales casos en detalle y lo han asumido con
un compromiso razonable. El resultado, en general, es un ntimero, el valor de la in-
terferencia, usualmente normalizado entre 0 y 1. Este ntimero podria caracterizar la
interferencia entre dos TRXs; en términos del modelo o de las suposiciones tecnoldgicas
usadas por el operador.

Frecuencias separadas y bloqueadas

Si dos o més TRXs son instalados en la misma ubicacién (o sitio) hay restricciones
de cémo se pueden cerrar sus frecuencias. Por ejemplo, si un TRX opera un canal i,
un TRX al mismo tiempo no es permitido para operar sobre frecuencias i — 2, ..., i+ 2.
Tal como una restriccién es llamada co-sitio de separacién. Los requerimientos pueden
ser muy cerrados si dos TRX no estan solamente en un co-sitio, pero también sirven
a la misma celda. Los requerimientos de separacién pueden aplicarse también a TRXs
que estdn muy proximas.

Ademds, regulaciones gubernamentales, acuerdos con operadores de regiones veci-
nas, requerimientos para fuerzas militares, etcétera, un operador no puede tener per-
miso para usar todo el espectro de frecuencias en cada locacién. Esto significa que,
para cada TRX, puede haber un conjunto llamado frecuencias bloqueadas.
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Un primer modelo matemadtico: La grafica de interferencia

Hemos visto en el Capitulo 4 un modelo con Teoria de Graficas. Ahora nos referi-
remos a las siguientes consideraciones.

Una asignacién factible de frecuencias para TRX claramente satisface todas las
restricciones de separacion. Las frecuencias bloqueadas también podrian no ser usados.
;Qué podria uno hacer en relacion a la interferencia?

Un camino sobre una representacién matemadtica de todas las restricciones técnicas,
consiste en introducir la gréfica de interferencia G = (V, E). La gréfica G tiene un
vértice para cada TRX, dos vértices estdn unidos por una arista si la interferencia
ocurre cuando los TRXs asociados operan con el mismo canal o sobre frecuencias
adyacentes o si una restriccién de separacién se aplica a dos TRXs. Para cada arista
vw € E, dos valores de interferencia, denotados por ¢®(vw) y ¢*(vw). estdn asociados;
el nimero c*’(vw) es la interferencia co-canal que ocurre cuando TRXs v y w operan en
el mismo canal, mientras que ¢*(vw) denota el valor de interferencia aumenta cuando v
y w operan sobre frecuencias adyacentes. En general, se cumple que ¢ (vw) > ¢ (vw).
S1 una restriccién de separacion aplica a los vértices v y w, entonces se permite asignar
un nimero grande a las restricciones ¢®(vw) y ¢ (vw).

6.3. Modelos y Aplicaciones

Los modelos discutidos en la literatura generalmente difieren en la seleccién de
frecuencias para las antenas. El conjunto de frecuencias disponible difiere entre aplica-
ciones distintas, al igual que en las opciones para tratar la interferencia.

Modelacién del Problema de Asignacién de Frecuencias

Como mencionamos antes® el espectro radioeléctrico es regulado por los gobiernos
y la ITU. Las frecuencias disponibles son denotadas por F = {1,---,N}. Si més
de una banda de frecuencia estd disponible, cada banda tiene su propio conjunto de
frecuencias numeradas. En el caso de que existan dos bandas de frecuencias, éstas
pueden ser numeradas por ' = {1,..., Ny, No+1, ..., N3}, usualmente N; es menor que
Ny de tal forma que las dos bandas no tienen influencia entre ellas.

Para una antena en particular no todas las frecuencias de F' pueden estar dispo-
nibles. Por ejemplo, si una antena estd muy cerca de la frontera de un paifs, o de
las divisiones entre las ciudades ésta puede estar restringida en la disponibilidad de
frecuencias. Por lo tanto, las frecuencias disponibles para una antena v forman un
subconjunto F(v) de F.

8Subsubseccién Espectro del sistema, Seccién 6.2
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La interferencia de frecuencias es medida en relacién a la cantidad de ruido, o
interferencia de radio, en la recepcién final de la conexién. Generalmente el ruido se
origina por otras senales de radiodifusién en la interferencia de frecuencias. En general,
el nivel de la interferencia decrece considerablemente con la distancia entre frecuencias.

Las sefiales de ruido dependen no solamente de la seleccién de la frecuencia, sino
también de la fuerza de la senal, la direccién en que es transmitida, el estado del
ambiente, y las condiciones del tiempo.

Asi, es dificil obtener predicciones exactas de la sefial de ruido que serd recibida. Una
primera simplificacién es ignorar el ambiente y asumir una antena omni-direccional.
Consideremos dos sefales, una original y alguna otra sefial transmitida en el mismo
canal de frecuencia. Entonces la interferencia de la segunda sefial en el receptor de la
primera senal son calculadas con la siguiente férmula: P/d~, donde P es el poder de
la interferencia transmitida, d es la distancia de disturbio del receptor, ~ es un factor
de desvanecimiento que depende de la frecuencia usada con valores entre 2 y 4. e

Por ejemplo, los 1800 MHz de banda de frecuencia se desvanece més rapido que la
banda de frecuencia de 900 MHz ambas usadas en redes GSM. Si la segunda senal es
transmitida en una frecuencia a una distancia de n > 1 unidades de la sefial original,
entonces es tomado en cuenta el siguiente factor adicional —15(1 + log, n)dB.

Puede haber més de un origen en el que se transmite la misma frecuencia y esto
contribuye al total de ruido experimentado por el receptor. El hecho de que multiples
sefiales puedan perturbar la calidad de la comunicacién es ignorado en la mayorfa de los
modelos donde sélo se mide la interferencia entre cada par de antenas. Por lo anterior
tenemos una relacién binaria: s6lo dos conexiones o dos antenas estdn involucradas.

En la telefonia mévil y la radio/TV difusién, los receptores estén separados dentro
de cierta area. La aproximacién normal de sefiales fuertes para todas las ubicaciones
dentro del area es la siguiente:

i) Una malla cuadriculada de tamafio predeterminada es disefiada para sobrepo-
nerse en el drea. Los cuadrados de la malla son denominados pixeles.

ii) Para cada pixel, los niveles de las sefiales recibidas generados por el transmisor,
son determinados con modelos de propagacién de microondas.

iii) Para un transmisor A, y un transmisor interferente B, el ruido generado por B
en cada pixel del drea de servicio de A agrega un valor, el cual representa la
interferencia de B sobre A.

Modelos de predicciones mas simples fueron usados anteriormente. Se utilizé una
malla de hexdgonos como aproximacion estdndar, aqui los transmisores eran ubicados
en el centro de cada hexdgono. El caso mejor conocido como Filadelfia® tiene esta
estructura y el cual fue visto en el Capitulo anterior.

En el Capitulo 8 se presentard este problema
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En el modelo basico de las mallas hexagonales la interferencia de las celdas esté ca-
racterizada por un co-canal de reuso a distancia d. La no interferencia ocurre si y sélo
si los centros de dos celdas tienen una distancia mutua mayor o igual a d. En el caso
en el que las distancias entre estas dos celdas sea menor que d, no se permite la asig-
nacion de la misma frecuencia para ambas celdas. Este caso bésico de co-frecuencias
es generalizado por el reemplazo de la distancia de reuso d por una serie de valores no
crecientes dy, ..., di y sus correspondientes conjuntos prohibidos 7° C ... € T*. Por lo
cual se obtiene la siguiente relacion:

Tww =T""" donde & <dy, <d™, je{l,..,k}

Aqui, d,,, es la distancia entre los centros de las celdas v y w, T, denota el conjunto
de diferencias prohibidas entre las frecuencias asignadas a las celdas v v w, es decir,
|fo— fuw| & T Hemos trabajado, en lugar de d,,, con el valor ¢; tal que 7 indicaba que
todos los vértices a distancia ¢ sus frecuencias tenian que estar separados en al menos
el valor de ¢; para que no existiera interferencia entre los ellos.

Un aspecto importante es el tréfico cuando se consideran dos-direcciones. Excepto
por la radio y la TV todo el trafico de radiodifusion es bidireccional, y uno necesita
dos frecuencias, uno para cada direccién. Por lo general, en la literatura el segundo
canal es siempre ignorado, con la notable excepcidn en las aplicaciones militares. En
las mayorfa de las aplicaciones dos bandas de N frecuencias estén disponibles: uno con
las frecuencias {1,..., N}, y otro con las frecuencias {s +1,...,s + N} donde s > N.

De esta manera, la conexién contraria usa un canal el cual es cambiado s frecuencias
arriba. La seleccion de s previene cualquier interferencia en las frecuencias anteriores
con las frecuencias siguientes. Ademds, la simetria de la solucién de las frecuencias
anteriores, con las frecuencias siguientes (s frecuencias més). van al mismo patrén de
interferencia que de las frecuencias anteriores. Si estas condiciones no se satisfacen, las
dos-direcciones de tréfico poseen un problema, hace que la interferencia no necesite ser
simétrica.

A continuacion se da un ejemplo donde se muestra que las condiciones mencionadas
anteriormente no son suficientes para la interferencia simétrica. Considere la posicién
geogréfica de los transmisores en la Figura 6.6 Suponga que la pareja transmisora (a,b)
transmite frecuencias f de a a by (f +s) de b a a, y otra pareja transmisora (c, d)
transmite frecuencias g de ca dy (g+s) de d a c donde f y g interfieren, y (f + ) y
(9+s) interfieren. Ahora la fuerza de la sefial de g a a es mucho més alta que la fuerza
de la sefial de (g + s) a b, entonces los receptores tienen diferentes distancias a ¢ y d.
Pero este aspecto no es tomado en cuenta.

En las redes de telefonfa mévil, la interferencia retrograda no es empleada por otras
razones suplementarias: la ubicacién de los transmisores (los usuarios méviles) no es
estatica ya que varfa a través del tiempo, lo cual hace casi imposible dar una prediccién
exacta de la interferencia a la recepcion final (estacién base).
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Figura 6.6: Interferencia Simétrica

En particular para las redes de GSM, la técnica de la frecuencia esperada ha sido
introducida para reducir la influencia de la interferencia. La frecuencia esperada per-
mite al transmisor cambiar la frecuencia de la sefial de acuerdo a la secuencia de la
asignacion de frecuencias. Para el cambio rédpido de la frecuencia de la transmisién, el
nivel de interferencia total puede ser reducido.

Telefonia moévil, una aplicacién

En esta aplicacion uno de los puntos finales de la conexién es una antena fija y el
otro punto final es un teléfono movil. Cada antena cubre una cierta drea, donde esta
puede tomar sefiales de teléfonos méviles. Cada antena cubre una regién especifica
(celda) y puede servir a varias unidades méviles simultdneamente.

En particular, en TDMA'", cada frecuencia seleccionada puede ser usada para servir
a n diferentes unidades méviles; ademds, varias frecuencias pueden ser asignadas a la
misma antena para el uso de transmisores multiples/unidades receptoras. TRXs, asf que
el ntimero de diferentes unidades mdéviles que son servidas puede ser muy grande. Mds
antenas son entonces montadas en el mismo soporte fisico (sitio) para cubrir un nimero
de regiones adyacentes.

Las frecuencias asignadas a cada antena podrian satisfacer requerimientos que de-
penden de:

e Disponibilidad, especialmente en los bordes de las ciudades;
e Nivel de interferencia;

e Requerimientos tecnoldgicos;

e Tamanio del drea con interferencia inaceptable.

Restriccion de separacion co-celdas.
Las frecuencias asignadas a una misma antena v podrian diferir en por lo menos
d(u,v) unidades, generalmente en este tipo de aplicaciones se toma d(u,v) = 3.
En Teoria de Graficas se definié como ¢;.

IOTDMA, siglas del Inglés Time Division Multiple Acces
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Restriccion de separacion co-sitio.
Si u y v son antenas co-sitio, para este tipo de aplicacién entonces se toma
d(u,v) = 2. Con Teoria de Gréficas se definfa la distancia ¢ entre estos vértices y
se tenia que mantener una separacion ¢; entre estos vértices.

Restriccion de interferencia.
Se refiere a la interferencia suficiente, a la separacién adicional que puede ser re-
querida entre dos pares de antenas que no estén en el mismo sitio. Generalmente,
las parejas u y v podrian tener diferentes frecuencias, es decir. d(u,v) = 1, o
frecuencias a distancia de al menos 2.

Figura 6.7: Ciudad de Filadelfia representada como una malla de hexdgonos

Filadelfia, el reto

El ejemplo mas utilizado es el Problema Filadelfia el cual est4 caracterizado por 21
hexdgonos indicando las celdas de una red de teléfono celular de la ciudad de Filadelfia.
A este problema se le han dado costos y restricciones tedricas para provocar situaciones
extremas que dificultan la ejecucién de algoritmos.

Este problema es muy importante ya que todo algoritmo de asignacién de frecuen-
cias debe ser probado con Filadelfia y los resultados obtenidos comparados con las
asignaciones optimas de éste. En el Capitulo 8 se verd con detalle este problema, la
Figura 6.7 muestra a la Ciudad de Filadelfia representada con hexégonos.
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Otras aplicaciones

El problema de asignacién de frecuencias no solamente es de interés para las com-
pafifas de telefonfa celular muestra de ello son las aplicaciones que se describen a
continuacion:

Movilidad Bell.
La empresa telefénica Bell ha hecho uso del problema de asignacién de frecuencias
para dos dreas urbanas en Canadd y estos ejemplos son descritos en Frequency
assignment benchmarks Canadian urban areas.

Radio y Television.
Estas aplicaciones esencialmente se parecen a los ejemplos de telefonfa mévil, La
mayor diferencia se encuentra en las distancias de frecuencia usadas.

Aplicaciones militares.
El uso de teléfonos militares en campo (o teléfonos por aire) se pueden ver como
problemas dindmicos de asignacién de frecuencias, en tiempo y lugar. Estos pro-
blemas tienen la propiedad de que cada conexién consiste de dos teléfonos mévi-
les. Por lo tanto, a cada conexién podriamos asignar dos frecuencias a una dis-
tancia fija para cada una, uno para cada direccién de comunicacién. Por esto, |
todas las frecuencias son dadas en pares con esta distancia fija entre ellos. |

Comunicacién satelital.

Un problema de planeacién de frecuencias en la comunicacion satelital. En esta
aplicacién, tanto los transmisores como los receptores son terminales terrestres.
Se comunican con la ayuda de uno o més satélites. Cada sefial es primero trans-
mitida via un enlace satelital y después transmitido por el satélite via downnlink
a la terminal receptora. Las frecuencias uplink y downlink son separadas a una
distancia fija, mucho més grande que el ancho de la banda, lo cual implica que
se tengan que asignar [recuencias al uplink. Un conjunto de frecuencias consecu-
tivas tienen que ser asignadas a cada transmisor. Para evitar interferencia, cada
frecuencia debe ser usada una sola vez.
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Capitulo 7

Modelacion del Problema usando
Programacién Matematica

En este capitulo presentamos el Problema de Asignacién de Frecuencias, cuando
éstas son Fijas, FCA!; es decir, modelos estdticos donde los conjuntos de antenas
permanecen fijos en el tiempo.

A diferencia de los capAtulos anteriores el lenguaje utilizado en éste capitulo cambia
un poco por lo que se intentard hacer una comparacién entre los conceptos vistos para,
el problema de Asignacién de Frecuencias con Teoria de Graficas y el problema con
Programacién Matemdtica.

7.1. Formulacién y Clasificacién

El problema bésico de asignacién de frecuencias consiste en restricciones de asig-
nacion, usualmente paquetes de restricciones, y una funcién objetivo. Este tipo de
problemas tienen las siguientes caracteristicas:

Los modelos asignacién de frecuencias mencionados generalmente tienen un con-
junto de frecuencias predefinidos o frecuencias, denotados por F'. Para cada antena o
conexion v, un subconjunto F(v) C F de frecuencias disponibles es especificado, para
el cual un subconjunto m(v) de frecuencias deberfan ser asignadas a v. Generalmente
la multiplicidad es igual a uno.

La multiplicidad en aplicaciones de telefonia mévil significa cuando una antena que
representa a una celda puede contener multiples TRXs. Cada TRX podria ser asignado
a una frecuencia. De esta manera, una antena es asignada a tantas frecuencias como
TRXs existan. Desde una perspectiva de modelacién esto es facil para reducir las
multiplicidades a uno, viendo a cada TRX en una antena como una unidad separada.

'Siglas del Inglés, Fized Channel Assignment
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De cualquier modo, el tamafio de un problema puede incrementarse substancialmente
y los métodos de solucién pueden no ser capaces de usar una estructura especial,
inducida por el TRXs. Hay que tomar en cuenta que un TRX es una antena que tiene
altas restricciones de interferencia.

Algunas veces las frecuencias asignadas a una antena son producto de la unién
de conjuntos pertenecientes a una familia de subconjuntos predefinidos en la banda,
seleccionada. Estos subconjuntos son llamados bloques ¥ una asignacion de frecuencias
es obtenida al asignar a cada antena uno o més de estos bloques. De esta manera una
solucion es llamada asignacién de bloque.

7.2. Representacién de la Gréifica Extendida

Una representacion conveniente de la interferencia estd dada por una grafica de
interferencia o la gréfica con restricciones G = (V, E), donde:

» Cada antena es representada por un vértice v € V.

s Dos vértices v y w, para los cuales la correspondiente sefal puede interferir
para al menos un par de frecuencias transmitidas, son conectados por una arista
{v,w} € E.

= Las miltiples frecuencias son asignadas a antenas individuales que pueden ser
representadas por una divisién de los vértices de la antena dentro de un ndmero
de copias requeridas. Claramente, esto puede incrementar el tamaiio de la inter-
ferencia en la gréfica, y por lo tanto en algunos métodos se prefieren trabajar con
la multiplicidad sobre los vértices de la antena directamente.

A esta gréfica extendida se le conoce como la grafica de interferencia particionada.
Hay que mencionar que un lazo en este modelo significa que los requerimientos de
distancia de TRXs deben estar sobre la misma antena.

Para cada par de frecuencias f € F(v) y g € F(w) se penaliza la eleccién con
una medida que depende del nivel de interferencia. Esta penalizacion es denotada
POT Puw(f,9) O Puw t5- En la mayoria de los modelos esta penalizacién tiene varias
estructuras especificas: esto depende sélo de los vértices v, w y la distancia entre las
frecuencias f y g se describe como |f— g|- A los Problemas de Asignacién de Frecuencias
con esta estructura serdn llamados de ahora en adelante como distancia FAPs. Para este
tipo de estructuras dos variantes ocurren frecuentemente en la literatura.

En la primera variante, una distancia d,, es introducida tal que se incurre en la
penalizacion py,, si la seleccién de f y g es tal que | f—g| < dyn. Notemos que la seleccién
de penalizaciones altas p,,, hace que los requerimientos de la distancia puedan volverse
restricciones duras o restricciones dificiles de satisfacer.
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En la segunda variante, sélo se incurre en penalizaciones co-canal py, si |f —g| = 0;
y un canal adyacente py, si |f — g| = 1, donde pg > p1 > 0.

En varios estudios las matrices de penalizacién no son usadas a detalle, pero un
cierto valor umbral p,,, de interferencia es permitido. El valor umbral corresponde a
una sefial de ruido aceptable. Esto reduce las restricciones de interferencia para prohibir
ciertas combinaciones de frecuencias., Mds atn el problema se reduce a un Problema
Binario de Satisfaccion de Restricciones, CSP2.

En el caso de que p,,,(f, g) sélo dependa de la distancia | f — g| nos lleva a combinar
un valor umbral y un conjunto de distancias prohibidas T,,,. Roberts [49] menciona
que este problema es equivalente al problema de la T—coloracién, donde los colores son
numeros y ciertas diferencias entre los nimeros son prohibidas para vértices adyacentes,
como se vid anteriormente.

Generalmente, pero no necesariamente, las distancias prohibidas forman un con-
junto de numeros enteros positivos consecutivos {0,1,+++ ,dyy — 1}. Nos referiremos
al problema como Distancia FAP.

La formulacién en programacion matemdtica del Problema de Asignacién de Fre-
cuencias consiste en un conjunto de variables, restricciones, y una funcién objetivo. Una
eleccién directa de las variables es usar variables binarias que representen la eleccién
de la frecuencia para un cierto vértice. Para cada vértice v y una frecuencia disponible
f € F(v), se define:

1 Sila frecuencia f € F(V) es asignada al verticev € V;
Iy =
4 0 En otro caso.

Este tipo de variables han sido usadas cuando el problema es planteado como un
Programa Lineal Entero. Este problema se puede resolver con métodos de Ramificacién
y Cortes. La desventaja es el tamafio del conjunto de las variables. Formulaciones més
simples se obtienen usando variables f, para la eleccién de frecuencias para el vértice
v € V. Este tipo de formulacién (simple) se dirige a la Programacién No Lineal la
cual raramente es usada. Més ain, se tiene la desventaja de que no solamente una
frecuencia puede ser asignada a un vértice; por lo tanto, la grafica particionada o
dividida es esencial.

Los requerimientos de que m(v) frecuencias sean asignadas al vértice v es modelado
con las siguientes restricciones, a las que llamaremos restricciones de multiplicidad:

>z =m(v) YoeV (7.1)

feF(v)

2Siglas en Inglés de Constraint Satisfaction Problem
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Las matrices de penalizacién p, 5 son usadas en combinacién con un valor umbral
Pmac- Para parejas de frecuencias con un excedente de penalizacién este umbral es
prohibido. Esto es modelado por el siguiente paquete de restricciones:

Tuf +Twg <1 Y{v,w} €E, fe F(v); g€ Fw) : puw(f, 9) > Pmaz (7.2)

Cuando no hay funcién objetivo a ser optimizada, se obtiene asi el llamado Problema
de Asignacion de Frecuencias Factibles, F-FAP. Aqui, simplemente encontraremos una
solucion factible para el FAP, es decir, una solucién que satisfaga las restricciones 7.1
y 7.2. Como su nombre lo dice el problema con la restriccién 7.1 garantiza que cada
vértice tenga las frecuencias requeridas y la restriccién 7.2 garantiza la no interferencia
entre frecuencias.

Si no existe una solucién factible para F-FAP, podemos tratar de asignar tantas
frecuencias como sea posible o minimizar la probabilidad de que una llamada sea
bloqueada. Otros objetivos tratan la optimizacién de costos operativos minimizando
el niimero de frecuencias usadas o la minimizacién de la amplitud usada (la frecuencia
més alta menos la mas baja). Todos estos modelos usan, junto a las restricciones
de multiplicidad, paquetes de restricciones. En el caso de las matrices de penalizacién
estas son usadas directamente, se intenta entonces minimizar el total de la penalizacién
incurrida. En este modelo el paquete de restricciones es reemplazado por una versién
que incorpora la penalizacién para ciertas elecciones de combinaciones de frecuencias.

7.3. Modelos con Programaciéon Matematica

A partir de este momento, a la gréfica extendida la denominaremos Red con pesos
y restricciones

Nw = (Ga w, {F(U)}UEV: c, {puv}u.veE)
donde:

= G = (V,E), es la gréfica subyacente, para la cual las antenas (celdas) de la red
celular estdn representadas por los vértices de G, y las posibles interferencias
debidas al menos a un par de TRX quedan representadas por las aristas de G.

Existe la arista {v,v} € E Vv € V;

= w es el vector de pesos, w(v) € Z,. Yv € V;

{F(v)}vev es la familia de canales disponibles de cada antena, F' = Uyey F(v);
= c es el requerimiento de separacidn;

{Puv tuveE €s el conjunto de penalizaciones para cada arista de G.
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La formulacién en programacién matemética del FAP consiste de un conjunto de
variables, restricciones y una funcién objetivo.

En las subsecciones restantes discutiremos una variedad de objetivos y estos seran
adaptados al modelo de la red con pesos y restricciones A,,. Si no existen soluciones
factibles para el FAP, entonces podemos tratar de asignar tantas frecuencias como sea
posible o minimizar la probabilidad de que una llamada sea bloqueada. Otros objetivos
estan dirigidos para optimizar los costos mediante la minimizacién del nimero de
canales usados, la minimizacién del ancho de banda utilizado y la minimizacién de la
interferencia total.

Factibilidad del Problema de Asignacién de Canales

En esta primera etapa cuando no se cuenta con un objetivo a ser optimizado, se da
lugar a la Factibilidad del Problema de Asignacién de Frecuencias, F-FAP?. Formalmente,
el problema puede ser definido como sigue.

Problema: Sea MV, = (G, w, {F(v)}sev, €, {Pus }uver) una red con pesos y restriccio-
nes, definida anteriormente, determinar si existe una asignacién de subconjuntos
f:V — 2F tal que:

F@l =w)  f@) C Fo);y
li—jl>cluv) Yuv e E, i€ f(u), 1€ f(v), u#v o i#j

Una formulacién en programacién entera para este problema, hace uso de una
alternativa directa para las variables de decisién: las variables binarias que representan
la eleccién de un canal para un cierto vértice (antena). Para cada vértice v € V y cada
canal disponible i € F'(v) definimos

o418 el canal i € F(v) es asignado al vértice v € V,
“ 1 0 en otro caso.

El requerimiento de asignar w(v) canales al vértice v es modelado por las siguientes
restricciones, denominadas restricciones de multiplicidad,

> zu=wl) YweV. (7.3)

La division de los niveles de interferencia (aceptables e inaceptables) reduce el
problema a combinaciones de canales permitidos y no permitidos. Las combinaciones
prohibidas son modeladas por las restricciones sucesivas:

3Siglas del inglés, Feasibility Frequency Assignment Problem.
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Bt F gy S 1 Vuv € E, i € F(u), j € F(v):
(li = j] < elwv)) A ((G#7)V (u+#)). (7.4)

Aqui, simplemente queremos encontrar una solucién factible al FAP; es decir, una
que satisfaga las restricciones (7.3) y (7.4). A este planteamiento se le denota F-FAP.

En las subsecciones restantes, distinguimos cuatro modelos de acuerdo al objetivo
para resolver el FAP y, apuntamos que las formulaciones son dadas con respecto a una
red con pesos y restricciones N,.

7.4. Maximo Servicio y Minima Asignacién de
Frecuencias Bloqueadas

Si las soluciones factibles para el programa lineal F-FAP no estén disponibles o son
dificiles de encontrar, podemos tomar la decisién de buscar una solucién parcial que
asigne tantos canales como sea posible a cada antena. Este problema es conocido como
el FAP de méximo servicio, denotado por Max-FAP. Bésicamente, este problema es un
F-FAP extendido con el objetivo de asignar tantas frecuencias como sea viable.

Para modelar el Max-FAP incorporamos los nimeros 7(v), v € V, los cuales desig-
naran el numero de canales asignados a cada vértice v € V. Luego el programa lineal
resultante es:

méx Z n(v) (7.5)

sujeto a: )
d o mu = plv) VeV (7.6)
iEF (v)

nv) < wv) VoeV (7.7)

Bas+ %y = 1 Vuv € E, i € F(u),j € F(v) :
(li-gl <cw)A(GA)V (@t  (78)
T € {0,1} WYveV,ie F(v) (7.9)
n(v) € Z, YveV (7.10)

La funcién objetivo 7.5 garantiza asignar el mayor nimero de canales. El ntimero
de canales asignados a cada antena se indica en las igualdades (7.6). En contraste a la
formulacion del F-FAP, las restricciones de multiplicidad (7.3) ya no requieren satisfacer
la igualdad, como en las restricciones (7.7).




7.4 Max-FAP y MB-FAP

Se observa que las soluciones dptimas al Max-FAP tienden a asignar muy pocos
canales a algunos vértices conflictivos, mientras que la mayoria de los vértices restantes
obtienen la frecuencia demandada. Tales soluciones no son deseables, ya que esto se
traduce en bajo servicio en algunas dreas. Para hacer frente a la problemética, se
introduce una cota inferior /(v) sobre el nimero de canales a ser asignados a cada
vértice v, para tener garantizado un servicio minimo: I(v) < n(v) Yo € V.

Un camino més realista para hacer frente a este problema es calcular las probabilida-
des actuales del bloque como una funcién del nimero de frecuencias asignadas n(v). Bs-
ta aproximacion ha sido modelada de manera independiente por Mathar-Mattefeld 38]
y Chang-Kim [6], quienes usan una combinacién de posibilidades cargadas en la funcién
objetivo. Este problema es conocido como el Problema de Asignacién de la Frecuencia
Minima Bloqueada.

Otra forma de ver este \iltimo problema se describe a continuacién. En el caso de que
solamente se puedan asignar 7(v) canales a la antena v de los w(v) canales demandados,
podemos calcular la probabilidad de que una solicitud de servicio. llamada telefénica,
sea rechazada en la préctica. Esta probabilidad es llamada probabilidad de bloqueo de
la celda. El objetivo habitual para la distincién de las asignaciones parciales es la
minimizacién de la probabilidad de bloqueo.

En el Problema de Asignacién de Canales con Minimo Bloqueo, MB-FAP* queremos
asignar canales de tal forma que no ocurra interferencia inaceptable, y la probabilidad
de bloqueo total de la red sea minimizada. Formalmente, el problema se puede definir
como:

Problema: Sea N, = (G, w,{F(v)}vev, €, {Pus }uver) una red con pesos y restric-
ciones, como se definié anteriormente, determinar si existe una asignacién de
subconjuntos f : V — 2F tal que:

|F(v)] < w(v); f(v) C F(v);
i —jl > cluww) Yuve E, ic f(u), j€ f(v), u#v o i#7; v,
D ob(f)) <K

veV

Para dar formato de programacion matematica al MB-FAP definimos )\, como la
demanda de tréfico en Erlangs para la celda v y n(v) es el nimero de canales de
comunicacion requeridos. Entonces la funcién de bloqueo de la celda v estd dada por
la formula Erlang-B:

n(v) i (o)
Bwn(w)= > (f\k;) (Ao)
k=0 )

4Siglas del inglés, Minimum Blocking FAP.
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Esta férmula describe la probabilidad de bloqueo para trafico de voz con distri-
bucién exponencial no negativa del tiempo de llegada. B (Av,n(v)) es estrictamente
decreciente y convexa en 7(v). Ahora, la funcién objetivo (no lineal) a minimizar en
una formulacién de programacién entera es:

> buy(n(v)) (7.11)

veV

donde b,(n(v)) = w, - B(Ay,n(v)) es la funcién ponderada de blogqueo con
Wy = Ay/ D .er Au €l factor de peso del tréfico.

Formalmente, el programa MB-FAP es :

Hlfl’lZ by (n(v)) (7.12)

sujeto a:
T](U) = Z Lyi
1EF(v)
nv) < w(v) YoeV (7.1.3]
Tg + Ty < 1 Vuv € E, i € F(u),j € F(v) :
(Ie =gl < cluv)) A (G # 5) V ((u # v)) (7.14)
T, € {0,1} Yv eV, i€ F(uv) (7.15)

El valor de n(v) tnicamente es utilizado para simplificar la funcién objetivo (7.12)
que minimiza la probabilidad de bloqueo global. Las restricciones (7.13) modelan la
cota superior w(v) sobre el niimero de canales que deben ser asignados av e V.

Puesto que la funcién B(A,,n(v)) es estrictamente decreciente y convexa en n(v),
podemos linealizar la funcién objetivo incorporando los coeficientes:

Qum = B(Ay,m) — B(Ay,m — 1) < 0,
y las variables binarias y,,, definidas asi

_ ) 1 sial menos m < w(v) canales son asignados a v € V,
Yom =1 0 de otra forma.

Entonces la funcién objetivo (7.12) se convierte en

w(v)

min ) w, | 14+ Y Cum Yom (7.16)
m=1
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y las restricciones (7.13) ahora son formuladas como

w(v)
Z Ym = Loy
m=1

ieF(v)

< wv) YweV (7.17)

Notemos que ypm = 1 = Yym-1 = 1; y la funcién B(),, n(v)) es estrictamente
convexa, lo cual implica que «,, crece estrictamente sobre m.
Ejemplo

Cierta compaiia de teléfonos necesita establecer las frecuencias que utilizaré en seis
regiones, la gréafica que representa tales regiones se muestra en la Figura 7.1.

Figura 7.1: Ejemplo para Max-FAP

Las frecuencias para cada vértice se definen:
F(a) ={0,4,8,10,12}; F(b) = {4,8,10,12, 14}, F(e)
F(d) ={3,7,9,10,11}; F(e) = {3,7,9, 10,11}; F(f)
F=1{0,2,3,4,6,7,8,9,10,11,12, 14}.
Los conjuntos de distancias prohibidas para cada par de vértices son:
Top = Tope = Tac = {O, 1}3 Tog = The = gf = {0: 2}:
Tae = Tdf - Tef - {1: 2}; be = Tae = ded = {0}>
Tww ={0,1} Ywe V.

I

{0,2,6,8,12};
{3,7,9,10, 11};

Il

Planteamiento
Se definen las variables:
n(v) = Nimero de frecuencias asignadas a v,v € {a,b, ¢, d,e, f}.
Tys = 1, si la frecuencia f es asignada al vértice v,v € V, f € F(v).
Z,r = 0 en otro caso.
n(v) € Z+,v € {a,b,¢,d, e, f}. z,y € {0,1},v € {a,b,¢,d, e, I} fe F).
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La funcién objetivo es:
Max z = n(a) + n(b) + n(c) + n(d) + n(e) + n(f)

Se definen las variables del tipo Z Ty =n(v) Yo eV:

FEF(v)
Zap + Zag + Tag + Tato + Zo12 = n(a); Tba + Tog + Tor0 + Tpiz + Tora = n(b);
Zep + Tea + Teg + Teg + Torz = nfc); Td3 + Tar + Zag + Tqo + a1 = n(d);
Ze3 + Ter + Leg + Tero + Ter1 = nfe); Tz +Tpr+ ZTpg + xp10 + Tp11 = n(f).

La primera restriccién indica que al vértice a se le van a asignar n(a) frecuencias
pero siempre y cuando éstas estén en el conjunto de frecuencias definidas.

Las resticiones del tipo n(v) < m(v):
n(a) < 2; n(b) < 2; n(c) < 2; n(d) < 2; n(e) < 2; n(f) < 2.
Este tipo de restricciones dice que del conjunto de frecuencias que se le puedan
asignar a algin vértice no deben sobrepasar la demanda establecida.

Restricciones para los vértices a y b, Ty = {0,1}:
Tag +Tpa < 1, Za0 + Tpro < 1 Tag +Tog < 1, Taro +Tp1p < 1.

Las restricciones anteriores se refieren a que a los vértices a y b no se le pueden
asignar frecuencias iguales o consecutivas, estos es, para ellos dos, a lo més a uno, se
le puede asignar la frecuencia que tienen en comun o la que sea consecutiva pero no a
los dos. Esto aplica igual para las restricciones que se muestran a continuacién:

Restricciones para los vértices a y ¢, T, = {0, 1}:

Tag + 28 <1 Zao+ T <1, Zaia+ 22 < 1.
Restricciones para los vértices a y d, T,4 = {0, 2}:

Tag T Ta0 <1, Zaro +Zaro £ 1, Zarz + 210 < 1.
Restriccién para los vértices a y e, Ty = {0}: Za10 + Zero < 1
Restricciones para los vértices by ¢, Ty = {0,1}:

Teg T Zeg < 1; Tpi2 + Tezz < 1.

Restricciones para los vértices b y e, Th = {0,2}:

Tg +Tero < 1 Tpio+Tero <1 Zprg + Tero < 1.
Restriccién para los vértices by f, Tyr = {0}: mp10 + Zrg < 1
Restricciones para los vértices ¢y f, 7.5 = {0,2}:

Zeg +Zp10 < 1 ZTeriz + T10 < 1.
Restricciones para los vértices d y e, Ty = {1, 2}:
Zar+ T < 1; Tag+zer <1 Tao +ZTeto <1, ZTgg + Zepn < 1

Tagio +ZTeo S 15 Taro+Te1 1, Zan +Teo <1, Tg11 + Terg < L.
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Restricciones para los vértices d y f, Ty = {1,2}:

Tar+xfo <1, mge tafr <1 Zao +Tf0 <1 zg9+zfi1 <14

Taw + 2 <1, zagotzm <1 zgn+p <1 zg1+zp0 < 1
Restricciones para los vértices e y f, Top = {1,2}:

Ter+Zpo <1y  Zegt+zpr <1 ZTeg +Zfi0 <1, Teg +xp1q < 1

Tero +Tfo <L, Teo+ 21 <1 Ten + 2510 <1, Zeps + 249 < 1
Restricciones para los vértices v € V, T, = {0,1}:

Tag +Zar0 < 1, Zaro +Zair 15 Zep + Zeo < 1;

Tewo +Ze1 S 1, Tpotzpo<1;  zp0+ 21 <1

n(v) € Z+,v € {a,b,c,de, f}.  z,; €0,L,v € {a,be,de, f}.

Solucién
Tad = ZTaa = Th10 = Tp12 = Thld = Tep = Teg = Teg = 1
Tds = Tdr = Tez = Tey = Tel1 = Tz = T = 1
Lgg = Tald = Talz = Thpy = Tpg = Lo = Tej2 = Tag = 0
Td10 = a1l = Teg = Telo = L7 = L9 = Tf10 = 0
n(a)=1; n()=3; n(c)=3; n(d)=2; nle)=3; n(f)=2

flc)={2,6,8}

fla)=1{0,4} e fley={3,7,11}

(——(D fH=¢3.11}

flby={ 10,12,14} (b)

fid)={3,7}

Figura 7.2: Solucién del ejemplo para Max-FAP

Por lo que las frecuencias asignadas por regién son:

fl@)=1{0,4};  f(b) ={10,12,14};  f(c) ={2,6,8}
fld)={3,7  fle)={37,11} f(F)={3,11}.

En la Figura 7.2 podemos observar que a los vértices a y b se les asignaron las
frecuencias 0, 4 y 10, 12, 14 respectivamente. Las frecuencias asignadas al vértice a
debian tener al menos una separacién de 1, lo cual se respetd en la asignacién. De
igual manera, la asignacién para b, entre las frecuencias asignadas para a y b tenfa que
haber, una separacién de 1, lo cual se respeta en la asignacién final,
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7.5. Minimo Orden, MO-FAP

En los anos 1970, la minimizacién del nimero de canales usados fue un objetivo
ampliamente divulgado, porque tales canales debifan ser comprados por unidad a un
costo muy elevado para ese tiempo. En el Problema de Asignacion de Frecuenciass de
Minimo Orden, MO-FAP®, tenemos que asignar canales de tal forma que no ocurra
interferencia inaceptable y el nimero de canales (distintos) sea minimizado. E1 MO-FAP
es el primer FAP discutido en la literatura. Si existen soluciones factibles en el F-FAP,
entonces podriamos buscar la mds barata, un primer intento para hacerlo, penaliza el
uso de las frecuencias. Formalmente podemos describir el problema como sigue.

Problema: Sea NV, = (G, w, {F(v)}vev, €, {Puv buver) una red con pesos y restriccio-
nes, como se definié anteriormente, y dado un entero positivo KX, determinar si
existe una asignacién de subconjuntos f : V — 2% tal que:

FO) =w()  f(v) C F):
i 51> c(ur) Vuve B, ic f(u), j€[(v), utv o i#4y,
| Uev f(0)] < K.

En un formato de programacién matemdtica para la funcién objetivo, requerimos
variables adicionales que indiquen cuando un canal es utilizado.

] 1 sielcanal i€ F es usado,
%=1 0 deotrsforma.

Por consiguiente, la formulacién del MO-CAP queda:

minZyi (7.18)

sujeto a:
Z Tvi = w(v) YoeV (7.19)
1E€F (v)

Tui +Ty; < 1 Vuv € B, 1 € F(u),j € F(v):
(17 = Jl < clwv)) A ((i # §) V ((u # v)) (7.20)
By £ Ui VoeV, ie F(v) (7.21)
T € {0,1} WweV,icF(v) (7.22)
v, € {0,1} Vie F (7.23)

®Siglas del inglés, Minimum Order FAP



7.5 MO-FAP 105

La funcion objetivo (7.18) simplemente suma la utilizacién de canales disponibles,
para determinar el niimero de frecuencias usadas. Las restricciones (7.19) indican
que w(v) canales tienen que ser asignados a cada antena v € V. Las combinaciones
prohibidas de canales son modeladas por las restricciones (7.20; asi, la distancia
MO-FAP se reduce al problema estdndard de coloracién de vértices si todas las
distancias son iguales a 1 y todos los vértices del dominio estdn en el mismo conjunto
de enteros consecutivos. Las restricciones (7.21) especifican que si un canal es usado,
éste puede ser asignado al vértice v; aqui forzamos que la variable y sea 1, en el caso
de que la correspondiente frecuencia sea usada.

Ejemplo
Tomemos el ejemplo planteado en la seccién anterior y que se presenta graficamente
en la Figura 7.1.

Planteamiento
Se definen las variables:
m(v) = Nimero de frecuencias asignadas a v,v € {a,b,¢,d,e, f}.
Tys = 1 si la frecuencia f es asignada al vértice v,v € V, f € F(v);
Ty = 0 en otro caso, cuando f & F(v).
ys = L si la frecuencia f es usada, f € F(v);
yr = 0 en otro caso, si f & F(v).
Ty € {0,1}, v = {a,b,c,d, e, f}.
yr € {0,1}, Vf € F(v).

La funcién objetivo queda:

Min z =y1 +ya+ 43+ Ya +Us + Yo + ¥r + ¥s + Yo + Y10 + Y1 + Y1a + t1s + Y1a
la cual quedard sujeta a la siguiente serie de restricciones:

Restricciones del tipo Z Tyr = m(v) :

feF(v)
Zao + Laa + Tag + Taro + Ta12 = 2; Tpa + Zpg + To10 + Toi2 + Tera = 3;
Zep + Teg + Tog + Teg + Torg = 3; Zg3 + Tar + Ta9 + Tar0 + Ta11 = 2;

Ze3 + Ter + Teg + Teto + Te11 = 3; Tz +Tpr+ Tro+ Tpo + 2511 = 2.

Restricciones para los vértices a y b, T, = {0, 1}:
Taa + 204 <1, Tao+Tp0 <1 Tag +2s <1, Zarp +2pn < 1

Al igual que en la seccién anterior se manejan las restricciones del tipo:
Ty f +$wg S 1 V{an} = E: f = F(U): g € F('LU) "pvw(f: g) > Pmez
las cuales ya no las describimos aqui.
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Restricciones del tipo z,5 < yy, entonces z,; — y; < 0:
Vértice a:

Tao — Yo < 0;Tas — Ys4 < 0;Tag — ¥s < 0; Ta10 — Y10 < 05 Ta12 — y12 < 0.
Vértice b:

Toa — Y4 < 05258 — Y8 < 05 Zp10 — Y10 < 0; Zp12 — Y12 < 05 Zp14 — 14 < 0.
Vértice ¢

To =Y <022 — Y2 S 0,26 — Y6 < 0; 25 — Ys < 0;Z012 — Y12 < 0.
Vértice d:

Ta3 — Y3 < 0;2Zar — y7 < 05249 — Yo < 0;Za10 — Y10 < 052411 — y1n < 0.
Vértice e:

Te3 = Y3 < 0;%er —y7 < 059 — Yo < 0; Zer0 — Y10 < 0;Tey1 — 11 < 0.
Vértice f:

Tr3—Ys < 0ixp7 —yr < 05249 — o < 052410 — Y10 < 052411 — 11 < 0.

zop €{0,1},v={a,b,c,d,e, f}; f € F(v). ys;€{0,1},Yf € F(v).

Solucién
Tap = Ta12 = Tp1o = Th1d = Tpa = Teo = Teg = Teg
= Tg3 = Tdy = Tell = Te3 = Ter = Tfg = Tpp = 1;
Lalo = Tad = Tag = Tp12 = Ty = Tep = Te12 = Td10
= Td11 = Tdy = Te10 = Teg = 10 = Tf11 = Tpg = 0;
Yo=Yo=Un=Ye=Yu=Y%=Ys=Us=Ys =Y = Ys = 1;
N =Y%3=Ys =1y =0.

Por lo que las frecuencias asignadas por regién son:
fla)={0,12};  f(b) ={4,10,14};  f(c) = {2,6,8};
f@)={7  fl={3711}  f(/)={3 11}

7.6. Amplitud Minima, MS-FAP

El objetivo de minimizar la amplitud® fue popular en la década de 1980, donde los
canales eran comprados por ancho de banda. Asi que, la amplitud determinaba el costo
y por lo tanto fue deseable minimizarla. Esto di6 origen al Problema de Asignacion de
Frecuencias con Minima Amplitud MS-CFAP”.

En la amplitud minima se propone con el supuesto de _pagar por el conjunto repleto
de frecuencias entre el mas alto y el mds bajo usado. Esta es, la diferencia entre el

5La amplitud se define como la diferencia entre los canales méximo y minimo seleccionados.
"Siglas del inglés, Minimum Span FAP
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méximo y el minimo de la frecuencia usada, la amplitud, que es lo que determina el
costo y es lo que se quiere minimizar.
El problema MS-FAP queda definido formalmente a continuacién.

Problema: Dada una red N, = (G, w, {F(v)}yev, €, {Pus buver) con peso y restriccio-
nes, como se definié anteriormente, y dado un entero positivo X, determinar si
existe una asignacién de subconjuntos f : V — 2% tal que:

1F(0)] = w(w); f(v) € Fv);
i~ 1> cluv) Yuv € B, i€ f(u), j€ fv), utv o i £y,
o(f) = max Uyey f(v) — minUyer f(v) < K

Para modelar este problema incluimos dos nuevas variables enteras: z., YV Zmix
que denoten los canales minimo y méximo utilizados, respectivamente. Para el caso
general, una formulacién en programacién entera del MS-FAP se exhibe

MmN Zmie — Znta) (7.24)
sujeto a:
Z Ty = w() YveV (7.25)
1EF(v)
Tt By £ 1 Vuv € E, i € F(u),j € F(v) :
(I8 =l < clww)) A (@ # 5) V ((u #v)) (7.26)
T < i YoeV, i€ F(v) (7.27)
Zmaz 2 J * Y vj e F (728)
T € {0,1} YveV, icF(v) (7.30)
v € {0,1} Vie F {F.81)
Erity Pt E& By (732)

donde J = mix{j : j € F} es el méximo canal disponible, tambi¢n llamado fona-

La funcién objetivo (7.24) consiste en minimizar la amplitud. Las restriccio-
nes (7.28) aseguran que los canales disponibles no superen al méximo canal utilizado,
analogamente en (7.29) se garantiza lo propio para el mfnimo canal ocupado por la
aignacion.

En una formulacién alterna, se definieron variables binarias en lugar de znax v
Zmm. Aparte de las restricciones estandar (7.3) y (7.4) las variables nuevas infirieron
restricciones adicionales para imponerles valores correctos.

1 siel canal ¢ € F es el més grande usado,
“T0 d
e otra forma.
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1 siel canal i € F' es el més pequefio usado,
l?; = N
0 de otra forma.

Con estas variables el MS-FAP queda:

min (Z; g = Y g zj) (7.33)

jeF jEF
sujeto a:
d oz = wh) VeV (7.34)
1EF(v)
Bty = 1 Vuv € E, i € F(u),j € F(v)
(I8 =3l < elw)) A (i # 5) V ((u # v)) (7.35)
dou o= 1 7.36)
ieF
o= 1 (7.37)
i€F
e +iy £ 1 VweV,ieFv)jeF: i>j (7.38)
Tuitl < 1 VeV, ieFw)jeF: i< (7.39)
Tvi € 10,1} Yo eV, ie F(v) (7.40)
u; € {0,1} VieF (7.41)
L e {0,1} VicF (7.42)

Las restricciones (7.36) y (7.37) garantizan que los canales mas grande y més pe-
quetio son unicos. Con las desigualdades (7.38) se prohibe asignar canales mayores al
méximo y con las restricciones (7.39) no se permite asignar canales menores al minimo.

En el MS-FAP algunas veces el conjunto de frecuencias F' = {1, ..., Jmaz b €8 asignado
para todos los vértices; es decir, F(v) = {1, ..., fumas} Vv € V. Esto provoca un conjunto
de cotas inferiores a 1, esto es: zpin = 1 0 Ly, = 1. Por lo que, minimizar la amplitud es
equivalente a minimizar el méximo de la frecuencia asignada. En otras palabras, f,.u
queda determinada como la minima frecuencia para la cual el MS-FAP tiene soluciones
factibles. Haciendo esto con la Busqueda Binaria o técnicas relacionadas, los F-FAP o
Max-FAP ocurren como subproblemas.

Para el caso F(v) = {1,..., frma} es posible otra formulacidn, tal se basa en el
MO-FAP y agrega la siguiente restriccién:

Y1 < Yy Vitalque f+1e F
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Entonces la minimizacién de la amplitud es equivalente a: P

Esta formulacién fue propuesta por Baybars [4] v fue, probablemente, la primera
formulacién de programacién lineal entera para el MS-FAP. Esto estd basado en la
formulacén para graficas coloreadas introducidas por Christofides [9].

En el caso de la distancia MS-FAP (usa sélo restricciones duras de distancia), un
orden lineal de los vértices pueden ser asociados con cada asignacion de frecuencias.

En particular, sea ¢ un orden lineal de los vértices de G. Entonces, la asigna-
¢ién canénica de o{vy, vy, ..., vn} s una asignacién de frecuencias con la propiedad de
que la frecuencia asignada a v; es la frecuencia més pequefia factible después de que
U1, Vg, ..., ;1 han sido asignados.

Si denotamos por d(v,w) a la minima distancia requerida entre la frecuencia asig-
nada a v y la asignada a w, entonces la asignacién canénica fi, ..y fn corresponde al
orden lineal o{vy, v, ..., v, } pueden obtenerse de las siguientes ecuaciones recursivas:

fi=1

Se=min{f >1:|f - f| > (o), r=1,...k—1} k=2, .., n

Nétese que a lo largo de todos los érdenes lineales, existe uno para cada asignacién
candnica que provee la solucién éptima para MS-FAP. desde cada asignacion da un
incremento en el orden de los vértices analogo al orden de las frecuencias asignadas.

Ejemplo

Retomemos el ejemplo planteado anteriormente para la gréafica de la Figura 7.1. |

Planteamiento
Se definen las variables
m(v) = Nimero de frecuencias asignadas a v, v € {a,b,¢,d, e, f}.
Tys = 1 si la frecuencia f es asignada al vértice v,v € V, f € F(v)
Tys = 0 sl la frecuencia f no es asignada al vértice v.
Yy =1 si la frecuencia f es usada, f € F(v);
yr = 0 si la frecuencia f no es usada, f € F(v);
zop € {0, 1}, v € {a,b,¢c,d,e, f}; f € F(v).
yr €0,1,Vf € F(v).
Zmaz = denota la frecuencia mas alta usada.
Zmin = denota la frecuencia més baja usada.
Zmazy Zmin € Z+

La funcién objetivo, ahora es: Min 2z = z,,,,, — Bomiins
sujeta a la siguiente serie de restricciones:
Restricciones del tipo E Typ = m(v) ya no se mostraran aqui, pues son iguales a las

feF(v)
descritas en el ejemplo de la seccién anterior.
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Al igual que en la seccién anterior se manejan restricciones del tipo:
Lo+ 2wy <1, V{v,w} € E, f€ F(v), g F(w) t Pow( S5 9) > Prmas
por lo que tampoco las describiremos.

Restricciones del tipo zmar = fyr :

Zram = 4y47 g = SyS: Zmaz = 103}103 Zmaz = 12@'123
Zmaz 2 142114, Zmaz 2 29’2, Zmaz 2 6y6; Zmaz 2 3y31
Zmaz = TY7; Zmaz = Wi Zmaz = 11y11.

Restricciones del tipo zmin < fyr + frnaz * (1 — ¥¢), frae = 14

Zmin < Oyo + (14 — 14)yo; Zmin < dyd + (14 — 14)ys;
Zmin < 8y8 4 (14 — 14)ys; Zmin < 10y10 + (14 — 14)ys;
Zmin < 12y12 + (14 — 14)yy; Zmin < 14y1a + (14 — 14)yy4;
Zmin < 2y2 + (14 — 14)ys; Zmin < 6ys + (14 — 14)ys;

Zmin < 3y + (14 — 14)ys; Zmin < Tyr + (14 — 14) * yr;
Zmin < Yo + (14 — 14)yy; Zmin < 1ly1 + (14 — 14) * y4;.

Las restricciones del tipo z,; < y; que equivalen a Zuf — Y5 < 0 no se describirdn
aqui ya que pueden verse en la seccidén anterior.
Solucion
Ta12 = Ta8 = Tplo = Tp14 = Ths = Tep = Ten = Te
= Td3 = Tgr = Tell = Te3 = Loy = Tp11 = T3 = 1;
Ta0 = Ta10 = Taa = Tp12 = Thg = Te12 = Teg = Td10
= Zd11 = Tdg = Tel0 = Teg = Tf10 = Tp7 = Lyg = 0;
Yo=Vwo=Yunu=Y2=Yu=y2=y3=yd=y6=y7=9y8 =1,
N =Yz = y5 = yg = 01 Zrmaz = 14 Zmin = 0.

Por lo que las frecuencias asignadas por regién son:
fla)={8,12};  f(b) ={4,10,14};  f(c) ={0,2,6};
fd)={3,7%  fle)={3,7,11};  f(f)={3,11}.

7.7. Minima Interferencia, MI-FAP

A parte de los planteamientos en los cuales el nivel de méxima interferencia es
minimizado, un enfoque es dado para la minimizacién de la suma total de niveles
de interferencia. En el Problema de Asignacién de Frecuencias con Minima Interferen-
cia, MI-FAP3, tenemos que asignar canales de un ntmero muy limitado de frecuencias
disponibles, de tal forma que la interferencia total sea minimizada.

8Siglas del inglés, Minimum Interference FAP
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Todos los modelos han simplificado los datos de la interferencia en las matrices
de penalizacién, usando la prohibicién entre ciertas parejas de frecuencias elegidas.
Una forma de usar los datos de penalizacién completamente consiste en introducir
una funcién objetivo que minimice la suma de las penalizaciones incurridas en las
frecuencias seleccionadas.

Formalmente, el problema puede ser definido como sigue.

Problema: Dada N,, = (G,w, {F(v)}uev, €, {Pus }uver) una red con pesos y restric-
ciones, como se definié antes, y dado un entero positivo & , determinar si existe
una asignacion de subconjuntos f: V — 2 tal que:

|f(v)] = w(v); Jw) € Fv); y
>, > Pun(t,5)3 (|t — j| < e(w)) < K
wv € f(u).J€ f(v) (uv)V (7))

Aqui, 6(A) es la funcién delta de Kronecker la cual es igual a uno en caso de que
la condicién légica A sea verdad y cero en otro caso.

Una formulacién en programacién entera para el MI-FAP puede ser dada por la
introduccién de nuevas variables binarias z,.;, Yuv € E, i € F(u), 7 € F(v) con
li—Jjl <cluww) yu#voi#jy:

. 1 Siﬁﬁm'zlyxﬂjzl,
Y1 0 de otra forma.

Entonces el MI-FAP queda:

min Z Z puv(i:j) Zuwig (743)
WEE  ief(u),jef(v) (Ji—jl<c(uww))A(urtvVits)
Z T = w(v) YoeV (7.44)

Tyt Ty; £ 14 Zygis Vuv € E, i € F(u),j € F(v) :
(li = 5l < e(uv)) A ((i # 5) V ((u # v)) (7.45)

zu € {0,1} VueV,ieF(u (7.46)
2wy € {0,1} Vuww € E, i € F(u),j € F(v) :
(i~ 5l <cw) A (G ANV (@ rv) (747

Con las igualdades (7.44) se modela el cumplimiento de la demanda de canales en
cada antena. Las restricciones (7.45) modelan el hecho de que los canales i v j pueden
ser asignados a u y a v si y s6lo si 2, es igual a uno, lo cual implica una penalizacién
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adicional en la funcién objetivo (7.43). Como se asume p,,(1,5) > 0, entonces las
variables z son iguales a 0 en el caso de que tinicamente una de las varibles z en (7.45)
se fije con 1. En caso de que py,(4,7) < 0, las restricciones

zwiy € {0,1} Vuv € E, i € F(u),j € F(v) : (7.48)
(i =gl < e(uv)) A ((i # 7) V ((u#v) (7.49)
tienen que ser agregadas a la formulacién.

Otra forma de modelar las restricciones (7.45) es por medio de la inclusién de las
variables z,.;; YV uv € E, i€ F(u), j € F(v) y las restricciones:

Z Zawi = W) Bus Vuv € E, i € F(u) (7.50)
JEF(v)

En caso de que z,; = 0, entonces las restricciones (7.50) forzan a que todas las
variables 2, tomen el valor cero. En caso de z,; = 1, las restricciones (7.50) garantizan
que exactamente w(v) variables Zuvij Se fijen con 1; las variables z,,; con Zy; = 1.

En algunos ejemplos del proyecto CALMA, la funcién objetivo es definida como

Min Z Z Donuifle * Fof * By

{uw}leE feF(v),geF(w)

y es extendida a las penalizaciones de la eleccién de ciertas frecuencias f para v,
denotadas por ¢,f. Esto genera un término adicional en la funcién objetivo:

Min Z Qg * Typ < Eg:
veV, feF(v)

Observemos que la funcién objetivo tiene términos cuadraticos Tof * Toyg TesUltando
en una formulacén cuadratica estdndar. Para transformar esto en términos lineales se
definen las variables %y, = T, f * Twg Obteniendo:

l sigpy=1lyou=1
vafg:{ 0 e.o.g{ Y

Para asegurar que z,,s, obtenga el valor correcto se agregan las restricciones de la
siguiente formulacién:

Tuf + Twg < 1+ 2pupg V{v,w} € E, f € F(v),g € F(w)

Z’uwfg S :C?ff -$w9 V{’U,w} (= E:f € F(U)a.g = F(w)
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El problema con esta transformacién lineal es una relajacion débil. Para las variables
z fraccionales, la correspondiente variable z puede ser pequefia. Afortunadamente,
usando las restricciones de multiplicidad podemos reemplazar estas desigualdades con:

Z Zvwfg = m(w) - zyy V{v,w} € E, f € F(v)
gEF (w)

Estas restricciones son vélidas por la definicién de Zuwfg ¥ la multiplicidad de las
restricciones:

Z Zvwfg = Z Lyf * Tyg = Z Towg | * Tyy = m(w) C Ty f
)

geF (w) geF (w gEF(w)

En otras palabras, esto implica la definicién de las variables By COMG Bty S Tig
Bt Bhiyy = B8um 5 = 0, entonces la correspondiente variable Zywfg también es igual a
cero. Supongamos que z,; = 1, para w existen m(v) frecuencias de tipo ¢ con Log = 1.
Por lo tanto, se tiene que 2, es también 1.

Ejemplo

Tomemos el ejemplo planteado para la grafica de la Figura 7.1.
Planteamiento

La Funcién objetivo queda:

Min z = 0.82g5 + Zae + 2ad + 2ae + Zbe + 2pe + Zof T Zed T 2y + 24e + 0.82gr + 2.5
Sujeta a la siguiente serie de restricciones:

Restricciones del tipo : > fepw) Tuf =1:

Tap + Taa + Tag + Ta10 + o120 = 1; Tpd + Tog + Tp10 + Tpra + Tprg = 1;
Te0 + Loz + Teg + Tog + Terz = 1 Tg3 + Tz + Tag + Taro + Ta11 = 1;
Te3 + Ter + Teg + Te10 + Te11 = 1; Tps+Tpr+Tro+Zpp+ 21y =1

Restricciones del tipo z,; + Loy 5 1 + B!
Vértices a y b:
Tad +Toa < 14 2ab; Zag+Tos < 14 2ap; ZTaro+To1o < 1+ 2ap; Tato +Toga < 1+ 245
Vértices a y ¢
Tag + Teg < 1+ Zach Tap + Tep < 14 Zacs Ta12 + Te1a < 1+ Zae
Vértices a y d:
Tag T Td10 < 1+ Zag;  Zato + Taro < 1+ 200;  Tato + Tao < 1+ 200
Vértices a y €@ Za10 + Zeip < 1 + 2,0
Vértices by ¢: Zog + s < 1+ 250;  Toga + Zern < 1+ 25



114 7 MODELACION CON PROGRAMACION MATEMATICA

Vértices by e
Teg + Zeto < 1+ 2005 10 + Tero < 1+ Zhe; Ttz + Tero < 1+ 2e.

Vértices by f: Ty +Tp10 < 1+ 2.

Vérticescy f: zes+xp10 <1+ Zofy  Tez T Ta < 1+ Zer

Vértices d y e:
Tar +Zeg < 1+ 2ae;  Tao +Ter S 1+ 240, Zag + Tero < 1+ 2ge;
Tay + Tet1 < 1+ 24e;  Tar0 +Teo S 1+ 2ge;  Zaro + Tern < 1+ 2ge;
Tl + Teo < 1+ 24e;  Tqi1 + Tero < 1+ 2ge.

Vértices d y f:
Tar +Zpg < 1+ 24; Tag + 57 < 1+ 245 Tag+ Tpi0 < 1+ 243
Tag +Tpnn < 1+ 2g; Zawo+ @0 S L+ 2g55  Taro + 2p1n < 14 2y
Tain +Tpg < 1+ 24, Tann +Tp10 < 14 24

Vértices e y f:
Tar + Ly € 1+ 2.p Teo +Tp7 < 1+ 2ef;  ZTep +Tp10 € 1+ 2ep;
Teg +Tp11 S L+ 2ep;  Tewo+Zpg S 1+ 2ep;  Tero +Tp11 < 1+ 2op
Ter1 +Tri0 S 1+ Zep; Tern + 150 < 1+ 2y

Restricciones para los vértices v € V, T, = {0,1}:
Ta9 + Za10 < 1; Tawo +Tann <1, Zeg+ Tero < 1;
Tewo +Zet1 <15 Zpot+xri0 <L, zpp0+ i < 1.

Solucion
Tap = Tby = Teg = Td10 = Telp = Tp1p = 1
Tag = Tag = Ta10 = Tal2 = Thpys = Tplo — L1z = Tpid
=T = Teg = Teg = Tel2 = Tgz = Tgy = Tgg = Tg11l
= Te3 = Ter = Teg = Tell = L3 = Tpr = Tpg = Ly = 0
Zab = Zae = Zad = Zae = Zbhe = Zpe = Zbf = Zed = Zof = Bde = Rgf = Zef = 0

Por lo que las frecuencias asignadas por regién son:

fla)=0; f(0) =4 f(c)=2; f(d)=10; f(e) =10; f(f) = 10.
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7.8. Variantes de la formulacién

Formulaciones alternativas de la programacién matemitica han sido propuestas en
la literatura. Normalmente, los heurfsticos se inspiran en la formulacién y son explo-
rados para resolver este tipo de problemas.

Generacion de la columna

Jaumard [31] desarrollé dos formulaciones de generacién de columnas para el Max-
FAP. En ésta se considera la restriccién de la distancia co-celda, y las restricciones
de de co-canal y de canal adyacente. Todos los vértices tienen el mismo dominio de
frecuencia.

La primera formulacién estd basada en una formulacién de la generacion de la
columna para colores, tal como lo muestran Mehorotra y Trick [39]. Las variables
corresponden a conjuntos independientes en la grifica de interferencia, es decir, los
vértices pueden obtener la misma frecuencia simultdneamente. Para cada frecuencia f
estos conjuntos independientes son denotados por T¢. Como éstos pueden diferir por la
frecuencia, entonces el dominio de la frecuencia para los vértices puede diferir. Sea z
una variable binaria denotando si ¢ estd o no estd en 7’ 7. Para modelar las restricciones
y la funcién objetivo de Max-FAP con estas variables, se usa la relacién. Para asegurar
que la frecuencia f es elegida a lo méds una vez se agrega. Fsta formulacién puede
también ser usada para el MO-FAP y MS-FAP.

Para MO-FAP la restriccién seria Z % = Yy

teTy

Jaumard [31] resuelve el Programa Lineal relajado de esta formulacién con las
técnicas de la generacién de la columna, los precios de los problemas son el conjunto
de pesos independientes los cuales describen estrategias de ramificacién tan buenas
como la generacién de cortes.

La segunda formulacion estd basada en conjunto de frecuencias permisibles para
celdas separadas. Las variables corresponden a conjuntos de frecuencias que pueden
ser asignadas a ciertas celdas. Para cada celda v, subconjuntos de F' denotados por
T, que satisfacen las restricciones co-celdas y las cotas inferiores y superiores en la
multiplicidad son dadas. Otra variable binaria z especifica si 7} es elegido o no. Los
autores muestran la Programacién Lineal relajada de la formulacién basada en estas
variables, como la mejor, igual al valor de la LP-relajacién de la formulacién basada
en estas variables es, la mejor, igual al valor de la LP-relajacién de la formulacién
del programa previo. Por otro lado, los precios de los problemas son resueltos en una
aproximacion de la generacién de la columna que estd restringido por problemas de
rutas més cortas.
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Orientacion de la formulacién

Borndofer et al. [5] considera MI-FAPs con co-canal e interferencia de frecuencias
adyacentes. Aqui se modela la interferencia con penalizaciones de combinaciones de
frecuencias. Mds adn, prohibe la combinacién de frecuencias con penalizaciones por
arriba de un cierto umbral. A lo largo de las asignaciones factibles buscan una penali-
zacion minima. Para cada vértice en la gréafica de interferencias donde introducen una
variable y, que corresponde al niimero de frecuencia asignada a v. Para cada par (v, w)
se denota la penalizacion de co-canal por p,, y la penalizacién de canal adyacente por
Quw. Ahora, tres variables binarias mds son declaradas:

_{ L osi|y—2u|l=1;

Z —
w 0 en otro caso.
B 1 si 'yw_yw|:1;
w 0 en otro caso.

Avm:{ 1 siy, > yu;
0 en otro caso.

Las variables A, determinan un orden parcial de las frecuencias asignadas a los
vértices. Con estas variables uno puede modelar todas las restricciones v la funcién
objetivo en términos lineales. El modelo asi definido contiene muy pocas variables en
comparacion a las formulaciones dadas anteriormente. El precio para estos es una for-
mulacién débil. Silos A, son dados, los autores muestran que el problema es resuelto
en tiempo polinomial, hasta que la matriz de restricciones es totalmente unimodular.
Este resultado es usado en dos etapas heuristicas, donde las variables Ay se ajustan
iterativamente y entonces se determina una solucién con los nuevos valores.



Capitulo 8

El Problema de la Ciudad de
Filadelfia

En este capitulo presentamos el famoso Problema de la Ciudad de Filadelfia.

El répido avance de la tecnologia inaldmbrica y la escasez del espectro radioeléctrico
ha estimulado a la investigacién en el uso eficiente del espectro radioeléctrico desde
los afios 70’s. Una parte considerable de esta investigacion, y en una gran mayoria, la
tecnologia operacional de los transmisores se basan hoy en la Divisién de Frecuencias de
Acceso Miiltiple, FDMA!, donde el ancho de banda disponible se divide en frecuencias.
Estas frecuencias podrian ser asignados al transmisor mientras se minimiza el ancho
de banda y se mantiene la interferencia con niveles aceptables.

El problema Filadelfia es un problema de asignacién de frecuencias basado en una
hipotética, pero real red de telefonia celular que cubre la region alrededor de esta ciu-
dad. El problema ha sido usado varias veces como prueba de métodos heuristicos para
encontrar una buena asignacién de frecuencias, y evaluar tedricamente las cotas infe-
riores obtenidas para eficientizar al espectro radioeléctrico. En esta seccién se resuelve
el problema Filadelfia presentando una nueva cota inferior para un numero consecutivo
de frecuencias que cualquier asignacién de frecuencias valida deberfa usar y asi exhibir
una asignacion que se asemeje a esta cota. La solucién hard que el problema Filadelfia
se valore como patrén para la investigacién en la asignacién de frecuencias.

El método usado para establecer la cota inferior es parte de una teorfa mds general
desarrollada por Janssen y Kilakos [26].

1Siglas en Inglés de Frecuency Division Multiple Access
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Figura 8.1: Malla de la Ciudad de Filadelfia

8.1. EIl Problema

La red celular del problema Filadelfia se basa en una malla regular hexagonal que
se muestra en la Figura 8.1. Cada hexdgono representa la region o celda que es servida
por un transmisor. El conjunto de celdas serd denotado como : V = {v1, 09, v 1,
donde la numeracién también es indicada en la Figura. El vector demanda w € ZV es
un vector de enteros no negativos que indica la demanda de frecuencias en cada celda:
el componente wm; de w indica la demanda en la celda v;. Para el problema Filadelfia:

w = (8,25,8,8,8,15,18,52, 77,28, 13, 15, 31, 15, 36,57, 28,8, 10,13, 8)

En este problema, las restricciones de interferencia entre cualquier par de celdas
pueden ser representadas por un entero, el cual determina el minimo espacio que tiene
que existir entre las frecuencias asignados a dos celdas de tal manera que se evite la
interferencia. El entero cij representard a la restriccidn de interferencia entre las celdas
UV y ;.

Las restricciones c¢;; para el problema Filadelfia pueden ser obtenidas como a con-
tinuacion se describe. Sea d(v;, v;) la distancia entre los centros de las celdas v Y v,
donde la unidad es la distancia entre los centros de las celdas adyacentes. Entonces se
define

5 si i = j; restriccidn co-sitio
Cyj = 2 si0< d('U@’,'Uj) < ].
1 sil<d(v,v;) < 2v/3.
Hay que notar que existen parejas de celdas que no tienen restricciones entre ellas,

la correspondiente ¢;; no estd definida. Una agrupacién de celdas tal que entre cualquier
par de éstas existe una restriccién es llamada agrupacién completa.
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Figura 8.2: Malla de la Ciudad de Filadelfia

Una asignacién vélida es una asignacién de conjuntos de frecuencias, representada
por enteros no negativos, a los vértices de G tal que se satisfacen las condiciones
descritas mds adelante. Esta asignacién puede ser representada por f: V — P(Z) del
conjunto de vértices V a P(Z), el conjunto de todos los conjuntos enteros no negativos.
Las condiciones son las siguientes:

|f(vi)| = w, v €V
ke f(’U?;) Yy l e f(Uj) = |f1€ = ll > Cij, Cij dada, 1 % j,
k,lef(vl)yk%léM—Hzcw, v; €V,

Recordemos que la amplitud es el nimero de frecuencias usadas las cuales determi-
nan el ancho de banda de la asignacién de frecuencias, y en esta seccién se establecerd la
amplitud del problema de Filadelfia.

8.2. Una Solucién

Ahora construimos una solucién al Problema de Filadelfia, aplicando el ALGORIT-
MO A’ presentado en la Seccién 5.2. Recordemos que este algoritmo mostré un muy
buen desempefio en graficas hexagonales.

La Figura 8.1 muestra el mapa de la Ciudad de Filadelfia, donde se incluyen las
demandas de cada vértice o regién. Tenemos que las restricciones de distancia entre
la regiones se definen como ¢, = 5,¢) = 2,¢; = 1 y la amplitud ciclica es 9. Deter-
minaremos una etiquetacién base con la Progresién Aritmética utilizando la férmula:
f(i,7) = 20+ 55 mod 9. La Figura 8.2 muestra la coordenadas de los vértices en el
mapa, Elegimos al vértice vg como el origen ya que es el de mayor demanda.

La Figura 8.3 presenta la gréafica asociada al mapa de la Ciudad de Filadelfia,
asi como la etiquetacién base 6ptima, obtenida con la progresion aritmética.
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Figura 8.3: Gréfica asociada a la Malla

Tenemos que la amplitud ciclica es 9 y que ¢, = 5, entonces s — = max{9,5} = 9.
El Cuadro 8.2 muestra los resultados de aplicar el Algorltmo A'. La amplitud de esta
coloracién es 684. Veremos que la solucién éptima es 426.

v | Asignacion v | Asignacién

1 [1,10,19, .., 9(7)11=64 | 126, 15, 24, ., 9(14)16—=132
2 [3,12,21, .., 9(24)+3=219 || 13 | 7, 16, 25, .., 9(30)+3—273
3 |5 14,23, .., 9(7)+5=68 | 14|0, 9, 18, ..., 9(14)+0—=126
4 |7,16,25, ., 9(7)+7=70 |15 2, 11,20, . 9(35)+2: 317
5 [0, 9,18, ., 9(7)11=64 | 16 | 4, 13, 22, ..., 9(56)+4= 508
6 |3, 12,21, .., 9(14)+3=129 | 17 | 6, 15, 24, ..., 9(28)+ 6= 258
7 5,14, 23, ..., 9(17)+5=158 || 18 | 8, 17, 26, ..., 9(7)+8=71

8 | 7,16, 25, .., 9(51)+7=466 | 19 | 8, 17, 26, .., 9(9)+5—89

9 [0, 9,18, ...,9(76)+0=684 || 20 | 1, 10, 19, ..., 9(12)+1=109
10 | 2, 11, 20, ..., 9(27)+2=245 || 21 | 3, 12, 21, ..., 9(7)+3=66
114, 13,22, ..., 9(12)+4=112

Cuadro 8.1: Asignacién obtenida con A'
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8.3. La Solucion

La cota inferior de la amplitud se basa en una configuracién local de siete celdas
de la gréfica mostrada en la Figura 8.1, la cual constituye un bloque? completo y
es derivada del minimo costo de un tour cerrado. Tal bloque estd constituido por el
vértice vg y sus vecinos a distancia 1, que son: vyg, vs, U2, U3, V10, V17. El vértice vy, es el
de mayor peso en la malla y a éste se colorea con 0, para iniciar la coloracién bésica.

Un tour en un bloque completo con un vector de demanda w el cual es una sucesidn
de celdas tal que cada celda v; es visitada w; veces. Un tour es cerrado si éste se inicia
y termina en la misma celda. El costo de un tour es la suma de las restricciones sobre
las aristas entre dos vértices consecutivos.

Cualquier asignacién vélida de un blogue completo corresponde a un tour en tal

bloque, la sucesién de celdas estd dada por el orden creciente de las frecuencias asig-
nadas. La amplitud de una asignacién es al menos tan grande como el costo del tour
correspondiente, la banda entre las frecuencias de dos celdas sucesivas deberfa ser al
menos tan grande como la restriccién entre éstas. El costo minimo de cualquier tour
da, por lo tanto, una cota inferior para la amplitud. La siguiente proposicién muestra
como el costo minimo de un tour cerrado puede también ser usado como cota de la
amplitud.
Lema 22 Sea G un bloque completo y V el conjunto de celdas vy W el vector demanda
de G. Sea y(w) el costo minimo de un tour cerrado de G con un vector demanda w.
Entonces la amplitud del bloque es al menos el minimo de I y Lo, donde:

Ly =~y(w) —méx{ ¢;; [i # jivs,v; €V } , _

Ly = min{y(w)®| Vi tal que v; € V;w; > 1; w,ft) = w; — l,wj-z) =Wy, J %}

Demostracion: Témese cualquier asignacién éptima, es decir, una asigna-
cién de amplitud minima de G con vector de demanda w, y sea T' el tour
correspondiente a esta asignacién. La amplitud de esta asignacion, y por lo
tanto la amplitud del bloque, es acotado inferiormente por el costo de T.

Si las frecuencias con los més bajos y altos niveles son asignadas a
diferentes celdas (v; y v;), entonces el costo de 7' es igual al costo del tour
cerrado obtenido en T" que conecta a v; y v; menos el costo de esta nueva
conexion, llamada, ¢;;. Por lo que en este caso, el costo de T es acotado
inferiormente por L;.

51 las més altas y més bajas frecuencias son asignadas a la misma celda,
digamos v;, entonces T es en realidad un tour cerrado, pero un tour cerrado
en el cual se pasa solamente w; — 1 veces a través de v;. El costo de T es
por lo tanto igual al costo minimo de un tour cerrado a través de G con un

vector demanda w/’, el cual es acotado inferiormente por L. "

Zusaremos bloque como traduccién literal de cluster
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La siguiente proposicién muestra como encontrar una cota inferior para el costo
minimo de un tour cerrado.

Pro osicion 23 Sea z € un vector de nimeros racionales no negativos indexados
S
por las celdas de un bloque COHlp].BtO que satisface las condiciones:

$i+$jgcij Vvi,vje‘[/

Entonces cualquier tour cerrado tiene costo de al menos w - =

Demostracién: Sea x un vector que satisface las condiciones de la proposi-
cién. Se toma cualquier tour cerrado y sea E la coleccién de pares de celdas
consecutivas que forman el tour. De acuerdo con la definicién, el costo del
tour cerrado es la suma de las restricciones entre los pares de celdas de
E. Pero como el tour cerrado visita cada celda w; veces, por lo tanto cada
celda estd contenida en 2w, parejas de E, se tiene que:

Z C‘ijz Z (a:i—i—scj):ZQwi-m?;:Zw-:c

(vi,vg)EE (vi,vy)eE v eV

Lo que completa la prueba. .

La desigualdad del sistema z; + z; < ¢y para toda v;,v; € V y x; > 0. Para
toda v; € V' describe un poliedro en QY. Por lo tanto, cualquier vector que satisface
estas desigualdades puede ser escrito en términos de los puntos extremos del poliedro.
Ademés, el valor méximo de w - , y por lo tanto la mejor cota inferior sera siempre
obtenido por un vector & que representa un punto extremo.

En el documento de Jannssen y Kilakos [26], una descripcién completa de los puntos
extremos del poliedro, definido por las desigualdades de la proposicién anterior, es
dada por un nimero de diferentes tipos de restricciones en los vectores ¢, incluso la
restriccion del vector del problema Filadelfia. Se asume que c;; toma a lo méas tres
valores. Por lo tanto, la familia de puntos extremos obtenida para este caso generaliza
la mayorfa de las restricciones dificiles. Se sospecha que para la mayoria de los vectores
en las restricciones dificiles o de muchos valores, sera dificil obtener una descripcidn
completa, por lo que muchas cotas inferiores importantes pueden no obtenerse.

Regresando al problema de Filadelfia. Sea V' = {vy, vs, vs, vy, v19, V16, vy7} el conjun-
to de celdas que completan un bloque que seré usado para determinar la cota inferior.
El bloque consiste de solamente siete celdas, es ficil obtener una descripcion completa
de los puntos extremos del poliedro definido por la igualdad de la dltima proposicién,
Sea z9),j=1,... ,8 los vectores en V' definidos por:
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20 32 &i=G
© ] 1/2 eoc

)

SC(Q} . 2 sii= 9;
1 0 eoc

yparaj=3,..8

MO 1 sivy; eV
t 0 e.o.c

donde V3 = {Ug,’Um’Us}, Vi = {UQ,US,”Ulo}, Vs = {Ugy'UlO:Ul?}; Ve = {1’95’017,@16},
Vi = {vg,v16,vs}, ¥ Vs = {vo, vs, va}.

Los puntos extremos del poliedro descrito por las desigualdades de la Proposicién
corresponden exactamente a los vectores zU) ya que algunos coeficientes son cero.

Sea w' = (25,8, 52, 77,28,57,28) el vector demanda del problema Filadelfia res-
tringido a V’. Usando la descripcién dada de los puntos extremos, es facil ver que el
méximo de w- z, donde x es un vector que satisface las desigualdades de la Proposicién
y son obtenidos por z'!). Por lo que la mejor cota inferior para el problema Filadelfia
puede ser obtenida por este método. Por lo tanto, el costo del tour cerrado del bloque
completo definido por V* es al menos w' - 2! = 429. Cuando se aplica el Lema, se ve
que Ly =429 —2 =427 y Ly = y(w”) = 426. Por lo tanto, la amplitud del bloque
cerrado, y por lo tanto la amplitud del problema Filadelfia, es al menos 426.

La ultima mejor cota fue 414, publicada por Gamst[20], en 1986, pero tenfa un error
aritmeético. La cota de 426 es, en realidad, la mejor posible: El Cuadro 8.2 describe una
asignacion valida con amplitud 426, presentada por Jannssen y Kilakos [26], en 1999.
Hurley y Smith obtuvieron una asignacién con la misma amplitud haciendo uso de
célculos heurfsticos. Estas asignaciones mejoran por uno a las anteriores asignaciones
obtenidas por Leese.
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w; | Colores

8 | 220 + 6k, k =0,...,7.

25 | 118 + 5k, k =0,...,19; 339 + 7k, k = 0, ...4.

8 |37+ 7k, k=0,.,7.

8 [ 341+ 7k, k =0,...,7.

216 4+ 6k, k =0,...,7.

15 | 218 + 6k, k = 0,...,14.

18 ] 268 + 6k, k = 0,...,11; 341 + 7k, k = 0,...,5.

92 | 2+ 8k, k =0,...,18; 217 + 6k, k = 0,...,19; 337 + 7k, k = 0,...,12.
77 | 5k, k = 0,...,43; 215 + 6k, k = 0,...,20; 335 + 7k, k = 0,...,13.
10 | 28 | 3 + 5k, k =0,...,3; 98 + 5k, k = 0,..,3; 218 + 6k, k = 0,...,19.
1113|336 + 7k, k = 0,...,12.

12 | 15 | 219 + 6k, k = 0,...,14.

13 |31 | 5k, k = 0,...,30.

14 | 15 | 184 + 5k, k = 0,...,6; 357 + 7k, k = 0,...,7.

1536 | 4 4+ 5k, k = 0,...,35.

16 | 57 | 97 + 5k, k = 0,...,23; 219 + 6k, k — 0,...,19; 340 + 7k, k = 0,...,12.
17 | 28 | 23 + 5k, k = 0,...,14; 338 + Th, k = 0,...;12:

18| 8 | 220 + 6k, k = 0,...,7.

19 | 10 | 294 + 6k, k = 0,...,6; 336 + 7k, k = ..., 2.

20| 13 | 216 + 6k, k = 0,...,12.

21| 8 | 268 + 6k, k = 0,....7.

| oo| ~I| o | in| ol ro| =8
o

Cuadro 8.2: Asignacién de frecuencias 6ptima para el Problema de Filadelfia.
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Apéndice A
Telecomunicaciones

En este apéndice se introducen los aspectos fundamentales sobre la radio comunica-
cién y la Comunicacién Inaldmbrica. Se parte de un reducido trasfondo técnico y una
descripcién breve de la historia reciente hasta las distintas facetas de las aplicaciones
vigentes de la comunicacién inaldmbrica.

Radio Comunicacién, Espectro de Radio
y su Manejo

En esta seccién se introduce la terminologfa bésica de la radiocomunicacién. La
radio ha sido una via de transporte de informacién a través del aire por medios elec-
tromagnéticos. Es un hecho fisico, que si se suministra suficiente poder a una onda
electromagnética de frecuencia alta (una corriente eléctrica), ésta no solamente tiene
la habilidad de propagarse por medio de un buen material conductor como los metales,
sino también es capaz de transmitirse a través de malos conductores.

Con frecuencias por encima de los 30 KHz, la radiacién electromagnética tiene la
capacidad de propagarse directamente a través del aire. Este tipo de transmisién es
llamada radio. La codificacion de la sefial de radio para el transporte de senales tutiles
de comunicacién como el teléfono mévil, es conocida como la radiocomunicacién; y el
rango total de frecuencias, que hace posible la radiocomunicacién se denomina, espectro
de radio.

Para la mediacién del uso del espectro de radio, la Unién Internacional de Te-
lecomunicacién-sector Radiocomunicaciones ITU!, divide al espectro en varias partes
llamadas bandas. Normalmente, una banda es subdividida en un nimero de canales,

!Siglas del inglés, International Telecommunication Union
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Figura A.1: La madscara espectral

cada uno definido en términos de su ancho de banda? y centro de frecuencia®. La es-
tructura de los canales en la banda de radio es definida por la banda raster®, la cual
determina el ancho de banda destinado para cada canal y el espacio libre (ancho de
banda sin uso) entre los canales adyacentes. Cada canal en el raster es separado en
intervalos iguales y cominmente tienen el mismo ancho de banda.

Como vemos en la méscara espectral del canal n de la F igura A.1, remarcada con
linea més gruesa, el centro de frecuencia se localiza en la mitad de la parte plana. Para
frecuencias mds alld de los limites del ancho de banda del canal (la parte inclinada
de la méscara), el transmisor no tiene permitido la emisién de sefiales fuertes. La
delimitacion de la interferencia entre los canales adyacentes (n — 1) vy (n+1), es dada
por una pequena poreion sin uso del espectro.

2El ancho de banda de un canal es la cantidad del espectro de radio disponible para la comunicacién
(mayor ancho de banda se traduce en mejor fidelidad de las sefiales de audio.

3Para un canal individual dado, es la frecuencia apropiada en el centro de la porcién del espectro
o ancho de banda del canal asignado.

“Es un patrén predeterminado que provee substancialmente cobertura uniforme a una drea.
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Figura A.2: Técnicas a) FDD y b) TDD

Modulacién y Acceso Miiltiple para la
Comunicacion Inalambrica

La modulacién es el proceso de codificar la informacién de un mensaje fuente de
una manera adecuada para su transmisién. La forma mds sencilla de modulacién es
la codificacién, interrumpiendo la onda portadora a intervalos concretos mediante una
clave o conmutador para formar los puntos y las rayas de la radiotelegrafia de onda
continua.

La onda portadora también se puede modular variando la amplitud de la onda
segun las variaciones de la frecuencia e intensidad de una sefial sonora, tal como una
nota musical. Esta forma de modulacién, amplitud modulada (AM), se utiliza en muchos
servicios de radiotelefonfa, incluidas las emisiones normales de las estaciones de radio.

La frecuencia modulada (FM) es la técnica de modulacién analégica més popular
usada en los sistemas de comunicacién mévil®. En FM, la frecuencia de la onda por-
tadora se varfa dentro de un rango establecido a un ritmo equivalente a la frecuencia
de una senal sonora. Esta forma de modulacién, desarrollada en la década de 1930,
presenta la ventaja de generar senales relativamente limpias de ruidos e interferencias.
Por tanto, la radiodifusién FM se efectiia en bandas de frecuancia alta (88 a 108 MHz),
aptas para seniales grandes pero con alcance de recepcién limitado.

Las ondas portadoras también se pueden modular variando la fase de la portadora
segin la amplitud de la sefial. La modulacién en fase, sin embargo, ha quedado reducida
a equipos especializados. La demodulacién o deteccién es el proceso de extraer el mensaje
de la portadora de tal forma que éste pueda ser procesado e interpretado por el receptor
dedicado.

SEl término mévil ha sido aplicado historicamente para clasificar cualquier terminal de radio que
pueda estar en movimiento durante su operacién. Recientemente ha sido aceptado para describir una
terminal de radio destinada a una plataforma de alta velocidad; por ejemplo, un teléfono celular en
un vehiculo moviéndose vertiginosamente.
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Los esquemas de acceso mltiple permiten que un gran nimero de usuarios méviles
compartan simulténeamente una cantidad finita (ancho de banda) del espectro de radio.
En los sistemas de comunicacién inaldmbrica, es deseable que los usuarios envien y
reciban informacién, de la estacién base al mismo tiempo. Por ejemplo, en los sistemas
de telefonia convencional es posible hablar y escuchar a la vez; y este efecto, llamado
duplicacién, es también requerido en los sistemas de telefonia inaldmbrica.

La duplicacién por division de la frecuencia, FDDS provee dos bandas distintas de
frecuencias a cada usuario. La banda hacia adelante (forward band) proporciona el
tréfico de la estacién base al mévil, y la banda inversa (inverse band) del mévil a la
base.

La duplicacién por divisién del tiempo, TDD” utiliza el tiempo en lugar de la frecuen-
cia para proveer ligas hacia adelante y hacia atrds. La Figura A.2 ilustra las técnicas
FDD y TDD, (a) FDD provee dos canales simplex sobre la misma frecuencia y (b)
TDD provee dos intervalos de tiempo simplex al mismo tiempo.

Las principales técnicas de acceso usadas para compartir el ancho de banda en un
sistema de comunicacién inaldmbrica son:

i) El acceso miiltiple por divisién de la frecuencia, FDMA?® asigna canales
individuales a cada usuario. Para entender mejor el acceso FDMA, consideremos
las radiodifusoras: cada estacion emite su seflal a una frecuencia diferente en una
banda disponible. FDMA es usado principalmente para transmisién analdgica.
Aunque es capaz de portar informacién digital, no se considera un método efi-
ciente para ésta. La Figura A.3 (a) ilustra la técnica FDMA donde los distintos
canales son asignados a bandas de frecuencias diferentes.

ii) Los sistemas de acceso multiple por divisién del tiempo, TDMA? dividen
el espectro de radio en intervalos de tiempo, y en cada intervalo solamente a un
usuario se le permite transmitir o recibir. La Figura A.3 (b) expone el esquema
TDMA donde cada canal ocupa un intervalo de tiempo repetido ciclicamente.

iii) El acceso multiple por divisién del c6digo CDMA® da un tnico codigo a
cada llamada y la propaga sobre las frecuencias disponibles. El acceso CDMA es
una forma de propagacién del espectro, que significa que el dato es enviado en
pequetlas piezas sobre un nimero de frecuencias disponibles, para usar en alguin
tiempo en el rango especificado; y todos los usuarios transmiten sobre la misma,
porcion de banda del espectro. La Figura A.3 (c) muestra el acceso CDMA en
el cual cada canal es asignado a un tnico cédigo que es ortogonal a los codigos
usados por otros usuarios.

88iglas del inglés, Frequency Division Duplezing.
"Siglas del inglés, Time Division Dupleving.

8Siglas del inglés, Frequency Division Multiple Access.
YSiglas del inglés, Time Division Multiple Access.
19Siglas del inglés, Code Division Multiple Access.
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Figura A.3: Esquemas de acceso multiple: a) FDMA, b)TDMA y c¢)CDMA

El Espectro de Radio Aplicable en
la Comunicaciéon Inaldmbrica

Actualmente, las ondas de radio son aprovechadas principalmente en: telégrafo
inalambrico, radiodifusién, televisién, redes de telefonia celular, radar, sistemas de
navegacién (control de tréfico aéreo y maritimo) y comunicacién tanto militar como
espacial. Las frecuencias que son aplicables son limitadas; no obstante, el rango varia
aproximadamente de 3KHz a 300GHz correspondiendo a longitudes de onda entre
100Km y 1mm, respectivamente.

La interferencia entre las sefiales de radio hace ineludible la estricta administracién
del uso de frecuencias a todos los niveles (global, nacional y regional). A nivel global,
la Unién Internacional de Telecomunicacién regula el uso de frecuencias, donde las
agencias nacionales hacen lo propio en un pafs. El Cuadro A.1, presentado al final
de este apéndice, da un bosquejo de las frecuencias utilizadas actualmente para las
aplicaciones citadas.
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Por ejemplo, las aplicaciones més conocidas (como radiodifusién, television y tele-
fonfa celular) ocupan frecuencias muy alta y superelevada del espectro VHF, Very High
Frequency, y UHF, Ultra High Frequency, respectivamente.

La comunicacién inaldmbrica entre dos puntos es establecida con el uso de un
transmisor y un receptor. El transmisor emite oscilaciones electromagnéticas, las cuales
pueden ser moduladas via amplitud o frecuencia (AM, FM). El receptor detecta tales
oscilaciones y las transforma en sonidos o imégenes.

Cuando dos transmisores emiten frecuencias cercanas entre si. éstas pueden inter-
ferirse. El nivel de interferencia depende de varios factores, tales como la distancia, la
posicion geogréfica y el poder de las sefiales de los transmisores., ademds de las con-
diciones climéaticas y direccién de transmisién. En el caso de un nivel de interferencia
alto, la calidad de la sefial podria ser tan insignificante que una recepcién apropiada
serfa imposible. En otras palabras, la senal recibida podria caer dentro del radio de
interferenciall, lo cual causarfa una pérdida inaceptable de calidad.

El espectro de radio utilizable comercialmente es muy escaso. Por consiguiente,
las frecuencias son reusadas por varios transmisores en la misma red. El desempeiio
eficiente de una red sélo puede ser alcanzado por medio de una rigurosa planificacién
de la asignacion de canales a los transmisores. Las condiciones a ser satisfechas por un
plan de canales, varia en funcién de la aplicacién.

Historia de la Comunicacién Inalimbrica

Aun cuando fueron necesarios muchos descubrimientos en el campo de la electrici-
dad hasta llegar a la radio, su nacimiento data en realidad de 1873, afio en el que el
fisico inglés James Clerk Maxwell publicé su teorfa sobre las ondas electromagnéticas.
La teorfa de Maxwell se referfa sobre todo a las ondas de luz; quince afios més tarde,
el fisico alemén Heinrich Hertz logré generar electricamente tales ondas.

A principios de 1890, el inventor italiano Guglielmo Marconi comenzé a experimen-
tar con la comunicacién inaldmbrica via ondas de radio. En 1896 consiguié transmitir
seniales desde una distancia de 1.6 Km, y registré su primera patente inglesa. Tres afios
mas tarde, logré establecer una comunicacién comercial entre Inglaterra y Francia
capaz de funcionar con independencia del tiempo; y en 1902 ya se enviaban de forma
regular mensajes transatlanticos. En 1915 el desarrollo de la telefonia inaldmbrica
habfa alcanzado un grado de madurez suficiente, para establecer la comunicacién entre
Virginia y Hawai y entre Virginia y Parfs. En 1909 Marconi recibié, junto con el fisico
Karl Ferdinand Braun, el Premio Nobel de Fisica por este trabajo pionero.

"La intensidad de una sefial en comparacidn a la suma de las intensidades de las sefiales interfi-
riendo, también llamado ruido, es expresado por un radio de interferencia.
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La estacién de televisién experimental inicié en los afios 1930 y fue incorporada
satisfactoriamente en la poblacién a finales de 1940. En los tltimos 50 afios, el espectro
de radio ha sido explotado por la comunicacién inaldmbrica en formas diferentes. Por
ejemplo, las misiones en el espacio no serian viables sin la comunicacién via ondas de
radio. Esto no es solamente utilizado para la comunicacién por voz con los astronautas,
sino también para la navegacion de las astronaves.

Aplicaciones de la Comunicacién Inaldmbrica

Las comunicaciones inaldmbricas estdn en su periodo de mayor crecimiento de la
historia, debido a la capacidad de la tecnologia. Ademads, en el sector consumidor
han aumentado su difusién. La Figura A.4 ilustra cémo la telefonfa mévil ha ido
incursionando en la vida diaria, comparada con otras invenciones populares del siglo
XX. La Figura A.4 es insuficiente con respecto a la curva etiquetada por “telefonia
movil”, porque no incluye entre otras aplicaciones no telefénicas a los buscadores,
la radio amateur, la banda civil, los teléfonos sin hilos'? y los sistemas terrestres de
microondas de radio. En las siguientes secciones damos una breve descripcién de las
aplicaciones més populares.

Radiodifusién y Televisién.- Hasta la introduccién a gran escala de la televisién
por cable y via satélite, a principios de los afios 1980, la forma iddénea de transmitir
las seriales de la radio y de la television fue a través del aire. La competencia de una
drea de cobertura para la radioemisora o estacién de televisién, hace imprescindible la
distribucién de las antenas alrededor de la regién.

En el caso de la radiodifusion, cada una de sus antenas transmite en forma radial
una sefial AM ¢ FM. El rango empleado por las sefiales AM varia de 540KHz a
1600KHz (espectro de frecuencias medias), mientras que las sefiales FM son transmi-
tidas en el rango 87MHz—108MHz (frecuencias VHF). Otras partes del espectro, VHF
y UHF. son aprovechadas para transmitir televisién. Al igual que la radio, la senal de
television es transmitida radialmente.

Redes de Telefonia Celular Terrestres.- En la dltima década, el desarrollo de
las redes de telefonia celular (digital) no solamente atrajo la atencién de la comunidad
cientifica, sino también la de la sociedad completa. Es importante darse cuenta del
enorme impacto que el teléfono celular y los servicios de comunicacién personal, tendran
entre nosotros en las proximas décadas.

?Los sistemas de telefonfa sin hilos son sistemas de comunicacién de duplicacién completa que
usan el radio para conectar un artefacto portétil con una estacién base dedicada, la cual es entonces
conectada a una linea telefénica dedicada sobre la red fija telefénica.
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Figura A.4: Crecimiento de la telefonia mdvil versus otras invenciones populares del
siglo XX

Evolucién Historica

Las redes de telefonfa mévil existen desde hace més de 50 afios. A principios de
1946, la Comision Federal de Comunicaciones permite que AT& T instale el primer
sistema de telefonfa mévil, MTS®? en la ciudad de St. Louis Misuri, EEUU. El sistema
MTS estaba basado en una tunica torre de transmisién de alta potencia que cubria una
drea con radio de 80Km. En 1964, se introduce experimentalmente el sistema IMTS"
en Pensilvania, EEUU. En este sistema, 11 canales estaban disponibles para todos los
usuarios en una area geografica, atendidos por una sola torre de transmision.

Maés adelante, en los anos 1970, AT& T y Motorola Inc. desarrollaron el Sistema de
Telefonia Mévil Avanzado AMPS!®; no obstante, el sistema no fue puesto piblicamente

para su uso en esa década.

13Siglas del inglés, Mobile Telephone Service.
148iglas del inglés, Improved Mobile Telephone Service.
158iglas del inglés, Advanced Mobile Phone System.
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Mientras tanto, la compafifa NTT* lanza el primer sistema de telefonia celular del
mundo en la ciudad de Tokio, Japén, en 1979. En persecucion del sisterma japonés,
los pafses nérdicos (Finlandia, Suecia, Noruega y Dinamarca) también lanzaron un
sistema telefénico celular conocido como Sistema Telefénico Mévil Nérdico NMTY en
1981.

La inclusién publica del sistema AMPS en 1983 en la ciudad de Chicago, EEUU,
tuvo 200, 000 suscriptores o abonados (términos aplicados para describir a los usuarios
del sistema de comunicacién movil) después del primer ano, y 2'000, 000 de suscriptores
cinco anos mas tarde.

Asi, el teléfono mévil llegd a ser una realidad para una persona comun alrededor
del mundo, en la segunda mitad de la década de 1980.

El Concepto Celular

El concepto celular tuvo su principal avance en la solucién del problema de conges-
tionamiento espectral y capacidad de suscriptores. Este brindé una mayor capacidad
en una localidad limitada del espectro de radio sin adelantos tecnolégicos significativos.
El concepto celular es una idea a nivel de sistema, que reemplaza a un transmisor de
alto poder (celda grande) por varios de bajo poder (celdas pequeias), cada una dando
cobertura a una porcion pequena del drea total de servicio.

Las celdas se caracterizan por su tamafio que es determinado por la potencia del
transmisor de manera especial, ya que lo que se persigue siempre en los sistemas celu-
lares es que la potencia de transmisién sea lo mas baja posible a fin de poder reutilizar
el mayor nimero de frecuencias. La Figura A.5 muestra el diagrama de un sistema
celular, donde el area real de cobertura de un transmisor se llama huella.

El desarrollo de las redes de telefonia celular en los dltimos afios, ha aumentado
la exigencia de “buenas técnicas” de solucién al Problema de Asignacién de Canales
para redes celulares. En redes de radiodifusién y televisién, miles de usuarios reciben
la misma sefial transmitida por una sola antena. En cambio, en las redes de telefonia
celular, una senal es transmitida unicamente entre un transmisor y un receptor. Ain
més, el drea de servicio tiene que ser cubierta con un gran nimero de antenas para
satisfacer la demanda.

Por ejemplo. en un pafs como Holanda, una red de radio o television puede cubrir el
area con menos de una docena de transmisores. En contraste, cerca de dos mil transmi-
sores son necesarios para cubrir la misma drea de servicio de telefonfa mévil; ademds,
con 40 canales disponibles se puede concluir que cada canal debe ser usado varias veces.

16Siglas del inglés, Nippon Telegraph and Telephone corp.
17Siglas del inglés. Nordic Mobile Telephone system.
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Figura A.5: Sistema celular

El trafico en los sistemas celulares es usualmente muy alto para permitir el uso de un
canal para una llamada a la vez; los canales de radio deben ser usados simultaneamente
para mas de una llamada. Esto es conocido como reuso de canal. Reusar el canal
causa interferencia, lo cual se refleja en la degradacién de la calidad de transmisién.
Afortunadamente, la transmisién de bajo poder de teléfonos portétiles (operados con
baterfas), da la oportunidad de incrementar el reuso de canales en la misma drea de
servicio sin interferencia inaceptable.
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Sistemas Celulares Basados en Satélites

En adicién a los sistemas terrestres, los basados en satélites estdn en construccién.
Con tal sistema se hace posible una conexién con un teléfono celular alrededor de todo
el mundo, especialmente en aquellas regiones que no han sido cubiertas por un sistema
terrestre. En contraste con otros sistemas de comunicacién via satélite, los sistemas
telefénicos basados en satélites operan en una érbita terrestre pequena (780Km de
altura), y son llamados sistemas LEQS. Primero, la corta distancia entre la tierra y el
satélite hace posible conectar el sistema con un aparato portatil. Segundo, las sefiales
pueden ser transportadas entre satélites sin el uso de estaciones base en la tierra.

Anédlogamente a los sistemas terrestres, los satélites operan con ciertas frecuen-
cias, que deben ser seleccionadas de tal forma que la interferencia se encuentre en un
rango tolerable. Las frecuencias no solamente son imprescindibles para comunicar los
aparatos, también lo son para establecer la comunicacién entre satélites y estaciones te-
rrestres y, entre satélites mutuamente. En un futuro cercano, los operadores proveeran
un servicio en el cual la comunicacién terrestre y via satélite estén integrados.

Redes Fijas de Telecomunicacién Celular

Una de las aplicaciones més recientes de la comunicacién inaldmbrica es el esta-
blecimiento de las redes fijas de telecomunicacién celular. A diferencia de las redes
celulares méviles, en los sistemas fijos los transmisores ¥ receptores estan localizados
en puntos especificos del drea. También proveen una alternativa atractiva financiera-
mente a la construccién de redes alambradas convencionales en paises en desarrollo,
donde la estructura de una red mévil atin no estd disponible.

Por otro lado, la introduccién de nuevos servicios como la comunicacion de datos
(internet, e-mail) y video-conferencias, provocan una insuficiente capacidad de las redes
alambradas existentes. Las conexiones inalambricas puntuales pueden ser utilizadas
como una alternativa para la extensién de las capacidades de esas redes alambradas, sin
el establecimiento de cables de conexién. Sin embargo, la conexion puntual implica la
mutua vision entre transmisor y receptor, lo cual significa que no debe haber obstéculos
entre ellos. Consecuentemente, los transmisores y receptores tienen que ser instalados
en lugares altos, como azoteas de edificios y cimas de colinas.

I8LEO es una constelacién de satélites de érbita baja.
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L Frecuencia | Abreviacion | Longitud de onda y aplicaciones
3 KHz 100 Km
muy baja VLF navegacion maritima
30 KHz 10 Km
baja LF ayuda de navegacion
300 KHz 1 Km
media MF radio AM, radio maritimo
3 MHz 100 m
alta HF radio de onda corta
30 MHz 10 m
muy alta VHF televisiéon VHF, radio FM
300 MHz | 1 m '
ultraelevada UHF television UHF, telefonia celular,
posicion global
3 GHz 10 em
superelevada SHF comunicacion espacial/satelital,
microondas
30 GHz 1lem
extremadamente alta, EHF radio-astronomia, radar
300 GHz 1 mm

Cuadro A.1: El espectro de radio aplicable en la comunicacién inaldmbrica



Apéndice B
Sistema GSM

El sistema GSM de telefonia mdévil celular debe sus siglas al Group Spéciale Mobile
creado en la década de 1980 con el objeto de definir un sistema de cobertura, paneuropea,
y de naturaleza digital, capaz de dar servicio a un gran nimero de suscriptores v que
pudiera integrarse facilmente en las nuevas redes de telecomunicacién RDSI. Este grupo
inici¢ sus trabajos en el afio 1985 concluyendo la especificacion del sistema en 1991.

Un poco de Historia de GSM

La historia la podemos situar cuando en 1982 en un Congreso de administraciones
de Correos y Telecomunicaciones (CEPT) se tomaron dos decisiones:
Primera: establecer un equipo con el nombre de Groupe Special Mobile, GSM,
que desarrollara un conjunto de estdndares para una futura red celular de
comunicaciones moviles de 4&mbito paneuropeo.
Segunda: recomendar la reserva de dos sub-bandas de frecuencias proximas a
900 Mhz para este sistema.

Estas decisiones fueron tomadas para tratar de solventar los problemas que habian
creado el desarrollo descoordinado de sistemas méviles celulares individualmente en
los diferentes pafses participantes del CEPT y que eran incompatibles.

Dos de estos problemas eran:

® No poder disponer de una misma terminal al pasar de un pais a otro;

e No disponer de un mercado propio suficientemente extenso, lo cual
dificulta una industria europea de sistemas moviles competitiva a
nivel mundial.

En 1984 empieza a surgir otro factor adicional, los sistemas celulares de la primera
generacion, en particular en los paises del norte de Europa experimentan una aceptacién
y penetracién en el mercado extraordinariamente superior a la prevista.
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En 1986 las cifras indicaban la saturacién de la capacidad de estos sistemas para
principio de la década de los 90’s. Ante esto surgi6 la intencién de utilizar parte de las
subbandas de frecuencias destinadas al GSM como ampliacién de las usadas por los
sistemas mdviles celulares de primera generacién, Sistema 900.

En consecuencia la Comisién de la Comunidad Europea emitié una Directiva en la
que reservaban dos subbandas de frecuencias en la banda de 900 Mhz, para el sistema
europeo, que empezaria a funcionar en 1991, pero més pequefias que las recomenda-
das por la CEPT. Asimismo contemplaba que las frecuencias en estas subbandas que
estuvieran siendo utilizadas por sistemas méviles celulares de la primera generacion
(analégicos), deberfan abandonarlas en los siguientes diez anos; es decir, hasta el 2001,
que es la vida que les quedaba a los TMA, analdgicos.

Mientras tanto los miembros del GSM realizaban excelentes progresos en el desa-
rrollo y acuerdo de estédndares.

Se adoptd la decisién de que el sistema serfa digital, en lugar de analégico lo que
redundarfa en mejorar la eficiencia del radio espectro, mejor calidad de transmision,
posibilidades de nuevos servicios y otras mejoras como la seguridad.

También permitiria la utilizacién de tecnologia VLSI, pudiendo fabricar terminales
moviles mds pequefios y baratos; en definitiva el uso de un sistema digital que com-
plementarfa el desarrollo de la Red Digital de Servicios Integrados (RDSI) con la que
GSM deberfa tener un interface.

Se siguieron haciendo progresos y en septiembre de 1987 trece operadores de red
europeos formaron un MoU' para continuar con el proyecto y lanzarlo en julio de 1991.
Esto fue seguido con la invitacién simultdnea hecha en febrero de 1988 a todos los
operadores de red involucrados en el sistema.

Pronto se dieron cuenta de que habfan mds problemas de los previstos. Por lo que
se acordo que se efectuarfa el desarrollo de la especificacién en dos fases. Ademas la
implantacién en términos geograficos vislumbraba que debia realizarse en fases, empe-
zando por ciudades importantes y aeropuertos; se seguirfa con autopistas, calculando
que se tardarian afios en lograr un servicio completo a todo Europa.

En 1988 se inicio una intensa actividad en pruebas de validacién particularmente
en relacion con el interface Radioléctrico. Como resultado se ajustaron ligeramente las
especificaciones GSM y se pudo comprobar que el sistema funcionaba,

No se alcanzé la fecha acordada para julio de 1991 para el lanzamiento comercial
del sistema GSM. A ello contribuyeron el retraso del desarrollo y acuerdo de pruebas
de certificacién, la necesidad de modificar algunas especificaciones GSM ya que la
complejidad técnica del desarrollo de terminales portdtiles se tardé en resolver mas de
lo previsto. Fue en junio de 1992 cuando aparecieron los portatiles.

El servicio comercial del sistema GSM llegé en 1992, si bien el tamafo de las
areas de cobertura y el niimero de usuarios era bastante dispar. Las redes que estaban

'Siglas del Inglés, Memorandum of Understanding
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funcionando se basaban en las especificaciones de la Fase 1 y no todos los servicios
contemplados en la Fase 1 estaban disponibles.

A finales de 1993, el ntimero de operadores que habian firmado el MoU habia au-
mentado de trece a cuarenta y cinco, entre los que estaban la mayor parte del mundo
excepto América del Norte y Japén. Treinta redes GSM estaban en servicio con cerca
de un millén de abonados en todo el mundo.

A finales del 1994 el nimero de miembros del MoU habfa crecido a 102 operadores
de red y Administraciones reguladores de Telecomunicaciones de 60 paises.

El mercado de redes y equipamientos GSM se ha extendido més all4 de las fronteras
de Europa occidental. Europa del Este, la Commomwealth, Oriente, Asia. dfrica y
Oceania son regiones donde existen sistemas GSM operativos. Actualmente la mayor
parte de los firmantes del MoU no pertenecen a paifses europeos. Esta amplitud del
mercado es la razén por la que las siglas GSM han tomado otra acepcién como Global
System for Mobile comunications que es diferente de la original de 1982.

Especificaciones

Fl sistema GSM es un sistema de Telefonfa mévil tanto celular como digital:

= Telefonia maévil. Permite la comunicacién entre usuarios moviles. ‘

= Celular. La zona de cobertura se divide en zonas llamadas celdas a las cuales se |

asigna un nimero de canales de radio o frecuencias. Estas celdas cuentan con una
infraestructura de estaciones base, a cada celda le corresponde una estacién base,
que transmiten con la potencia necesaria para alcanzar toda el drea de cobertura.
La divisién en celdas permite el reuso de frecuencias y el consiguiente aumento de
suscriptores a los que la red puede dar servicio simultdneamente, sin necesidad de
aumentar el grupo de frecuencias contratadas. Cada celda o estacidn base puede
asimismo incluir uno o varios transmisores segiin el volumen de trifico cursado.
Asl, una celda con 3 transmisores podra emitir con 3 frecuencias simultdneamente
y soportar 3 veces més trafico que una celda con un solo transmisor.

= Digital. Dado que supone la solucién méds econémica, sencilla y eficaz para asu-
mir la demanda del mercado e incorporar los diferentes avances tecnoldgicos,
frente a la solucién analdgica empleada por otros sistemas de telefonia mdvil.

En el ano 1993 habia 36 redes GSM en 22 pafses y otros 25 estaban considerando
la posibilidad de implantarlo. Aunque el sistema GSM es un sistema tipicamente
europeo, existen redes GSM operativas en alrededor de 80 paises de todo el mundo.
Con motivo de este desarrollo, se asigné un nuevo termino al acrénimo GSM.

El sistema GSM ofrece importantes ventajas tanto a los operadores como a los
usuarios del sistema. De entre ellas destacan:



142 B SistEMA GSM

e Utilizacidn eficiente del medio de transmisién.

e Mejora en la calidad de la sefial de voz, incluso en condiciones de recepcién
débil de senal y alta interferencia, a pesar de que el uso del codificador
de voz puede provocar ciertas variaciones en el timbre de voz y un retardo
hasta cierto punto apreciable.

e Posibilidad de comunicacién entre distintos paises sin la necesidad de
cambiar de terminal, con el tnico requisito de acuerdos pertinentes
entre los diferentes operadores.

e Aparicién de la SIM del tamafio de una tarjeta de crédito, en donde se
registran los datos del inscrito. Evita también robos y usos fraudulentos.

e Conversaciones seguras por la encriptacién de la informacién en el canal,

e Prestaciones adicionales como la transmisién de datos y fax, y servicios
suplementarios tales como el redireccionamiento de llamada, llamada en
espera, identificacién de llamada entrante, etcétera.

Novedades Introducidas

El sistema GSM permite la conexién con la red conmutada (Telefénica) con la,
RDSI (Red de servicios integrados) y permite ofrecer al usuario teletonia, transmisién
de datos (hasta 9.600 bit/s), faxsimil del grupo III, conexién a sistemas de correo
electrénico (X-400) y envio de mensajes cortos (alfanuméricos) que permite tanto su
envio como su recepcién desde una terminal mévil, leyéndolos en este ultimo caso en
el visor correspondiente.

Ademds, el sistema GSM soporta otras prestaciones adicionales, como: desvio de
llamada, restricciones de llamadas entrantes o salientes, conferencias a tres, llamada
en espera y otras mas.

La terminal a su vez, ofrece prestaciones adicionales como marcacién abreviada,
repeticion del ltimo numero marcado, bloqueo del terminal, entre otros.

El tema de la seguridad ofrece en este servicio novedades importantes respecto a
los actuales (TMA), el uso de tarjeta de usuario para la autentificacién de la validez de
la llamada; encriptado, que facilita una confidencialidad total (voz, datos e identidad
del abonado) e imposibilidad de utilizacién de equipos robados mediante la asignacion
previa de un numero de serie a cada estacién maovil.

En su componente radio se utiliza la banda de frecuencias de 900 Mhz con el método
TDMA, Acceso por multiplexacién en el tiempo, que proporciona ocho frecuencias
telefénicas en una misma portadora y una codificacién de voz a 13 Kbps, destinandose
un octavo de tiempo a cada canal. Esta prevista para un futuro una codificacién de
voz a velocidad mitad, lo que permitiria la utilizacién de 16 frecuencias por portador.
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Estructura del GSM

En lo que se refiere a la estructura bésica del GSM el sistema se organiza como una
red de celdas radioeléctricas continuas que proporcionan cobertura completa al drea de
servicio. Cada celda pertenece a una estacién base, BTS, que opera en un conjunto de
frecuencias de radio diferentes a los usados en las celdas adyacentes y que se encuentran
distribuidas segiin un plan celular.

Un grupo de BTS’s se encuentran conectado a un controlador de estaciones base,
BSC, encargado de aspectos como el handover (traspaso del mévil de una celda a otra)
o el control de potencia de las BTS’s y de los méviles. En consecuencia, el BSC se
encarga del manejo de toda la red de radio y supone una auténtica novedad respecto
a los anteriores sistemas celulares.

Una o varias BSC’s se conectan a una central de conmutacién de moviles, MSC.
Este es el corazén del GSM como responsable de la inicializacién, enrutamiento, control
y finalizacién de las llamadas, asi como de la informacién sobre tarifas. Es también la
interface entre diversas redes GSM o entre una de ellas v las redes publicas de telefonia
o datos. La informacién referente a los abonados se encuentra almacenada en dos
bases de datos que se conocen como registro de posiciones base, HLR, y registro de
posiciones de visitantes, VLR. El primero analiza los niveles de subscripeién, servicios
suplementarios y localizacién actual, o mas reciente de los méviles que pertenecen a
la red local. Asociado al HLR trabaja el centro de autentificacién, AUC, que contiene
la informacién por la que se comprueba la autenticidad de las llamadas con el fin de
evitar los posibles fraudes, la utilizacién de tarjetas de abonado (SIM’s) robadas o el
disfrute del servicio por parte de impagados.

El VLR contiene la informacién sobre los niveles de suscripeion, servicios suplemen-
tarios y red de localizacién para un abonado que se encuentra o al menos se encontraba
recientemente en otra zona visitada. Esta base de datos dispone también de informa-
cion relativa a si el abonado se encuentra activo o no, lo que evita el uso improductivo
de la red, envio de sefiales a una localizacién que se encuentra desconectada.

El registro de identidad de los equipos, EIR, almacena informacién sobre el tipo
de estacién mévil en uso y puede eludir que se realice una llamada cuando se detecte
que ha sido robada, pertenece a algiin modelo no homologado o sufre de algin fallo
susceptible de afectar negativamente a la red.

En cuanto a las comunicaciones en la red, se ha desarrollado un nuevo esquema de
seflalizacion digital. Para la comunicacién entre MSC’s y registros de posicién se utiliza
la parte de aplicacién para méviles del Sistema de Senalizacién nimero 7 del CCITT,
férmula casi imprescindible para la operacién de redes GSM a nivel internacional.

Entre las diversas entidades de la red se encuentran definidos interfaces estandar
que aseguren un método comtin de acceso para todos los méviles, tanto los de diferentes
paises como los de diferentes suministradores.
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Arquitectura Funcional del GSM

La norma GSM tnicamente especifica entidades funcionales e interfaces normali-
zadas. Con ello se consigue la utilizacién de cualquier sistema por cualquier estacion
mévil, aunque no pertenezcan al mismo suministrador, y la interconexién de equipos
de distintos suministradores a través de los interfaces normalizadas, evitando influir
de forma excesiva sobre los desarrollos particulares de cada uno de los fabricantes de
equipos.

Elementos del sistema GSM

La Estacion mévil y el Mddulo de identificacién de usuario son los elementos fun-
damentales del subsistema GSM.
I. Estacion Mdévil, MS.
Una estacién mévil se compone funcionalmente de dos partes: El Equipo Terminal y

la Terminal Mdévil.
1. El equipo terminal, ET.- Este equipo realiza funciones semejantes a las de una

terminal RDSI y realiza las siguientes funciones:

- Transmisién radio; - Codificacién de voz.
- Proteccion de errores: - Control del flujo de datos de usuario;
- Gestion de movilidad; - Soporte de terminales multiples;

- Gestion de frecuencias de transmisién radio;

- Capacidad de la terminal, incluyendo la interfaz hombre-médquina;

- Adaptacién de velocidad de datos de usuario y velocidad del canal.
2. La terminal mévil, TM.- Hay tres tipos de TM:

- TMO: Realiza las funciones anteriormente mencionadas,

sin incluir ninguna interface.
- TM1: Incluye ademds una interfaz RDSI.
- TM2: Incluye ademsés interfaces CCITT series X y V.

Utilizando estos tres tipos de TM se pueden establecer las configuraciones nece-
sarias para acceder al sistema GSM.

Una estacién mévil puede ademds clasificarse en distintos tipos segin varias
caracteristicas:

a) Por su utilizacién:
Equipo mévil. Equipo portétil. Equipo transportable.

b) Por la potencia de salida:
Clase 1. 20 w - Mévil y transportable. Clase 4. 2 w - Port4til.
Clase 2. 8 w - Vehiculo y transportable. Clase 3. 5 w - Portatil.
Clase 5. 0.8 W - Portétil.
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Las caracteristicas de las estaciones méviles se clasifican en tres tipos bésicos y
uno adicional:

1. Caracteristicas Bésicas obligatorias de la estacién mdévil:
Visualizacion del numero llamado;
Indicacién de sefales de progreso de la llamada;
Indicacién de pais/sistema; Indicador de servicio.
Gestion de la identidad de suscripcién (SIM);
Indicador de PIN (clave de acceso) no valido;
Identidad internacional de equipo de estacién mévil (IMEI);

2. Caracteristicas basicas opcionales:
Indicacion y reconocimiento de mensajes cortos;
Indicacién de saturacién de memoria para mensajes cortos;
Interfaz para equipo terminal de datos;
Interfaz para terminal RDSI;
Funcién de acceso internacional (tecla + );
Conmutador encendido/apagado;
Interfaz analdgica; Auto prueba. |

3. Caracteristicas suplementarias:
Aviso de tarifas; Control de servicios suplementarios. |

4. Caracteristicas adicionales:
Marcacion abreviada; Limitacién de llamada a ntiimeros fijos:
Operacién manos libres; Repeticion del dltimo numero marcado;
Restriccidn de todas las llamadas salientes:
Bloqueo electrénico de la terminal;
Indicador de calidad de recepcién;
Indicador de unidades de tarifas;
Estacién moévil multi-usuario.

IT. Médulo de identificacién del usuario, SIM

Para que una estaciéon mévil GSM pueda funcionar necesita tener introducido el médulo
de identificacién del usuario. Existen dos tipos distintos de modulo de identificacidn
del usuario:

= Una tarjeta inteligente que puede ser retirada de la estacién mévil cuando el
usuario termina de utilizarla.

= Un mddulo que es incorporado dentro de la estacién movil, con el fin de estar
instalado permanentemente, aunque siempre serfa posible retirarlo abriendo la
carcaza de la estacién mévil. Este médulo es el que contiene toda la informacion
necesaria para realizar la funcién de autentificacién del usuario, ademds de otras
informaciones necesarias para el sistema.
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El SIM debe contener la siguiente informacién:
- Ntmero de serie;
- Estado del SIM (bloqueado o desbloqueado);
- Clave del algoritmo de autentificacién:
- Algoritmo de Autentificacién (A3);
- Identificacién internacional del usuario mévil (MSI);
- Identificacién temporal del usuario mévil (TMSI);
- Algoritmo de generacién de claves de cifrado (A8);
- Clave del algoritmo de cifrado de sefializacién y datos (A5);
- Nimero de secuencia de la clave del algoritmo de cifrado;
- Clase de control de acceso del usuario.

Sistema de Estacién Base, BSS

Es la entidad responsable del establecimiento de las comunicaciones con las estacio-
nes moviles que se encuentran dentro de su drea de influencia. Esta drea de influencia
puede ser constituida por una o més celdas radio cada una de ellas con una estacién
base. Hay ocho clases de estaciones base en funcién de la potencia que van desde los
320 W a 2.5 w.

Un sistema de estacién base estd constituido por un controlador de estacién base
BSC del que dependen una o més estaciones base BTS.

Una estaciéon base estd constituida por un conjunto de transceptores, TRX, que
cubren la misma drea. La estacién base incluye ademéas de los tranceptores un maédulo
que realiza la funcién de control comiin de estos transceptores (FCC). Tomando como
base esta estructura existen dos tipos de sistemas de estacién base:

= El sistema de estacién integrado donde el BSC y una BTS estan integrados en
un mismo equipo.

= El sistema de estacién base separado donde el BSC es una entidad distinta de
las estaciones base, a las que se conecta mediante una interfaz normalizada,
denominado interfaz A-bis. Esta tltima estructura, es la mds general.

El transcodificador es un elemento que pertenece funcionalmente al BSS pero que
puede estar situado fisicamente en la BTS, en el BSC o externo al BSS, junto a la
central de conmutacién mévil. La funcién de transcodificador es convertir la velocidad
neta utilizada en las frecuencias radio, inferior a 16 kb /s, a la velocidad normalmente
utilizada en la red fija, que es de 64 kbit /s.

El que esta conversién no se realice hasta el final posibilita que se puedan multiple-
xar 4 frecuencias de 16 kbit /s en uno de 64 kbit /s ahorrando capacidad de transmision,
en el interfaz entre la BTS y el BSC y en el interface entre el BSC y la central de con-
mutacién, Interface A.
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A partir de los tipos bésicos anteriormente definidos pueden distinguirse 7 estruc-
turas finales distintas, teniendo en cuenta ademés la situacidén del transcodificador, y
la utilizacién de submultiplexacién en el interface A-bis, BSS del 1 al 7.

Ademés de esta clasificacién existen otras caracteristicas funcionales, opcionales

dentro de la especificacién GSM, que determinan dentro de cada uno de estos tipos

diferentes sistemas de estacién base. Hay unas caracteristicas funcionales que son fun-

damentales, funcién de salto de frecuencia, SLF, funcién de control de potencia, CP, y

la funcién de transmisién discontinua, TXD.

La interconexién del BSS con las demés entidades del sisterma GSM se define uti-
lizando un modelo basado en el modelo de interconexién de Sistemas Abiertos, OSI,
recogido en las recomendaciones CCITT X200 vy X210.

Dentro de cada capa estén las entidades. Las entidades de distintos sistemas que
pertenecen a la misma capa, pueden intercambiar informacién entre si.

Las entidades de un mismo sistema situadas en capas adyacentes interactiian entre
ellas a través de su frontera comutn. De esta forma, las capas inferiores prestan sus
servicios a las capas superiores.

Todos los sistemas del BSS: El interface radio, la interfaz A y la interface A-bis se

han definido utilizando un modelo de tres capas:

La Capa 1: coincide con la capa inferior del modelo O8I, y soporta todas las funciones |
necesarias para la transmisién de una secuencia de bits sobre un canal establecido |
en un medio fisico de transmisién. |

La Capa 2: es la capa de enlace de datos, y tiene como mision permitir el intercambio
de tramas de informacion entre dos entidades conectadas a través de un medio
fisico.

La Capa 3: en realidad comprende las capas 3 a 7 del modelo OSI, llegando por lo
tanto hasta definir la naturaleza de la comunicacién requerida para satisfacer las
necesidades de los usuarios de la comunicacién.

Para definir totalmente la interconexién del sistema, ademads de esa estructura de
capas es necesario también utilizar funciones de gestién del sistema. Estas funciones
pueden incluir funciones que son comunes a varias capas.

Funciones del BSC:
- Gestién de frecuencias radio; - Control de potencia en el mévil:
- Control de potencia en la BSS;
- Gestién de frecuencias en el enlace BSC-MSC;
- Configuracién de las frecuencias radio, recibe del OMC;
- Gestion de secuencias de salto de frecuencia (BSC,OMC).
¢stas son enviadas por el BSC hacia el BTS;
- Seleccién de canal, supervisién del enlace y liberacién de canal;
- Determinacién del nivel de potencia necesario en el movil;
- Determinacién de la necesidad de realizar cambio de canal.
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Funciones de la BTS:
- Gestién de frecuencias radio;
- Supervisién de frecuencias libres y envio de informacién de estos hacia la BSC;
- Temporizacién de bloques BCCH/CCCH. Edicién de mensajes de aviso;
- Deteccidn de accesos al sistema por parte de méviles;
- Codificacién y entrelazado para proteccién de errores;
- Determinacién del avance de temporizacion;
- Medidas de intensidad de campo y calidad de las sefiales recibidas de los moviles;
- Recepcién de medidas enviadas por los méviles sobre condiciones de intensidad
y calidad;
- Opcionalmente la BTS puede realizar un pre-procesamiento;
- Construccién de mensajes de aviso a partir de la informacién recibida;
- Deteccidn de acceso por traspaso de un mévil;
- Comprobacién de la identificacion de referencia del traspaso;
- Encriptacion de la informacién de sefializacién v trifico.

Central de Conmutacién Mévil, MSC

Estd encargada de todas las funciones de conmutacién para las estaciones méviles
situadas en su drea de influencia, drea MSC. Las principales diferencias de esta central
respecto a una central de la red fija, consisten en que ésta debe tener también en cuenta
el impacto de las funciones de asignacién de los recursos radio y la naturaleza mavil
de los usuarios. Por lo tanto, este tipo de central implementa ciertos procedimientos
adicionales a los de una de red fija, como lo es la actualizacién de la posicion de las
estaciones maéviles y lo que tiene que ver con las funciones de traspaso de llamadas en
curso, cuando los méviles se van desplazando entre las celadas de la red mévil.

Central de Conmutacién Mévil de Cabecera, MSCC

Es una central utilizada para dirigir hacia ella las llamadas originadas en la red
fija. Se encarga de interrogar al HLR, adecuado para conocer la posicion del mévil al
que va dirigida la llamada y encaminar la llamada hacia la central de conmutacién
movil correspondiente. La eleccién de las centrales de conmutacién mévil que van a ser
ademds centrales de cabecera depende de la organizacién de la red mévil. El sistermna
GSM introduce, respecto a los sistemas analogicos de segunda generacién, una mayor
descentralizacién de las funciones de la central de conmutacién movil, pasando parte
de ellas a ser realizadas dentro de los propios sistemas de estacién base. De esta forma
se consigue descargar de trabajo a la central de conmutacién y agilizar en muchos casos
algunos procedimientos caracteristicos de una red movil, como puede ser por ejemplo
el traspaso de las llamadas en curso, al pasar el mévil de una a otra celda.
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Unidad de Interfuncionamiento, UI

Es una entidad funcional asociada con la central de conmutacién mévil. Esta unidad
es la encargada de proporcionar la funcionalidad necesaria para permitir el interfuncio-
namiento del sistema GSM con las redes fijas (RDSI, RTC, y RTPCP). Las funciones
incluidas en esta unidad dependen por lo tanto de los servicios que se implementen y
de las redes fijas a las que se conecten. Su principal cometido es convertir los protocolos
utilizados en el sistema GSM a los utilizados en las redes fijas.

Registro de Posicién Base, HLR

Es una base de datos cuya misién es la gestién de los usuarios méviles. Una red
GSM puede tener uno o varios HLR, dependiendo del niimero de usuarios moviles, de
la capacidad del equipo y de la organizacién de la red.

El HLR almacena dos tipos de informacién:

= La informacién de suscripcién de los usuarios:

= La informacién de localizacién de los abonados, permitiendo de esta forma la
funcién de seguimiento es decir la actualizacién automatica de la posicién del
movil para que se le pueda encaminar las llamadas que reciba.

Todas las funciones de administracién de los abonados se realizan sobre esta base
de datos. La informacién de suscripcién de un abonado consta de los siguientes pasos:

1. Dos ntmeros de identificacién;

b

El identificativo internacional de la estacién mévil IMSI;
El numero RDSI internacional de la estacién MSISDN 2
Servicios portadores y teleservicios que el usuario puede usar;

Restricciones de servicios por ejemplo limitacién de seguimiento;

SRS A

Servicios suplementarios que el usuario puede usar y las tablas de par metros
necesarios para dichos servicios;

7. Caracteristicas del equipo mévil utilizado por el usuario.

Centro de Autenticacién, AUC

Es una base de datos, con la misién de controlar a los méviles que se encuentran en
su region o drea de influencia. Este area de influencia puede comprender una o varias
MSC. Cuando una estacién mévil aparece en un drea de localizacién lo primero que
hace es iniciar un proceso de registro comunicando a la MSC local su identidad. La
MSC comunica este registro hacia su Registro de Posicién Visitado. Si el mévil no
estaba ya registrado en otra drea de localizacién dependiente también del mismo VLR
es necesario enviar también esta informacién hacia el HLR del movil, para indicarle
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que actualice su posicién y encamine las llamadas recibidas hacia el drea donde se
encuentra actualmente el mévil.

El VRL contiene también la informacién necesaria para gestionar las llamadas
originadas o recibidas por los méviles registrados en su base de datos. Esta informacién
incluye los siguientes elementos:

= El identificador internacional de la estacién mévil (IMSI);
= El nimero RDSI internacional de la estacién mévil (MSISDN I

= El identificador temporal.

El subsistema radio.

El subsistema radio, que constituye el enlace fisico entre las estaciones méviles y la
red fija, estd formado por una serie de canales. El sistema GSM emplea una modulacién
multiplexada en tiempo y frecuencia. De esta forma, una celda puede transmitir di-
versas frecuencias (llamadas portadoras) simultdneamente. Cada frecuencia portadora
puede soportar ademés distintos canales (en general dedicados al trafico de llamadas)
gracias a la multiplexacién en tiempo, dividiéndose cada trama en 8 ranuras o seg-
mentos de tramas, correspondientes con otros tantos canales logicos, generalmente 1
de control y 7 de tréfico por cada portadora, o bien 8 de tréfico si otra de las frecuen-
cias portadoras de la misma celda ya contiene un canal de control. El estdndar GSM
distingue los canales de usuario, que cursan y gestionan las llamadas, de los canales de
control propiamente dichos, segiin la jerarquia siguiente:

= Canales de usuario:
Canal de trafico.
Canales de control, asociados durante la comunicacidn.
Lento: Control de potencia, medidas, avance temporal.
Répido: Informacién de traspaso.

e Canales de control:
Difusién: Base-Moviles.
Acceso: Base-Moviles-Dedicados.

Como se menciond, los canales de usuario ocupan las ranuras no destinadas a los
canales de control, apareciendo éstos como méximo 1 vez por trama y por tanto quedan
7 u 8 ranuras de una trama destinadas al tréfico y al control de tréfico segun el siguiente
esquema:

= Los canales de trafico soportan la transmisién de la informacién de voz y datos
en forma de réafagas.
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= Los canales de control asociados aparecen una vez que se ha establecido la comu-
nicacion y son propios del usuario. Se distinguen dos tipos de canales de control
asociado:
Lentos: Transportan informacién de control de potencia, la estacién base in-
forma al mévil si ha de aumentar o disminuir la potencia transmitida, y
medidas de potencia del mévil a la estacién base para que ésta decida el

control de potencia e informacién de avance temporal.
Rapidos: Transmiten la informacién de traspaso cuando el usuario se traslada,

de una celda a otra, que debe transferirse al mévil antes de que se inte-
rrumpa la comunicacién. Por este motivo la transmisién se lleva a cabo
sobre un canal de tréfico, pudiendo producirse una ligera degradacion de la
transmision.

Por otra parte, los canales de control son comunes a todos los usuarios de una celda
siendo utilizados en los pasos previos al establecimiento de la llamada. Estos canales,
que han de estar presentes en todas las celdas de la red ocupan normalmente una sola
ranura de una de las portadoras de la celda, respondiendo a la siguiente jerarquia:

= Los canales de difusién se transmiten en el enlace descendente. de la estacién base
a la terminal mévil y proporcionan distintos tipos de informacion: configuracién
del sistema, frecuencia portadora de la estacién base que permite sintonizar el
movil, frecuencias con canal de control, sincronizacién con la trama de la estacion
base, entre otros.

= Los canales de acceso son canales ascendentes o de subida, es decir, van del
movil a la estacién base, que, al ser comunes a todos los usuarios, requieren la
presencia de un mecanismo de acceso al medio. Entre otras funciones, controlan
las peticiones de llamadas de los usuarios.

= Finalmente, se encuentran los canales de control dedicados, destinados a trans-
mitir informacién de control entre la red y el mévil con funciones especificas.
como el intercambio de datos de usuario entre la estacién base y el movil antes
de realizarse la comunicacién.

Reduccion del nivel de interferencias.

Como todo sistema de telefonfa celular, GSM permite el reuso de frecuencias de
diferentes estaciones base con el objeto de aumentar la, capacidad de trafico de la red.
Esta reutilizacién conlleva, sin embargo, la posible aparicién de interferencias entre
celdas. De este modo, junto al disefio de una planificacién de frecuencias adecuada,
para determinar cuédl debe ser la distancia de reuso entre celdas y la utilizacién de
una modulacién robusta, el estdndar GSM incorpora tres mecanismos para compensar
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los efectos de las interferencias, siendo decisién de la operadora incluirlos o no en su
servicio:

1. Control de potencia: permite modificar dentro de un cierto rango la potencia
transmitida en ambas direcciones, de mévil a base y viceversa. En GSM se aplica
un control de potencia, independiente en ambas direcciones. en funcién de los
niveles de recepcién medidos por la estacién base y la terminal mévil,

2. Transmisién discontinua: detenta la existencia de silencios en la comunicacién e
inhibe la transmisién radio durante este tiempo (aproximadamente el 50 % del
tiempo de una llamada nos encontramos en la escucha) para no interferir en
celdas contiguas.

3. Conmutacién de Frecuencia (frequency hopping), (FH): varia la frecuencia porta-
dora de transmision, de una trama a otra.

A pesar de que un operador suele contratar un nimero fijo de frecuencias, es posible
encontrar diserios frecuenciales GSM en rangos de distinta amplitud, en el sentido
no sélo de que el nimero de frecuencias empleadas en cada celda sea distinto de un
diseno a otro, sino de que el propio nimero de frecuencias disponibles por la red pueda
variar significativamente. La planificacién frecuencial se puede llevar a cabo de forma
segmentada, dividiendo el drea de cobertura, sea una regién, un area metropolitana o
una ciudad de dimensiones variables.



Apéndice C
Algoritmos

Los algoritmos son una parte central de todas las dreas de las ciencias de la compu-
tacién y, de hecho, forma parte relevante de casi todas las ciencias, de los negocios y
de la tecnologia.

La naturaleza de un algoritmo se logra apreciar generalmente en todas aquellas
disciplinas que se benefician del uso de computadoras. La computadora no solamente
es una maquina que puede realizar procesos para darnos resultados, sin que tengamos
la nocién exacta de las operaciones que realiza para llegar a ellos.

Con la computadora, ademds de lo anterior, también podemos disefiar soluciones
a la medida de problemas especificos. Sobre todo, si estos involucran operaciones ma-
temdticas repetitivas, o que requieren del manejo de un volumen muy grande de datos.

El diseno de soluciones a la medida de nuestros problemas requiere, como en otras
disciplinas, una metodologfa que nos ensefie de manera gradual la forma de llegar a
las soluciones. Una forma de obtener soluciones, a través de las computadoras son los
programas, que no son mas que una serie de operaciones que realiza la computadora
para llegar a un resultado, con un grupo de datos especificos.

Lo anterior nos lleva al razonamiento de que un programa nos sirve para solucionar
un problema especifico. Para poder realizar programas, ademés de conocer la metodo-
logia mencionada, también debemos de conocer, de manera, especifica las funciones que
puede realizar la computadora y las formas en que se pueden manejar los elementos
que hay en la misma.

Un algoritmo es una secuencia finita de pasos, que resuelve un problema en un
tiempo finito (que termina en un nimero finito de operaciones). Un algoritmo tiene las
siguientes caracteristicas:

1. ‘Trabaja a partir de datos, aunque ocasionalmente podria no recibir entradas.

2. Produce como salida un resultado que corresponde a la solucién del problema; o
bien termina indicando que no existe tal.

3. Secuencia Finita de pasos. El algoritmo define una secuencia de pasos, bien de-
finidos, cuya ejecucién transforma a la entrada en la salida.
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4. Correctez. El algoritmo debe terminar y garantizar la solucién para cualquier
ejemplar del problema.

El propésito del anélisis de Algoritmos es predecir el comportamiento de los algo-
ritmos sin implantarlos en mdquina alguna [37]. Ademds es mucho més conveniente
tener medidas sencillas para la eficiencia de un algoritmo que implantarlo y probar
su eficiencia cada vez con pardmetros especificos para sistemas diferentes. Tradicio-
nalmente, el tiempo de ejecucién de un algoritmo depende del tiempo de ejecucién y
tamaino de memoria utilizado.

Analisis de Algoritmos

El tiempo necesario para ejecutar un algoritmo resulta ser una funcién que depende
generalmente de la cantidad de datos a procesar; mayor cantidad de datos significa més
tiempo de ejecucién. El valor exacto de esta funcién depende de varios factores, tales
como la velocidad de la maquina. Asi el resultado del anslisis debe indicar cuinto
tarda el algoritmo en cuestién, en tiempo de ejecucion, para una entrada particular.

Dado que el niimero de entradas potenciales es enorme y que seguramente dos algo-
ritmos tendrdn comportamiento diferente para entradas distintas, debemos considerar
una métrica para la entrada, como su tamafio, y entonces hacer un andlisis referente a
este tamano.

Por otro lado, los algoritmos no se comportan de manera similar para todas las
entradas del mismo tamafio, pero es imposible analizar todas las entradas del mismo
tamano para todos los algoritmos. En lugar de esto, podemos comparar el desempeno
de algoritmos diferentes que resuelvan el mismo problema. De esta manera, jcomo
elegimos un indicador?

Elegir la mejor entrada usualmente no es muy representativo, porque represen-
ta una solucién trivial. El caso esperado es una buena eleccion, pero algunas veces
sera muy dificil obtener una medida eficiente, pues la esperanza del tiempo de ejecucion
dependerd de pardmetros diferentes o de la forma como estdn organizados los datos.
Finalmente, el cdlculo del tiempo de ejecucién, usando la peor entrada como indicador
es muy usual, aunque represente un analisis pesimista.

Para un programa fijo, ejecutdndose en una computadora, podemos dibujar la grafi-
ca que representa la funcién del tiempo de ejecucién. La Figura C.1 muestra una grafica
sobre cuatro programas, donde las curvas representan 4 funciones tipicas en el andlisis
de algoritmos: lineal, nlogn, cuadrdtica y cibica. El tamafio de la entrada n varia de
1 a 100 elementos y los tiempos de ejecucién asociados varian de 0 a 10 milisegundos.
La Figura C.2 muestra los tiempos de ejecucién para los mismos programas, pero con
tamanos de entrada mayores.
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Figura C.1: Tiempos de ejecucién para tamaifios de entrada pequenos.

Para valores pequefios de n, por ejemplo aquellos menores a 35, en la Figura C.1
mostramos que hay puntos para los cuales una curva es inicialmente mejor que otra,
aunque esto deja de ser cierto cuando la entrada n se hace “suficientemente’ grande.
Para tamanos de entradas pequefios, es dificil comparar las funciones. Por ejemplo,
consideremos la funcién f(n) = n + 2500, es mayor que n? cuando 7 es menor que
90, pero a partir de este punto la funcién lineal serd siempre menor que la funcién
cuadratica y la constante pierde importancia.

Otro punto importante es que para tamafios pequenos de entrada los tiempos de
ejecucion son insignificantes y cominmente no tenemos que preocuparnos por ellos.

La Figura C.2 muestra mayores diferencias entre las curvas de la primera figura,
cuando el tamafio de la entrada es grande. Un algoritmo resuelve un problema de
famano 10,000 en una fraccién de segundo mientras que el algoritmo nlogn utiliza
aproximadamente diez veces este tiempo.

La caracteristica mds notoria de estas curvas es que los algoritmos cuadraticos y
ctibicos no pueden competir con los restantes para tamafios de entrada razonablemente
grandes. El cuadro C.1 ordena de manera creciente distintas funciones que describen
comunmente el tiempo de ejecucién de los algoritmos.
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Figura C.2: Tiempos de ejecucién para tamanos de entrada mayores.

Notacion asintdética.

Una vez que revisamos las ideas bésicas del anglisis de algoritmos, podemos dar un
enfoque més formal para la notacién de las diferentes funciones de crecimiento.

Definicién 10 Notacién O. Decimos que f(n) es de orden de g(n), denotado
f(n) € O(g(n)), si existen ¢ > 0 y o tales que: f(n) <c:g(n) Vn > n,.

La notacién O representa una cota superior para el tiempo de ejecucién del algo-
ritmo, garantizando que no se va a tardar més, para n suficientemente grande. Esta
notacion es similar a la relacién menor o igual, con respecto al crecimiento de funciones,
es decir, que f no crece mds rdpido que g.

Definicién 11 Notacidn ) . Decimos que f(n) € Q(g(n)) si existen ¢ > 0 y ny tales
que: f(n) > c-g(n) Yn > ny.

Esta notacién es similar a la relacién mayor o igual, es decir, una funcién no crece
mas lento que otra.

Definicién 12 Notacion ©. Decimos que f(n) € ©(g(n)) si y sélo si:
f(n) € O(g(n)) v f(n) € Q(g(n)).
Utilizamos esta notacién para indicar que las dos funciones tienen un indice de
crecimiento similar. © representa una categoria de orden.
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| Funcién || Nombre 7

c Constante
log n Logaritmica,
n Lineal
nlog(n) | nlogn
n? Cuadratica
nd Cubica

B" Exponencial

Cuadro C.1: Funciones de indice de crecimiento.,

Definicién 13 Notacidn o. Decimos que f(n) es o pequefia de g(n), denotado f(n) €
o(g(n)), si para toda ¢ > 0 existe no > 0 tales que: 0 < f(n) < c-g(n) Vn > ny.

La notacién o es similar al menor estricto, es decir, una funcién crece estrictamente
maés lento que otra.

Definicién 14 Notacidn w. Decimos que f(n) € w(g(n)) si para toda ¢ > 0 existe
ng > 0 tales que: 0 < c- g(n) < f(n) VYn > ny.

La notacién w es similar al mayor estricto, es decir, una funcién crece estrictamente
més rapido que otra.

Generalmente utilizaremos la notacién O para representar el indice de crecimiento
de una funcién, asi el tiempo de ejecucion de un algoritmo cuadrdtico se describe
como O(n?). La notacién O nos permite establecer un orden relativo entre funciones,
comparando los términos dominantes. También hay que notar que lo que se busca
siempre es dar cotas lo mds ajustadas posibles.

El Cuadro C.2 muestra algunos ejemplos Categorias de orden de complejidad y el
nombre que se les asocia.

| Categorfa | Nombre |

©(1) Constante
O(log n) Logaritmico
©(n) Lineal
O(nlogn) | nlog(n)
©(n?) Cuadrética
O(n?) Chibica
e(2") Exponencial

Cuadro C.2: Categorias de orden de complejidad.
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Los distintos érdenes de complejidad, en las diferentes notaciones, particionan a las
funciones en clases de equivalencia, una por cada orden de complejidad. Listamos a
continuacion varias propiedades que preservan estas clases:

- 9(n) € O(f(n)) <= f(n) e Qg(n))

2.k € N, f(n)€O0(g(n)) <= k-f(n)e O(g(n))
- 9(n) € ©(f(n)) <= f(n) € O(g(n))

4. 85ib>1, a>1, log, n € O(log, n)

5. 85i0<a<b, a" € o(m)

6.V 0<a, a" € o(n)

[

(4]

Problemas P, NP y NP-Completos

Este material estd basado en el libro Compared to what?: an introduction to the
analysis of algorithms, de Gregory J. E. Rawlins [43].
Las Ciencias de la Computacién tratan problemas de complejidad computacional,
es decir, estudian los costos de computo necesarios para resolver un problema, hablan-
do en términos de recursos computacionales, fundamentalmente memoria, espacio de |
almacenamiento y tiempo de computo. La teorfa de complejidad se restringe a trabajar |
con problemas de decisién, cuya su solucién corresponde a una respuesta Si o NO. i
Cuando nos enfrentamos a un problema concreto, habrd una serie de algoritmos |
aplicables. Se suele decir que el orden de complejidad de un problema es el del mejor
algoritmo que se conozca para resolverlo. Asi se clasifican los problemas, y se realizan
los estudios sobre algoritmos que se aplican en el mundo real. Estos estudios nos indi-
can que existen problemas muy dificiles y problemas que no son computacionalmente
tratables.
{Cémo identificamos los problemas que se pueden resolver? Empecemos por definir
el concepto problema.

Definicién 15 Problema. Es una cuestién a resolver, que generalmente posee pa-
ramétros o entradas.

Después de definir un problema, debemos decidir como tratarlos para resolverlos.
El siguiente es un plan general que podemos seguir:

1. Primero construimos o elegimos un modelo abstracto, de manera que podamos
decidir entre diferentes soluciones. Cada solucién debe tener alguna medida para
evaluar la dificultad de implementar dicha solucién, Por ejemplo, la cantidad de
memoria, el acceso a disco, el ntimero de comparaciones o el de asignaciones.
A este modelo se le conoce como modelo de cémputo y no es otra cosa que un
conjunto de suposiciones que se asumen acerca de una méquina (virtual o real)
sobre la cual serd ejecutado el algoritmo.
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2. Después diseniamos un algoritmo que resuelva el problema, teniendo en cuenta el
modelo elegido. Este algoritmo es una manera de resolver el problema y debe ser
suficientemente claro para que pueda efectuarse en una computadora.,

3. Finalmente, comparamos las cotas méxima, y minima para comprobar si la solu-
cion es buena, para el problema particular. De no ser asi, tratamos de redisefiar el
algoritmo para obtener mejores cotas. Si esto no funciona, entonces redisefiamos
el modelo.

Clasificacién de problemas.

Los problemas computacionales se pueden clasificar segun los requerimientos y
segun la complejidad.
En términos de los requerimientos, existen seis problemas computacionales:

. Bisqueda de datos: Encontrar una X en la entrada que satisface la propiedad Y.
. Estructura: Transformar la entrada para satisfacer la propiedad Y.

. Construccién: Construir una X que satisface la propiedad Y.

1
2
3
4. Optimizacién: Encontrar la mejor X que satisface la propiedad Y.
9. Decisién: Decidir cudndo la entrada satisface la propiedad Y.

6

. Adaptivos: Mantener la propiedad Y todo el tiempo.

También podemos clasificar los problemas segin la complejidad. Existen cuatro
categorias de problemas dificiles:

1. Conceptualmente dificil. No se tienen algoritmos para resolver estos problemas,
porque éstos no se entienden lo suficiente para disefiar un modelo o un algoritmo.
Muchos de estos problemas se tratan en el 4rea de Inteligencia Artificial.

2. Analiticamente dificil. Se tiene un algoritmo para resolver este problema, pero no
se sabe cémo analizarlo, es decir, no se sabe cugnto tiempo tomard para resolver
cada ejemplar.

3. Computacionalmente dificiles. Existe un algoritmo y su anélisis, pero tal anslisis
sugiere que para ejemplares de problemas relativamente pequernos, tardaria va-
rios anos enresolverse.

Estos problemas se dividen en dos grupos: problemas que se sabe son compu-
tacionalmente dificiles y problemas que se sospecha lo son.

4. Computacionalmente sin solucién. No se tiene un algoritmo para resolver este pro-
blema porque tal algoritmo no se puede disenar.
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Todavia quedan por resolver algunas preguntas: ;Hay problemas mucho més difici-
les que otros? De ser asi, jcudles? ;Qué tan dificiles son estos problemas? Finalmente,
si resultan ser mucho més dificiles, ¢qué podemos hacer?

Primero consideremos que, actualmente, nombramos a un problema como factible
o eficiente si tiene una solucidén con costo polinomial, pero ;por qué polinomial? He
aqui algunas razones:

= Los Polinomios son cerrados bajo composicién y suma. Si tenemos dos algoritmos
factibles podemos usar uno como subrutina del otro y obtendremos un algoritmo
factible, esto significa que es cerrado bajo composicién. Por otra parte, si eje-
cutamos uno después del otro, también obtenemos un algoritmo factible, lo que
indica que es cerrado bajo suma.

= Todas las computadoras de secuencia digital estan relacionadas polinomialmente.
Si en una mdquina podemos resolver un problema en un tiempo f(n), podremos
resolverlo en el mismo tiempo polinomial f(n) en otra maquina. Si un problema
tiene una solucién polinomial en cualquier computadora digital actual, entonces
este problema tendrd una solucién polinomial en cualquier otra computadora
digital. Esto hace més sencillo nombrar a un problema como polinomial, inde-
pendientemente de la maquina en el que se ejecute.

= Por lo general, un algoritmo polinomial hard una, cantidad considerable de
trabajo. Si un algoritmo es exponencial, entonces serd factible sélo para en-
tradas pequenas.

Problemas NP.

En la seccion anterior revisamos por qué preferimos tener algoritmos polinomiales.
A continuacién formalizamos la idea de que un problema con solucién polinomial es
fdcil y uno donde cada solucién crece més répido que cualquiera polinomial es dificil.

Definicién 16 Polinomialmente transformable. Decimos que un problema P es
polinomialmente transformable a un problema P, si podemos transformar
cualquier entrada de P, en un ejemplar de P en un tiempo polinomial.

De esta manera, podemos resolver cualquier ejemplar de P, transforméndolo, en
tiempo polinomial, en un ejemplar de P, y asi resolvemos el ejemplar de P, Entonces,
tenemos que si /% es facil, entonces P, es ficil. Pero si Py es difil, no podemos decir
que Py es dificil, ya que podria existir otra manera, de resolver P, aunque si podemos
asegurar que F; no es mds dificil que P,.

Para demostrar que P; es polinomialmente transformable en P, tenemos que en-
contrar un algoritmo de tiempo polinomial que transtorma cualquier ejemplar de P,
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en un ejemplar de P,. Si se puede hacer esta transformacion, entonces éstos dos pro-
blemas son polinomialmente equivalentes. Y esto se cumple, atin sin considerar si
son faciles o diffciles.

Se dice que los problemas que se resuelven en tiempo polinomial estdn en la clase
P. Diremos que un problema es computacionalmente dificil si no esta en P, es decir,
si este problema no tiene una solucién de tiempo polinomial.

Existe una clase que contiene la clase P. Estos problemas son No-deterministicos
de tiempo polinomial. Algunos de estos problemas pueden caracterizarse por el hecho
de que puede aplicarse un algoritmo polinomial para comprobar si una posible solucién
es vdlida o no. Esta caracteristica lleva a un método de resolucién no determinista,
que consiste en aplicar heuristicas para obtener soluciones que se van aceptando o
rechazando.

La clase de estos problemas se le llama NP. La clase P es un subconjunto de
NP, ya que un algoritmo deterministico en P puede plantearse como un algoritmo no
deterministico que cuenta con una solucién polinomial.

Definicién 17 Problema N P—dificil. Un problema X es llamado un problema
N P—dificil, si cada problema en NP es polinomialmente reducible a X .

Definicion 18 Problema N P-Completo. Un problema X es lamado Problema
NP—Completo si: 1. X pertenece a NP. 2. X es NP—dificil.

Lema 24 Un problema X es un problema N P— Completo si:
1. X pertenece a NP.
2’. Y polinomialmente reducible a X. para algin ¥ que es N P—Completo.

Demostracion: Por la Condicién 2 en la definicidn de N P-Completo, cada
problema en NP es polinomialmente reducible a V. Pero debido a que Y es
polinomialmente reducible a X y la reducibilidad es una relacién transitiva,
cada problema en NP es polinomialmente reducible a X también. -
Muchos de los problemas clésicos N P-completos pertenecen a la Teorfa de graficas;

por ejemplo, el problema del conjunto independiente méximo o el problema de colora-

cién de vértices. Para estos problemas, hasta el momento, no se conocen algoritmos
de orden polinomial que los resuelvan.
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Apéndice D
Programacién Matematica

En este anexo se presenta una breve introduccién sobre la Programacién matemsti-
ca. Iniciamos dando un panorama general de la Investigacién de Operaciones (IDO),
continuamos con una breve descripcién de la Programacion Linal y concluimos con la
Programacién Entera. En estos tltimos dos temas se presentan problemas para ejem-
plificar las técnicas.

Investigacién de Operaciones (IDO)

La Investigaciéon de Operaciones (IDO) se remonta al siglo pasado, a principios de
la Segunda Guerra Mundial. cuando se empezo a utilizar para asignar recursos escasos 3
las operaciones militares y a las actividades de cada operacién de este tipo de tal forma
que esta asignacion fuera lo més efectiva posible. Por lo anterior las administraciones
militares americanas e inglesas recurrieron a los cientificos para que estos resolvieran
este tipo de problemas asf como problemas de tipo estratégico y tdctico.

El éxito que tuvo la IDO en el campo militar hizo que la industria, los negocios
y el gobierno se interesaran en este campo y fue para 1951 cuando se introdujo por
completo en Gran Bretafia mientras Estados Unidos se encontraba en el proceso de
introducirla a estas dreas.

Cientificos que habian participado en la Guerra en el drea de IDO se dedicaron a
buscar resultados sustanciales en este campo, de lo que se obtuvieron grandes avances.
Uno de los mds importantes ejemplos es el método simplex para resolver problemas de
programacion lineal, desarrollado en 1947 por George Dantzig. Aunado al desarrollo
tedrico, la aparicién de las computadoras facilité el crecimiento de esta disciplina,
debido a que las computadoras podian hacer los cdlculos mucho més répido que los
humanos.

La IDO se ocupa de la toma de decisiones éptima y del modelado de sistemas
deterministicos v probabilisticos que se originan en la vida real.
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Generalmente, la investigacién de operaciones considera las siguientes etapas para
la solucién de un problema:

. Formulacién del problema.
Construccién de un modelo matematico que represente el sistema.

Obtencién de una solucién a partir del modelo.

1

2

3

4. Prueba del modelo y la solucién obtenida,

9. Establecimiento de controles sobre la solucién.
6

. Implantacién de la solucién.

Los modelos mateméticos tienen muchas ventajas sobre una descripcién verbal del
problema. Una ventaja obvia es que el modelo matematico describe un problema en
forma mucho més concisa. Esto tiende a hacer que toda la estructura del problema sea
mds comprensible y ayuda a revelar las relaciones importantes entre causa y efecto.
De esta manera, indica con més claridad que datos adicionales son importantes para
el analisis. También facilita simultdaneamente el manejo del problema en su totalidad
y el estudio de todas sus interrelaciones. Por ultimo, un modelo matemdtico forma un
puente para poder emplear técnicas matematicas poderosas, ademds de las computado-
ras, en el andlisis del problema. Sin duda, muchos de los componentes de un modelo
pueden quedar vinculados al uso de paquetes de computacién.

Por otro lado, existen obstaculos que deben evitarse al usar modelos matematicos.
Un modelo es necesariamente, una idealizacién abstracta del problema, por lo que casi
siempre se requieren aproximaciones y suposiciones de simplificacién si se quiere que el
modelo sea manejable (capaz de ser resuelto). Por lo tanto, debe tenerse cuidado de que
el modelo sea siempre una representacion valida del problema. El criterio apropiado
para juzgar la validez es verificar si este predice o no con suficiente exactitud los efectos
relativos de los diferentes cursos de accion, para poder tomar una decisién que tenga
sentido. En consecuencia, no es necesario incluir detalles sin importancia o factores que
tiene aproximadamente el mismo efecto sobre todas las opciones. Por lo que, lo que
se requiere es que exista una alta correlacién entre la prediceién del modelo v lo que
ocurre en la vida real.

Métodos Cuantitativos que estudia la IDO

Una gran proporcién de los problemas que se presentan en la vida, real, y que
frecuentemente se recurren, llegan a tener ciertas similitudes y es por ello que pueden
pertenecer a alguno de los problemas prototipos que a continuacién se mencionan:

e Teorfa de Probabilidades; e Técnicas mateméticas; e Modelos de reemplazo;
® Modelos de secuenciacién; e Modelos de inventario; e Modelos de asignacion;
e Modelos competitivos; e Modelos de flujo; e Modelos de ruta;
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e Técnicas de simulacién: ® Modelos de lineas de espera.
® Modelos de programacién dindmica. e Métodos de busqueda y heuristicos.
e Métodos combinados de investigacion de operaciones.

Programacién Lineal

La segunda etapa de la IDO para resolver un problema es la Construccién de un
modelo matemdtico que represente el sistema. Los modelos matemadticos son una repre-
sentacion idealizada de la realidad pero expresados en términos de simbolos y expre-
siones matemdticas, por ejemplo, el modelo matemadtico de un problema industrial es
el sistema de ecuaciones y expresiones mateméticas que describen la esencia del pro-
blema. Asi. se pueden tomar n decisiones cuantificables relacionadas unas con otras, se
representan como variables de decisién (z1, z9, ..., T) para las que se deben determinar
los valores respectivos.

La medida de efectividad (ganancia para el problema industrial) se expresa enton-
ces como una funciéon mateméatica de estas variables de decisién. Esta funcién se llama
funcién objetivo. También se expresan matematicamente todas las limitaciones que se
puedan imponer sobre los valores de las variables de decisién, casi siempre en forma
de ecuaciones o desigualdades. Tales expresiones matemadticas de las limitaciones, con
frecuencia reciben el nombre de restricciones. Las constantes (los coeficientes o el la-
do derecho de las ecuaciones) en las restricciones y en la funcién objetivo se llaman
pardmetros del modelo. El modelo matemético puede expresarse entonces como el pro-
blema de elegir los valores de las variables de decision de manera que se maximice la
funcién dada, sujeta a ciertas restricciones.

Una clase importante de este tipo de problemas son los modelos de programacion
lineal, en los cuales las funciones mateméaticas de la funcién objetivo y las restricciones
son lineales.

Modelo general (Forma estandar)

A continuacién se describe la forma estandar de la Programacion Lineal, para la
cual se consideran las siguientes variables:
i =recurso, 1 = 1,2, ... n. J = actividades, j = 1,2, ..., m.
z = medida global de efectividad.
¢; = coeficiente de utilidad (maximizacién) o coeficiente de costo (minimizacién).
z; = nivel de actividad y, representa la variable de decisidn.
b; = cantidad disponible para asignar a las actividades

(requerimiento minimo a satisfacerse), se le llama lado derecho.

A;; = cantidad del recurso i que consume cada unidad de la actividad j.
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n
Max (min) Zcixt-
=1

sujeto a
anZ1 + aipy + ... + 41,2, < by
211 + A2 + ... + ATy, < by (D)

m1Tq -+ Ama T2 ot i = ATy S bm
2,20, Vi=1,.. n

Algunas veces el modelo anterior no se ajusta a nuestra realidad por lo que otras
formas legitimas son algunas restricciones de la siguiente forma:
a11T1 + Qowy + ... + AinTn = bl 4 1121 + Q199 + ... + ATy = bl

Cuando las variables de decisién no tienen la restriccion de no negatividad, se toma:
X, no restringida en signo, para algunos valores de 7.

Cualquier problema que incluya una o varias de las formas mencionadas con ante-
rioridad es considerado como un problema de programacion lineal.

Terminologia para las soluciones del modelo

Algunas veces podemos estar acostumbrados a que la palabra solucién significa la
respuesta final a un problema, pero en programacion lineal esto es muy distinto. Es
por esto que cualquier conjunto de valores especificos para las variables de decisién se
llama solucién, sin que esto sea una posibilidad deseable o siquiera permitida. Es por
ello que hay que identificar los tipos de soluciones usando un adjetivo apropiado.

Una solucién factible es aquella en la que todas las restricciones se satisfacen.

La region de soluciones factibles es la coleccidn de todas las soluciones factibles. Es
posible que en un problema no se tenga region de soluciones factibles. Dado que existen
soluciones factibles, la programacién lineal tiene como objetivo encontrar a la mejor
de tal forma que esta sea la que en realidad maximice o minimice la funcién objetivo.

Una solucién dptima es aquella solucién que es factible y ademds lleva al valor mas
favorable de la funcién objetivo. El valor mas favorable es el valor mas grande o mds
pequeno dependiendo si la funcién objetivo es de maximizar o minimizar, respectiva-
mente, sobre toda la regién de soluciones factibles.

Las soluciones de un problema de programacién lineal pueden ser: (1) Una tinica
solucién 6ptima; (2) Varias soluciones 6ptimas (soluciones alternativas); (3) No tener
soluciones Optimas.
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Métodos de solucién de Problemas de Programacién Lineal

Cabe mencionar que otros de log métodos muy utilizados siempre y cuando el
problema de programacion lineal sea de dos variables es el método grafico.

Existen varios paquetes de computacion que utilizan como rutina a este método, y
que frecuentemente son utilizados para resolver problemas de programacién lineal, de
los cuales se mencionan: QSB, LINDO, LINGO, CPLEX, TORA.

A continuacién presentamos tres problema para ejemplificar la programacion lineal.

Ejemplo 1: Produccién

Un fabricante desea determinar la produccién semanal éptima de los articulos A,
By C que maximice su ganancia. La ganancia por unidad y el minimo de produccién
semanal de estos articulos son, respectivamente, $2.00, $2.00 y $4.00; 100 unidades,
60 unidades y 60 unidades. Los productos A, B y C se procesan en tres maquinas.
A continuacién se resumen las horas de procesamiento requeridas por articulo por
maquina:

Mdaquina | Art. A | Art. B [ Art. C
1 0 1 2
2 1 1 I
3 2 1 1

El nimero de horas disponibles por semana para las méquinas 1, 2 v 3 es 240, 400
y 3060, respectivamente. Encuentre la programacion éptima de la produccién.
El programa lineal asociado a este problema queda definido de la siguiente manera:

Max 2z + 22y + 4z,
sujeto a
Ty + 225 < 240
1+ @ 4+ 23 < 400
2x1 4+ 29 + 23 < 360
z1 = 100
To, T3 > 60

T, T, Ty 2 0

Donde: z; = cantidad del producto ,1=1,23. 1=A;, 2=B; 3=C.
La solucion es: z; = 105, z, = 60, 25 = 90 y la funcién objetivo vale: 690 unidades.
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Ejemplo 2: Dieta

Un agricultor posee 200 cerdos que consumen 90 Ib de comida especial todos los
dias. E]l alimento se prepara como una mezcla de maiz y harina de soya con las siguientes
composiciones:

| Alimento | Calcio | Protefna | Fibra ‘ Cost(ﬂ

Maiz | 0.001 [ 0.09 ] 0.02 | 0.02 |
Harina de Soya | 0.002 | 0.60 | 0.60 0.02 |

Los requisitos diarios de alimento de los cerdos son:
a) Al menos 1% de calcio.
b) Al menos 30 % de protefna.
c) Méaximo 5% de fibra.
Debemos determinar la mezcla de alimentos con el minimo costo por dia. Entonces,
las variables estdn dadas por:
x1 = [b de maiz; Ty = [b de harina de soya
El programa lineal asociado a este problema queda definido de la siguiente manera:

Min 2z =0,20z; + 0,60z, |
S. a
0,001z, 4 0,002z, > 0,001
0,090z + 0,600z, > 0,3 (D.3)
0,020z, + 0,600z, < 0,05
T4+ x5 < 90
T1, Ty >0

Este problema no tiene solucién Ya que no se puede encontrar el éptimo porque no
existe regién factible.

Ejemplo 3: Produccién de sombreros

Una compaiifa elabora dos tipos de sombreros. Cada sombrero del primer tipo
requiere dos veces més tiempo de mano de obra que un producto del segundo tipo. Si
todos los sombreros son exclusivamente del segundo tipo, la compaiifa puede producir
un total de 500 unidades al dia. El mercado limita, las ventas diarias del primero ¥
segundo tipos de 150 y 200 unidades. Supéngase que la ganancia, que se obtiene por
producto es § 8 para tipo 1 y $ 5 para el tipo 2.

Hay que determinar el nimero de sombreros de cada tipo que deben elaborarse
para maximizar la ganancia.
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El programa lineal asociado a este problema queda definido de la siguiente manera;

Max =z =8z + 5z,
S. a
z1 < 150
To < 200
21 — 2, <0

T1,Zs = 0 enteros

(D.4)

La solucién a este problema estd dada, por z; = 100 y x5 = 200 con z = 1800

Programacién Entera

En una conferencia impartida en la Divisién de Estudios de Posgrado, de la Facultad
de Ingenieria, en la UNAM, en 2003, Hamdy Taha, comenté:

"Si puedes evitarte la programacién entera, mucho mejor”

Muchos problemas de la vida real las variables de decisién sélo tienen sentido si
su valor es entero. Por ejemplo, problemas de asignacién de personas a actividades.
Por lo que el sélo hecho de exigir en un problema el que las variables tomen valores
enteros hace que un problema de programacion lineal se transforme en un problema
de programacién entera.

El modelo matematico de programacion entera es igual que el problema de progra-
macion lineal sélo que con la restriceidn adicional de que todas las variables deben de
tomar valores enteros. Para el caso cuando sélo algunas variables deben ser enteras se
dice que es un problema de programacion entera mixto. Cuando en un problema de
programacion entera sélo existen dos posibilidades para las variables {0, 1} éstas son
llamadas variables binarias y al problema comiinmente se le nombra como problema
de programacién entera binario.

A los problemas de programacién entera se les considera dentro de los problemas
de optimizacién combinatoria. Un problema combinatorio es aquel que asigna valores
numericos discretos a algiin conjunto finito de variables X, de tal forma que satisfaga
un conjunto de restricciones y minimice o maximice una funcién objetivo.



170 D PROGRAMACION MATEMATICA

n
Max (min) Z Cilly
i=1
sujeto a
011Z1 + Q19T + oo + A1,2, < by
211 + Q22T2 + ... + GonZ, < by

Gm1Ty + ImaTo T+ =t Qmn Ty, S bm
Ty = O, Vi = 1, ciuy s

z; enteras, Vi =1,..., n.

La programacién entera trata de resolver problemas de: Distribucién de bienes,
Planeacién de la produccién y secuenciacion de méquinas, Problemas de inversién de
capital, Localizacién de servicios, Seleccién de cartera, Disefio de redes de telecomuni-
caciones y transporte.

Algunos problemas representativos de la programacion entera son: El problema del
agente viajero; El problema del cartero chino; El problema de la mochila; Planeacién
de maquinas en paralelo; Coloracién de vértices; Ruta més corta; Empacado de cajas;
Apareamiento o Acoplamientos; Cubierta de conjuntos; Flujo méximo; Problema de
Cargo Fijo.

Métodos de solucién

s

Hay dos tipos de métodos de solucién: Los exactos y los heurf

Algunos de los métodos exactos son: Método de planos de corte; Método de
ramificacién y acotamiento; Método de la teoria de grupos; y Métodos de la pro-
gramacion dindmica. Por otro lado, algunos de los métodos heuristicos son: Métodos
constructivos; Métodos de descomposicién; Métodos de reduccidn; Manipulacién del
modelo; y Métodos de busqueda, por entorno.

sticos,

Se han desarrollado numerosas aplicaciones de programacién entera en las cuales
se utiliza como herramienta principal a la programacién lineal, es decir, nos olvidamos
de la condicién de integrabilidad y se resuelve el problema como un problema de
programacion lineal continua, esto se conoce como relajacion, es decir se relaja el
problema.
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Ejemplo

Debido a una escasez de gasolina, la demanda de boletos de Aeroméxico ha aumen-
tado mucho en los tltimos meses. La demanda ha crecido tanto que ahora la aerolinea
estd analizando la posibilidad de adquirir varios aviones nuevos. Existen tres tipos de
aviones de entre los cuales se pueden elegir el DC-33, el Boeing 797 y el Lockheed Bi-
Star. En la siguiente tabla se muestra e costo, capacidad y tiempo de mantenimiento
requerido para cada tipo de avién. Aeroméxico desea adquirir los nuevos aviones al
minimo costo posible, sujeta a los requerimientos de capacidad y mantenimiento.

Los nuevos aviones deben transportar un total combinado de al menos 3,400 pasa-
jeros y deben tener un tiempo combinado total de mantenimiento que no exceda las
250 horas mensuales. Se complica ain més la decisién de que aviones adquirir porque
solo existen disponibles para su compra cinco aviones Bi-Star.

Avién Costo | Capacidad | Tiempo (hrs)
L (millones) mantenimiento
DC-33 10 350 25
I: Boeing 797 15 450 15 ‘l
| Lockeed Bi-Star 12 400 15 |

Durante el planteamiento determinamos las siguientes variables:
71 = ntmero de DC-33 que se compran; z; = numero de B-797 que se compran;
z3 = numero de Bi-Star que se compran.
El programa entero asociado a este problema queda definido de la siguiente manera;:
Min 2z =10z; + 15z, + 1225
S. a
350z + 4505 + 40025 > 3400
251 + 15z + 1525 < 250
T3 <5

Z1,%2,23 >0, y enteros

(D.6)

La solucién es : z; =4 y z3 = 5. Por Io que la decisién que debe tomar Aeroméxico
€s comprar tres aviones del tipo DC-33 y cinco aviones tipo Lockheed Bi-Star.

Puede parecer que los problemas de programacion entera son faciles de resolver,
Estd garantizado que los problemas de programacion entera tiene un nimero finito de
soluciones factibles. Pero existen dos falacias en este tipo de razonamiento:

1) Tener un ntimero finito de soluciones asegura que el problema, se puede resolver;
2) Eliminar algunas soluciones factibles (las no enteras) de un problema de
programacion lineal serd més facil de resolverlo.
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