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Prologo

En esta segunda parte continuamos nuestro estudio restringido al espacio
bidimensional E,, haciendo énfasis en el concepto de lugar geométrico y el uso de
traslaciones, mostrando su eficacia para simplificar el estudio de circunferencias y
conicas. También seguimos apoyandonos en Matlab en la parte computacional.

Cabe mencionar también que introducimos y desarrollamos el concepto de
direcciones conjugadas, haciendo notar su relevancia en la construccién de un
importante método computacional para el calculo de minimos de funciones, vy al final
del capitulo hablamos algo mas sobre ésta y otras aplicaciones.

Siguen siendo bienvenidas las criticas, sugerencias, etc.
Nuestras direcciones son:
grajeda@ciencias.unam.mx

y

rmalvarezmx@yahoo.com.mx
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CAPITULO Il
Circunferencias y conicas

lll. 1 Circunferencias
Para empezar, recordemos que en el capitulo Il definimos una recta como:
r={P|P = P;+ tv,t € R},

esto es, podemos referirnos a r como el lugar geométrico de los puntos P, tales que
P = P,, +tv, donde P es un punto fijo y v es un vector dado.

En el mismo sentido, se sabe desde los cursos basicos de geometria que toda
circunferencia C es el lugar geométrico de los puntos P que equidistan de un punto fijo
¢, llamado el centro de C. Esto es,

C ={P|d(P,c) =r,c fijoyr = 0}. 1.1.1

Al real positivo r se le conoce como el radio de la circunferencia, y si ¢ es el origen del
sistema de coordenadas, entonces se tiene que d(P,0) = ||P||, de donde:

c={P|||P||=rr=0} 1.1.2
Graficamente:
y
O X
¥
P
Figura I11.1.1



De l1.1.2 resulta:
r= Pl = Y% +y2 &
G x* 4 9% = 72, 11.1.3

conocida como la ecuacién cartesiana de la circunferencia € con centro en el origen y
radio r.

Una variacion

Volviendo al caso general dado por Il1.1.1, si c(h, k), entonces:

r=d(P,c)=(x—h)?+({y—k?e
C:(x—=h)?+(y—k)?=r2 1.1.4

que llamaremos ecuacién cartesiana de € con centro c(h, k), y radio r, cuya grafica
puede representarse como sigue:

¥4

Figura lI1.1.2

Lo anterior, podemos enmarcarlo en el siguiente esquema general:

Dado que el origen O de cualquier sistema de coordenadas puede elegirse
arbitrariamente, supongamos entonces que en vez de elegir S=1[0,eq,¢e;5] ,
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consideramos el siguiente S'= [0 ey, e,], donde 0'=c, e;|le; ¥ e;le;. Si a un punto
genérico de E, referido a este nuevo sistema lo simbolizamos P(x,y’) tendremos
entonces que, referida a S’ la circunferencia con centro en 0' tendra por ecuacion:

cix” +y” =12 11.1.5

y su grafica correspondiente sera:

y !
¥t
o) X'
Pl
6] x
Figura [11.1.3

Obsérvese que P es también un punto P del sistema § = [0, e, e,], de donde resulta
P'=[x,y] =P =[xy], y cabe entonces preguntar: ;cémo se relacionan las distintas
representaciones, tanto algebraicas como geométricas, de un punto o un conjunto de
puntos de E,, considerando los sistemas S = [0,e,e,], ¥y S =[0)e;,e;]? La respuesta
construiremos a partir de la siguiente grafica:



yl

X
P=P'
0 -3
Figura Ill.1.4
Se tiene que:
P=0'+Pe&
[x,v] = [h, k] + [x’,y'] &
x=x4+h
y=y +k | 11.1.6
o bien:
x=x—h

y =y—k 1.1.7



Asi dadas hy k, si conozco las coordenas del punto en el sistema S', usando Ill.1.6
puedo tener sus coordenadas en el sistema S, y de igual forma, si conozco las
coordenadas en S, usando Ill.1.7 puedo obtener sus coordenadas en S". En particular,
notese que sustituyendo 111.1.7 en la ecuacion 1ll.1.4 de nuestra circunferencia, referida
a S, obtenemos la ecuacién 111.1.5, correspondiente al sistema S’ lo que es muy
importante pues me dice que si tengo una circunferencia con un centro c(h, k), cuya
ecuacion asociada es Il.1.4, siempre puedo construir una transformacion que la lleve a
tener una ecuacién del tipo 1ll.1.5, que es la mas simple posible para una
circunferencia. A continuacion presentamos de manera formal estas ideas.

Traslaciones en E,

Consideremos la transformacién:

con P’ = P — ¢, ¢ un punto dado, y el superindice de F indica qué sistema de referencia
se esta considerando. T se conoce como traslacion, y esta dada por las ecuaciones
1.1.7.

Analogamente podemos definir la traslacién

T ES > ES
P Z» P,
dada por las ecuaciones Il1.1.6.
Nétese que T'(T(P)) =T'(T(P')) = P.
Ejemplo lll.1
Si una circunferencia esta dada por:

C:(x—4)>*+ (y—2)?%=09, 11.1.8

Determinar la traslacion que permita llevarla asociarle una ecuacién del tipo 111.1.5.
Evidentemente, la traslacion buscada esta dada por las ecuaciones:

x=x +4



y=y +2,
gue permiten reescribir € como
Clix" +y" =9 11.1.9

Inversamente, las ecuaciones

x =x—4
y=y-2
nos permiten llevar ¢’ en C.
Graficamente tenemos:
y ¥

-

I 0'

A

Figura I11.1.5




Tangentes a circunferencias, familias de cuerdas y construccién de diametros

Dada una circunferencia C:(x —h)?+ (y —k)? =r?, con centro c(h, k) y radior , un
resuitado conocido (te invitamos a probarlo, amigo lector), es que si Py € C , entonces
la recta r , tangente a C en P, , tiene la propiedad de ser ortogonal al vector (P, — ¢).

y i\

>
0 X
Figura 111.1.6
De lo anterior resulta que la ecuacion de r se puede escribir como:
r:(Py—¢).(P—Py)=0 . l11.1.10

Veamos un ejemplo:

Construir la ecuacién de la recta tangente a la circunferencia C: (x = 3)* + (y +2)* =1
, en el punto Py(3,—-1) .

Solucion. Dado que ¢(3,—2), sustituyendo en 111.1.10 resulta: r: (0,1).(x — 3,y + 1) =0
erny+1=0.
Un programa en Matlab para construir las gréficas de C y r es el siguiente

Yo %0 %o %o %o %o %o % %o % %6 %o Yo %o Yo %o %o % % %o % % % % %0 %6 % % % % %o
% Programa para dibujar la circunferencia con centro ¢(3,-2),
% radio 1, y larectar: y+1=0

Yo %o %0 %o %o % %0 %0 %o %o Yo %o Yo %o Yo %o %o % % %o %o Yo Yo %o % %o % % %0 % %
clear all

%

fplot('sqrt(1-(x-3)"2)-2',[2 4])
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hold on
fplot(-sqrt(1-(x-3)*2)-2'[2 4])
fplot(-1'[-1 5])

plot([0 0],[-4 2])

plot([-2 61,[0 0])

axis equal

gtext('0")

gtext('c(3,-2)")
gtext('ry+1=0"

print -deps capv_2

T T T T T
2 = —
1r -
0
0
ry+1=0
1k u
2+ c(3,-2) -
3+ -
4r L 1 1 L L L L 1
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Ahora, si se tiene que d(P,c)>r , esto es, si P, estd en el exterior de la
circunferencia, entonces habra dos rectas, ry y r» , tangentes a C que pasan por Fy , y
deben satisfacer que d(ry,¢c) =d(ry,c) =71.

11



Figura I11.1.7
La estrategia que adoptaremos para construir las tangentes a C , tiene como sustento:

e Que r, yr, sonortogonales al radio en los puntos de tangencia P; y P, .
e Qued(P,,c)=d(P,c)=r,donde reselradiode C.

Veamos ahora la siguiente grafica:

v i\

Figura 111.1.8
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Tenemos que se forman los tridngulos semejantes PyPic Yy PyP,c , cuyos lados
P.c=P,c=r y P,c son conocidos. Si hacemos Ppc=a y PP, =PyP,=b,
tenemos que

a?=r’+b* e b=vVal-12. I.1.11
Hagamos ahora: P(x,y), Py(x0,Vo), P1(x1,v1), Po(x3,¥2), y supongamos que c(0,0) .
Entonces

£ 8% 4+ pf =2, 11.1.12

Llamemos ahora P;(x;, y,) a cualquiera de los puntos de tangencia. Como P.e C se
tiene que

xt+y¢=r? 11.1.13

Ademas,

d(Py, P) :\/(xt_xo)2+(J’t—yo)2 =be
(e — x>+ Oy —y)> =b* &
x? - Zxoxt-f-xg +ytz — 2Yo¥t +y02 = h%

y como x? +y?Z =r?, entonces —2x,x; — 2y,y: = b* —x{ — y5 —r?, y dado que x, y
¥, son conocidos, si hacemos —2x, = A, =2y, =B y b?> —x2 —yZ —r? = ( , resulta:

ye = (C—Ax,)/B . 11.1.14

Sustituyendo y =y, en la ecuacion ll1.1.12 y despejando x se tienen dos valores que
llamaremos x; Yy x, . Al sustituir estos en [ll.1.14 se obtieneny, y v,, ¥y en
consecuencia P;(xq,vq), P.(x5,¥,) , que son los puntos de tangencia de las rectas r;
y r, con €, que pasan por P,, de donde, resulta que las ecuaciones de las rectas
tangentes a C son:

riing. (P—Py) = (PL—¢).(P—Py)

y 111.1.15
1M (P —Py) = (P, —c). (P— Py).

Veamos un ejemplo.

Construir las ecuaciones de las rectas tangentes a la circunferencia dada por

13



C:x*2+y?=9, 1.1.16
gue pasan por Py(4,3).

Supondremos que los puntos de tangencia son P;(x;,y1) Yy P.(xy,y,), y sea
P,(x;, v,) cualquiera de ellos. Entonces d(P;,c) =v16+9 = V25=5,y comor =3,
resulta —usando Ill.1.11- que

d(Py,P) =+/(x; —4)*+ (¥, — 3)2 = 4.

P
S
7
X
Figura I11.1.9
Ahora,
d(Py,P) =yt =D+ (-3 =4 o
xf—8x, +16+y2 -6y, +9=16 =
xf +y¢ — 8x, — 6y, = —9
y como x? + y? = 9 resulta:
Bx;+ 6y, =18 = 4x, +3y, =9 &
P =t 11.1.17

Sustituyendo I11.1.17 en [l1.1.16 se tiene:
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92+ (9 —4x)? =8l x(25x, —72) =0 &
x1=0Yy x, = :—E :
Con estos valores, usando l11.1.17 se llega a
P.0.3) v P(=.—-%).
Usando ahora 111.1.15 tenemos:

r:(0,3).(x—4,y—-3)=0¢&

r:3y—9=20
y
-(72 21)( 4,y-3)=0e
T2i\gg* 25) KT YT
72288 21 63
"2°55% 725 " 257 "5

rp:72x — 21y — 225 =0
A continuacion damos un programa que produce las graficas de ,ry y 1.

%o % %o % %6 % %6 %6 %o %o %o %o %o %o %o %o %o %0 %6 %6 %o Yo %o %o Yo %o %o % %o Yo
% Programa para construir la grafica de la circunferencia

% vy las rectas tangentes del ejemplo anterior

%o %o %o %o % %o %o %o %o % Yo %o Yo %o Yo %o %o % %o %o %6 %0 %0 % %o % %0 % % Yo
clear all

%

fplot('sqrt(9-x2)',[-6 6])

hold on

fplot('-sqrt(9-x"2)',[-6 6])

plot([0 0),[-6 6])

plot([-8 8],[0 0])

fplot('3',[-6 B])

fplot('(225-72*x)/(-21)",[1 5])

axis equal

gtext('r1')

gtext('r2")

gtext('C"

gtext('Po")

gtext('0")

print -deps capv_3



r1 / Po

Una pregunta: ;qué hacer si el centro de C no es el origen? En este caso, una posible
estrategia es usar traslaciones. Para ilustrar esta propuesta, tomemos

C:(x—6) +(y+6) =9 1.1.18
Tenemos que c(6,—6).

Consideraremos ahora las ecuaciones de una traslacion x =x"+h, y=y"+k, con
h=6,k=—6.AplicandoestoaC y P, resulta:

c:x?+y?=9 111.1.19

y Py(4,3).

Como se observa, estamos exactamente en el caso de nuestro ejemplo anterior, por lo
gue las ecuaciones de las tangentes en el sistema S’ son:

16



r:3y'—9=0
[1.1.20
1y 72x" — 21y' — 225 =10,

Si sustituimos ahora las ecuaciones x'=x—-h, y' =y—k en [IL.1.19 y 1.1.20,
resulta:

C:(x—6)Y+(y+6)=9
Py(10,-3), y
1:3y+9=0
r:72x — 21y —783 =10

Volvamos ahora al caso de la tangente a ¢ en P, ilustrado en la figura [Il.1.6, y
consideremos la familia de cuerdas paralelas a r .

e
I
X

Figura [11.1.10

Claramente, hay una cuerda de la familia que pasa por el centro de la circunferencia, y
por lo tanto, ¢ es el punto medio de dicha cuerda. Y si ahora consideramos el diametro
d de € que contiene a P,y ¢, resulta que d es, como ya sabemos, ortogonal a r,
pero ademas, resulta que esta formado por los puntos medios de las cuerdas de la
familia, y esto sin importar qué punto de ¢ tomemos como P, , puesto que todo
diametro es un eje de simetria de €. Volveremos sobre esto mas de una vez en lo que

viene.
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Familias de circunferencias
Volvamos a la ecuacion
C:x—h?+y-k?*=r?,

que representa la forma mas general de una circunferencia. Se tiene que C depende de
h,k, y r de donde, cada terna [k, k,r] determina una circunferencia (por ejemplo, la
terna [4,2,3] nos da I11.1.8). Cabe preguntar entonces, ¢;qué sucede si, por ejemplo,
fijamos hy k y hacemos variar r? En este caso, lo que resulta es una familia de
circunferencias, concéntricas, que podemos expresar como:

F={C:(x—h)?*+(y—-k?=r?% hkfijosyr >o}.

b

AN

\_/

Figura 11.1.11

Damos a continuacién un programa y una grafica donde se presentan algunos
elementos de esta familia, tomando:

c(3,-2)yr=1,3.

% %o % % % % %6 % % %0 %0 %o %o %o %o %o % % %6 %6 % Yo % %o % % % % % %
% Programa para dibujar circunferencias con centro c¢(3,-2)
% yradiosr=1yr=3.
% % %6 % % %o % %o %o %o Yo %o %o %o %o %o %o %o % Y0 % %0 % % %0 % % % % %o
clear all
%
fplot('sqrt(1-(x-3)"2)-2',[2 4])
hold on
18



fplot('-sgrt(1-(x-3)"2)-2",[2 4])
fplot('sqrt(9-(x-3)*2)-2',[0 6],'r")
fplot('-sqrt(9-(x-3)2)-2',[0 6],r'")
plot(3,-2,"™")

plot([0 0],[-6 4])

plot([-3 9],[0 0])
gtext('C(3,-2)")
gtext('r=1");gtext('r=3")

axis equal

gtext('0")

print -deps capv_1

=3

r=1

R *C(3,-2 .

-2 0 2 4 6 8

Si ahora fijamos r y dejamos libres h y k lo que tendremos es una familia o "nube™
de circunferencias, todas de radio r, cubriendo E,, cuya ecuacion es:

F={C:(x—h)?+—-k?*=7r%r fijo y hk €R}.

La grafica correspondiente a este caso la dejamos a la imaginacion del lector, y por
ultimo, si mantenemos r fijo y dejamos libres h y k, con la condiciéon h = k, resulta una
familia cuyos miembros son circunferencias de igual radio y centros sobre la recta

y =X
19



Graficamente:

Figura I11.1.12

Veamos ahora un programa que permite dibujar dos elementos de esta familia,
tomando:

r =2, & (3:3); £ 00,0).

% % %6 % % %o %o %o % %6 %o %o %o %o %o Yo %o %o %o Yo % % Yo % % % %o % %
% Programa para dibujar circunferencias con radior=2
% y centros ¢(3,3) v ¢(0,0).

%% %o %o %o %o %o %o % %o %o %o %o Yo Yo %6 Yo %o %o %o %o %o %6 % Y0 Yo %o % %o %o
clear all

%

fplot('sqrt(4-(x-3)22)+3",[1 5])

hold on

fplot('-sqrt(4-(x-3)"2)+3',[1 5])

fplot('sqrt(4-(x)"2)',[-2 2],'r")

fplot('-sqrt(4-(x)"2)',[-2 2],'r")

plot(3,3,"")

plot(0,0,"™")

plot([0 0],[-2 5])

20



plot([-3 6],[0 0)

axis equal
gtext('C(0,0)"
gtext('r=2");gtext('r=2")
gtext('C(3,3)")

print -deps capv_4

5 T T T B
=2
4 |
3+ * T
C(3,3)
2L r=2 _
1r ( . ]
0 3
C(0,0)
A+ -
-2 B | I 1 | | | |
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

La ecuacidn correspondiente es:

F={C:(x—h)?+(y—Fk)?= r%r fijo, h,e R}

Dejemos por ahora el estudio de estas curvas prometiendo volver a ocuparnos de ellas
mas de una vez en lo que vendra, y mientras tanto, te invitamos amigo lector a
imaginar nuevas familias, a construir sus ecuaciones y acompafiarnos a conocer otra
familia igualmente interesante.
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Ejercicios

1)

2)

o)

Encuentra las ecuaciones de las circunferencias que cumplen las
condiciones que se indican. En cada caso haz un dibujo ilustrativo,

usando papel y lapiz y también Matlab.

a) Centro c(2,—-3) y tangente al eje y.

b) De radio 4 y tangente a ambos ejes coordenados.

c¢) Un diametro es el segmento dado por Py(2,3) y P; (4,-5).

d) Que pase por los puntos Py(—4,1) , P;(3,0) y P,(5,4) .

e) Que pase por Py(11,1) y P;(3,—3) y que sea tangente a la recta
r:3x+4y+ 13 =0.

f) Tiene su centro sobre la recta r: 2x —y — 10 = 0 y pasa por P,(1,3) y

Pi(5,-3).

Construye las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto Py(6, —4),
tangente(s) a la circunferencia: C: x> + y? =36 =0 .

Encuentra la ecuacion de la circunferencia con centro en Py(5,4),
tangente alarectar:x +y = 3.

Encuentra la ecuacién de la circunferencia cuyo centroes c y es
tangente a la rectar:

a)c(3,4), mx=28
b) ¢(1,-5), mix+y=5

Considera la circunferencia que pasa por los puntos P,(0,4),P,;(0,0) y
P,(4,0). Después:

a) Construye su ecuacion
b) Calcula las intersecciones de la circunferencia con la recta
riix+y—1=20
c) Encuentra la ecuacion de la recta r, tangente a la circunferencia en el
punto Py(0,4)
d) Pruebaque r; L ry

. . 3
Construye las ecuaciones de todas las rectas con pendiente -, que son

tangentes a C: x? + y? = 13

22



7) Da la ecuacion € de una circunferencia con centro fuera del origen, y un
punto P, exterior a C . Construye entonces las ecuaciones de las rectas
14 Y T, tangentes a € que pasan por P, , y las rectas conjugadas 7; y
7, formadas a partir de los puntos medios de las cuerdas paralelas a 73,

Y T12.

1.2 Las conicas

Existen distintos enfoques en torno al tema de esta seccion; de entre ellos, hemos
elegido el que parte de una concepcion general para después derivar hacia los casos
particulares. Ademas, continuaremos haciendo uso de la idea de lugar geomeétrico,
que introdujimos en la seccion anterior.

Definicién 1l.2.1. Dada una recta r y un punto F ¢ r, una conica es el lugar
geomeétrico de los puntos P, tales que

d(P,F) _
d(P,r) -

)

donde € > 0 es una constante, F se llama foco, r directriz y € excentricidad. Sie = 1

la cénica se llama parabola, si € < 1 elipse y si e > 1, hipérbola.

Pasemos ahora a construir las ecuaciones de estas curvas en su forma mas simple.

I11.2.1 La parabola (¢ = 1)

Como la idea es llegar a la forma mas simple de la ecuacidn correspondiente,
tomemos:

1) rix= —cyF(c0), c>0.

De acuerdo a la definicion tenemos entonces que los puntos P(x,y) de la parabola
deben satisfacer:

d(P,F)

d(P,r) =le

d(P,F) =d (P,r). 1.2.1

23



Notese que de acuerdo a lIl.2.1, la paradbola puede definirse como el lugar
geométrico de los puntos que equidistande ryF.

Graficamente tenemos:

¥
Qx,y)
O g | X
¥
Figura 111.2.1
Ahora:
d(P,F) =+y% + (c — x)?

y

d(P,r) = c+x.
Usando Il1.2.1 y elevando al cuadrado resulta:
(c+x)?_y?+ (c—x)? &
P+ 2cx+xt=yi+ct-2cx+x* &
52 =dei 11.2.2

Analicemos un poco esta ecuacion. De entrada se tiene que para x = 0 resulta y =0,
mientras que no existe grafica para x < 0, y dado que si sustituimos y por —y la
ecuacion no se altera, se tiene entonces que la grafica de [ll.2.2 es simétrica con
respecto al eje x y es del tipo siguiente:

24



Vi

r. X=-C
Figura l11.2.2

Ademas, si por el foco pasamos la recta r: x = ¢, ésta corta a la parabola en los puntos
Pi(c, 2¢) y P,(c,—2c). El segmento P,P, cuya longitud es P,P, = 4c se conoce como
lado recto de la parabola, y al punto V donde la curva corta al eje de simetria, en este
caso el eje x, se le llama vértice, por lo que, para este caso se tiene V(0,0).

De forma analoga, si se toma
2) rix=c, F(—c,0), c>0, se llega a la ecuacion:
y? = —4cx, 1.2.3

con V(0,0) y cuya grafica es del tipo:

s

|

| F: xX=c

Figura I11.2.3
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3) Tomando ahora:
P =, F (0,c), c>0;

la ecuacion y grafica correspondientes son:

x?=4cy
Y
F__
o X
r:y=-c
Figura Ill.2.4
y nuevamente V(0,0).
4) Sihacemos
riy=c, F(0,—c), ¢>0,
se tiene: V(0,0),
x2=—4cy
y la siguiente grafica:
Y4
r:y=c
X
F+
Figura Il1.2.5

11.2.4

1.2.5
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Hagamos una pausa para dibujar, usando Matlab, las gréaficas de:

Obsérvese que de 111.2.6 resulta:

8x l.2.6

~12y . .2.7

2 ydelll.2.7,c = 3.

A continuacién se presentan los programas y las graficas correspondientes.

% %0 % % % %o %o % %o %o %o %o % %o % %o %o %o %o %o % %o %o % Yo
% Programa para dibujar las graficas de y*2=8x

% y de x"2=-12y

%o %o %o %o % % % % Y6 Yo Yo %o %o Yo %o % Yo % % Y0 % % % % %

clear all

%

subplot(2,1,1)
fplot('sqrt(8*x)",[0 10])
hold on
fplot('-sqrt(8*x)',[0 10])
plot([0 0],[-10 10])
plot([-20 20],[0 O]
axis equal

gtext('0")

title('y"2 = 8x')

%

subplot(2,1,2)
fplot('(-x2)/12',[-10 10])
hold on
fplot('(-x*2)/12',[-10 10])
plot([0 0],[-10 10])
plot([-20 20],[0 Q])
axis equal

gtext('0")

title('x2 = -12y")

print -deps capv_5
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5 F

-10 1 L
-30 -20 -10 0 10 20 30

X =12y
10 T T

5l / i

-1 U | | 1 | |
-30 -20 -10 10 20 30

o

Una variacion

Si nuevamente consideramos el sistema S' = [0, ey, e,] visto antes, tendremos que en
S, la ecuacién de la parabola con

rix =—c F(c0), ¢>0

es:

y"* = dcx’, 11.2.8
y usando l1.1.7, la ecuacion correspondiente considerada desde el sistema
S=[0,e,e,] es:

(y —k)? = dc(x —h), 1.2.9
con
rix=h-c,ycomo F=0+F",

resulta:
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F(h+c k).
También, por supuesto, V(h k) =0
y4

0'!

rl

Figura I11.2.6

De manera analoga, si
rix =c, F(-c0), ¢>0,
se tiene:
12 ]
yoo=—4dx &
(y —k)* = —4c (x—h),
con

Vihk), F(h—c k), mx=c+h,

que graficamente puede verse como:

1.2.10
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Figura I11.2.7

Veamos ahora el caso,

X =4y &

(x — h)? = 4c(y — k). 1.2.11

Nuevamente,

Vih k) =0,

riy =—ce

ri:y=k-—c;

F=0'+F = (hk)+(0,c),
= (h k +c).

La grafica correspondiente es:
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Yi
y!
_:_F!
o) ES
r!
O X
Figura [11.2.8
Finalmente, tenemos el caso:
2 ;
x ' =—4dcy &

(x — h)? = —4c(y — k),

donde:
V(h,k) =0
riy =c&
rry=k+c
F=0+F = (hk-c).
Graficamente:

1.2.12
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4
yl
rl
— O' L e
X'I
__F'
o) X
Figura 111.2.9
Concluimos esta parte usando Matlab para dibujar las graficas de:
(y—3)2=8(x-2) i.2.48
y
(x—2)2=-12(y-13). 1.2.14
Obsérvese que nuevamente se tiene: ¢ =2 para el caso [ll.2.13 y ¢=3 para
111.2.14. Ademas, para ambos casos, 0(2,3). Los programas y graficas

correspondientes son:

% % % % %o %o %o %o %o %o Yo Yo Yo %o %o % Yo %o %o %o %o % % % % % % Yo
% Programa para dibujar las graficas de (y-3)"2=8(x-2)
%y de (x-2)"2=-12(y-3)

% % %o % %0 %6 %o %o %a %o Yo %o %0 % %6 % %o %o %o %o %o %o % ¥ %0 56 %0 Yo
clear all

%

subplot(2,1,1)
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fplot('sqrt(8*(x-2))+3",[2 10])

hold on

fplot('-sqrt(8*(x-2))+3',[2 10])
plot([0 0],[-1G 10])

plot([-20 20],[0 O])

axis equal

gtext('0")

title('(y-3)"2 = 8(x-2)")

%

subplot(2,1,2)
fplot{'(-(x-2)*2)/12+3",[-10 15 -5 5])
hold on

fplot('(-(x-2)"2)/12+3'[-10 15 -5 &])
plot([0 0],[-10 10])

plot([-10 10],[0 Q])

axis equal

gtext('0")

title('(x-2)"2 = -12(y-3)")

print -deps capv_6

(v-3) 2= 8(x-2)

-30 -20 -10

(x-2) 2 = -12(y-3)

30

-10 -5

5 10

15
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1.2.2 La elipse (e < 1)

Para obtener la forma mas simple de esta conica, tomemos:

F(c,0), c=ae 2a>cV(a0)yr:x= g.

a
Notese que - > a,yaquee < 1.

Una primera vision geomeétrica es:

'y

Figura 111.2.10

Ahora:

d(P,F) _ J(x —ae)? + y? B

AP, r) -] ¢
e

(x —ae)* +y* = ez(x—g)z &

x? +y? — 2aex + a’e? = e?x? — 2aex + a*
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g2 72
P 2 =5
at(1-e®) = g2 (1-e?)
1-e2
2 2
yoo_
= 4= bz = 1,

donde

b? = a?(1—e?) >0,

yaque e < 1,ytambién: b? = a? — a’e? @ a’e? = a

2 az_bz

az
Finalmente, de a?e? = a? — b? yc = ae, resulta:
o8 s B . B

Observaciones

.2.15

1.2.16

.2.17

1.2.18

1) Se trata de una ecuacién cuya grafica es simétrica con respecto a ambos ejes
coordenados y al origen, puesto que si en 111.2.15 se sustituyen x per-x y y por

-y, la ecuacién no se altera.
2) Sihacemos y = 0, resulta:

¥* =gt
¥ = +tva* = +ag

Anélogamente, para x = 0 se tiene:

y = +b,ycomo b? = a?(1 —e?),
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resulta:

b=aVl—eZ<a.

En consecuencia, la grafica correspondiente puede verse como:

|
|

B, (0,-b) ;‘
e
£y x=-a/e P x=a/e
Figura l1l.2.11 |

Se trata pues, de una coénica con dos focos, dos vértices y dos directrices. El segmento
V,V; se llama eje mayor, y su longitud es I,V = 2a. Andlogamente, el segmento
B;B, = 2b se conoce como eje menor.

También como F; (¢, 0), se tiene que F,(—c.0), o bien: F;(ae,0), F,(—ae, 0).

Ademas, dado que: d(P, 1) = |x —g , 111.2.19
y como1y: X + S = 0, resulta: d(P, 1, ) = ‘ 111.2.20
.., a(PF)
Usando ahora la definicién =e
d(P,r)
d(P,F) =ed(P,r). 1.2.21

De esta Ultima igualdad y tomando los valores positivos en 111.2.18 y 111.2.19 resulta:
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d(P,F)) = e (x - g-) =q—ex I11.2.22

d(P,F,) =e (x + g) =ex +a, 11:2:23

de donde:

d(P,F,) +d(P,F,) = 2a, 111.2.24

y como P es cualquier punto en la elipse, resulta que ésta pude definirse como el
lugar geométrico de los puntos, tales que la suma de sus distancias a dos puntos fijos

dados (F; ¥ F,), es una constante (2a), mayor que d (Fy, F,).
También de la igualdad [11.2.18, se obtiene.
a* = b® + ¢?,
y esto, relacionado con la figura Ill.18 permite afirmar que, tomando a B; o B, como
centros, existe una circunferencia de radio a que pasapor F; y F,. |
|

Ahora, si nos mantenemos en la idea de obtener la forma mas simple de — en este
caso- la elipse, otra posibilidad es partir de:

FL0.e) c=ae = a>c,

a a
v(0,a) y r: == y-—g=0.

Tenemos ahora:

d(P,F) _ Jx2 + (v — ae)? e
LR

a
¥+ (y-ae)=efy-)e

x2+(1—-e?)y?=a%(1-e? e
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XZ yZ

1Y =2
a2(1—92)+a2

Y dado que, como vimos antes, a?(1 —e?) > 0, y pues e < 1, haciendo nuevamente
b? = a?(1 — e?), resulta:

Z +¥ =1 111.2.25

El andlisis, analogo al caso anterior y que dejamos como ejercicio a nuestros lectores,
nos lleva a la grafica:

¥

h
B,
ey
i F2

Va

L
Figura l11.2.12

donde:
VI(OJ a’)’ VZ (0: _a),
FI (0, ea), Fz (0, _ea),
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a a
£ = - TH: = ——
1-Y e: Zy e

B;(b,0),  B,(—b,0).

Una variacion

Volvamos a nuestro sistema S’ = [0, e;, e;]. Tenemos ahora:

Primer caso

a
riix! =—, F' (ae,0).
e
En el sistema S’ la ecuacion de la elipse es
12 12
Yy _
PO
y su grafica se ve como sigue:
Y4 y'
B}
v, i | \A ,
F o F, X
B
I.I
0] X
Figura l1.2.13

Se tiene, ademas:

Vi (a,0),V,(—a,0),B,(0,b),B,(0,—b)

l.2.26
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F,(ae, 0), F,(—ae,0),

r_a r'.x’_ a
e, 2 .

X
1 e

Ahora, con respecto al sistema § = [0, 91,32], usando Ill.1.7, resulta:

(x-n)? | (-k)? _
—~ t 7 =1 1.2.27
donde:
r:x—h :S, X —h = —g",
|
F, =0"+F =[hk] + [ae,0] = [h + ae, 0], |
F,=[h—ae0],V,=0+V, =[h+ak]
sz[h—a,k], Blz[h,k‘i'b], Bzz[h,k—b]
|
Segundo caso
Si partimos de:
’ Iyonid a
F'(0,ae), r':y =
la ecuacion correspondiente, en el sistema S’ es:
2 2
x! yr _
5 + 2z = 1 11.2.28

y, graficamente se tiene:
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yi Y

Vi

Fl

&

V2

Figura lll.2.14

Ahora, aplicando las ecuaciones de traslacién [11.1.7, tenemos:

(x;f)z + (y;f)z =1. 11.2.29
Ademas, si
V{(0,a),V;(0,—a), B{(b,0),B;(—b,0), F{(0,ae), F,(0,—ae),
entonces:
F, =0"+F =[hk]+][0,ae] =[hk+ae],
=[hk—ael,V, =0 +V/ =[hk+al,
V,=[hk—al], By=0"+B; =[h+b,k], B, = [h— b, k].
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Tangentes, cuerdas y direcciones conjugadas en la elipse
Partiremos de la ecuacion

pe 4l =1 111.2.30

y de la ecuacién de la recta dada como
y=mx+ k. 1.2.31

Pensemos ahora en la recta r, tangente a la elipse en uno de sus vértices (ver figura).

y A

- |
N~

Figura 111.2.15

En este caso, se tiene una situacién analoga a la que vimos respecto de la
circunferencia; esto es, si consideramos la familia de cuerdas F, paralelas a r; , una
de ellas (la correspondiente al eje y), pasa por el centro de |a elipse, que es también el
punto medio de la cuerda, y resulta que el semieje mayor de la elipse esta formado por
los puntos medios de la familia de cuerdas, y es ortogonal a ellas.
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BN

™\
.-J v B

Figura 111.2.16

Ahora, si tomamos P, en la elipse, tal que no coincida con alguna de las intersecciones
de ésta con los ejes coordenados, y consideramos la recta r; tangenteaE en P,y la
familia F, de cuerdas paralelas a r,, nuevamente habra una cuerda de la familia que
pase por el centro de la elipse, que es justamente el punto medio de dicha cuerda,
pues el centro de la elipse coincide con el origen, que es un punto de simetria de E.

-

yﬁj/'f .
A7

T

Figura 111.2.17
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De nuevo se tiene que los puntos medios de las cuerdas estan sobre una recta 7 que
pasa por el centro de la elipse, sblo que en este caso las direcciones dadas por r; y ¢
no son ortogonales sino que se conocen como direcciones conjugadas.

Para construir 7; , una manera de hacerlo es calcular los puntos medios de dos
cuerdas, que pueden obtenerse mediante el procedimiento usual de sustituir la
ecuacion 111.2.31 en 111.2.30, de lo que se obtiene:

x2  (mx +k)?
_— =&

a® b2
b2x%2 +a*(mx+ k) —a?h’=0e
b2x2% 4+ a?(m?x* + 2mkx + k?)? —a’b?> =0 &
(b2 + a*m?)x? + 2a’mkx + (a?k? —a?b?) =0

De aqui, resolviendo para x, resulta

3 —2a*mk + /4a*m?k? — 4(b? + a®m?)(a’k? — a?b?)
*= 2(b% + a?m?)

_ —2a*mk +/4a?b?(b? + a’m? — k?)
B 2(b% 4+ a*m?)

—2a?mk + 2abVb? + a?m? — k2
2(b?% + a*m?)

2 VB2 taZme—
= 111.2.32
Usando los valores de x dados por 111.2.32 y la ecuacion 111.2.31 pueden obtenerse los
puntos de interseccion de la recta con la elipse, y a partir de ellos el punto medio F,, de
la cuerda, dado por:
) 2
;%(“mk <) 111.2.33

azm2+b2 "aZm2+p?

Si ahora se toman valores de k para los cuales la raiz en Il11.2.32 sea real —
manteniendo m fija-, se obtienen puntos medios de cuerdas que estan sobre la recta

Fy=———x 111.2.34

afm” '’

lo que es verificable directamente, ya que
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kb? b? a’mk \  kb?
a2m2 + b? T azm B a2m2 + bz) B a2m2 + b2
En particular, cuando en 111.2.32 el valor de la expresion b® + a*m? — k? es cero, esto
es, cuando b? + a’*m? = k? | se tiene, sustituyendo en 111.2.32,
a?’mvb? + a?m? _ a’m

b2+ a?m2 Vb2 + a?m?

lo que, al sustituir en 111.2.31 produce los puntos

X =

a‘m b*
Ptl ’
Vb2 + a?m?2 Vb? + a’m?

P ( a‘m b? )
ti VB2 + a2m? ' VB +atm2/’

donde las rectas paralelas
Tei ¥V = mx + ml

y 1.2.35
Teyiy = mx — \Ja?m? + b?

son tangentes a la elipse.

2

=

+L=1 -
= y y=x+k.

Veamos un ejemplo. Sean E:

jary

6

Si hacemos k = 0, el punto medio de la cuerda dada por y = x es el origen, esto es,

P,,(0,0). Ahora, sik =1, comoa=4 yb =2, usando I11.2.33 resulta P,,, (—g g)

1 ; .
Con estos dos puntos se construye la recta y = =% que es la misma que se obtiene

usando la ecuacion 111.2.34.

Finalmente, usando I11.2.35 obtenemos las rectas

iy =x+v20
y
Ty =x—+v20 ,
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tangentes a la elipse en los puntos P, (% \/%) y Py (—\/1710 ’_v%) .

A continuacién, el correspondiente programa en Matlab.

%% % Yo %o %o % Yo %o % Yo %o % % % % Yo % Yo %o % %o % % Yo
% Programa que produce ia version grafica del

% ejemplo anterior
%o %o %o %o %o % %6 % %6 %o %o %o %o %o %o %o % % % %6 %0 % % % Yo

clear all
fplot('sqrt(4*(1-x"2/16))',[-10 10])
hold on
fplot("-sqrt(4*(1-x"2/16)),[-10 10])
axis equal

plot([0 0],[-8 7])

plot([-10 10],[0 0])
fplot('x',[-10 10])
fplot('x+sqrt(20)",[-10 10])
fplot('x-sgrt(20)",[-10 10])
fplot('-4*x/16'[-10 10])
gtext('rt")

gtext('rt')

gtext('_")

gtext('0")

print -deps capv_8

-6

=

-10 -8 -6 -4

10
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Volveremos sobre esto cuando estudiemos la geometria en tres dimensiones, pero
desde ahora podemos decir que las ideas que hemos expuesto sobre las direcciones
conjugadas, estan en la base del método de gradientes conjugados, de gran relevancia
en el ambito de la optimizacién numérica.

I11.2.3 La hipérbola (e > 1)

Nuevamente partimos de:
a
F(ae,0), rx= - < 1.

Si P(x, y) esta en la hipérbola, entonces aplicando la definiciéon:

d(P,F) /(x—ae)?+y%
e T

2

(x—ae)z—l—yzzez(x—g—) &

(1—eHx?2+y?2=a?(1-e?) o

x2 y2

+—==1.
a?  a?(1—e?)

Si, al igual que en el caso de la elipse, hacemos a?(1 — e?) = b?, dado que ahora se
tiene e > 1, entonces a*(1 —e?) < 0 por lo que debemos hacer

b? = —a?(1 — e?), y de esto resulta la ecuacion:
xz yz
2 2 =1 [11.2.36

Observaciones:

1. Al igual que en el caso de la elipse, la curva correspondiente a 111.2.36 es
simetrica con respecto a ambos ejes coordenados.

2. Si hacemos x = 0, se tiene: —y? = bz, por lo que la grafica no corta al eje Y,
mientras que si y = 0, entonces hay dos intersecciones con el eje X dadas por

x = *a, llamadas vértices de la hipérbola. La grafica correspondiente tiene la
forma:
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¥
+B,(0,b)
V2 ('a,O) \[1 (CI,O)
E, 0 F, X
TB,(0,-b)
ry:x=-% ! r:x=%e
Figura I11.2.18

El segmento V;V, se llama eje transverso y el B1B5 eje conjugado.

Notese que de la igualdad b? = —a?(1 — e?) resulta |b| > |a|, dado que e > 1.
Ademés, Vl(a, O)'VZ (‘_a, 0), Bl(o, b), Bz(o, _b), V1V2 = Za Vi BlBZ =3 Zb.

Por un procedimiento analogo al seguido en el caso de la elipse, se llega a que la
hipérbola puede definirse como el lugar geométrico de los puntos P, tales que la

diferencia en valor absoluto de sus distancias a dos puntos fijos, F; y F,, satisface
Id (PJFI) == g (P!FZ)I = 2a.

Veamos ahora el caso dado por:

F(0,ae), riy = g< 1.

Si P(x,y) esta en la hipérbola, entonces, de la definicion 111.2.1se tiene:

d(P.F) _(y—ae)*+x? _
d(P,r) ’ a B
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a 2
B ST S .
(y—ae)*+x“=e (y e) =
y? — 2aey + a’e® + x? = e?y? — 2aey +a* &
(1-e?)y?+x?=a*(1-eH) e
2 2

y X

A . S ]
a? N a’(1—e?)

Nuevamente, dado que e > 1, resulta a®>(1 —e?) <0 y debemos hacer b? =

—a?(1 — e?), con lo que obtenemos:
L2 =1 11.2.37

En este caso, tenemos una grafica que no corta al eje X, y las intersecciones con el eje
Y, y estan dadas por:
y2 =g’ & y= +a.

La grafica asociada es:

y
= P‘l
V,0.9
r:y=9%e
— | -
B ,(-b,0) 0 B ,(b,0) X
r,:y=-9e
'V, (0, -a)
,,FZ
Figura 111.2.19
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Una variacion
Con relacién al sistema S = [0 , €1, ez] tenemos:
Primer caso

ey zg,F’(ae, 0).

La ecuacion de la hipérbola, asi como su gréfica, respecto a S’ son:

e y,z
PrRYY =1 111.2.38
4y
Y
__B"l
1\ v A
D 0 K x'
B2
L 1
0 X
Figura 111.2.20
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Se tiene para este caso:
V,(a,0),V,(—a,0),B;(0,b),B,(0,—b),

: ' 1 ' a '
Fl(aeuo),Fz(—ae,O),Tllx =E’T‘2:x = _E

En consecuencia, con respecto al sistema § = [0, 91,32] resulta:

(=m)? _ =k? _ 4

e 2 , .2.39
con:
r:x=h +§
rix=h ~—§ :
FL=0+F =[h+aek|,F,=0+F, =[h—ae k]
V=04+V/=[h+ak],V,=0+V,=[h—a,k]
B, = [h,k + b],B, = [h, k — b].
Segundo caso
Si partimos de:
F'(0,ae),r:y" = %
la ecuacion en S’ es:
2 2
yf xi’ .
25 1, l1.2.40

y la grafica correspondiente:
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y y
__F'I(O,ae)
Vi(0,a)
Ty Qe
BY(-b,0) o' B (b0) X
r'y: y= -ale
V3(0,- a)
| B)0,-ae)
O X |
Figura 111.2.21 I
Ahora bien, con respecto al sistema S se tiene:
Ay —h)2
L A 11.2.41

aZ b2 !

con.

F,=0'+F =[hk+ael,F,=0"+F,=[hk—ae],
Vl =O,+V{ = [h,k+a],V2 :01+V2.r — [h,k_a],
B,=0'+B.=[h+bk],B,=0"+B,=[h—b,kl
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Ademas:

a
iy —k=—,my—k=—-.
e
Veamos ahora un par de ejemplos:
1. Dada la ecuaciénen S':

x,Z y,Z

— ==, [1.2.42

16 9

construir su formulaciéon correspondiente en el sistema S, y usar Matlab para
dibujar su grafica, considerando que con respecto a S, se tiene 0'(4,2).

Veamos: usando las ecuaciones 1l1.7, 11.2.42 se transforma en:

_ o _ 2
(xl;l') _u 92) = 1. I1.2.43

Damos a continuacién un programa en Matlab para dibujar la grafica I11.2.43.

% % % % Yo Yo %o %o %o %o %o % %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %0 Yo %o %0 %0 % %0 % Yo
% Programa para dibujar la grafica de (x-4)"2/16-(y-2)"2/9 = 1.
% %0 % %0 %6 %o %o %o %o %o %o %o %6 %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o % % % % % % % % %
clear all

fplot('2+sqrt(9*(((x-4)"2)/16)-1)',[-2 10])

hold on

fplot('2-sgrt(9*(((x-4)"2)/16)-1)',[-2 10])

fplot('2',[1 7])

plot({4 4],[1 4])

plot([0 OL.[-3 7])

plot([-2 10],[0 0])

axis equal '

gtext('0")

gtext('X")

gtext("Y")

print -deps capv_7
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2. Aplicar una traslacién que permita “llevar” la ecuacién

—-6)?  (x—2)?
S L = 1. 1.2.44
9 4
a su forma mas simple.
En este caso, lo que corresponde es usar las ecuaciones 111.6 con 0 (6,2), lo
que permite obtener la ecuacion
'+6-6)2  (x'+2-2)? 12 2
i Lo1el X =1, 111.2.45
9 4 9 4

lll.2.4 Algo sobre aplicaciones

Un problema importante de las matematicas aplicadas es el de calcular un minimo —o
maximo- de una funcion del tipo (para el caso de una variable):

fila,b] c R — R.

Pensemos que la grafica de f es una curva del siguiente estilo:
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Figura I11.2.22

y consideremos el problema de determinar el punto x, € [a, b] que da lugar al minimo
local (puesto que f tiene otros minimos en [a, b]), que se muestra en la gréafica.

Dentro de las posibles estrategias para resolver este problema hay una que puede
generalizarse para F: R™ — R, y para el caso nuestro con n = 1 puede verse en
forma esquematica como sigue:

i.  Suponer que, en una vecindad v de x,,

f(x) = m(x) = ay + ayx + a,x?,

esto es, en v, f “parece” una pardbola. Esto es asi dado que si hacemos
m(x) =y =ay + a;x + a,x? entonces:

aq \?

y+(ﬁ) = ay + ( ) + a1 x + ax? &
az(x—l—;:) —y-f-( )
(x+£)2=1+——[(2“2) +a°}<:>

2a; ao az

2 2
(x + 20’.2) ao (y + (Zaz) + ao) -

+a, <

o5




(x+h)2=a—12(y+k) ,

qgue es una de las formas de la ecuacion de la parabola.

i. Calcular el punto X, donde m(x) alcanza su valor minimo y proponer a X, como

una aproximacion de x,.

En primer lugar hemos de comentar que, para una clase amplia de funciones y una
adecuada eleccion de v, la suposicion hecha en (i) es, en términos generales,
razonable.

Por lo que toca al céalculo de X, la propuesta consiste en:
Dada la funcion ~ m(x) = ap + a;x + ayx%:
i. Considerar la recta
riy =k
y calcular la interseccion m(x) N r. Esto da como resultado los puntos
Pl(xlv k); PZ (XZJ k)1 tales que

mix,) =m(x,) =k.

ii. Hacer
7 = X1ty
2

Graficamente se tiene:

y

~m(X)

T

b %m ) A
Figura 111.2.23
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Por supuesto, si la funcion original f es la parabola dada por m , hay un Gnico minimo
de f y éste coincide con X . En caso contrario, la “bondad” de la aproximacion &,
calculada dependera de qué tan buen representante de la funcién f es el modelo m(x)
en la vecindad v . Si £, no se considera una solucién razonable, una idea —en términos
generales- es, a partir de ella calcular nuevas aproximaciones hasta conseguir una que
sea aceptable.

Mas adelante volveremos sobre este problema y analizaremos el caso n = 2, usando
las ideas expuestas sobre direcciones conjugadas, pero podemos también decir que,
ademas de la aplicacién anterior, las conicas son Utiles para resolver problemas de
suavizamiento de curvas, y se conoce también la relaciéon de la elipse con las orbitas
planetarias, y de la parabola con cierto tipo de antenas y con los tiros parabdlicos. Al
respecto, si partimos de las ecuaciones

yi=4dcx Yy I.2.46
y=mx-+b [.2.47

Sustituyendo 111.2.47 en 111.2.46 se tiene:

(mx+b)? =4cx ©m?x? + 2mbx + b —4cx =0
m2x? + (2mbx —4c)x + b* = 0. 111.2.48

Resolviendo para x resulta:

4¢c — 2mb £/ (2mb — 4c)? — 4m? b2

X = 2m2 i #0 e
4c — 2mb £ 4+/c(c — mb)
¥= <
2m?2
i = Zemmbizele=mb) [11.2.49

m2

Dependiendo del valor de la cantidad bajo el radical, se tendran

a) Dos intersecciones reales si el valor es positivo.
b) Ninguna interseccion real, si es negativo.
c) Una interseccion real, si es cero.

Si estamos en el caso c), éste se da cuando la recta representada por IlI1.2.47 es
tangente a la parabola cuya ecuacién es 111.2.46, lo que sucede cuando en 111.2.49 se
tiene que b = ¢/m , de lo que resulta x = ¢/m? , que al sustituirse en 111.2.46 produce el
valory = 2¢/m .
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Tenemos entonces que param # 0, la recta
ry=mx+c/m I1.2.50
es tangente a la parabola y? = 4cx enel punto P(c/m?*, 2c/m) .

Una grafica ilustrativa es la siguiente:

vy

Figura 111.2.24

Como se observa, la tangente dada en 11l.250 corta al eje x en el punto

Q(_ C/mz , 0)

Es directo mostrar que d(F,P) = d(F,Q), por lo que el triangulo QFP es isésceles, de
donde: FPQ = PQF , pero también este angulo es igual al formado por las rectas r; y
1,:y = 2c/m .De esto se tiene que si la figura 111.2.24 la interpretamos como un corte
transversal de un espejo parabdlico que incluye al foco — por ejemplo, el faro de un
automovil-, entonces, si una fuente luminosa se sitla en el foco de la parabola, los
rayos de luz se reflejaran sobre el espejo siguiendo trayectorias paralelas al eje de la
parabola, obedeciendo la ley fisica que afirma que el angulo de incidencia es igual al
angulo de reflexion.

En los ejercicios y la bibliografia se dan elementos que ilustran el importante universo
de las aplicaciones.
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Ejercicios

1)

2)

5)

6)

7)

Prueba el siguiente resultado: un punto P(x,y) esta en la parabola con
foco F(c, 0) y directriz x = —c, si y solo si satisface la ecuacion y? = 4cx.

En cada inciso encuentra la ecuacién de la parabola que satisface las
condiciones indicadas y haz un dibujo.

a)V(1,—4) y F(—5,—4).
b) F(—3,2) directrizr: x = 7.

Construye las ecuaciones de la elipse y la hipérbola, a partir de:
F(=c,0),c=aeyr:x =—a/e.

Siguiendo un procedimiento analogo al presentado para el caso de la
elipse, prueba que la hipérbola puede definirse como el lugar geométrico
de los puntos P tales que d(P, F;) —d(P, F;) = 2a..

Encuentra la ecuacién de la parabola con foco F(3,4) y directriz r: 2x —
y+3=0.

Encuentra las ecuaciones de las elipses cuyos elementos son los que se
indican:

a) Veértices V1(7, —2), Vo(=5,-2);e = =
b) Focos F,(5,1), F,(—1,1); longitud del eje menor 10 unidades.

Construye la ecuacion de una elipse con centro en el origen y que pasa
por los puntos P;(1,3), P,(4,2).

Construye las ecuaciones de las hipérbolas que cumplen con las
siguientes condiciones:

a) Centro ¢(-5,3),2a = 10,2b = 6, eje focal paralelo al eje x
b) Focos F,(7,1), F,(—=5,1) , longitud del eje transverso igual a 6

Encuentra los elementos (centro, ejes, focos, vértices y excentricidad) de
la hipérbola dada por la ecuacion 16(x + 3)? — 4(y — 5)% = 64. Haz
también un dibujo.
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10) Construye la ecuacion de la hipérbola cuyos focos son
F(-1,4), F,(2,-3) y la longitud del eje transverso es 2a = 6.

11) Analiza todos los casos posibles de la ecuacion

2 2

“<

+=—=Fk , keR

Ik
{3+

b

12) Un arco de un puente tiene forma semieliptica con el eje mayor
horizontal. La base del arco mide 30 metros y la parte mas alta esta a 10
metros por encima de la carretera horizontal que pasa por abajo del
puente. Calcula la altura del arco sobre el punto del suelo que esta a 6
metros del centro.

13) Se tiene un reflector parabdlico cuya forma se obtiene haciendo girar,
alrededor de su eje, un arco de parabola que empieza en el vértice. Si el
foco esta a 9 cm del vértice y el arco parabdlico tiene 16 cm de
profundidad. Determina la abertura del reflector.
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