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LOGICA FROPOSICIONAL DENTRO DE LA LOGICA DE PRIMER ORDEN

Introduccién

La légica proposicional o légica de enunciados es el estudio de 1la
légica de los conectives a partir de propesiciones, que puedan ser
“verdaderas o falsas. Es comin estudiar esta légica con un lenguaje que
tiene'como simbolos a "letras proposicionales" P, Q, R, etc. y los simbolos
usuales para los conectivos: negacién =, conjuncién A, disyuncién v,
condicional —, bicondicional «s.

Desde luego también se usan paréntesis y se hacen convencicnes acerca
del uso de los paréntesis. Todo eso se verd mas adelante en la definicién

de proposicién.

Lo que queremos resaltar en esta parte es el hecho de que las letras
proposicionales representan afirmaciones o enunciados que pueden ser
verdaderos o falsos pero de los que no sabemos su contenido. Esto no sucede
en la realidad. El punto de vista de estas notas respecto a la légica
proposicional es totalemente distinta al usual y clasico; véase [4], [5] y
[6]; ya que partimos de un lenguaje de primer orden en el cual tenemos
variables, cuantificadores, igualdad, predicados, funciones y constantes,
ademas de los conectivos. Es un lenguaje muy rice y expresive con el cual

se pueden formular la mayoria de las teorias matematicas.

Asi pues, para nosotros, la légica proposicional sera el estudic de la
légica de los conectivos, pero dentro de un lenguaje de primer orden y las
letras proposicionales, serdn enunciados que pueden ser verdaderos o falsos
pero que si sabemos qué contenido tienen, solo que hacemos abstraccién de
él, para fijarnos en su comportamientc como un todo o como un "blogue",

respecto a los conectivos.



Por ejemplo el siguiente enunciado, formalizable en lenguaje de

predicados o de primer orden:

"5=3+2 y no hay primo distinto de 2 que sea par

se puede traducir usando las partes subrayadas, como bloques respecto a los
conectivos, como: P A =2 Q, donde A simboliza "y" y = simboliza "no". Sin
embargo no es natural que tengamos en nuestro lenguaje a P y Q como

simbolos proposicionales de los que no sabemos su contenido, sino que

deberiamos tener como simbolos: =, simbolos de funcién como +, simbolos
constantes como 5, 3, 2, simbolos de predicado como "ser prime", "ser par",
cuantificadores V¥, 3; y variables, para decir "existe", "todo", etc.,

ademas de los simbolos para conectivos como "y" y "no".

En los libros clésicos como [4],[5],[6] la presentacién se hace con
variables proposicionales, como se dijo antes, en un lenguaje llamado
lenguaje proposicional; esto se desarrolla en el primer capitulo. En el
capitulo segundo se presenta la loégica de primer orden o légica de
predicados como otro lenguaje y generalemente no es clara la relacidén entre
esos dos lenguajes y esas dos légicas, aunque se supone que la segunda, la
de predicados, "contiene" a la primera, la de proposiciones, sin embargo
esto no es muy claro a excepcién de [4], que lo aclara muy brevemente.
Nuestro enfoque es con un solo lenguaje ( el de predicados) y con un solo
tratamiento, de la légica proposicional realmente como parte o subconjunto
de la légica de predicados. Otro libro gue presenta la légica de predicados

pero que no desarrolla de ningin modo la légica de proposiciones, es [7].

En relacién a los libros clasicos pues, nuestra presentacién es al
revés; desarrollamos o suponemos, primero su segundo capitulo y después el

primer capitulo, tedo con el mismo lenguaje.

Creemos que este enfoque acerca de la légica proposicional tiene
varias ventajas y es un estudio muy interesante por las siguiente razones:
en primer lugar no hay un cambio de lenguaje entre légica proposicional y
légica de predicados; el lenguaje es el mismo: un lenguaje de primer orden
0 1é3guaje de predicados. En segundo lugar el enfoque de la légica de
proposiciones dentro de un lenguaje de primer orden tiene un contenido
real; las letras P,Q,R, no son entes cerradbs y extrafios, sino férmulas del

lengua je de primer orden dado y su estudio en relacién al comportamiento




légico de los conectivos, nos proporciona un procedimiento efectivo de
decisién, en forma parcial, para los conceptos de validez universal,
consecuencia légica y satisfacibilidad, ya que la légica proposicional es
efectivamente decidible para los conceptos de: tautologia, consecuencia
légica-proposicional (a la que llamaremos consecuencia tautolégica) vy
satisfacibilidad-proposicional. En tercer lugar, este enfoque aclara
perfectamente bien y jusfica con todo rigor, la diferencia entre tautologia
y verdad universal. Una tautolcogia es una férmula gque es verdadera en
cualquier interpretaciéon (es decir, una férmula universalmente valida) cuya
verdad depende exclusivamente de los conectivos. Una verdad universal 6
universalmente valida es wuna férmula que es verdadera con cualquier
interpretacidén y cuya verdad puede depender tanto de los conectivos como de
los cuantificadores y de la igualdad. Serda claro entonces que toda
_tautologia es universalmente valida pero no inversamente. En forma andloga
se aclara la relacién entre ceonsecuencia légica y consecuencia tautolégica

y la relacidén entre satisfacibilidad y satisfacibilidad-proposicional.
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Prerrequisitos.

Se suponen conocidos como requisitos previos para estas notas, los

conceptos siguientes: Véase [4], [7] y [2].

1. Lenguaije de primer orden L, de un tipo dade. El tipo consta de los

simbolos de predicado, de funcién y de constante y el resto de los
simbolos son comunes a cualquier lenguaje de primer orden y son:

a) Variables: X ,% ,¥X ,......
0’1" "2

b) Cuantificadores: V, 3.
c) Simbolo de igualdad: =
d) Conectivos: =, A, Vv, —, <.

e) Auxiliares: ), (,

2) Estructuras Algebraico-Relacionales de un tipo dado.

Aqui el tipo corresponde al tipec del lenguaje del cual la estructura es
interpretacién. Las denotaremos con las letras A, B, €, etc; vy

respectivamente con las letras latinas A, B, C, etc, a sus universos.

La estructura @ es una cuarteta # = ¢A, R, O, &>, donde A es su universo
y es un conjunte no vacic; R es una coleccidén (posiblemente vacia)
de relaciones sobre A que son interpretacién de los simbolos de
predicade del tipo; ¢ es una coleccién (posiblemente vacia) de
operaciones sobre A, que son interpretacién de los simbolos de funcidn
del tipo; y € es una coleccién (posiblemente vacia) de elementos de A

gue son interpretacién de los simbolos constantes del tipo

3. El concepto de interpretacién de términos. Si t es un término del

lenguaje L y @& es una estructura interpretacién para L y S es

., ; A
una sucesion de elementos de su universoc A, denotamos con t [s] la

interpretacioéon del término t en la estructura & con la sucesién de S.

4. El concepto de satisfaccién de férmulas. Si ¢ es wuna férmula del

lenguaje L, A es una interpretacién para L y S una sucesién de
elementos de A, denotamos & f ¢ [s] para abreviar que la férmula ¢ es

satisfecha por la sucesién S en la estructura 9.



5.

Con

El concepto de verdad de Tarski. Si @ es foéormula de L y 4 es

interpretacién para L, con # F ¢ denotamos que ¢ es verdadera en @ 0o

que A es modelo de p; es decir, que para toda sucesién S de elementos

de A, & |=(p[5].

El concepto de verdad universal. Sea ¢ es formula de L. Con F ©,

denotamos que ¢ es universalmente valida, es decir, que para toda

interpretacién A de L, A } ¢. Es decir, ¢ es verdadera en toda

interpretacidén de L.

El concepto de consecuencia légica. Si Z es un conjunto de férmulas de

L y ¢ es una férmula de L, con Z F 0 denotamos que (0 es
consecuencia légica de Z; es decir, que para toda interpretacién & de
L 'y toda sucesién S de elementos de A, se cumple lo siguiente: si

2 para toda « € £, entonces & | IRE
s

[s]

El concepto de satisfacibilidad. Si £ es un conjunto de férmulas de L

decimos que I es satisfacible, si hay una interpretacién # de L vy

una sucesién S de elementos de A, tales que para toda o € Z, 4 F a[ ]
g

Las féormulas se denotan con las letras griegas minusculas «, B, 7, ¢, Y.
Los conjunto de férmulas se denotan con las mayusculas Z, I, A. Las
estructuras o interpretaciones del Lenguaje L se denotan con letras

géticas A, B, €, y sus respectivos universos, con las respectiva letras

latinas A, B, C,... En la notacién de consecuencia légica, si
T = {al,...,an}, entonces {al,...,a } F ¢ 1lo denotaremos sin llaves de
n
conjunto: a,...,a F ¢.
1 n

Con "sii" vy con "e&" indistintamente abreviamos "si y sélo si".

n ] n

= abreviamos = | S entonces .... ".Con "H.I." abreviamos

"Hipétesis Inductiva".




I. Bloques, proposiciones v valuaciones

Sea L un lenguaje de primer orden, fijo pero arbitrario; es decir,

estan dados los predicados, los simbolos de funcién y las constantes.

Definicién. Una férmula ¢ de L se llama un bloque sii ¢ es una férmula

atémica o es una cuantificacion.

Ejemplos de bloques:

1) si P es un predicado de n argumentos y t1""’tn son términos,
P(tl...tn) es un bloque ya que es una férmula atémica.

2) Si tl,t2 son términos, entonces (tlz t2) es una bloque ya gque es una
férmula atémica.

3) Si o es una férmula cualquiera y x es una variable entonces la férmula
(V' 'x «) es un blogque ya gue es una cuantificacién vy (3 x a) es un
bloque por la misma razoén.

Es claro que todo blogue sera de alguna de las formas anteriores.

Supongamos que P, Q son predicados binarios, que f, g son funciones y que

a, c son constantes del lenguaje L, entonces las siguientes férmulas son

bloques:

P(x,y), Qlc,y), VYxP(x,a), Iy Plc,y) , ¥vx Iy P(x,y),

vx(P(x,c) — Q(x,x)) , ¥vx(P(c,a) v -3y Q(x,y)), (x=c),

Ix (P(x) A x= £(c)), (flc) = g(a)), ¥Vx(x = x), Ix(x = x A Plc)).

Algunos ejemplos de férmulas que no son bloques:
P(x,y) A Q(e,x) , (x = x) A Plec) , VxP(x) v (x = f(e)), P(c,a) vady Q(x,¥y)
¥x3dy P(x,y) v 3z P(z,c), (f(c) = x — f(c) » g(x)), Plec) v a P(c).

Obsérvese que un bloque es una foérmula que no es una negacién, ni es una
disyuncidén, ni es una conjuncidén, ni es una condicional, ni es una

bicondicional.

Definicién. Sea E el conjunto de todos los blogques de L.
Obsérvese gue toda férmula de L puede generarse a partir de E mediante
una seria finita de aplicaciones de los conectivos, e inversamente toda

expresion generada de esa manera, es una férmula. Rigurosamente:



Definicién. Una expresidén es una sucesién de simbeolos de L.

Definicién. Una proposicién se define recursivamente como:
1) Los bloques son proposiciones.
2) Si «, B son proposiciones, entonces (-a), (x v B),
(¢ A B), (@ — B), (¢ ¢« B), son proposiciones.

3) Una expresién es una proposicién sélo si lo es con base en 1) y 2).

Teorema 1 Para cualquier expresidén ¢:
¢ es una férmula ¢ ¢ es una proposicidn.

Prueba:
=) Por induccién sobre la formacién de ¢ como férmula.
- si ¢ es atémica = ¢ es blogque . ¢ es proposicién por Def (1).

Supongamos «, (3 férmulas, son proposiciones. (H.I.)
-sigpg=(ra) og=(avpBloypy=(anrp) op=(ae-—pB)og¢=(a/B)

¢ es proposicién por H.I. y por Def. (2).
-Si ¢=(Vxa) op=(3 xa) 3¢ es bloque = ¢ es proposicién por Def

£1].

¢€) Por induccién sobre la formacién de ¢ como proposicidn.

- Si ¢ es blogue = ¢ es atdmica (~fémula) o ¢ es cuantificacién (-.férmula)
- Suponemos que «, 3 proposiciones, son formulas; entonces (-a), (a Vv B),

(¢ A B), (¢ — B), (x <> B) son foéormulas por definicién de férmula.

Asi pues, toda proposicién es formula y toda la férmula es

proposicién.

Definicién. Una valuacidn es una funcién v definida sobre el conjunto E y

con valores en {0,1}. Es decir v: E — {0,1}.

Es claro que E es un subconjunto del conjunto de todas las férmulas.
*
Ahora extenderemos la funcién v a una funcién v definida para todas las

férmulas.



*
Definicién. Dada una valuacidén v, definimos su extensidén v sobre todas

las férmulas de L, como:
*
v (a) = v(a) si o e E
3#* *
v (ma) =1 = v (a)
*
v (e v B)

*
v (o A B)

* L3
maximo {v (a), v (B)}

* *
minimo {v (a), v (B)}

* *
Osiv(e) =1yv (B) =0
1 En otro caso.

v*{a — B)

]

* *
v b B =40 5% lad ww ()
v

1 siv (e} = v (B)

*
Obsérvese que para toda férmula ¢, v (ple{0,1} y que

v : {¢ / ¢ es férmula} —— {0,1}
*

Esta definicién de v a partir de v y de los operadores légicos estd
Justificada con un teorema general de recursién para conjuntos generados a
partir de un conjunto base (en este caso, los bloques) y con una serie de
operaciones generadoras (en este caso la aplicacién de los conectivos).

Véase [4].

e



II. Tautologia, Consecuencia tautoldgica y satisfacibilidad proposicional.

Sea v una valuacién y « una féormula. Decimos que v satisface a a sii

E 3
v (a) = 1.

¥
v (B)

Si £ es un conjunto de formulas, decimos que v satisface ¥ si

1 para toda B € Z.

Definicién Sea I u{¢} un conjunto de férmulas.
1) ¢ es una tautologia sii toda valuacién satisface ¢.

Esto se denotara: FT ®.

2) ¢ es consecuencia tautolégica de £ sii toda valuacién que satisface

2, satisface ¢.

Esto se denotara: Z }T ¢. Aqui ¥ es conjunto de férmulas y ¢ es
férmula. Si {o 1} F& ¢ esto lo denotamos « FTw y en forma analoga,
81 T es {al,...,ak}, entonces {al,...,ak} }Tw lo denotamos
al,...,akFT ®.

3) I es proposicionalmente satisfacible (prop. sat.) sii hay una

valuacién que satisface Z.

Teorema 2

i) FE ¢ sii (-¢) no es prop. sat.
ii) FT ¢ sii ¢FT @. Aqul ¢ denota al conjunto vacio de férmulas.
iii) Zu{al FT B sii Z FT(a — ). En particular: « }TB gii FT(a — B).
iv) = f} o« sii Z v {-a} no es prop. sat.
v) Siz }% ®« y Z £ A entonces A }} o
~vi) si FT @y }T (e — B) entonces FT B
vii) £ es prop. sat. sii hay B tal que T F4= B
viii) %y 0 ):T ¢ sii }=T(oc1/\...f\¢xn —x )

sii (alA...A o A =@) no es prop. sat.
n

Ejercicio. Probar el Teorema 2.

=

Definicién. Sean «, B férmulas de L. Decimos que o« y B son

tautolégicamente equivalentes (denotandolo d = B) sii %T (¢ < B).

Decimos que « implica tautolégicamente a B sii }&(a — B).

10




Es facil verificar que: « FTB y B ]=T o sii o« B. También es

=1

inmediato verificar que la relacién es una relacidén de equivalencia

entre las férmulas.

Teorema 3

Sustitucién en tautologias, origina tautologias.

Si F o) y A,...,A son los blogques de ¢; a«,...,a son férmulas
T 1 n 1 n
cualesquiera y ¢’ es el resultado de sustituir o« en lugar de A en o,
1 1

entonces FTw’.

Ejemplo: ¢ = (P(c) — (3xQ(x,c) — P(c))) Es facil ver que }Tw.

Al = P(c), AZ = IxQ(x, c).
Sean “1 = (Vz P(z) A Q(a,w)) , «, = (Q(x,¥) A = R(x,c)). Entonces
¢’ = (Vz P(z) A Q(a,w)) — [(Q(x,¥) A = R(x,c)) — (Vz P(z) A Q(a,w))].
*
Prueba: Sea v cualquier valuacién. Entonces v (@) = 1.
¥*
Sea v': E— {0,1} tal que v’ (A ) = v () ¥V =1,...,n.
* 2 1oy 1 * *
Entonces v’ (¢) = 1 pero obsérvese que v (¢’) = v' (¢) va que v (¢’) esta

determinado por los valores de las @ bajo v y por su estructura dentro de
oy v’*(wJ estd determinada por los valores de las Ai bajo v’ y por su
estructura dentro de ¢, pero dichos valores y dichas estructuras son
exactamente los mismos, por construccién.

¥*
Asi pues v (¢’) =1 vy }T @ .

Teorema 4

Sustitucién de equivalentes origina equivalentes

Sea ¢’ el resultado de sustituir B en lugar de alguna o todas, ocurrencias
de o en ¢.

Entonces FT (¢ e B) — (p & ¢') y por lo tanto, si « = B entonces ¢
Ejemplo: ¢ = [(3x P(x) — Q(c)) A = Q(e)] — -3x P(x)

Sea a = (3Ix P(x) — Q(c)) B = (= 3x P(x) v Q(c)) Claramente «
@ = [(= 3% P(x) v Q(c)) A~ QLe)] — =3x P(x) = ¢ = ¢

Prueba:

11




Sea v cualquier valuacidén. Supongamos que v*((aeeﬁ)) = 1, entonces v*(m) =
v*(B]. Pero entonces v*(w) = v*(¢’) por corresponder a ¢ y ¢’ los mismos
valores en los mismos lugares de su estructura. Asi pues v*{w — ') =1y
entonces v*((oc — B) — (p e ¢’ )) = 1.

Ahora, si v*(a < B) = 0 entonces v*((a — B — (p & ¢’ )) = 1.

La conclusién final se sigue de la definicidén de « = B y del Teorema 2,

vi). o

Teorema 5
Las siguientes dos afirmaciones son equivalentes:
1) Para cualquier conjunto £ de férmulas de L:
Si tode T' € Z, T finito es prop. sat. entonces £ es prop. sat.
II) Para cualquier conjunto A u{a} de férmulas de L:

Si AFTa entonces hay un I' € A, T finito tal que T FTa.

Prueba:
I = II) Supongamos I. Sea Au{a} un conjunto de férmulas de L.
Probemos la contrapuesta: supongamos que para todo ' € A, T finito, FF/? o,
entonces para todo I' € A, T finito, hay v tal que v satisface I' vy v no
satisface a . v satisface (= «). |
Asi pues para todo I' finito I' € A u{~ «}, T es prop. sat. Entonces por 1), |
A u{-~ a} es prop. sat, es decir, hay v que satisface A y no satisface
(pues satisface =-a); esto es que A F4= .
II = I). Supongamos II. Sea T conjunto de férmulas de L.
Probemos la contrapuesta: Supongamos que £ no es prop. sat. entonces para
toda v, v no satisface Z, entonces I hﬁP(x) A = P(x)) se cumple por
vaculdad. De aqui por II, hay un T € £, I finito tal que F}T(P(x) A =P(x)),
pero entonces I' no puede ser satisfacible y es I' € £, T finito, T no
satisfacible proposicionalmente.
o
Las afirmaciones anteriores son ciertas y son dos versiones del

teorema llamado, de Compacidad para la Ldégica Proposicional.

Teorema de Compacidad. Para cualquier conjunto £ de férmulas de L:

Z es prop. sat. sii todo subconjunto finito de £ es prop. sat.

En lo que sigue daremos una prueba de este importante teorema; antes

damos unas definiciones y lemas previos.

12




Definicién. Sea £ un conjunto de férmulas de L.

T ¥ es finitamente satisfacible (fin. sat. ) sii todo

subconjunto finito de £ es prop. sat.

2. T es maximal finitamente satisfacible (max. fin. sat.) sii T

es un maximal en sentido de contencién entre todos los
conjuntos fin. sat. de foérmulas; es decir, si £’ es fin.
sat. y £ € £' entonces T = Z’.

3. La valuacién canénica asociada a Z, es VZ:E — {0,1}, tal

gue para toda a € E.
1 sioecZ

vela) =<5 e s

Ejercicio. Sea v una valuacién. Sea Zv = {a / v{a) = 1 }. Mostrar que Zv es

un maximal fin. sat.

Lema o Sea Z un conjunto maximal fin. sat. de férmulas de L y «, B
férmulas, entonces:
i) a € £ sii (2 a) € Z
il) x €2 o BeZ sii (av B)eZ
i) =) Supongamos o ¢ Z. Luege Z SZu {a} = Z v {x} no es fin. sat. por lo
que hay un T finito tal que I' v {a} € £ v {a} y ' U {a} es no satisfacible.
Veamos que £ U {- «} si es fin. sat. Sea A U {7 «} € T U {7 «} con A
finito. Obsérvese que ' v A £ 2 y T v A es finito de donde por hipotesis
I' v A es satisfacible por una valuacién digamos v y entonces v*(aJ = 0 pues
' v {a} no es satisfacible. Luego v*(w o) = 1 y asi v satisface ' U {~ «o}.
Por tanto £ v {= «} es fin. sat. y como £ € £ v {= a} v £ es max. fin. sat.
entonces (2 «) € Z.
«) Supongamos (= a) € Z. Entonces a ¢ X puesto que si o € Z, se tendria

{oe, 7¢} € £ lo que contradice que T es fin. sat.

ii) =) Supongamos que o« € £ ¢ B € £. Veamos que T u {avB} es fin. sat. Sea
' finito, T v {avB} & £ v {avB}. Si @« € Z entonces hay v que satisface
' v {a} » v satisfece I' v {avB}. Si B € I es andlogo, asi pues Z v {avB} es
fin. sat. y £ € £ u {avB}, pero £ es max. fin. sat. . avB € Z.

i) Supongamos &« € £ Yy B ¢ Z. Entonces por i}=) (ma) e £ y (-B) € £
entonces (avB) ¢ Z pues si (avB) € £ se tendria {-e, =, avf } € Z lo que

contradice que Z es fin. sat.

13



Lema 1. Si £ es fin. sat. entonces hay un £’ tal que £ € &’ y £’ es maximal
fin. sat.
Prueba. Sea F = { A / £ € A y A es fin. sat.}. Aplicaremos el Lema de
Zorn al conjunto parcialmente ordenado <F, £ >:
Sea C una cadena en F; es decir C € F y <C, € > es orden total. Entonces
U C es una cota superior de C. Veamos que UC € F. Como £ € A para todo AeC
entonces claramente £ € UC; ahora veamos que UC es fin. sat., sea " s Uc, T
finito, asi T = {al,...,an) y por lo tanto hay Al,..., An en C tales que
para cada i, « € Ai; como C es totalmente ordenado, hay un m € {1,...,n}
tal gque para toda i, Ai < Am por tanto I' € Am clc vy Am es fin. sat. por
estar en F, luego I es satisfacible; asi pues UC es fin. sat. y UC e F.
‘Ahora bien, por le anterior y por el Lema de Zorn, hay en F un elemento
maximal respecto a la contencién. Sea Z' tal elemento maximal fin.sat.:

centonces £ € ¥ y X' es maximal fin. sat. o

Lema 2. Sea I maximal fin. sat., entonces su valuacién canénica Vs

satisface a Z.
Prueba. Demeostraremos por induccién sobre 1la formacién de o« como

proposicién que:
*
vz[a) =1 sii aeX

*
Si « € E entonces vz(a} = vz(a) =1 e o e Z, por definicién de Vs

Supongamoslo para w v 8 (H.I.)

* * *
vz(w ) =1 e VZ(aJ =0 e vz(aJ 1 (O & e ZLeﬁa gw o) € =

I

#* * *
vz(a vEl=1 e vz(a] 1 o0 VZ(B) =1 GO @ € Zof e ZLgma(g v B) e £

m}

Teorema de Compacidad. Para cualquier I conjunto de férmulas de L:

Z es prop. sat. sii Z es fin. sat.

Prueba. Sea ¥ fin. sat.. Por Lema 1, hay un £’ tal que £ € £ y X' es
maximal fin. sat.. Por Lema 2, la valuacidén canébnica Vs satisface a £’ por
lo que satisface a £, de donde T es prop. sat..

14




Eljercicios

1. Traducir las siguientes oraciones a proposiciones, usando bloques para

representar afirmaciones que no sean una negacién, ni una disyuncidén, ni

conjuncién, ni condicional, ni bicondicional. Por ejemplo: "2 es primo y no

es menor que 1", usando P para representar el bloque "2 es primo" y Q para

el bloque "2 es menor que 1", la traduccién serd: P A = Q.

a) Si el Sr. Lépez es feliz, la Sra Loépez es infeliz.

b) Una condicién necesaria y suficiente para que el sultdn sea feliz, es
que tenga vino, mujeres y musica.

c¢) Una condicién suficiente para que x sea impar, es que x sea primo
distinto de 2.

d) Una condicién necesaria para que una sucesién S5 converja, es que S sea
-acotada.

e) Si 'x es positivo, x° es positivo y si x° es positivo entonces x puede

ser positivo o puede no serlo.

2. Decir si las siguilentes afirmaciones son ciertas o no y justificarlo con
una prueba o con un contraejemplo:

a) Si FT @y %T B entonces FT (x A B)

b) Si FT (e A B) entonces }T oy }T B

c) Si FT o © }TB entonces FT (¢ v B)

d) Si FT (¢ v B) entonces FT « o FT B

e) Si F4= a entonces }T (7 o).

f) Si FT B entonces %{= (= B).

g Goe—a) —u«

h) FT o — (e — B)

i) h‘Vx (x = x)

J) FT[(Vx P(x) — Q(e)) A = Qlc) — = ¥x P(x)]
k) FT{Vx P(x) v 3x = P(x))

1) F&(Vx P(x) — 3x P(x))

m) k(6 —>B) -a)—a (Ley de Peirce)
n) Fz(a vV omoa)

o) FTa o no }Ta

p) Si Z }& ay T FT B entonces I }T (e A 3)

q) Si }T (e A B) entonces I }& « y I FT B
r) Si = }T «x o % FTB entonces I FT (o v B)
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s) Si = FT (e v B) entonces I FT « o I FT B
t) Si T %4= « entonces I }T (7 «).
u) Si = |=T B entonces Z [=4= (- B).

3. Sea ¢ una no-tautologia (k4= ®), que tiene como bloques P1""’P y B se

n
obtiene de ¢ al sustituir las férmulas @poe, €N lugar de Pf""pﬁ
respectivamente.

Entonces jes 8 una no-tautologia?. Justificar.

4. Si o es una férmula que involucra uUnicamente los conectivos =, A, Vv, vy

*
o se obtiene a partir de « cambiando cada A por v y cada v por A y cada
*

bloque por su negacién, mostrar que o es tautoldgicamente equivalente a =«
[Principio de Dualidad].
Sugerencia: por induccién sobre proposiciones y usar las leyes de negacién:

Tmasa y De Morgan: =(x v B) (maaA=B), =(xaAaRB) = (7 o« v = B).

T

5. Sea ¢ una proposicién formada de blogues, uUnicamente con el conectivo

«". Probar que es una tautologia sii cada blogque ocurre un nUmero par
q () g q p

de veces.
Sugerencia: mostrar previamente que el conectivo "¢3" es conmutativo y
asociativo, es decir

(P < Q) = (Q « P) y P < (Q < R) = (P <= Q) <R

6. Dados n bloques proposicionales, por ejemplo tres: P, Q, R, y dadas
todas las v* para P, Q, R, que son ocho (en general 2"), encontrar una
férmula e« con blogues P, Q, R, tal gue sus valuaciones extendidas sean las
dadas.

La tabla que representa a todas las valuaciones para los bloques es lo que
se conoce como tabla de verdad. Si o(P, Q, R) denota la férmula a
encontrar,.con bloques P, Q, R, el problema en el caso particular queda

planteado asi:
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P Q R «(P,Q,R) B(P,Q,R)

1 1 1 1 0 Encontrar «(P,Q,R) vy

1 1 0 0 1 B(P,Q,R).

1 0 1 0 1 En general poderlo hacer
1 0 0 0 0 para cualquier tabla

0] 1 1 1 1 dada.

0 1 0 0 1

0 0 1 1 0

0 o 0 0 0

7. Cierto pais esta habitado per gente que: o siempre dice la verdad
(veraz) o siempre dice mentiras (mitémano) y que responde sélo a preguntas
de respuesta si-o-no.

Un turista llega a una bifurcacién en el camino, donde un camino lleva a la
ciudad y el otro no; él no sabe cual es cuil, pero hay un habitante en la
“bifurcacién: el Sr. R.

;s Queé pregunta de respuesta si-o-no debe hacer el turista al Sr. R. para
determinar con absoluta certeza, qué camino tomar para ir a la ciudad?
Puede hacer una y sélo una pregunta al Sr. R. el cual sabe los criterios de
verdad los conectivos.

Sugerencia: considerar el blogue P: "El Sr. R. es veraz"

y el blogque Q: "El camino de la izquierda lleva a la ciudad".

y construir una adecuada tabla de verdad que involucre P y Q, de modo tal
que resuelva el problema; es decir, la respuesta a la pregunta, con esa
tabla de verdad, determine la decisién que el turista debe tomar: cual

camino elegir.

8. Carlos, Rafael y Javier son acusados de evadir al fisco. Sus testimonios
son:
Carlos: "Rafael es culpable y Javier es inocente". |
Rafael: "Si Carlos es culpable, Javier también lo es".
Javier: "Yo soy inocente, pero al menos uno de los otros dos
es culpable".
a)iEs posible que los tres testimonios sean verdaderos?
b) Suponiendo que los tres son inocentes ;alguien mintié?;quien?
c) ¢El testimonio de alguno se sigue tautolégicamente del de algin otro?
¢Cual del de cual?
d) Si los tres testimonios fueran verdaderos entonces ;quién es inocente y

quién culpable?
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9. Fernando, Alfredo y Victor estan involucrados en un crimen que sélo

uno de ellos cometid y para protegerse atestiguan asi:

Fernando: "Yo no lo hice". "Alfredo tampoco lo hizo".

Alfredo: "Fernando no lo hizo". "Lo hizo Victor".

Victor: "Yo no lo hice". "Lo hizo Fernando".

Se sabe que uno de ellos,"el bueno”, dice dos verdades; otro, ‘"el

forastero" dice una verdad y una mentira y el otro, "el tramposc", dice dos
mentiras. ;Cudl es el nombre de cada personaje y cudl fue el que cometid el

crimen?.
10. En una légica de K valores de verdad 0,1,...K-1, (K =z 2)

;Cuantas valuaciones hay para n bloques proposicionales?
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Ejercicios complementarios.

Se conoce como un orden reflexivo, a una relacién binaria que sea
reflexiva, antisimétrica y transitiva. La ralacién " FT" entre férmulas es
claramente reflexiva y transitiva, pero no es antisimétrica pues si « FT B
y B FTa entonces « ? 3 pero no necesariamente son iguales; aunque la
relacién ? es relacioén de equivalencia.

Una relacién gque cumple lo anterior se llama un pre-orden.

Los siguientes ejercicios, pueden interpretarse como afirmaciones
acerca de que el preorden " FT“ entre las férmulas prop. sat. no tiene

minimo y es denso.

1. Para toda férmula prop. sat. o hay una férmula prop, sat. 8 tal que

B ]=Toc V o« |=ﬁ'/= B.

2. S1 &, B, son formulas tales que « FTB pero f3 F4= o entonces hay una

férmula y tal que « FTF y ¥ FTB pero y F¥=a vy B F4= 7.

3. Lema de Interpolacién de Craig.
Si o, B, son férmulas que tienen bleques en comin vy « }TB entonces hay
una foérmula ¥ que tiene como uUnicos blogques a los bloques que son

comunes en o« y [, y tal que « FTT v oy FTB.

La féormula y anterior se llama un interpolante para o y B.
Sugerencia: induccién scbre el numero de blogues que ocurren en o pero no
en B. ;Qué se puede decir de o y B, 51 « } B y no poseen ningin bloque

en comun?.
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III. Relaciones entre ldégica proposicional vy légica de primer orden.

Definicién Dada una interpretacién para L: una estructura # y dada una

sucesién S de elementos de A, definimos la valuacidén asociada

o E — {0,1} tal que para todo bloque P:
1 si A EP [s) Es decir:
YRs(P) 0 si & p/=P [s] Vaop) = 1 sit # FP,
Lema Sea ¢ férmula cualquiera, Al interpretacién para L y s sucesién de

elementos de A. Entonces:
* s . *
vﬂs(@] =1 sii & Fg [s] (*)

Prueba por induccién, sobre férmulas o sobre proposiciones.

¥*
i) ¢ bloque) vﬂs(w) =1 sii vgs(w) =1 sii &} g [s]

DEF. V&8s
ii) Supongamos inductivamente que «, 8, son propcsiciones que cumplen (*)
(H.I1.)

* - - * = = — = =

o = (=) VHS((ﬂa}) =1 sii Vgé“)¢ 1 sii & F/- o« sii A k(ﬂ&)[m
H. T: Def.Satisf.

* . * * .

¢ = (avp) vﬂs(avﬁ) =1 sii vgga) =10 Vgéﬁ) = 1 :li ﬁ%m[S] o gkﬁrm
per. 831, H VB gy

Teorema 6 Toda tautologia es universalmente vé&lida. Es decir, si }Tw
entonces } ¢. Pero neo inversamente.

Sea ¢. Supongamos %Ee F/= ¢, entonces hay #H, s tales que & F/= B s

entonces por Lema, vgé(wJ = 0 de donde ¢ no es tautologia.

Contrae jemplos para el inverso:

E(vx P(x) — P(c)) pero F4= (Vvx P(x) — Pl(c)).

Fvx (x = x)  pero F{= ¥x (x = x).
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Teorema 7 Toda consecuencia tautolégica es consecuencia légica. Es decir,
gi X F{@ entonces I FO. Pero no inversamente.

Sea ¥ u{a} conjunto cualquiera de férmulas.

Supongamos que £ /= a, entonces hay # y s tales que & E Bls] para toda

BeZ y & k=« ls].

Entonces por Lema, vg's cumple: V;S(B) = 1 para todo B € £ vy v;é(m) =0,

de donde I F¥= «.

Dos ejemplos de consecuencias légicas que no son tautoldgicas:

vx P(x), (P(a) — Q(a)) F Q(a) pero V¥x P(x) , (P(a) — Q(a))F4= Q(a).
(a » f(c)), P(a) F P(f(e)) pero (a = f(c)), P(a)k§= P(f(c)).

o
Teorema 8 Todo con junto de férmulas que es satisfacible, es

proposicionalmente satisfacible, pero no inversamente.
Sea Z -conjunto de férmulas, T satisfacible; entonces hay @ y s tales que
g } B [s] para toda B € Z; entonces por Lema, para todo f3 € Z, v;S(B) =1
de donde X es proposicionalmente satisfacible.
Un ejemplc de conjunto de férmulas, proposicionalmente satisfacible pero no
satisfacible:
L =A{=(x = x), ¥x (P(x) A-P(x))} es prop. sat. con v tal que v (x = x) = 0,

v(vx (P(x) A = P(x)) = 1. Pero claramente no es satisfacible en ninguna

interpretacién para su lenguaje.

Lema

Sea v : E — {0,1} tal que par cualesquiera términos t1’ t2, t3 se cumple:

i) vt =t ) =1
Py 1
jii) viit =t —t =1t) =1
T 2 1
iii) v(t =t At =t —t =t ) =1
1 2 2 3 1 3

Entonces hay una estructura asociada #v y una sucesidén asociada S de
A2 v
elementos de A (el universo de # ) tales que para cualquier férmula ¢ sin

v v
cuantificadores:

v (p) =1 sii E;l:qp e
v
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Prueba:

Definimos una relacién = sobre los términos del lengua je: t1 = t2 sii
def
vit =t ) =1.
1 2
La Relacién = es relaciéon de equivalencia sobre los términos, por las

propiedades de wv:

t1 = t1 pues v(t1 ~ t1} = 1 por propiedad (i).
Suponemos t1 = t2 entonces v(t1 & tz) = 1 y por la propiedad (ii) y el
criterio de extensidén de valuacién, v(t2 = tl) =1 . t2 = tf

Suponemos t1 = t.2 y t2 = t3 entonces v(t1 = t%) =1y v(t2 & t3) =1y
por propiedad (iii) y definicién de extensidén v , se tiene que
v(t =t ) =1de donde t = t_.

13 1 3 .
Sea t = { £’ : t’ = t}, Definimos 8 =<A, P°, £ ,¢” > para cada P, f,

v
c en el tipo del lenguaje, del siguiente modo:
A = {t : t es término de L}.

- Si P es predicado de n  argumentos entonces

Pg"={<€,_..,E>/V(P(t,...,t)}=1} ngg A",
def 1 n 1 n v
- 51 f es funcién de m argumentos entonces
fgv: A" —5 A tal que fgv(<f yerasb ¥ =F(E Lo.0:t ),
v v 1 m 1 m
Ho — def
Si C es constante, entonces: C™ = C.
def
Definimos por ultimo S : N — A sucesién de elementos de A, como:
v v v |
S (1) = x, |
v i I
Es inmediato verificar, por induccioéon sobre los términos que:
SUBLEMA tav[sv] =t e A (*) estd justificado por la definicién usual
v
de tg[s].
- Av ) -
LSit =x1t o xi© O [S] =Sv(i) = xi
Voo defSv
Blbtmeg g e g] 267§
Voo defHv
Supongéamoslo para th.ot (B 1.}
m
Si't = F(t,...t) ~ £(t,... t )51 = £ fvg ],...,tHV[S 1)
1 m 1 m v % 1 v m v
=fgv(t, B ) & Pt gnn.ct )
HI 1 m m
defdv
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Veamos ahora, por induccién sobre ¢, sin cuantificadores que:

*
v (p) =1 sii A Fo [s 1]
v v
si g =P(t,...,t)
1 n
*
v (P(t,...,t) =1 sii v(P(t,...,t)) =1
1 n _ 1 _ n Ay
sii <t1,...,t > e P (por def de fAv).
n
sii <t2 V(S 1,..., t'[S 1> € P""(pues ¥ = " ISv].
v n v SUBLEMA
sii 9v F P(tl,...,t ) [Sv] (por definicién de Verdad).
n
*Sl Q= (t1 = tz) B )
vt =t)=1siiv(t #t)=1 siit=zt siit =1t
1 2 1 2 1 2 1 2

sit tTsy] = t%[sv] sii A E(t, = t_)[sv].
1 2 1 2
SUBLEMA
-Supongéamoslo para «, 8 (H.I.)

. Si ¢ = ()
v*[ﬁa) =1 sii v*(a) =0 sii v*(a) # 1 sii Avk/= « [Sv] sii Avk{-a) [Sv]
.Si ¢ = (avB) it
* * *
v (avB) =1 sii v () =1 o0ov (B) =1

sii HVF a[Sv] o Evl: B[Sv]
(H.I.)
sii AvE(avB)[Sv]

Teorema 9 Si ¢ es universalemente valida y sin cuantificadores y sin

igualdades, entonces ¢ es tautologia.

Sea ¢ foéormula sin cuantificadores ni igualdades.

Supongamos que ¢ no es tautologia. Entonces hay v:E — {0,1} tal que
v*(w) =0

Sea v':E — {0,1} tal que

v(P) si P # (t1 & tz)
v’ (E) = 1 si P (tl X tl)

0 siP (t
1

R

t2) con t1 #* t2 (Distintos términos ti,tz).

Obsérvese que v cumple las propiedades i), ii), i1ii), del Lema.
*

2

*
Entonces para toda ¢ sin simbolo de igualdad se cumple que v (¢) = v’ (¢)
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* *
y como ¢ no tiene simbolo de igualdad entonces v' (¢) = v (¢) = 0 y como
no tiene cuantificadores, por el Lema, hay #v' y Sv' tales que
* *
v (p) =v' (p) =1 sii dvfe [Sv']

Por lo tanto &  }/= ¢, de donde ¢ no es universalmente valida.
v

Sv’]
=]
Teorema 10 Si £ u{g} es un conjunto de férmulas, sin cuantificadores y sin
simboles de igualdad, entonces:
a) ke sii koo
b) Z k¢ sil I R o

c) £ es satisfacible sii £ es prop. sat.

a)=) Es una reescritura del Tecrema 9.

<) Es una caso particular del Teorema 6.

.b)¢) Supongamos gue ZF4= ¢, entonces hay v tal gue v*(B) = 1 para todo
BeZ y v (p) =0, entonces para v’ como en la prueba del Tecrema 9,
v’*(B) = 1 para todo B € £ vy v’*(w) = 0 y hay v y Sv tales que
Av' kB [Sv'] para toda B € £y Ev’' /= ¢ [Sv’], de donde Z = o.

<) Es un caso particular del Teorema 7.

c)=) Es un casc particular del Teorema 8.
*
«) Supongames que £ es prop. sat. y sea v tal que v (B) = 1 para todo

*
B € T. Entonces con v’ como en el Teorema 9, tenemos que v’ (B) = 1

para todo B € T y hay #&v' y Sv' tales que Av' F B [Sv’'] para todo

B € £, de donde ¥ es satisfacible.
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IV Métodos de decisidén en ldégica proposicional.

Arboles de Verdad.

Introduccion.

Decimos que un argumento en un lenguaje de primer orden L, es una
sucesién finita de enunciados de dicho lenguaje, de los cuales el Ultimo,
llamado conclusién, se dice que es consecuencia loégica de los anteriores,
llamados premisas.

Un argumento o raciocinio, es valide o correcto si no puede ocurrir

que las premisas sean interpretadas todas como verdaderas y la conclusidn
como falsa.
En otras palabras, un argumento es védlido o correcto si cada vez que todas
las premisas sean verdaderas, bajo alguna Iinterpretacién, entonces la
conclusién tanga que ser necesariamente verdadera, en esa misma
interpretacion.

Es claro que lo anterior sighifica lo mismo que: la condicional que
tiene como antecedente la conjuncién de todas las premisas en el caso que
se tenga un numero finito de ellas y como consecuente a la conclusién, sea
una condicional universalemente valida; o sea, verdadera en cualquier
interpretacién.

Otra manera mas, que significa lo mismo que las dos anteriores, es

que: la conclusién sea consecuencia légica del conjunto de todas las
premisas.
El problema de decidir si un argumento dado en lenguaje de primer orden es
correcto o no, no es en general un problema de decisidén efectiva o
algoritmico. Sin embargo , si nos restringimos a la légica propesicional o
logica de predicados, podemos decidir si la conclusién es consecuencia
tautolégica de las premisas, en el caso de un numerec finito de premisas. En
ese caso, por resultados anteriores sabremos que la consecuencia también es
légica. (Teorema 7).

rDebe ser claro de los resultados anteriores, que si la consecuencia no
es f;tutolégica, en general no podemos asegurar gque nNo sea Cconsecuencia
légica; sin embargo, en el caso de gque los enunciados del argumento no
tengan cuantificadores ni igualdades f gque la conclusién no sea

consecuencia tautolégica, si podemos asegurar gque: no es consecuencia
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légica. (Teorema 10.b).

Todo lo analogo a lo anterior, podemos decir del problema de decidir si
una férmula es universalmente valida y del problema de decidir si un
conjunto de férmulas es satisfacible; asi pues, en la légica proposicional
dentro de la lbégica de primer orden, tenemos un mecanismo de decision
parcial para los problemas anteriores. Veamos pues un mecanismo particular,
conocido como "arboles de verdad", por medio del cual se puede decidir
efectivamente si1 una férmula es o no tautologia, o bien, decidir
efectivamente si una férmula es o no consecuencia tautolégica de un
conjunto finito de férmulas, © bien, decidir efectivamente si un conjunto
de férmulas es o no proposicionalmente satisfacible.

El método de arboles de verdad, se basa en los siguientes hechos, ya

conocidos:
_I1.Def.Prop.Sat {ai,...,a2} es prdp.sat. sii hay v tal que
vie ) = ... =v(ia) =1
1 n
II.Teo 2,i) ¢ es tautologia sii  (-=¢) no es prop. sat.
III.Teo 2,iv) y viii) ¢ es consecuencia tautologica de ul,...,a sii
n
{al,...,a ,7¢)r no es prop. sat. sii
n

(alA...A o A -p) no es prop. sat.
n

Un requisito previo al uso del método de arboles es transfomar las

férmulas involucradas, a ctras foéormulas tautoldgicamente equivalentes y que

sean disyunciones o sean conjunciones de blogues o de negacién de blogues o
bien de férmulas que tengan esas mismas propiedades. Para ello, se usan las

siguientes equivalencias tautoldgicas y el Teorema 4., de sustitucién de

equivalentes:
Doble negacién: == « =« =1 (ce=B) = (an=B)v (=aAB)
(o A B) = aaw -3 (x — B) = R leavie:
De Morgan. 2l v B) = aA -B (a & B) = (e A B) v (AARB)

Negacién de Implicacién: =(oe—f)

Asi, podemos suponer gque las foérmulas Unicamente tienen los
conettivos =, A, Vv, fuera de los bloques.
Supongamos que queremos decidir si alA ¢ AanAﬂ@ tiene o no tiene
valuacién que la satisfaga (prop. sat.).

El método consiste en partir de =-¢ e ir adjuntando las premisas
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®,...,0 una a una.
1 n

Si hay que adjuntar una conjuncién de bloques o bloques negados,

A
digamos A A B, esto se hace mediante una linea vertical: |
B

Si hay que adjuntar una disyuncién de bloques o bloques negados, digamos
// \\
A v B, esto se hace mediante dos ramas que se abren: A B

Al ir adjuntando premisas, se va formando un arbol de posibilidades y en
cada paso analizamos cada "rama" para determinar si hay en la rama un
bloque y su negacidén; si tal es el case, esa rama no es posible y "se
cierra” indicéandolo con una cruz: X. Si no es el casc de que en la rama
haya un bloque ¥y su negacidn, la rama es posible y la dejamos abierta.
Al agregar una nueva premisa, hay que agregarla a cada una de las ramas que
permanecen abiertas hasta ese momento. Una vez adjuntadas todas las
premiéas, hay dos posibilidades:
-Si se cerraron todas las ramas, la férmula no es satisfacible.
-Si queda una rama abierta, la férmula si es satisfacible y la rama abierta
nos da un ejemplo de una valuacién que la satisface, definiendo tal
valuacién asignando 1 a los blogues gque aparecen en esa rama, sin

negacioéon; y asignando 0 a los blogues que aparecen en la rama, con

negacion.

Veamos un ejemplo: Supengamos que M, A, F, D son blogues,

remisas
P » Argumento

- A conclusién ]

El argumento es correcto si y sélo si (Mv A),(M — F),(D — ~F),D F A
Analicemos si se cumple o no: (M v A), (M — F),(D — -F), D }& A

Sabemos que (M — F) (-M v F} vy (D — =F) (= D v =F).

=

T

=l
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=2 A negacién de la conclusién

D premisa a2,
-D \\ﬂF premisa 32 (se cierra la rama izquierda
X //\\\ pues aparece en ella D y -D).
A premisa 1=
\\ %
M F premisa s
X X

Todas las ramas se cierran (x), por lo tanto el conjunto de férmulas:
{(M v A), (M — F), (D — +F), D, -A} no es proposicionalemente
satisfacible y entonces por Teorema 2 iv) y viii):

(M v A), M —>F), (D—AF), D FT A se cumple. Asi pues, por le Teorema 7
tenemos que:

(M vA), (M -—F), (D— ~F), D F A vy el argumentoc es correcto.

Obsérvese que no importa el orden en gque se agreguen las premisas o las
férmulas que estan en conjuncién. Pero si es conveniente, por eficiencia,
agregar primero la negacién de la conclusidén, y de entre una conjuncién o
una disyuncioén, es conveniente agregar primero la conjuncién ya que una
disyuncién generarda més ramas y es conveniente que el arbol no se "abra"
mucho al principio.

Otros ejemplos: consideremos las sigulentes proposiciones como premisas o

hipdtesis:
hl1) = C A F — -H En estos ejemplos, la tabla de verdad |
h2z) -N — H A F tendra 2° = 64 renglones! Pues hay 64
h3) -W — (A — = C) valuacicnes posibles para los blogues
AN,C,F,H,W.
2hl), h2) h3) FT (nwAA—N)? ¢hl), h2), h3) FT (N—-HVF)?
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W N
A re—— Negacidn H j¢—— Negacién
| de la | de la
=N Conclusidén -F Conclusién
C -F -H «—— (hl) ——— C aF -H
A1 IV AN
N H N H N H N H N H
x | x| x | be— (h2) — B
F F F F F
i | \\ X X X X
W =A ‘“sc (h3) ——— W -A =C
A
X X X 5%
J(Rama Abierta) 40 B
Contra ejemplo:0 1 1 0 1
(Otra Rama abierta) ANCGFRN
Otro contraejemplo: 11011
La respuesta es: si es La respuesta es: no es consecuencia tautoldgica
consecuencia tautolégica. y hay una v contraejemplo, v(A) = v(F) =0 vy

v(N) = v(C) = v(H) = 1, v(w) € {0,1}.

Nota: al agregar h2 en el arbol de la derecha, quedd otra rama con N (*),
sin desarollar mas, pues no es necesario, ya gque antes (de izquierda a
derecha), se encontré una rama abilerta.
Resuminos a continuacidén, la utilizacién del método de Aarboles, para
resolver tres tipos de problemas:
lo) Una férmula o es tautologia si y sélo si el arbol a partir de (4 @) |

es cerrado (se cierran todas sus ramas).

Si o es tautologia, el método lo decide y si no es tautologla también

lo decide y proporciona una valuacidén que le da valor 0.

20) Un férmula ¢ es consecuencia tautolégica de un conjunto finito T de
férmulas si y sdlo si el arbol de £ v {-¢p} es cerrado.
Si se da la consecuencia tautoldgica, el método lo decide y si no se
da, también lo decide y proporciona una valuacidén que satisface a todas
las férmulas de £ y no satisface a ¢.
30) Un conjunto finito £ de férmulas es prop. sat. si y sélo si el arbol de
- Z tiene alguna rama ablerta. Si ¥ es satisfacible, el método lo decide
y proporciona con la rama abierta, una valuacién gque satisface a £ y si

Z no es satisfacible, el método lo decide ya que el arbol de £ tendra
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todas sus ramas cerradas en este caso.
Como es claro, el problema de decidir si X FT ¢ para un conjunto finito Z,
es equivalente al de decidir si f_ (Aa — ).

T QeX

Aqui N denota simplemente la conjuncién de todas las foérmulas de Z,

ae
siempre que £ sea un conjunto finito de férmulas. Si I es infinito, por el

Teorema de Compacidad hay un I' € £, T finito tal que T }Tw aunque tal T
no se puede obtener explicitamente de un modo efectivo.

Asi pues, podemos pensar que el problema puede resumirse en decidir si una
férmula es tautélogia o no, lo cual es efectivamente decidible. Entonces,
podemos dar un procedimiento efectivo el cual, dada una férmula ¢
cualquiera, decida si es universalemente valida por razones proposicionales
6 no es universalmente valida por razones proposicionales, o bien no pueda
decidir lo anterior ya que su validez universal o su no validez universal,
dependa de cuantificadores y/o de igualdades. Un esquema de tal

procedimiento, basado en los Teoremas 6 y 9, es el siguiente:

¢
fattotogar|—— |7 0 ©
Bia FIN
lNO
No hay un algoritmo
. @ tiene . general para decidir
: i .
igualdades o ————— {si g es U.V. o ¢
cuantificadores no es U. V. (¥*)
NO
¢ no es U. V.
FIN

(*) Si ¢ no es tautologia y gsi tiene igualdades o tiene cuantificadores,
no hay un algoritmo general para decidir si ¢ es U.V. o ¢ no es U. V. Sin
embargo si hay un procedimiento efectivo tal que:

. "¢ es UV. siy soélo sl el procedimiento afirma que ¢ es U.V."
El procedimientoc mencionado no es un algoritmo de decisidén, ya que si ¢ es
U.V. el procedimiento lo dice, pero si no es universalmente valida, el

procedimiento no dice que no lo sea.

Para una prueba de este ultimo resultado, vease [2] y [3].
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Ejercicios

1. Sean P,Q,R bloques, y sean «,f,y férmulas, P(x) predicado.
son o no tautologias:

i) (P — Q) — [(P Vv R) — (QvV R)]

ii) [aa (B — 7)] — [(x A =B) Vv (A 7)]

iii) e A (B Vv 7)] — (@ A 7)

iv) V¥x P(x) v 3x - P(x)

v) ¥x P(x) — Vx P(x)

vi) V¥x(x = x)

Determinar si

2. Determinar si se da o no la consecuencia tautolégica, A,C,F,H,N,W,P,Q,R,

son bloques:

i) (-CAF — =H),(-N — H A F), (W — (A — ﬂC))FT{(ﬂw A A) A AN)

ii)  (ha — ) p o«

1i1) (ACAF — -H), (AN — HAF), (-W — (A — ~C))E (N A (H A -F)
iv) ¥x P(x), (P(e) — Q(e)) FT Q(c)

v) (x = y), (y = z) FT X % z

vi) (PvaQ), ~(-RVP) (P — Q)

vii) ¥ — (@ — B), « k(¥ — -B)

viil) a — (B — 7) fLa AB — ¥

3. Determinar si el conjunto dado es prop. sat.

i) £=4{(P—1Q), (Q —R), (T — =R),(P A T)}
ii) {(P — QWR), (Q — -P), (T — =R), (P A T)}
iii) {vx P(x), = P(c)}

iv) A{P(c)a -P(a), (c = a)}

v) {(¥x M(x) — R(c)), (¥x P(x) — V¥x M(x)), -R(c), -vxP(x)}

4. ;Cierto o falso? Justificar con prueba o contraejemplo.
a) Si EFT(aVB) entonces ZFTQ o EFTB
b) Si Z}é= ay F/; B entonces EF{= (x v B)
c) Si Zf/=a entonces I} -«
i T T
d) Si Zf a« entonces ZIf/= -«
T T

e) Si Z}} @ y I es prop. sat. entonces Z%4= A0
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5. Sean «,f8 férmulas sin cuantificadores y sin igualdad.

Suponga gque para cualquier lista finita de férmulas COURIERY %
n
i e t s s, .
Si v, ' F « entonce v, ¥ E B
Justifique entonces que: « B.

T

6. Sean «, B férmulas y suponga que « }TB (B es cons. tautoldgica de a).
Pruebe entonces que para cualquier conjunto X de férmulas:
Thoa > ZEB
7. Sean «,f3 férmulas; o sin cuantificadores y sin igualdad, y suponga que:
(Para toda 7, 7 FT ®) = (Para toda 7, ¥ FT B).
Pruebe que: Fa = F B.

8. ¢Es correcto el siguiente argumento? Simbolicelo con bloques y analicelo
tautolégica y légicamente.

La funcién valor absoluto es continua en cero, si es derivable en cero.

La funcidén valor absoluto no es derivable en cero.

- La funcioéon valor absoluto no es continua en cero.

9.¢Es correcto el siguilente argumento?
Simbolizarlo con bloques y analizarlo tautolégica y légicamente:
Si se elevan los preclos o los salarios, hay inflaciédn.

Si hay inflacidén, el congreso la regulara o el pueblo sufre.

5
%
]
]
|

Los congresistas se haran impopulares, si el pueblo sufre.
El congreso no regulard la inflacién y los congresistas no se haran
impopulares.

» No se elevaran los salarios.

10. ;Es correcto el siguiente argumento?
El gobernador retendra el apoyo de los obreros, sélo si aprueba el proyecto

de ley.

El gobernador retendra el apoyo de los campesinos, sélo si veta el proyecto
de ley.

El ggbernador (obviamente) o no veta o no aprueba el proyecto de ley.

. El gobernador no retendra el apoyo de los cbreros o no retendra el apoyo

de los campesinos.
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