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Prefacio

Estas notas recopilan material de algoritmos sobre busquedas y ordenamientos, temas
que se estudian en cursos como Andlisis de Algoritmos y Estructuras de datos; asignaturas
asociadas a la Licenciatura en Ciencias de la Computacién, de la Facultad de Ciencias,
UNAM, donde se revisan estos temas con gran profundidad; las carreras de Actuaria y
Matemdticas también cuentan con materias optativas que incluyen estos temas.

El objetivo principal es que estas notas formen parte parte del material diddctico para
cursos basicos de Algoritmos y Estructuras de Datos.

Se revisa una gran variedad de algoritmos. Para cada algoritmo se presenta su des-
cripeién general (estrategia), ejemplos, pseudocédigo, andlisis detallado en el peor de los
casos, y para la mayoria de ellos, sobretodo para los de ordenamiento, se realiza el anslisis
del tiempo esperado.

Parte del material, de las presentes notas, fue elaborado en el marco de un proyec-
to de servicio social, donde el estudiante de la carrera de ciencias de la computacion
Alejandro Herndndez Aguilar tuvo como tarea principal recopilar, y transcribir, material
sobre Algoritmos de busquedas y ordenamientos. He complementado este material con
mis propias notas de clase, he ampliado algunos temas y, ademds, al hacer correcciones
incluf interesantes modificaciones que completan el material.

El material estd dividido en tres partes:
(I) Busquedas; (II) Hashing; y (ITT) Ordenamientos.

En la primera parte se define el Problema de Busqueda y se presentan cuatro algoritmos
de que resuelven el problema. Para cada uno de ellos se describe la estrategia general y
se ejemplifica; se calcula el desempefio computacional, en el peor de los casos y se da, al
menos, un pseudo-cédigo. También se presentan algunas variantes de una de las estrategias
mas populares, la Bisqueda Binaria.

En la segunda parte presentamos las Funciones Hash, usadas para realizar bisquedas
eficientes sobre tablas. Se describen y disefian varias funciones de dispersion; se presentan
los conflictos de colisién vy se analizan diversas estrategias para evitar y manipular las
colisiones. Finalmente, se presenta el andlisis de complejidad de las Tablas Hash.

Este material se complementa con el Apéndice B donde se describe brevemente el tipo
de datos abstracto Tablas y se presentan estructuras de datos para las Tablas Hash.
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En la tercera parte, se revisa una amplia gama de algoritmos que resuelven el problema
de Ordenamiento, desde los mds simples (no por ello mejores) a los més complicados pero
con el mejor desempefio computacional, Finalmente, , para completar el tema. presenta-
mos ordenamientos cuyo tiempo de ejecucion es lineal. Estos aprovechan caracteristicas
especiales de los datos de entrada (ejemplares) para solucionar el problema.

Complementamos este material con varios apéndices, donde se revisa, brevemente, no-
tacion sobre el Andlisis de Algoritmos, algunas propiedades de Arboles y algunas estructuras
de datos como Colas de Prioridades y Heaps Binarios.

Dra. Maria de Luz Gasca Soto
luzg at cilencias.unam.mx

Profesor Asociado, C, T.C.
Departamento de Matematicas



Capitulo 1

El Problema de Busqueda

En este capitulo presentamos el problema de bisqueda, el cual consiste, de manera
general, en encontrar un elemento  en una coleccién de objetos, parcialmente ordenadal.
Considerando que siempre se realizan biisquedas sobre conjuntos, los cuales pueden estar
o no ordenados, es necesario tener métodos que tomen en cuenta las caracteristicas del
problema que se desea resolver para asi obtener procesos eficientes, ya que no es lo mismo
efectuar bisquedas sobre conjuntos ordenados y desordenados. Ademas, también hay que
considerar el tamafio del conjunto. Para mostrar esto, pensemos en los siguientes ejemplos:

I

Al pagar con tarjeta, de crédito o débito, la terminal tiene acceso a una base de
datos y realiza una bisqueda para autentificar la tarjeta, es decir verifica que exista
una cuenta asociada a tal tarjeta.

Buscar en el disco duro de una computadora un directorio o archivo.

La busqueda que se realiza en algunas bibliotecas pequeiias para localizar los datos
de un libro sobre ficheros ordenados alfabéticamente.

Al buscar un libro por tema en una biblioteca automatizada el sistema tendrs que
filirar la informacién de la base de datos que forma el catdlogo para mostrar los
libros que contienen el tema dado.

Al buscar, el ayudante, la tarea de un alumno en montén de tareas un CUrso, no es
necesario que el conjunto de tareas esté organizado ni por nimero de tarea ni por
nombre del alumno.

En general, la bisqueda localiza un objeto en un conjunto dado, la busqueda se realiza
considerando un atributo clave, es decir un atributo que lo identifica de los demés de forma
unica denominado llave.

Los métodos que describiremos en las siguientes secciones, estan enfocados principal-
mente en bisquedas sobre secuencias ordenadas y se presenta un método para secuencias
no necesariamente ordenadas.

'Es necesario que los elementos en la coleccion puedan ser comparados entre ellos.
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Por simplicidad, supondremos que los conjuntos y secuencias usadas para describir e
tlustrar los métodos son de tipo entero. Silos elementos 1o son enteros, siempre es posible
construir una funcién biyectiva para asociar cada objeto del conjunto con un entero.

El resultado de la biisqueda dependers de los requerimiento especificos del problema;
por ejemplo, podria:

1. indicar si el dato estd o no en el conjunto;

2. indicar en qué posicién se encuentra el dato, si estd, o en qué posicion se
encontraria, si no esta en el conjunto;

3. regresar el primer dato, o al primero que se encuentre, que satisfaga las
condiciones de la bisqueda;

4. regresar a todos los datos que satisfagan una propiedad dada.

Antes de iniciar con el tema daremos algiinos conceptos que usaremos, durante el
desarrollo de este trabajo.

Objeto: Un objeto es la representacién detallada, concreta v particular de un algo, que
le permite ser identificado de ofros. Para nuestro propésito a esta representacion la
llamaremos de forma indistinta ”elemento u objeto”.

Conjunto: Es una coleccién de objetos del mismo tipo, que no admite elementos repeti-
dos. Consideraremos conjuntos para los cuales existe una relacién de orden.

Secuencia: Es una sucesién de objetos del mismo tipo donde los objetos pueden o no
estar repetidos, para los cuales existe una relacién de orden.

Espacio de busqueda: conjunto o secuencia de datos en la cual se realizard la busqueda.

Un planteamiento mds formal del problema es:

Problema de Btisqueda. Sea S = {sy, 59, 53,..., Sp} una secuencia de nimeros ente-
ros, no necesariamente ordenada. no vacia, finita y de tamafo n.
Determinar se existe z en S, tal que z = s;, para algin i = 1, L T

A continuacién presentamos cuatro técnicas empleadas para resolver este problema:
La bisqueda secuencial, la binaria, la exponencial y la bisqueda por interpolacién. Para
cada una de ellas se presenta la estrategia general, el anslisis de complejidad, en el peor
de los casos (para algunos el anilisis del caso esperado) y, al menos, un pseudocédigo, que
podria ser recursivo o iterativo o ambos.
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1.1. Bisqueda Secuencial

La Busqueda secuencial es también llamada biisqueda lineal, es el método de bisqueda
mas intuitivo y simple, por lo que no se requiere ningtin orden sobre los datos de entrada.

Estrategia

Esta técnica revisa uno a uno los elementos de la secuencia S hasta encontrar el dato
deseado o llegar al 1iltimo elemento de S, lo cual indicarfa que el dato no estd en S.

Para ilustrar el método consideremos los ejemplos de la Figura 1.1, ambos incisos se
busca al nimero 7 y el indice 7 sefiala la posicién que est4 siendo revisada.

a) S 4 1 8

TTLLLLTT

—— false

b) S:

00T

) true

Figura 1.1: Ejemplos de biisqueda secuencial.

En la Figura 1.1(a) la secuencia es 5={6,3,9,4,1,8,0,5}; aquf se tiene una bisqueda no
exitosa, el proceso regresa false. La bisqueda termina cuando se llega al dltimo elemento.
Para el inciso (b) la secuencia es $={6,3,9,4,7,8,0,5}; ahora bisqueda es exitosa, el proceso
regresa true, y termina al localizar el elemento en la posicién i = 5 de S.

Andlisis de Complejidad

En este apartado estableceremos el desempefio computacional tanto en el peor caso
como en el caso esperado. Para tal propdsito supondremos que la bisqueda se realiza sobre
una secuencia 5 no necesariamente ordenada de tamafio n, donde S = {sy, sy, ....5,}.

Analisis del Peor Caso

Para establecer el desempefio computacional en el peor de los casos, es necesario que
observemos que hay dos posibles escenarios; en el primero se tiene la situacién de que el
elemento buscado se encuentre al final de la secuencia, el segundo se da cuando el elemento
no se encuentra en ella.
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Para ambos casos se realizardn, necesariamente, n comparaciones por lo que el desem-
peno es exactamente el tamano del ejemplar. Por tanto, en el peor caso la busqueda
secuencial requiere tiempo O(n).

Analisis del Caso Esperado

En este caso también tenemos dos escenarios, en el primero la busqueda siempre es
exitosa, mientras que en el segundo consideramos que no lo es.

Para comenzar el andlisis suponemos que la secuencia S ha sido obtenida bajo una
distribucidn uniforme, entonces si el elemento sf estd en S hay n localidades posibles para
€l, todas tienen la misma probabilidad de contenerlo, de esta forma la probabilidad de
que el elemento buscado esté en la posicién 4, con 1 < i < n, es de 1 /m. De manera més
formal, sea z el elemento a buscar, entonces la probabilidad de que z esté en la posicién
i, denotado por Fj[z], es: Pj[z] = 1/n.

Retomando la forma como el método resuelve el problema podemos observar que el
numero de comparaciones realizadas para ubicar al elemento, depende de su localizacion,
por ello este nimero es simplemente su posicién en la secuencia, de tal forma que si el
elemento estd en el primer lugar se realizard una comparacién, si estd en el segundo se
efectuaran dos y as{ sucesivamente.

Entonces, podemos calcular el promedio de las comparaciones que esperamos realizar
sumando el niimero de comparaciones efectuadas para cada localidad y multiplicando
éstas por la probabilidad de que el elemento se encuentre en ella, esto es denotado por:
E[P;[z]] = FElz]. en especifico:

n

Bla = Y i~ (Plel) = Z(;) = Ly Lt o

i=1

Si incluimos la posibilidad de que el elemento no esté en la secuencia, tendremos ahora
que considerar (n+ 1) localidades por revisar y los (n + 1) posibles lugares son igualmente
probables, entonces cl mimero esperado de comparaciones ahora es:

n+ 2 n+1 1

Ely] = = -
2] 2 5 T3

Nétese que incluir la posibilidad de que el elemento pueda no estar en la secuencia
solo incrementa el caso esperado en 1/2, cuando comparamos esta cantidad con el tamaiio
de la secuencia, esta cantidad es no significativa por lo que podemos concretarnos al
valor (n 4 1) /2. Asi, el nimero de comparaciones realizadas. en el caso esperado, por la
biisqueda secuencial es lineal, es decir O(n).

Este método de busqueda no requiere ningtin orden en los datos de entrada. Se puede
usar en secuencias ordenadas, en este caso se recomienda modificar la condicién de salida
para terminar antes de recorrer toda la secuencia, aunque esto no influye en su desempeno
global.
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Algoritmo

A continuacién se da el pseudocédigo para el algoritmo de busqueda secuencial, pre-
sentado en el Listado 1. Suponemos que la secuencia S estd contenida en un arreglo X,
el cual no tiene datos repetidos.

Listado 1 Busqueda Secuencial

// PreC: X es un arreglo no necesariamente ordenado, no vacio y finito de enteros

// PostC: X no sufre cambios;
i regresa la posicion i, si el elemento z es encontrado:
P4 regresa —1 si z no se encuentra en el conjunto.

int BSecuencial(int z; data_array X) {

int i; // indice de acceso al arreglo.
i = ¥ // inicializacion del indice.
while (i < X.lenght) do { // recorre el arreglo con el indice
if (X[i]== 2)
return |i; // busqueda exitosa, regresa el indice
else i=i+l1
}
return —1; // busqueda no exitosa,

// regresa una posicion no existente.

Como se puede observar en el pseudocédigo se hace uso del indice i para recorrer el
arreglo en el ciclo while, cuando la llave es encontrada (en caso de estar en el arreglo) se
regresa 7, la posicién actual, lo que se interpreta como una bisqueda exitosa, ya que se
obtiene la localidad en la que se encuentra el elemento buscado.

En caso de que se llegue al final del arreglo (condicién en while) y no se encuentre el
elemento, el algoritmo regresa -1, este valor fue escogido en caso de fracaso, pues estamos
suponiendo que el indice inferior del arreglo es positivo.

1.2. Biudsqueda Binaria

Este método pertenece al grupo de técnicas basadas en la estrategla de divide y ven-
cerds. La Busqueda Binaria requiere que el espacio de bisqueda esté ordenado. Asi el
nuevo planteamiento del problema es el siguiente:

Problema de Bisqueda. Sea S = {s;,s9,..., 5n} una secuencia ordenada y finita de
nimeros enteros, de tamarfio n. Determinar si existe z en S tal que z = §;, para
algiing $=1,2,...,m

Sin pérdida de generalidad. supondremos que la secuencia S estd ordenada de forma
ascendente y tiene longitud ng. Denotaremos con m al elemento que divide a la secuencia
en dos subsecuencias de tamafio similar y con z al elemento a buscar.



8 El Problema de Biisqueda

Estrategia

La estrategia empleada por esta técnica es mas facil de comprender si la vemos de
manera recursiva, ésta consiste en dividir a la secuencia original en dos secuencias més
pequenas, de tamafio similar, donde el elemento que las divide m es comparado con z;
en caso de ser igual, se considera una buisqueda exitosa y se da por concluida. En caso
contrario, dependiendo de cédmo sea la relacién de orden entre el elemento m, y el elemento
buscado z, sin dejar de considerar, el tamafio de la secuencia S se tienen las siguientes
situaciones:

Si (m < z2)y (ng > 1) se considera a la subsecuencia a la derecha del elemento m, como
el nuevo espacio de busqueda y se emplea nuevamente bisqueda binaria sobre esta
subsecuencia.

Si (m > 2) y (ns > 1) se considera a la secuencia a la izquierda de m como el nuevo
espacio de busqueda y se aplica el método de la bitsqueda. binaria sobre ella.

Si((m<z2)y(ns=1))osi((m>2)y(ng= 1) ) se considera una biisqueda no
exitosa y se da por terminada.

Para ilustrar el método, consideremos el ejemplo mostrado en la Figura 1.2(a). Se
tiene la secuencia S = {2,3,5,7,9, 10,13, 15, 16, 18} v se busca al nimero z = 13.

a)s:f2 1 3ls b7 lolrefzfis]iets

b) 21 3]s 7 n 10 | 13| 15| 16 | 18
c) 2 13| s | 7 9 | 10 IBE 18
d) 2 13| s5 | 7 :n 13| 15| 16 | 18
e)

23| s | 7 10 15 | 16 | 18

Figura 1.2: Ejemplo de biisqueda binaria

Ye]

Como podemos ver en el inciso (b), de la Figura 1.2, se tiene que el nimero de datos
es ng = 10; el elemento en la mitad, es m = 9 y estd enmarcado con color negro; S; =
{2,3,5, 7} es la subsecuencia izquierda de m v S, = {10,13,15, 16, 18} es la subsecuencia
derecha. Ya que z = 13 > 9 = m se toma como nuevo espacio de bisqueda a S;, marcada
en gris. Aplicamos la busqueda binaria sobre ella, obteniendo m = 15, ng = 5. Las nuevas
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secuencias izquierda y derecha son S; = {10,13} y S, = {16, 18}, respectivamente, inciso
(c). Se tiene que m = 155 13 = 2 y 2 = 13 < 15 = m, entonces se toma a la secuencia
izquierda (marcada en gris) y se le aplica bisqueda binaria. Ahora, m =10y ng = 2, dado
que el espacio de blisqueda tiene solo dos elementos, se considera S; = {10} y S = {13},
como m = 10 < 13 = z, se aplica la biisqueda binaria sobre S, inciso (d). Tenemos que
m =13, ng = 1, ya que m = 13, es el ntimero buscado, entonces se termina la busqueda
binaria con éxito.

Algo que es importante observar, con la misma secuencia S , €8 que si el nimero buscado
hubiera sido el 12, se realizarfan los mismos pasos pero al final como m = 13 £12=2zy
ng = 1 se terminarfa con una bisqueda no exitosa, lo cual nos indica que al menos para
este caso se realizdn el mismo nimero de comparaciones para la bisqueda exitosa y la no
exitosa, esto nos proporciona una pista del desempefio computacional de este algoritmo.

Complejidad Computacional

Calcularemos el desempefio computacional de este método de buisqueda tanto en el
peor caso como en el caso promedio. Sin pérdida de generalidad y para facilitar el analisis
consideraremos que S es de tamafio 2* para k€ Z v k > 1.

Analisis del peor caso

Dado que el método siempre reduce la secuencia a la mitad y que el tamano de la
secuencia es: n = 2", entonces para cada llamada recursiva el tamafio de la secuencia
revisada se puede expresar como n' = 2571 de aqui podemos decir que el tamano minimo
se da cuando k = 1. Por tanto, el método es usado k veces, entonces al resolver la ecuacién
n = 2% tenemos que k = logy n, por lo que se realizan log, n comparaciones. Por lo tanto,
la bisqueda binaria toma tiempo O(log,n), en el peor caso.

Analisis del Caso Esperado

Para realizar el analisis del caso esperado se requiere suponer que la secuencia fue
obtenida bajo una distribucién uniforme. Se revisan dos posibles escenarios: cuando el
elemento a localizar estd en la secuencia y cuando el elemento no ests.

En el primer escenario se tienen n posibles posiciones para z, nimero a buscar, cada
posicion tiene la misma probabilidad de contener a z y ésta es de 1 /n, lo que denotaremos
por: F;[z] = 1/n. Si consideramos el drbol binario que representa a este proceso de
bisqueda vemos que se requiere una comparacién para encontrar el elemento raiz, que en
el caso de la bisqueda es el elemento en la mitad, m, dos comparaciones para cualquier
nodo del primer nivel y as{ sucesivamente; en general, se requieren ¢ comparaciones para
cualquier nodo en el nivel ¢. Sabemos ademds que un drbol binario tiene 20-1 nodos en el
nivel 7, entonces cuando n = 2% se tiene un drbol con k niveles.

Entonces, podemos determinar el nimero de comparaciones hechas para cada posible
localidad, esto lo conseguimos considerando el nivel en el que se encuentra el drbol bina-
rio que representa la busqueda. Una vez que conocemos este dato, es posible calcular el
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numero promedio de comparaciones que se espera realizar para cada posicién y al multi-
plicar esta cantidad por la probabilidad de que el elemento esté en ella y sumarlas todas
obtenemos el anélisis del caso esperado. Esto lo podemos escribir como:

1

= —. (5) - [(k — 1) 2841 4 2]

_ 1_[k(2k)_2k+1} _ [k(Qk)_(gk_l)}

n T

kY _ k .
o S 1 N . JOR
n n mn

e

Ya que n = 2* entonces k — 1 = log(n) — 1, por lo tanto Elz] es O(logn).
Ahora bien, si consideramos el segundo escenario en el cual el nimero buscado no
estd en la secuencia, seguimos teniendo las n posibilidades del escenario anterior, pero

ademds hay que agregar la (n+ 1) generada a partir del hecho de que el elemento no est4,
las cuales son:

z < 81.
Z > 81, pero z < 8.

Z > Sp-1, pero z < s,.
zZ > 8y.

Asi, para este caso se tiene en total (2n+1) posibilidades, las cuales son equiprobables,
por lo tanto, la probabilidad de que el elemento esté en una posicién es P, [z] =1/(2n+1).
Para calcular el nimero de comparaciones esperadas hay que tomar en cuenta que para
cada una de las (n+1) nuevas localidades que agregamos se realizan k comparaciones, por
tanto tenemos (n + 1)k comparaciones adicionales. Al poner estos datos juntos obtenemos
que el ntmero esperado de comparaciones a realizar, formalmente:

(ii (2*‘1)) + (n+ 1)4

=1

1
2n+1
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Distribuyendo la suma y sustituyendo el valor de n = 2%,

(k=12 +1] + (n+ 1)k [(k—1)284+1] + (2*+1)k

bl = on + 1 - 2(28) + 1
(k(2) —2" 4+ 1)+ () k+k  k(2") - 26414k
k (2k+1) _ 9k +k k (2k+1) — 9k 1
= ok+1 ~ 2k+1 s 2

Ya que n = 2% entonces k — % ~ logn — % Por lo tanto, la busqueda binaria tiene
desemperio computacional de orden O (log, n), en el caso esperado.

Algoritmo de Busqueda Binaria

En esta subseccién daremos el pseudocédigo para el algoritmo de bisqueda binaria,
por cuestiones de simplicidad supondremos que los datos estén contenidos en un arreglo y
que no hay datos repetidos. Presentaremos dos versiones, una iterativa, Listado 2, y otra
recursiva, Listado 3.

Listado 2 Busqueda Binaria Iterativa

//PreC: X[a,b] es un arreglo ordenado, no vacio y finito de enteros
//PostC: X no sufre cambios;

S/ regresa la posicion i, si el elemento z es encontrado:

o regresa —1 si z no se encuentra en el conjunto.

int BBinaria(int z; data_array X){

int max, mitad, min // variables temporales
min = a; max = b;
while ( (max — min) > 1 ) do {
mitad = (max + min) div 2; // calcula mitad
if (z < X[mitad]) // busca a la izquierda
then max = mitad
else
min = mitad; // busca a la derecha
if (X[mitad] = z)
return mitad; // busqueda exitosa
if (X[min] = z)
return min; // exito
else
return —1; // sin exito

}//end BBinaria.
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A pesar de que la explicacién de la estrategia se realizé recursivamente, este pseudo-
codigo se implementa de manera iterativa para mostrar como se ve la téenica con otro
enfoque, en este caso el ciclo while es el equivalente a determinar el tamaiio de la secuencia
a emplear, con el garantizamos que la dltima secuencia a usar es de un elemento.

Como también se puede apreciar, la seleccién de la subsecuerncia a, emplear se determina
al actualizar los valores ya sea para max, indice superior del subarreglo, o para min,
indice inferior del arreglo actual. El valor de -1 se escoge como valor a regresar en caso
de busqueda sea no exitosa, debido a que consideramos a los indices del arreglo son
estrictamente positivos y el método regresa la posicién donde se encuentra el elemento si
se encuentra en el arreglo.

Listado 3 Busqueda Binaria Recursiva

//PreC: X[a,b] es un arreglo ordenado, no vacio y finito de enteros

Vs a <= b+l el arreglo tiene al menos un elemento
//PostC: X no sufre cambios;

// regresa true, si el elemento z es encontrado;
7/ regresa false, si z no esta en el conjunto.

Vo4 Encontro = (z esta_en X)

// Proceso principal
BusquedaB(array X; int a,b: int z){
Encontro = BB (X, a, b, z);

}

// Proceso auxiliar
boolean BB(array X; int a,b; int z) {

int mid; // posicion mitad
if (a>b) // arreglo vacio
return false; // sin exito
else
mid = (a+b) div 2; // calcula la mitad
if (z=X[mid])
return true; // elemento encontrado
else if (z < X[mid]) // busca a la izquierda
return BB(X, a, mid-1, Z.Ji
else // busca a la derecha

return BB(X, mid+1, b, z);

}
// end BB
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1.3. Aplicaciones de Biuisqueda Binaria

En esta seccidn revisaremos tres problemas que se resuelven aplicando la estrategia de
la Bisqueda Binaria.

Secuencia ciclica

Una secuencia S = 1,23, ..., T, se dice que estd ciclicamente ordenada si el numero
mds pequedio en la secuencia es el elemento z; para algin ¢ desconocido y la secuencia S’
esta ordenada en orden creciente, con S’ = z;, .1, voeligs B Tos s Bt

Por ejemplo, § = {14,16,19,21,23,27,1, 3,4, 5,7,8,9,11,12,13} es una secuencia
ciclicamente ordenada, con i = 7.

Problema : Dada una lista ciclicamente ordenada. encontrar la posicién del minimo
elemento en la lista. Supondremos, por simplicidad, que tal posicion es tinica.

Estrategia

Para encontrar el minimo elemento z; en la secuencia, usamos la estrategia de la
bisqueda binaria para eliminar la mitad de la secuencia en una comparacion. Tomamos
cualesquiera dos nimeros zj y z,, tales que k < m. Si z, < Ty entonces el indice ¢ no
puede estar en el rango k < i < m, ya que z; es el minimo en la secuencia. Nétese que no
podemos excluir z,. Por otro lado, si z; > T, entonces el indice ¢ debe estar en el rango
k <1 < m ya que el orden fue cambiado en algin lugar de ese rango. De esta forma, con
una comparacién podemos eliminar varios elementos. Eligiendo k y m apropiadamente es
posible encontrar al indice ¢ en tiempo O(logn) comparaciones. El algoritmo estd dado
en el Listado 4.

Ejemplo

1 3 5 7 13 15

9 1
S"|14|16|19’21,23|27l1‘3]4'5’713’9]11'12'13—]
A

A A A
B

:! m4

Consideremos la secuencia S = {14, 16, 19, 21,23,27,1,3,4,5,7,8,9,11,12,13}.
Aplicamos Encuentra_Indice(1,16). Tenemos que mitad = 8 y X[8] =3 < 13 = X[16].
Ejecutamos Encuentra_Indice(1,8). Ahora, mitad =4y X[4] =21 > 3 = X18].
Llamamos a Encuentra_Indice(5,8). Tenemos mitad = 6 y X[6] = 27 > 3 = X18].
Aplicamos Encuentra_Indice(7,8). Tenemos que mitad = 7 y X7 =1=x38=X[8,
Ejecutamos Encuentra_Indice(7,7). Ahora, i_izq= i_der y el algoritmo regresa al 7.
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Listado 4 Busqueda Binaria Ciclica

//PreC: X[1,n] es una secuencia ciclica, no vacia y finita de enteros
//PostC: X no sufre cambios;
[ o4 regresa la posicion p, indice del menor elemento

BBC (array X; int n){
p = Encuentralndice(1l, n);

return p
}
int Encuentralndice(int i_izq, i.der ) {
if (i.izq = i_der ) return i_izq;
else{

mitad = ( i_izq + i_der ) div 2;
if ( X[mitad] < X[i_der] )
Encuentra_Indice ( i.izq, mitad );
else
Encuentra_Indice ( mitad+1, i_der )

}//end Encuentra ...

Indice Especial

En el siguiente problema de biisqueda la llave no estd dada; en vez de ello buscamos
un indice que satisfaga una propiedad especial.

Problema : Dada una secuencia ordenada de enteros distintos @1, 09, ..., a4y, determinar
81 existe un indice 4 tal que a; = 1.

Por ejemplo, para § = {—5,-4,-2,0,1,3,5,7,8,09, 11,13, 14,15, 16}, i = 11.

Estrategia

La busqueda binaria tradicional no es aplicable aqui, ya que el valor del elemento
buscado no estd dado. Sin embargo, la propiedad que buscamos es adaptable al principio
de la blisqueda binaria. Para facilitar los célculos, asumiremos que 7, el tamano del arreglo,
€S un numero par.

Considere el valor de elemento en la posicién n/2, a, 2. O este valor es exactamente
n/2, hemos encontrado el indice deseado. En otro caso, si el valor es menor que n/2
entonces todos los ntimeros son distintos, el valor de a,, J2—1 €s menor que n/2 — 1 y asi.
Ningin nimero en la mitad de la secuencia puede satisfacer la propiedad, pero podemos
seguir buscando en la segunda mitad. Para la respuesta a "més grande que”se satisface
un argumento similar. El algoritmo es dado en el Listado 5.
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Listado 5 Buisqueda Binaria Indice Especial

//PreC: A[1,n] es un arreglo ordenado, no vacio y finito de enteros.
//PostC: A no sufre cambios;
Lot regresa la posicion p tal que Alp]=p

BB.IE(array X; int n){
p = BusquedaEspecial (1, n);

return p;
}
int Busqueda_Especial (int i_.izq , i-der) {
if (ilizq = i_der )
if ( Aliizq] = i-izq ) return i_izq:
else return 0 // busqueda no exitosa
else{ // continua la busqueda

mitad = (i_izq + i_der) div 2;
if (A [mitad] < mitad )
Busqueda_Especial ( mitad + 1, i_der )
else
Busqueda_Especial ( i.izg , mitad )

} // end else
}// end Busqueda_E

Ejemplo

Sea secuencia S = {—5,—4,-2,0,1,3,5,7,8,9, 11,13,14,15,16}. Aplicamos el proce-
so IndiceEspecial(1,15); es decir, nos quedamos con la parte izquierda, tenemos mitad=8§,
comparamos A[8] = 7 < 8 =mitad, entonces llamamos a IndiceEspecial(9,15); ndtese que
nos quedamos con la parte derecha. Ahora, mitad=12 y (A[12] = 13 #£ 12 =mitad), enton-
ces ejecutamos IndiceEspecial(9,12). Ahora, mitad=10y (A[10] = 9 < 10 =mitad), entonces
aplicamos IndiceEspecial(11,12). Tenemos, mitad=11, comparamos A[11] =1 &£ 11 =mitad,
entonces llamamos a IndiceEspecial(11,11), como (i_izq = i_der) y (Ali_izq |=i_izq), el pro-
ceso regresa al indice i_izg= 11 y termina. La siguiente figura muestra esquemaéticamente
este ejemplo.

1 3 5 7 9 1 13 15
S: sl a2 o0o 1|32 ]|s|7)8)of11]|13]|1al15]1s
A A A A
m1 ' i T
f : m2
m3 1
mé
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Secuencias de tamano desconocido

Algunas veces usamos un procedimiento como la bisqueda binaria para duplicar el
espacio de bisqueda en vez de partirlo a la mitad.

Counsidere un problema normal de bisqueda, pero suponga que el tamafio de la se-
cuencia no es conocido. No podemos dividir a la mitad la secuencia, pues no conocemos
sus cotas ni su tamano. Buscaremos entonces un elemento x; mayor o igual que z, el
elemento buscado. Si encontramos tal elemento, podemos aplicar biisqueda binaria en el
rango de 1 a 4. Primero comparamos z con x;. Si z < z; entonces z puede solo ser igual a
x;. Asumimos por induccién que sabemos que z > z; para alguna j > 1. Si comparamos a
Z con Tyj, entonces estamos duplicando el espacio de bisqueda con una sola comparacion.
Si z < 95, entonces sabemos que Tj < z < Zy; y podemos encontrar z en O(log j) compa-
raciones adicionales. Ademds, si i es el menor indice tal que z < z; entonces toma O(log i)
comparaciones encontrar un z; tal que z < z; y realiza otras O(logi) comparaciones
encontrar al indice 7.

El mismo algoritmo puede ser usado cuando el tamafio de la secuencia es conocida,
pero quiza ¢ no sea suficientemente grande. Tendiamos, en tal caso, una version mejorada
de la bisqueda binaria con un desempeilo computacional de O(log) en vez de O(logn).
Sin embargo, hay un factor de 2 en el desempeiio computacional del algoritmo, pues
ejecutamos dos bisquedas binarias. Este algoritmo es mejor sélo cuando ¢ es O(y/n).

1.4. Bisqueda Exponencial

Esta técnica es ideal para secuencias ordenadas de gran tamano y es considerada
como una variante de busqueda binaria, por lo cual también emplea la estrategia divide
y venceras, lo que se hace evidente al observar c6mo la técnica resuelve el problema.

Al igual que en la scccidén anterior se pide como condicién inicial que la secuencia
esté ordenada. Supondremos, sin pérdida de generalidad, que la secuencia est4 ordenada
de forma ascendente. El problema se replantea como sigue:

Problema de Biisqueda.- Sea S = {sy,ss,...,5,} una secuencia finita y 10 vacia,
de tamano n, ordenada ascendentemente, de nimeros reales.
Determinar si existe z en el conjunto S con z = s;, para i, = 1, i i = iyl
Estrategia

Este método de busqueda se basa en la idea de acotar y comparar, esto lo consigue
dividiendo a S en intervalos de la forma, [27, 2"*1]. Una vez que se tiene el primer intervalo
Se compara a Sgi+1 con z, y dependiendo de cémo sea la relacién de orden se tienen tres
posibles casos, los cuales surgen porque la secuencia ests ordenada ascendentemente.

1. S syt = 2, se considera una busqueda exitosa, y se da por finalizada.

2. 51 syit1 > 2, se procede a realizar bisqueda binaria en el intervalo [28, 2¢+1]
para determinar si el elemento estd en la secuencia,
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3. Sispi+1 < 2, se actualiza el valor de 4 como ¢ = i + 1, se construye el nuevo
intervalo con la forma [2°, 2], para realizar nuevamente la comparacion.
Cuando el tamafio de S sea menor a 2°+2 el dltimo intervalo serfa [2, nJ.

Para el primer intervalo se fija la potencia de 2% que se utilizard como lmite superior,
estd potencia debe de ser relativamente grande; generalmente se usa k = 8 o k — 10.
Sin embargo, por razones diddcticas, para nuestro ejemplo, emplearemos como primera,
potencia a k = 5, es decir, la primera cota serd 2°.

Como ejemplo ilustrativo consideremos la Figura 1.4, en la que tenemos los primeros
500 nimeros pares, es decir: S = {2,4,6,8,...,998, 1000} y buscamos el nimero z = 608.

a)
s: [ 2]a | ] ] ] .. | 500] ] s [ .. ] _,|998|1ooo|
b)
s: [ 2] .. ] e4] s | o] ] ] vi | 5] .. | .. Trooo]
(Lo 321
c)
stz | Je] Joo] T ToT T T ] .] [ [0
A
[32, e 64]
d)
O I T I e O 9 S
A
R ,128]
e)
S: | 2 l ' 64[ . l 128[ ,_|256|.. 1512| N [ . |712| l Im@l
(128, 2561
f)
s: [ 2] | 64 ..|128| HEZR | B2a] I .| 712] o | 55 Iloool
=1 R ,500]

Figura 1.3: Ejemplo de bisqueda exponencial, I.

Se puede ver en los incisos del (b) al (f) que se realiza la particién en intervalos que
son potencia de 2, asi el primer intervalo va de la localidad 1 a la 32, es decir de 2° a
2°, inciso (b). Ahora, como S [32] = 64 se cumple con 64 < 608, entonces se construye
el siguiente intervalo [2°,2°] = (32, 64], inciso (c). Nuevamente, el elemento en el Hmite
superior del intervalo es menor al buscado por lo cual se construye el siguiente intervalo.

Dado que tenemos sélo 500 elementos en la secuencia el @ltimo intervalo construido
contiene menos elementos que la potencia de 2 correspondiente, esté intervalo serfa [28, 2],
Por tanto, el dltimo intervalo debe ser [28, n] = [256, 500].

Para nuestro ejemplo z = 608 es menor que 1000, entonces se inicia con busqueda
binaria, en el dltimo intervalo, [256,500]. La Figura 1.4, incisos del (g) al (m), muestra
el proceso.
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g)
s: L ,512| II [ N , l712,.. I | || llﬁl
A
mitad
h)
s: L ]512' [ ne l ' |612].. I , . I ]..,712' T
A
mitad
i)
s: I |512| I e | | o || <o [552[.. | | B | [,_]612] j
A
mitad
i
s: | .. [ s62] ] - I ne |538[.. [ .. | N |__|612[.. |
A
mitad
k)
sz s L5sa| 590[592|594|596,598]600[602] 604'606'608'510,612] - l
mitad
)
s [T ] H .. | 600] 602]604[606|608|51o,612|.. [ = |- | = |
mitad
m)
S: L | 3 , I 54 | - I - lGDGlEOSIElOI 512| .. | || I I
nitad

Figura 1.4: Ejemplo de bisqueda exponencial, II.

La busqueda binaria en el intervalo ya no se ilustra detenidamente, sélo se hace énfasis
en el elemento a la mitad debido a que esta técnica fue estudiada, anteriormente.

Complejidad Computacional

Realizaremos el andlisis del peor caso. Para facilitar los caleulos supondremos, sin
pérdida de generalidad, que el tamafio de la secuencia es una potencia de dos, es decir
n= 2% con b >8§ y la primera potencia es 2%. El peor caso, para esta busqueda, se da
cuando el elemento buscado se encuentra en la dltimo intervalo formado.

Nétese que para determinar que elemento buscado z se realizaron tantas comparaciones
como intervalos, entonces es necesario determinar el nimero de intervalos creados. Para,
realizar esto, consideramos que cada intervalo es de la forma, (2%, 2] como n = 2%,
entonces se forman logy n. = k intervalos. Ahora bien, sobre el tltimo intervalo -1 9F]
de tamano 2*' se realizarfa una Busqueda Binaria sobre un intervalo de de tamaiio
251 por lo tanto, su tiempo de ejecucién serfa: log, 28! = (k — 1) ~ logn. Por tanto,
el desempeno computacional de la Busqueda Exponencial, en el peor de los casos es de
O(log, n).
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Cuando el elemento z a buscar no estd en la secuencia, este algoritmo acota el espacio
de busqueda y se queda con el intervalo donde estarfa z. Para este escenario, en el peor
caso, se llegarfa al dltimo intervalo y, por lo tanto, el desempefio computacional queda en
O(logy n). Se puede demostrar que en caso promedio, la bisqueda exponencial requiere
tiempo O(log log n)(7].

Algoritmo

Listado 6 Busqueda Exponencial

//PreC: X[a,b] es un arreglo ordenado, no vacio y finito de enteros
//PostC: X no sufre cambios;

7 regresa la posicion i, si el elemento z es encontrado:

4 regresa —1 si z no se encuentra en el conjunto.

int BExponencial (int z; array X) {

int lim_inf, lim_sup, n;
lim_inf = 1; // limite inferior inicial
lim_sup = pow(2,8); // limite superior inicial
n =S length; // num. de elementos en S

while (lim_sup <= n) do {
if ((lim_sup =n) && ( z > X[lim_sup] ))

return —1; // busqueda fallida
else if ( X[lim_sup| = key )
return |im_sup; // busqueda exitosa

else if ( z < X[lim_sup] )
return binary(z,lim_inf, lim_sup); // realiza busqueda binaria

else { // define el nuevo
lim_inf := lim_sup; A espacio de busqueda
lim_sup = lim_sup=2;

}
}// end while

if ( lim_sup > n ) // aplica busqueda binaria
return binary (key,lim_inf n);
}// end BExponencial

Para escribir el pseudocédigo de esta téenica se supone que la sccuencia estd contenida
en un arreglo X y que no hay elementos repetidos.

Como se puede observar en el pseudocédigo del Listado 6, lo primero es determinar
el probable espacio de bisqueda: [lim_inf lim_sup]; hecho esto, se revisa la condicién del
ciclo while, el cual establecerd los siguientes intervalos.

En caso de entrar al ciclo, lo primero que se hace es revisar si lim_sup es igual a n, el
tamaifio de X, si es igual, se compara al elemento en la localidad lim_sy p con el buscado,
2, en caso de no ser el mismo se considera la bisqueda fallida y termina.
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Listado 7 Proceso Binary

int procedure binary(int key; int min, max) {

int mitad;
while ( min < max ) do {
mitad := (maxtmin)/2;
if ( key=X[mitad] ) return mitad;
else if ( X[mitad] > key ) min := mitad+1;

else max := mitad — 1:

}//end while

if ( min = max )
if ( X[min] = key ) return min;
else return —1;
}// end binary

En caso de que lim_sup < n, se tienen tres posibles casos:

1. 5i X[lim_sup]= z, la bisqueda exitosa v se termina.

2. Si X[lim_sup]< z, entonces se inicia la bisqueda binaria en el

intervalo [lim_inf , lim_sup].

3. i X[lim_sup]> z, se establecen los nuevos valores para lim_inf y lim_sup.

Cuando se sale del ciclo y no se ha terminado la busqueda o bien no se entré al ciclo,
entonces se ejecuta la busqueda binaria en el intervalo [lim_inf, n).

El cédigo del procedimiento binary, presentado en el Listado 7, es esencialmente la
bisqueda binaria. La tinica diferencia es que en binary se hace referencia al arreglo consi-
derando los limites del arreglo.

Al observar de manera completa al pseudocodigo de bisqueda exponencial, se hace
evidente que cuando se tiene una secuencia pequefia, éste se puede considerar como una
busqueda binaria, ya que solamente se emplearfa el procedimiento binary. Para terminar,
cabe mencionar que el valor de retorno —1, en caso de busqueda fallida es vélido para
indicar que el elemento no estd, pues estamos suponiendo que los indices del arreglo son
positivos y el pseudocédigo presentado regresa la localidad donde se sf se encuentra el
elemento z.

1.5. Busqueda por Interpolacién

Hasta ahora hemos estudiado técnicas que accesan linealmente a la secuencia, la divi-
den a la mitad o en intervalos. Sin embargo, si en el primer intento se quisiera iniciar la
busqueda a partir de una localidad cercana a la que podria contener al elemento deseado,
se requiere de otro tipo de estrategia.

La idea de iniciar la bisqueda a partir de una posicién que pensamos esta cercana
al elemento buscado, es la clave del método de bisqueda por interpolacion y crea una
posicién candidata utilizando una funcién de interpolacién lineal.
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Esta técnica requiere que la secuencia de trabajo esté ordenada. El planteamiento del
problema de bisqueda queda, ahora. como:

Problema de Biisqueda Sea S = {51 8055« Sp} una secuencia de numeros, ordenada,
finita y de tamafio n. Determinar, utilizando una funcién de interpolacién, si existe
el elemento z en S tal que z = s; con i = 1,2,...,%

Estrategia

Para ver de forma intuitiva ¢l funcionamiento de esta téenica consideremos el siguiente
ejemplo: Cuando se quiere abrir un libro en cierta pagina, si conocemos el nimero total
de pdginas, abriremos éste dependiendo de qué nimero de pdgina se quiera, asi, si el libro
tiene 100 pdginas y se quiere la 50, se abrird més o menos a la mitad; si se quiere la
25 se abrird aproximadamente a un cuarto; y si se desea la 75 a tres cuartos. Es poco
probable que al abrir el libro por primera vez se obtenga la pagina deseada, sin embargo
es muy probable que se obtenga una cercana a ella y a partir de la cual se puede iniciar
la bisqueda.

En el ¢jemplo se observa que dependiendo de qué pagina se quicra. es dénde se abre
el libro; es decir, efectuamos una aproximacién; en términos méas formales diremos que se
realiza una interpolacién. La estrategia que emplea este método de hisqueda consiste en
realizar interpolaciones sucesivas hasta que encontramos al elemento z 0 determinamos
que éste no se encuentra. Nétese que al realizar cada interpolacion también reducimos
el espacio de bisqueda, ya que la siguiente busqueda se realiza considerando el valor
obtenido. De manera general, la bisqueda por interpolacién consiste en:

1. Utilizar una funcién de interpolacién lineal para determinar una posicion p.

2. Comparar al elemento en la posicién p con el dato buscado, z.
a) Sison iguales, terminamos la busqueda y la consideramos exitosa.
b) En caso contrario, realizamos nna nueva interpolacion, en un espacio
menor de busqueda, y comparamos nuevamente.
3. Hacer el Paso 2, mientras se pueda seguir efectuando.

4. Si no es posible realizar el Paso 2 y el elemento buscado no estd contenido
en la posicidn p se termina la bisqueda y se considera fallida.
La funcién de interpolacién lineal que se emplea es la siguiente:

. (z — S[izq]) (der — izq)
D=ty + ( S der] — S [izq] 1

Para que la interpolacién sea efectiva los valores de las variables der e izq varian,
dependiendo de la posicion candidata obtenida, pos. Esto es, dependiendo de z y pos, se
decide por el nuevo espacio de biisqueda, que puede ser el intervalo [izq, pos] o [pos, der].
Consideremos un par de ejemplos para ilustrar el método.
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s LT o[ [ [-]#[

s:lll,.’..lso 51[62|63’..|..li£|
+

intento 1

Figura 1.5: Ejemplo 1 de buisqueda por interpolacion.

En la Figuras 1.5, la secuencia S estd dada por los primeros cien enteros positivos:
S5={1,2,...,100} y se busca al 63. Aplicamos la busqueda con los siguientes valores:
tzg=1,der =100,z = 63,5[1] =1 y S[100] = 100, entonces,

(63— S[(100—1) ] (63 — 1)(100 — 1)
p"s“r( S[100] — S[1] 11 { (100 — 1)

=1+62=063.

Como se puede observar para este caso en la primera aplicacion de la férmula de
interpolacion da p = 63 que es donde se encuentra el elemento buscado y, por lo tanto, el
proceso termina exitosamente.

En caso de buscarse un elemento que no se encuentre en la secuencia como seria el
101, la localidad por interpolacién que se obtiene supera al ntumero de elementos en la
secuencia y, por lo tanto, se concluye que no estd y se termina con la busqueda.

5: l 2 l 4 | 8 I 16, 32|64 |12§| 256]512'1024’

S: Lz ' 4 Ls | 16, ﬂs«; |128l25—6E12I1024| s: l2 I 4 l 8 I 16| 32,54 ,128—1 255'512'1024l
A 7N

int.01 int.02 int.03

S: I 2 I 4 ,3 l 15132[64 |128|256|512I1oza—,| s: I 2 I a I 8 , 16] 32]64 ,128,255'512,1024]

int.04 int.05

Figura 1.6: Ejemplo 2 de biisqueda por interpolacion.

En la Figuras 1.6, ejemplo 2, la secuencia S est4 formada, por las primeras diez poten-
cias de 2: S={2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024} y se busca a z = 64. Aplicamos la
busqueda con los siguientes valores: izq = 1, der = 10,z =64 y S[1] =2,S5[10] = 1024,
entonces,

p=1+ [“542)“0“”]:1 . [ €20
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Tenemos S[2] =4 # 64 = 2, entonces ahora izq = 2, der = 10, z = 64, S[2] = 4, asi

_ (64—-4)(10-2) ] (60)(8) | _ B
Pz—Q—f-( (1024_4) —(2+(1—(]20—_(—2+(0,4701ﬁ3.

Revisamos: S[3] =8 # 64 = 2. el espacio de busqueda queda S [3.,10]. Entonces los
nuevos datos son: izq = 3, der = 10, z = 64, S[3] = 8, luego:

ps=3 + ( (64(1_021(1_08; 3 ] =3 + (———(Slg)l(g) ] =3+ [0,385] = 4.

Tenemos S[4] = 16 # 64 = z, entonces ahora izq = 4, der — 10,2 = 64, S[4] = 16,

asi
(64 — 16)(10 — 4) _d 4 (46)(6)
(1024 — 16) B 1008
Revisamos: S[5] =32 # 64 = z, el espacio de bisqueda queda S 5.,10]. Entonces los
nuevos datos son: izq = 5, der = 10, z = 64, S[5] = 32, luego:
4—32)(10—-5 2)(5
(64— 32)(1 )]s 4 [ 626

L | = 161] = 6.
(1024 — 32) 992 ] oo+ [llEL] =6

pa=4 + ( 1:4+(0,285]:5.

p5:5 + (

Finalmente, tenemos: S[6] = 64 = z y la bisqueda ha terminado.

Para esta secuencia las posiciones obtenidas por interpolacién avanzan de uno en uno,
lo que se debe al hecho de que la distancia entre los datos no es constante y, por ello, la
técnica supone que se estd cerca del elemento buscado.

Los ejemplos mostrados dan una pista sobre el desempefio de este método y cémo
influye la forma en la que estdn organizados los datos de entrada en él.

Analisis de Complejidad

El desempefio de este método depende tanto del tamafio de la secuencia como de la
entrada, como se observé en los ejemplos. Por lo que, el método es muy eficiente cuando
la secuencia de entrada consistente de elementos distribuidos en forma equidistante, como
serfa el caso de la numeracién en las pdginas de los libros.

En contraste cuando la secuencia ests compuesta de elementos no distribuidos de
manera equidistante, en el peor caso buisqueda por interpolacion puede llegar a ser O(n),
lo cual indicarfa que se comporta como una busqueda lineal.

Manber [10] menciona lo siguiente en lo referente al caso promedio:

"... se puede demostrar que el nimero promedio de comparaciones realizadas
durante la bisqueda por interpolacién, sobre todas las posibles secuencias, es
O(loglog n); sin embargo, no se acostumbra hacer debido a que en la préctica
no es mucho mejor que biisqueda binaria, por dos razones: la primera es, para
secuencias de gran tamaro, es decir secuencias con n grande, log n es pequefio,
pero loglogn no es mucho mds pequefio y la segunda se refiere al hecho de
que bisqueda por interpolacién utiliza més operaciones ariméticas.”
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De lo anterior podemos concluir que en lo referente a complejidad en el peor caso
bisqueda por interpolacién tiene O(n), mientras que para el caso promedio se tiene un
O(log logn), [7].

Algoritmo de Biusqueda por Interpolacién

El pseudocédigo para biisqueda por interpolacién es dado en el Listado 8, para imple-
mentarlo se supuso que la secuencia estd contenida en un arreglo de n elementos, X[1,n|.

Listado 8 pseudocddigo Biisqueda por Interpolacién

// PreC: X[1,n] arreglo ordendo, finto y no vacio de enteros

// PostC: Regresa la posicion del elemento si esta en la secuencia,
o Regresa —1 si no esta

P X no sufre ningun cambio.

int Blnterpolacion(int z; array X) {

int izq, der, i; // se definen las variables auxiliares.
izqg = 1; // valor inicial del extremo izquierdo
der = n; // valor inicial del extremo derecho

while (( X[der] >=2z ) && ( z > X[izq] )) do {
// calcula la posicion a revisar
i = izq+({(z—X[izq])(der—izq)} div {X[der]-X[izq]});

// actualiza los valores para izq y der
if (z>A[i]) izqg = i;
else if ( z < X[i] ) der =i-1;
else izq = i;

}// end while

if ( X[izq] =z ) return izq // exito
else return -1 // sin exito
}//end Blnterpolacion

En el pseudocédigo, podemos observar que al inicio se asignan los valores iniciales para
los indices extremos izq y der los cuales corresponden a la primera y ultima localidad en
la secuencia respectivamente; la condicién del ciclo while se cumple en el momento en que
se llega a una localidad que cruce el valor del elemento buscado, con lo cual se asegura
que éste termina, dentro del ciclo se calcula el valor de la, posicion a revisar ¢ por medio
de la funcién de interpolacién, asi mismo se actualizan los valores para los extremos izg
o der segln sea el caso considerando la relacién de orden entre el elemento contenido en
la localidad escogida por interpolacién y el elemento buscado.

Finalmente, el valor que se regresa es la posicién que contiene al elemento buscado,
z, en caso de encontrarse en la secuencia, y en caso de no estar regresa —1, este valor
fué escogido debido a que se considera que todos los indices del arreglo son positivos.



Capitulo 2

Hashing

En este capiftulo revisaremos las Funciones de Dispersion, hashing', usadas para cons-
truir busquedas eficientes sobre tablas. Hemos revisado algoritmos de bisqueda con desem-
peflos de O(logn), sin embargo, es posible, usando las Tablas Hash? hacer bisquedas en
tiempo constante. En una Tabla Hash bien diseniada, encontrar una entrada puede tomar
una o dos comparaciones, independientemente del niimero de elementos en la tabla,

Hashing es el proceso de transformar una llave en una direccién o localidad. Tal trans-
formacién involucra un célculo, aritmeético, rdpido sobre la llave, junto a una manipulacion
de colisiones. Una colisién ocurre cuando la transformacién manda diferentes llaves a una
misma direccion. El término hashing sugiere que podamos destrozar la llave da alguna
manera. Pero no importa cémo destrocemos las llaves siempre ocurrira una colisién, por
lo cual ésta es parte del proceso hashing.

La concesion hecha con hashing es que las entradas no estén ordenadas en la, tabla. Es
posible recuperar el dato asociado para cualquier entrada, pero no es posible tener acceso
ni al siguiente dato ni al anterior.

La funcionalidad, sobre la rapidez. de estas busquedas tiene sentido en muchas apli-
caciones. La tabla de simbolos de un compilador, es un buen ejemplo. Durante una com-
pilacién, el compilador debe revisar las palabras reservadas, y los nombres de la variables
para obtener répidamente sus atributos asociados. Una busqueda veloz es de suma impor-
tancia, durante la compilacién pueden realizarse cientos de bisquedas. Sin embargo, los
simbolos no necesariamente estan ordenados, excepto, posiblemente al final de la compi-
lacion cuando se genera una lista de referencias cruzadas. Aqui, un répido ordenamiento
debe ser usado para poner los simbolos en orden.

Ahora bien, resolver el problema por medio de tablas hash implica buscar o construir
una funcién A (k), que indique la posicién exacta del elemento buscado. Una pregunta
interesante ahora es jcudn dificil resulta encontrar o crear tal funcién? En un primer
acercaiiento, podeimos decir que es realmente dificil, dado que bajo condiciones ideales la
funcién h (k) debe dar localidades diferentes para cada elemento, lamentablemente pocas
funciones cumplen con esta caracteristica.

!Utilizaremos frecuentemente el término hashing
2El Apéndice B, presenta brevemente el tipo de datos abstracto Tablas
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Asi, el método se concreta a resolver las siguientes situaciénes:
a) Buscar funciones que reduzcan el nimero de colisiones; es decir,
funciones las cuales generen la mayor cantidad de direcciones posibles.
b) Buscar estrategias para resolver las colisiones cuando éstas ocurrar.
¢) Construir funciones rapidas, es decir de facil cileulo.

2.1. Diseno de Funciones

Antes de iniciar el estudio de las funciones de dispersién o funciones hash® es necesario
introducir algunos conceptos basicos. Iniciamos con clave o llave?. Le llamaremos llave, al
valor asignado a un elemento que lo identifica de forma tnica de los demds.

Tradicionalmente, se asume que el universo de llaves es un conjunto finito de enteros
positivos, digamos N' = {0, 1,2, 3, ...}. Cuando las llaves no son enteros, se usa alguna
forma de transformarlos, siempre es posible. En estas notas, supondremos, siempre, que
las llaves son enteros positivos.

Dada una Tabla con m posiciones y una funcién de dispersion, h(k), la Hipétesis de
Hashing Uniforme, HHU, establece que la probabilidad de que a cada llave, generada por
h(k), se le asigne cualquiera de las m posiciones debe ser 1 /m. Toda funcién hash debe
satisfacer la hip6tesis de hashing uniforme. En la practica, técnicas heuristicas son usadas
para crear las funciones de dispersién y en el proceso se usa la informacién que se tiene
sobre los datos.

Generalmente, una funcién de dispersién se deriva de tal manera, que sea independiente
de cualquier patrén que pueda existir entre los datos. Los tres métodos més usados, para
el disefio de estas funciones, son: divisién. multiplicacién y hashing universal.

Método por divisién

Dada una Tabla con m posiciones, este método toma el valor de la llave k maodulo m.
La funcién hash queda definida, formalmente, como: h(k) =k mod m.

Por ejemplo, si m = 100 y k; = 123 obtenemos h(123) = 123 mod 100 = 23.

Esta funcién es muy popular ya que automaticamente genera una posicién dentro de
la tabla. Sin embargo, tiene varios inconvenientes:

1. Diferentes llaves tendran el mismo valor;
para el ejemplo, si ky = 523 obtenemos: A(123) = 123 mod 100 = 23,
2. Sim es par las llaves pares irfan a posiciones pares

Ante esto, hay que pensar seriamente el valor de m, una regla que en general funciona
bien es que m sea un nimero primo no muy cercano a una potencia de dos. Por ejemplo:
m = 2P — 1. Cabe mencionar que hay formas més sofisticadas de elegir m.

3Usaremos indistintamente funciones hash o de dispersién
*Se usara indistintamente clave o llave
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W bits

Figura 2.1: Método por Multiplicacién

Método por multiplicacién

Este método opera en dos pasos: en el primero, multiplica a la llave k por una constante
A, donde 0 < A < 1, obteniendo la parte fraccionaria de kA; en el segundo paso, multiplica
ese valor por m, tomando el valor entero més cercano por abajo. De esta forma, la funcién
queda: h(k) = [m(k- A mod 1)/, donde (k- A mod 1) es la parte fraccionaria de kA;
estoes: k- A— k- A
La gran ventaja de este método es que el tamaiio de la tabla, m, no es critico. Una
manera facil de implementar esta funcién de dispersién, sobre cualquier computadora,
inicia seleccionando m como una potencia de 2, digamos m = 27; después supone que el
tamano de una palabra en la computadora es de w bits y que la llave & cabe, también,
en una palabra simple de w bits. Entonces, consideramos a A como una fraccién de la
forma s/2%, con 0 < s < 2%. Ahora bien, la funcién, ilustrada en la Figura 2.1, queda
determinada por las siguientes operaciones:
1. Multiplicamos: k-s, s = A.2%;
k y s son enteros de w bits, su producto es un entero de 2w bits,
2. Consideramos el producto obtenido anteriormente como: r1 -2 4+ rg;
donde, 7, es la palabra con los bits mds significativos del producto y
o es la palabra formada con los bits menos significativos.
3. Tomamos a los p bits més significativos de ry, como el valor final
para la funcién hash.

La eleccién dptima de A depende de las caracteristicas de los datos; sin embargo, se
considera una buena eleccién el tomar A~ (V5 —1) /2 ~ 0.6180339887....

Tomemos, por ejemplo, k = 234527, m = 1000 y A ¢s el valor definido. Entonces:
h(k) = [1000 - (234527 - 0.6180339887 mod 1)]

= 1000 - (149945.657267845 mod 1)]

= 1000 - (0.657267845) |

= |657.267845|

= 657,
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Hashing universal

La idea principal del hashing universal consiste en seleccionar aleatoriamente, durante
la ejecucién, una funcién hash de una coleccién H de funciones cuidadosamente disefiadas.
De manera formal, sea H una coleccién finita de funciones hash que proyecta un universo
U de llaves en el rango {0, 1,2, ...,m — 1}.

A la coleccion H se le denomina universal si para cada par de llaves distintas z,y € U,
el nimero de funciones hash h € H para el cual h(z) = h(y) es justamente |H|/m. Es
decir, con una funcién hash aleatoriamente seleccionada de H, la probabilidad de que
estas dos llaves distintas colisionen es exactamente 1 Vi

Otras Funciones Hash

Para complementar esta seccién, damos algunas funciones de dispersién que ejempli-
fican la creatividad que puede existir al construirlas.

a) Seleccién de Digitos.- Dada una llave k. la funcién hash consiste en elegir cuales-
quiera dos o tres digitos de la llave. Tal seleccién puede ser al azar o estar prede-
terminada por el disefiador. Por ejemplo: hy(k) regresa el ntimero formado por los
digitos en las posiciones 3, 5 y 7. h,(20156439) = 163.
ho(k) regresa el ndmero formado por los digitos en las posiciones 7, 5 y 3.
h2(20156439) = 361.

b) Desglosamiento.- Dada una llave k, la funcién hash toma todos los digitos de k y
realiza algunas operaciones aritméticas basicas con ellos. Por ejemplo, hgz(k) regresa
el niumero formado por la suma de los digitos. h3(20156439) = 30.
ha(k) regresa el nimero formado por la suma de los digitos, multiplicada por el
cuarto digito. h4(20156439) = 30 - (5) = 150.

Considerando que la suma de los digitos de manera individual, generard un niimero
pequetio (en el ejemplo la llave tienc ocho digitos. el mayor valor que obtendriamos
es 72), incluso si multiplicamos por otro (obtendriamos 72(9)=711 como méximo
valor). Podriamos, entonces, dividir la llave en ndmeros de varios digitos y operar
con ellos. Por ejemplo: h5(20156439) = 201 + 56 + 439 = 696;

he(20156439) = 20 + 15 + 64 + 39 = 138;  h7(20156439) = 20(15) + 64 — 39 = 325.

¢) Combinacién Cualquier combinacién de las anteriores. Por ejemplo:
hs(k) regresa el nimero formado por los digitos en las posiciones 3, 5 y 7; después tal
resultado se multiplica por el digito en la posicién 4. hg(20156439) = 163- (5) = 815.
hg(k) regresa el niimero formado por los digitos en las posiciones 3, 5 y 7; después
tal resultado se suma con ¢l nimero formado por los tres primeros digitos:

ho(20156439) = 163 + 201 = 364

Dado que el resultado es un valor numérico, siempre es posible considerar, la funcién hash
seleccionada maédulo el tamaifio de la tabla.
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2.2. Manipulacién de colisiones

En esta seccién veremos cémo resolver las colisiones cuando éstas ocurren, para ello
estudiaremos las dos estrategias bésicas que son:
1) Direccionamiento abierto (Open addressing)
2) Encadenamiento (Chaining)

Direccionamiento abierto, Open Addressing

En el direccionamiento abierto, cada localidad de la tabla posee una llave o un valor
nulo. Este comportamiento ocasiona problemas tanto de asignacién como de biisqueda.
Cuando una colisién ocurre, se revisa la tabla con alguna estrategia hasta encontrar
una localidad vacfa, entonces la llave se almacens en tal lugar. Existen, al menos, tres
técnicas basicas para el direccionamiento abierto:
1. Direccionamiento simple, Open Addressing
2. Aglomeracién, Clustering :
3. Compensacién Cociente, Quotient Offsets.

Direccionamiento Simple

La estrategia més simple consiste en anadir 1 a la direccién, obtenida al inicio, hasta
encontrar un lugar disponible. A este incremento se le denomina compensacion, off-set.
Variantes de esta estrategia podrian utilizar compensaciones mayores que 1.

Un intento o prueba es un acceso a la tabla. Se recomienda, guardar el nimero de
intentos para evitar caer en un ciclo infinito, cuando la tabla ya esté llena. Asi. el ciclo
eventualmente termina, pero regresa una direccién ocupada. El Listado 10 muestra un
pseudo-codigo para la estrategia descrita con compensacién igual a 1.

Se puede presentar un serio problema con esta estrategia. Suponga que se tienen varias
llaves, k1, ko, ..., k; a las que se les asigna la misma direccién, d,, con la estrategia dada,
a cada llave k;, se le asignard una localidad diferente en la, tabla, la cual inicialmente
estd vacia. Se generard un problema al borrar una de estas llaves, digamos ki, y buscar
otra de ellas, digamos k;,2 < i < 7. Al aplicar la funcién hash a k; obtendremos dy, pero
esta direccién estard vacfa porque ya se eliminé a k1 y podriamos concluir erréneamente
que la llave k; no estd en la tabla. Para evitar este lio, podeinos agregar otro campo légico
a la Tabla Hash, por ejemplo, uno denominado FueBorrado. Se le asignara el valor de
Falso durante la insercién y el del True durante el borrado. De esta manera. podriamos
seguir buscando la llave k;, en nuestro ejemplo, sin cometer error alguno.

Aglomeracion

Un buen algoritmo hashing debe minimizar la ocurrencia de colisiones, aunque no
pueda evitarlas. Si el espacio de las llaves es tan grande como el de direcciones, se podrian
acumular los datos en una posicién, porque las llaves dadas fueron creadas con un proposi-
to especifico.
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Listado 10 Pseudocddigo HashOpenAddressing]

// PreC: A es Tabla Hash con Tsize maximo num. de elementos,
// PostC: obtiene una direccion para la llave (key) dada

HashOAl(int key ){

var int dir = key mod Tsize; // Aplica funcion hash
int i = 0; // numero de intentos
boolean |libre = False; // direccion libre

while (i < Tsize ) && (not libre) do {

if (not A[dir].EsOcupado) then // direccion desocupada
libre = True;
else{ // direccion ocupada
if (key = A[dir].Item) // las llaves son iguales
then libre = True; // el dato ya estaba en la tabla
else{ // las llaves son diferentes
dir = (dir+1) mod Tsize: // incrementa en 1 la direccion
i+ // incrementa el num de intentos

} // end else

+ // end else
Y // end while

return dir // regresa la direccion obtenida
} // end HashOAl

Por ejemplo, el nimero de seguridad social podria estar compuesto de la siguiente
manera: los primeros tres digitos representan una region del pals, los siguientes dos un
estado y los tltimos cuatro el nimero asignado al trabajador. De esta manera, al aplicar la
funcién h(key) = key mod 1000, estaremos distribuyendo los datos de manera uniforme
en el rango [0,99Y], provocando més acumulacién en alguna localidad.

Este fenémeno es conocido como Aglomeracion Primaria, primary clustering, v es la
condicién de tener un nimero excesivo de llaves-hash para la misma direccién inicial.

Sin embargo, la funcién hash que estamos usando crea una Aglomeracién Secundaria,
secondary clustering, que es la construccién de entradas para la tabla a lo largo de una
trayectoria trazada por sindnimos de diferentes colisiones. Por ejemplo, suponga que se
tiene una tabla inicialmente vacfa y que generamos las direcciones 923, 524, 525, 526, al-
macenamos las llaves en sus respectivas localidades, al volver a obtener cualquiera de
estas direcciones, digamos la 523, usando open addressing, la respectiva llave tendria que
viajar hasta la posicién 527, al menos. para encontrar una localidad vacia. Cualquier
método hashing que vincula la aglomeracién secundaria es ineficiente ya que conlleva a
una busqueda secuencial.

En el ejemplo anterior, ; Podriamos evitar la aglomeracion secundaria si hubiesemos
usado una compensacién de 27 La respuesta es no, ya que la ruta de colisiones para 523

serfa 523, 525, 527... y la ruta para el 525 serfa 925,527, ... Es evidente que cualquier salto
generarsd, conflictos.
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Compensacién Cociente

La aglomeracién secundaria puede ser resuelta usando compensacion cociente en el
direccionamiento abierto. Para una llave dada, la direccién inicial se mantiene como
h(key) = key mod T'size, pero ahora la compensacion (off-set) es el cociente entero de
la llave key y el tamafio de la tabla, Tsize. Dado que el cociente es independiente del
residuo dos llaves con el mismo residuo tendran, seguramente, diferentes cocientes y di-
ferentes compensaciones. En la siguiente tabla se presenta un ejemplo de esta estrategia
con h(key) = key mod 1000:

key | Dir Inicial | off-set | Dir Final
304 27 1523 523 304271 523
513 01 7523 523 513017 540
287 32 6523 523 287326 849

El primer elemento ocupard la posicién 523. Para los sigulentes elementos, se realiza
el siguiente calculo: (dir 4 of fset) mod T'size. Para nuestro ejemplo:

(523 +513017) mod 1000 = 540 y (523 + 287326) mod 1000 = 849,
De esta forma, los tres elementos tienen posiciones diferentes.

Hemos visto que con el ajuste de la compensacién coclente, la técnica de acumulacion
secundaria es bien manejada, ya que los sinénimos para diversas colisiones (y atin en la
misma colisién) no seguirdn la misma trayectoria.

Si la acumulacién primaria es minimizada, depende del cdlculo de la direccién inicial:
especificamente, sobre cémo la direccidn inicial es dispersada en el espacio de direcciones.

Secuencia de Intentos

En esta subseccién presentamos cémo generar diversas secuencia de intentos o pruebas

con las siguientes propiedades:
(1) Debe ser capaz de revisar todas las localidades, de ser necesario;
(2) Debe generar intentos dispersos, para minimizar el ntiimero de colisiones.

Sea m el tamafo maximo de la tabla hash, sea Sp = (Do, D1, -y Pm—1) la secuencia de
intentos y sea Hash(key) es la funcién de dispersién original. El primer requerimiento
implica que la secuencia de intentos, Sp, sea realmente una permutacién del conjunto de
enteros {0,1,2,..,m — 1}, donde p, es la primera direccién obtenida por la funcién de
dispersién original. A continuacién revisaremos diferentes formas de generarlas.

1. Lineal, Linear Probing.— La secuencia méas sunple que se puede generar es:

po:po + 1; -";po + (m - 1):

tomando la suma médulo m para regresar a la primera posicién cuando la dltima
es alcanzada. Este tipo de pruebas o intentos es conocida como intento lineal y el
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i—ésimo intento estd dado por las ecuaciones:
Po = Hash(key); Pi = (po + 1) mod m.

Claramente, esta es la funcién usada en el direccionamiento simple con compensacién
igual a 1.

2. Cuadratica, Quadratic Probing.— Una secuencia de intentos que elimina la aglome-
racién primaria es conocida como intento cuadratico, el i—ésimo intento estd dado
por las ecuaciones:

Po = Hash(key); P = (po + 12) mod m.

Con el intento cuadrético, el incremento entre cada, prueba inicia en 1, luego 4, 9,16
y asi sucesivamente; como en el caso anterior, usando el médulo regresamos al inicio
de la Tabla cuando se alcanza la dltima posicién. Ya que calcular directamente el
cuadrado de ¢ en cada llamada es costoso. la sigulente funcidén de recurrencia nos
proporciona los calculos equivalentes:

Co =1, ¢ =ci1+2;

Po = Hash(key); pi = (pi-1 + ¢;) mod m.

Estas ecuaciones estédn basadas en el hecho de que 1+ 3 +5 + ... + (28 — 1) =+~

El intento cuadritico salta mejor que el lineal, sin embargo, puede provocar una
aglomeracién secundaria, para evitarla se tienen las siguientes ecuaciones:
po = Hash(key); Pi = (po %) mod m.

Esto quiere decir, que el incremento de 72 puede ser hacia adelante o hacia atrés.

3. Uniforme, Uniform Probing.— Una secuencia de intentos que no provoca ninguna
aglomeracion, ni primaria ni secuendaria, es la Secuencia Uniforme de intentos, uni-
Jorm probe sequence, que no hay que confundir con la funcién hash uniforme.

En esta secuencia, las localidades elegidas son aleatorias, donde cada direccién tiene
la misma probabilidad de ser seleccionada. Se puede demostrar [6] que para este
tipo de secuencias, el nimero promedio de pruebas durante la busqueda estd dado
por las siguientes ecuaciones:

S(Q):i-m<1

«

1
=~ G

1
1—w

); Ula) =

Por ejemplo, cuando la tabla se encuentra medio llena (@ =0.5), toma un promedio
de 1.38 intentos buscar una entrada existente y cuesta 2 intentos, una no existente.
Para v =0.75, el ntimero de intentos es 1.8 v 4, respectivamente.

4. Doble hash, Double Hash Probing.— La secuencia uniforme de intentos, parece ser la
mejor opcién, pero también resulta un poco mitica la forma en que se obtienen los
intentos. A continuacién presentamos una secuencia de intentos denominada pruebas
de Hash doble, la cual es cerrada.
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La clave de esta secuencia de intentos es que, si ocurre una colisién, a la llave se
le aplica otra funcién hash y el valor es usado como una compensacion, off-set. De
esta forma, se tienen las siguientes ecuaciones:

Po = Hash(key); c = Hash2(key);

Pi = (pi1 + ¢) mod m.

Para que todas las localidades sean consideradas, se recomienda que ¢ sea un primo
relativo de m.

Un conjunto de funciones, sugeridas por Knuth (8], que virtualmente no provocan
aglomeracion secundaria son:
Hash(key) = key mod m; Hash2(key) = key mod (m — 2).

Nétese que esto significa aplicar el método de la divisién dos veces.

Para las secuencias de intentos, tanto lineal como doble, realmente se tiene una per-
mutacién del conjunto de enteros {0,1,2,...,m — 1}.

Tamano de la tabla

Con la compensacién cociente hemos visto que se crea un problema al usar la com-
pensacion, off-set, como el tamafio de la tabla, m. También habra problemas cuando la
compensacion y el tamafio de la tabla tienen factores comunes.

Por ejemplo, suponga que el tamafio de la tabla es m = 10 y que la llave es un entero
de dos digitos. Suponga que los primeros tres elementos tienen llaves 11, 27 y 64, estos
seran colocados en las posiciones 1, 7 y 4, respectivamente. Si el siguiente dato tiene llave
77: dir = key mod m = 77 mod 10 = 7 y offset =key divm =77 div10 = T.

Como la direccién obtenida es dir = 7 y estd ocupada, debemos calcular una nueva
direccién: dir = (dir + of fset) mod m = (7 + 7) mod 10 = 4.

Sin embargo, la posicién 4 ya est4 ocupada por el 64. Entonces volvemos a calcular:
dir = (dir+of fset) mod m = (44 7) mod 10 = 1. Nos encontramos com que la localidad
1, también ya estd ocupada.

Este problema se puede evitar si el tamafio de la tabla m y el offset no tiene factores
comunes, salvo el 1, por supuesto. Una manera facil de resolver esto es seleccionando como
tamano de la tabla a un nimero primo. Asi m y off-set no tiene factores comunes.

Encadenamiento

Aunque el direccionamiento abierto, con sus variantes, resuelve la mayoria de las co-
lisiones, no las elimina. Otra manera de resolver colisiones consiste en almacenar cada,
localidad una lista de todos los elementos cuyas llaves tienen igual direccién.

Aqui también se pueden aplicar las estrategias anteriores y poner la restriccién de que
el tamaiio de la tabla sea un niimero primo. Presentaremos dos técnicas:

1. Encadenamiento separado, Separate Chaining ;
2. Encadenamiento por fusién, Coalesced Chaining.
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Figura 2.2: Vista gréfica de Encadenamiento Separado

Encadenamiento separado, Separate Chaining

El encadenamiento separado o hashing abierto consiste en asignar a cada posicion de la
tabla una lista ligada, donde almacenaremos los elementos que colisionen en la localidad.
La lista debe ser implementada de tal forma que se mantenga ordenada después de cada
insercion y la bisqueda dentro de una lista dependerd del ntumero de elementos en ella.

Esta estrategia se muestra de forma grafica en la Figura 2.2, se observa que para un
conjunto del universo de llaves al aplicarles & (k) obtenemos la localidad que les corres-
ponde en la tabla, que es en realidad una lista.

Para ilustrar mejor la estrategia consideremos el ejemplo de la Figura 2.3 en donde se
tiene la secuencia § = {119, 85,43, 141,72, 91, 109, 147, 38,137,148, 101} y una tabla con
m = 13 localidades; la funcién de dispersién estd definida como h(k) = k mod 13.

En el inciso (a) se muestran los primeros 4 elementos que son insertados y no coli-
sionan; en (b) se muestra la colisién de 72 con 85 y 43 con 147, asi mismo se observa
que estos elementos son insertados en la lista de tal forma que ésta se mantiene en orden:
finalmente, en (c) observamos las dos dltimas colisiones al insertar 137 v 148, de tal forma
que el tamafio de las listas en las localidades 7 v 4 crecen.

Encadenamiento por fusién, Coalesced Chaining

Este es una mezcla entre encadenamiento separado y direccionamiento abierto, ya que
resuelve las colisiones manteniendo una lista ligada en las posiciones de la tabla pero en
lugar de guardar los elementos en ella, guarda las posiciones en las cuales son puestos los
elementos como si se tratara de un direccionamiento abierto.

Para ilustrar esta estrategia consideremos el ejemplo en la Figura 2.4. Se tiene una
tabla de tamafio once, la funcién de dispersién esta definida como: A (k)= k mod 11;y
los datos a insertar son: S = {88, 212, 711,288,117,211,412, 517,109, 105, 213}.
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Figura 2.3: Ejemplo de Encadenamiento separado
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Figura 2.4: Ejemplo de Encadenamiento por fusién
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En las primeras cuatro iteraciones, el proceso se sigue como en direccionamiento abier-
to, pero al insertar al 117 se observa que hay una colisién, entonces se busca la primera
localidad vacfa y en ella se introduce el dato que colisiond, tal localidad es la 1, para nues-
tro ejemplo. La Figura 2.4(a) muestra la tabla sin insertar al 117 y el (b) al insertarlo,
entre paréntesis se pusé la direccién donde fue insertado. También se muestra que el 211
colisiona, y tiene que ser puesto en la localidad 4. Los incisos (¢) y (d) muestran las dos
ultimas tablas.

Con esta estrategia, se inicia la busqueda en una posicién donde se generd una colision;
entonces realiza una busqueda sobre una lista.

2.3. Analisis de Complejidad

Una vez revisados los conceptos necesarios para trabajar con tablas hash analizaremos
la complejidad de éstas, para los dos métodos de solucién de colisiones méas usados.

Analisis de Tablas Hash con Encadenamiento Separado

Revisaremos el peor caso y el caso esperado del comportamiento de las tablas hash
con Encadenamiento separado, separate chaining.

Peor Caso

En el peor caso tendriamos que todas las llaves fueron asignadas a una misma localidad
y por ello estan en una sola lista, como mencionamos en su momento la bisqueda dentro
de una lista depende del tamario de ésta y para este caso la lista tiene longitud n, por
tal razon el problema se reduce a realizar una biisqueda sccuencial lo que nos da una
complejidad de O (n).

Caso Promedio

Para facilitar el andlisis supondremos la hipétesis de hashing uniforme y que h (k) se
realizd en tiempo O (1). Para calcular el tamafio de las m listas utilizamos la hipotesis de
hashing uniforme (HHU), entonces si queremos direccionar n llaves en m posiciones por
HHU podemos decir que el tamafio promedio de cada lista es de (n/m), a esta cantidad
se le conoce como factor de carga y se denota como o, = n /m.

Cuando la biisqueda es no exitosa al aplicar la funcién A a la llave buscada ésta nos
da una localidad de la tabla donde se encuentra la m-ésima lista, como la biisqueda no
es exitosa entonces se recorre toda la lista; es decir, se realizan (n /m) comparaciones que
es el factor de carga, ahora si sumamos el tiempo de ¢dleulo de b tenemos que el tiempo
total es de O (1 + «).

Para revisar el caso de busqueda exitosa asumiremos que cada uno de los n elementos
almacenados en la tabla, tiene la misma probabilidad de ser buscados, también supon-
dremos que cuando se inserta un nuevo elemento en la tabla, éste se inserta al final de
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la m-ésima lista. De esta forma, el ntimero esperado de comparaciones realizadas durante
una busqueda exitosa es 1 mds el mimero de elementos existentes en la, m-ésima lista
cuando fue insertado el elemento buscado. Para obtener este nimero consideremos que
tal elemento es el i-ésimo en ser insertado, entonces la longitud esperada en la lista es de
(i —1)/m. Por lo tanto, el niimero esperado de comparaciones realizadas en una bisqueda
exitosa lo podemos escribir como:

n

1 = i1 1
—Z(1+% ):1+__ (i—1)
nizl m nim <

=1

() (E52) - reg2

Por lo que el tiempo esperado para las tablas Hash utilizando encadenamiento sepa-
rado, separate chaining, es de

9" 1
0(24-5—%—) = O(1+C{),

Analisis de Tablas Hash con Direccionamiento Abierto

Para realizar el andlisis del peor caso para el direccionamiento abierto supondremos
nuevamente la hipétesis de hashing uniforme (HHU), asf como un factor de carga o < 1.
Para el andlisis se considerardn los casos de bisqueda exitosa y no exitosa.

Busqueda no Exitosa

Consideremos, p, la probabilidad de que exactamente i pruebas llegaron a localidades
ocupadas, cuando i > n esta probabilidad es cero, esto indica que podemos encontrar a lo
mas n localidades ocupadas, por lo que el niimero esperado de comparaciones lo podemos

escribir como:
o0

L+ i(p);

i=0
sea ¢; la probabilidad de que al menos i pruebas accedieron a localidades ocupadas,
entonces obtenemos:

Z%‘ = Zi(pv‘,)-

Ahora, dado que la probabilidad de que en el primer intento se llegue a una localidad
ocupada es v entonces q; = 2, para el segundo intento g, = (Z) (2=1) v asf sucesiva-
mente. En general, podemos decir que para el i-ésimo intento:

_(n) n—1 (n—i+1 con <(”)i_az‘.
= \m/\m=1 m—i+1 b=\n) 7@
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entonces, el numero esperado de comparaciones cuando la busqueda es no exitosa queda:

1+Zi(10z') = 1+ZQle+a+a2+a3+-s= —
=0 =1

. . . 1
por lo cual, se tiene un desempefio computacional de O ( 7 )
—

Busqueda exitosa

Para determinar el nimero promedio de comparaciones realizadas cuando la bisqueda,
si es exitosa hay que considerar las que se realizaron para poder insertar la llave busca-
da; si consideramos que cuando insertamos una llave, ésta no estd en la tabla y, por lo
tanto, si se buscara tal llave el resultado seria no exitoso, entonces para insertar una lla-
ve se harfan 1/(1 — o) comparaciones y para insertar el i-ésimo elemento se realizarian

1 m ) _ 5 \ .
(TZ) = (ﬁ:) comparaciones. Finalmente, el nimero promedio de comparacio-
nes pa,rrna el caso de busqueda exitosa lo podemos escribir como:

12 m | 1
- = — = = Hm—Hmfn
ngm—i ngm—i cv( )

donde H; = ., % es el i-ésimo mimero harménico.

Usando Ini < H; < (Iné + 1) obtenemos
m 1 1 1 1

1
(nm+1-In(m—n))= ~In—— 4= = 2y
a m-n a l—-a «

i
— Hm_Hmf-n <
~ )

S |t

por lo que, para este caso, se tiene un tilempo de

O(iln ! Jrl)
a l—0o o




Capitulo 3

El Problema de Ordenamiento

En computacién el ordenamiento de datos cumple un rol muy importante, ya sea como
un fin en si o como parte de un proceso mds complejo, una prueba de esto, son los métodos
de busqueda que requieren, como entrada, secuencias ordenada.

Un ordenamiento es la operacién mediante la cual se organizan los elementos de una
secuencia, basdndonos en un criterio de orden. Entenderemos por criterio de orden al
utilizado para establecer una relacién binaria sobre la secuencia, y que es antisimétrica,
transitiva y total; de tal forma que una vez definida la relacién ” <7, para cualquier s, 55
y s3 en la secuencia, se tiene que:

Si 51 <853 y $2 <s; entonces s; = so.
Si 51 <8y y 82 < s3 entonces s < s ademas, s; < 8y 0 89 < 3.

Una vez establecido el criterio de orden, podemos aplicar el proceso de ordenamiento
sobre secuencias de cadenas de cardcteres (listas de alumnos, cartera de clientes, por
¢jemplo) bajo un orden lexicografico; también podemos organizar listas de niimeros (reales
o enteros) en orden ascendente o descendente.

En virtud de que siempre es posible construir una relacién que asocie una cadena de
cardcteres a un entero, de manera 1inica, nos limitaremos a trabajar con listas de enteros
positivos.

Considere por ejemplo la secuencia de términos:

T = (Disefio, Algoritmo, Estructuras, Datos, Listas, Andlisis, Arbol,
Complejidad, Tiempo, Recursién , Proceso, Bases I

La siguiente asignacién asocia cada elemento del conjunto 7" con un unico elemento

de los doce primeros enteros positivos:

1 — Algoritmo; 4 — Bases; 7 — Disenio; 10 — Proceso;
2 — Analisis 5 — Complejidad; 8 — Estructuras; 11 — Recursién:
3 — Arbol; 6 — Datos; 9 — Listas; 12 — Tiempo.

De esta manera, la secuencia de términos T queda directamente relacionada con la
secuencia de enteros Tp = (7, 1, 8, 6, 9, 2, 3, 5, 12, 11, 10, 4 ).
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Clasificacién de los algoritmos de ordenamiento

Existe una gran variedad de técnicas de ordenamiento, cada una de ellas con ca-
racteristicas particulares, asi como ventajas y desventajas con respecto a las demds. A
continuacion presentamos algunas formas de clasificar los métodos de ordenamiento:

1. Algoritmos de ordenamiento internos vy externos.
Internos: Todos los elementos estén contenidos en memoria.
Si todos los datos a ordenar se encuentran almacenados en la memoria principal,
el acceso a memoria puede ser usado sin ningun costo adicional. Es posible calcu-
lar llaves, a partir de los valores de los campos, o bien, usar estructuras de datos
dindmicas para organizar los datos.
Externos: Los elementos provienen de un dispositivo externo de almacenamiento.
Si los datos a ordenar no caben todos a la vez en la memoria, entonces los patrones
de acceso estan mds restringidos: una vez que un bloque de datos es recuperado,
resulta importante hacer el mayor uso posible de él antes de dejarlo para manipular
otro bloque.
Es importante enfatizar que, muchas técnicas usadas para ordenamiento interno
resultan completamente impropias para el ordenamiento externo y viceversa.

2. Algoritmos de ordenamiento segun el requerimiento de memoria.

Sin estructuras auxiliares, in place : Algunos métodos de ordenamiento interno
no utilizin memoria adicional a la que ocupa la secuencia, el ordenamiento se genera
a través de intercambios; es decir, los datos son simplemente re-organizados en sus
posiciones existentes, usando una cantidad constante de memoria, independiente-
mente del tamafio de la secuencia a ordenar.

Con estructuras auxiliares: La técnica ocupa memoria adicional al construir
estructuras auxiliares de datos, para asf realizar el ordenamiento. Tal memoria adi-
cional depende del tamafio de la secuencia.

3. Algoritmos de ordenamiento de acuerdo a la complejidad computacional:
Comportamiento en el peor caso: Algunos métodos garantizan un desempeiio
computacional en el peor caso que puede considerarse aceptable.
Comportamiento del caso promedio: La técnica sélo puede garantiza un buen
comportamiento en el caso promedio. El caso esperado es muy comun en la practica.
Las secuencias que estdn cerca del orden provocan que el desempefio del algoritmo
sea mas eficiente (rdpido) que las secuencias que estan [ejos de tener orden.
Algunos algoritmos tienen muy buen desempefio computacional para el peor de los
casos garantizado y otro algoritmos, més eficientes, en la prdctica. poseen un buen
tiempo esperado para su desempefio computacional.

4. Algoritmos de ordenamiento estables e inestables.
Estables: Si durante el proceso de ordenamiento se preserva el orden relativo entre
los elementos de la entrada original, se dice que el método es estable.
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Inestables: No se preserva el orden relativo de la entrada original durante la
ejecucion del proceso.
Depende de la aplicacién la importancia de usar un algoritmo estable o no.

5. Algoritmos de ordenamiento de acuerdo al modelo de cémputo:
Comparaciones: La técnica se basa en el Modelo de comparaciones.
Sélo se hacen comparaciones entre los datos completos.
Digital (Radix): El método utiliza ¢l Modelo Radix.
Se usa, y explota, la representacién binaria de los datos para organizarlos.

6. Algoritmos de ordenamiento segin dificultad para recordarlos:
Facil de recordar pero lentos: La estrategia empleada es muy simple pero
el desempefio computacional resulta ser malo.
Eficientes pero dificil de recordar: La estrategia, generalmente, es compleja
por lo que no es ficil recordarlos pero son muy eficientes.

Dada la gran variedad de técnicas de ordenamiento existentes y las aplicaciones que las
ocupan, en general no se puede decir que una de ellas sea la mejor. La eleccién del método
mds adecuado dependerd de la situacién especifica en la que se encuentre; es decir para
escoger el mds apropiado, debemos considerar qué sabemos sobre la secuencia a ordenar,
por ejemplo:

1.— Informacién bésica sobre los elementos: Ntimero de elementos en la secuencia, tipo
de datos, frecuencia de los elementos, tamafio del dato, etcétera.

2.— Informacién relevante sobre la secuencia: Cudn ordenada estd la secuencia, cémo
se generan los datos, distribucién de los datos. cémo est’an almacenados los datos,
entre otros.

3.— Frecuencia del ordenamiento: Qué tan frecuentemente se va a ordenar la secuencia,
cada cudndo se actualiza la secuencia, etcétera.

Por ejemplo, si se requiere ordenar frecuentemente una secuencia, porque ésta cambia
constantemente, deberemos usar un método cuyo desempefio computacional sea eficien-
te, el mejor. Pero si queremos ordenar por una unica vez una secuencia, sin importar
el tamafio, podriamos utilizar una técnica simple, cuya complejidad computacional sea
pobre.

Antes de iniciar con el estudio de los métodos de ordenamiento recordemos que por

simplicidad y, sin pérdida de generalidad, se considera a S como una secuencia de nimeros
enteros. De esta manera el problema queda definido como:

El Problema de Ordenamiento.— Sea S — {51,82,...,8,} una secuencia no vacfa v
finita. de n numeros enteros. Ordenar la secuencia S de forma ascendente.
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Revisaremos los métodos de ordenamiento iniciando por los més sencillos, pero cuyo
desempeiio computacional es pobre, después estudiaremos los algoritmos cuya compleji-
dad es la 6ptima, sobretodo en el caso esperado. Todos estos procesos estan basados en
el Modelo de Cémputo de comparaciones. Finalmente, revisaremos algunos algoritmos
basados en el Modelo Radix.

En resumen, revisaremos los métodos en el siguiente orden:

Algoritmos con tiempo de ejecucién O(n?), en el peor caso y en el caso esperado:

Burbuja, Bubble Sort,
Por Seleccién, Selection Sort;
Por Insercién, Insertion Sort;
Por Insercién Local, Local Insertion Sort,
Shell Sort.
Algoritmos con tiempo de ejecucion O(nlogn), en el caso esperado:
Merge Sort;
Quick Sort;
Heap Sort;
Tree Sort.
Algoritmos con tiempo de ejecucién O(n):
Counting Sort;
Radix Sort;
Bucket Sort. |

Para cada uno de los algoritmos se describe su estrategia general; se proporciona al
menos un ejemplo; se determina el desempefio computacional, tanto en el peor caso como
en el mejor caso; y se proporciona un pseudo-codigo. Para la mayorfa de los algoritmos
se determina el desempefio computacional en el caso esperado.



Capitulo 4

Algoritmos Cuadraticos de
Ordenamiento

En este capitulo presentamos cinco algoritmos de ordenamiento cuyo desempeno com-
putacional, en el peor de los casos, es O(n?): Método de la Burbuja, Ordenamiento por
seleccién, por insercién y por Insercién Local, asi como el Algoritmo de Shell.

4.1. Método de la Burbuja

En esta seccién estudiaremos uno de los algoritmos de ordenamiento mas sencillos: el
método de la burbuja, bubble sort. Este método es el mds sencillo entre los algoritmos de
ordenamiento. Es facil de recordar y de programar, pero su desempefio computacional es
bastante pobre, por lo cual es conveniente evitarlo.

El algoritmo de la burbuja ordena un arreglo intercambiando los elementos adyacentes
que estan en desorden, esto se repite hasta que todas las parejas adyacentes en el arre-
glo quedan en total orden. Cada paso completo pone al menor elemento en su posicion
correcta; es decir, después de completar el paso %, el 1—ésimo elemento queda ordenado.

Estrategia

Para ordenar una lista, el método inicia al principio de la lista, compara cada elemento
con el de la siguiente posicién inmediata, y los intercambia de ser necesario. Después re-
gresa al inicio, comparando e intercambiando. Continda asf hasta que el arreglo completo
queda ordenado. Claramente, este proceso requiere diferentes pasos sobre los datos. Du-
rante el primer paso, se comparan los primeros dos elementos en el arreglo, si estan fuera,
de orden se intercambian. Entonces se comparan los elementos en el siguiente par (posi-
ciones 2 y 3), de ser necesario se intercambian. Se procede de manera similar, comparando
e intercambiando dos elementos a la vez, hasta llegar al final del arreglo.

La Figura 4.1 presenta un ejemplo. Se quiere ordenar a § = 27,10,15,38,12. En el
primer paso, se comparan los dos primeros elementos: s; = 27 con s9 = 10, y se genera
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(a) Paso 1 (b) Paso 2 (c) Paso 3 (d) Paso 4
I DD DEEEE SR e
(o 5[] o eoE PEEE  EEEEE
(o[ ] [o[e[o[fE [ofeleEEE
Lol 7] [w]s[2E
DEELD

Figura 4.1: Ejemplo de Burbuja

un intercambio, pues estdn desordenados: después se comparan los siguientes elementos:
S = 27 con s3 = 15, también se mtercambian; luego se revisan los elementos 53 =27y
54 = 38, como estan ordenados no hay intercambio; finalmente se comparan los elementos
$4 =38y 85 = 12, ya que no estan en orden, se intercambian. Al momento el arreglo no
se encuentra ordenado, pero podemos observar que el elemento méas grande, 38, quedo en
la 1iltima posicién del arreglo, la cual es la correcta para él.

Para el segundo paso, debemos regresar al inicio del arreglo y considerar las parejas
exactamente como lo hicimos en el primer paso, sélo que ahora ya no consideraremos al
elemento en la iltima posicidn; es decir, Unicamente tomaremos en cuenta rn— 1 elementos,
en esta ocasién. Al finalizar el segundo paso, los dos tltimos elementos se encuentran en
su posicion correcta.

Durante el tercer paso, regresamos al inicio del arreglo y sélo revisaremos tres elemen-
tos, en general se consideran n — 3: al finalizar el tercer paso, los tres tltimos elementos
se encuentran en su posicién correcta,

Para el cuarto paso, en este ejemplo, sélo consideramos dos elementos, los dos primeros,
como se encuentran en orden, no es necesario hacer ningun intercambio, por lo cual
podemos concluir que el arreglo ha quedado ordenado.

La razén del nombre el método de Ia burbuja, es que los elementos més pesados van
siendo empujados hacia arriba, como se puede observar en el ejemplo.

Andlisis de Complejidad

El método requicre, a lo més, revisar el arreglo (n—1) veces; es decir, se necesitan hacer
(n — 1) pasos o iteraciones. El Paso 1 requiere (n — 1) comparaciones y, a lo mds, (n—1)
intercambios. El Paso 2 requiere (n — 2) comparaciones y, a lo mas, (n — 2) intercambios.
En general, el Paso ¢ requiere (n — i) comparaciones y a lo més (n —1) intercambios. As,
en el peor caso, el proceso requiere en total (n — D+(n-2)+..4+2+1=n (n-1)/2
comparaciones y, a lo mds, la misma cantidad de intercambios.
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Considerando que cada intercambio requiere tres movimientos, tenemos que el método
de la burbuja requiere un total de 2(n)(n — 1) = 2n® — 2n operaciones elementales, en el
peor caso. Por lo tanto, podemos concluir que el algoritmo de la Burbuja requiere tiempo
O(n®) en el peor de los casos.

El mejor caso ocurre cuando la secuencia ya se encuentra ordenada. El método ejecuta
solo una iteracién, durante la cual realiza (n — 1) comparaciones y cero intercambios. Por
lo tanto, el Algoritmo de la Burbuja requiere tiempo O(n) en el mejor de los casos.

Algoritmo

Para el pseudocédigo de esta técnica consideremos, por simplicidad, que la secuencia
estd contenida en un arreglo A. El ¢ddigo se presenta en el Listado 11.

Al revisar los dos ciclos for, se observa claramente que el desempefio computacional es
cuadratico. El primer for se realiza a lo m4s (n — 1) veces y el segundo for, anidado en el
primero, se ejecuta n veces.

Listado 11 Pseudocddigo Bubble Sort

// PreC: S una secuencia con n elementos, contenida en un arreglo A,
// PostC: A ha sido ordenado en forma ascendente.

burbuja(arrat A; int n){
boolean sorted = false: // falso cuando ocurre un intercambio
int  temp;
for (int pass=1; (pass < n) && !sorted: ++pass) {
//invariante: A[n+l-pass .. n—1] esta ordenado

sorted=true; //supone esta ordenado
for (int i=0; i< n—pass; it+)
{
int si = i+f1; // siguiente indice
if (A[i]>A[si]) { // hay desorden, intercambia
temp = A[i]; // intercambia el elemento en
Ali] = A[si]; // la posicion i con el de
Alsi] = temp; // la posicion s
sorted= false : // aun no esta ordenado
Y // end if
} // end for i

} // end for pass
} // end bubble sort
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4.2.  Ordenamiento por Seleccién

Este método de ordenamiento, Selection Sort. es de facil implementacién. por lo cual
también es de los mas recordados, pues su estrategia es bastante intuitiva.

Esta técnica no requiere memoria adicional, sélo el uso de una variable auxiliar para
efectuar intercambios. Parte de su estrategia es comparar e intercambiar, razén por la
cual realiza un gran ndmero de comparaciones, lo que la hace lenta. Sin embargo, este
metodo es bastante 1til bajo ciertas: por ejemplo, si la secuencia a ordenar es pequena.

Estrategia
La estrategia consiste en localizar al minimo clemento en la secuencia y lo intercambia

con el ubicado en la primera posicién, luego busca el segundo mds pequeno y lo intercambia
con el de la segunda localidad, en general busca el i-ésimo elemento mas pequeiio y lo

intercambia por el que se encuentra en la i-ésima posicidn, donde ¢ = 1,2, ..., (n—1).
(i—1) elementos (n—it1) elementos
- TT1] [ T-T1T]
Parte ordenada Parte no ordenada

Figura 4.2: Estrategia general del Selection Sort

Otra forma de describir el proceso es la siguiente: en el paso general i se tiene la lista
dividida en dos partes; la primera Lo tiene (7 — 1) elementos y estd ordenada; la segunda,
Lz, el resto de la lista, no estd necesariamente ordenada y tiene (n—i+1) elementos. En
este paso, se busca al menor elemento del resto de la lista, Lz, v lo coloca en la primera
posicion de Lg. La Figura 4.2 ilustra graficamente esta estrategia.

Para comprender mejor el proceso ilustramos en la Figura 4.3 un ejemplo de de esta
técnica. Como podemos observar, para cada i, 1 < j < 9, buscamos el correspondiente
-ésimo elemento més pequefio (flecha punteada), asi cuando ¢ = 1 intercambiamos al 9
por 0; algo que hay que notar es que conforme el indice ¢ se incrementa el ndmero de
comparaciones realizadas para encontrar al elemento mas pequenio en turno decrece, esto
nos da una pista para poder realizar el analisis de esta técnica.

Analisis de Complejidad

Si consideramos la observacién realizada, es facil darse cuenta que para esta técnica el
analisis del peor caso, en el caso promedio e incluso en el mejor caso pueden ser realizados
simultdneamente ya que debido la estrategia empleada no hay diferencia entre uno y otro.
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Figura 4.3: Ejemplo de Selection Sort

Siguiendo la pista obtenida, tenemos que al inicio, método realiza (n — 1) compara-
ciones para localizar al elemento mds pequefio, cuando el indice es § — 2, hace (n — 2)
comparaciones, con 1 = 3 realiza (n — 3). Ahora, podemos decir que, para el i-ésimo
elemento hace (n — i) comparaciones, entonces el total de comparaciones es:

(=1 +n-2)+...+(n—i)+...+2+1,

lo que podemos reescribir como:

Por lo tanto, podemos concluir que el tiempo de ejecucién para esta técnica tanto en
el peor caso como el mejor caso y en el caso esperado es de O(n?). Por lo cual, podemos
concluir que el desempefio computacional del Selection Sort es de O(n?).

Algoritmo

Para el pseudocédigo de esta téenica, presentado en el Listado 12, consideremos, por
simplicidad, que la secuencia estd contenida en un arreglo A.
Como se aprecia en el pseudocédigo, el acceso a cada localidad del arreglo se realiza

de manera secuencial, esto se hace al iniciar la bisqueda del i-esimo menor elemento, ya
que a través del ciclo for se coloca un apuntador en la localidad t, mientras que con el
segundo ciclo for y la variable j se encuentra al elemento que le corresponde, una vez que
se encuentran estos dos elementos se realiza el cambio y se sigue con la localidad contigua.
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Listado 12 Pseudocédigo Selection Sort

// PreC: S una secuencia con n elementos, contenida en un arreglo A.
// PostC: A contiene en orden ascendente a los elementos de S.

selection(array A; int n){

int i, j, min, temp, aux, n;
for (i=1; i=n; i+4) { // se inicia la busqueda del i—esimo
min=i ; // menor elemento
for (j=i+1; j=n; j++) {
temp = j;
if (Altemp]<A[min]) // se encuentra al i—esimo menor elemento
min = temp;
aux = Ali]; // intercambia al minimo con el de
Ali] = A[min]; // la posicion i
A[min] = aux:

} // end for |

Y// end for i
}// end selection

4.3. Ordenamiento por Insercién |

El ordenamiento por insercién, Insertion Sort, es uno de los més conocidos, debido a
que su estrategia es bastante natural y resulta facil de implementar.

Los requerimientos de memoria para este método son minimos, ya que sélo requiere
una variable temporal para llevar a cabo el ordenamiento. Parte de la, estrategia consiste
en comparar, desplazar e insertar, razén por la cual es una técnica, lenta debido al ntimero
de comparaciones que realiza. Sin embargo, esta técnica es muy 1til cuando la secuencia,
que deseamos ordenar sabemos que estd casi ordenada,

Estrategia

El método resulta muy natural, supongamos que se tiene una secuencia de nimeros
ordenados, a la cual agregaremos un nuevo elemento ¥ una vez hecho esto, se ordenars nue-
vamente la secuencia. Es claro que la forma mds eficiente de realizar estas dos operaciones,
es Insertar el nuevo elemento en su lugar correspondiente, en la secuencia, asf ya no hay
necesidad de un reordenamiento porque se mantiene ordenada.

Otra forma de describir el proceso es la siguiente: en el paso general 4, se tiene la
lista dividida en dos partes; la primera, una lista ordenada, £¢ con (¢ — 1) elementos;
la segunda, Lx, el resto de la lista, no estd necesariamente ordenada y tiene (n — i+ 1)
elementos. En este paso, se toma el primer elemento del resto de la lista, Lz, (que es el
i—ésimo de la lista original, s;) v se busca la posicion correcta de tal elemento en Lo,
abriendo el espacio para insertarlo. La F igura 4.4 ilustra graficamente esta, estrategia.
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Figura 4.4: Estrategia General de Insertion Sort

Se desea ordenar la secuencia § = {9,6,1,8,3,7,2,0,5,4}. La Figura 4.5 ilustra el
ejemplo. En el inciso (a) el método inicia considerando una subsecuencia ordenada de un
elemento que en nuestro ejemplo es §; = 9 y le agrega el 6, al cual coloca en la posicién
que le corresponde en la subsecuencia que contiene a los dos primeros elementos, asf la
nueva subsecuencia ordenada es S, = {6, 9} como se observa en (b). aqui ademés se indica
que el siguiente elemento a insertar es el 1, que estd en la posicion 3. En los siguientes
ncisos se sigue con el proceso, finalmente en (j) obtenemos la secuencia ordenada.
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Figura 4.5: Ejemplo del Ordenamiento por Insercién

Anadlisis de Complejidad

Para este método se realizara el andlisis de los tres casos: el peor, el mejor y el caso
esperado; para todos los escenarios, supondremos que la secuencia ordenada se forma al
agregar un nuevo elemento a una subsecuencia ya ordenada.
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Peor caso

Este escenario se da cuando el elemento insertado es siempre mayor a los que se encuen-
tran en la secuencia, teniendo en cuenta esto, sl al inicio tenemos una secuencia de tamafio
uno, al agregarle un elemento debemos realizar una, comparacién. Una vez insertado el
elemento en su posicién correcta, si agregamos otro, se realizaran dos comparaciones ya
que secuencia tiene dos elementos, en general para este escenario se requieren i compara-
clones para insertar el i-ésimo elemento; si suponemos que se ordenaran n datos entonces
t=1,2,...,(n—1), como lo que nos interesa es el ntmero total de comparaciones, éste
es obtenido al hacer la suma sobre las comparaciones realizadas para los (n—1) elementos
insertados lo que podemos escribir como:

n—1
1+2+...+(n—1):Zi = ifz‘—l—) = %(ng—n).
=1

Por lo tanto para el peor caso se tiene una complejidad de O(n?).

Mejor caso

Este escenario ocurre cuando la secuencia a ordenar ya se encuentra ordenada. Su-
ponga que estamos ordenando en forma ascendente. En el i —ésimo paso, el elemento en
la posicién ¢, S[z], se compara con el S [¢ — 1], resulta ser mayor, asf que no hay cambios;
resulta que Si] ya estd en su posicién correcta. Entonces, en el mejor caso, se realizan
(n—1) comparaciones en total y no hay intercambios, en ninguna iteracién. Por lo tanto,
en este caso, el desempefio computacional del Insertion Sort es O(n).

Caso Esperado

Para realizar el caso esperado, suponemos que la secuencia a ordenar ha sido obtenida
bajo una distribucion uniforme. Para anglizar este caso se realizan dos célculos. El primero
consiste en estimar el nimero promedio de comparaciones que se requiere para colocar un
elemento en su posicién correcta. Hay que ver cugntas posibles localidades son candidatas
para contener al -ésimo elemento y cudntas comparaciones se realizan para cada una de
ellas. Empezaremos con los casos simples y trataremos de encontrar algin patrén para
generalizar.

Sea S = {s1}, al agregarle s, se tienen dos posibles lugares, antes o después de s;,
para cualquiera de los dos casos hace una comparacion. Supongamos, sin pérdida de
generalidad, que la secuencia obtenida fue S = {s1, 82}, al afiadir otro elemento, s3, hay
tres posibles localidades para ¢l. Si le corresponde la primera, antes de s;, entonces se
hace una comparacién; si queda segundo, entre 1Y 82, se realizan dos; si va en la tercera,
después de s,, se hacen dos comparaciones. Si ahora se agrega sy se tlenen cuatro posibles
localidades, los dos primeros casos son idénticos que cuando se agregd sz, para la tercera
localidad se requiere tres comparaciones y para la cuarta se requieren tres.
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De aqui podemos ver que (i + 1) es el niimero de posiciénes posibles para el i-ésimo
elemento y la cantidad de comparaciones realizadas, en total, para los primeros i lugares
es: (1+2+43+...+14); ademds para el (i + 1) se hacen ¢ comparaciones.

Por otro lado, la probabilidad de que s; se coloque en cualquiera de las posiciones
posibles es de: (1/i 4 1). Esta probabilidad surge del hecho de que aun no se ha efectuado
ninguna decisién sobre s; y éste es tomado de manera uniformemente aleatoria con res-
pecto a los elementos de la secuencia. Por lo tanto, el niimero promedio de comparaciones
realizadas para insertar al i—ésimo elemento en la secuencia lo escribimos queda como:

i = 1 [ii+1) i, i i, ]
= 1] = — = — — g
PITY =T 2 2 i+l 2 i+ 1

p=1

1
i1

'i:

El segundo célculo, consiste en determinar la cantidad de comparaciones realizadas
para ordenar la secuencia, si deseamos ordenar una secuencia de tamano n, entonces se
requieren realizar (n — 1) inserciones. Asi, considerando el resultado anterior, el numero
promedio de comparaciones realizadas para ordenar la secuencia es:

A(n) = (1>"”(L1—) +(n—1) — (lnn —1)

2 2
2 2 _
= & i n—f—(n—l)*(lnn—l) n—jiL{-lnnJrl.

Por lo que para el caso promedio se tiene una complejidad de O(n?).
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Listado 13 Pseudocddigo Insertion Sort

//PreC: A un arreglo que contiene a una secuencia S con n elementos.
//PostC: A esta en orden ascendente.

insertionSort(array A; int n){
int i,j,k,temp,n;
for (i=2; i=n: i++) {
temp = A[i];
for (j=1; j=i-1; i+4+) {
it (temp< AL} ]) {
k=A[j]; Ali]l=temp;  temp=k; }
} // end for j

Y // end for i
} // end InsertionSort

Algoritmo

El pseudocédigo para este método es presentado en el Listado 13 ¥ para su eleboracion
se supuso que la secuencia estd contenida en un arreglo A, que no es vacfa y es finita.

Como se puede observar en el Listado 13, el primer ciclo for se encarga de ir recorriendo
el arreglo; es decir, en este ciclo se indica que elemento se ordenard, mientras que el segundo
ciclo for se encarga de encontrar su posicién correcta en la parte del arreglo ya ordenado, |
una vez que se tienen ambos datos se procede a realizar el ordenamiento al insertar el
elemento en su posicién correspondiente y a recorrer los elementos necesarios dentro del
arreglo para seguir teniendo una parte ordenada.

En el Listado 14, se presenta otra versién del codigo.

Listado 14 Pseudocédigo 2 de Insertion Sort

//PreC: A un arreglo que contiene a una secuencia § con n elementos.
//PostC: A esta en orden ascendente.

insertionSort (array A; int n){
int j,i, temp;
for (i=1; i < n; i++){

temp=A[i];
for (j=i; j>0 && A[j—1|>temp: i—N
Aljl= AL} —1];
Alj]=temp;
} // end for j
} // end for i

} // end InsertionSort
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4.4. Ordenamiento de Insercién Local

Insertar elementos en una secuencia ordenada de tal manera, que ésta siga ordenada,
parece ser una gran idea para solucionar el problema de ordenamiento. Pero, jes posible
realizar estas inserciones sin necesidad de comparar desde el inicio de la secuencia? La
respuesta es 81 y el Ordenamiento por Insercién Local (Local Insertion Sort, LIS) es el
meétodo que tiene como estrategia base tal idea. Esta técnica afiade cada nuevo elemento
a la lista considerando la posicién donde se realizé la tltima insercién; ademds emplea
una lista biligada, la cual permite tener acceso a los elementos en ambas direcciones.

Estrategia

La clave de este método consiste en mantener una lista biligada L siempre en orden,
asi como un apuntador v al iltimo elemento insertado; a partir de u se inicia la biisqueda
de la posicién correcta para insertar el nuevo elemento.

5={2,1,0,3,7,8,5,4,9,6}

a) b) c)
1 | ST
u
d) e)
wua i
u
f) ”
' 7 8
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u
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" T

5 7 8
[ 2
u

Figura 4.6: Ejemplo de Local Insertion Sort

Para entender mejor el proceso, consideremos un ejemplo. Sea la secuencia a ordenar
5 =12,1,0,3,7,8,5,4,9,6}. La Figura 4.6 ilustra el procedimiento, observamos que en
el inciso (a) se inicia insertando en la lista el primer elemento de la secuencia, el 2, y
apuntamos con u a su localidad; se sigue el procedimiento para los demas incisos hasta
llegar al inciso (g). Aqui se observa la ventaja de mantener a u ya que al insertar a 5 se
realizan solo 3 comparaciones en vez las 5 que se harfan al realizar la lista desde el inicio.

Del ejemplo podemos observar que dada la posicién de u en la lista se, tienen dos
€asos.
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1. Si el elemento es mayor, se compara con el de la derecha hasta, encontrar su
posicion correcta (como ocurre al insertar 6) o hasta llegar al final de la lista,
€n cuyo caso se inserta al final (como es el caso del 9).

2. 5i el dato es menor se compara con el de la izquierda hasta encontrar la
localidad que le corresponde o hasta llegar al inicio de la lista, en tal caso se
insertara al inicio (como se observa al insertar 0).

Noétese que si la entrada se encuentra ordenada esta técnica tendrd un desempefio
lineal ya que al insertar cada elemento hard sélamente una, comparacién, pero si la lista
se encuentra muy desordenada, podria requerir recorrer toda la secuencia, para insertar
cada nuevo elemento, en este caso tendrd un desempefio de O(n?).

Anilisis de Complejidad

Para esta técnica existen diferencias en el desemperfio computacional dependiendo de
como sea la secuencia de entrada, es decir qué tan desordenada esté. Para determinar el
tiempo de ejecucion, sea d, la distancia entre la localidad del dltimo elemento insertado y
la. que ocuparfa el nuevo elemento a insertar z. La Figura 4.7 ilustra este desplazamiento.

u Pasicion Correcta de x

Zi e S
L= [ == J=]
S
N Dsiﬁ orrecta de x / it
=== J---0=]
S~

dy

Figura 4.7: Desplazamiento d, en Insercién local

Sea t(L.Insert(x);q) el tiempo que toma insertar z en una lista de tamartio ¢. Dado
que agregar un elemento a la lista biligada toma tiempo constante, entonces el tiempo
para insertar un elemento es: t(L.Insert(z);q) = dg; es decir. Gnicamente depende del
numero de comparaciones realizadas para encontrar la posicién correcta de z en la lista.

Sea S la secuencia de tamafio n a ordenar, entonces el tiempo de ejecucion del LIS,
ordenamiento por insercién local, queda definido por:

n

Tirs(S) = ) t(L.Insert(z); q)

g=1

Considerando lo anterior, podemos ahora analizar los escenarios correspondientes al
mejor y peor caso asi como en el caso esperado.
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Mejor caso

8§={1,2,3,4,56,7}

L: L: iL: Lk
: Ez :
H i

/4 i

Figura 4.8: Mejor caso de Insercién local

Este ocurre cuando la secuencia S estd ordenada, ya sea ascendente o descenden-
temente. Sin pérdida de generalidad, supongamos que la lista estd ordenada en forma
ascendente. Al tomar un elemento z de S para insertarlo en la lista biligada, L, se tiene
que la posicién correcta de x es contigua a la posicion a la que apunta u; es decir, z debe
ser insertado justo a la derecha de u. La Figura 4.8 ilustra las primeras iteraciones de un
ejemplo para el mejor caso.

Ahora bien, tenemos que: d, =1 y t(L.Insert(z); q) es O(1),Vz € S. Por lo tanto,

n

Tr15(S) :Zt(ﬁ.fnsert(:c);g) € O(n).

q=1
Podemos concluir que para el mejor caso el desempefio computacional del LIS es de
O(n); es decir, lineal.

Peor caso

§={7,8693510,4,11,3,12, 2,13, 1, 14}

dy dy
L: L L: F/ L: Y
: @Z E::@
u u u u

Figura 4.9: Peor caso de Insercién local

Este caso sucede cuando cada elemento a insertar requiere ser comparado con todos
los elementos en la lista biligada; es decir, se debe recorrer toda la lista para insertar
al nuevo dato. La secuencia § = {7,8,6,9, 5, 10,4,11,3,12,2,13,1,14} resulta ser un
ejemplar para el peor caso. S tiene un patron de zigzag; es decir, cada nuevo elemento
insertado es mayor o menor a todos los que se encuentran en la lista, La Figura 4.9 ilustra
las primeras iteraciones del proceso para este ejemplar S.
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Entonces, para el peor caso, tenemos que d, = g,Vz € S y t(L.Insert(z);q) es
O(q),¥Yz € S. Por lo tanto, el tiempo de ejecucion para el algoritmo de insercién local,
LIS, queda determinado por:

E = n(n —1
TL_(S(S) = Zt(ﬁ.IﬂSBTt(J}); q) = Z q= % es O(ng)
g=1 g=1
Podemos concluir que para el peor el desempefio computacional del LIS es de O(n?);

es decir, cuadratico.

Caso Esperado

Para determinar el desempefio computacional del LIS en el caso esperado, antes que
nada es necesario suponer que los elementos en la secuencia fueron obtenidos mediante
una distribucién uniforme, de esta manera podemos decir que la probabilidad de que el
apuntador u esté situado en cualquiera de las posiciones, en una lista de tamafio g, es la
misma para todos y, ésta es (1/g). Ademds, la probabilidad de que ¢l nuevo elemento a
insertar le corresponda una determinada localidad en la lista es la misma para todas y es
(1/(g+ 1)), no olvidemos que son (g + 1) posibles localidades para el nuevo elemento z.

Ahora bien, para determinar el caso esperado, requerimos calcular la Esperanza del
tiempo de ejecucion del algoritmo LIS, esto es:

ET15(S)] =FE [Zt(ﬁ.[nsert(a:); q)J = ZE [t(L.Insert(z); q)]

g=1 g=1

El apuntador puede estar en cualquiera de las q posiciones en la lista y = puede ser
insertado en cualquiera de las (g + 1) posibles localidades. Si para recorrer las posibles
localidades donde se encuentre el apuntador usamos al indice J ¥ para recorrer las posibles
localidades donde insertar a 2 usamos a k, entonces a d; se le puede expresar como | j—k .
Ahora definimos los siguicntes eventos:

Aj = el apuntador u estd en la posicién § de la lista biligada;

By = el nuevo elemento z debe ser insertado en la posicién & de la lista.

Asi, tenemos que:

Prob[A;] es la probabilidad de que el apuntador v se encuentre en la posicién j; y

Prob|By] representa la probabilidad de que el elemento z sea insertado en la posicién k.
Entonces, podemos reescribir el tiempo esperado para insertar z, como:

E[t(L Insert(z);q)] =Y | Y Prob[A;] - Prob[By- | j —k |

4=1 k=0

EEQ Y- ()£

J=1 k=0 =1 k=0
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_ ( q+1>z (1415 =11+ =2 +...+ [j—q)

=1

La forma de estas sumas al variar j es:

L+ 0 4+ 2 4 ...+ (g-1)
2 + 1 4+ 0 4 + (g-2)
g + (¢g—-1) + (¢-2) + ... + 0

Para calcular el valor total se debe acumular el resultado de las q sumas. Una forma de
hacerlo es considerando la suma por columna. Tenemos que la suma de la primer columna
es )7, i; de la segunda en adelante se simplifican como: Y7} i. Por lo tanto, tenemos:

;M—qlg q(z) - (102 0)

Asfi, considerando el resultado anterior obtenemos que:

1 (¢+1)-¢
q+1(2“q') (q+1)(g' 2 )<

Hasta el momento lo tnico que sabemos es que el tiempo esperado para insertar un
elemento en una lista ordenada de tamafio ¢, de tal forma que ésta permanezca ordenada,
es, al menos, ¢/2. Entonces el tiempo que se espera emplear para ordenar, una secuencia
de tamafio n, usando esta técnica es la suma de las inserciones de los n elementos, lo que
podemos escribir como:

l\’J.I»Q

ki) qg=n n
E {Z t(C.Inse'rt(m);q)J = Z E[t(L.Insert(z < i
q=0 q=0 q=0 2
I In(n+1) n(n+1) 5
& o 5 o
SaxisyT g =T g €0l

Lo cual nos indica que el desempefio computacional en el caso promedio, para el
algoritmo de Insercidn Local es cuadritico.

Algoritmo

Para generar el pseudocédigo de esta técnica suponemos que la secuencia estd alma-
cenada en un arreglo A. ademds se emplea como estructura auxiliar una lista biligada L,
que es donde realmente se ordena a los elementos del arreglo y se usa un apuntador ui al
ultimo elemento insertado. El Listado 15 presenta el cédigo.
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Listado 15 pseudocédigo Local Insertion Sort

//PreC: La secuencia es finita, no vacia y esta contenida en un arreglo A.
//PostC: Regresa al arreglo A ordenado.

localinsertionsort(array A;int n){

bi—list L; // Lista bi—ligada

pointer ui; // apuntador a un elemento en L
int i // contador

L.create; // Crea la lista

L.insert (A[1]); // agrega al primer elemento de A
ui= L; // apunta al unico dato en L

for ( i=1; i<=n; i+ ) {

if (ui.dato < A[i]) then // busca a partir del ultimo
L.insert_right(ui, A[i]); // insertalo a la derecha de ui
else
L.insert_left(ui, A[i]); // insertalo a la izquierda de ui

}// end for i

i=1; p=L.primerdato;
while not ( L.empty ) do { // regresa los datos ordenados a A
A[i] = p.dato;
p = p.siguiente;
}// end while
Y//end lis

En el pseudocédigo se emplea el procedimiento insert_right que busca, moviéndose hacia
la. derecha de la lista, la posicién correcta del nuevo elemento, cuando la encuentra, lo
inserta en la lista. El procedimiento insert_left hace lo correspondiente, moviéndose hacia
la izquierda en la lista biligada.

4.5. Ordenamiento de Shell

A esta téenica de ordenamiento se le considera como una mejora al método de orde-
namiento por insercién, dado que emplea el hecho de que cuando la secuencia estd casi
ordenada insertion sort es eficiente. Fue creada por Donal L. Shell.

Estrategia

La técnica consiste en dividir a la secuencia en h subsecuencias y ordenar por insercion
cada una de ellas, esto se hace sucesivamente disminuyendo en cada ocasién el valor de
h hasta llegar a h = 1, lo que significaria que estamos empleando el ordenamiento por
insercién.
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Con el procedimiento descrito se logra es comparar elementos que no necesariamente
son contiguos. Despies de cada ordenamicnto de las subsecuencias se tiene una secuencia
h—ordenada; es decir, tenemos una secuencia compuesta por A subsecuencias ordenadas.
Los puntos clave en este procedimiento son:

1. Toma menos comparaciones ordenar secuencias con pocos elementos,
que con un gran numero de elementos.

2. Requiere menos tiempo ordenar, usando el método por insercién,
una secuencia casi ordenada que una muy desordenada.

Supongamos por simplicidad, y sin pérdida de generalidad, que tenemos una secuencia
S, de tamafo 2k, entonces si hacemos una particién a la secuencia en k subsecuencias, es
decir h = k, cada subsecuencia tendrd 2 elementos, sean éstas:

Sl = {S1,Sh+1}, Sg = {82,8h+2}, Sg = {83,3h+3}, ey Sk = {8,@,32}1}.

Es importante hacer notar que, estamos comparando elementos que se encuentran a
distancia h = k, y las subsecuencias contienen pocos elementos por lo que el ordenamiento
en cada una de ellas es rdpido, como (A > 1) repetimos el procedimiento pero incremen-
tamos la cantidad de elementos en cada subconjunto, esto lleva, inevitablemente, a la
reduccion del nimero de subconjuntos. Ahora cada elemento comparado esta a distancia
h = k/2 por lo que las subsecuencias! son: S; = 199 Br1, 8841y Stk )b T 5

Sy= {32=5h+2=5k+2:3(k+2)+h} p ey Sk/2 = {Sh:5k55k+ha52k} .

Como en el paso anterior se llevo acabo un ordenamiento, se espera que los elementos
en las subsecuencias tengan un cierto orden para asi realizar pocas comparaciones. Se
sigue con el proceso hasta que h = 1; es decir, tenemos la secuencia S = {51, $2,...,50}
Y, en este caso, simplemente aplicamos ordenacién por insercién, obteniendo finalmente
la secuencia ordenada.

A continuacién ilustraremos el método, con un ejemplo. Sea S la secuencia a ordenar:
S = {503,87,512, 61,908, 170,897, 275, 653, 426, 154, 509, 612, 677, 765, 703}
La Figura 4.10 presenta esquemdticamente la ejecucién del algoritmo sobre S.

En el inciso (a), la secuencia original es dividida en 8 subsecuencias ya que i = 1 y
h =16/2 = 8; también se presentan estas subsecuencias después de haber sido ordenadas.
En (b) se tiene la secuencia resultante del primer ordenamiento, las nuevas subsecuencias
en las que se divide son 4, pues ¢ = 2 y h = 4; ademds se muestran estas secuencias
después de haberse ordenado. Andlogamente se trabaja en (c). Finalmente, en (d) donde
se obtiene la secuencia totalmente ordenada. Nétese que los elementos que forman las
sublistas estdn a distancia h y después al reunir la secuencia la distancia entre estos
elementos no se altera, por lo cual cuando h = 1 la secuencia est4 casi ordenada, aqui se
emplea, en realidad, ¢l ordenamiento por insercién.

TAqui, s; representa al dato en la posicién i de la secuencia § resultante de la iteracién anterior.
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a) s:
i=1 503] 87 |512] 61 [ 908] 170 [ 897 [275] 653] a26 [ 154] s09 [ 612 ] 677] 765| 703 |

§1: 52: 53: 5: 6: s7: 58:

# 54: s s
[sos|6s3] | 87 [426] [512]154] [‘61 [s09] [woa[e12] [170[677] [e57] 765 [275] 703]
H o T T H H '
: : . : ; .

y h 4 \ 4 L 4 4 A 4 ¥
[503[es3] [87 | 426] [15a]512] [61 | 509] [s12]e08] [170]677]| | 765]897] [275][703]
b) 5:
j=2 [ 503] 87 J154 [ 61 [ 612170 ] 765 [275] 653] 426 | 512] 509 [ 008 [ 677] 897] 703 |
=2 S1: 52: 53: 54:
[503] 612] 653 [o08]  [87 [170]426] 677 [ 154]765]512] 8o7]  [61 [ 275[ 509 [ 703]
\ 4 \4 v 4
[so3fe12]653[e0s] |87 [170[426]677]  [154] 512|765 so7|  [61 | 273|508 [ 703
c) S:
i=3 [503] 87 [154] 61 [ 612170 [ 512 [ 275 ] 653 426 | 765 509 | 908 | 677] 897] 703 |
h=2
51: S
[s03[ 154] 612 512 653 ] 765] 08 [ 897 | 187 [e1 [170] 275]426] s09] 677 [ 703]
v v
| 154] 503 [ 512] 612 653 ] 765 897 [ 008 | |61 [87 | 170 [275] 426] s09] 677 [703]
d)
=4 5S¢ [1s4] 61 [ 503] 87 [ 512]170 [612[275] 653 426 [ 765] 500 | 897 | 677| 908] 703 ]
h=1 :

S: \ 4
[61 [ 87 [ 154 ] 170| 275] 426 | 503 [ﬂ] 512] 612 | 653] 677 [ 703 | 765] 897 908 |

Figura 4.10: Ejemplo de Shell Sort

Analisis de Complejidad

Existen diversas secuencias para los incrementos h, por lo tanto, se pueden tener dife-
rentes tiempos de ejecucién para el algoritmo, por lo cual no es posible realizar un anslisis
puntual. Ademds, algunos factores que influyen sobre el comportamiento del algoritmo
shell sort son los siguientes:

1. El tamafio de la secuencia.

2. El nlimero de pasadas o el niimero de incrementos (secuencia escogida).

3. La suma de los incrementos.

4. El nimero de comparaciones.

5. La cantidad de movimientos realizados, es decir, la cantidad de inversiones
en las subsecuencias.

Tomaremos dos formas clésicas de generar secuencias de incrementos para realizar el
andlisis para el algoritmo Shell Sort: los incrementos de Shell y los de Hibbard.
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Incrementos de Shell

El algoritmo Shell Sort utiliza una secuencia de incrementos: ha, ko, ..., by, donde ¢
toma al menos el valor de 1, el algoritmo resulta ser mejor para valores mayores. Después
de una fase, usando un incremento hy, para cada i se tiene que A[i] < Ali + hy], donde
esto tenga sentido. Todos los elementos separados hy localidades se encuentran ordenados.
Una secuencia con esta propiedad es llamada secuencia hi—ordenada. La siguiente figura
muestra un arreglo después de aplicar varias fases del algoritmo Shell Sort.

Original| 81 94 11 96 12 35 17 95 28 58 41 75 15
5—Orden| 35 17 11 28 12 41 75 15 96 58 81 94 95
3—Orden| 28 12 11 35 15 41 58 17 94 75 81 96 95
1=Orden| 11 12 15 17 28 35 41 58 75 81 94 95 96

La estrategia general para un hy—ordenamiento, para cada posicién i, hgr1, Arig, ...,
consiste en colocan los elementos en las posiciones correctas entre 7, (i — he) v (i — 2hy).
Un cuidadoso andlisis muestra que la accién de un hy—ordenamiento consiste en ejecutar
un Insertion Sort sobre i subarreglos independientes. Esta observacion serd importante
cuando se calcule el tiempo de ejecucion del algoritmo. Shell propuso la siguiente secuencia
de incrementos: hy = [n/2] y hy = | hei1/2]. Por ejemplo, si n = 16, se tiene la secuencia:
hy =83 =4,hy = 2,0 = 1. Lamentablemente, esta secuencia de incrementos induce
un pobre desemperio computacional del algoritmo, como lo muestra el siguiente resultado,

Teorema 4.1 El tiempo de ejecucién del algoritmo Shell Sort, en el peor de los casos,
utilizando la secuencia de incrementos de Shell, es ©(n2).

Demostracion. La prueba requiere mostrar no sélo una cota superior sobre el peor de
los casos, sino también que existe un ejemplar que realmente toma tiempo Q(n?).
Probaremos primero la cota inferior, construyendo un ejemplar malo. Sea n una
potencia de 2, para facilitar los cdlculos. Sea A el arreglo de entrada de longitud n,
con los n/2 elementos mds grandes en las posiciones pares y los n/2 elementos mds
pequenos en las posiciones impares. Como todos los incrementos, excepto el ltimo
son pares, cuando llegamos al tltimo paso, los n./2 elementos més grandes aun estdn
en las posiciones pares y los n/2 elementos mas pequenos en las impares. El 1—ésimo
elemento mas pequeilo, i < n/2, estd en la posicién (27 — 1) después del inicio del
ultimo paso. Colocar al i—ésimo elemento en su posicién correcta requiere moverlo
(i — 1) localidades en el arreglo. Asi que poner a los n/2 elementos més pequefios

n/2
en su posicién correcta requiere al menos Z(z — 1) lo cual es Q(n?).

i=1
Para finalizar la prueba, mostraremos que la cota superior es O(n?). Como se habia
observado anteriormente, un paso cuyo incremento es hy consiste de h;, ejecuciones
del algoritmo Insertion Sort con n/hy, elementos.
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Como el algoritmo Insertion Sort es de orden cuadrético, el costo total de un paso
resulta ser O(hy - (n/hx)?) = O(n?/ht). Sumando todos los pasos obtenemos:

e

||'M:s-

(n*/hy) = Z (1/hg) < 2-n® ya que Z 1/ht) <

g =}

Por lo tanto, la cota superior es: O(n?).
Finalmente, podemos concluir que el tiempo de ejecucién del algoritmo Shell Sort,
en el peor de los casos, y utilizando los incrementos de Shell es de O(n?).

La Figura 4.11 muestra una lista que es un ejemplar malo para el algoritmo Shell Sort,
aunque éste no resulta ser el peor caso, el iltimo paso toma tlempo considerable.

Original | 192103 11412513614 7 15 8 16
80rden | 192103 114125136147158 16
4=Orden | 1 92103 11 4 12513 6 14 7 15 8 16
20Orden | 1 92103 114125136147 158 16
1-Orden [ 1 2345678910 111213141516

Figura 4.11: Ejemplar malo para Shell Sort

Incrementos de Hibbard

Bl problema con la secuencia de incrementos de Shell es que los incrementos consecuti-
VOS no necesariamente son primos relativos, por lo cual los incrementos pequenos pueden
tener poco efecto. Hibbard sugirié un leve, pero significativo, cambio para la secuencia
de incrementos de Shell, el cual d4 un mejor resultado tanto prictica como tedricamente.
La secuencia de incrementos es de la forma: 1,3, 7, ..., 2¥~1. La diferencia clave es que los
incrementos consecutivos no tiene factores comunes. La Fi igura 4.12 muestra la misma
secuencia que la Figura 4.11, pero utilizando la secuencia de incrementos de Hibbard.

Original [ 192103 114125136147 158 16
15-Orden| 1 92103 11 4125136 14 7158 16
7Orden| 1 52 67 48 9131014 11 1512 16
3 Orden| 1 3245768911 101213 15 14 16
1-Orden| 1234567891011 12 13 14 15 16

Figura 4.12: Shell Sort, usando incrementos de Hibbard
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Teorema 4.2 El tiempo de ejecucién del algoritmo Shell Sort, en el peor de los casos,
utilizando la secuencia de incrementos de Hibbard, es ©(n®/ 2).

Demostracién. Sé6lo probaremos la cota superior. La prueba requiere de algunos resul-
tados de Teoria de Nimeros.
Para determinar la cota superior necesitamos acotar el tiempo de ejecucion de cada
paso y, entonces, sumar sobre todos los pasos. Para incrementos hy, con hy > nl/2,
usaremos la cota O(n?/hy) del Teorema 4.1. Aunque esta cota se satisface para los
otros incrementos, es muy grande y no resulta muy util. Intuitivamente, tomaremos
ventaja del hecho de que estos incrementos son especiales. Necesitamos mostrar que
para cada elemento A, en la posicidn p, cuando se ejecute un hy—or denamiento, hay
unicamente unos pocos elementos a la izquierda de p que son mayores a As.
Cuando llegamos a un hj,—ordenamiento, sabemos que el arreglo de entrada ha sido
hg+1—ordenado y hyyo—ordenado. A priori, el h,—ordenamiento, considera elemen-
tos en las posiciones p y (p—i), con ¢ < p. Si ¢ es multiplo de ., o de hi+2 entonces,
claramente, A[p —i] < A[p]. De hecho, si 4 puede expresarse como una combinacién
lineal, de enteros no negativos, de /.1 y hyyo entonces Alp —i] < Alp).
Ahora bien, hyio =2 Ay + 1 por lo que hgi1 ¥ hryo no tienen factores comunes.
En este caso, es posible mostrar que todos los enteros que son al menos tan grandes
como (hgy1 — 1)(hita — 1) = 8(hg)? + 4 - by, puede ser expresado como una combi-
nacion lineal de by y hgio.
Asf, la cantidad de incrementos que pueden ejecutarse, es a lo mds 8- hy+4 = O(hy)
veces para cada una de las n — Ay, posiciones. Lo cual genera una cota de O(n - hi)
por paso. Usando el hecho de que casi la mitad de los incrementos satisface que
hi < y/n y suponiendo que ¢ es par, entonces el tlempo total de ejecucién es:

t/2 /2 13
Zn hi + Z | = O0n-> h+n > 1n
k=t/2+1 k=1 k=t/2+1
12
= O(n- ht/g)-i—O( ) = 0O(n*?)
]13/2

Esto se simplificé ya que ambas sumas son series geométricas y h, 2 =0(y/n)

En la demostracién anterior, se afirmé que si i puede expresarse como una combinacién
lineal, de enteros no negativos, de hyi1 y Ayio entonces Afp — i] < Alp]. Ilustramos un
ejemplo: cuando aplicamos un 3—ordenamiento, va se han realizado un 7—ordenamiento
y un l15—ordenamiento. Tenemos que 52 puede expresarse como una combinacién lineal
de 7y 15: 52 = 1-7+ 3. 15. Asi, A[100] no puede ser mayor que A[152], pues se tiene
que: A[100] < A[107) < A[122] < A[137] < A[152].
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Analisis del Caso Promedio

Lo primero a establecer es la cantidad de comparaciones que se realizaran, y éstas
sin importar el caso especifico quedan determinadas por el nimero de inversiones elimi-
nadas en un h—ordenamiento anterior. Antes de proseguir es necesario establecer que
una inversion es la pareja (s;,s;) tal que (s; > s;), con i < j. Entonces el nimero de
inversiones existentes en una secuencia es la cantidad de parejas con esta forma que pue-
den existir en ella. Por ejemplo, si S = {3,2,4,1} se tienen cuatro inversiones que son:
(3,2), (3,1),(2,1) y (4,1).

El primer caso a estudiar es cuando la secuencia de incrementos es h;, = 2 v h=1;
es decir, se tienen dos incrementos. Para calcular la cantidad promedio de inversiones se
hace uso del siguiente teorema.

Teorema 4.3 El nimero promedio de inversiones en una permutacién hA—ordenada de
{1,2,...,n} es:

soum =5 (5 )+ (5 ) a5 ("57)a)
donde g = [n/h], r=rn mod A

Demostracion. Una permutacién A—ordenada contiene r secuencias de longitud (g + 1)
y (h—r) de longitud ¢. Si cada inversién viene de un par distinto de subsecuencias,
y dado que un par de distintas subsecuencia en una permutacién h—ordenada define
una permutacion aleatoria 2—ordenada, entonces el nimero de inversiones promedio
es la suma del promedio de inversiones entre cada par de distintas subsecuencias, lo
que se escribe como:

T A2q+2 AZ +1 h_T qu _
(2)(—zﬁz—)”'(h”'(—zqiﬁ+( ’ )'(‘z@“’””’”’
g+1 q q

donde A, es el mimero total de inversiones sobre todas las permutaciones 2—orde-
nadas del conjunto {1,2...,n} y A, = |n/2]| (2" — 2).

Corolario 4.1 Si la secuencia de incrementos hy, .. ., ks, by satisface la condicién
(hs+1 moéd hs) =0 para t > s> 1, entonces el niimero promedio de movimientos es:

Z (Tlsf (q-‘i T 11 h-‘3+1/h5) o (hs o 705) f (QS: hs+l/hs))a

t>s>1

donde r, = N mdd hs, g = |N/hs|, heyy = Nty v f es la funcién definida en el
Teorema 4.3.
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Demostracién. El proceso de h—ordenamiento consiste de un ordenamiento por inser-
cion lineal en 7, - (hgy1/hs)—ordenada secuencias de longitud g, +1 y en (hy — rs) de
longitud g¢,. La condicién de divisibilidad implica que cada una de estas subsecuen-
clas es una permutacion aleatoria (hg,1/hs)—ordenada, en este sentido cada una de
las permutaciones es igualmente probable, entonces podemos asumir que la entrada
original fue una permutacion aleatoria de distintos elementos.

El corolario anterior siempre se satisface para Shell Sort cuando los incrementos son
hyl Sig=|N/h] yr=N méd h la cantidad promedio de inversiones es:

rflg+1,N) + (h—r)- flg,N) + F(N, h)

=5 ("51) 5 (3) e

Con las aproximaciones :
f(N,R) = (ﬁ/S) n¥?pV2 vy h=1.729N

obtenemos que el desempeno computacional, en el caso promedio es: O(N5/73),

Para finalizar daremos el desempetio de shell sort al usar otras secuencias de incremen-
to, asi de esta forma cuando se emplea la secuencia 8—ordenamiento, 4—ordenamiento,
2—ordenamiento, 1—ordenamiento; es decir el empleado en el ejemplo del funcionamiento
de shell sort, obtenemos un desempenio de O(N3/2). El desempefio anterior también es ob-
tenido cuando la secuencia de incrementos tiene la forma hy = 2°—1,1 < s <t = |log N|.
Mientras que si la secuencia tiene la forma 2739 tal que este valor es menor a N se tiene
un desempefio de O(N (log N)?).

Algoritmo

Para escribir el pseudocddigo se supone que los datos estdn contenidos en un arreglo
y se genera la secuencia de incrementos de la forma h; = 2°. El Listado 16 presenta un
pseudo-codigo para esta version. Como se puede observar en este cédigo, no dividimos la
secuencia de entrada en n/2° subsecuencias, lo que se hace es indexar los elementos en la
secuencia de tal manera que se puedan ordenar aquellos que se encuentran a distancia h,
para lograr esto hacemos uso de los ciclos for y while, con el primer ciclo lo que establecemos
es el equivalente a formar las subsecuencias con elementos a distancia h, mientras que con
el segundo los ordenamos.
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Listado 16 pseudocddigo Shell Sort

//PreC: la secuencia esta contenida en un arreglo no vacio y finito
//PostC: la secuencia esta ordenada

Shell _Sort(array A; int n){
int i, j, h, v;
h=n/2;

J =N
}//end while

Alj] = v;
Y// end for
h =h/2;

Y //end while
}//end Shell




Capitulo 5

Algoritmos de Ordenamiento con
desempeno O(nlogn)

En este capitulo presentamos cuatro algoritmos de ordenamiento cuyo desempefio
computacional, en el peor de los casos, es O(nlogn): Merge, Quick, Heap vy Tree Sort.

5.1. Merge Sort

Este método es también conocido como ordenamiento por mezcla, en esta técnica se
aprecia muy claramente el uso de la estrategia divide y vencerds. Este algoritmo es con-
siderado estable y en ocasiones requiere de memoria adicional dependiendo de la manera
en que sea implementado.

Estrategia

Usando la estrategia divide y vencerds es claro observar los pasos por medio de los
cuales se resuelve el problema:

Divide.- Particiona el ejemplar original en ejemplares méds pequeiios, de manera
recursiva, hasta reducirlo a ejemplares de tamaifio uno.

Vence.- Resuelve para todos los ejemplares, iniciando con los de tamafio uno,
continuando con los de tamafo 2, en cada paso va incrementando (duplicando)
el tamario del ejemplar hasta llegar al tamafio original.

Mezcla.-  Combina las soluciones de los problemas, aplicadas a ejemplares
pequenos para resolver problemas con ejemplares mds grandes, de manera
recursiva, hasta obtener la solucién del problema original.

La idea de esta estrategia se basa en los siguientes argumentos:

a) Toda secuencia de tamafio uno estd ordenada.
b) Mezclar dos secuencias ordenadas para obtener una tercera secuencia
ordenada no es complicado y no requiere muchas comparaciones.
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Como ya mencionamos, en el paso divide partimos al ejemplar en otros més pequenos,
pero no indicamos como hacer tales particiones. La estrategia consisten en ir dividiendo
siempre a la mitad, de tal forma que cada vez que se realiza este paso se obtienen dos
subsecuencias cuyo tamaifios difieren a lo mds en 1.

Para ilustrar el método consideremos el ejemplo de la Figura 5.1. Se desea ordenar la
secuencia § = {1, 38,27, 8,43,12,3,9,82,10}.

a) |?|38|27[8'43l12'3|9‘82| 10, .
divide ¥,

- Yy

b) lll 38] 27[8] 4?] [ 12| 3 | 9| 82 | 1o|
.
.' \‘ r‘ “ 'J |‘ 'l \‘
K ~'i ¥ X K y p oo
d) 1| 38 I 27| | 8 | | 43| | 9 ' 82 | 10| |
¥ Y v 4 v .4 v v
e) 1 38 |_2_?_l 8 | 43| | 12] 10|

—

c

-~
-

y A\ 4 Y
n | 1| 3] 27 8 43
9 1| 27] 38 8 | 43
h) 1| 8 | 27] 38] a3 La I gl 1o| 12| 82]

&mezcla
i I1|3|a|9[10]12|27 33|43U2—|

Figura 5.1: Ejemplo de Merge Sort

En el ejemplo podemos ver de forma clara como se lleva acabo el proceso divide,
de manera recursiva, esto lo apreciamos de los incisos (a) al (e) en donde se obtiene
subsecuencias de tamafio uno y a partir de inciso (f) se puede observar el proceso mezcla
en el cual es donde se lleva acabo el ordenamiento.
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Analisis de Complejidad

Para establecer el desempefio computacional es necesario primero conocer el desem-
peno del proceso mezcla, ya que en esta parte se efectiian las comparaciones. La cantidad
de comparaciones realizadas aqui dependerd del niimero de elementos en las secuencias a
mezclar. Revisaremos el mejor y peor caso de este proceso.

Una vez determinada la cantidad de comparaciones realizadas por mezcla se regre-
sard al andlisis de merge sort. Cabe aclarar que en el andlisis se supone que la secuencia
a ordenar es de tamafo n.

Sean 54 y Sp dos secuencias ordenadas con N4 y Np elementos, respectivamente, en
las cuales se aplicard el proceso mezcla.

En el mejor caso todos los elementos de una secuencia son menores al primero de la
otra, supongamos, sin pérdida de generalidad, que tal secuencia es S4. entonces el niimero
de comparaciones realizadas es de N4 ya que sélo se compara al primer elemento de Sp
con todos los elementos de S,. La secuencia resultante, en este caso, se obtiene al agregar
al final de S4 a Sp.

Para el peor caso, se tiene que a; < b;,Va; € S4, b; € Sp, 1 <i < Ny, 1< j < Np
Yy J = i; es decir, los elementos de las secuencias S4 y Sp estdn intercalados, esto nos
indica que para este caso se realizan N + Ng — 1 comparaciones. Como ambas secuencias
estan ordenadas, las comparaciones son directas. Por lo que podemos decir que el rango
de comparaciones realizadas estd entre N4, el mejor caso, y (Na+ N — 1), en el peor
caso. Por lo tanto, el desempefio computacional, en el peor de los casos, para el proceso
mezcla es lineal, ya que (N4 + Ng — 1) es O(n).

Peor caso

Para calcular el peor de los caso, tomaremos como referencia el desempefio compu-
tacional, para el peor caso del procedimiento mezcla y supondremos que en cada llamada
recursiva siempre se tiene éste.

Como se esta considerando a esta técnica de forma recursiva, el proceso divide se realiza
hasta que las secuencias obtenidas son de tamafio uno y ya no es posible dividirlas. Ahora
si a estas secuencias les aplicamos el proceso mezcla para obtener secuencias de tamafio
uno es facil ver que no hubo ninguna comparacion, por ello en el peor caso de mezcla para
obtener secuencias de tamaflo uno se realizan cero comparaciones, lo que denotaremos
como W (1) =0.

Sea w(n) el nimero de comparaciones realizadas en el peor caso para secuencias de
tamano n, entonces podemos establecer de forma recursiva el nimero de comparaciones
realizadas por merge sort para su peor caso si consideramos lo siguiente: por un lado, sabe-
mos que el proceso divide parte a la secuencia siempre en dos subsecuencias cuyo tamafio
difiere en a lo més un elemento. Entonces, sin pérdida de generalidad y por simplicidad
de célculo, podemos decir que el tamaifio de las subsecuencias al aplicar divide es de /2
Por otro lado, en el peor caso, el proceso mezcla realiza Ny + Ny — 1 comparaciones, esto

es: (% = = 1) comparaciones. Sin embargo, éstas representan sélo las wltimas realizadas
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debido a que el proceso mezcla se lleva acabo de manera inversa al proceso divide, por ello
hay que agregar las comparaciones realizadas para obtener las secuencias de tamafio n/2
y dado que consideramos el peor caso esta cantidad es:

w(n) =2W(n/2) + g + g —1 =2W(n/2)+n—1

Dado que la técnica se estd considerando desde un punto de vista recursivo no basta
con considerar inicamente a las comparaciones realizadas para obtener las dos tltimas
secuencias ordenadas a mezclar sino que también hay que tomar en cuenta todas aquellas
realizadas desde las secuencias de tamafio uno. Por ello el niimero de comparaciones total
realizadas se puede escribir de manera recursiva teniendo en cuenta a divide de la siguiente
forma:

w(n) = 2W(n/2) +(n—1)
2(2W(n/4)+( /2) =1+ (n—1)
W(n/4)+(n—2)+ (n—-1)

(2W(n/8)+(/4) D+ (n—2)+(n—1)
SW(n/8)+(n—4)+(n—2)+(n—1)

8(2W (n/16) + (n/8) — 1)+ (n—4)+ (n—2) + (n— 1)

I

l

I

16W(n/16) +(n —8)+ (n—4)+ (n — 2) + (n — 1)
16(2W (n/32) + (n/lﬁ) —D+(n-8)+(n—-4)+(n-2)+(n-1)
= 332W(n/32)+(n—16)+(n—-8)+ (n—4)+ (n—2)+ (n —1)

Se contintia de forma andloga, hasta que llegar a W(1) el cual tiene valor de cero, por lo
que el primer término desaparece. Para obtener la cantidad de comparaciones realizadas
de manera clara conviene reescribir el resultado anterior de la siguiente forma:

w(n) = 2'-W(n/2") +n- (log,2') — 2°
= 22 W (n/2%) +n- (logy 2%) — Zi:o 2
= 2. W(n/2%) +n-(log, 2°) — 37, 2
— W (/2) 40 (logy2Y) - S 2
= 2. W (n/2%) +n- (logy 25) — 37 2

= n (W (1)) +n- (log,n) — Z(logzn) Lo

Este dltimo término se obtiene si consideramos que el proceso divide se detiene cuando
las secuencias obtenidas tienen tamafio uno, por lo que tenemos n secuencias de tamaifio
uno y los dos términos siguientes al observar el patrén de los casos anteriores. Dado que
el primer término se hace cero, pues W(1) = 0 tenemos que:

wn) = n-W(1)+n-(logyn) — L™ g

= n-(0)+n-(logyn) — nggn)_l 2t
= - (logyn) — y{eg-1
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k
Sabemos que E 2t = 2% _ 1 entonces tenemos que:
i=0

(logy n)—1

n - (logy,n) — Z 2" = n-(logyn) — 28" +1 = n- (logyn) —n -+ 1.

=0

Lo que implica un desempefio w(n) = O(nlogn) para el peor caso de Merge sort.

Mejor caso

En este escenario nuevamente tomamos como punto de partida el ntimero de coms-
paraciones realizadas por mezcla para el mejor caso y supondremos que en las llamadas
recursivas siempre obtenemos éste. Usaremos la notacién B (n) para denotar el mejor caso

de mezcla y b(n) para el mejor caso de merge sort.

Para que mezcla genere una lista de tamafio uno no se requiere ninguna comparacion,
por lo cual B (1) = 0. Realizando un procedimiento similar al efectuado para el peor caso

tenemos:
b(n) = 2B(n/2)+ (n/2)
= 2(2B(n/4)+ (n/4)) + (n/2)
= 4B(n/4) + (2n/2)
= 4(2B(n/8)+ (n/8)) +n
= 8B (n/8)+ (3n/2)
= 8(2B(n/16) + (n/16)) + (3n/2)
= 16B (n/16) + (4n/2)

Para apreciar mds claramente el patrén que sigue esta secuencia reescribimos como:

b(n) = 2'-B(n/2")+ ([n(log,2")] /2)
= 27 B(n/2%) + ([n (log, 2)] /2)
= 2°-B(n/2°) + (In (log, 2%)] /2)
= 2" B (n/2") + ([n (log, 29)] /2)

— nB(1)+ (fn (logn)] /2)

El primer término se hace cero: B (1) = 0, entonces tenemos que b (n) = ([n (log n)] /2),

asi que en el mejor caso merge sort tiene un O(nlogn).

De esta manera podemos concluir que el Algoritmo Merge sort tiene un desempeno
computacional de O(nlogn) tanto para el peor como el mejor caso lo que lo convierte en

un método de ordenamiento muy eficiente.



72 Ordenamientos con desempefio O(nlogn)

Listado 17 pseudocédigo Merge Sort

// PreC: secuencia contenida en un arreglo S [1.N] y S es no vacia.
//PostC: regresa el arreglo que contiene a la secuencia ordenada

MergeSort {
Divide_y_Mezcla (1, N)

procedure Divide_y_Mezcla(int izq, der)

// PreC: izq, der son los indices extremos del arreglo

//PostC: regresa el arreglo ordenado

int mitad;

if (izqg < der ) {
mitad = (izq + der) div 2; // calcula la mitad
Divide_y _Mezcla ( izq, mitad ) // aplica en el subarreglo izq
Divide.y_Mezcla ( mitad, der ); // aplica en el derecho
Mezcla ( izq, mitad, mitad+1, der ); // mezcla los subarreglos

} //end if

+ // end Divide. ..

}//end MergeSort

Algoritmo

El Listado 17 presenta un pseudocédigo para la versién recursiva del Merge Sort, con
un enfoque de arriba hacia abajo, top-down. El proceso Divide_y_Mezcla es el corazén del
algoritmo, se encarga de aplicar la estrategia general: divide el arreglo en dos partes iguales
hasta quedarse con subarreglos de tamafio 1 y luego, durante el regreso de la recursidn,
mezcla los subarreglos, hasta obtener el arreglo original ordenado. Cabe mencionar, que
esta version sélo trabaja con los indices, no es necesario tener arreglos auxiliares.

El sub-algoritmo Mezcla combina los dos sub-arreglos ordenados, marcados sélo por
los indices, en un arreglo ordenado. El Listado 18 presenta un pseudo-cédigo para este
proceso. Aquf sf es necesario tener un arreglo temporal para mover los datos.

Una version iterativa (presentada en el Listado 19) del algoritmo de Merge Sort, to-
mando un enfoque de abajo hacia arriba, bottom-up, trabaja de la siguiente manera: En
el primer paso, mezclamos elementos consecutivos formando parejas ordenadas. En el se-
gundo paso, mezclamos parejas ordenadas de elementos generando cuartetos ordenados y
asi sucesivamente, hasta tener todo el arreglo ordenado. La Figura 5.2 ilustra un ejemplo
de esta versién.

Otro Analisis

Considerando el codigo recursivo del Listado 18, determinaremos de forma més directa,
el desempefio computacional del Merge Sort. Sin pérdida de generalidad, suponemos que
n, el tamafo de la secuencia es una potencia de 2: n = 2% para k, entero positivo.
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Listado 18 Proceso Mezcla

// PreC: recibe dos secuencias ordenadas: S[lzql,1zq2] y S[Derl, Der2];
Ao 1zql <= [zq2 = Derl—1; Derl <= Der2;
//PostC: regresa el arreglo S[lzql.. Der2] ordenado

Mezcla (int lzql, lzq2, Derl, Der2){

int i, j, k; // indices auxiliares
array T[lzql K Der2]; // arreglo temporal
i = lzql; // primer indice del sub—arreglo izquierdo
] = Derl; // primer indice del sub—arreglo derecho
K= 1 // indice auxiliar
while (i <= 1zq2) && (j <= Der2) do { // mientras no excedan los extremos
if (S[i] <=S[j] ) { //  mueve los k menores elementos
T(k] =S[i]; // ~de S5[lzql..Der2] a T[1..k]
i~ ko } // avanza los contadores
else
Tkl =S[ili j+H 0 k= )
Y// end while
while (i <= 1zq2) do { // mueve el resto de los elementos,
T[k] = S[i]; i+ kt+ 5} // si hay, de S§[lzql,1zq2] a T
while (i <= Der2) do { // mueve el resto de los elementos,
Tik] =811l j+ k+ . }  // si quedan, de S[Derl, Der?] a T
For (i= 1; i=k—1; i++); // mueve los datos del temporal T
S[i-1+ lzql] = T[i]; // al original §
1// end

a
e N
s [ml6] [9|m] [s2]zr] [1s]es]
N L
16|23I48 51 9 27'34 82

N
9 16|23l27l34|48l51 82

S

9 |16| 18'23 |27|34|48I51,65|';|

Figura 5.2: Ejemplo de Merge Sort Iterativo
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Listado 19 pseudocddigo Merge Sort Iterativo

// PreC: secuencia contenida en un arreglo S [1.N] v S es no vacio.
//PostC: el arreglo que contiene a la secuencia ordenada

MergeSort_It (array S; int n) {

int s = 1; // tamanio del arreglo activo

int lzql, lzq2, Derl, Der2: // indices auxiliares

while ( s <N ) do { // calcula la cota de las sublistas
lzql = 1,

while ( lzgl + s <= N ) do {
lzq2 = lzql + s —1; Derl = lzq2 + 1;
if ( ( Derl +s — 1) >N ) then Der2 = N:
else Der2 = Derl 4+ s — 1;

Mezcla ( lzql, lzq2, Derl, Der2 ); // mezcla los subarreglos
lzql = Der2 + 1; // actualiza el primer indice
s =5 % 2; // duplica el tamanio del arreglo

} //end while Izql
} //end while s
} // end Divide ...

}//end MergeSort

Sea Tjrs(n) el tiempo de ejecucién del algoritmo Merge Sort aplicado a un ejemplar
de tamano n. Definimos T)rs(1) = 1. Ahora bien, Tyg(n) es igual al tiempo requerido al
aplicar el Merge Sort en dos sub-secuencias de tamafio n/2 més el tiempo para mezclarlas,
el cual es lineal. Asi, obtenemos la siguiente relacién recurrente:

T(n)=Tus(l) =1 // tiempo sobre secuencias de tamario 1;
T(n) = Tys(n) =2 - Tws(n/2) +n. // tiempo sobre secuencias de tamafio n.
Para resolver esta relacién de recurrencia, primero la dividiremos entre n:

T(n) _T(n/2)

= 1
n n/2 O
Esta ecuacién es valida para cualquier n que sea potencia de 2, entonces:
T(v/2) _T/4) | T0M) T/
n/2  n/4 " nfd n/8 ’
T(4) T(2) T2) T(1)
4 2 * 2 1 T

Si ahora sumamos todos los términos del lado izquierdo y los igualamos con la suma
de los términos del lado derecho, tenemos que T'(n/2)/(n/2) aparece en ambos lados, por
lo cual se cancela. De hecho, virtualmente todos los términos que aparecen en ambos lados
seran cancelados, pero falta por sumar los 1's y éstos son logn. Después de que todo es
acumulado, tenemos que:

T(n) T(Q)

- :T+10gn = T(n)=nlogn+n es O(nlogn).
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9.2. Heap Sort

Esta técnica también es conocida como ordenamiento por monticulos. La, estrategia que
emplea consiste en aprovechar el comportamiento de una estructura de datos denominda
Heaps Binarios. El Apéndice D, presenta una breve descripeién de los Heaps Binarios.

Estrategia

La estrategia de esta técnica requiere de las operaciones y acciones de los heaps, a
continuacién describiremos dos de ellas:

Reorganizacién del Heap: Dado un drbol binario completo, se reorganizan los elemen-
tos del drbol para que cumplan con la relacién de orden existente en el heap, a tal
proceso también se le conoce como heapify o reHeap.

Eliminacién del Mayor: En un heap existe una relacién de orden entre sus nodos, el
nodo con la mayor prioridad se encuentra en la rafz y ésto sucede para cada sub-
drbol. Usaremos las operaciones de una, cola de prioridades para eliminar el elemento
de mayor prioridad, a esta funcién la denominaremos BorraMayor y requiere de:

1. Extraer el elemento que estd en la raiz del heap.
2. Almacenar tal elemento en una lista.

3. Eliminar la raiz del heap.

4. Reorganizar el heap usando el proceso reHeap.

El bloque de pasos anteriores se lleva acabo de manera recursiva hasta que el heap
queda vacio; ahora se tiene ordenada la secuencia en la lista.

Para ilustrar la estrategia se realizard un ejemplo en donde se desea ordenar la secuen-
cia S = {16,4,9,14,1, 3,10, 2, 8, 7} de manera ascendente. Primero construimos un heap
con los elementos de S.

a) S§={16,4,9,14,1,3,10,2,8, 7}

Figura 5.3: Ejemplo de construccién de un heap a partir de una secuencia,
(=]



76 Ordenamientos con desempefio O(nlog n)

Como se observa en la Figura 5.3(a) el primer paso consiste en construir un arbol
completo a la izquierda, se va insertando, cada dato, en la tltima posicién del drbol,
conforme se obtiene de la secuencia. En el inciso (b), se observa el resultado de aplicar el
procedimiento reHeap a los nodos intermedios del arbol, intercambiaron de posicién el 14
y el 4, asi como 9 y 10. En (c), se tiene el resultado de aplicar reHeap a las hojas y sus
padres, aqui cambio el 7 con el 1. Aquf se da por concluida la construccién de este heap
maximal.

5={ 14, 16 }

i=6
§={ 10, 14, 16 } 5={9, 10, 14, 16 } 5={8, 9,10, 14, 16 }
i=8 i=9
= —
5§={78,9 10, 14, 16 } 5={4,7,8 09,10, 14,16 } 5$5={3,4,7,8 9 10, 14, 16 }
i=10
—_ @ ——>» 5={1,2,3,4,7,89, 10, 14, 16 }

5={23,4,7,809, 10, 14, 16 }

Figura 5.4: Ejemplo de implementacién de una cola de prioridades

Una vez que se tiene el heap se procede a aplicar la funcién BorraMayor. En la Figu-
ra 5.4, se presenta en cada iteracion cémo se toma la rafz del heap, la cual es almacenada
en una lista, despuds se elimina la raiz del heap y se¢ le aplica reHeap al drbol resultante
para reorganizarlo. Se sigue con el proceso en las demés iteraciones.

Cabe mencionar, que no es necesario tener la lista, se puso aqui por motivos didécticos.
En la prictica, se recomienda, ir dejando los elementos en el arreglo original.
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Andlisis de Complejidad

Para obtener el desempefio de este método hay que considerar la complejidad de
los puntos clave de la estrategia, es decir construir el heap, reorganizarlo y eliminar al
elemento de mayor prioridad.

El proceso reHeap, tiene un papel fundamental durante el desarrollo completo del
método, desde convertir al &rbol en un heap y mantener las propiedades de éste, asf como
borrar al elemento de mayor prioridad. Por lo tanto, el andlisis global depende, en gran
parte, del desempeifio computacional del proceso reHeap.

Proceso reHeap

Sea T un drbol binario con n elementos, podemos descomponerlo 7" en: un nodo
raiz. r y sus dos subédrboles: T; v Tk. Sabemos que a un nodo se le puede considerar
como un drbol con profundidad cero y también podemos considerarlo como un heap.
Supongamos que los subdrboles contenidos entre los niveles 1 y k son heaps. Es claro
que al emplear la operacién reHeap para bajar un elemento un nivel, se realizarén dos
comparaciones, pues los subdrboles inmediatos inferiores son heaps, entonces el niimero
promedio de comparaciones que se espera realice reHeap ¢n un drbol con profundidad k

se puede escribir como:
k
1 S 2 1\ (2k(k+1))

Dado que & = logn, entonces la operacién reHeap tiene un desempefio de O(logn).

Construccion del Heap

Para calcular el desempefio de construir el heap emplearemos el proceso reHeap en
forma ascendente, es decir empezaremos en el nivel més profundo e iremos subiendo en
direccién a la rafz, de estd forma podemos convertir al 4rbol en un heap. Si consideramos
un arbol con n elementos entonces se ejecutara la misma cantidad de veces el proceso
reHeap, entonces el convertir un arbol completo a la izquierda tiene una complejidad de
O(nlogn). Por otro lado, para calcular la complejidad de construccion del drbol completo
a izquierda consideraremos que a éste lo representamos con un arreglo. Entonces el desem-
peno de insertar un elemento es constante y es 1, como se tienen n elementos entonces el
desempenio al momento de crear el drbol a la izquierda es de O(n).

Por lo tanto, la complejidad de crear un heap es de O(nlogn + n), por lo que podemos
concluir que construir el heap requiere tiempo O(nlogn).

Andlisis del BorraMayor

Acceder al elemento rafz, agregarlo a la lista y eliminarlo el érbol. son tareas que se
realizan en tiempo constante. Después de estas tareas simples, es necesario reorganizar
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el heap y para ello ejecutamos el proceso reHeap, cuyo desempefio es O(logn). Reque-
rimos hacer esto para cada elemento, por lo tanto, el tiempo de ejecucién de la funcién
BorraMayor es:

Zlogn:nlogn € O(nlogn)

i=1

Por lo tanto, la funcién BorraMayor tiene desempefio computacional de O(nlogn).

Desempeno Computacional de Heap Sort

En los apartados anteriores se caleulé ol desempenio para los dos procesos principales
que componen método de ordenamiento de heap sort. Si denotamos al desempeinio como
Ths lo podemos escribir como: T}, = O(nlog n)+O(nlogn) € O(nlogn)

Cabe mencionar que no importa si la secuencia esta ya ordenada o no, Heap Sort
siempre realiza el mismo nimero de comparaciones. De hecho, si la secuencia de entrada
S ya estd ordenana. Heap Sort la desorganiza totalmente, para ordenarlal

Por lo tanto, podemos concluir que la complejidad de heap sort es de ©(nlogn).

Algoritmo

Dada una Lista L de n elementos, algoritmo Heap Sort se puede resumir en los si-
guientes cuatro pasos:

1.- Meter en un 4rbol binario, los elementos de la lista L.

2.- Empezando con el 4ltimo subédrbol, re-establecer heaps binarios
hasta llegar a la rafz.

3.- Reorganizar el Heap para que los elementos queden ordenados.

4.- Vaciar el Heap a la lista ordenada.

El Listado 20 presenta un pseudocddigo para heapsort, supone que S es una secuencia
de nimeros enteros, no vacia y de tamaiio n, contenida en un arreglo A.

El Listado 21 presenta un pseudocddigo para el proceso reHeap. Se asume que el sub-
drbol enraizado en la posicién 7 es un heap, excepto (tal vez) en la posicién i. Para hacer
del sub-arbol un heap preguntamos si Ali] es menor o igual a su hijo més grande, de ser
asi se realiza un intercambio.
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Listado 20 pseudocédigo Heap Sort

// PreC: S una secuencia con n elementos, contenida en un arreglo Af1,n].
// PostC: Arreglo que contiene en orden ascendente a Jos elementos de S.

HeapSort(array A; int n){

heap H; // arbol binario completo

int i; // contador

H.create; // crea el arbol binario completo
for (i=1; i=n; i++) // inserta los elementos en el arbol

H.Insert_Last ( A[i] );

for (i=n/2; i=1; i—) // convierte el arbol en un heap
H.ReHeap (i, n);

for (i=n; i=2; i——) { // pone los elementos, del mayor al menor
H.swap( 1, i ); // en las posiciones n, n—1, ..., 2, 1.
H.reHeap( 1, i-1 ); }

for (i=1; i=n; i++) // copia los elementos del heap de
H.retrieve ( A[i], i ); // regreso al arreglo

}// end HeapSort

Listado 21 pseudocddigo reHeap

// PreC: el subarbol enraizado en i es un heap, excepto (quiza) por i
// PostC: el subarbol enraizado en i es un heap .

reHeap(int i,j){

int pmg; // Posicion del Mas Grande

if ((2xi<=]j) // Ali] tiene al menos un hijo
if (2xi=j) pmg=j: // ... tiene solo un hijo
else // ... tiene dos hijo

if  (A[2%i] >= A[2xi+1]) pmg = 2% ;
else pmg = 2%i+1;

if (A[i] < Alpmg]) {

swap (i, pmg); // intercambia los elementos
if (2«pmg<=j )
reHeap(pmg, j) } // aplica el reHeap

}// end reHeap
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9.3. Quick Sort

El algoritmo QuickSort es uno de los m4s eficientes métodos de ordenamiento: es uno
de los mas utilizados dada su fécil implementacion, poco consumo de recursos (memoria) y
por tener muy buen desemperio en la mayoria de los casos. De hecho, cuando se implementa
cuidadosamente, su desempefio computacional en el caso promedio es menor que el de
otros algoritmos. Desafortunadamente, en el peor de los casos su desempefio es pobre y
en la prictica es necesario tomar precauciones para reducir la probabilidad de que el peor
caso suceda. Realizaremos el anélisis del algoritmo QuickSort, determinando su desempefio
computacional en el mejor caso, peor caso y el caso promedio, primero de manera intuitiva;
después, de manera rigurosamente formal, realizaremos el andlisis del caso promedio.

La parte més interesante y, por lo tanto, més laboriosa es determinar el desemperfio
computacional del Algoritmo QuickSort en el caso promedio. Para hacerlo de manera
formal, necesitamos utilizar propiedades de drboles binarios, en especial de drboles binarios
de busqueda, binary search trees. Por lo cual, presentamos en el Apéndice C las definiciones
y resultados necesarios para arboles.

Estrategia

La estrategia del QuickSort estd basada en la técnica divide y vencerds; de hecho, dada
una secuencia de elementos, se puede describir como:

divide: La secuencia es dividida (particionada) en dos subsecuencias. Todos los elementos
de la primera subsecuencia son menores o iguales a los elementos de la segunda;
ademds, ambas subsecuencias no pueden ser vacias al mismo tiempo.

vence: Las dos subsecuencias son ordenadas mediante llamadas recursivas QuickSort.

Podemos describir el proceso de la siguiente manera: al aplicar el QuickSort a un
arreglo S, primero particionamos el arreglo en dos: el subarreglo izquierdo y el derecho
como se indicé anteriormente y asi continuamos hasta que el arreglo quede ordenado. Ya
que esta ultima operacién es facil de atender con dos llamadas recursivas al QuickSort,
nos concentraremos en la fase de particién.

La particién inicia seleccionando un elemento del arreglo S[1..n], el cual se denomina
pivote. Las maneras mds comunes de elegir el pivote son:

a) El primer elemento: S[1); ¢) El elemento medio: S [n div 2J;
b) El dltimo elemento: S[n]; d) La media de: {S[1], S[n div 2], S[n]};

Para todos estos casos, especialmente para los tres primeros, es posible construir un
arreglo S que provoque el peor de los casos para QuickSort.

Para describir el algoritmo supondremos que el pivote es el primer elemento del arreglo
dado Sla..b], donde a y b son el menor y mayor indice del arreglo, respectivamente.
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La idea de QuickSort es tomar el pivote, en este caso S [a], y moverlo a la posicién que
ocupard cuando el arreglo esté ordenado. Al mismo tiempo, otras entradas del arreglo
también son movidas, garantizando que todas las entradas a la izquierda del pivote no
seall mayores a €l pivote y que todas las entradas a la derecha no sean menores al pivote.

Por el momento, suponemos que existe la funcién Partition(a, b) que reorganiza las
entradas de la manera descrita anteriormente y regresa el valor 7, el indice final del
pivote, es decir, la posicion correcta de pivote. Después, los subarreglos Sla..(j — 1)] y
S[(4 + 1)..b] serdn ordenados recursivamente y asi el arreglo entero quedard ordenado.

El Listado 22 muestra el pseudo-cédigo del método QuickSort descrito. El Listado 23
presenta una version de funcién Partition, la cual considera al primer elemento como el
pivote.

Listado 22 Quick Sort
QuickSort(array S; int a, b){

int j;

if (a <=0b) {
j = Partition(a,b); // particiona el arreglo
QuickSort(S,a,j—1); // reorganiza los subarreglos
QuickSort(S,j+1,b);

}// end if

}// end QuickSort

Analisis de Complejidad

Primero determinaremos el desempeifio computacional de la funcién Partition sobre una
secuencia de n elementos. Después revisaremos, de manera intuitiva, el comportamiento
del QuickSort en el mejor caso y el peor caso.

Complejidad de la funcién Partition

Para una secuencia S de n elementos, cada elemento en S es comparado con el pivote,
para decidir si va a la izquicrda o a la derecha de ¢él. Esto significa que es necesario revisar
todos los elementos del arreglo para determinar la particién. Por lo tanto, la funcién
Partition requiere tiempo O(n).

Revisando el cédigo del Listado 23, podemos ver que los ciclos while (S[i] < S[a])
mueven, potencialmente, al indice i de la posicién (@ +1) ala b. Esto significa que en
el peor caso este indice se mueve n — 1 posiciones. Tenemos algo andlogo para los ciclos
While (S[j] > S[a]). Por otro lado, el proceso termina cuando (¢ < j), es decir cuando
los indices se cruzan, lo que significa que ninguno de los indices llegé al extremo opuesto,
pero juntos recorrieron los N elementos. Es decir, i se movi6 de (a + 1) a una posicién
mayor a j y el indice j se movié desde b a una posicién menor a J. Por lo tanto, en este
caso se tiene que la funcién Partition requiere tiempo O(n).
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Listado 23 Partition

int Partition(array S; int a, b) {

int i,j; // indices auxiliares

i= a+1; // se mueve hacia el indice final b
i= b; // se mueve hacia el indice inicial a
while (S[i] < S[a]) do i=i+1; // avanza i mientras el elemento en i

// sea menor que el pivote
while (S[j] > S[a]) do j=j-1; // avanza J mientras el elemento en |
// sea mayor al pivote

while (i < j) do { // mientras no se crucen los indices
swap(S[i], S[j]); //  intercambia los elementos
i=i+1; j=j-1; a4 avanza los contadores
While (S[i] < S[a]) i=i+1;
While (S[j] > S[a]) j=j—1:

}

If (a<j) swap(S[a], S[j]); // ubica al pivote en su posicion
// correcta

Return | // regresa la posicion de pivote,
// el punto donde se hara el corte
}// end Partition

Peor caso del QuickSort

El peor caso del QuickSort sucede cuando la particion, sobre un arreglo de n elementos,
nos regresa un subarreglo de tamafio (n— 1) cada vez. Para la implementacién presentada
en el Listado 23, el pivote es el primer elemento del arreglo. Entonces, una secuencia
ya ordenada (ascendente o descendentemente) provoca el peor caso para esta version del
algoritmo QuickSort.

Supongamos que la secuencia S, de n elementos, ya estd ordenada en forma ascendente.
En cada iteracién la funcién Partition(a, b) nos regresard j = a. Esto significa que el
subarreglo izquierdo serd vacio v el derecho tendrd cada vez un elemento menos. Es decir,
en la primera iteracién iniciamos con n elementos, para la segunda con (n—1), en la
tercera con (n — 2) y asf sucesivamente.

La Figura 5.5 ilustra los subarreglos obtenidos en el peor caso, donde S es la secuen-
cia ordenada § = {1,2,...,n}, a la derecha se pone el tamafio del subarreglo. Podemos
observar que al final se tienen (n — 1) particiones. De esta manera, tenemos que para un
arreglo de tamafio n, el ntimero de particiones en el peor caso es (n — 1) y cada una de
ellas cuesta O(n), por lo que, en total se requieren del O(n?) operaciones para realizar el
QuickSort. Podemos concluir, entonces, que el desempenio computacional del QuickSort,
en el peor de los casos, es O(n?).
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Figura 5.5: Ejemplo del peor caso para QuickSort

Mejor caso del QuickSort

Para la implementacién presentada en el Listado 23. el mejor caso es generado al tener,
en cada iteracion, al elemento que representa la mediana de los elementos de la secuencia
en la primera posicién.

De esta manera, la funcién Partition(a, b) regresard J = [(a+0)/2]. Esto significa que
cada vez el arreglo es dividido en subarreglos de tamafio similar.

La Figura 5.6 ilustra los subarreglos obtenidos en el mejor caso; a la derecha se pone
el tamafio de cada subarreglo.

1 .
— E—
i | — s R

g R

DDD DDD W ke
DDD ]:H:’D DDD g ]

Figura 5.6: Ejemplo del mejor caso para QuickSort

Si para un arreglo de longitud n, obtenemos, para cada particién, subarreglos de
tamano similar, entonces el nimero de llamadas a la funcién Partition es de O(logn).
Asf que, el nimero total de operaciones a realizar es O(nlogn).

Por lo tanto, en el mejor caso, el desemperio computacional de QuickSort requiere
tiempo O(nlogn).
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Analisis del caso promedio

El analisis del QuickSort se basa en una correspondencia, quizé inesperada, entre él y
los arboles binarios de busquedas!. Es decir, podemos ver el efecto del QuickSort sobre
una secuencia S de n datos similar a la de construir un 4rbol binario de bisqueda T cuyo
elemento raiz es el pivote y donde los sub4rboles derecho e izquierdo corresponden a los
subarreglos respectivos generados de la funcién Partition.

Por ejemplo, sea S la secuencia S = {22,41,11, 34, 5,27}, el pivote es el niimero 22,
el cual es comparado con cada uno de otros cinco elementos de S , para determinar los
elementos que van a la izquierda y los de la derecha. La Figura 5.7 muestra a la izquierda
el arreglo inicial y a la derecha el resultado de aplicar la funcién Partition.

Partition
1224111345 [27] —— = NE |[22] [41]34]27]

el N

Aun por Aun por
ordenar ordenar

Figura 5.7: Ejemplo de la ejecucién de la funcién Partition

Ahora, consideramos insertar los elemento de la secuencia S en un irbol binario de
busqueda T', inicialmente vacio. El primer elemento serd la rafz, se realizan (n — 1) com-
paraciones entre la raiz y los otros elementos, los cuales pasan por la raiz en su camino al
subdrbol izquierdo o derecho. La siguiente figura muestra el resultado parcial de insertar
los elementos en 7'. En este punto, el costo de ambos es (n—1) y el mismo argumento se

aplica recursivamente.
11 5 34 41 27

por insertar por insertar

Si S, es el conjunto de todas las permutaciones de n elementos, podemos concluir que
para cada permutacién « en S, el costo de QuickSort sobre la secuencia « es el mismo
costo que se tiene al insertar los elementos de v uno por uno en un drbol binario de
busqueda, inicialmente vacio.

Antes de iniciar el andlisis formal del caso promedio, observemos el peor caso y el
mejor caso del QuickSort desde este enfoque de drboles binarios. Tenemos que el peor caso
sucede cuando la lista estd ordenada. En este caso, la altura del drbol es n. La Figura 5.8
muestra, a la izquierda, el resultado de insertar los elementos de la secuencia S ordenada,
ascendentemente, S4 = {5, 11,22, 27,34, 41}, y. ala derecha, se presenta el drbol obtenido
cuando S estd ordenada descendentemente.

"Traduccion literal de Binary Search Tree, presentados en el Apéndice C.
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22

Sp=1{5, 11, 22,27, 34, 41} SD={41,34, 27;22,11,5}

Figura 5.8: Peor caso: secuencia ordenada

En el mejor de los casos tenemos que cada vez los subarreglos son casi del mismo
tamano y la media de cada elemento estd en la primera posicién. La siguiente figura
muestra, a la izquierda, el resultado de la funcién Partition en cada iteracién y a la derecha
el arbol parcial resultante.

®

[22]41]11]34] 5 [27] — —

115 34 41 27 |

‘5 Partition

% Partition *
Bl — POY
34

) @ED\@

Para determinar el orden del caso promedio (sobre n! permutaciones de un arreglo de
n clementos) el nimero de particiones es el promedio de la altura del drbol binario de
biisqueda creado por la particion; se asegura que tal valor es O(logn), por lo tanto, en el
caso promedio el tiempo del QuickSort es O(nlogn).

por inscrtar por insertar

Analisis detallado

Hemos visto que la altura del drbol binario de busqueda depende de la forma cémo
llegan los elementos al momento de insertarlos, en un drbol inicialmente vacio, y al final
de todas las n inserciones, tal altura puede ser n, en el peor caso o log n, en el mejor caso.

Intuimos que estos drboles deberfan tener un mejor desempefio a O(n) en la mayoria
de los casos. Por lo cual realizaremos un andlisis del caso promedio, suponiendo que las
secuencias a insertar en el drbol binario de bisqueda se obtienen bajo una distribucién
uniforme.
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Listado 24 Proceso 3

beta(array S){

BinarySearchTree T; // arbol de busqueda binario T
T.create; // construye un arbol vacio
while (i <= n ) do

T.Inserta(S[i]); // inserta en T al j—esimo dato
return T; // regresa el arbol construido T

Hemos dicho que podemos ver el comportamiento del QuickSort sobre una secuencia S
de n elementos similar al de construir un 4rbol binario de busqueda 7', inicialmente vacio,
cuyo elemento raiz es el pivote y donde los sub-drboles derecho e izquierdo corresponden
a los subarreglos respectivos generados por la funcién Partition. As{ que realizar este
analisis del caso promedio para los drboles binarios de bisquedas, es similar a revisar el
comportamiento del algoritmo QuickSort en el caso promedio sobre secuencia de tamaifio
n distribuidas uniformemente.

Por lo cual, analizaremos el tiempo esperado de realizar una serie de 7 inserciones en
un drbol binario de bisqueda inicialmente vacio. Utilizaremos las definiciones y resultados
presentados en el Apéndice C.

Considere el Proceso Building, que denominamos j, presentado en el Listado 24, el
cual recibe una secuencia S de n datos y construye un &rbol binario de busqueda. T,
inicialmente vacio, insertando uno a uno los elementos de S en 7.

El desempefio computacional de 3 en el caso promedio nos indicar el comportamiento
en el caso promedio de los drboles binarios de bisquedas, que a su vez nos diré el tiempo
de ejecucién, en el caso esperado, para el algoritmo QuickSort.

Supondremos que las secuencias que recibe 3 son listas de enteros del 1 a n ya que
una secuencia como S = {carlos, daniel, beto,ana} es similar a S = {3,4,2,1}. Asf que
los ejemplares de  son las n! permutaciones de los nimeros 1,2,3,...,n.

Denotaremos por T'(a) al arbol construido por 3(a). Por ejemplo para n = 3, tenemos
sels permutaciones. La Figura 5.9 presenta los drboles generado por cada una de las seis
permutaciones. Al exterior de cada nodo z se indica el nimero de comparaciones usadas
para insertar z en el arbol.

T({1,2,3}) T({1,3,2}) T({2,1,3}) T({2,3,1}) T({3,1,2}) T({3,2,1})
@ 0 @\o 0 0 0 0
N e 2 b
@\ ©) S ¢ L L (D\l 1

3?2 2 ) 2 @ 2

Figura 5.9: Construccion de los drboles T'(a) con la funcién f(a)
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El costo de insertar al nodo z es igual a su profundidad en T'(a), ya que = se compara
con cada uno de sus antecesores durante su insercién. Sumando sobre todos los nodos, el
costo total de (a) resulta ser la longitud de la ruta interna (T'(a)). Por ejemplo, el costo
de construir T'({2,1,3}) es 0+1+1=2y el costo de construir T({1,2, 3}) es 0+1+2=3.

Asl que, la méxima longitud interna se da sobre los drboles asimétricos y es: n(n—1)/2.
Por lo tanto, la complejidad, en el peor de los casos para B es O(n?).

Para un andlisis del caso esperado (promedio) se supone que la secuencia a se toma
bajo una distribucién uniforme sobre un conjunto de S, permutaciones de n elementos.
Entonces tomamos el promedio sobre esos n! ejemplares para a:

Aln) =" — - U(T(a))

acSy

Por ejemplo, A(n) = A(3) = (3+3+2+2+3+3)/6 =8/3 =26 < 3. Paran =4,
hay nueve drboles con «(T'(a)) = 6, tres con ¢(T'(a)) = 5 y doce con ¢«(T(a)) = 4 entonces
A(4) = [9(6) + 3(5) + 12(4)]/24 = 117/24 = 4.8 < 5. Esto nos indica que se espera que
((T(a)) < 5; es decir, se espera que se se realicen menos de cinco comparaciones para
construir un arbol de cuatro elementos. |

Figura 5.10: El drbol T(a) y sus subdrboles

Podemos convertir a A(n) en una ecuacién recurrente, donde A(0) = 0 y para n > 0
sea T'(a) un édrbol binario de biisqueda con rafz r, subdrbol izquierdo L(a) y el derecho
R(a). La Figura 5.10 ejemplifica este grbol.

De la demostracién del Teorema C.1 del Apéndice, tenemos que

(T(a)) = n—1+¢(L(a)) +(R(a)).

Por lo tanto,

Alm) = 3" — uT(@) = 5 3 o~ 1+ 4(L(@)) + (R(@))]
= (=D+ 2 3 L] + 4 3 R@)]
" aEgS, " aEsSy,
“= 1)+ 2 Y ()]
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El ultimo paso se cumple por simetria sobre el promedio: cuesta lo mismo construir
subdrboles izquierdos que derechos.

Sea S, el conjunto de todas las permutaciones de 1,2, ..., n. Sea S? el conjunto de
permutaciones a € S, tal que el primer elemento de a es el nimero 7. Entonces, la raiz
de T'(a) contiene a j.

La Figura 5.11 ejemplifica los drbol obtenidos por la funcién f aplicada a las permu-
taciones a; = {6,2,1,5,7,3,4,8} y ap = {6,1,8,7,3,2,5,4} de S8

T(a,) T(a,)
G (6)
7 L ®
\
© ©® 3 @
R \
o @
Figura 5.11: Construccién de dos drboles T'(a) con a € S¢
Los ejemplos muestran que si a € S, el subarbol L(a) es determinado por el orden en |
que llegan los nimeros 1,2, ..., (j — 1) a la permutacién a. Hay (7 — 1)! posibles ordenes
de esos niimeros y todos (Hos ocurren en S7. Pero S7 tiene (n — 1)! elementos, por lo que

cada permutacién de 1,2, ..., (f — 1) ocurre exactamente (n — 1)!/(j — 1)! veces en 57,
De esta manera, h(,mos determmado el efecto sobre los subérboles izquierdos.

Por lo tanto, ’
3 (L)) = Ej%i)), S oT(a),

agsy, a€Sj-1

luego,
1 .
> uL(a)) = (n—1)! == Y (T(a))| = (n— 1A —1).
agSsy, a€S5; 1
La ultima igualdad se da por la definicién de A(n). Entonces, al sustituir en A(n),

An) =(n—-1) Z (n—1) %ZZ.&(LCL

LLES j=1 GES;?;,

An) = (n—1) ,Enwuuq) (n—1)+MiA(j—1).

n!

Por lo tanto,
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Hemos obtenido una ecuacién recurrente para .A(n), con A(0) = 0.

Asi, tenemos que el costo esperado del proceso 3 es

Alm) = (n=1)+ 2 3" A 1),

Ahora, trataremos de resolver esta ecuacién recurrente. El primer paso consiste en
eliminar la suma sobre j: multiplicamos por n,

nA(n) =n(n—1)+2) " A(j - 1);
i=1
sustituimos (n — 1) por n para obtener

n—1

(n=1DAn—-1)=(n-1)(n-2)+2>_ A@ - 1);

F=1
ahora restamos la segunda ecuacién de la primera y la suma desaparece:
nAn) — (n—1)An-1)=n(n-1)— (n—1)(n — 2) + 24(n — 1);

y asi,
nA(n) =2(n—1)+ (n+ 1)A(n — 1).
Dividimos por 2n(n + 1) y obtenemos:

A(n) (n—=1)  An-1)

2n+1) nln+ 1) + 2n B4
Pero,
(n—1) 7(n—n)ﬂL(n—l):Qn‘n—l_2n—(n—|—1)_ 2n (n+1)
n(n+1) n(n+ 1) nn+1)  nm+1)  wn+rl) nn+l)
por lo que,
n-1) 2 1 (5.2)

nn+1) (n+1) n

Sustituyendo la ecuacién 5.2 en la 5.1:

A(n) 2 1 Aln-1)

2n+1) (n+1) T o

Aplicando recursivamente la férmula:

A(n) 2 1 2 1 A(n — 2)

2n+1) (n+1) n  |n n—1+2(n‘1)
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Aln) 2 —l‘i’ 2 1 © 2 1 Aln—3)]1

2n+1) (n+1) n |n n-1"|n—-1 n-2 2(n—2) ]|’
reorganizando,

Aln) 2 , 2 1 1 1 A(n — 3)

n+1) (ntl) n mn-1 n n-1 n_2" 2n—2)

Continuando asi, en la i—ésima aplicacién tenemos:

Am) _ 2 2 02 1 1 1 Aw-d)
2n+1) (n+1) n n—(E—-2) n n-1 n—(GE—1) 2n-(-1))

Si hacemos i = n, nos queda:

i 2B, g2 1 1 s 340

2n+1) (n+1) n 2 n n-1 1
—e B gl 1 UL R S
T (n+1) n n-—1 2 n n-—1 2] 1

2 1 1 1 1 L | M
— = T W Z 9= el G )
(n+1)+[n+nl+ +2}+1 ZLJ n+1

Por lo tanto,

Ahora multiplicamos todo por 2(n + 1), tenemos

Aln) = 2(n + 1) Z H —4n.

i=1
Por lo tanto, hemos demostrado el siguiente resultado:

Teorema 5.1 Sea T un drbol binario de bisqueda inicialmente vacio. Sea Sy, el conjunto
de todas las permutaciones de n elementos. Sea o € S, obtenida bajo una distribucién
uniforme. Entonces, el desempefio computacional, en el caso promedio, de insertar los n
elementos de « en el drbol T es:

Aln)=2-(n+1)- H, —4n

donde H,, es el n—ésimo nimero harménico H, = 37 | 1/i.
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Se tiene la aproximacién: H, =~ Inn + v, donde 7 == 0.5572 es la constante de Euler.

Por lo tanto,
A=2n+1)[lnn+v] y A es O(nlnn).

Es decir, se requiere tiempo de O(nlnn) para realizar las n inserciones, por lo que
cada insercidn requiere, en promedio, tiempo O(lnn)

Ante esto, podemos concluir que el desempefio computacional del algoritmo QuickSort,
en el caso promedio es O(nlnn) al aplicarlo en una secuencia de tamaifio n, la cual fue
obtenida aleatoriamente.

9.4. Tree Sort

Este algoritmos usa a los drboles binarios de bisqueda, binary search trees, bst*, como
una estructura auxiliar para ordenar los datos de una secuencia dada.

Estrategia

Lo tnico que hace este proceso es guardar la secuencia dada S en un drbol de busqueda
binaria, con las reglas de éste, y después hace un recorrido en-orden, in-order, sobre el
arbol, almacenando en una lista los datos recuperados del arbol.

Consideremos la secuencia S = {16,4,9, 14,1, 3, 10, 2, 8, 7}. Para ilustrar la estrategia
aplicaremos el proceso Tree Sort sobre S. La Figura 5.12 presenta el drbol de bisqueda
binaria T', despiies de insertar la secuencia S. Finalmente, se muestra la secuencia obtenida
al aplicar el recorrido en-orden sobre T

5={16,4,9, 14,1,3,10, 2,8, 7}

L={1,2,34,7,8, 9 10, 14, 16 }

Figura 5.12: Ejemplo de Tree Sort

2Son descritos en el Apéndice C.
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Analisis de Complejidad
Para determinar el desempefio computacional, suponemos que todos los elementos en

la lista L a ordenar son distintos.

Peor Caso

Si los elementos en la lista S ya estdn ordenados, entonces el drbol de biisqueda
binaria T' construido serd una trayectoria, cada nueva insercién necesitard recorrer toda,
la trayectoria. Para n elementos, el nimero total de inserciones es:

1+2434+--+(n-1)=n-(n-1)/2.

Podemos concluir que, en el peor caso, el tiempo de ejecucion es O(n?).
La Figura 5.13 presenta ejemplos con el peor caso: cuando la secuencia estd ordenada,
en forma descendente, S; = {16, 14,10,9,7,4, 1}, y en forma ascendente, Ss.

S1={16, 14,10,9, 7, 4, 1} $2=4{1,47,9 10, 14,16 }

3
i
;
%
. ya
<

L={1,4,7,9 10, 14, 16 }

Figura 5.13: Peor caso de Tree Sort

Es posible reducir el tiempo, en el peor caso, a O(n - logn) si usamos drboles AVL en
vez de drboles de bisqueda binaria [3].

Mejor Caso

Este caso ocurre cuando el drbol resultante T estd perfectamente balanceado, excepto
quiza en el Wltimo nivel. En este caso, cada insercién requiere tiempo O(logn), por lo que
las n inserciones requieren en total tiempo: O(n-logn). Asf, el desempeiio computacional
del Tree Sort, en el mejor caso es O(n - logn).

La Figura 5.14 presenta un ejemplo con el mejor caso. La secuencia a ordenar es:
S = {8,12,4,14,2,10,6,13,1,5,11, 3, 15, 7,9} v consta de los primeros quince nimeros
naturales.
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5=1{8,124,14,2, 10,6, 13, 1, 5, 11, 3, 15, 7, 9}

L={1,234,...,14,15}

Figura 5.14: Mejor caso de Tree Sort

Caso Esperado

Consideramos el caso esperado sobre todas las n! formas de organizar una secuencia de
tamano n. Asi el ndmero de iteraciones o llamadas recursivas es aproximadamente n veces
la altura promedio (esperada) de un drbol de bisqueda binaria. Sabemos que tal altura

promedio es O(logn). Por lo tanto, en el caso esperado, el desemperio computacional del
Tree Sort es O(n - logn).

La Figura 5.15 presenta un ejemplo con el caso esperado, la secuencia a ordenar es:
S5=1{8,12,4,14,2,9,13, 1,3, 15, 10}.

5=1{8,12,4,14,2,9, 13,1, 3,15, 10 }

L={1,23489, 10, 13, 14, 15 }

Figura 5.15: Caso Esperado de Tree Sort

Algoritmo

El Listado 25 presenta un pseudocédigo para Tree Sort, supone que S es una secuencia,
de numeros enteros diferentes. no vacia y de tamafio n, contenida en un arreglo A.
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Listado 25 pseudocédigo Tree Sort

// PreC: S una secuencia con n elementos distintos ,

// contenida en un arreglo A[l,n].
// PostC: se regresa un arreglo que contiene en orden
S/ ascendente a los elementos de S.

array TreeSort(array A){

bst T; // arbol de busqueda binaria

int i; // contador

T.create; // crea el arbol

For (i=1; i=n; i++4) // inserta los elementos en el arbol

T.Insert ( A[i] );

T.recorrelnOrder (A[]); // recorre el arbol en—orden
// dejandolo en el arreglo A

return A; // regresa el arreglo ordenando.

}// end HeapSort




Capitulo 6

Algoritmos Lineales de
Ordenamiento

En este capitulo presentamos tres algoritmos de ordenamiento cuyo desempeno compu-
tacional es lineal. Dos de ellos (Radix y Bucket Sort) usan el Modelo de cémputo Radix.

Las estrategias de estos algoritmos aprovechan caracteristicas especiales de los datos,
Counting Sort, asi como algunas versiones de Radix y Bucket Sort, requieren revisar la
representacion binaria de los datos.

Si las llaves son ndmeros, éstos pueden ser usados como direcciones o indices de tablas
(archivos). Si las llaves son cadenas, éstas pueden ser partidas en sus componentes caracte-
res, los cuales pueden ser usados como ndices. Sobre cualquier computadora digital es
posible, al menos en teorfa, tratar las llaves como niimeros binarios cuyos componentes
(bits) pueden ser usados en el proceso de ordenamiento.

6.1. Counting Sort

Esta técnica pertenece a los llamados métodos de ordenacién lineal. Dada su naturaleza
este método presupone condiciones especiales sobre la secuencia. Los elementos de la
secuencia deben ser enteros no negativos, pueden estar repetidos y deben estar contenidos
en el rango entre 0 y k, para algtin entero k. Este método, como su nombre lo indica,
realiza el ordenamiento contando los elementos (su frecuencia); por ello sélo puede ordenar
elementos que sean contables o que a través de alguna funcién biyectiva se le pueda asociar
un nuamero natural.

Estrategia

La idea bésica consiste en determinar para cada elemento s; en la secuencia, el nimero
de elementos menores que él. Esta informacién es usada para poner al elemento s; direc-
tamente en su posicién en el arreglo de salida. Por ejemplo si hay 14 elementos menores
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que s; entonces éste debe ser colocado en la posicién 15.

Este esquema debe ser modificado ligeramente para mancjar la situacion en la cual
varios elementos tengan el mismo valor, ya que no queremos ponerlos todos en la misma
posicion. Para calcular el ntimero de elementos menores al elemento S;, se realizan las
siguientes acciones:

1. Se toma el rango, para determinar el minimo y el miximo elemento.

2. Se crea un vector auxiliar para contar el nimero de apariciones de cada
elemento en la secuencia.

3. Se estima la cantidad de elementos menores al niimero en revision, esto
se hace sumando los valores contiguos a la casilla en revisién.

4. Se crea un arreglo que contendrd a los elementos ordenados.

5. Se recorren la secuencia y el arreglo auxiliar colocando al elemento
examinado en su posicién correspondiente en el arreglo final.

Para ilustrar la estrategia consideremos el ejemplo de la Figura 6.1. Se desea ordenar
de forma ascendente a la secuencia S = {2,5,3,0,2,3,0,3, 1, 5},

Para la primera iteracién (i=1), iniciamos construyendo el vector auxiliar C el cual
es del tamano del rango de los elementos; en el ejemplo es de longitud 6 debido a que el
rango va de 0 a 5. Este vector almacena en cada una de sus localidades el nimero de veces
que aparece ese elemento en la secuencia, asi pues a la localidad cero le asigna el valor de
2 ya que el cero aparece dos veces en la secuencia a ordenar. Una vez que se tiene este
vector se crea otro, que llamamos B, el cual almacenard a los elementos de la secuencia,
en orden. Para iniciar con el ordenamiento es necesario saber cudntos datos son menores
a un determinado elemento, esto se consigue sumando el valor de la localidad anterior,
observemos (i=2).

Con estos datos ya es posible empezar el proceso de ordenamiento, para ello se recorren
la secuencia S y el vector C, de la siguiente forma: el primer elemento en S es 2,en C
vemos que esta localidad tiene almacenado el valor 5, en (i=2), entonces asignamos a
la localidad B[5] el valor 2 y restamos uno al valor de C[2], como se observa en (i=3}.
Seguimos este procedimiento. Cuando (i=12) B contiene la secuencia ordenada.

Analisis de Complejidad

Determinar el tiempo que se tarda en calcular tanto el minimo como el maximo ele-
mentos es constante, O(1) ya que conocemos el rango de los datos.

Para contar las ocurrencias de cada elemento en la secuencia, tenemos que recorrer
la secuencia completamente, por lo cual esta parte del proceso requiere tiempo O(n).
Calcular la cantidad de elementos menores en el vector C' toma tiempo O(k) ya que se
emplean (k — 1) sumas y suponemos que cada suma consume tiempo constante.

Finalmente, recorrer tanto la secuencia S como el vector C e insertar un valor en el
vector B tiene complejidad de O(n+k +n) = O(2n + k) = O(n). Por lo tanto, podemos
concluir que esta técnica tiene una complejidad total de O(n), es decir, lineal.
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Figura 6.1: Ejemplo de Counting Sort
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Listado 26 Pseudocddigo para Counting sort

//PreC: S secuencia no vacia contenida en el arreglo A de n enteros
//Post: El arreglo B contiene a la secuencia ordenada

countingSort(array A, B; int n; int k){
int i, j, n;
array of integers C[1..k];

C = array.create (); // Arreglo auxiliar para contar

for ( i=1; i<=k; i++) // Limpia el arreglo auxiliar
Cli] = 0;

for (j=1; j<=n; j++) // Calcula la frecuencia
CIA[j]] = C[A[j]]+1; // Al finalizar C[j] indica el numero

// de elementos iguales a |

for (i=2 ;i<=k; i++) // determina los elementos menores
Cli] =C[i] + C[i-1]; // o iguales a i

for (j=n; j>=1; j—=){ // Auxiliandose del arreglo temporal C
BICIA[i]]]l = A[i]: // para tomar los datos del arreglo A,

Cl[A[j]] = CIA[j]] —1; // pasa los datos al arreglo de salida B

} // end counting Sort

Algoritmo

El Listado 26 presenta un pseudicédigo para para Counting Sort, se supone que la
entrada en un arreglo A[l..n] con longitud n. Requerimos los otros dos arreglos: Bll..n]
que serd la salida del arreglo ordenado y C[1..k] que serd temporal durante el proceso.

En este pseudocddigo se observa de forma clara el desempeiio lineal. Se puede observar
los ciclos for realizan una tarea especifica y una vez que la termina no interfiere con el
siguiente ciclo. En el primer ciclo se limpia el vector C, mientras que en el segundo se
cuentan las ocurrencias de los datos correspondientes a las localidades en la secuencia. En
el tercer ciclo se cuentan los elementos menores a un determinado dato y, finalmente, en
el ultimo ciclo se recorren la secuencia y el vector C' para obtener la secuencia ordenada
en el vector B.

Ejemplo

Suponga que se desea ordenar el arreglo A = (3,6,4,1,3,4,1,4] de enteros positivos
cuyos elementos estén en el intervalo [1, 6]. Tenemos k = 6. Siguiendo el cédigo dado en el
Listado 15, ilustraremos el ejemplo. El primer for tinicamente pone cero a cada localidad
del vector C.
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El segundo for se desarrolla de la siguiente manera:

All] = 3,= C[3]

A2l =6,= C[6] + C
ABl=4,=C[4] + C
Al =1,=C[1l] + C
Al5] =3,= C[3] + (|
Al6] =4,= C[4] + (]
ATl =1,=C[1] « C[1
Al8] =4,= C[4] + C[4

Quedando el arreglo C' tal que C[i] contiene

el nimero de elementos iguales a i, la

Figura 6.2(a) muestra el contenido del arreglo C:

1 2 3 4

C: |2|0|2'3|0|1’

(2)

e GRIL 0

(b)

Figura 6.2: Arreglo C' después del 2° y 3% for, respectivamente.

El tercer for se trabaja de la siguiente manera:

Cl2l«Cll+C[1]=0+2=2;
Cl] « Cl4|+C38]=4+3=T1;
Cl6] < C[6] +C[5] =1+7 =8,

Quedando el arreglo C tal que C[i] contiene el nimero de elementos menores o iguales

C[3] + C[3] + C[2] = 2
C[5] « C[5] + C[4] = 0

a 1, la Figura 6.2(b) presenta el contenido del arreglo ', al finalizar el for.
El cuarto for se desarrolla de la siguiente manera:

B[C[A[8]]] = B[C[4]]] = B
BICA[M)]] = BIC[1]]] = B
B|C[A[6]]] = B[C[4]]] = B
B[CIA[5]]) = B[C3]]] = B[4]
B[C[A[4]]] = B[C[1]]] = BI1]
B[CIA[3]]] = BIC[4]]] = BI5]
B[C[A[2]]] = B[C6]] = B8]
B[C[A[L]]] = B[C[3]]] = B[3]

CIA8]] = C[4] « 6 = C[4] — 1;
CIAIT) =C[1] « 1=C[1] - 1;
ClAJ6]] = C[4] « 5= C[4] — 1;
ClAJB]| = C[3] « 3= C[3] — 1;
ClA[4]] = C[1] « 0= O[] — 1;
ClAB] = C[4] + 4 = C[4] — 1;
C[A2]] = CJ6] « 7 = C[6] — 1
CIA[| =C3] «~2=C[3] -1
5 6 7 8
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6.2. Radix Sort

Esta técnica de ordenamiento no se basa en el modelo de cémputo de comparaciones.
Resulta ideal para ordenar datos que pueden ser vistos como la composicién de diferentes
campos, como pueden ser las fechas, o bien para ordenar nimeros de acuerdo a sus digitos.

Estrategia

Este método es radicalmente diferente a los vistos anteriormente. Usa un arreglo para
indexar en vez de comparar las llaves y asi distinguirlas. Se asume que las llaves estan
formadas de d digitos en base r, éste 1ltimo es llamado el radical (radiz). Se considera
que el primer digito. de izquierda a derecha, es el més significativo.

Por ejemplo, si las llaves son cadenas, de letras minusculas, de longitud seis, entonces
d =6y r=206. En otro ejemplo, se podrian tener llaves enteras en el intervalo [0, 999],
aqui tenemos que d = 3 y r = 10.

Cualquier digito d; de una llave satisface que 0 < d; < r — 1, por lo cual podemos usar
un arreglo auxiliar de r listas para indexar las llaves.

La idea bdsica del Radix Sorting es ir iterando de acuerdo a los digitos de la entrada,
poniendo cada dato de entrada al final de la d;—lista, donde d; es el 1—ésimo digito de la
llave. Esto es llamado propagacidn sobre el i—ésimo digito.

La manera mds natural de ordenar usando propagaciones es empezar con un ordena-
miento sobre el primer digito, el mds significativo. Las r—sublistas resultantes son, enton-
ces, ordenadas recursivamente (empezando con una propagacién sobre el segundo digito)
y su concatenacion sers el resultado final. Este algoritmo es llamado MSD-Radix Sort.
Se puede notar que la entrada sufre una fragmentacién en muchas sub-listas pequenias.

Una estrategia menos obvia es la llamada LSD2-Radix Sort. Esta inicia con una pro-
pagacion sobre el tltimo digito, el menos significativo.

Para ilustrar este 1ltimo algoritmo, considere la lista £ a ordenar.

£ = {179, 208, 306, 093, 859, 984, 055, 009, 271, 033} .

El método inicia con una propagacion sobre el tercer digito, el proceso es mostrado
en la Figura 6.3. El 179, es insertado en la posicién 9, el 208 es colocado en la 8 y asi se
continua, hasta insertar el 033 que va a la posicién 3.

Entonces, las listas son concatenadas, obteniéndose:

L' = {271,093, 033, 984, 055, 306, 208, 179, 859, 009}

Los datos estédn ahora en orden, si sélo consideramos el tltimo digito de cada llave.

Una segunda propagacion/concatenacion nos da el orden sobre el segundo digito, esto
es ilustrado en la Figura 6.4. Ahora el primer dato es el 271 y es colocado en la posicién
7, luego el 093 es puesto en el lugar 9, al llegar el 033 se coloca en la posicién 3.

'Most Significant Digit
?Least Significant Digit
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271 093 984 055 306 208 179
| |

033 859
I

009

Figura 6.3: Radix Sorting, propagacién sobre el dltimo digito.
1 2 3 4 5 6 7
Ly T Ty

8 9
o L
033 055 2??1 984 093

l
208 859 179

I
009

0
H
306

Figura 6.4: Radix Sorting, propagacién sobre el segundo digito.

Al concatenar las listas se obtiene:
L" = {306, 208, 009, 033, 055, 859, 271, 179, 984, 093}

Nétese como el orden correcto para los digitos finales no es alterado; ellos estdn en orden
en cada sublista, ya que las entradas son colocadas al final de cada sublista durante la
propagacion.

Ejecutando de esta manera, la propagacién/concatenacién final sobre el digito mas
significativo completa el ordenamiento:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
[V PN FE N PRV N
00|9 179 2(18 306 859 984
033 271

05|5

09%

Figura 6.5: Radix Sorting, propagacién sobre el primer digito.

En la Tabla 6.1 se muestra esqueméticamente cémo se va modificando la lista de
entrada durante la ejecucién del algoritmo.
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3er 90 1er —‘
271 306 009
093 208 033
033 009 055
984 033 093
055 055 179
306 859 208
208 271 271
179 176 306
859 984 859
009 093 984

Cuadro 6.1: Comportamiento del Radix Sort sobre £

Anadlisis de Complejidad
El célculo del desempeiio computacional se basa en el siguiente invariante:
" La secuencia L estd ordenada si sélo consideramos los digitos de i a d”

La complejidad de LSD-Radix Sort es una funcién que depende de n, d y 7.

La operacion caracteristica para la fase de propagacion es el movimiento de una entrada
de la lista maestra a una sub-lista. Esto ocurre n veces por propagacion.

La operacion clave para la fase de concatenacion es la apertura de una sublista a una
nueva lista maestra. Esto sucede r veces por concatenacion.

Por lo tanto, el costo total de una fase de propagacién/concatenacién es O(n + )
ya que todo el proceso de ordenamiento realiza d de estas fases, la complejidad total es
de O(d(n +r)). Para d y r fijas, LSD-Radix Sort es O(n); es decir, lineal. Nétese sin
embargo, que si las n llaves son diferentes, entonces d > log, n. Esto sucede pues dados d
digitos en base r, es posible representarlos en a lo méas n = r? llaves distintas. Asi que n
se incrementa cuando r aumenta, si O(n) se mantiene. Otro problema es que O(d - 7) es
independiente de n: si n es pequeila. se gastard tiempo en concatenar listas vacias.

Algoritmo

El Listado 27 presenta el pseudocddigo para el LSD-Radix Sort, supone que lista de
n datos esta contenida en una cola L y que los datos son cadenas de d digitos en base r.

Se crea un arreglo auxiliar sL, de r localidades (primer for) para realizar las propaga-
ciones sobre el i—ésimo digito (segundo for); después se concatenan las sublistas (tercer
for). Finalmente, regresa la lista ordenada.
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Listado 27 Pseudocédigo para LSD-Radix Sorting

//PreC: S secuencia no vacia contenida en el arreglo A de n elementos
//Post: El arreglo B contiene a la secuencia ordenada

Queue RadixSort(Queue L; int n; int r,d) {

int i, j; // indices auxiliares
array of Queue sL[O..r-1]; // sublistas
for ( j=0; i<=r—1; i++) // Crea el arreglo auxiliar sl
sL[j]. Create ;
for (i=d; i<=d; j—){ // propagacion sobre el i—esimo
while (not L.Empty) do { // digito |
p =L.Delete; // toma un elemento en la cola |
v = p.getValue; // recupera su valor |
dig = v.key[i]; // toma el i—esimo digito i
sL[{dig]. Insert(p}); // inserta el dato dig—esima sub—lista

}// end while

for (j=0 ;i<=r—1; i++){ // concatena las sublistas.
L =L.Append (sL[j]); // pega la j—esima sublista a L
sL[j].Create // re—inicializa la j—esima sublista.
} // end for j
}// end for i
return L // Lista ordenada

} // end Radix Sort
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6.3. Bucket Sort

Este método resulta ser uno de los més sencillos métodos de ordenamiento digital.
Presentaremos dos versiones del algoritmo. Para obtener esta complejidad es necesario
hacer algunas suposiciones, tales como:

1. la secuencia de datos es obtenida bajo una distribucién uniforme sobre el
intervalo [0, 1);

2. el rango en que se encuentra la secuencia de n datos estd bien determinado
y es conocido;

3. el intervalo [0, 1) es dividido en n sub-intervalos del mismo tamaifio, llamados
buckets®;

4. los n datos son distribuidos en los buckets.

Estrategia

La estrategia del Bucket Sort se puede resumir en los siguientes pasos:

1. Crear tantos buckets como elementos hay en la secuencia a ordenar.
2. Asignar a cada elemento en la secuencia un bucket,.

3. Ordenar cada uno de los buckets.

4. Concatenar los buckets.

Al describir la estrategia se uso el término bucket pero no establecimos qué enten-
demos por éste, asi que a continuacién estableceremos este concepto. Un bucket es una
estructura de datos en la cual es posible guardar uno o varios elementos v, ademas, es
posible distinguirlo de otros buckets.

Para asignar un bucket a un elemento, se procede a multiplicar al elemento por el
numero de buckets creados, al resultado de esta operacién se le divide por el mayor
elemento en la secuencia y de este 1iltimo resultado se toma la parte entera, la cual indica
el bucket asignado el elemento. Es decir, al elemento i le corresponde el bucket |4 (n/m)]
donde n es el nimero de buckets formados y m es el mayor elemento en la secuencia.

En cuanto a la ordenacién de cada bucket ésta puede ser realizada por cualquiera de
los métodos que se han estudiado, incluso se puede efectuar recursivamente el bucket sort.

Finalmente, entendemos por concatenar buckets a la operacién de unir todos los buc-
kets de tal manera que estos puedan ser vistos como la secuencia ordenada.

Para ilustrar el proceso, presentamos el ejemplo de Figura 6.6. Se desea ordenar a la
secuencia S = {78, 17,39,26, 72,94, 21,12, 23, 66}.

En el inciso (a), del ejemplo, se observan a los diez elementos de la secuencia en
los buckets que les fuerén asignados antes de realizar el ordenamiento en cada bucket;
mientras que en (b) se muestran ya ordenados. Al concatenar los buckets obtenemos la
secuencia ordenada S = {12, 17, 21,23, 26, 39, 68, 72, 78, 94}.

®Por comodidad usaremos el término en inglés bucket en lugar del término en espafiol cubeta y lo
interpretaremos como un lugar donde se almacenan varios datos
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$={78, 17, 39, 26, 72, 94, 21, 12, 23, 68}

0 elementos asignados en el bucket 0 elementos del bucket ordenados
(E-E [

— 1> N
IESE

| |

w

)
N}
=

6 6| —>{sq
7 7 L
| |

9 _J 9

5={12, 17, 21, 23, 26, 39, 68, 72, 78, 94}

Figura 6.6: Ejemplo de Bucket Sort

Analisis de Complejidad

Para calcular la complejidad de este método consideramos los pasos que sigue la es-
trategia. Como se puede apreciar, crear buckets, asignar a cada elemento un bucket y
concatenar los buckets son procedimientos que se llevan a cabo con un desempeno lineal.
El proceso que determina la complejidad es el que ordena cada bucket y dado que, en gene-
ral, esta operacién es realizada por insertion sort, se llevard acabo el analisis considerando
a este método de ordenamiento.

Sea n; la variable aleatoria que denota al nimero de elementos en el bucket B [],
sabemos que el tiempo que toma insertion sort para ordenar depende del niimero de
comparaciones que realiza y que éste es n?, entonces el tiempo que se espera consumir
para ordenar Bli] es E[O(n?)] = O(E[n]). Por lo cual, el total de tiempo empleado para
ordenar todos los buckets es de:

EO@WDﬂ?iEWJ

Para evaluar esta suma, debemos determinar la distribucién de cada variable aleatoria.
n;. Tenemos n elementos en n buckets. La probabilidad de que un elemento caiga en
el bucket B[i] es 1/n, pues cada bucket es responsable de 1/n del intervalo [0,1). Esta
situacion es similar a realizar un experimento en el cual se tienen n urnas y se lanzan
pelotas de manera independiente, se obtiene que la probabilidad de que una pelota caiga
enl una urna especifica es de 1/n. Ahora, si en lugar de urnas consideramos buckets y en
vez de pelotas los elementos de la lista, podemos decir que la asignacion de un elemento
a un bucket sigue una distribucién binomial con pardmetros binomial (rggr )y = 10
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Entonces la esperanza E[n;] = n-p =1y la varianza es var[n] =n - p- (1 —p). Por
otro lado, sabemos que para toda variable aleatoria x se cumple:

var (z) = E [2°] — E* [z] = E [2?] = var (¢) + E* [z].

Entonces, para este caso se cumple que: E [n?] =n-p(l—p)+ (np)*.
1 1
Como p=1/n, E[n] =1— (—) +12=2— (—)
n n
Sin es grande entonces (1/n) se hace cero, entonces E[n?] es constante y tiene un
desempefio de O(1), por ello podemos decir que:

=n—1

iO(E[n?]): Z_; l=n-—1

Con lo cual tenemos que el ordenamiento de todos los buckets tiene complejidad O(n) y
dado que los demds procesos tienen desempefio lineal, podemos concluir, que el desempernio
computacional de bucket sort es de O(n).

Algoritmo

El pseudocddigo para bucket sort supone que la secuencia no es vacia, consta de
niimeros enteros y estd contenida en un arreglo.

Listado 28 pseudocédigo Bucket Sort

//PreC: A un arreglo que contiene a una secuencia S con n elementos no
//necesariamente ordenada.
//PostC: A esta en orden ascendente.

bucketSort(array A; int n; int max){

int i ; array B;
B=array.create(n); // crea los buckets
for (i=0;i< n;i++) // inserta a A[i] en el bucket
BIn*A[i]]. Insert (A[i]); // correspondiente
for (i=0; i< n; i++4); // ordena cada bucket con
B[i]. [-Sort; i Insertion Sort
// concatena, en orden, las listas
A = (B[O]+B[1]+ ... +B[n-1]); // vy las deja en A
return A // regresa el arreglo A ordenado

end bucketSort

En el Listado 28 se observa con claridad lo descrito en la estrategia de la técnica,
asi mismo se facilita el distinguir el desempefio lineal que se mostré en el andlisis del
método.
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Hay que senalar que en este cédigo los buckets son representados con un arreglo de
listas ya que esto permite la concatenacion de una manera sencilla; ademds es muy facil
identificar los buckets.

Segunda Versién

Se aplica si los datos a ordenar son pequefios enteros no negativos, los cuales pueden
ser usados como indices. En otras palabras, el tamaiio del universo de las llaves debe ser
fijado, para asi representar al conjunto de llaves en un vector de bits.

Para ordenar una arreglo A[0..n — 1] de ndmeros diferentes describimos el universo
U={0,1,2,..,N—1} y creamos un vector de bits B[0..N — 1] que represente al conjunto
de nimeros en A. Iniciamos, asignando a cada localidad de B el valor de cero, después
asignamos a B[A[0]], B[A[1]], B[A[2]], ..., B[A[n — 1]] ¢l valor de 1. Los nidmeros en A han
cumplido ahora su propdsito; el resto del proceso reconstruye esos ndmeros de izquierda
a derecha en A en ese orden. Esto se realiza recorriendo el vector de bits B de izquierda
a derecha, cada vez que encontremos una localidad con un 1, insertamos su indice en la
siguiente posicion en A.

Si esta representacion simple del vector de bits es usada, entonces Bucket Sort toma
tiempo O(NV) en asignar valores iniciales a B; toma O(n) insertar los elementos en A; y
O(N) en recorrer B. En total, Bucket Sort requiere tiempo O(N).

Nétese que Bucket Sort es. en efecto, un algoritmo de tiempo lineal en la préctica,
en el sentido tedrico realmente no lo es. Es decir, si consideramos N y n arbitrariamente
grande, entonces las llaves deben tener al menos (log N) bits, para que todas ellas sean
distintas.

Si (log V) fuese suficientemente grande, entonces la tabla usard indices que no pue-
den ser considerados como una operacién en tiempo constante, sino que deberfa costar
Q(log N). Si las referencias de las tablas son consideradas con costo Q(log N) en vez de
O(1), entonces bucket sort se convierte en un algoritmo de orden O(N log N). Debemos
considerar que Bucket sort toma tiempo lineal sélo porque la tabla indexada toma tiempo
constante para arreglos de tamano practico.

Si los niimeros en A no son necesariamente distintos, entonces podemos usar un método
similar, pero debemos reemplazar el vector de bits por una tabla (arreglo) que indique el
numero de ocurrencias de la llave en A. Esto significa que en vez de tener el vector de
bits B[0..N — 1], con valores 0 y 1; requerimos de un arreglo C[0..N — 1] cuyos elementos
representan la frecuencia (ocurrencia) de la llave, los valores en C' son enteros entre 0 y
n. Para reconstruir la tabla A de estos contadores, necesitamos simplemente replicar A
en cada indice ¢ el nimero de veces dado en CJi],

Ahora consideremos una generalizacion de Bucket Sort, para el caso en que A contiene
registros o apuntadores a registros. Guardar los contadores del niimero de ocurrencias de
una llave ya no es suficiente, pues A no podria ser reconstruida a partir de la enumeracién
de las llaves. En lugar del vector de bits B o del arreglo C, es necesario utilizar un arreglo
de conjuntos S[0..N — 1], donde S[i] contiene apuntadores a los registros con llave i. Por
ejemplo S puede ser un arreglo de listas ligadas.
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El conjunto S[¢] es llamado un bucket de datos con llave i. La primera fase del algoritmo
consiste en recoger los miembros de A y echar a cada uno de ellos en el bucket apropiado.
La segunda fase del algoritmo consiste en visitar los buckets en el orden de los indices
para construir la version ordenada de A.

Si A contiene apuntadores a registros, esta construccién puede ser hecha sobre el mismo
arreglo en un paso; de otra manera, serd necesario usar memoria auxiliar para construir
el arreglo ordenado.



Capitulo 7

La Cota Minima del Ordenamiento

Los algoritmos de ordenamiento se pueden clasificar en dos grupos: los que emplean
comparaciones para realizar el ordenamiento y los que no. Los que no emplean compara-
clones tienen un mejor desempeno comparado con los que si las utilizan, aunque tienen
como desventaja cumplir ciertas suposiciones sobre la secuencia para poder ser usados.

Los métodos de ordenamiento que no emplean comparaciones son llamados técnicas
de ordenamiento lineal ya que tienen un desempefio de O(n). Por otro lado, el desempefio
de las técnicas basadas en comparaciones oscila entre O (n?) y O (nlogn). El desempefio
de los métodos basados en comparaciones mejord conforme se empleaban estrategias mds
ingeniosas o se usaban estructuras de datos auxiliares. Considerando esto, surgen las
siguientes preguntas: ;Serd posible mejorar ese tiempo? ;Cudl serd el mejor desempeiio
para una técnica de este tipo?

Una Cota minima para un problema particular es una evidencia de que ningtin algo-
ritmo puede resolver mejor el problema. Resulta mds dificil probar una cota minima, ya
que tenemos que revisar todos los posibles algoritmos y no sélo uno. Necesitamos definir
un modelo que corresponda a un algoritmo arbitrario y probar que el desempefio compu-
tacional para cualquier algoritmo que se ajuste a este modelo debe ser mayor o igual a la
cota minima.

Trabajaremos con un modelo de cémputo llamado Arbol de Decision, el cual consiste
principalmente de comparaciones. Los drboles de decisiéon no son modelos generales de
computacion como la méquina de Turing. Existen diversas variantes de los drboles de
decision, las cuales han sido utilizadas para obtener la mayoria de las cotas minimas
conocidas. Definimos arbol de decisién como édrboles binarios con dos tipos de nodos:
nodos internos y hojas. Cada nodo interno estd asociado con una pregunta cuya respuesta
es una de dos posibilidades, cada una de las cuales, a su vez, estd asociada a una de sus
ramas. Cada hoja estd asociada a una posible salida o pregunta.

Asf que, para responder las dos preguntas formuladas es conveniente abordar el pro-
blema con otro enfoque: en lugar de centrarnos propiamente en la técnica nos centraremos
en el drbol de decisién asociado a ella. Informalmente, un drbol de decisién es un érbol
binario en el cual cada hoja representa una posibilidad de orden. En la Figura 7.1 se
presenta un arbol de decision para tres elementos.
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Figura 7.1: Arbol de decisién con tres elementos

Para este ejemplo suponemos que la entrada es una secuencia S de tres ntimeros:
§ = {a,b, c}. El célculo empieza en la raiz del drbol. En cada nodo la pregunta se aplica a
la entrada, de acuerdo a la respuesta se toma la rama izquierda o la derecha. En el ejemplo,
se compara & a con b; si a resulta ser menor que b, toma la rama izquierda y ahora compara
a a con ¢; si @ es menor que ¢, entonces compara a b con ¢. Andlogamente, se construye el
sub-arbol derecho. De esta forma se va deduciendo el orden de la secuencia S. Cuando se
llega a una hoja, la salida asociada a la hoja es justo el calculo de comparaciones hechas
para ordenar la secuencia S.

La accion de ordenar una entrada especifica corresponde entonces a seguir un camino
desde la rafz hasta una hoja, en donde los nodos internos por los que se pasa representan
las comparaciones efectuadas por el algoritmo.

Es claro que, el tiempo de ejecucién, en el peor de los casos asociado al drbol de decisién
T, es la altura del drbol, la cual representa el maximo niimero de preguntas requeridas por
la entrada. Un drbol de decisién construido de esta manera corresponde a un algoritmo.
Aunque un drbol de decisién no puede modelar toda clase de algoritmos, son modelos
razonables para algoritmos basados en comparaciones. Una cota minima obtenida por
arboles de decisién implica que ningin algoritmo basado en este modelo puede ejecutarse
de mejor manera.

A continuacién, usaremos los drboles de decisién para obtener la cota minima de para
el problema de ordenamiento. Revisaremos dos versiones que resultan ser equivalentes.

Primera Version.

Sabemos que para una secuencia de n elementos, existen n! maneras de acomodarlos, y
como cada hoja dentro del drbol representa una posibilidad de orden. se infiere facilmente
que el drbol tendrd n! hojas. Ademds, no necesariamente todas las hojas estdn al mismo
nivel, como se aprecia en el drbol de la Figura 7.1.

Empleando un enfoque pesimista, tenemos que en el peor caso el nimero de compa-
raciones realizadas por una técnica de ordenamiento es igual a longitud de la trayectoria
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mds larga desde la raiz hasta una hoja. Asi, para obtener una cota minima, en el peor
caso, usando una técnica basada en comparaciones debemos determinar una cota inferior
para la altura de un arbol, del cual sélo conocemos el niimero de hojas que tiene.

Como el arbol es binario entonces tiene a lo mas 2" hojas por lo que n! < 2", aplicando
logaritmo base dos a ambos lados obtenemos: log(n!) < h; es decir, la altura es, por lo
menos, log (n!).

La expresion obtenida para la altura a simple vista se ve compleja, por ello hay que
determinar cual es el valor de n!, si se emplea la aproximacién de Stirling obtenemos
n! > (n/e)™ donde e es la base del logaritmo natural, entonces tenemos:

log(n!) > log((n/e )*) = n(logn — loge) ~ n(logn — 1,44,3n)

Es decir, en el peor caso se realizan nlogn — 1,443n comparaciones. Por lo tanto,
hemos encontrado la cota minima de ordenamiento que es el mejor desempeno que se
puede alcanzar, en el peor de los casos, con las técnicas de ordenamiento basadas en
comparaciones y que redondeando es de nlogn.

Segunda Versién

Teorema 6.1 (Manber) Cada algoritmo tipo 4rbol de decisién para el problema de or-
denamiento tiene altura Q(nlog,n).

Demostracion. Sea S la secuencia de nimeros S = {z1, 2y, ..., Z,,} el ejemplar a ordenar.
Suponemos que la salida es una permutacién de la entrada. la salida indica cémo
reorganizar los elementos de tal manera que se transformen en una secuencia or-
denada. Cada permutacién es una posible salida, ya que la entrada puede estar en
cualquier orden inicial.

Un algoritmo de ordenamiento es correcto si es capaz de reorganizar todas las po-
sibles entradas en una secuencia ordenada. Asi, cada permutacién de {1,2,...,n}
deberd representar una posible salida en el drbol de decision para ordenamiento.
Cada salida, en el drbol, estd asociada a una hoja. Dos diferentes permutaciones
corresponden a dos diferentes salidas. Por lo tanto, debe haber, al menos, una hoja
para cada permutacion, es decir, para cada salida.

El nimero total de permutaciones para n elementos es n!, como el 4rbol es binario,
su altura es de, al menos, log,(n!). Ahora bien. de acuerdo con la férmula de Stirling,

nl = v2mn (2)"(1+0(1/n))

€

De aqui, logy(n!) es Q(nlog,n), lo cual, completa la prueba. o

Esta clase de cota es llamada una cota minima teérica de informacién, ya que no depende
los célculos, sino de la cantidad de informacién contenida en la salida.,

La cota minima indica, en este caso, que cada algoritmo de ordenamiento requiere,
en el peor de los casos, Q(nlog, n) comparaciones, pues necesita distinguir entre los n!
diferentes casos y compara sélo dos posibilidades a la vez.
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Si hubiésemos elegido un drbol de decisién donde cada nodo tuviese tres hijos, digamos,
mayor, menor e igual, la altura del drbol serfa, al menos, logs(n!), la cual, de todas formas
es {2(nlog, n). Bsto significa que la cota obtenida se aplica a cualquier drbol de decisién
con un numero constante de ramas por nodo.

La prueba del Teorema 6.1 implica que ningin algoritmo basado en comparaciones
puede ser mds rapido que Q(nlog,n). Puede ser posible ordenar més rdpido utilizando
propiedades especiales sobre los datos o haciendo manipulaciones algebraicas sobre los
datos.

Cabe senialar que, cuando discutimos sobre drboles de decisidmn, usualmente, ignoramos
su tamafo y nos concentramos sélo en su altura. Un simple algoritmo de tiempo lineal
puede corresponder a drboles de decisién con un niimero exponencial de nodos. El tamaiio
no es importante, ya que no intentamos construir el drbol, lo usamos unicamente como
una herramienta para la demostracion. Al ignorar el tamafio, hacemos més poderosa la
prueba, ya que podemos aplicarla a programas de tamafio exponencial.

Por otro lado, esta técnica puede ser también poderosa. Los drboles de decisién son
modelos de cémputo no uniformes. Dependen de n, el tamafio del ejemplar. Es potencial-
mente posible construir drboles para diferentes valores de n. También, es posible construir
arboles de decisién de altura polinomial pero de tamaiio exponencial, para problemas que
probablemente requieran tiempo de ejecucién exponencial.

Tenemos que los drboles de decisién son algunas veces optimistas. Esto es, un drbol
de decisién para la cota minima puede estar muy por debajo de la complejidad real del
problema. Por otro lado, si la cota minima es igual a la cota méxima para un algoritmo
en particular, entonces la cota minima implica que atin si usdramos més espacio, no es
posible mejorar el desempetio del algoritmo.

Cabe mencionar que el caso promedio de cualquier algoritmo basado en comparaciones
para el problema de ordenamiento también es Q(n log, n).



Apéndice A
Algoritmos

Los algoritmos son una parte central de todas las dreas en las ciencias de la compu-
tacion y, de hecho, forma parte relevante de casi todas las ciencias, de los negocios y de
la tecnologia.

La naturaleza de un algoritmo se logra apreciar generalmente en todas aquellas disci-
plinas que se benefician del uso de computadoras. La computadora no solamente es una
maquina que puede realizar procesos para darnos resultados, sin que tengamos la nocién
exacta de las operaciones que realiza para llegar a ellos.

Con la computadora, ademéds de lo anterior, también podemos diseniar soluciones a la
medida de problemas especificos. Sobre todo, si estos involucran operaciones matematicas
repetitivas, o que requieren del manejo de un volumen muy grande de datos.

El diseno de soluciones a la medida de nuestros problemas requiere, como en otras
disciplinas, una metodologfa que nos ensefie de manera gradual la forma de llegar a las
soluciones. Una forma de obtener soluciones, a través de las computadoras son los progra-
mas, que no son m4s que una serie de operaciones que realiza la computadora para llegar
a un resultado, con un grupo de datos especificos.

Lo anterior nos lleva al razonamiento de que un programa nos sirve para solucionar un
problema especifico. Para poder realizar programas, ademsas de conocer la metodologia
mencionada, también debemos de conocer, de manera especifica las funciones que puede
realizar la computadora y las formas en que se pueden manejar los elementos que hay en
la misma.

Un algoritmo es una secuencia finita de pasos, que resuelve un problema en un tiempo
finito (que termina en un ntmero finito de operaciones). Un algoritmo tiene las siguientes
caracteristicas:

1. Trabaja a partir de datos, aunque ocasionalmente podria no recibir entradas.

2. Produce como salida un resultado que corresponde a la solucién del problema; o
bien termina indicando que no existe tal.

3. Secuencia Finita de pasos. El algoritmo define una secuencia de pasos, bien definidos,
cuya ejecucién transforma a la entrada en la salida.

4. Correctez. El algoritmo debe terminar y garantizar la solucién para cualquier ejem-
plar del problema.
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El propésito del Anélisis de Algoritmos es predecir el comportamiento de los algoritmos
sin implantarlos en mdquina alguna [10]. Ademds es mucho més conveniente tener medidas
sencillas para la eficiencia de un algoritmo que implantarlo y probar su eficiencia cada
vez con pardmetros especificos para sistemas diferentes. Tradicionalmente, el tiempo de
ejecucion de un algoritmo depende del tiempo de ejecucién y tamafio de memoria utilizado.

Analisis de Algoritmos

El tiempo necesario para ejecutar un algoritmo resulta ser una funcién que depende
generalmente de la cantidad de datos a procesar; mayor cantidad de datos significa més
tiempo de ejecucién. El valor exacto de esta funcién depende de varios factores, tales
como la velocidad de la maquina. Asf el resultado del andlisis debe indicar cudnto tarda
el algoritmo en cuestién, en tiempo de ejecucién, para una entrada particular.

Dado que el ntimero de entradas potenciales es enorme y que seguramente dos algorit-
mos tendran comportamiento diferente para entradas distintas, debemos considerar una
métrica para la entrada, como su tamafio. y entonces hacer un andlisis referente a este
tamano.

Por otro lado, los algoritmos no se comportan de manera similar para todas las entradas
del mismo tamafo, pero es imposible analizar todas las entradas del mismo tamaiio para
todos los algoritmos. En lugar de esto, podemos comparar el desempefio de algoritmos
diferentes que resuelvan el mismo problema; pero , ;cémo elegimos un indicador?

Elegir la mejor entrada usualmente no es muy representativo, porque representa una
solucion trivial. El caso esperado es una buena eleccion, pero algunas veces seré muy dificil
obtener una medida eficiente, pues la esperanza del tiempo de ejecucion dependerd de
pardmetros diferentes o de la forma como estdn organizados los datos. F inalmente, el
clculo del tiempo de ejecucién, usando la peor entrada como indicador es muy usual,
aunque represente un analisis pesimista.

Para un programa fijo, ejecutdndose en una computadora, podemos dibujar la grafica
que representa la funcién del tiempo de ejecucién.

La Figura A.1 muestra una gréafica sobre cuatro programas, doude las curvas represen-
tan 4 funciones tipicas en el andlisis de algoritmos: lineal, nlogn, cuadrdtica y cubica. El
tamafio de la entrada n varfa de 1 a 100 elementos y los tiempos de ejecucidn asociados
varian de 0 a 10 milisegundos. La Figura A.2 muestra los tiempos de ejecucion para los
mismos programas, pero con tamarfios de entrada mayores.

Para valores pequefios de n, por ejemplo aquellos menores a 35, en la Figura A.1 mos-
tramos que hay puntos para los cuales una curva es inicialmente mejor que otra, aunque
esto deja de ser cierto cuando la entrada n se hace “suficientemente” grande. Para ta-
mafos de entradas pequefios, es dificil comparar las funciones. Por ejemplo, consideremos
la funcién f(n) = n 4 2500, es mayor que n? cuando n es menor que 50, pero a partir de
este punto la funcion lineal serd siempre menor que la funcién cuadrética y la constante
pierde importancia.
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Figura A.1: Tiempos de ejecucién para tamanos de entrada pequefios.

Otro punto importante es que para tamafios pequefios de entrada los tiempos de

ejecucion son insignificantes y cominmente no tenemos que preocuparnos por ellos.

La Figura A.2 muestra mayores diferencias entre las curvas de la primera figura, cuando
el tamaifio de la entrada es grande. Un algoritmo resuelve un problema de tamaifio 10,000
en una fraccién de segundo mientras que el algoritmo nlogn utiliza aproximadamente

diez veces este tiempo.

La caracteristica més notoria de estas curvas es que los algoritmos cuadriticos y
cibicos no pueden competir con los restantes para tamafos de entrada razonablemen-
te grandes. El cuadro A.1 ordena de manera creciente distintas funciones que describen

comunmente el tiempo de ¢jecucion de los algoritmos.

LFuncién H Nombre '

c Constante
log n Logaritmica
n Lineal
nlog(n) || nlogn

n? Cuadrética
n? Cubica

2 Exponencial

Cuadro A.1: Funciones de indice de crecimiento.
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Figura A.2: Tiempos de ejecucién para tamafios de entrada mayores.

Notacion asintdtica.

Una vez que revisamos las ideas bésicas del andlisis de algoritmos, podemos dar un
enfoque més formal para la notacién de las diferentes funciones de crecimiento.

Definicién A.1 Notacidn O. Decimos que f(n) es de orden de g(n) si existen ¢ > 0 y
ng tales que: f(n) <c-g(n) Vn > ng, se denota como f(n) € O(g(n)),

La notacién O representa una cota superior para el tiempo de ejecucion del algoritmo,
garantizando que no se va a tardar mds, para n suficientemente grande,

Esta notacién es similar a la relacién menor o igual, con respecto al crecimiento de
funciones, es decir, que f no crece més rapido que g.

Definicién A.2 Notacidn Q . Decimos que f(n) € Q(g(n)) si existen ¢ > 0 y nyp tales
que: f(n) > c-g(n) Yn > np.

Esta notacién es similar a la relacién mayor o igual, es decir, una funcién no crece mas
lento que otra.

Definicién A.3 Notacidn ©. Decimos que f(n) € G(g(n)) si y sélo si:
f(n) € O(g(n)) vy f(n) € Q(g(n)).
Utilizamos esta notacién para indicar que las dos funciones tienen un fndice de creci-
miento similar. © representa una categoria de orden.

Definicién A.4 Notacidn o. Decimos que f(n) es o pequefia de g(n), denotado f(n) €
o(g(n)), si para toda ¢ > 0 existe ny > 0 tales que: 0 < f(n) < c- g(n) ¥n > ng.
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La notacién o es similar al menor estricto, es decir, una funcién crece estrictamente
mas lento que otra.

Definicién A.5 Notacidn w. Decimos que f(n) € w(g(n)) si para toda ¢ > 0 existe
ng > 0 tales que: 0 < ¢-g(n) < f(n) ¥n > ng. Lo cual es equivalente a decir que:
#(n) € w(g(n)) si y s6lo si (g(n)) € o f(n)).

La notacién w es similar al mayor estricto, es decir, una funcién crece estrictamente
mas rapido que otra.

Generalmente, utilizaremos la notacién O para representar el indice de crecimiento de
una funcion, asi el tiempo de ejecucién de un algoritmo cuadratico se describe como O(n?).
La notacién O nos permite establecer un orden relativo entre funciones, comparando los
términos dominantes. También hay que notar que lo que se busca siempre es dar cotas lo
més ajustadas posibles.

El Cuadro A.2 muestra algunos ejemplos Categorias de orden de complejidad y el
nombre que se les asocia.

| Categorfa | Nombre ]

©(1) Constante
O(log n) Logaritmico
O(n) Lineal
O(nlogn) | nlog(n)
O(n?) Cuadrética
O(n?) Ctibica
e2™) Exponencial

Cuadro A.2: Categorias de orden de complejidad.

Los distintos érdenes de complejidad, en las diferentes notaciones, particionan a las
funciones en clases de equivalencia, una por cada orden de complejidad. Listamos a con-
tinuacién varias propiedades que preservan estas clases:

g(n) € O(f(n)) <= f(n)€ Qg(n))

k€N, f(n)€0(gn) < k-f(n)e Og(n))
9(n) € ©(f(n)) <= f(n) € B(g(n))

.S8ib>1, a>1, log, ne O(log,n)

. S8i0<a<b, a € o(d")

.V 0<a, a® € o(nl)

—

(= Y B SO VU
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Solucion de Recurrencias

Generalmente, resolvemos los problemas usando induccién, asi disefiamos el algoritmo
recursivamente, usando el paradigma divide y vencerds.

Una recurrencia (o funcién recurrente) es una ecuacién o desigualdad que describe
una funcién en término de sus valores para ejemplares mds pequefios. De esta forma, una
recurrencia caracteriza el tiempo de ejecucion de los algoritmos disenado con la estrategia
divide y vencerés.

Las recurrencias pueden tomar diversas formas. Por ejemplo, el desempeifio compu-
tacional del MergeSort esta determinado por:

[ e sin = 1;
T(n) —{ T([n/2]) + T(In/2]) + ©(n) sin> 1.

Existen tres métodos para resolver las recurrencias:

1. Método de Sustitucién.— Se propone una cota vy se demuestra usando
Inducciéon Matematica.

2. M. del Arbol de recursién.— Se construye un arbol cuyos nodos re-
presentan los costos incurridos en cada nivel de la recursién. Para resolver las
recurrencias se usan técnicas para acotar las sumas.

3. Método Maestro.— Se determinan cotas para recurrencias de la forma:
T(n) = a-T(n/b) + f(n), donde a > 1, b > 1y f(n) es una funcién dada.
Tales recurrencias son muy comunes y caracterizan algoritmos del tipo divide
y venceras que genera a subproblemas, cada uno de los cuales es (1/b) el ta-
mano del problema original y en el cual la divisién y mezcla de los pasos toma

tiempo f(n).

El Método Maestro depende del siguiente teorema:

El Teorema Maestro (The Master Theorem [4])

Sean a > 1y b > 1 dos constantes, sea f(n) un funcién y sea 7'(n) una recurrencia

sobre enteros no negativos dada por: T'(n) = a-T(n/b)+ f(n), donde n/b puede ser

o |n/b| o [n/b]. Entonces T'(n) tiene las siguientes cotas asintéticas:

1. Si f(n) = O(n'*8 ) para alguna constante ¢ > 0, entonces T'(n) = ©(n'*= ),

2. Si f(n) = ©(n'*&*) entonces T(n) = O(n'*8:*1gn).

3. Si f(n) = Q(n'*# ) para alguna constante ¢ > 0, y si a- f(n/b) < c- f(n)
para alguna constante ¢ < 1 y para toda n suficientemente grande, entonces
T'(n) = ©(n'82),

Aplicando el Teorema Maestro, tenemos que el desempefio computacional del Merge-
Sort es ©(nlogn).



Apéndice B
Tablas

En este apartado describiremos brevemente el Tipo de Datos Abstracto Tabla, después
presentamos las Tablas Hash.

TDA: Tabla

Una tabla es apropiada para problemas que deben manipular datos por valor. Existen
diversas implementaciones para las tablas (las cuales usan arreglos, listas ligadas o drboles |
binarios). En esta seccidn, solo definiremos el Tipo de datos Abstracto y las operaciones |
que lo definen. La siguiente figura representa una tabla.

+# llave Dato
0

999

En el tipo de datos Tabla, el dominio légico es la coleccién de todas las tablas, por lo
que cada ejemplar es una Tabla. Una Tabla es una funcién, especificamente, un conjunto de
pares ordenados de la forma ( llave, dato ). Una tabla no posee explicftamente un orden.
Las llaves podrian estar ordenadas, pero no es necesario que lo estén. Supondremos que:

1. El TDA item posee un método llamado KeyOf que regresa la llave de un
elemento;

2. MaxSize representa al méximo nimero de elementos permitidos en la tabla;
3. Se tienen dos funciones relacionadas con la llave:

KeyNumber(Key):Integer Regresa un entero no negativo correspondiente a la
llave. Con esta funcién, el disefiador del TDA Tabla no necesita preocuparse
por si las llaves son nimeros, cadenas o estructuras mas sofisticadas.
EqualKeys(kl, k2): Boolean Indica si las llaves dadas son o no iguales.
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Responsabilidades

A diferencia de otras estructuras cldsicas, una tabla no posee un primer elemento, un
siguiente o un ultimo elemento, ni un elemento rafz o un elemento hijo. Un usuario no
puede recuperar un elemento basdndose en la posicién directa del elemento en la tabla o
iniciar una busqueda dada una posicién. Dejando a un lado estas prohibiciones, el TDA
Tabla permite realizar operaciones usuales como:

+ Crear una tabla vacia;

+ Determinar si una tabla es o no vacia;
+ Indicar el tamanio de la tabla;

+ Recorrer la tabla;

+ Hacer copias de una tabla;

+ Insertar un dato, de acuerdo a la llave;
+ Borrar un dato, de acuerdo a la llave;

+ Consultar un dato, de acuerdo a la llave.

TDA: Tablas Hash

En una tabla hash los datos son almacenados de acuerdo a una funcién de dispersién
o funcién hash que procesa la llave para generar una direccién en la tabla. Generalmente
una tabla hash tiene un campo adicional que indica si la localidad estd o no ocupada.
A confinuacién se presenta una tabla hash, cuyos atributos son: ID: representa la llave;
Nombre: caracteriza el dato y EnUso: indica si la localidad estd en uso (TRUE) o vacia
(FALSE)

# || ID: Nombre: EnUso:
1

999

Suponga que se tienen dos datos, £y y E; con llaves k; y ks, respectivamente, al
procesarlos con una funcién hash h, se tiene que h(k;) = h(k:) = di; el dato Ly fue
colocado en la direccién d; y el otro fue puesto en la localidad dy. Suponga, ademds, que
al manipular los datos en la tabla se borré al dato F;. Después, al consultar si el dato Fj
esta en la tabla, lo primero que se hace es aplicarle la funcién h, lo que indicaria que si
estd se encuentra en la direccién dy, pero en ésta no hay dato. Por lo que concluirfamos
que Fj no es parte de la tabla, lo cual es un grave error!

Para evitar esta clase de confusiones, generalmente, se agrega un atributo mds al a
tabla: FueB: que indica que ahi hubo un elemento que fue borrado. De esta manera, al



121

hacer la bisqueda anterior para Es, se harfa un segundo intento, al menos, para localizar
al dato Eg.

A continuacién se presenta una tabla hash que incluye el atributo FueB:

# || ID: Nombre: EnUso: | FueB:
1

999

Otra variante consiste en agregar un atributo que indique a que direccién inmediata
fue enviado el dato que colisiona, en vez de usar el atributo FueB, asf es mds facil realizar
las bisquedas. A continuacién se presenta un ejemplo de este caso, el nuevo atributo es
denominado ReD, de re-direccionado:

# || 1D: Nombre: EnUso: | reD:
1

999
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Apéndice C
Propiedades de Arboles

En este apartado daremos una breve revision sobre drboles binarios y, en particular se
presenta una muy breve introduccién a los drboles binarios de busquedas. binary search
trees. Estos temas se revisan con detalle en el curso de Introduccién a Ciencias de la
Computacién II o Estructuras de Datos.

Arboles binarios

Un drbol binario es vacio, o bien, consiste de un nodo raiz y un par de 4rboles binarios
(posiblemente vacios), denominados: subérbol izquierdo, T, v derecho, Tx.

En la Figura C.1(a) se muestra un arbol binario constituido inicamente por el nodo
raiz; en (b) se ilustra la definicién de arbol binario; y en (¢) se presenta un 4rbol binario.

I -\
A e
O

Figura C.1: Ejemplos de drbol binario

Cada elemento en un drbol binario estd determinado de manera tnica por su posicién
en el arbol.

Considere la Figura C.2, aqui decimos que el nodo z es el padre de y y de z; y es el
hijo izquierdo de = y z es el derecho.

En érbol binario la raiz es el tnico elemento que no tiene padre; todos los demds tienen
exactamente un padre. Un elemento (nodo) en el 4rbol que no tiene hijos se llama hoja.
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Figura C.2: Posiciones en un drbol binario

Rigurosamente, la altura de un arbol binario A(T) es el nimero de aristas entre la
rafz y la hoja mas lejana. De manera formal se define h(T') como sigue:
Si T' es vacio, entonces h(T') = —1; y, en otro caso, A(T') = 1 + max{h(T%), h(Tx)}.
Sea T' un érbol binario, no vacio, para cada elemento z en T, se define £(z), el nivel
del nodo z, como sigue: Si z es el elemento rafz, £(z) = 0; y, e.o.c. £(z) = 1+ £(padre(z)).
Se dice que un drbol binario estd perfectamente balanceado si sus subarboles, derecho e
izquierdo, tienen la misma altura y ambos, o son vacios o estdn perfectamente balanceados.
Se dice que un drbol binario es completo si:
(1) T esta perfectamente balanceado excepto, posiblemente, por el dltimo nivel.
(2) Todas las hojas en el nivel més bajo estdn lo més a la izquierda posible.
Se tiene que todo drbol binario perfectamente balanceado es completo.

Propiedades de los arboles binarios
Al dibujar drboles binarios, algunas veces es conveniente representar explicitamente los

subdrboles vacios, usando, por ejemplo, un cuadrado. A esta representacién se le denomina
darbol binario extendido. La Figura C.3 muestra un édrbol binario y su representacién

0

Figura C.3: Ejemplo de drbol binario extendido

N

Los nodos cuadrados se llaman nodos externos y E(T) es el conjunto de todos los
nodos externos de un drbol binario 7. Los demds nodos en T se llaman nodos internos y
el conjunto de todos los nodos internos de un drbol binario 7" es denotado por I(T).

Afirmacién C.1 Un drbol binario con n nodos internos tiene (n + 1) nodos externos.

En la Figura C.3, se tiene un arbol con cuatro nodos internos y cinco nodos externos.
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En un drbol binario cada nodo tiene un inico padre (el nodo justo arriba de él), excepto
el nodo raiz que no tiene padre. Los antecesores de un nodo z se definen, recursivamente,
como el conjunto que contiene a x y a los antecesores de su padre, si z tiene padre. Estos
nodos forman una trayectoria o ruta que va desde z hacia la raiz del arbol.

Cada nodo tiene a lo més dos hijos (justo debajo de él). Dos nodos son hermanos® si
comparten el mismo padre. Un nodo interno sin hijos es una hoja.

El conjunto de descendientes de un nodo z es z junto con todos los descendientes de
sus hijos. Estos nodos, junto con las aristas que los unen, forman el subérbol enraizado
en z, que se denotard como 7. El niimero de descendientes de un nodo z sera denotado
como s(z) y, ademads, representa el tamafio del subdrbol T

La altura h(z) de un nodo z en un 4rbol binario T', es el ndmero de aristas sobre la
longitud de la ruta més larga de x a un nodo externo. Alternativamente, es el nimero de
nodos internos sobre la ruta que une a z con una hoja. La altura de un érbol binario T,
h(T'), es la altura de su nodo raiz.

La profundidad, d(z), de un nodo z es el ntiimero de aristas sobre la ruta que va de la
raiz a z. Alternativamente, es el niimero de nodos internos sobre tal ruta excluyendo a z.

Considerando el érbol binario de la Figura C.4(a), en (b) y (c) se muestra su represen-
tacion extendida; se ha escrito en el interior de sus nodos, en (b) la altura de cada nodo
y en (c) la profundidad.

(a) (b) ©

N @

LT
v 5

=)
o
]

(D
ey
(3)

Figura C.4: La altura y profundidad de los nodos de érbol binario
Para un &rbol binario T, se define la longitud de la ruta interna, +(T) como la suma

de las profundidades de los nodos internos de 7T'; la longitud de la ruta externa e(T) es la
suma de las profundidades de los nodos externos de T Esto es,

(T)= Y d(z); (1) =Y d(z).

2€l(T) zeB(T)

Teorema C.1 Si T es un drbol binario con n nodos internos entonces e(T) = +(T") + 2n.

'usaremos hermano como traduccién de siblings
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Demostracién. Induccién sobre n, nimero de nodos.
Caso Base. Si n = 0 entonces T ¢s vacio y €(7T") = +(T) = 0, por lo que, el teorema
se satisface.

Hipodtesis de Induccién. Suponemos que el teorema se cumple para todo drbol binario
con j nodos internos, para toda j tal que 1 < j < k.

Paso Inductivo. Sea T un drbol binario, no vacio, con (k + 1) nodos internos. Por
demostrar que el teorema se cumple para 7.

Podemos suponer que el subdrbol derecho, T}, tiene i nodos internos y el izquierdo,
Ty, tiene (k — i) nodos internos. La Figura C.5 ilustra esta idea.

=

i k—i
Figura C.5: Arbol binario con (k + 1) nodos internos
Yaque 0 < i< ky0<k-—1 <k, entonces, para cada subdrbol, se cumnple el
teorema. Es decir,
€Tr) = «(Tr) +2(k —1) (C.2)
Ahora bien, nétese que cada nodo externo es un nivel més profundo en 7' que

en los subdrboles Ty o T, Como T tiene (k + 1) nodos internos entonces, por la
Afirmacién C.1, T tiene (k+1) + 1 = k + 2 nodos externos. Por lo tanto,

eT) = e(Ty)+e(Tp) + (k+2). (C.3)

Andlogamente, los k nodos internos de los subérboles T, y T estdn un nivel més
profundo en Ty, ademds, la rafz tiene profundidad cero, asi que,
UT) = oT) +u(TR) + k. (C4)

Sustituyendo las ecuaciones C.1y C.2 en C.3:
€(1) =e(Tr) +e(Tr) + (k+ 2)

e(I)=[u(Tr)+2i] + [(Th) +2(k—15) ]+ (k+2)

e(T) = [ o(Tx) + L(Tr)+k | +2+2i +2(k — 1) reorganizando
eI)=u(T)+2-[1+i+k—1i] por la Ecuacién C.4
e(T) =o(T) +2- (k+1).

Por lo tanto, podemos concluir que el teorema se satisface para todo drbol binario
con (k + 1) nodos internos.
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Arboles binarios de bisqueda

En este apartado definimos a los drboles binarios de bisquedas, as{ como la funcién
que inserta un nodo en el drbol y ¢jemplificamos estos conceptos.

Los drboles binarios de busquedas satisfacen siempre una condicién denominada el
Invariante del drbol binario de bisqueda: la llave de cualquier nodo es mayor que las
llaves de los nodos en su subédrbol izquierdo y menor que todas las llaves en los nodos de
su subdrbol derecho. La Figura C.6 muestra un drbol binario de biisqueda.

© @ @®

@{

Figura C.6: Ejemplo de drbol binario de bisqueda

La funcién Insertar(z:nodo) de un drbol binario de bisqueda, se define fdcilmente de
manera recursiva: se compara la llave de z con la de la raiz: si es menor se debe insertar
en el subarbol izquierdo, si es mayor se debe insertar en el subdrbol derecho. Si el arbol
es vacio, el nodo z se convertird en el 4rbol y seréd el nodo rafz.

A continuacién damos un ejemplo. Considere la lista £ = {5,7:2,4,9,6,3,8,1}.

Queremos construir un drbol binario de busqueda 7. Inicialmente T estd vacio. Al
llegar el nodo con el elemento 5. se convierte en la rafz de T'; después llega el 7, que es
mayor que el 5, por lo que es insertado a la derecha de éste; luego llega el 2, es comparado
con el 5, es menor y es insertado a la izquierda de la rafz. La Figura C.7(a) ilustra la
construccion parcial del arbol al insertar estos primeros tres datos.

(a) (b) (©

A PFON
JFON ;
¥ B o\@@p\@ @ﬁ\@@pb
®

Figura C.7: Construccién de un 4rbol binario de bisqueda

Continuando con los siguientes elementos: el 4 es menor que el 9, pero mayor que el
2, por lo cual es insertado a la derecha del 2; el 9 es mayor que el 5 v €l 7 y es insertado
a la derecha del 7; y el 6 es mayor que el 5 y menor que el 7, va a la izquierda del 7. La
Figura C.7(b) muestra la construccién parcial del rbol al insertar estos tres datos.

Finalmente, la Figura C.7(c) presenta la construccién total del drbol al insertar los
elementos de la lista £ = {5,7,2,4,9,6,3,8,1}.
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Apéndice D

Colas de Prioridades

En este apéndice describiremos brevemente las colas de prioridades y los heaps binarios,
material que es requerido para los ordenamientos.

Colas de Prioridades |

Una cola de prioridades de tipo T con prioridades reales es un Tipo de Datos Abstracto,
que denotaremos como ColaP, cuyos elementos son conjuntos ) de objetos en T. Cada
uno de los elementos en @ tiene asociado un nimero real, k, denominado llave del objeto.

En una cola de prioridades se desea mantener operaciones que manipulen al objeto de
mayor prioridad, tales como:

1. Consultar al objeto con mayor prioridad;
2. Eliminar al objeto con mayor prioridad;
3. Insertar al objeto segin su prioridad.

Para nuestra especificacién, suponemos que la mayor prioridad la tiene el elemento
cuya llave es minima, y a éste le llamaremos elemento minimo.
Las operaciones validas sobre los elementos de una cola de prioridades @ son:
Inicia, Create.— Crea una nueva estructura de tipo Cola de prioridades.
Vacio, Empty.— Indica si la coleccién de objetos @) es o no vacia.
Inserta(z:objeto; k: llave), Insert.— Agrega un nuevo objeto z, con llave k,aQ.
EncuentraMin, FindMin.— Encuentra al ob jeto cuya llave es minima en la coleccidn.
BorraMin: objeto, DeleteMin.— Regresa al elemento minimo de la coleccién y
lo elimina de Q).
Elimina(x:objeto), Delete.— Elimina al objeto z de la coleccién Q.
DecrementaLlave (z:objeto; nk: llave), DecreaseK ey.— Cambia el valor de la llave
del objeto z, sélo si nk es menor que el valor de la Ilave anterior.
MinQ.— Apuntador al minimo elemento en la cola de prioridades.
Funde(Q1, Q2: ColaP), Meld.— Une dos Colas de prioridades en una.
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Heaps

Una de las mds conocidas estructura de datos para las Colas de Prioridades, son
sin duda los Heaps Binarios. Iniciamos definiendo qué es un Heap Binario y después
describiremos algunas de sus funciones bésicas.

Un Heap Binario T es un drbol binario! completo en el cual, 7" es vacio o, bien,:

1.- Cada elemento en el subdrbol izquierdo T} es menor o igual que el
elemento raiz de 7.

2.- Cada elemento en el subédrbol derecho Tk es menor o igual que el
elemento raiz de 7.

3.~ Los subdrboles T}, y Tk son heaps binarios.

Siun drbol binario, cumple las condiciones anteriores, se dice que satisface la propiedad
de ser Heap Ordenado.

A continuacién damos otra manera de definirlos: Un heap es un drbol binario T que
satisface las siguientes condiciones:

1. El &rbol T" es completo a la izquierda, es decir, es completo hasta la
profundidad (i — 1) y el nivel a profundidad & se llena de izquierda
a derecha.

2. Todos los nodos de T satisfacen la propiedad de ser heap ordenado.

Los Heaps son estructura de datos interesantes ya que:

(1) admiten una representacién sencilla, compacta y eficiente;
(2) se pueden implementar ficilmente con una cola de prioridades.

Hemos definido a los heaps binarios, considerando que el elemento de mayor prioridad
tiene la menor llave, pero en realidad podemos hablar de dos tipos de heaps:

Heap maximal.— las llaves de los nodos padre son siempre mayores
0 iguales a las de los nodos hijos.

Heap minimal.— las llaves de los nodos padre son siempre menores
0 iguales a las de los nodos hijos.

'El Apéndice C presenta la definicién v propiedades de los drholes binarios.



131

Operaciones

Las operaciones vélidas sobre los elementos de un Heap Binario H:

Inicia, Create .— Crea un nuevo Heap Binario
Vacio, Empty .— Indica si el heap H es o no vacio.

Inserta_al Final (z:objeto; k: lave), Insert_Last.— Incluye al nuevo objeto z,
con llave k, al final del heap, en la dltima posicion H.

BorraMin : objeto, DeleteMin .— Regresa al objeto cuya llave es minima en la
coleccién y lo elimina de H y reorganiza el heap.

Elimina_al_Ultimo(z:ob jeto), Delete_Last .— Elimina al elemento que esta en la
ultima posicién del heap H.

DecrementaLlave (z:0bjeto; nk: llave), DecreaseKey .— Cambia el valor del objeto
 su llave a nk, sélo si nk es menor al valor de la llave anterior.

Intercambio(s, j : integer), Swap(i,j).— Supone que: 1 <4; 2.4 <4< jn, nnimero
de elementos en H; el subarbol enraizado en la posicion %, incluyendo la posicién j
es un heap, excepto (quizd) en la posicién 3.
Los elementos en la posiciones i y J se intercambian; el subdrbol enraizado en la
posicién 7 es un heap, excepto (quizd) en la posicién 7,

ReHeap(s, j : integer).— Supone que: 1 < § < J < n, n ntmero de elementos en H :
H es un drbol binario completo; el subérbol enraizado en la posicién ¢ (cuyo dltimo
elemento estd en una posicién menor o igual a j) es un heap, excepto (posiblemente)
en la posicion 1.

Esta operacién, ReHeap, reorganiza el heap: el subdrbol enraizado en la posicidn 1
es transformado en un heap.

Ejemplo

Para ilustrar los Heaps binarios, consideremos construir un heap minimal H, incial-
mente vacio, sobre el cual aplicaremos la siguiente seric de operaciones:
1. Insertar los elementos L; = {28, 37, 55,7, 72},

2. Borrar al elemento minimo;
3. Insertar los elementos L; = {81, 64,5, 13, 27}

Los primeros tres elementos son insertados directamente y conservan el orden del heap,
Figura D.1(a). Al llegar el 7 hay que re-organizar el heap: 7 es menor que su padre y se
realiza el Intercambio(2, 4), ahora el 7 est4 en la posicion 2, es menor que su padre y se hace
el Intercambio(1, 2), la Figura D.1(c), muestra este proceso y en (d) se presenta el resultado.
Después, el 72 se agrega a la tiltima posicién Yy no genera cambios, la Figura D.1(e), ilustra
el heap H al momento.
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Figura D.1: Tnsercién de los elementos L, = {28,37,55,7,72}

Para borrar al minimo elemento, hacemos un intercam

elemento en H: Intercambio(1, 5), la Figura D. 2(a) ilustra esta accién; luego reorganizamos

el heap, la Figura D.2(b), muestra este proceso y en (c¢) se presenta, el heap H después de
la operacién.

bio entre la raiz vy el dltimo

H: R 72

()

Figura D.2: Aplicacién de la funcién BorraMin

Al insertar 81 y 64 no hay cambios, la Figura D.3(a), presenta el heap al momento;
al insertar el 5, se reorganiza el Heap, la Figura D.3(b) muestra cémo queda el H al
reorganizarse; después se inserta al 13 y hay que reorganizar el heap, el resultado se
presenta en la Figura D.3(c). Al insertar el 27 se debe reorganizar el heap, la Figura D.3(d),

presenta el heap final.
@ﬁ 6/
. @

1S
b)
Figura D.3: Insercién de los elementos L, = {81,64,5,13,27}
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