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En este trabajo se presenta el concepto de rapi

TEORTA

dez de convergencia y sus variantes asi como su rela

cidn con el nfimerc de iteraciones que se necesitan Definicifn. Una sucesidén {x_} se dice que es conver-
—_ n ,

para obtener un error relative dado. gente si existe un niimero real X, tal que*®
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éspiritu critico el trabajo y sefialar algunas correc-

gencia de una sucesidn, consideraremos el siguiente -
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. . ejemplo:
lente trabajo de mecanografiado. :

Ejemplo 1. Si el término n-&simo de las sucesiones'{xn}
y {Yn} es:

yz__l—-}-l

B log(n+1)

ke
I
S|P
+
=
e

respectivamente, entonces es ficil ver que

lim X = lim y_ =1
noe 0 N I

éCudl de las sucesiones converge mis réapido? observe
que

1 1

=

s log(n+ 1)

I

* consideraremos por lo general el caso cuando Xi # 0



Por lo que podriamos intentar decir que la sucesiﬁn‘{Xn}

converge mds rdpido que la sucesidn {Yn}.

Del ejemplo anterior podemos en primer lugar intro

ducir el siguiente concepto:

Definicién. La sucesién'{xn} converge mds rédpido que

la sucesién'{Yn} a X& si:
i) lim X =1lim Y = X
N300 n N—co n
) - & '_
ii) X, - xnl | Xy Y|
para toda n =2 N, n € I

Sin embaﬁgo para fines précticos,a la definicién
anterior todavia mo se le puede sacar mucho provecho,
ya que otra cuestidn de gran iméortancia ﬁréctica es
la de saber por ejemple =i Xn tiene cierto nﬁmero.de

cifras decimales correctas, es decir, éCuidl es el tér

mino mds prdéximo Xn a Xy con la

.I_p

Xn+p tiene una cifra mas. correcta

Lo anterior nos hace ver que

necesitames reducirnes a trabajar

sucesiones mondtonas, ya

Ix*+%,x*+%,x*+%,

propiedad de que -

que Xn?

de manera natural -

con cierto tipo de

que por ejemplo, la sucesidn

1 L

Xat+Z, X+ 5 ,e00et

2

evidentemente converge a X«, en forma precisa puesto

que {X } estd dada por

[J; + X*, n par
n
2
X =
n
1 T
= + X%, n impar

Sin embargo es cléro que la ausencia de monotonia
las hace poco deseables desde el punto de vista numé-
lo

rico, que nos lleva de manera natural a dar la si-

~guiente.

Definicidn. La sucesién‘{xn} converge numéricamente a

X% si:

i)

{Xn} converge a X«
ii)'{IXn-X*I} es estrictamente mondtona.

Nota. si 1la sucesién'{xn} es numérica a Xix, (converge

numéricamente a Xx) entonces la sucesidn {an} donde:

_ixn+1—x*y
a = i
|X —X*I

n

estd acotada por 1, es decir

| %
= n+1

_X*I
o <
n

L
lxn—X*[ _



Ahora supongamos que la sucesidn {dn} estd acotada por

0, esto es,
| x

“X*l

n¥1 <o < 1.

a "
T X -]
n

es natural esperar que &sto indique una especie de con
vergencia a Xx mds rdpida que en el caso en que fuera

solamente numérica.

Ejemplo 2. Sean {j?}"{j?} dos sucesiones, entonces pa
n 2

v w e e
ra la sucesidn {-=} tenemos que:

72
R S
2 2
an;=iﬁ%%£L = L , Lim un=l
(n+1)2 naoe
#E

mientras que para la sucesién‘{j;}
2

2" .
@ =iy lime =3
2 n-ro

Observemos como progresan los t&rminos de cada una de

las sucesiones.

To'see 2 L 1 01 %
PSR T AR
1,4 1 1 1 1 1
{2nI =03 5 e oo}

lo anterior parece claramente indicar que la sucesidn

(L
on
siguiente.

} converge mids rapido a cern, y esto nos sugiere la

Definicién. La sucesién'{xn} es fuertemente numérica

a Xx si

_ |Xn+1_x"‘I

o <o <1

n
|X_-Xu |

para toda n en IN.

La definicidén anterior es sumamente importante,
y en la practica toda sucesidn que cumpla con esta de
finicidn se dice que su drden de convergencia es uno.
M&s tarde veremos la razdn de esto; per ahora pasare-

mas aver por qué estg definicidn es Gtil en la préctica.

Primerc observamos que la relacidn:

fX —X*[

n+i
|xn-x*|

se puede escribir en t8rminos del error relativo de

Xn+1 con respecto a X,, es decir,
n+1_x*
X 'Xn+1px*l < o
X - Xx : !
| n | | X _=Xx |




si hacemos

) ]xn-'x*|
¥y B e
| X |

entonces la anterior desigualdad nos dice que

- - - |
Pero &stas son muy buenas noticias ya que el error
relativo estd relacionado con el nfimero aproximado de
cifras decimales correctas que tiene cualquier aproxi

macidn Xk de Xi.

Para precisar lo anterior necesitamos el siguiente resultado.

Lema, Todo nlmero real X positivo se puede escribir en la forma;
-] k e
=( = .10” =
X (k=1 dp.10 “)x 10

donde dI#o, 0<dp < g, vy € es un entero con la propie
dad:

e <]
10 *7'< |x|<10 *

d1 es llamado el primer digito significative de X.

Sea ahora

la funcidn que a cada nmero X le asocia los primeros

n digitos de su expansidn decimal, es decir,

- 8-

s -k €x
Fn(X)==(kE1 dK . 10 )x 10 &,

entonces el siguiente vesultado nos indica el error -

que se comete cuando X se aproxima por Fn(x).

Teorema. Sean X y Fn(x) como se especificd arriba.

Entonces
F (x) -x
] n I < il . < 10—n+1_
= i g gppPt
En particular tenemos
r (x)-x
n+k _
_ ' < 1 <19 (n+k)+1

1+ 10 Atk)I=1

combinando las anteriores desigualdades resulta:

|P_,, (%) - x| —x 1F (x) - x|

< 10

X

| x|
para toda X > 0.

El resultado anterior es muy importante ya que
X y Fn(x) tienen n digitos decimales en cowfn, y dice

que el error relativo que se comete al aproximar X por

-n+1

Fn(x) es menor que 10 . En particular los errores

relativos cometidos al aproximar a X por Fn(x)y Fn+1(X}

estdn relacionados por:



.
]Fn+1 (x) - x| o 0_I[Fn(x) - x|
x| - %]
o}
-1
Yn+1(x) < 10 Yn(x).

Pero esta relacidn se parece mucho a la relacidn
que se obtiene de la convergencia fuertemente numédri-
ca que acabamos de introducir, por lo que podemos con

cluir el siguiente resultado:
Teorema. Si la sucesian‘{xn} es fuertemente numédrica

a Xy, f % ~Xx| < uan-X*|, entonces:

‘

-k

i) Si o= 10 7, entonces Xn tiene k cifras correc-

o

tas més que Xn como aproximacidn de Xy, o bien,

entonces X

. . —_—— - 1
ii) 8i o = 10 , e

tiene una cifra correc

ta mds que X como aproximacidn de Xu.
n v

Como puede verse, este pesultado seri de gran -

utilidad en la préctica.

Podemos generalizar el resultado anterior obser-

vando que dado ¢, la solucidn de la ecuacidn

o = 1070

nes-dice cuantas iteraciones se necesitan para conse-

guir una cifra decimal correcta. Esto es, se tiemne que

- 10 -

k log10a=—l

despejando k tenemos

k:l__l__...
o o
710
de donde necesitamos lo; m iteraciones para obtener

10
una cifra correcta,

Observemos la grifica de esta ecuacifn

K

107102 1 a

notemos que 0 =1 es una asintota vertical de la grafi

ca, lo que equivale a decir, como es natural, que en-

tre mids cercanc estd el valor o de uno, mas se tarda

uno en conseguir nuevas cifras de X4. NBtese tambiédn

que si 0=10"' se obtiene una cifra decimal por ite-

« a . _ -2 . . .
racidén, si g =10 se obtienen dos cifras por itera-

cidn.



Interpretacidn Geomé&trica.

Si a < 1 observe que la iteracidn

&n+ 1 - cM;n

donde &n=[Xn—X*| se puede visualizar geométricamente,
ya gque si consideramos una recta de pendiente o que pa

sa por el origen, tenemos la siguiente grafica:

Y=y
Y=aX
a85ﬁ1:8’{ Eo

Esta es la razén por la cual la convergencia fuer
temente numérica recibe el nombre de convergencia 1li-

neal, s8lo que &sta es mds general y se define como -

sigue:

Definicién. Se dice que la sucesién'{xn} converge lineal

mente a Xi si:

i) '{Xn} converge a Xg
» IX _X*I
i1) Tim —2XL "~ - 5 < 1.
Ty IX —X*I
n

El siguiente resultado se obtiene directamente de

la definicidn.

Lema. . La sucesiﬁn'{xn} converge linealmente a X4 si y

s6lo si existe B > 0 tal que
i) agB8<1
id) [Xn+1-X*I < Banf—X*I:

para casl toda Xn.

Es natural preguntarse que sucede cuando

este caso es conocido en la literatura como convergen-

cia super-lineal.

Definicién. Se dice que la sucesidn {Xn} converge su-

per-linealmente a A si



T
_X*l

m" IX1’1+1

n=re lxn“X*l

Ejemplo 3. 1la sucesién'{ﬁk }, donde &k =1 & convei

+1 +1 2k k

ge super-linealmente.

se puede observar en la figura siguiente como progresan

las iteracionea para ésta sucesidn.

_ig¢ —
82“-2_;6_1 ) 80—81
como podemos observar de la grifica anterior el progre

so de la sucesidn {&

k*l} egs excelente.

Nota. Como se puede ver la convergencia super-lineal

tiene la caracteristica de que en cada iteracidn se -
ganan mds cifras decimales correctas que en el caso de

convergencia lineal,

w 14 =

Es natural extender ahora el concepto de conver-

gencia lineal, por lo que introducimos la siguiente

Definicifn. La sucesién {Xn} se dice que converge cua-

drdticamente a Xx, si converge a Xx y

[ x - X |
1im —n+.l._. = 0 51.‘ 0
n-+-o |Xn_x*I2

Nota. En este caso no es necesaric que a < 1. Nueva-

mente si 8n= IXn-X*I se puede visualizar el progreso -

de 1la sucesién'{&n}, donde la iteracidn
& = g &2
n

n+i

en la figura siguiente

Yo ax?

Cx= “Qrch : : go



5= HE 5
|X_ - X
Si Yy =————— es el error relativo en el paso n-ési-
L
mo, entonces:

Teorema. Si la sucesidn {Xn} converge cuadriticamente
a Xx y aIX*|==l, entonces el término Xn+1 de la suce-

sién‘{Xn} tiene el doble de cifras decimales correctas

que Xn como aproximacidn de Xg.

Dem. Por hipdtesis sabemos que:

[ x

2
n+1-X*' < u]Xn—X*]

de donde se tiene que:

1%, %%

n+i

==
| % | | % |

ahora si an lO_k, entonces

Y )2 mii 2R

n

. < (10

~ 16 «

lo de que demuestra la afirmacidén del teorema.

L

Corolario. Si o|Xx]|=10"%y X tlene k cifras decimales

correctas, entonces Xn+1 tiene 2k + £ cifras decimales

correctas.

Una generalizacidn respecto al &rden de convergen

cia se da a continuacidn.

Definicién. Una sucesién'{Xn} converge a X% con drden

P=>1 si
i) La sucesién‘{xn} converge a X

N b S )
i) Tim —2*2 < 4 # 0.
n-rco IXH_X*IP

Teorema. Si 1la sucesién‘{xn} converge a X% con drden P,
y si
2 X tiene k cifras decimales correctas

i1) a|X«|P e 107

entonces X

— tiene kp+ 4

cifras decimales correctas.

Dem. el resultado se sigue inmediatamente de la desi-

~gualdad:

[B:d =X |
I - 10“"‘l
| X |

(107%)P



s 5 - 18

. i Definicibn. Se dice que la sucesidn {X nver a
Corolario. Si P > 1 entonces la sucesidn {Xn} converge e k! & £ { n} converge cfl

. bicamente a Xx si converge a Xx
a X% super-linealmente. & y

Dem. Como la sucesidn {X } converge a Xi con.drden ‘_"]Xn+1—x*l
== n° lim ———— = g # 0.

P > 1, tenemos: Rsio |Xn-X*|3

Nota De nuevo no es necesario que a < 1.

1% "X | < alx - xx|%,

n+1

si 8n==lxn—X*l podemos visualizar el progreso de la

multiplicando ambos miembros de la desigualdad por sucesidn {& } donde
n

1 o
—— se tiene 5
!xn_x""I £n+1 = qgn
Ix X | |x —X*WP en la figura siguiente
nta <0 a = qlxn - X p-i
IXn—X*I |Xn-X*|
Y=X
Por lo tanto como p > 1 /////
5 s A Sms g -3
I-'TI-I‘? l'1{:r1+1 2‘*' - Y=aXx
[ X -Xx | '
n

lo que prueba la afirmacidn del corolario.

Despugs de haber analizado las propiedades de las

sucesiones {Xn} que convergen linealmente, super-li-

neal y cuadrdticamente a X, llegamos de manera natu-

ral & un concepto superiocr de convergencia, a sabep: QK=(¥Q2 ¢
-1 o




s 99 -

notemos que el progreso de las iteraciones es sumamen

te rapido Naturalmente esto significa numéricamente

que en cada paso se ganan un mayor niimero de cifras de
cimales correctas que en el caso de convergencia lineal,

super-lineal y cuadrdtica, como se puede ver en los -

siguientes resultados:

]X I-X*I

; +
Si Yn= =

es el error relativo en el paso n-@&si
| Xx |

mo de la aproximacidn a Xx, entonces tenemos:

Teorema. Si la sucesién'{xn} converge cubicamente a X

y a|X*iz =1 entonces Xn tiene el triple de cifras de

+1

cimales correctas que Xn como aproximacidn de Xx.

Dem. Como por hipdtesis a|X*¢2==1, tenemos
Tneg S o X |2 Yr31 = Y;s
§ -k
si YnR:lO entonces
Yoe, < (107%)3=107%K
nri

lo que prueba la afirmacidn del teorema.

Corolario. Si mix*125=10‘£ y X, tiene k cifras deci-

males corectas, tiene 3k + £

entonces X cifras de-
n+i

cimales correctas.

Existen otra clase de sucesiones que convergen mas

= B0 -
rdpido que las lineales pero que no son de drden P.

Ejemplo 4. Sea‘{Xn} tal que ¢onverge a X# cuadritica-

mente. Definamos a y, como sigue:

Observe que la sucesidn {yn} converge a X% cuadra

ticamente cada dos iteraciones ya que:

| ¥, = X _ |x

|y, —Xx|
Nota. ©Se podria pensar que si tenemos una sucesidn que

converge linealmente, entonces cada dos pasos seria -
cuadratica, sin embargo esto es errdneo ya que lo que
obtenemocs és una sucesidn que converge linealmente pe
ro con una constante de convergencia igual al cuadra-

do de la original, como se puede ver en el siguiente

lema.

Lema. Si 1la sucesién'{xn} converge a X% linealmente -
con constante de convergencia g, entonces, la sucesidn
{Xn+k} converge linealmente a Xx con constante de con

vergencia qk.



- 25 -
-~ 21 - 2
Dem. por hipdtesis: i) '{Xn} converge a X
|x X | ¥ -X
Iim —2= B ) Iim ———lx“”‘ *| =0 <w
n
X = Xx| S b K M
y o
Teorema. $Si la ‘sucesidn {Xn} cenverge a X« con orden
X -X X X X X ' : =
= | n+k | =_l oy o . | tk i P cada k pasos y Xn tiene £ cifras correctas, y a|X*|P T2y
X - Xx| [X_ - Xy |z Xx |
n nt1 entonces X . tiene pf cifras correctas.
|X '-X*] ]X -X*| IX -X*I Dem. pof hipttesis tenemos que:
n+i n+z n+k : =l
|X_ - Xy X, =X« [X_ . - X«
nekd ke |Xn+k—X*|=§a[Xn—X* p,u etc. de convergencia.
=|><:n+l K| _ X, Xl . |x e _..[xn+k—x*| ] Ahora .
X -X X -X
|X x| |Xn+1 X | [n+2 X | Ixn”k_l)—x*l | nic Xx | < o | o~ Xxl
' | X | Y
Por lo tanto
: |Xe |® [Xn—X*[p
g I‘Xn+k“}{*I k - P
lim ——— = ’ lx*l |X*I
M }X;XJ
. - | X*’-Wp
lo que demuestra nuestro lema. = g lx*ip 1
%l |
En la siguiente definicidn se generaliza el concep
to de convergencia a k - pasos.
por lo tanto
Def. Se dice que 1la sucesién'{xn}'es de orden p > 1 Yn+k < (10'£)P
cada k-pasos si:

lo que demuestra el teorema.
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Del pesultado anterior se sigue inmediatamente el si-

guiente:

Corclario. Con las hipdtesis anteriores, si Xn tiene .
s . m §
£ cifras correctas entonces, Xn+nk tiene p £ cifras
'3
decimales correctas.

Como consecuencia de los dos iltimos resultados tenemos

el siguiente corolario.

Corolario. Si la sucesién‘{xn} converge a X% con orden

p entonces la sucesién'{xn} es de orden p? cada k-pasos.



