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CAPITULDO 0

VECTORES Y MATRICES

INTRODUCCION.

En este capitulo introduciremos los conceptos de vector y de
matriz. Gradualmente se iran definiendo las principales operaciones
que se pueden realizar entre: vector-vector, vector-matriz y
matriz-matriz. La presentacién se hace de manera que la operacién en
una etapa, se generaliza en la etapa siguiente. Esta forma de
presentar el material nos permitird dar una interpretacién dindmica de
las operaciones mencionadas, en términos de acciones que se realizan
sobre los componentes elementales.

Un aspecto de gran utilidad en el desarrollo es el de la

notacién que emplearemos y que especificamos a continuacién:

Primero. Los escalares se denotaran con letras griegas
mintsculas: o,3,7,8,1L,¢,MA,...,£,9,&.

Segundo. Los vectores se denotardan con letras latinas
minusculas: a,b,c,d,...,x,y,z. Sus componentes, por
ser escalares, con griegas mindsculas y un subindice:
gl denotarad la i-ésima componente de un vector.

Tercero. Las matrices las denotaremos con letras latinas
mayusculas: A,B,C,D,...,.X,Y,Z. Sus elementos. con
griegas mindsculas y dos  subindices: g” indica un

escalar elemento de una matriz.

Los vectores de partida sobre los cuales se basard el
desarrollo de la teoria seran los vectores columna cuyas propiedades

estudiaremos a continuacién.



VECTORES COLUMNA Y TRANSPOSICION DE YECTORES.

DEFINICION.
Sea R" = { 5 /€ €R 1= 1.0}
: l 3 i { S a |
g
n
entonces:

i) A los elementos de R" los llamaremos vectores columna de orden o

dimensidén n.

ii) Los nuameros gl,...,g se llamaran los elementos o componentes del
n

vector.

En el desarrollo, cuando mencionemos simplemente un vector de
6rden n, estaremos refiriéndonos precisamente a un vector columna de

érden n, y si n es fijo o se puede determinar del contexto,

emplearemos Unicamente la palabra vector.

El uso del término “dimensién”, es por analogia con la
geometria. Un vector de érden n se puede ver como un punto eén el
espacio n-dimensional.

Por ejemplo el vector:




Notaciodn:.

Para denotar un vector cuya I-ésima componente queremos

especificar que es El, escribiremos [El], es decir:

£
[€,1 =

La estructura lineal de R", viene dada por las operaciones
basicas: suma de dos vectores y la multiplicacion de un vector por

un escalar. A continuacién se definiran estas operaciones y se

estudiaran sus propiedades.

SUMA DE DOS VECTORES.
DEFINICION.

Sean [EI],[ni] e R". La suma de [£] y [n] denotada por
1 1

[gi] + [nij, es el vector ['gl] e R" dado por
(7] = [§, + 7]

La suma de dos vectores tiene la siguiente interpretacion

geométrica:

Si formamos el paralelogramo cuyos lados son [§] ¥ (n.]
1 1
entonces la suma de [£] y [n] es la diagonal del paralelogramo que
1 1

parte del origen.

o

Figura Z



MULTIPLICACION DE UN YECTOR POR UN ESCALAR.
DEFINICION.

Sea A € R y [51] € R". El producto de A ¥y [Ei], escrito A[f;’l],

es el vector [‘81] e R" dado por:
[B,] = [A£]]

Geométricamente, la operacién de multiplicar el vector [Ej_l] por
el escalar A cambia la longitud de [€] por un factor de [A]. Si A<O,
1

A[El] tiene direccién opuesta a la de [&1].

A\ OdNC

Figura 3

DEFINICION.

i) El vector cero de an, denotado por O, es el vector cuyas n

componentes valen cero.

Segiin el contexto en gue se use el simbolo, sabremos si se

trata del escalar cero o del vector cero.

ii) Dos vectores de o6rden n son iguales si y so6lo si sus

componentes correspondientes son iguales.



PROPIEDADES DE LOS YECTORES COLUMNA.
Sean [€1.[n][¢] € R, y Ap € R

L1+ [n]l=1In]+I[E]

2. (1 + D) + g1 =[]+ (In] +[ED)

3. []+0=[§]

4. Para todo [€] € R" existe un vector, denotado por -[£ ], tal que:
[£1+ (-[§D =0

5. (DIE] =[]

6. Au[g D) = (Aw)IE]

T (o WIE] = AED + HIE]

8. A([§] + [n]1) = A[E] + Aln]

Ademas de R", otro conjunto elemental til, que es necesario
#*

definir, es el conjunto de vectores renglén al que denotaremos por R"

debido a su relacién directa con aquel.

DEFINICION.

#*

Sea R = { (£, €, gn]/gl eR 1 =12,..n)

i) A los elementos de R" los llamaremos vectores rengldn,de orden o

dimensidn n.

ii) Los numeros gl,...,g se llamaran los elementos o componentes
n

del vector renglén.

Nos referiremos a un vector renglén de orden n como un

“renglén” o un “renglén de érden n”, cuando sea necesario especificar

su dimensién.



SUMA DE DOS VYECTORES RENGLON.

DEFINICION.

#*

Sean [E1 Ez En] y [n1 nz...nn] e R" y A € R. Entonces:

La suma de los vectores [E1 52...En] y [nl nz...nn]

vector renglén [71 3’2...3'n], denotado por [El 52...§n] + [n1 nz...nn],

dado por:

[71 72"'71-.] = [€l+ n E2+ Ny v €n+ nn]

MULTIPLICACION DE UN YECTOR RENGLON POR UN ESCALAR.
DEFINICION.

El productoe de XA y [E gz...gn] es el vector

1

renglén [,6\’1 ‘Bz""Bn]' denotado por A[&l EZ...En], dado por:

[8, B8] = [AE, AE,..AE ]

1

PROPIEDADES DE LOS YECTORES RENGLON.

Sean [€, £..€1 [0 n,..n] [€ &8 ]1€RY ApeR

Entonces:

1

[P [El EZ...ED] + [n1 nz...nn] = [nl nz...nn] + [gl gz.._gn]

2. (g &€1 + In npm] ) + [E ] = (€ 6,6 +

+ ([ mpem ]+ 08 €08 ])

3. El renglén [0 0...0] tiene la propiedad de que:

[00..0] + [§ €,..€1=[§ &)



4, Para todo [51 Ez...En] e R" existe un renglén, denotado por

=&, Ez...En], tal que:
[€, €81+ (-[€, g€ = [0 0..-0]

5. (DI, €, = [€, &,

6. A(n (€ £, 1) = () [§ £,-& 1
7. (A + WIE E,--€] =2 £,-81+Hnlg £-& 1
8 A(LE, €81+ [ n---m 1) = Al§) €61+ [n n..em ]

¥ . . n
Como se puede observar, existe una relacién evidente entre Ry

™

R", que es necesario precisar y estudiar con detenimiento. A

continuacién la  establecemos mediante la operacién  de

transposicioén.

TRANSPOSICION DE VECTORES.

DEFINICION.

¥*
Sea ¢ R— > R"
% — R
. % ¢
tal que si X = .|, entonces X = [Ef"E ]-
. n

3

n

A ¢ por tanto, la podemos ver como la funcién que transforma a
. t ;
la columna x en el renglén x , se lee “equis transpuesto”. Es

decir, x' = o(x).

Es facil demostrar que ¢ es una funcién uno a uno y sobre,

ya que:

1. si x =1 . Ly = - e R" , entonces:



o(x) = ¢(y) 3 [€.--£ 1= [n..n]

£ = & W

En = nn Eﬂ nn

. @ es inyectiva.

#*

2) Sea [El...En] e R", entonces:

1

o | | =68
3

n

. @ es sobre.

#*
Sea qo-l: R" R" la funcién inversa de ¢:
€
-1 71
0T (1EE)) = |
3

n
*

Es decir, ¢ (x") = x para toda x'e R"

_1 A

Podemos ver a ¢ como la funcién que transforma renglones en
columnas.

Si nos permitimos ampliar el significado del término
transponer, entendiendo por transposicién tanto la operacién que
transforma columnas en renglones (¢) como la que transforma renglones

-1 i
en columnas (¢ ), entonces podemos pensar en la transposicién como la
funcién que transforma columnas en renglones y renglones en columnas.

Con éste sentido del término transponer, es licito usar la

siguiente notacién:

si x%e R", qp-l(xt) = (xH




Entonces tendremos que:

-1

<p_1(xt) =¢ (p X) =x

pero go_l(xt) = (J-{t)t LX = (xt)t

PROPIEDADES DE LA TRANSPOSICION.

1. (xt)t= X VxeR.
2. (x+ y)t= x "+ yt v x,y € R".
Demastnacion:
&M
X +y-= ;
£+
n n

S (x+Y)'= (6 £+ n ]

[gl...gn] + [nl...nn]
t
| ]

t
X+ Yy

3. (ocx)t= @ x* Y xeR.

Demastnacion:

(ax)t= [cx&'l...cxgn]
of€,...€ ]

t
ax
|



*

Las operaciones definidas hasta ahora, tanto en R" como en R,
permiten hacer un estudio de estos conjuntos como estructuras lineales
ciue, como veremos mas adelante, en particular nos serviran para
definir planos y lineas rectas como subconjuntos que preservan las
propiedades de aquellos. Existen otros dos conceptos muy importantes
en relacién con la interpretacién geométrica de los vectores, los
cuales nos son bastante familiares que dificilmente pensamos en los
vectores éin tomarlos en cuenta, aﬁnque no son relaciones tan
sencillas como las lineales. Estos son los conceptos de norma de un
vector y &ngulo entre dos vectores, que a pesar de su naturaleza tan
diferente, pueden definirse en términos de un concepto més basico

(aunque no tan natural) que es el producto punto o producto escalar.

PropucTo PUNTO 0 PRODUCTO ESCALAR.

DEFINICION.

Sean X, y € R". El producto punto o producto escalar de X y ¥

es el escalar denotado por xxy dado por:
. = + g A =
x'y=§&mn+En En =) €&n
Observar que el producto punto de dos vectores es un numero real.

Nota:

En lo sucesivo siempre que nos refiramos al vector x estaremos

pensando en el vector X = [E;'l], e igualmente para el vector y = [n ].
1

PrROPIEDADES DEL PrRODUCTO PUNTO.

1. X°y = y°X ¥ x,y € R

10



2. (Ax)-y = A(x-y) = x*(Ay) VxyeR, A eR
n

3: (x1+ xz)-y =X ¥y *+Xxy Y XX,y € R
n

4. x-(y1+ yz) = X y1+ Xy, v Xy .Y, € R.

5. xx=0 vV x € R".

XX =0 x=20

Demastnacidn:
n n

L xiy = Z Elni= En1€l= yrx
1=1 1=1 u

[ ey

2. )y =) (&)= ) AE M) =2
i=1 1

= i

Einfz Ei(?mi)
=1

1
2 )y = AGy) = % ()
3. '8t X = [Eu]’ xs [Em]; entonces

(X1+ XZ).Y = [1(€II+ EiZ)ni=iZI(Eilnl+ g121-’1)

i=
n n
=Z Ei lnl+z giznl
i=1 i=1

= xl.y + xz.y

4, x-(y1+ yz) = (y1+ yz)-x (por 1)
= (ylx) + (yzx) {por 3)
= X'y1+ X‘yz (por 1)

5. x-x = 52+ §2+ s 52
1 2 n

11



Lsix=[o]y=[1] » xv-owe@w =1

Observar, en el siguiente ejemplo, que:
xy=0=3x=06y=0

2. Six=[é],y=[?] = x-y=(1)(0)+(0)(1)=0.

Como se mencioné anteriormente, a partir del producto podemos
definir la norma de los vectores. A continuacién veremos como la
definicién que se obtiene refleja fielmente las técnicas y resultados
que utilizamos cuando medimos segmentos lineales con wuna regla

graduada.

DEFINICION DE NORMA EUCLIDIANA.

Sea x € R". Definimos la norma Euclidiana 6 longitud de x,

denotada por Il x Il, como:

Ihx Il =v x'x
PROPIEDADES DE NORMA.
1. Teaex !l =] a -l xI
Demastnacion::
2 @ 2 2
I ax =izl(agi) =

n
2 -
-.Ilocxll=|oc|\/ZE1=|a|leII

I I



2
20 x -y 0% =1 x 1% Iy 1% 2x-y

Demastnacidn:
i

Ihx -y 1* =) (§-n)* =[g:-' -
I=1 I=1

hx 1%+ 1y n®- 2y &m

=l x 1%+ 0 yn®-2xy
|
3. Jeonema de Pitdgonac
xy=0e llx-yli=lx+yl>=101x01%1yi?
J
x -y
¥
p'e
Figura 4
Demastnacidn:
Por el resultado (2)
xy=0e Ix-yI2=1x1% 1y
De manera analoga se puede ver que:
Xy=0e Ilx+y IZ=1x1%1yn?

13



DerFINICION DE ORTOGONAL.

Sean X,y € R". Decimos que x es ortogonal a y si x*y = 0,

Si x es ortogonal a y escribimos x 1 y.

n
Supongamos ahora que tenemos dos vectores no nulos x,y € R tal

que X no es un multiplo de y, ¥y y no es un multiplo de x.

y'—ocx

Y

Figura 5

iPodemos encontrar siempre un vector que sea ortogonal a x 7

Veremos que podemos encontrar « € R tal que (y - ax) L x.

Resultado.
Sean X,y € [Rn, X,y # 0 no colineales. Entonces:
y - axX es ortogonal a X & a = Xy ,
I x 1
Demostnacion:

(y —ax) L x & x-(y - ax) =0
= X'y + x-(-ax) =0
= xy-a(xx)=0
= o= ol con x # 0
-
X

X

"y
2

x|

| |

El resultado que se enuncia y demuestra a continuacidén es

preliminar para la definicién del angulo entre dos vectores.

14



DESIGUALDAD DE SCHWARTZ.

n
Teorema. Sean X,y € R . Entonces:

[yl =10 x 1 Iyl
Demasthacion:
Six =0 entonces |xyl=UlxIllyl-=
Supongamos x # 0 y sea « = zi

o= o= (25 )xl= (- ()b

2
o A (xy)
Yoy — 2 s

X y) - (x5)°

XX
>0 = (xx)(yy) - (x5)°
5 xev)’= (xex)yey) = 0ox 0%y P
> |xyl =0 x 0yl
|
gjemplas

Como consecuencia de la desigualdad de

introducir el siguiente concepto.
DEFINICION.

Sean X,y € R". Definimos

X'y

Cos 8 = Ty

)
XX
X <
y ] x-x
XX
Schwartz podemos

= coseno del angulo formado por x y y.

15




MATRICES.

DEFINICION.

Tenemos tres formas diferentes y equivalentes de definir una

matriz.

1. Convencionalmente, definimos una matriz mxn sobre R como un
arreglo rectangular de mn ndmeros: otn,txlz,...,ocmn, dispuestos en m

renglones y n columnas. Los nimeros que forman el arreglo se llaman

elementos de la matriz.

Denotaremos a las matrices con letras mayusculas.

Por lo tanto si A es una matriz mxn entonces A es de la forma:

donde o:iJ e R Il =i1=m 1=j=n ya, es el elemento de A que
1
estd en el i-ésimo renglén y la j-ésima columna de A.

Escribimos A = [er].

2. Podemos definir a la matriz A como un conjunto ordenado de

n vectores columna de orden m:

A=TJalal...|la
[1I 2’ | n]
donde:
o o o
11 .12 1n
a = , a= . yeery B =
1 Zz ¥ n
o o o
ml m2 mn

Generalmente utilizaremos el indice j para referirnos a las

columnas de A.

3. También podemos definir a A como una coleccién ordenada de

m vectores renglén de orden n:

16




A=
t
r
m
donde:

t

= [ 1 %2 %0 ]

rt = [ « a ]

2 21 227" 2n

rt = [ & .. ]

m ml m2 mn

Generalmente utilizaremos el indice i para referirnos a los

renglones de A.
Al conjunto de todas las matrices mxn lo denotaremos por:
(m,n)

De acuerdo con la definicién de matriz que dimos, pedemos ver a

una matriz como una coleccién ordenada de:

' ® ® ® ®
1. &lementoa ® ® ® @
® ® @ ®
* *
2. Galumnaa ¥ % *
E.3 #*

* * *

3. Renglanes *

Es decir, tenemos tres formas distintas de trabajar con una
matriz, escogeremos la representacién que m&s nos convenga segun la

operacién u operaciones a efectuar sobre la matriz.

17




Notar que dos matrices mxn son iguales si y solo si sus

elementos correspondientes son iguales.

DEFINICION.

Una matriz A mxn es cuadrada si m = n. En este caso decimos que

A es de orden n.

Denotaremos al conjunto de todas las matrices cuadradas de

orden n por Mn.
DEFINICION.

Cualquier matriz cuyos elementos sean todos igual a cero se

llamara matriz cero, y se denotard por el simbolo O.

Las operaciones bésicas son la suma de dos matrices y la

multiplicacién de una matriz por un escalar:
SUMA DE MATRICES.
DEFINICION.

Sean A, B € M( ).La suma de A y B es la matriz C = [7_ ],
ij

m,n

denotada por A + B y dada por:

Observaciones.

1. Podriamos haber definido A + B por columnas ¢ por renglones.

l.a. Es decir si A = [aliazl...]an], B = [bxlbzl"'lbn]’ entonces

A+B=[a+b[a+b1...|a+b]
1 1 2 2 n 2

18



ya que si C = {cllczl...[cn] entonces:

1] 1] 1] 1] 1)

m} m] mj m ) m]

t t
r s
1 1
A= B =
Tt t
e s
m m
t
r +s
1
podriamos haber definido A+ B-= :
g
r +s
m m

2. La suma de dos matrices solamente estd definida cuando las
dimensiones de ambas son iguales, es decir, cuando tienen el mismo

nimero de renglones y columnas.
PRODUCTO DE UNA MATRIZ POR UN ESCALAR.
DEFINICION.

Sea A e M y A € R. El producto de A y A, denotado por A-A

(m,n)
o AA, es la matriz mxn dada por

AA = [Aoclj]

Notar que si A # 0, entonces A y AA tienen los mismos elementos

no nulos.
Observaciones.

Podriamos haber definido a AA por columnas o por renglones:

19



A = [Aa 123, ... 123 ]

Ar
AA =
AT

Ejemploa
1. Vectanes Gclumna

Si A es una matriz mxl, entonces A es de la forma:

que es exactamente la estructura de los miembros de R'.

No distinguiremos entre una matriz A € M( , ¥ un vector a € R'.
m,n

2. Vectonea Rengldon

Si A es una matriz Ixn, entonces A es de la forma:

A= [oc11 azz"'am] |

#*

. n
y podemos ver a A como un miembro de R .

3. Boacalanea
Si A es una matriz 1 x 1 entonces A = [o;n], @ € R.

Existe una correspondencia biunivoca entre R y las matrices

1 x 1. Abusando de esto, cuando sea conveniente manejaremos a los

escalares como matrices 1 x L.

Notacidn:

SiAeM escribiremos A
( ) m

; xn

20



PROPIEDADES DE MATRICES.

Sean A,B,C € M y 2,4 € R. Entonces:
(m,n)

]

A+B=B+A

—

2.(A+B)+C=A+ (B+C)

3.A+0=A

4. Para toda A € M(m,n existe una matriz mxn denotada por -A tal que
A+ (-A)=0

5. 1-A=A

6. A(pa) = (An)A

7. (A + p)A = 2AA + pA

8. A(A + B) = AA + 2B

ProDUCTO MATRICIAL.

Los escalares que intervienen en el sistema se ‘pueden agrupar

en tres estructuras diferentes de la siguiente manera:

a) Los coeficientes « del sistema en la matriz A ;
1 m

J Xn

b=l
-

€1

x=| .

3
n

¢) Los valores BJ en el vector b;

B1

b=| -

B
m

21



Con estos elementos, es usual expresar el sistema anterior como
una expresién de la forma Ax = b, para lo cual hemos de definir el
producto de una matriz por un vector apropiadamente. El primer paso
para lograr este objetivo es reconocer que si en el sistema tomamos al
vector b como la columna cuyas componentes son los valores '8_1' el
miembro izquierdo de cada ecuacién también es componente de un vector

al cual denotaremos como AX, es decir

In™n 1
Ax = : E = =b

4.4 + o +...+ &
mlgl mZEZ mngn Bm

o + o +...1t @
llgl 1252 E B

Esta expresién nos conduce a dar la siguiente definicién, en
donde es muy importante observar que el nimero de columnas de la
matriz de coeficientes es igual al namero de incégnitas, en tanto que

el namero de renglones coincide con el nimero de ecuaciones.

DEFINICION.

Sea A = : : : , X =
mxn . .

el producto Ax es un vector de dimensién m tal que

o + o ot G
llgl 1252 lngn

o + o« +o+ @
mlgl mZEZ mngn

Como primera consecuencia de esta definicién tenemos, que como
no hay ninguna restriccién sobre el valor de m, este puede tomar el
valor m = 1. En ese caso, la matriz A tiene la forma

A= [« o ]

[+4
11 12 In

22



y por lo tanto tenemos de hecho el producto de un renglén por una
columna en donde el resultado seria un vector con una sola componente,

esto es, un escalar. De esta forma, introducimos la siguiente

definicién.

DEFINICION.

L 3
t t
Sean re Ry x € R". Entonces el producto r x es el escalar

dado por
r'x = ® £ +...+v0 &
171 n'n
E1
conrt=[ococ al]l ¥y x=].
1277 "n :
3

Si comparamos esta definicién con la de producto interior o
producto punto, vemos que nos da el mismo resultado, pero que la
- t . ; .
expresién r X es una consecuencia del producto, mas general, Ax. Por

esta razén, el producto punto r-x lo denotaremos como

Una vez hecha la definicién Ax, y continuando con nuestra linea
de presentacion, el siguiente paso consiste en buscar las formas de
interpretacién posibles que se le puede dar, dependiendo de las
diferentes maneras de ver a una matriz.

1) Si consideramos a A por sus renglones, tenemos

t
donde r =[a o ..¢ ]

1 11 1277 In

t
r =[« %

2 [ 21 %22"" " %2n ]
t
r =[a «a a ]
m ml m2 mn




Fijandonos ahora en el producto Ax, resulta que las componentes

del vector son precisamente el producto del renglén - correspondiente

con la columna x, esto es

#; t
r r x
1 1
Ax = X = .
t ‘t
i r X
m

2) Veamos ahora qué sucede si A la tomamos como un arreglo de

columnas, o sea
A=T[alal...la ]
[ 1] zl | n]

En este caso, fijémonos en el vector AX como un todo, es decir
sin tomar separadamente sus componentes. Como Ax es el vector columna

en R, podemos usar las operaciones definidas en R para obtener que

ml mz mo

donde las columnas del miembro derecho son precisamente las columnas

de A. Asi
Ax = [allazl...lan] : =§1a1+.§2a2+ .. +Ea
Observacidn.

Para poder realizar las operaciones necesarias, no existe
ninguna restriccién sobre m (numero de renglones de A), pero es
necesario que la dimensién del vector x y la de las columnas de A sean
iguales para que los productos r:x puedan efectuarse en un caso y la

multiplicacién de cada f;’l por a sea posible en el otro.

Ahora, si nos fijamos en que al multiplicar una matriz mxn por
un vector nxl obtenemos un vector mxl, podemos ver a la multiplicaci6n

. n a m
por A como una funcién que a cada x € R le asocia una y € R :
mxn
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mxn
X —— ¥y = AX

Por ejemplo, si

1 2
A=10 11],v% x =14 entonces:
1 0
1 2 1
A(x) =Ax =) 0 |+(©@)] L ]|=]0
1 0 1
1 A !
0 — 0
1

PROPIEDADES DEL PRODUCTO MATRIZ-VECTOR.

1. A(x+ x_ ) = AX + AX Y A ; XX e R"
1 2 1 2 mxn 1 2
n
2. A(Ax) = A(Ax) VAmxn,XER,AE[R
3. (A + B)x = Ax + Bx VA ,B  ,xeR
mXn mxn
Demaatnacion:

(Las demostraciones que se presentan a continuacién, se basan
en la primera interpretacién. Se deja para ejercicios las

demostraciones en que se usara la segunda).
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1 2
= ! + . = AX + AX
; 1 2
rtx r x
m 1 m 2 =
t
rlPLx AT X rx
2. A(Ax) = . = : = A . = A(AX)
- g :
r ax Ar X r x
m m m .
t
s
1
3. SiB= . entonces
Tt
s
m
e t t
r1+s X r x+ s X
(A +B)x = : =
t =t t t
r +s X r X+ s X
= m m m m
[ r % s X
= . + .| = Ax + Bx
t’ t’
r x s X
= m m .

Mas adelante, cuando tratemos la solucidn del sistema:
Ax = b

una de las primeras cuestiones gque enfrentaremos serd conocer si

existira una x que la satisfaga. De acuerdo a lo que hemos discutido,

esto es cierto si existen numeros reales El,...,.‘;' tales que b se
n

pueda expresar COMO:

b=£ga + a + ... +E&a
.Ell E22 Enn

si esto es posible, una solucién es X =

26



de aqui se infiere la importancia que tiene entender bien la

interpretacién de la multiplicacién de una matriz por un vector.

MULTIPLICACION DE UN RENGLON POR UNA MATRIZ.

Analogamente a como definimos el producte matriz por columna

A b4 =b definiremos el producto de un renglén por una matriz:
mxn nxl mx1

1xm  mxn

DEFINICION 1.

*

¥ yte R™. Entonces el producto de yt por A,
,n

denotado por ytA, es el renglén Ixn dado por:

Sea A € M
(m

t, _ .t t t
yA= [ya1 ya, .. yan]
o
1
donde a = I es la j-ésima columna de A. 1 = j = n

mj

DEFINICION 2.

* *

Sea A € M(m - yte R™. Entonces ytA es el renglén de R™ dado

por:
tA—nrt+nrt+ + rt
J 11 22 nm m
donde
t
r=Jla o ... l1=i1=m es el i-ési g s
i [, @ o ] i-ésimo renglén de A

Como en el producto anterior, estas dos definiciones son
equivalentes, ya que si:
€

t t
= r + I A e E r
7?1 1 712 2 nrn m J

d

d

[ I o

= [yta ‘a ‘a ] entonces
 Yya, . ya



t
= [ AR + I S 2 + + o o ...
dl nl[all 12 “11] 772[ 21 22 ZnJ nm[ ml m2 mn]
m m m

= [ X"n“u analz analn ]
1=1 I=1 =1
t t t t
= a a_ ... al=4d
[ya ya, ..yal=d
Observacion.

Ahora no hay ninguna restriccién sobre n (numero de renglones
de A), pero es necesario que la dimensién del renglén yt sea m (numero
de renglones de A) para que los productos ytaj estén definidos y los

t
factores de nr, = se correspondan uno con otro.

z e t
Tambien podemos ver la multiplicacién de y1 por Amxn como una
Xxm
*

i " t . t n
funcién que actua sobre y, y que le asocia un de R .

* *
A R — 5 R"
mxn
por ejemplo, si
1 2
A=|01], yt= [ 1 0-1] entonces
1 O

yA= D[ 2]+ (0)[0 1] + (-D[1 0]
=[1 2] + [-1 O]
= [0 2]

[10-1] — [0 2]

PROPIEDADES DEL PrRODUCTO RENGLON-MATRIZ.

t t t
1. (y1+ yz) A= ylA + yzA vV A , yl,yz e R™

mxn

2. (Aay)'A = A(y'A) VA, yeR", AeR

mx

28



3. y'A + B) = y'A + ¥'B VA ,B ,yeR"
Demaatnacidn:

t t t t
Lyt y A =[0*5)s O y)a, .. (F 7)8l]

—[ta+ ta Yo+ yha yta+yta]
Y3 yzx y12 Y2, o YT Y%

[ta ‘a tax]+[ta ‘a ta]
Y3y % 0 Ry Y2 Y2 o Y8,

t t
vyA+yA
1 2 g

(yH)A
(A2, (Ay)a, .. (Ay)a ]

[AG'a) A(3'a) . Ay'a)]

2. (Ay)tA

t t t
Aly a1 ya, ¥ an]

A(y*A)
| |

3. yt(A +B) = [yt(a1+ bl) yt(a2+ bz) yt(an+ bn)]

1l

t t t t t t
[v al+ y b1 y a2+ y b2 i an+ y bn]

I

t t t t t t
[y a ya, .. yan] + [y i:)lyb2 ybn]

ytA + th
|

Observacion Importante.

Por definicién 2

d‘—nrt+nrt+ + rt
11 z 2 nmm

s ot t s ; at ; o
es decir d =y A si y solo si d es una combinacicon de los renglones

de A.

€i nos planteamos el problema: .

t . . t t t n
+Cuéndo es d1 una combinacién de rl, rz,...,r e R ?
Xn m

Entonces una forma equivalente de hacernos esa pregunta seria:

29



* * @ 1

¢cDado de R", cuando existe yte R™ tal que ytA = d" donde A = . ?
ot
m

Este problema es analogo al que nos planteamos sobre las

columnas de A.

MULTIPLICACION DE MATRICES.

Supongamos que tenemos dos matrices A yB .
mxn nxk

;Cémo definimos el producto AB de modo que respete los productos que

hemos definido anteriormente?
Si consideramos a B como un arreglo de k columnas;
B = [b1|b2|"'|bk]
el producto se podria indicar como:
AB = A[bllbzl...Ibk]

Para que AB coincida en Ax cuando B sea de dimensién. nxl. La

multiplicacién AB se define como:
AB = [AbllAbzi...!Abk]

Por otro lado, considerando a A como un arreglo de m renglones:

t
I
1
A= .
"t
r
m
t
I:
1
tendriamos que AB = | . B
"t
r
m

30



La multiplicacién de un renglén por una matriz y el producto AB

cuando A sea de dimensién 1xn, nos conduce a definir.

Tambien podremos definir AB como se hace usualmente, elemento a

elemento:

Estas tres formas, aparentemente diferentes, de definir el

producto AB son equivalentes, ya que:

11 2 1k
[Ab;l[Abzl“'lAbk] = t: t: t:
r b r b r b
m 1 m 2 m k
rtB
1
rtB
m

Con esta aclaracién, nos permitimos hacer la siguiente

definicién.
DEFINICION.

Sea A € M B € M( " Entonces el producto de A y B,

{m,n)’

denotado por AB, es la matriz C = [3‘”] € M[
m

n,

» dada por:
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1. AB = [Ab |Ab_|...|Ab ]

r‘tB
1
2. AB = .
rtB
= m
"ttt rtb .. b
11 2 k
3. AB = : ;
r*v r'b rb
- m 1 m 2 m k
esdec:ir‘a'l‘]=3'1;1::J l1=1=ml=j3=k

Usaremos cualquiera de las tres expresiones que sea

adecuada al problema a resolver.

Observaciones.

1. Cada columna de AB es el producto de una matriz y una columna:

columna j-ésima de AB = A-(j-ésima columna de B).

2. Cada renglén de AB es el producto de un renglén y una matriz:

i-ésimo renglén de AB = (i-ésimo renglén de A)-B.

3. Cada entrada de AB es el producto de un renglén y una columna:

3’1] = (1-ésimo renglén de A)-(j-ésima columna de B).
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Observacion.

Para que AB esté definido necesitamos que el numero de columnas

de A sea igual al numero de renglones de B.

PROPIEDADES DEL PrRODUCTO MATRIZ-MATRIZ.

1. (AB)C = A(BC)
2. A(B + C) = AB + AC
(B + C)D = BD + CD

3. AB # BA en general, la conmutatividlad puede fallar por las

siguientes razones:

Si A es mxn y B es nxk, con k # m, entonces AB esta definido

pero BA no lo esta.

Si A es de mxn y B es nxm, con m # n, entonces tanto AB como BA
estén definidos, pero no pueden ser iguales ya que AB es mxm y BA es

nxn, n # m.

Si tanto A como B son nxn, entonces AB y BA son de orden n,
pero aun en este caso la conmutatividad puede fallar, como en el

siguiente ejemplo:
1 0 0 1 - 0 1 5 0 -1 _ 0 1 1 O
0 -1 1 0 -1 0 1 0 1 0 0 -1

INTERPRETACION DEL ProODUCTO MATRIZ-MATRIZ.

Nos podriamos preguntar para que nos sirve haber definido el
producto de dos matrices. Una forma fructifera de considerar la
multiplicacién de matrices es viendo a una de las matrices como una

funcién que opera sobre la otra matriz:
1. Tenemos AB =[Ab1lAb2i...lAbk]

Ya vimos que cada columna AbJ -la j-ésima columna de AB- es una

combinacién de las columnas de A;
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= = j=k
Ab] a1f31J+ a2f321+ U aanJ con 1=j=k

Es decir, las columnas de AB son combinaciones de las columnas
de A.
Podemos pensar en que B est4 operando sobre A y transformando

sus columnas:

B : _
nxk (m,n) (m,k)
B k
A — 5 (AB)
mxn mxk

La utilidad de esta interpretacién reside en que a veces
necesitaremos realizar algunas operaciones sobre las columnas de A,
porque desearemos transformarla en otra con la cual sea més facil
trabajar. Esto lo logramos escogiendo adecuadamente una matriz Bnxn y

multiplicandola por la derecha de A (posmultiplicando).

2. Por otro lado, tenemos que

t t
rB=a s +a s + ...+0a s con 1=1=m.
i 11 1 2 2 -1n n

donde B =

Es decir, los renglones de AB son combinaciones de los '
renglones de B.

Podemos pensar en esta ocasién que A est! operando sobre B:
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A : _—
mxn (n,k) (m,k)
A
B +—T* 5 (AB)
nxk mxk

A veces necesitaremos realizar operaciones sobre los renglones
de una matriz, por ejemplo de la matriz B, o transformar una matriz en
otra matriz que tenga propiedades deseables, y eso lo podremos lograr

multiplicando  (premultiplicando) por la matriz, digamos Axn,
n

adecuada.
&jemploa.
Sea Amxn = [allazI...[an].
la. Queremos que AB = [AalAral...|]xa] Esto es, si queremos
11 22 n n
multiplicar a las columnas de ‘A por los escalares ?\i, debe

multiplicarse a A por B a la derecha, donde B es:

0 .. O
1
B = 2" 0
0O 0... A
n
ya que Ab1 = A1a1+ 0a2+ o h Oan
Ab = 0Oa+ A a+ + Oa
1 2 n
Ab = 0a+ O0a + ...+ A a
n 1 2 nn
Ib. Queremos AB = [azlallaal...lan], es decir, si queremos cambiar la

primera columna de A en la segunda, entonces:
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= + 0a_+ ... +
ya que Ab1 Oa1+ 1a2 a, Oan

Ab=la+ 0a+ Oa_+ ... + Oa
2 1 2 3 n

Ab=0a + ... + la+ ... + Oa
J 1 ] n

con 3= j=n
t
s
1
Sea B = :
nxk v
t
s
n

2a. Dar A tal que:

= St = = 1 ”
1
As + As A 0
2 12
AB = ot > A=120 1
"t 0 0 O 1
s L J
1 3 3
2v. Dar A tal que
st [0 1 1
2
t 1
!
AB = : = A= 0 0
s
3
: 0O 0 O 1
t e =
s
kT
2c. Dar A tal que:
i—ésimo renglén de AB = i-ésimo renglén de B, i = j; y

j—ésimo renglén de AB = A(i-ésimo renglén de B)+(j—ésimo renglén de B)
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2d. Sea B =

[ A I
oo™
DN = =

Entonces si queremos transformar a B en otra matriz que deja
invariables los renglones uno y tres, y al segundo le sume un maultiplo

del primero, premultiplicamos con una matriz de la forma

O = O
— O O

En particular, podemos escoger A de manera que:
A[l 2 1] +[201] = [0 * *],
es decir, para que en el primer elemento del segundo renglén sea nulo.
Si escogemos A = -2, entonces

A[121]+[201] =[-2-4-2]+[201] = [0 -4 -1]

AB

1]
_ Q) =
[}

(@ S N
N!Lb—-ﬂ

Méas adelante veremos que necesitaremos efectuar este tipo de

operacién, en el proceso conocido como triangulacién de una matriz.
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CAs0s ESPECIALES DEL PRODUCTO DE MATRICES.
1. Producta de nenglson pon calumna

t t
SeaxeM ,yeM . Entonces xyeM R
(1,n) (n,1) (1,1} ~

O sea, que el producto escalar es un caso particular del

producto de matrices; xty = X"Y.
2. Pnoducta de columna pon nenglon

Sean a € R™, b € R". Entonces el producto ab" ests definido y

abt es una matriz mxn. Este tipo de producto es muy importante.

Observar que:

Es decir, cada rengldn de ab’ es un multiplo de b,
Por otra parte
t— —
ab= a[,B1 Bz...Bn] = [,Gla Bza Bna]

Es decir, cada columna de ab' es un multiplo del vector a.

&jempla.
1 1 0 1
2|[101]=]|2 0 2
3 3 0 3

Por medio de productos de este tipo podemos expresar a cada

matriz como una suma de matrices elementales.
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Denotaremos por € al vector cuyas componentes valen todas

cero, excepto la 1-ésima, cuyo valor es 1:

e=| 1 lugar i

=

Sean e € R™ y eJ e R" JQué forma tendra la matriz elej ?

Realicemos el producto.

[ 0 ] [ 00 iy 1O 0 ]
1 ] - : A
elej=11 [0 .l 0]=100...1...0 1
| 0 | Lirsrii

: t ;

Asi, 816' es la matriz mxn cuyos elementeos todos valen cero, excepto
J

la componente que estd en el renglén i-ésimo y la columna j-ésima,

cuyo valor es 1.
t
Denotaremeos a ele-l por

E eet
ij 17

Expresaremos a continuacién la matriz A, como suma de matrices

elementales de 3 formas distintas:
1. Bacnibinemons a 4 cama celumnaa

Amxn = [alfazl... Ian]
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A= [aIIOI...EO] + [O]azf...|0] + ... F [OIO]...]an]

Ahora
t
[aIIOI...IO] = [laIIOazi...IOan] =ae
[O]azl...IO] = [Oalllazl...IOan] =ae
t
[O[OI...Ian] = [OaIIOaZI...Ilan] = anen
A=ae +ae + +ae

»*

t
Nota: Como a_€ R" y elf € [Rn, ae € M
J J J (m,n)

2. ¥i escnibimas a 4 cama nenglones

_
r
1
rt |
|
A = 2 |
mxn . |
. |
t
r |
L ' |
" t - g - - -
r 0 0
1
t
0]
A= + I‘2 + + g
¢ -
(0] OJ r
L i L L i o
Pero
= t - - - - -
r ¢} 0
t
0 t r t 0 t
=er ; 2 = €T } ver } =er
11 22 . m m
t
0 OJ r
L. J L L i
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-

donde €€ R™, r:e R™ y por lo tanto

. 0

o
. 2n

in

a« 0 ] « ... 0] 0
11 12
A= o + 9 -
00 ..0 ] 0] 0_ 0
0 0..0] 0 i
o 0 o
+ .21 : + 22 +
00..0) 0 .0 |
. 0]
. 0 . 0
Lt . + ) + .,
o 0 ...0 o« ... 0
m1l = m2
=¢ E +a E +...+a E +
11 11 12 12 in 1n
+oa E +aa E +...+a E
21 21 22 22 2n 2n
.+a E +a E + ..+«
ml ml m2 m2 mn mn

donde ele Rm, eJE R"
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Observacion.

Como consecuencia de estas tres consideraciones, podemos
obtener una serie de resultados de acuerdo a nuestros propésitos. Como

una muestra, expresaremos el producto de dos matrices como una suma de

matrices:
Sea A = Ja |a_|... a-
mxn [1I 2| I n]
- t -
s
1
st
B = 2
mxk .
ét
[ s |
x t o t
A=[ae B=zes
L5 L1
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TRANSPOSICION DE MATRICES.

. n
Recordemos que si x € R, entonces al transponer x obtenemos el
*

t n
renglén x € R :
nx1 1xn

*®

R = n n
y que si x € R, entonces su transpuesto es x € R :

—
1xn nxl

Nos proponemos extender el concepto de transposicién de

vectores, al de transposicién de matrices.

Lo mas natural es pensar en la transposicién como la funcién
que transforma los renglones de A en columnas, y las columnas de A en
renglones, si queremos que la operacién sea una generalizacién de la

ya discutida.

DEFINICION.

Sea A € M( )’ Entonces, la matriz transpuesta de A, denotada
m,n

t . ; . .
por A, es la matriz nxm que se obtiene de A intercambiando sus

renglones y columnas:

o o w00 o o ... &

11 12 In 11 21 m1l
o B ew O t o o ... O

A = 21 22 2n| =2 A= 12 22 m2
o TR ¢ ¢ o o« ... O

ml m2 mn In 2n mn

Tenemos entonces tres maneras de determinar la transpuesta de A
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t
a
1
t
i A ={[ala_l...|la ] entonces A= | %
L. 51 R P '
t
a
L ®y
.t -
r
1
rt t
2. 81 A= .2 entonces A=[rllr2|...|rm]
"t
r
L
3. SiA=[<xU], 1=j=mn1=1=m, entonces A= [oc-u]
€jemplon
51
_| € t_
1. x = K = :-c—[k’;'1 EZ, En]
L €,
n
ki
t_ _ |
2.y=[n n, ...n] > ¥ 2
[ 7, |
1 -1
3.A=|2 1 4A‘=[_i?é]
1 3
1 -1
4A=|:_i§‘é:| s At=]2 1
1 3
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t .
Las matrices que cumplen con A'= A 6 A= -A nos seran muy
Utiles posteriormente. Por ésta razén y por su estructura las

clasificamos como sigue.

DEFINICION.

5 i wg . at ’
Sea Anxn. Decimos que A es simétrica si A= A; decimos que A es
e e . -
anti-simétrica si A= -A.

La matriz del ejemplo 5 es simétrica, y la matriz del ejemplo 6

es anti-simétrica.

PROPIEDADES DE LA TRANSPOSICION.

tyt "
1. (A)=A VA
2. (A + B)'= A% B' VA BeM .
(m,n)
3. (Ax)'= x'A" VA ,xeR.
mxn
4, (y'A)'= A'y VA ,yeR™
mxn
5. (AB)'= B'A" VA B .
mxn  nxk
t,,t 3 oI 0 t
6. (A'A)'= A(A)'= A'A VA
Demastnacion:
1. Sea A = [allazl...]an]
Ty
a
1
t at
= A= 2
ét
W
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2.(A + B)'= [2+ b la+bl...

3. Ax

t, 1t t t
4.(yA)=[y a ya, ..

t
y an]

46

= (At) = [allazl...lan] = A

2 (AY) = A
|
la+b]
n n

[ a +b at + b

1 1 1 1

a +b ° al + b

2 2 2 2

a +b tJ at + bt

= n n n -

M at ] BN
1 1
t t

% |+ bz A'+ B
o St
= an J - bn

» (A + B)'= A%+ B*
|
(Ax)t= [rtx r'x ... r x]
1 2
= [x r X rm]
(Ax)t= x A"




5. AB = [Ab |AD_|...|Ab, ]

[ Ab Y
s Bt = AP i

I A.bk N
- (AB)'= B'A"
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MATRICES ESPECIALES
La presencia de elementos ch = 0 en una matriz generalmente

simplifica su andlisis y los célculos en que interviene dicha matriz.

Algunas matrices con determinada distribucién de ceros son tan
importantes que merecen nombres especiales, dependiendo de la forma en

que quede la distribucién de sus elementos.

MATRICES DIAGONALES.

DEFINICION.
Sea D = [S_j] una matriz cuadrada de orden n. D es diagonal si
1
1 _j =48 = 0.
5]

Es decir, D es diagonal cuando todos los elementos fuera de la

diagonal son nulos.

A veces denotaremos a una matriz diagonal por:
D = diag(sl)
donde 61 es el i-ésimo elemento diagonal, & por:
D = diag(al,az,...sn)

¢, Cual es el efecto de multiplicar una matriz A € M | por una
m,n

matriz diagonal?
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Al pre-multiplicar A por una matriz diagonal de orden n, el

1-~ésimo renglén de A se multiplica por 51:

” “ t -
3 1't ( 3.r
1 1 11
<] t _ t
DA = 2 r'2 = 621"2
5rn I‘t 3 I‘t ]
= m - - m m

Al pos-multiplicar A por una matriz diagonal de orden n, la

i-ésima columna de A se multiplica por 6_[:

S
1
S
AD—[allazi...lan] 2. —[61a1182a2i...|6nan]
3
n
€jemploas.
1 0 071 2 o 1 2 0]
0O 2 0 2 4 1 = 4 8 2
|0 0 3]0 6 5 018 15 |
—120-(100 1 4 0]
2 4 1 0O 2 0 = 2 8 3
|0 6 5/]0 0 3 01215 |

En general vamos a tener que DA # AD. Sin embargo, si D1 y D2

son diagonales entonces DlD2 = D2D1

Si D = diag(ai), con 6i = 8 Yi= 1,...,n, entonces DA = AD

VA .
nxn
Ejemploa.
1 0 O 2 0 0 2 0 0 2 0 0 1 0 0
0 2 0 01 0| = 0 2 0]=]1010 0 2 0
c 0 3 0O 0 2 0 0 6 0 0 2 0O 0 3
§ 0 O 1 2 0 8 28 0 1 2 0 § 0 O
0 &8 0 2 4 1 = |28 438 4] = 2 4 1 0 &8 0
0O 0 8 0 6 5 0 68 58 0 6 5 o 0 38
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MATRIZ |IDENTIDAD.

DEFINICION.
La matriz de orden n
In = diag(1,1,...,1)

se llama matriz identidad de orden n.

Generalmente el orden de I estard determinado por el contexto.
n

En tales casos escribiremos simplemente I

Observar que:

T
e
1
_ _ t
In = [ellezl...len] = e2
t
e
L =y,
donde eieﬂ?n 1 =1 =n
PROPIEDAD.

Sea A de mxn. Entonces I A = Al = A
m

Demaatnacién:

1 [t |'rt'

1 1

1 t t-

I A= r = r

m 2 2

1 "4 Tt
r

- m = = m
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AIn= [alrazl...[an] = [allazl...lan]

PERMUTACIONES ELEMENTALES.

DEFINICION 1.

Una matriz P,j de orden n se dice que es una permutacidn
i
elemental, si se obtiene a partir de la identidad intercambiando la

columna 1-ésima con la j-ésima, o sea que es de la forma:

PIJ= [ellezl...lel_liejlehzl...leJ_lleiIejﬂl...Ien]
donde 1 < J.
Es decir
i J
[1 1
.0 .1
P = . .
1) :
l v O
_ 1]

Observese que F‘IJ es tambien la matriz que se obtiene a partir
de la matriz identidad intercambiando el renglén i-ésimo con el
j-ésimo. Podemos, por lo tanto, definir una matriz de permutacién en

funcién de sus renglones.
DEFINICION 2.

Una matriz Pi] de orden n se dice que es una permutacidn

elemental si es de la forma
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i) 1+1

Por ejemplo

z23

O 00O~
O —0O0
o O 0O
— O O O

PROPIEDADES DE LAS PERMUTACIONES ELEMENTALES.

1. P =P
1j ij
2
2. (P, )= 1
Demastnacidn:
-t
e
1
“t
t 1 ej
L. Plj= [ellezl...IeJI...[ell...Ien] = :t = P”
e
i
ét
L &, |
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2. Sea Plj= [elf...]eJI...Iell...[en]

2
> (PU) = Pu[e1l'" IeJl...[elI...Ien]

[Pue1 | P”ezl... IPueJ l... IPUe1 l... IPUen]

= [el...lel...le]...le ] =1
be, fows oy o e Lo I 3
|
La propiedad numero 2, que se puede escribir como
2 . . . .
I tiene wuna interpretacién operativa. Nos esta

P"= P(PI}) =
1) Uty

diciendo que si intercambiamos dos renglones de la matriz identidad y
despues los volvemos a intercambiar, entonces al final tendremos a la
matriz original, la identidad. Esto tambien se puede pensar por
columnas: si intercambiamos dos columnas de la identidad y despues las

volvemos a intercambiar, el efecto sobre la identidad es nulo.

Por ejemplo

1 00 1 0 O 1 00
0 0 1 0 0 1 = 0O 1 O
0 1 0 0O 1 O 0 0 1
2Qué pasa si aplicamos Plj axeR?

- - r -

e fex &1

et_ e'x £
3 X = 4 =
iJ It " :

© 5 Ei

t

e ] | ex | |2 |

Es decir, si P1_| es la permutacién en la que se han
intercambiado el renglén i-ésimo con el j-ésimo, entonces al aplicarla

al vector x, produce el efecto de intercambiar la i-ésima componente

de X con la j-ésima.
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Ejemplo.

e N ol
ol el
QO

¢ Qué pasa al aplicar PiJ a yte R"?

t
ytplj =ylellel..lel..le]

t t t t
[y ell...ly ejl...ly eil...ly en]

[n, 1oLyl ]

O sea que al aplicarla a yt, PU intercambia la i-ésima y la

j-ésima componentes de yt.
&jempla.

[123] = [3 2 1]

— O O
Q=0
o O -

Ahora, sea A una matriz nxk. ; Qué efecto produce sobre A la

premultiplicacién por Pij?

-t - t
e "eA r
1 1 1
. t t
eJ e A r
PA=]|": A = = :
W “t t t
e e A r
i i
t “t
e J e A | r
- n = n =

O sea, que si P]J es la permutacién en la cual esté4n
intercambiados el i-ésimo y el j-ésimo renglén de la identidad,
entonces al premultiplicar A por P.-1 se intercambian el i-ésimo

1

renglén de A con el j-ésimo.
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&jemplo:

3
2
1

— )

1 1
0o 2
1 3

ol o]

1 1 1
0 2 0
0 11

|

—
— O O

|

Analogamente, si pos-multiplicamos PU por A, entonces PU

actia sobre A intercambiando la i-ésima columna de A con la j-ésima.

PU= A [eI[... IeJI... Iell...len]

[Ae,I... 1Ae |... |Ae |... |Ae ]

= [all... [ajl...lail...lan]
&jemplo:
1 1 3 0 0 1 3 1 1
2 0 2 01 o|=1|2 0 2
1 1 1 1 0 0O 1 1 1

MATRICES DE PERMUTACION.

DEFINICION.

Una matriz cuadrada P de orden n, es matriz de permutacién si
sus columnas se obtienen permutando las columnas de la matriz

identidad:

[ioes |

P=Iplpllp = e | ]

€ €
oc(1) o0(2) o(n)

donde o es una permutacién de los elementos del conjunto {1,...,n}.
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PROPIEDADES.

t =
[ e -1
(1)
et
. Si = .. le onces P = o
1S P [ecr(l)lemz)l I4:1‘(11)]’ B . (2)
t
e -1
o
i (n) ]
donde ¢! es la permutacién inversa de o.
i = = [a a ...la
281 P = [e  , leg ;1 le, ] entonces AP = [a_ la  ,l...la; ]
-t =
r-1
(1)
ro-1
PA = o
y v 2)
r -1
| |

MATRICES TRAPEZOIDALES.

DEFINICION.

1. Sea A una matriz mxn. decimos que A es trapezoidal superior
(inferior) sii j= ocij = 0.

2. Si una matriz A es trapezoidal superior (inferior) y ademéas
es cuadrada se dice «que es triangular superior (inferior).
Utilizaremos la letra U para denotar exclusivamente matrices
triangulares superiores y la letra L para triangulares inferiores. La
distincién entre triangulares de un mismo tipo se hard mediante el uso

de subindices.

Las nmatrices trapezoidales superiores tienen una de las

siguientes formas:
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F** * % ]
O¥ *® ¥
* * * % *
B 500 " - ]
00 ..0 DO R
- : 00.. 0% ..*
| 00 ... 00 | ~ (m <n)
(m > n)

* * *

*

OB s

(m =n)

Las matrices trapezoidales inferiores tienen una de las

siguientes formas:

[*0 ...00
TH w00
LoL T *0. 000...0
SR Pt 0000
* ¥ .¥'¥ : :' :
* ¥ -ﬁﬁ * ¥ *00”'0
* w2 * ¥ **00
[ * * s ® ¥ {m < n)
(m > n)
*00...0
XD B
* * *--O
% *
(m =n)

A veces indicaremos una matriz por su forma para referirnos a

ella. Por ejemplo:
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1. Si L es triangular inferior, entonces

L =
Demaninacidn:
11
L=LI = 21
n v @
A A
nl

nz "’

t
A e+ e
nl 1 n2

nn

A

31

2. Si U es triangular superior, entonces

. =
A e +
11 1
t t
A e+ A e
21 1 22 2
t t
e+ A e+ A e
1 32 2 33 3
t t t
e+ ...+ A e
2 n3 3 nn n
£x | ety
e 11 1
! t t
t A e+ A e
e = 21 1 22 2
2 .
) t t t
e A et+A e+...+A e
- n - nl 1 nZz 2 nnono |

U= [“1161 [“1ze1+ 'uzzezl"' l“lne1+ pZnez+ i j'lnnen]
Demastnacidn

#11 12! se IMln

U=[elel..le] 22 ... Fan
1 2 n i 5
i

nn

= e + +
[“1161‘”12 1 PlzzezI !“1ne1 Hon€aot * ’unnen] -

3. El producto de dos matrices triangulares inferiores es triangular

inferior.
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Demastnacidn:

Supongamos que

-t -
%
11 1
121 22 rt
L = - L = 2z
1 .. 2 .
A A LA "t
nl n2 nn I‘J
- n
entonces
( t ] - &
r z
111 1
t t t
A_r+ AT z
LL = 211 2z 2 = 2
1z : ‘
t t t ét
A T+ r+...+A r - n
nl 1 nz 2 nn n |
Si L2 es triangular inferior entonces
t t
r =oa_ e
1 111
t t t
r =a e+ o e
2 211 222
t t, oot t
r_=a_ e+oa e+a e
3 311 322 333
t t t t t
r =a e+a e+a e+ ... +a e
n nl 1 nz 2 n3 3 nn n
por lo tanto
t t t
z =A (xe)=(r a)de
1 11( 11 1) (11 11)1
t t t t
z =2 (xe)+A (e e+ a _e)
2 21 111 22 211 222
t t
= (A, + A _a Je + (A_a e
21 11 22 21”1 22 227 2
t t t
z =A (xe)+r (xe+a e)+
n ni* 11 1 n2z' 211 222
t t t t
+A (e e+a e+a e+ ..+a e)
nn nl 1 nz 2 n3 3 nn n

(A

nl

[+4
11

+ A

o

nz 21

t
* (Annann)en

g

59
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-+
o

Z_ = e

n C11 1

t t
= e + e

Zn §21 1 CZZ 2

t t t t
= e * e e v e

zn Cnl 1 an 2 crm n

Lle es triangular inferior.
: |

4. El producto de dos matrices triangulares superiores es triangular

superior.
Demastnacion:
Supongamos
M Pz L P
U1= 22 _2n U2=[a1|a2| la ]
'unn
Entonces
U2U1 - [“11a1|‘ulza1+ plzzazl”'|“1na1+ By Bgh won “nnan]
= [bllbzl... ibn]

Si A es triangular superior, entonces

a=soag e+o e+ ... +ta e
n In 1 2n 2 nn n

por lo tanto
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b'i: ull(allel) = (“llall)el
- Bllel

b2= }112(0’.1161) = J-'-22(&1261.'- chZBZ)
= ('ulzccll-'- MZZaIZ)EI * (MZZQZZ)GZ

e + <]
BIZ 1 IB’22 2

a
Il

pln(allel) * uZn(a1281+ oc2282) * e

+4 (@ et et e+ .. +a e)
nn® 1In 1 2n 2 n3 3 nn n

(M, @ +p_ o + ... +p o e+

o + ...+ o B F ann
in 11 2n 12 nn In”® 1 (“ H )2

2n 22 nn 2n

+ (g o )en

nn nn

I

g + € * u F e
Bln 1 BZn 2 Bnn n

U2U1 es triangular superior.
|
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MATRICES POR BLOQUES.

Hemos visto que una matriz puede considerarse como un arreglo
de escalares, vectores columna o vectores renglén. Es natural que
ahora nos preguntemos si también es factible ver a una matriz como un
arreglo de submatrices. Veremos que ésto no solamente es posible sino
que ademé&s nos serd de utilidad para construir algoritmos préacticos de

manipulacién con matrices.

Las ideas esenciales surgen de la manipulacién de sistemas de

ecuaciones que pueden manipularse en pequefios subsistemas. Por

ejemplo, supongamos que tenemos el sistema de ecuaciones:

5

1 El+ 1 §2+ 1 EB+ 1 €4= 1

0 §1+ 1 £2+ 1 £3+ 1 E4= 0]

I (D)
0€1+052+1§3+UE4—-1
DEf{-({]gzikl&.a'F154=1J

que se puede escribir como Ax = b, con
E1
1 1 1 1 £ 1
0O 1 1 1 2 0
Asloo o[ * g | 7P| )
0 0 1 1 £ 1
_4_

Si observamos las dos ultimas ecuaciones del sistema, vemos que
forman un sistema de dos ecuaciones en las incégnitas Es y 54, que se
puede resolver independientemente de las otras ecuacines. Una vez
determinado Ea y 64, sustituimos en las otras dos ecuaciones sus
valores para quedarnos nuevamente con dos ecuaciones en las incégnitas
El vy Ez' que resolvemos para tener la solucién del sistema original.
El tratamiento de sistemas con este tipo de estructuras es equivalente
a considerar una matriz como un arreglo de submatrices, como veremos a

continuacién.
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Si del sistema anterior separamos las dos tltimas ecuaciones,

nos quedan dos subsistemas;

1 El+ 1 gz+ 1 $3+ 1 §4= 1

(3)
0 §1+ 1 §2+ 1 §3+ 1 E4= 0
0E+0E&E+1&E+0¢g=1
1 2 3 4
(4)
0 El+ 0 &'2+ 1 E3+ 1 €4= 1
El sistema (3) se puede escribir como
Ax =D
1 1
E1
£ 1
1 11 2
conA=[ ],X= , b= (5)
1 0111 63 1 0
5]
mientras que el sistema (4) se puede expresar como
Ax=5b
2 2
donde
€1
£ 1
0O 010 2
Az_[DOII]’X_ e | % (€)
2 1
= Eq‘ .

Si comparamos (5) y (6) con (2) vemos que esto es equivalente a
separar a la matriz A en dos matrices Al y Az’ en tanto que b se ha
dividido en dos vectores b1 y bz'

A continuacién estudiaremos las operaciones entre matrices en
términos de blogques y como punto de partida trataremos las que

involucran a los vectores.
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DEFINICION.

EI
gz
Sea x = : un vector de orden n.
3 _
E1 r+1
E2 r+2
Sean X = : y ox= ‘ donde 1 = r = n.
El." En
b4
. . 1 ;
Si escribimos X = , entonces decimos que los vectores X y x,
X
2

son vectores 6 particiones de x, y el acto de dividir a un vector en

una forma se llama partir por bloques.

&jempla.
1
0] 1 2
Sea x = 2 .Sl x = X = 1 entonces
1 0 3
3
Xl
X = es una particién de x;
b4
2
1
0
X = >
1
3 u
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Ahora, sea y € R" y sea y = ¥ una particién de Y, tal que
2
y, ¥ % son ambas de orden r. Entonces si u = X + y y u esta partido
1

en forma similar a X y y se puede ver que

Ul = X1+ yl
1.12 = X2+ yZ
ya que
EI T?l g1 + nl
_Er‘ _nr _Er +nr | X-'-yl
X+y=|r -1 + | F = 4| =
.€r+l nr+1 " r+l ¥ nr+1 £t yz
L L gﬂ J_ L L nn i LL gn +nn i
t t yl
Ademds xy = [x xz] =R ¥, R,
y2
&jemplo:
0
1 0 0
[[12][321]} 5 ={12][1] +[321]] 1
0]
1
0

Esto nos hace ver que si X y y estdn divididos por bloques, al
sumar X con y sus particiones se comportan como si fueran escalares.
Las particiones de x y y exhiben este mismo comportamiento cuando

formamos el producto punto de x y y .

También se puede dividir a un vector en mas de dos vectores, y
en algunas aplicaciones mas sofisticadas se utiliza. Sin embargo, el
objeto de la particién por bloque es la simplificacién, mientras menos

dividamos a un vector, tanto mejor.
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Consideremos ahora la particién de matrices.

Sea A = [ocU] € M(m'n) y sean

A = ;i : la matriz de los primeros s
T renglones de A.

o e O
s+1,1 s+1,2 s+1,n

A = . . : l1=s=m

los Gltimos m-s renglones de A.

Entonces podemos escribir

A

A= —Al y decimos que A1 y A2 son submatrices 6 bloques de A.

2

Cuando sea necesario, indicaremos las dimensiones de A de la

siguiente manera:

Es decir, A esta dividida en dos blogues:
A1 de dimensién sxn

v A2 de dimensién (m - s)xn

A1 s B1 s
Sean A= |—[ yB=|—

A m-s B m-s

2 2

n n
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A+ B
1 1

A+ B
2 2

entonces A + B =

Aqui vemos otra vez que los bloques se comportan como si fueran

escalares.

Ahora, sea X € R" y A dividida por bloques;

El producto Ax, s€ puede expresar €n términos de los bloques de

A como

A1 Aix
AX = |—|X =
A A x
2 2
* A
Si yt’e R™ y queremos expresar el producto ytA con A = — 8
A

i ;s t o
se requerira dividir a y de la siguiente manera.

t t t
y=1[y 15,1
S

s m-

entonces

Es decir, al multiplicar un renglén por una matriz por blogues,

los subrenglones y las submatrices se comportan CcOMO elementos

escalares. 3

Un ejemplo de matriz por bloques seria
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% e
* %
* % *
T=|L .
[ % * * 7
*® ¥ *
* * #*
LL Jd

También podriames dividir a A por medio de las submatrices

11 12" Tir
A = . . : matriz con las primeras
) ) ) r columnas de A.

o o w06
~ ml m2 mr

o o vee O
1,r+1 1,r+2 1n
A = g : ; tltimas n - r columnas
2 . ; i
e A
o o cue 0
~ m,r+l m,r+2 mn
donde 1 = r = n.
En este caso escribimos
A=TA|A]lm
[A 1A,]
r n-r
Si pensamos en el sistema Ax = b, esta particién de A es

equivalente a separar a la incégnita x, en subgrupos.
Para multiplicar A por x € R" tenemos por lo tanto que partir

al vector x en
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Entonces

Si yte R™ , entonces la multiplicacién por yt estd dada por

YA 1A] = [y'A 17 ]

El caso més general que nos interesa es cuando A esta dividida

en cuatro bloques:

[ o a o « o i
11 12 lr 1,r+1 1,542 in
o o o 24
sl s2 sr s,r+1 s,r+2 sn
A=
[0 4 e o o
s+1,1 s+1,2 s+2,r s+1,r+l s+2,r+2 s+1,n
[+ 4 oL we GL (24 o o
ml m2 mn m,r+l m,r+2 mn
A A s
_ 11 12
A A m-s
21 22
r n-r
Entonces
X r
T 1
l. 8 % =
X n-r
2
X A X+ A x
1 111 12
2> AX = =
X A x+ A x
2 21 1 22
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t t t t
ylA 1 2+ YZAZZ:[

3.Finalmente, si A y B son dos matrices divididas por bloques
adecuadamente, podemos operar con sus bloques como si fueran
escalares:
A11 AIZ ® Bn B]‘.Z )
Si A = ank=
mxn
A m-s B n-r
21 22 21 22
- n-r k k-t
entonces
AuBu Alz 11} 11 11 12Bi1 s
AB =
' B m-s
21 21 22 21 21 21 22 21
t k-t
DEFINICION.

Decimos que un conjunto de matrices estd dividido conformemente

con respecto a una operacion si las operaciones a realizar entre los

bloques correspondientes estdn definidas.

Estas matrices estan divididas

* * * * * #*

i % x "% ¥ » conformemente con respectoa la

* * * * * * * suma.

* ox * * oo * (mé&s no c.r.a. multiplicacién).
Las siguientes rmatrices estdn divididas conformemente con

respecto a la multiplicacién pero no con respecto a la suma.
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* %* * * € * *
* % =
¥* * E 3 * * * *
* #* * * * I * * * * #*
PROPIEDAD.
A11 A12 = t r
Si A= entonces A=
A A m-s n-r
21 22
r n-r s m=s
Demastnacion:
A |07 s 0 | A 0 { 07 s o| o
11 12
A= + + +
0 0 m-s 0 | 0 A | 0 m-s 0
21 22
r n-r r n-r r n-r r n-r
A1 071« o] o o] A*7 - ol o
t 11 21
A= + - + T
o | ofnr |A°|oO 0|0 | nr 0| A
12 22
s m=s8 S m-s s m-s s m-s

Por medio del siguiente problema haremos ver la utilidad de las
matrices como herramienta para resolver ciertos problemas. En los
capitulos que siguen presentamos la teoria que nos permitira
establecer las condiciones bajo las cuales se pueden aplicar los

procedimientos que aqui se presentan.
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TRIANGULACION DE MATRICES.

PROBLEMA:

Dada una matriz A encontrar una matriz L tal que
nxn nxn

donde L no debe ser trivial, es decir, no debe tener renglones con
puros ceros. Como el producto se hace a la izquierda de A, este
problema es equivalente a determinar combinaciones de los renglones de
A, que sean los renglones de U.

Podriamos resolver el problema de llevar a una matriz a la

forma triangular por pasos:

En el primer paso nuestro objetivo seria encontrar una matriz
I_.1 tal que deje inveriante el primer renglén de A y anule la primera
compecnente de los renglones restantes, es decir el resultado del

producto L1A debe tener la forma

* ok K *
O*#_*
LA=f0 * % % |4
1 . 1
0 * * %

En el segundo paso buscariames una matriz L2 tal que deje
invariantes los dos primeros renglones de A1 y anule la segunda

componente de los restantes

* % % *
O** *
LA = 0 0 * * = A
1 3 « 2
Oc‘)* *
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En general, en el k-ésimo paso buscariamos una matriz I_.k

tal que

"* * * ¥ #* 7
#* *  *
LkAk1= 0 0..%* * * =Ak
: O 0. O * *
|0 0...0 O..*|

Al terminar el paso n - 1, el proceso acaba, con A ) una matriz
b

triangular superior, que por lo tanto, denotaremos como U. Asi,

tenemos que

LA=A

1 1

LA =A

21 2

LA =A =1U
k-1 k

Si sustituimos Al en la segunda ecuacién, A2 en la tercera y

asi sucesivamente, hasta el paso n-1, obtenemos

(L_L oLL)A=U

n-1 n

y si L = Ln*1Ln—2"'LzL1 tenemos resuelto el problema de determinar L

tal que
LA=1U

Analicemos ahora el procedimiento anterior, en términos de

matrices por bloques.
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En el primer paso tenemos

1 * * * * * * 1
0 * *
A= LA = 4 = —
1 1 . 0 A1 n-1
n-1 0 % %
1 n-1 1 n=1

En el segundo paso, para multiplicar L2 por A1 dividimos a L2

por bloques

L=
2
n-1
Por tanto
" % N i F * * ¥ #* ] 1
! Lu‘ L:z
O *
Az_ L2A1 - — - 0 0 *
0 A . A n-1
n-1 L 1 .
21 22 n-1 .
0 0 * . *J
1 n-1 1 n-1 -
1 n-1

Como queremos que el primer renglén de Al no se altere, nos

conviene poner L. =1 y L = 0 o L queda forzado a ser
11 1 12 1x(n-1) 21
L21 = O(n _p ya que el primer renglén no interviene en esta etapa.

Si llamamos a L22 = L2 entonces
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1 I ‘ 0]
1
LZA1 = _ = —
o i 0] A1 0] L2A1
n-1 2 n-1 n-1
1 n-1 1 n-1 1 n-1

De aqui vemos que Ez debe ser tal que

*  x * * * * 1
0 * *
'I:2K1= 0 * * * | p1 =
i ow 0 A1
0 * * * n-1
n-1 1 n-1

Es decir, para determinar Lz tenemos que resolver otra vez el
problema de hacer ceros abajo de un elemento como en el primer paso,

pero en este caso las matrices con las que estamos trabajando son de

una dimensién menor.

Veremos ahora qué forma tiene la matriz Ls'

2 L L

Cea LB - 11 12
n-2 L L

21 22

Z n=-2

Por lo tanto

2 ( I"11 L1z 2 \]L_l
* ¥ -
L3 - = 0 E 3
n-2 L 0 A n-2 0 :
21 22 ) ..
i Il I o *
2 n-2 2 n-2 2
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Para que los dos primeros renglones de A2 no se modifiquen
i 0s qu = ue L_=0 .
necesitamos que I_.11 I2 ¥y q o el

Ademas, L estd forzado a ser O para que el primer
21 (n-2)x2

renglén y el segundo no intervengan en este paso.

donde
* * ¥ *
O * ¥ *
E K = o * * * n-2
32 . .
A
n-2
En general, en el k-ésimo paso Lk es de la forma
L =
k
y tal que
. .
\} k
LA = = A
k k-1 B k
0 A n-k
-
i k n-k
* * * 3%* * * 1
_— _ 0 * ¥ _
Lide = | ¢ ]l 0 Xk n-k
O E 3 *
1 n-k
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Hemos visto que el problema de encontrar una matriz L tal que

LA = [<J] se reduce a encontrar matrices Lk tal que

* *1-1
0 X o ¥
LA =|0 * *..*
k k-1 é .
0 ; * *

donde qu es una matriz de orden n-(k-1), y la Ek que buscamos

también lo es.

Una vez determinadas las matrices Lk construimos

y la L que buscames serd L =L L _...L L y tendremos
n-1 n-2 21

Nos queda ahora el siguiente
PROBLEMA:

Dada una matriz A encontrar una matriz L tal que
mxn mxim

* x ¥ *
0 * *
LA = (6 ¥
0 * x *
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- —t
s
1
—t
i B
Sea L = .
—t
S
m
L =k
—t —t —t
Encontraremos s,s_,...,s tal que
1 2 m
* ¥* #* *
0 * *
LA=]|0 * ..
O #* * *
Tenemos que
- =t - -t = - —t -
s s A [T
1 1 1
—t —t — —t
_ s2 & A rz
L A= ; A= ; =L
—t —t = =t
s | s A r
H m - m e s m -
Ahora
—t— = —t = —t - -t
sA=2 + A
1 1171 12 2 Im m
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Para el segundo renglén tenemos

sA=A_r
2 21 1 22" 2
_t -_— — —_
ahora, r=[e o ..a ]
1 11 127" "1n
_t —_— —
= [ o__. ]
2 21 22 Zn
. _t o _— [ — — —
r=[A o A & _ ...A_
21 1 12 11 21 12 21 In
" _t o -_— pa— e -— -
Ar=[A__a A _a .. @
22 2 22 21 22 22 22 2n
AT +A T=[A a +A__a ..
211 22 2 2111 22 21

De aqui vemos que si podemos hacer

Ao + A =
21 11 22 21

entonces podemos hacer

e o o o ok
s A=2A__r
2 121 22 2
tomando
12~ “13 1m
En efecto, podemos escoger XZly Xzz
tales que
A x +A =
2111 ‘22 21
ya que
Ao =-2A «
21 11 22 21

y si E11¢ 0 entonces

A21= B Azz(az/ au)

]
—

Escojamos A
22
L OO S
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sst = A A ]
21 22 2m

[- (&, /&) 10..0]

wn
]

similarmente se puede ver que

s. = [- (E:n/ E“) 0 I 0]

s = [- (Eml/ E“)_ 0 0...1]

Por lo tanto la matriz E es de la forma

[ 1 (N |
E — - (EZI/ %11) 1
- (txal/ «) O 1
| -( /a) 0O 0 .. 1 ]

Observar que L es una matriz triangular inferior.
Como se puede ver, el procedimiento es valido si E“ # 0. Mas

adelante veremos como proceder si no se cumple esta condicién.

Ejemplo:

Llevar a la forma triangular a la matriz

0 2 -1
A=|3 0 -3
4 5 -4
4 5 -4 1 0 0
P13A= 3 0 -3 |; §1= - 1 0
; 0 2 -1 0 0 1 |
. 4 5 -4
B1P13A = 0 -15s4 0
0O 0 1
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Analicemos ahora con cuidado la estructura de las matrices

L cowglen s
1 n-1

Por lo que acabamos de ver, fl es de la forma.

1 0
_ A21 1
L=l 2 0o 1 0
31
A 0 O 1]
= nl
donde
Ai1= - (au/ ocn) i=2,...,0

Resulta entonces que la matriz L1 difiere de la identidad sélo

en la primera columna y ?Ln se escoge para que el producto nos dé:

[ o o ol ]
* ox B L 112" Tin
0] ; % 0 al al
LA-= o * . F )l = A= 22" T2n
1 : 1 P
| 1
0 * * * 0 o ... «
- n2 nn -

L —
2

1 1 al .
( 22 23 2n ¥ ¥ % *
1 1 1 0 % = *

— o o
donde L2= 32 33 3n = 0O * = *
1 1 1 :

[ S S} o * * *

- nZ n3 nn -~
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por lo tanto Ez es de la forma

S )
-_— 32 1
L=| 2 o 1
42
A 0 O 1
L nz -t

1 1
A= = (atiz/ o) 1 =3,..,n

que al sustituir en L2 nos queda

1 0 0 0
0 1 0 0
0O x 1 0 0
_— 32 :
2 0O A 0 1 0
42
O A 0 O 1
- nz e

Ahora la matriz L2 difiere de la identidad en la segunda

columna para que el producto haga cero la segunda componente.

F w? o o2 2
F o % % . 11 12 13 1n
) 2
0] o
* ¥ * 22 23 2n
3 * 2 2
L A= 0O O = A = 0 0 « e @
271 2 33 3n
; 2 2
0 0 * * 0 0 o ..«
2 = = n3 nn -

Para el tercer paso
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con

2 2 2
R 4
33 34 3n
2 2 2
e 4 o L
43 .44 . 4n
2 2 2
ol o o
n3 n4 nn

Por lo tanto Ea es de la forma

[ 1 0
- 43
La_ A0
53
- n3
1 0 O
0 1 0
0 0
O 0 2
43
0O 0 A
53
0 0 A
k= n3

o O ©

[

= O O O O

D

*

Nuevamente L3 difiere de I en la tercera columna.

En general, en el k-ésimo paso vamos a tener

k-1
1 O
k+1,k
0 A
k+2,k
A 0
nk
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Por lo tanto tenemos

L
n-1 n-2 1

donde cada una de las L’s es una matriz triangular inferior que

difieren de la identidad en una sola columna.

El resultado anterior se puede expresar adecuadamente para
obtener uno de los resultados mé&s importantes de la teoria de matrices
conocido como la factorizacién A = LU de la matriz A. Este se obtiene
si notamos que cada una de las operaciones efectuada por cada matriz
L1 se puede invertir, es decir, podemos encontrar una LII tal que su
efecto sea el de deshacer el efectdo de L1'

Empecemos por Ll:

Como

4 | i rt ]

t ! t

21 1 A21r1 r‘2

L1= 0 1 = t = Al

31 r T

311 3
| ?\nl 0 0 1 i " rtJ

L “hl 1

si quisieramos de Al recuperar A, lo Unico que tenemos gue hacer es:

1) Restar al 2° renglén de AI 121 veces el primer renglén de A1'

2) Restar al 3errenglén de A1 131 veces el primer renglén de Al.
n-1) Restar al n-ésimo renglén de A1 Anl veces el primer renglén de A1

Regresando nuevamente al producto L1A’ vemos que las entradas
?Lu de L1' son los multiplos de r: que se suma a los demds renglones
para obtener Al. Podemos concluir, por tanto, que L;l debe tener la
misma forma que L1’ solo que cambiando los signos de AZI';\(H"”’ADI'

es decir:
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[ 1 |
=] —AZII
L1= -2 0 1
31
A0 0 1]
= nl

Podemos confirmar lo anterior si observamos que

[ 1 ] ( 1
-1 —AZI 1 AZI
LE=la a 1 A 0 1
31 31
-A 0 O 1 A 0 O
- nl - = nl
[ 1 0 ]
A + A 1
_ 21 43
Tl -A o+ A 0 1
31 53
A+ A 0 0 1
= nl n3 =
1 0 O ]
1
= o 1. =1
i n
| 0 0 0 1]

y por lo tanto

= -1 -1
L/A=L (LA =(CL)A=1A=4

que es lo que queriamos.
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Similarmente obtenemos que si

[ 1 1
6] 0 1
- 0] Asz 1 L'l o - ™
2 0 » 0 1 2 0 —A42 0]
0 A o 0 1 0 -2 (0] 6] 1
- n2 - ~ n2 =
[ 1 1 ™ § 1
0] 0
0 1 . 0 1
- ' -1
L=1o P 1 ’ La 0 - 1
43 43
0] 0 A 0] 1 o 0 -2a 0 1
- n3 - - n3 &
etcétera...
(1 1 [ 1 1
0
0 1 . o 0 1
L = i L_ = “
n-1 n-1
1 0 O 1
0 wax A 1 0 0 0 ... -A 1
= n,n-1 -~ = n,n-1 =~
Como acabamos de ver, para cada Ll existe una matriz L;l
tal que
LL=1 1 =1,2,...,n-1
L | n

Por lo tanto, multiplicando sucesivamente por
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Pl 30 el B s Lk

n-1 n-1 n-z 1 n n-2 1 n-1

-1 _ 2
(Ln—ZLn—Z) n-3 LIA B In Ln—3 LIA Ln—2 Ln—IU

(L;‘LI)A=IHA=L L e B4 L7 O

nos queda

Como cada una de las matrices Li es triangular inferior,

-1 . -1 ; ; :
L , €8 triangular inferior.

-1 . -1
tenemos que L " L ... L
1 2 n-2 n-

Por lo tanto a la matriz A la podemos factorizar como A = LU

donde L es triangular inferior y U triangular superior.

En la préctica, la factorizacién
A=1L1LU

de una matriz A, presenta algunos problemas cuando se utiliza en la
solucién de sistemas, en especial cuando alguna de las « ~se anula o
tiene un valor peque~o comparado con los de la misma columna. Esta
situaciéon ha planteado la necesidad de buscar alguna variante de ésta
factorizacién que evite los problemas en que puede incurrir. El

resultado de esta busqueda se conoce como la factorizacién

donde P es una matriz de permutacién que resulta del intercambio de

algunos renglones durante el proceso.

Para terminar este capitulo, mencionaremos que el uso eficiente
de las computadoras en la resolucién de sistemas de ecuaciones, ha
planteado tal necesidad de buscar factorizaciones adecuadas al
problema y a la estructura de la matriz del sistema, que actualmente

va se han desarrollado varios tipos més, como la Factorizacién de

Cholesky, Factorizacién QR.
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