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Introduccion

El conocimento y dominio del cdlculo diferencial e integral por el estudiante de ciencias es,
sin lugar a dudas, fundamental para la formacién del mismo, pues a través del rigor, el
necesario desarrollo de la intuicién y la dedicacién que el estudio del cdlculo exige, se dan
las bases para una buena preparacién hacia el infinito mundo de las matemadticas. Citando
a Michael Spivak, el Cdlculo no sélamente es el preludio de las matemadticas, sino el primer
encuentro real con las mismas. Aunque en algunos textos se nos presenta al cdlculo como
una coleccién de materias por su inevitable contacto con la geometria analitica y el dlgebra,
es posible ver al cdlculo como una bella evolucién de una idea: la de funcién.

El objetivo de este trabajo, es el de presentar la prueba rigurosa y formal de algunos
teoremas de cdlculo de varias variables, tanto diferencial como integral, los cuales, ya sea por
su complejidad, y en algunos casos por su extension, resulta poco préctico realizar dentro
del curso de cdlculo correspondiente. Las ideas para la demostracién de algunos de estos
teoremas estdn tomadas del libro Advanced Calculus de Hans Sagan. Concretamente se
generaliza y corrige la prueba del teorema de Lebesgue para funciones Riemann integrables
realizada por dicho texto, llevando el teorema del caso en R al caso en R™. También los
lineamientos para la prueba del teorema de cambio de variable son tomados de este libro,
siendo en esta parte donde mds correcciones se realizaron. Las correcciones a estas pruebas,
fueron desarrolladas por el autor del presente trabajo.

Al ser éste un trabajo que pretende ser un complemento a los cursos de cdlculo de varias
variables, se espera que el lector tenga conocimientos de los temas que se suelen estudiar
en estos cursos; se espera que se domine el concepto de funcién continua y funcién dife-
renciable asf como los conceptos de infimo y supremo de un conjunto acotado; también es
indispensable un manejo basico de la topologia euclideana de R" ya que conceptos como los
de conjuntos abiertos, cerrados, conexos y compactos son utilizados con mucha frecuencia.
Asimismo, se requiere que el lector tenga conocimientos de lo que usualmente se estudia
en un primer curso de dlgebra lineal, especifiamente, que conozca las nociones de espacio
vectorial y transformaciones lineales.

Es importante destacar que las pruebas aqui presentadas tratan, en la medida de lo
posible, de mantenerse dentro del campo del cdlculo o, en otras palabras, tratan de no
escaparse del nivel de conocimientos que tiene un estudiante de cédlculo en varias variables.

Este trabajo consta de cuatro capftulos y cada uno estd dividido en secciones. Conforme
se avance en la lectura, posiblemente sea necesario regresar de un capitulo a otro, debido a
que en cada capitulo subsecuente se va haciendo referencia a alguna herramienta desarrollada
en uno previo.

En el capitulo uno, se demuestran el teorema de la funcién inversa asi como el teore-



ma de la funcién implicita; para ello se trabaja con transformaciones lineales y se da una
caracterizacién de las funciones de clase C*.

En el capitulo dos, se demuestra el teorema de Lebesgue, que da condiciones necesarias
y suficientes para que una funcién acotada sea Riemann integrable, previamente se repasa
el concepto de integral de Riemann y todo lo relacionado con ella. Se habla un poco de
rectdngulos y se analizan algunas de sus propiedades con la intencién de estudiar el concepto
de conjunto con medida de Lebesgue cero.

En el capitulo tres, no se realiza la prueba de algin teorema importante en especifico.
Aqui se da una rapida revision de la medida de Jordan y la integracién de funciones sobre
conjuntos Jordan medibles. El objetivo de este capitulo es brindar algunas herramientas
necesarias en el capitulo siguiente, pero también el de analizar la relacién que existe entre los
conjuntos con medida de Lebesgue cero y los conjuntos con medida de Jordan cero; mds atin,
en la mayorfa de los resultados demostrados en este capitulo, se procura utilizar el teorema
de Lebesgue tratando de exhibir lo mucho que simplifica el trabajo el uso del concepto de
medida de Lebesgue cero.

Finalmente, en el capitulo cuatro se da una prueba, con mucho cuidado, del teorema
de cambio de variable. Su prueba es la mds extensa de todos los teoremas expuestos, y de
alguna manera unifica todo el trabajo previo, pues en su demostracion estan aplicadas todas
las herramientas desarrolladas a lo largo de la tesis.

Como es natural en los textos de matematicas, cada lema, proposicién, teorema, y de-
mds resultados, estdn numerados para lograr una rédpida referencia cuando sea necesario,
y Unicamente en el iiltimo capitulo se ha tenido la necesidad de numerar también algunas
ecuaciones en aquellos resultados cuya prueba resulta bastante técnica, para asi facilitar su
lectura.



Capitulo 1

Teorema de la funcidn inversa

En este capitulo se dard una prueba con mucho detalle del teorema de la funcién inversa
en varias variables. Para ello iniciaremos con algunos resultados de dlgebra lineal, mismos
que nos serdan de gran utilidad a lo largo de este trabajo. Especificamente hablaremos de
transformaciones lineales en espacios vectoriales normados, y en particular daremos una
norma al espacio vectorial de las transformaciones lineales de R™ en R™.

1.1 El espacio £(n,m)

En esta seccidén, nuestro objetivo principal es proveer de una norma al espacio de las transfor-
maciones lineales de R™ en R™, que denotaremos por £ (n, m); antes demostraremos algunas
propiedades de las tranformaciones lineales.

Comencemos con un poco de notacién para las normas. Recordemos que la norma eu-
clideana en R™ estd definida como |Z]| = /23 +---+z2 si & = (z1,...,%,) y ésta serd
la notacién, es decir, la doble barra. Cuando estemos trabajando con una norma en algtin
espacio vectorial, no necesariamente R™, la notacién que se usard serd tambien la doble ba-
rra pero agregaremos un subindice particular a la doble barra; por ejemplo la norma caja
|||, = max {|z4], ..., |z»|} en donde |z;| denota simplemente al valor absoluto para ntimeros
reales. De momento con estas notaciones serd suficiente para poder iniciar nuestra labor.

~ Ya que hemos tocado a la norma euclideana, mencionemos (sin demostrar) algunas pro-
piedades que cumple esta norma:

i) |z < 2 para toda j = 1,...,n
i) 2] < |z -+ [z
iii) |2l < vmax {|ai] .. [oal}

i) |2 -9 < ||2[ 7]

esta tltima propiedad, como todos sabemos, es conocida como la desigualdad de Cauchy-

Schwarz.

Una vez establecido esto demos paso a nuestra primera proposicién que nos obsequiard
una 1til relacion entre el valor de un vector en R™ bajo una transformacién lineal y el
vector mismo concluyendo de paso la continuidad uniforme de cualquier transformacién

lineal R™ L R™.



1.1. El espacio £ (n,m) Capitulo 1. Teorema de la funcién inversa

Proposicién 1.1 5i L : R* — R™ es una transformacion lineal entonces existe k positivo
tal que || L (2)|| < k||Z|| para toda & € R™.

Dem. Consideremos la base candnica para R", é; para j = 1,...,n, es decir, si £ =
(zy, ...,z,), entonces £ = x1é; + - - - + Z,&,. De la linealidad de L se sigue que
L@ = llzL(é1) + -+ zal (@) < || [|IL (E)]| + -« + |zl [|L (€]

< (1L @)+ -+ L @)D N1l

va que |z;| < ||Z[|; salvo que L sea la transformacién cero (en cuyo caso podemos tomar

cualquier k € R, k > 0), k= (||L (é&1)|| + -+ - + || L (é,)]|) > O satisface la propiedad deseada.
]

Corolario 1.1 8i L : R® — R™ es una transformacion lineal entonces L es uniformemente

continua en R™.

Dem. Por la proposicién anterior existe & > 0 tal que || L (z)|| < k||Z|| para toda £ € R™
de manera que

IL(2) = L@l = [IL(@ - ) < k[Z -7l
y como este ltimo término puede hacerse tan pequeiio como se quiera, concluimos la con-
tinuidad uniforme de L. [ |

Para el caso en el que la transformacién lineal L : R® — R™ es inyectiva, se tiene una
relacién inversa a la de la proposicién 1.1

Lema 1.1 Sea L : R* — R" una transformacion lineal. L es uno a uno st y sélo si existe
un nimero real positivo m tal que para toda & en R™ ||L (£)|| = m ||Z]|.

Dem. Supongamos primero que L no es uno a uno, es decir, existe Zg # 0 tal que
L (%9) = 0, pero entonces para cualquier m > 0 se tiene que 0 = || (&0)|| < m||Z0].
Supongamos ahora que L : R* — R™ es uno a uno, entonces la funcion inversa de L es
una transformacién lineal, L=! : R — R", de manera que por la proposicién 1.1 sabemos
que existe k > 0 tal que |[L71(§)|| < k|9 para toda § € R™; tomemos m = + > 0y

entonces para toda £ € R™
m||&]| = m|[L7 (L (2))]| < mk|L(@)] = L @)
|

Fl lema anterior también es valido cuando L : R™ — R™, con n < m; y aunque pudimos
plantear el lema anterior de esta manera, no lo hicimos porque no nos hace falta para los
objetivos que se tienen planteados. Ahora bien, es necesario que n < m para poder hablar
de inyectividad; pues como ya sabemos, si la dimensién del domino de una trasformacién
lineal es mayor que la dimensién del codominio entonces la transformacién lineal no puede

ser inyectiva.



1.1. El espacio £ (n,m) Capitulo 1. Teorema de la funcion inversa

Definicién 1.1 Sea
£(nm)={L:R*"—=R™| L es lineal }
es decir, £(n,m) es el conjunto de las transformaciones lineales de R™ en R™, que junto

con la suma y la multiplicacion por escalares usuales en las funciones, podemos decir que
£ (n,m) es un espacio vectorial.

Para ahorrarnos un poco de notacién, cuando se trate de transformaciones lineales de R™

en R™ denotaremos simplemente £ = £ (n,n).
Gracias a la proposicién 1.1 sabemos que si L : R* — R™ es una transformacién lineal

entonces el conjunto
Ep={k>0]| |[L(&)] <k|2]| VieR"}

es no vacio, y claramente acotado inferiormente por cero, de modo que existe el infimo de
estas constantes, con lo que nuestra siguiente definicién queda bien justificada.

Definicién 1.2 Sea ||| gy ¢ £ (n,m) — R definida como
1L1] £ my = inf B

Una vez mds, para simplificar las cosas denotaremos ||L|| , cuando estemos trabajando
con transformaciones de R” en R™.

El miimero definido arriba es muy importante, pues dota de una norma al espacio £ (n,m);
ademds tiene sentido que siendo el infimo de las constantes k > 0 para las cuales se cumple
que ||L(2)[| < k||#|| para toda & € R" entonces ||L| ) sea una constante que conserva
esta propiedad, como lo demostraremos a continuacion.

Proposicién 1.2 Si L € £ (n,m) entonces para toda & € R"
1L (@) < LA ggrmy 121
Dem. Sea L € £ (n,m), supongamos que existe &y € R™ tal que
L] £ my 1Z0ll < [|Z (£0)
entonces Ty no puede ser el vector cero, de modo que
1
Ll nymy < 1o I1Z ()]
£ o]
De la definicién de || L[ ¢, ) Se sigue que existe k € Ep, tal que
1
k< | L (&)
1ol
es, decir, por una parte se debe tener que k ||Zg|| < ||L (Z0)]| y por otra que ||L ()| < & ||Z]
para toda £ € R™ lo cual no puede ser. Por lo tanto

1L @) < 1] g 121
para toda Z € R". [ |

Una consecuencia importante de este resultado es el hecho de que el ndmero [|L| z(, .
es, en efecto, una norma para €l espacio £ (n, m).
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1.1. El espacio £ (n,m) Capitulo 1. Teorema de la funcion inversa

Teorema 1.1 Il e(rmy © £ (nym) — R es una norma para £ (n,m).

Dem. Para que ||-H£(n il | £ (n,m) — R sea una norma para £ (n,m), debe cumplir tres

condiciones: X
VL € £ (n,m), |Lll gy = O Y 1Ll gnmy = 0 51y sélo si L () =0vE € R™.
2)VAeR

IALN £(rmy = AL £

34, Ly € £ (n,m)
”Ll + Lzll,ﬂ(n,m) < “L1|I.€(ﬂ,m) F HLQHI,'(TL,m)

Por definicién queda claro que para toda L € £ (n,m), [|L| g, ., = 0 asf como también
es claro que si L (#) = 0 para toda # € R™ entonces L] £(nmy = 0; supongamos ahora que
L € £(n,m) no es la transformacién cero, es decir, existe o € R” tal que L (o) # 0, y

£

supongamos que || L|| £(nm) = 0. Entonces para cualquier £ > 0, existe k € Ey, con k < T

de donde ||L (d0)|| < k||#0|| < &, pero eso implica que || ()| = 0 y por tanto L (&) =0
contradiciendo la propiedad de 2o, de modo que L], ) > 0 finalizando asf la prueba de
1).

Para probar 2) sea A € R, si A = 0 la igualdad es trivial, as{ que supongamos A # 0; si
k € E,, entonces ||[AL (z)|| < k||2|| para toda & € R™ de donde

1L @) < 7 121

para toda & € R, es decir, que & € Ey y por lo tanto
A
k
”L”.S(n,m) ot W

0 lo que es lo mismo |A| [|[L|| z,my < &, y como esto ocurre para toda k € Ey, se tiene que
I)‘l “L“,E(n,m) S H’\LH.{,’(n,m)
Reciprocamente si k € E;, entonces para toda £ € R”
IALIL @) < [Al & |2]

es decir,
(AL (@) < [A & ||2]

de manera que |A| k € Eyp y por lo tanto [|AL[ 4, .y < [A| k 0 equivalentemente

1
By IALN g my < Ko

y esto Yk € E}, de forma que

i

o ALl £y < NN 2n,my



1.2. Bl Teorema de la funcidn inversa Capttulo 1. Teorema de la funcion inversa

6 “')\LH.E(n,m) < ‘/\| HLllf(n,m) y por lo tanto H)\LH.ﬁ{n,m) = |A| HLH£(n,m)
Finalmente para probar 3) sean L;, Ly € £ (n,m); dado Z € R™, por la proposicién 1.1

s+ ) @ < 12 @+ 122 @< (1l ey + 1Z g ) 121

es decir,
“Lle(n,m) + “LQH.ﬁ‘{n,m) € EL1+L2

y por lo tanto
HLl + LQ“.{,‘(n,m) e ||L1H.£‘(n,m) + |‘L2”£(n,m.)
|
Ya que tenemos que ||| g,y 1 £ (7 m) — R es una norma para el espacio £ (n,m), vale
la pena recordar una propiedad 1itil que se desprende de la desigualdad del tridngulo.

Corolario 1.2 Para cualesquiera Ly, Ly € £ (n,m),

110l £nmy = 1L2ll £gnmy| < I = Lol £gnmy

Su prueba como se menciond, es inmediata de la desigualdad del tridngulo.

1.2 El Teorema de la funcién inversa

En esta seccidn se desarrollardn con cuidado, las herramientas suficientes para dar una prueba
del teorema de la funcién inversa. Una vez que hayamos demostrado el teorema de la funcién
inversa, podremos concluir, como un corolario, el teorema de la funcién implicita.

A fin de evitar confusiones futuras, pongdmonos un poco de acuerdo con la notacién que
usaremos para las derivadas; si g : {2 C R™ — R™, con {2 un conjunto abierto, es diferenciable
én Zg, denotaremos a la diferencial de g en Zy como Dg (Zg). Es decir, Dg (&) representa
a.la transformacion lineal que mds aproxima a g cerca Zo, y denotaremos por g’ (Zg) a la
derivada de g en & o también conocida como la matriz Jacobiana de g en &g, que no es otra
cosa mas que la matriz asociada a la transformacién Dg (Zo) (respecto a la base canénica).
En oftras palabras lo que estamos diciendo es que, si g : 2 C R® — R™ es diferenciable
en iy entonces para toda § € R™ Dg (Zo) (§) = ¢’ (&) . As{ mismo para el determinante
Jacobiano de una funcién g (o simplemente Jacobiano de g) usaremos la notacién J,, es
decir, J, (z) = det ¢’ ().

Ya que se ha demostrado que ||| 4, ) €8 una norma para £ (n,m), este espacio se con-
vierte (al igual que R™) en un espacio métrico y tiene una topologia definida similarmente
a la que se define en R™ con la norma euclideana, y nos permite pensar en conceptos como
continuidad de funciones definidas en £ (n,m). No profundizaremos mucho en este hecho
pero enunciaremos un resultado que nos permitird mostrar que el concepto de funcién con-
tinuamente diferenciable que se define en términos de la continuidad de las correspondientes
derivadas parciales, es equivalente a la continuidad de una funcién que tiene el mismo domi-
nio y como contradominio el espacio vectorial £ (n,m). De manera m4s precisa, una funcién
f:Q CR" — R™es de clase C' en Q si y sélo si la funcién Dy : Q € R — £ (n,m),
definida como Dy (z) = Df (z), es continua con la norma ||| 4, .-

3



1.2. El Teorema de la funcidn inversa Capitulo 1. Teorema de la funcidn inversa

Proposicio‘n 1.3 Sea f = (f1,. ., fm) :  C R* — R™ diferenciable en Q); f es continua-
mente diferenciable en &y € £ si y sdlo si para todo € > 0, existe § > 0 tal que para cualquier
2 €, si||E — 2ol| < § entonces || Dy (2) — Dy (Zo)l| gnmy < &-

Dem. Supongamos que f es continuamente diferenciable en &, es decir, las derivadas
parciales de las funciones coordenadas f; son continuas en Zp.
Sea £ > 0, entonces para cada % existe &;; > 0 tal que para toda z € Qsi ||Z — || < 8y,
i

entonces
o (o) 2 (a0)| <
z #
82:5, Ox; 2\/
Sea § =min{6;; | 1€ {l,...,m},j€ {1,...,n}} y tomemos & € §2 tal que ||& — Zg|| < 6.
SigeR™ 5= (y,...,Yn), se tiene que

Df(@(@)—ﬂf(:eo)(mz(z (-5t ea)w ) (5@ - gt ))yj)

j=1 J=1

Para estimar || Dy (Z) (§) — Dy (£0) (9)]|, nos interesa acotar, para cada i € {1,...,m}, el

(
valor de ’Zn (gg} (@

> (o @ g @)= (Gr@ - gl e gt @ - gl e)

=1

T
]~ é)f( )) ’ Para esto nétese que

y entonces

Z(Sjj( ) — gmf; (%o )) Yj

=1

ofi . i . 3fm 5
(B2 @) - 2@ g2 @ - 5 @)

iga afi ;. ; 5
< \/Hmax{a—i(m)—ai (o) |j:1,...,n}Hy||

Pero ’gi—}(i") — %(i )' < 574> asi que

> (B @ -2 o)<

J:

S 191l

\/—H il =5—7= \/—

y esto ocurre Vi € {1,...,m}, de donde

[ (aﬂ )~ O (530)) i

5% ", | 'J,E{l,...,m}}

105 (2) (9) — Dy (20) ()| < \/_maX{

Jj=1

< Vmg— \/—Hyll——ll gl

Como §) fue arbitrario, entonces por definicién de ||| £(nm) TENEMOS que
% & €
1D (2) = Dy (o)ll pumy < 5 <€

6



1.2. El Teorema de la funcidn inversa Capttulo 1. Teorema de la funcion inversa

Ahora supongamos que la funcién D; es continua en %y, es decir, que para todo £ > 0,
existe 6 > 0 tal que, si ||Z — &g|| < 6, entonces

Dy (2) — Dy (Zo)ll pppmy < €

y veamos que % es continua en Zg. Sea £ > 0 y § > 0 tal que para toda & € £ si

J
Z — Zg|| < &, entonces || Dy (Z) — Dy (Zo < e. Tomemos £ € R™ tal que || — Zg|| < 6
b f L(n,m)
y consideremos al vector candnico €;, entonces

D5 (3) (5) — Dy (20) ()]l < 1Dy (&) — Dy (o)l sy 18511 < &

pero
d 3] B o Olys s
Dy (&) (&) — Dy (i) &) = (52 (8) ~ 52 (@), 3L ) - 322 (an))
por lo que
S(3) — 5 (an)| < D1 () (65) — Dy () ()] <

es decir, gf es continua en Zy.

Corolario 1.3 f : Q@ C R* — R™ es de clase C' en §) si y sdlo si la funcion Dy : Q C
R™ — £ (n,m) es continua en 1 con la norma ||| nm)-

Con este 1ltimo corolario podemos demostrar una propiedad importante de las funciones

de clase C.
Si f=(f1,-.-,fn) : @ C R* - R™ es diferenciable en 2 entonces dado § € R",

'gz(ylzayn)yﬁ:eﬂ
P P afl i = afm o~
Df(m)(y): ( ax (m)yjz"': a_%(m)yj
que, por cierto, usando la notacién del gradiente de una funcién, lo anterior es equivalente a
Dy (2) (@) = (Vi (E)-§,...,VIm(Z) - 9)

de modo que

1Ds (2) @) < ZJVJ‘} (ZHVL (i)H) 19l

F=1

y por lo tanto

1D+ () o < (Z 94 (@) u)



1.2. El Teorema de la funcidn inversa Capitulo 1. Teorema de la funcidén inversa

Ahora bien, si f es una funcién de clase O en (2, entonces cada funcién coordenada lo es
también, lo que convierte a cada gradiente en una funcién continua de {2 en R™, de manera que
si K C € es compacto entonces sup {||Vf; (£)|| | £ € K} existe para cada j € {1,...,m} y
€11 CONSECUENnCia sup {HD 1 @ g | £ €K } también existe. Sin embargo, si nos apoyamos

del corolario 1.2, podemos demostrar algo un poco mds fuerte.

Proposicién 1.4 Si f : Q C R" — R™ es de clase C' en Q entonces para todo conjunto
K C Q compacto existe &g € K tal que para toda z € K

1D ()| £gnmy < 1P (o)l £am)

Dem. Sea:Q CR" — R definida como ¢ (z) = || Dy (2)|] 5, n)- Veamos que ¢ es una
funcién continua. Sean & € Qv £ > 0, como f es de clase C! en ) entonces existe § > 0 tal
que para toda § € 2 si |§ — &|| < &, entonces || Dy () — Dy (2)|| g,my < €- De manera que
dado § € Q tal que || — Z|| < §; por el corolario 1.2 obtenemos que

IDs G £tnmy = 1P @ £pnmy| < NP7 (@) — Ds (E)]| pnymy <€

es decir,

V(@) —v (@) <e
Por lo tanto ¥ es continua como querfamos; por lo tanto si A C €2 es compacto entonces
existe &y € K tal que para toda & € K v (%) < % (2y), es decir,

D1 @) £n,my < 11D (Z0)l] £ m)

Por supuesto que asi como existe un maximo para los valores || Dy ()| z(, ) en conjuntos
compactos, también existe un minimo. Para todo efecto practico de este trabajo, nos es
suficiente el hecho de que el supremo de estos valores exista. _

Pasemos ahora a desarrollar las herramientas para poder demostrar el teorema de la
funcién inversa.

Lema 1.2 Sea 2 C R"™ abierto, si f : @ — R" es diferenciable en ) y continuamente
diferenciable en Iq y tal que Dy (%) : R™ — R™ es uno a uno, entonces existen § > 0 y
M > 0 tales que para todo & € Q si & € Bs(2q)?, entonces M ||§|| < || Dy (£) (9)]| para toda
jeR

Dem. Por el lema 1.1 existe m > 0 tal que || Dy (o) (§)|| = m ||§]| para toda § € R™, esto
porque Dy (&) es uno a uno. Como f es continuamente diferenciable en &g, existe ¢ > 0 tal
que si & € Bs (&) entonces | Dy (&) — Dy (Zo)||, < 3. De manera que para toda y € R*

1Dy (2) (9) = Dy (Z0) @) < [|1D5 (&) — Dy (o)l 131l < -TQEII'QH

1Bs (30) = {2 e R™ | |2 — &0l < &}



A

1.2. El Teorema de la funcion inversa Capitulo 1. Teorema de la funcidn inversa

de donde
m |91l < |Dy (20) (D) < || Dg (2) @) + [|1 D5 (2) (§) — Dy (20) ()| < [|Ds (2) (@) + % 9]l

y por tanto Z [|g]| < ||Dy (£) ().
u

Corolario 1.4 Sea 2 C R™ abierto, si f : 2 — R™ es diferenciable en 2, continuamente
diferenciable en o y Dy (£o) es uno a uno entonces Dy (Z) es uno a uno para toda & en una

vecindad de Ty.

La prueba de este corolario es inmediata de los lemas 1.1 y 1.2.

El siguiente lema nos dice que si tenemos una funcién f, continuamente diferenciable en
algin punto &g en donde la derivada es uno a uno, entonces hay toda una vecindad del punto,
donde f es uno a uno; este lema junto con el lema previo juegan un papel muy importante
en la demostracion del teorema de la funcién inversa.

Lema 1.3 Sea  C R™ abierto, si f : 8 — R" es diferenciable en (), continuamente dife-
renciable en o y Dy (20) es uno a uno entonces existen nimeros reales positivos 6 y M tales
que para toda & € )

M & - 3] < [If (&) - £ @)

siempre que &, %' € Bs (Zo).

Dem. Por el lema 1.1 existe m > 0 tal que m ||§|| < || Dy (Zo) (9)|| para toda § € R”. Sea
M = 3%, entonces por la proposicién 1.3 existe 6 > 0 tal que Bs (£9) C Q y si [|£ — do| < 6
entonces || Dy () — Dy (Zo)||, < M. Sean &,3' € Q tales que ||Z — do|| < & y [|2’ — Zol| < 6,
sea £ = &' — 1; Vt € [0, 1] ocurre que

| +12 — 2ol = [[t&'+ (1 —1t)& — 2ol = [t (&' —2o) + (1 —t) (£ — &o)
< tl|F —dol| + (1 —t) |2 — 2ol <t6+(1—2)6=46

y por lo tanto
1Dy (& +1t2) — Dy (o)l , < M

de donde para toda § € R™ y para toda ¢ € [0,1]
I1Ds (2 +£2) (§) — Dy (2o) (9) ]| < M |13

Para cada & = 1,...,n, sea m; : R® — R la proyeccién sobre la k-ésima coordenada
(7 (z1,-..,@n) = zg) y definamos gg : [0,1] — R como gi(t) = (7o f) (Z +t2), de esta
manera cada g es derivable y

gk (t) = i (Dy (2 + 12) (2))
entonces por el teorema del valor medio se sigue que existe t; € (0,1) tal que
g (1) — gx (0) = gj (t)

2]
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es decir,

(m 0 f) (&) = (m 0 f) (&) = mi (Dy (2 + t2) (£))

Recordando que si & = (z1,...,2,) entonces ||Z]| < v/nmax{|z;| |i=1,...,n}, tenemos
que para alguna k € {1,...,n}

|7 (Dy (20) (2))] 2 THDJ‘( o) (2]

y usando que para esta k
mk ((Dy (& + t52) — Dy(20)) (2))] < [[(Dy (2 + tx2) — Dy (20)) (2)]

obtenemos que

IF @) = f @I = |(meo ) (@) — (w0 f) ()] = |me (Dy (& +ti2) (2))]
> l?fk (Dy (20) (2))| = |me ((Dy (2 + 82) — Dy (o)) (2))]
- 1Dy (20) (2)|| — (D (& + tx2) — Dy (20)) (2)]

ﬁ

pero M = 7%, |1 Dy (&0) ()| = m 2] y Dy (& +t2) — Dy (80)) (]| < M 1], por lo que
obtenemos ﬁ/_ almente que

I (@) = f @) = 2M ||2]] = M |[2]] = M ||2]] = M [|2 — 2]

Observacién 1.1 De acuerdo con el lema 1.3, si tenemos una funcion f : Q@ — R™ dife-
renciable en (2, continuamente diferenciable en &g y Dy (Z) es uno a uno entonces existen
ndmeros reales positivos & y M tales que para toda & € §2

M 3" — 2| <[|f (@) — f (@)l

siempre que &,%' € Bs(Zg). De manera que si tomamos dos elementos &,3' € Bs (Zo) tales
que &' # I, entonces de la desigualdad se concluye que f (2') # f (Z), es decir, la funcion f
es uno a uno en Bs(Zo). Por lo tanto la funcidn f tiene inversa, f~', definida en la imagen
de la vecindad Bs (Zg) bajo f.

Teorema 1.2 (Funcién inversa) Sea f : 2 C R® — R" de clase C' en Q, con Q0 un conjunto
abierto, y tal que Dy (Zg) es uno a uno para algin &g € §). Entonces existe un abierto N C Q
con g € N tal que

i) f Testringz'da a N es inyectiva.

i) f (N) es abierto.

m) il 1 : f(N) — N es de clase C* en f(N), y para todo & € N se cumple que D1 (y) =

(Dy (& )) donde y = f (%).

10
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Dem. Por loslemas 1.2y 1.3 existen § > 0y M > 0 tales que Bs (%) C €2, si &,2’ € Bs (£)
entonces
1f (&) — f@) =M |2"— 2|

y para toda § € R”
105 (£) (@) = M |19

Llamemos N = Bs (Zg); por la observacién 1.1 f tiene inversa f~! definida en f (N).
Veamos que f (V) es abierto; sea §, € f (N) y sea Z; € N tal que f (1) = th, como N
es abierto, 36; > 0 tal que si ||Z — &[] < é1, entonces & € N. Nombremos

B={2eR"||&— 2| <61}

Sea g, € R™ tal que || — f1|] < 2. Si g € f (V) habremos terminado.
Sea g : 2 C R™ — R dada por
g(®) = (£ (@) =) (f @) = §2) = | (&) — %all”

como B es compacto, g alcanza su valor minimo en B. Sea &3 € B un punto donde g alcanza
este minimo, entonces ||Zy — 1| < é;.
Supongamos que ||&s — Z1|| = 61, entonces

If (£2) — dull = IIf (£2) — f (E1)]| = M [|&2 — 24 = M&,

y por lo tanto:

N ) R . . . Mé Mé . . . .
”f(ﬂfz) —y2|| > ||f(372) —‘y1”—||y2 — 41| > Mé1— 5 - = 5 - > H@h — || = [|f (£1) “LU2||

esto implica que g (Z2) > ¢(#;), contradiciendo que #; es un punto en donde se alcanza el
mfnimo de g; por lo tanto [|£5 — 21| < 6.

Como g es derivable y alcanza su minimo en 2, que es un punto del interior de su dominio
tenemos que D, (4,) es la transformacién idénticamente cero, es decir D, (22) (2) = 0, para
toda 2 € R™. Ahora, por la regla de la cadena sabemos que

Dg (22) = 2(f (22) — 92) - Df (22)
de modo que para toda Z € R™ se tiene que
0 = Dy (#2) (2) = Dg (22) (2) = 2((f (22) — §i2) - Df (22)] (2) = 2 (f (22) — ) - (D (22) (8))

) es uno a uno y

Como || Dy (22) (§)|| = M ||g|| entonces por el lema 1.1 concluimos que Dy () e
) (2) = [ (£2) =12,

por lo tanto su imagen es todo R™, de modo que existe 2 € R™ tal que Dy (22
de donde
0=2(f(22) — Do) - (f(B2) — ) = 2| (82) — Dell”

es decir, f (&) — g2 = 0 y por lo tanto g, € f (V).

11
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Sabemos que si & € N entonces | Dy (2) (9)|| = M ||3| para toda § € R", es decir, que
por el lema 1.1 Dy (£) es uno a uno. Demostremos ahora que f~' es diferenciable en f (V)
y que Ds-1 (§) = (Dy (2)) 7 con §j = f (&), es decir, queremos que si ' = f (#') entonces

If @) =& - (D@ G- FEN] _,

lim ;i =
g—F(2") g — f (@)

Como las § que nos interesan se mueven en f (N) y f, entonces el limite que queremos probar
es equivalente a demostrar que

o 7@ — 7 @] =0
Para esto llamemos ;
sy = = =D @) (@) = @)
176 7 @)
X L f@) - f@) - Dy (@) @)
A [

De la linealidad de (D; (#')) ™" tenemos que

(Dy (&))" (f(2) = f (&) — (& — 1)

& — a']]

(Dy (&) (r(2)) =

de manera que
— |2 — 2|

7@ —r@)l

Ahora bien, como (D; (/)" es continua entonces

s (£) (Dy (&))" (r (2))

lim, (D ()7 (r () = (0; )™ (lim, 7 (8)) = (D (@)™ (0) = 0

F—z! T—I!

li2

Como ||f () — f(2')|| = M ||z — &'|| entonces los valores W‘:?(LT” estdn acotados, con
lo que ya podemos concluir que lim s (£) = 0.
' Finalmente debemos probar que f~! es continuamente diferenciable en f (V). Tomemos
th = f (&) para algin #; € N, por la proposicién 1.4 es suficiente probar que para todo
e > 0 existe § > 0 tal que si ||§ — §1]| < 6, entonces || Dy-1 (§) — Dy-1 (41)]], < &.

Para & € N denotemos L; = Dy (Z); recordando que ||Dy (%) (§)|| > M ||7|| para toda
§ € R" y sustituyendo § = L;' (£) tenemos que para toda 2 € R™, HL;‘ (2) | < 1))

Sea ¢ > 0, como f es continuamente diferenciable en Z; tomemos § > 0 de manera que
Bg (fl) C N y para toda £ € B (.ﬁ?‘l)

£
|Es — L, || o §M2

12
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entonces

(25" = L5)) (2)

s b

| = ||Lz! (Le — La) L3 (2)

1 L 1 L
= MH(Lﬁ_Lil)Lsﬁf(z) SH”Lﬁ_Lél“f HLill(z)
2 s E .
< ML B < 5 12l

vz € R™, lo que por definicién de ||-|| , implica que HL;l - L:;]l”_e < &g
[l

Como habfamos mencionado, el importante teorema de la funcién implicita se puede
obtener como un “corolario” del teorema de la funcién inversa (de hecho, lo reciproco también
es cierto, de donde se deduce que estos dos teoremas son en cierta forma “equivalentes”).

Teorema 1.3 (Funcion implicita) Sea F : Q@ C R™™ — R™ de clase C' en £, con Q
abierto, supongamos que para algin o € R™ y para algun 1o € R™ tales que (Zg, o) € Q se
cumple que:

1. F(.’i‘o,?}o) = 0

2. F, (20, 90) tiene inversa, donde

érm .. 8F
3 Ym
Fy (:EG) yO) =
oy . O0Ffm
Ay My

y donde todas las derivadas parciales estdn evaluadas en (Zo, Go)-

Entonces existe un abierto N C R", con &y € N, y eziste una funcion f : N C R" — R™ de
clase C! en N, tal que f (Zo) =90 y F (2, f (2)) = 0 para toda & € N.

Dem. Sea H : Q ¢ R"™™ — R"™ definida por H (£,4) = (& F (Z,7)), como F es
continuamente diferenciable H también lo es y ademaés

( 1 -~ 0 0 - 0 \
" G &0 1 0 0
H (20,50) = | om ... 0B oR 3
dzy Oz oy OYm
Fm . OFm  0Fwm  OFm
Bz, B r, A1 OYrm

donde nuevamente todas las derivadas parciales estdn evaluadas en (Zg, §o). Como Fj (Zg, o)
tiene inversa sabemos que las 1iltimas m columnas son linealmente independientes y por lo
tanto las n +m columnas lo son, es decir, que H' (£, §p) tiene inversa o dicho de otra forma
Dy (%0, 9o) es uno a uno. Entonces por el teorema de la funcién inversa existe N’ C (2 abierto

13
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tal que (Zg,%0) € N', H(N') es abierto y H restringido a N’ tiene inversa continuamente
diferenciable.

Sea N = {2 € R"| (&,0) € H(N)};esclaroquedy € N pues H (20, 0) = (20, F (20, 50)) =
(20,0). Ademds N es un conjunto abierto; para ver esto tomemos & € N, es decir, (2,0) €
H(N') y como ya sabemos que éste es abierto, existe § > 0 tal que Bs (&,0) C H (N');
sea ' € R™ tal que || — &'|| < &, entonces ||(2,0) — (#,0)| = ||& — #'|| < 6 de modo que
(ﬁ’,@) € H(N'), es decir, 2’ € N.

Sean G : R*™™ — R" y Gy : R™™ — R™ dadas por G4 (£,9) = & y G2 (&,
que G; = G4 o H™1 si nos restringimos a H (N'), ya que dado cualquier H (
se tiene que

Gl ° Hil (H (ﬁ,g)) = C;rl (:ﬁ:@) =1I= Gl (:AE?F(jJ@)) = Gl (H (:%?:g))

) = ¥; nétese
z,4) €

) € H(V)

Definamos entonces a f : N — R™ como f(Z) = Gy o H'(£,0). Esta funcién f, es
composicién de tres funciones continuamente diferenciables, Gy, H~! y la asignacién & +—
(:?;, 0), de manera que f resulta ser continuamente diferenciable; ademads

f (£0) = Gz 0 H™ (,0) = G2 (&0, 90) = 9o
Por dltimo, como H—* (:%, 0) € R™™ entonces lo podemos ver como
H ' (2,0) = (G1 (H*(2,0)),G: (H " (2,0))) = (3, f (8))

por lo tanto

(2,0) = H (2, f () = (&, F (, f ()))
de donde F (%, f (#)) = 0 para toda & € N.

14



Capitulo 2

Teorema de Lebesgue

En este capitulo se desarrollardn algunos elementos de la teorfa de integracién introduciendo
un nuevo concepto para el estudiante de Cdlculo en varias variables, el de conjunto con
medida de Lebesgue cero. Veremos que significa esto, que propiedades tienen estos conjuntos
y daremos una caracterizacidon de las funciones Riemann integrables en términos de este
concepto.

2.1 Funciones Riemann integrables

Comenzaremos este capitulo recordando lo que es un rectdngulo en R", el volumen de un |
rectdngulo, una particién de un rectdngulo, asf como los conceptos de suma inferior y suma
superior de una funcién acotada definida en un rectdngulo. |

Definicién 2.1 Sia;,b; € R parai € {1,...,n} con a; < b; entonces

R = {#={21:::2n) e B*| s <3 € bzt = 1, . .y}
[ai,bl] Koo X [an,bn]

es llamado un rectdngulo cerrado en R".
Definicién 2.2 Sia;, b, € R parai € {1,...,n} con a; < b;, entonces

R = {sﬁz(zl,...,xn)6R“\a1-<$i<bi,i:1,...,n}

= (alabl) Kot (a'nabn)
es llamado un rectdngulo abierto en R™.

Por comodidad llamaremos a los rectangulos cerrados simplemente rectangulos; por de-
finicién para estos rectdngulos queda abierta la posibilidad de que a; = b; para alguna
v € {1,...,n}, en cuyo caso diremos que se trata de un rectdngulo degenerado. Es claro
que los rectdngulos son llamados abiertos o cerrados porque son en si conjuntos abiertos o
cerrados respectivamente, més aiin, si R es un rectdngulo abierto entonces R (la cerradura
de R) es un rectdngulo cerrado o viceversa si R es un rectdngulo cerrado entonces int (R) (el
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interior de R) es un rectdngulo abierto; de manera implicita estamos diciendo que si R es un
rectdngulo entonces Fr (R) = R\ int (R) y int (R) = R (donde F'r (R) denota la frontera de
R) detalle a tener muy en cuental.

Ahora definiremos los conceptos de vértice y centro de un rectdngulo; ambas definiciones
son muy naturales. En el siguiente capitulo veremos como el concepto de centro de un
rectdngulo nos permitird caracterizar a cierto tipo de retdngulos, haciendo nuestro trabajo
un poco mds fécil.

Definicién 2.3 Sea R C R" un rectdngulo con R = [ag,b1] X -+ X [an, b,]; decimos que
un punto © € R es un vértice de R, si 0 = (zy,...,z,) donde z; € {a;,b;} para cada
ie{l,...,n}

Definicién 2.4 Sea R C R™ un rectingulo con R = [a1,b1] X -+ X [ag, by]; al punto

b n+ bn
éy(al—i_ - ks )eR

2 2

lo llamaremos el centro de K.

Una relacién muy clara entre el centro de un rectdngulo y los vértices del mismo es que
el centro del rectdngulo dista lo mismo de cualquier vértice.

Proposicién 2.1 Sea R C R™ un recténgulo con R = [ay,b1] X -+ X [an,b,). 59 01,02 € R
son dos vértices arbitrarios y ¢ € R es el centro de R entonces |1y — é|| = |02 — ¢||.

Dem. La prueba de esto es muy sencilla; basta notar que para cualquier vértice # =

(21,...,2,), con z; € {a;,b;} para toda i € {1,...,n}, se tiene que
a; + b,i b1 — a;
r; — =
2 2
es decir, [[0 — & = 13/(br —a)* + -+ (ba—an)® ¥

Definicién 2.5 Si R C R™ es un rectdngulo con R = [ay,b1] X -+ X [an, b,], definimos el
volumen de R, V(R), como

V(R) == (bl - al) (bg — ag) s (bn — Cbn)
Si R = (a1,b1) X - -+ X (an, bs), definimos también V(R) =V (R).

Definicién 2.6 Sea R C R™ un rectdngulo con R = [a1,b1] X -+ X [an,b,], s P; =
:c({]j),‘..,:t:g) donde :c(gj) =a; Y :cg) = b;, es una particion del intervalo [a;,b;] enton-

ces P= P, x -+ x P, es llamada una particion del rectingulo R.

!En general para A C R™ se definen los conjuntos interior de A y frontera de A como int(4) =
{#€R™|3r>0tal que B, () CAty Fr(A)={2eR"|Vr>0, B, (Z)NA#0y B, (%) N A® # 0}, tam-
bién se define la cerradura de A como A = AU Fr (A) =int (4) U Fr (4).
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~ Asf como en R una particién de un intervalo generaba subintervalos del mismo, en R"
una particién de un rectdngulo genera subrectdngulos, donde cada elemento de la particién
es vértice de algunos subrectdngulos inducidos por la misma.

Si R C R™ es un rectdngulo entonces al conjunto de particiones de R lo denotaremos por

Pr.

Definicién 2.7 Sea R C R™ un rectdngulo y P,Q € Pg, diremos que ) es un refinamiento
de P si cada punto de P es punto de @), es decir, P C Q.

Si P, () € Pry P genera subrectdngulos Ry, ..., Ry mientras que ) genera subrectdngulos
R},...,R. y @ es un refinamiento de P entonces cada R; estd contenido en algin R;.
Uno puede convencerse de este hecho sin mucho problema de manera geométrica, escribirlo
se convierte en tarea dificil, mds por la notacién que por la dificultad que representa la
afirmacién. Para darnos una idea de como podriamos probar esto, supongamos que tenemos
una particién P = Py x --- X P, y consideremos el refinamiento @ = P, U {c} X -+ X F,
donde ¢ € [aq1,b1] \ Pi; los subrectdngulos inducidos por cada una de estas particiones son
casi los mismos, con excepcién de algunos subrectdngulos inducidos por P los cuales se
pueden poner como la unién de dos subrectdngulos inducidos por (). Siendo un poco més
exactos, si P, = mél),...,:cg)} y ::.;E” <c< :cgi)l para alguna i € {0,...,k} éntonces
los subrectdngulos a los que nos referimos son aquellos generados por los vértices que en su
primer coordenada aparece xgl) junto con los vértices con primer coordenada :Eﬁ_)l; dichos
subrectdngulos ahora en () se subdividen en los rectdngulos generados por los vértices con
primer coordenada :r:gl) y los nuevos vértices con primer coordenada c¢ y los rectdngulos
generados por estos nuevos vértices junto con los vértices de primer coordenada 3:5_131

Si en alguna medida hemos logrado convencernos de la relacién que hay entre estas
particiones P y @, entonces para dar un argumento general, se puede considerar lo siguiente:
supongamos que P,Q € Pryque Qrefinaa P;si P=P x -+  x B,y Q=01 X - xQ,
entonces podemos construir una sucesion finita de particiones Q@ ..., Q™ tal que Q0 = P
y QU = @ y con la propiedad de que cada Q% sélo tiene un punto mads, en alguna de sus
particiones coordenadas, que QU~Y); dicha sucesién la podemos obetener comenzando con
QU =P, QM =P U{ct x---xP,dondece€ @\ P; Q¥ = PLU{c,d} x -+ x P, donde
de @\ (P U{c}), y continuar asf hasta agotar todos los puntos @; que no pertenecen
a P, estos son una cantidad finita, para después continuar con los puntos de )3 que no
estdn en P,, y una vez agotados éstos, continuar con el mismo procedimiento con las demads
particiones coordenadas.

De esta manera se podra concluir que cada subrectdngulo inducido por P es la unién de
subrectangulos inducidos por ), o de manera equivalente, cada subrectdngulo inducido por
() estd contenido en algtin subrectdngulo inducido por P.

Un concepto, muy relacionado con la definiciéon de particién de un recténgulo, y que
estaremos usando frecuentemente, es el de subdivisién de un conjunto.

Definicién 2.8 Sea A C R", diremos que los subconjuntos Ay, ..., Ax C A forman una
subdivision de A si



2.1. Funciones Riemann integrables Capitulo 2. Teorema de Lebesque

y para cualesquiera © # § se cumple que
int (A;) Nint (4;) =0

Queda claro de la definicién anterior que una particién de un rectdngulo es una subdivisién
del mismo, pero no toda subdivisién de un rectdngulo es una particion.

El lector recordard que resulta muy ttil, a la hora de trabajar con particiones y refina-
mientos, el concepto de longitud de la diagonal de un recténgulo.

Definicién 2.9 Si R C R" es un rectdngulo con R = [a1,b1] X -+ X [an, b,], definimos la
longitud de la diagonal de R, d (R), como

d(B) = /b1 =) 4 + (b — @)’

Observacién 2.1 Dado un rectdngulo R = [a1,b1] X -+« X [an,bn] ¥y £,§ € R con & =
(1, Tn) YT = (Y1,---,Yn) se tiene que ||& — G| < d(R) lo que se deduce del hecho de

que |z; —y;| < by —a; Vi€ {1,...,n}.

Definicién 2.10 Si R C R" es un rectdngulo con R = |ay,b1] X - - - X [a,, by]; a las longitudes
de cada intervalo [a;, b;], las llamaremos las dimensiones de R.

Lema 2.1 Si R C R™ es un rectdngulo entonces para todo € > 0 existe R’ C R rectdngulo
de dimensiones racionales tal que RC R yV (R') —V (R) < e.

Dem. Supongamos que R = [a1,b1] X ... X [a,,b,] y sea e > 0.
La idea para esta prueba es la construccién de n rectdngulos Ry, ..., R, C R", siendo R,
el rectdngulo buscado, en donde se cumplirdn dos cosas

)RC R C-- CR,

" €
ZZ)V (Rj) -V (ijl) < E
para j = 1,...,n donde Ry = R. Mds ain, conseguiremos que cada FR; tenga al menos j
dimensiones racionales, con lo que R, tendrd dimensiones racionales como queremos.
giLe ) q
“" Para cada i € {1,...,n—1} sea ¢; = []7_;,, (b; — a;), y definamos ¢, = 1. Nétese que
Ci—1 = (bz = ai) C; Wi & {2, T ,’ﬁ.} s
La clave para la construccién de los R; estd en la eleccién de sus dimensiones racionales,
mismas que haremos de forma recursiva; sea s; € Q tal que

£
bl—a1<51<bl—a1+—-—~

ne;
y parai € {2,...,n} tomemos s; € Q tal que
£
bi—CLZ‘ <3i<bi—ai+T
ne; HJ:I Sj
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Para cadai € {1,...,n} sean r; = s; — (b; — a;), @) = a; — % y b = b; + % y definamos
R'l = [CL';_, bil] X [a‘m '1.] x [a'i-Fl?b‘i-Fl] XX {aﬂibﬂ-]
De la construccién es claro que R € R; C -+ C R,, ademds es notable que o] y b, no

necesariamente son racionales pero b, — a; sf lo es ya que b — a; = s; € Q. Por lo tanto cada
R; tiene al menos 7 dimensiones racionales. Nos falta verificar que V (R;) — V (R;_;) < £
para j € {1,...,n} donde como ya se dijo llamamos Ry = R.

Para j =1, V (R;) = s1c; y entonces

i

V(R) =V (Ry) = sici— [ (bi—a)

=¥

< (blga1+—>c1—ﬁ(bi—ai)

ne
: i=1

i=1 ’ i=1

En general V (R;) = ¢; H;:l s; y entonces
B i i—1
i V(Rl) —V(Ri_l) == CiHSj_C'i—IHSj
=1 =1
< b; —a; + C; S5 — 054 84
( e HJ =1 J) H H
i £
= Ci—l]___[Sj+; _Ci_lnsj =
7=1 g=1

De manera que R, es un rectdngulo de dimensiones racionales tal que R C R, y
V(R,) =V (R) = V(Ra)+(V(Bo1) =V (Roa))+--+ (V(R) -V (R1)) - V(R)

= (V(Rp) =V (Ra1))+ -+ (V (1) — <Z

3 |m

Observaciéon 2.2 Cabe destacar que el resultado anterior es wdlido si en lugar de circuns-
cribir un rectdngulo a uno ya dado lo inscribimos, es decir, dado R C R™ rectingulo y una
cantidad positiva e, existe un rectdngulo R' C R™ de dimensiones racionales tal que R' C R y
V(R)—V (R') < e. Esto se puede probar de manera similar a lo hecho en el lema y ya no lo
demostraremos (pero si lo usaremos). También vale la pena destacar que por la demostracion
realizada en el lema se concluye que R no sdlo estd contenido en R’ sino que mo toca a la
frontera de R, es decir R C int(R') y por supuesto algo similar se puede asequrar para el
caso en el que se inscribe un rectdngulo.
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El lema anterior en realidad se cumple sin importar cémo sean las dimensiones del rectdn-
gulo encontrado, éstas pueden ser racionales o no, no importa, siempre se puede conseguir
un R tal que R C Ry V(R') — V (R) < ¢ e incluso la prueba de esto es un poco mds
sencilla, pero para nuestros propositos nos es de gran ayuda poder asegurar ademds que las
dimensiones de este R’ sean racionales.

Definicién 2.11 Sea B € R"™ un rectdngulo y f : R — R una funcidn acotada. Dada
P € Pr que genera subrectingulos Iy, ... Ry, definimos la suma superior de f respecto a P,
S(f,P), como

S (f,P) :ZMj (f)V (R;)

en donde M; (f) = sup{f(Z) | % € R;} vy definimos la suma inferior de f respecto a P,
S(f, P), como

k

S(f,P)=> m;(f)V (R;)

=1
en donde m; (f) =inf{f (2) | £ € R;}.

Al ser f acotada en R las sumas inferiores y superiores siempre existen.
La siguiente proposiciéon nos presenta algunas propiedades, que no demostaremos, (ver
[3] ) de las sumas inferiores y las superiores .

Proposicic‘;n 2.2 Sea R C R" rectdngulo, si f : R — R es una funcion acotada entonces
i) S (f, P) < S (f,P) para cualquier P € Pg.

i) §i P,Q € Pr y Q refina a P, entonces S (f,P) < S(f,Q) y S(f,Q) <S(f,P).

i) S(f, P) < S (f,Q) para cualesquiera particiones P y Q.

w) sup {S (f,P) | P € Pg}, inf {S(f,P)| P € Pgr} existen y

sup{S(f, P) | PE'PR}Sin{g(f:P) | P € Pr}

Definicién 2.12 Sea R C R™ rectdngulo y f : R — R una funcidn acotada; decimos que f
es una funcion Riemann integrable sobre R si y solo si

sup {S(f,P) | P € Pr} =inf {3 (f,P) | P € Pg}

1%

{y se define la integral de Riemann de f sobre R como el nimero
[ =sw{S(1.P)| P ePal = {5(1,P)| P e Pa)
R

Un ejemplo de una funcién Riemann integrable es la funcién constante 1, aunque es un
ejemplo bastante trivial ofrece una buena relacién entre una integral y el volumen de un

rectdngulo.
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Ejemplo 2.1 Sea R C R" rectdngulo y f : R — R la funcion constante 1, es decir, f(£) =1
Vi € R, entonces f es Riemann integrable sobre R y

V(R):fRf:/Rl

Alser f=1en R

Y
k
S(,P)=)_ mi(NV (B;) =) V(&) =V (R)
j=1
para cualquier particion P de R, de manera que
sup{S (f,P)| P € Pr} =V (R) =inf {S(f,P) | P € Pr}
es decir, [ es integrable en R y V (R) = [, 1.

El siguiente teorema establece una condicién necesaria y suficiente para que una funcién
sea Riemann integrable, dicha condicion es conocida también como condicién de Riemann.

Teorema 2.1 Sean R C R"™ rectiangulo y f : R — R una funcién acotada; f es Riemann
integrable sobre R si y sdlo si para cada € > 0 hay una particion P de R tal que

S(f,P)-8(f,P)<e
Dem. Supongamos primero que f es Riemann integrable sobre R, es decir,
sup{S(f,P)| P € Pr} :inf{g(f,P) | P € Pr}
Sea & > 0, por definicién de supremo e infimo se sabe que existen P, P, € Py tales que

sup{ﬁ(f,P)|PEPR}*‘;"<§(faP1)

S(f,P,) <inf {S(f,P) | Pefpﬂ}+g
por lo tanto

S(f,P) ~ 5(/, 1) <inf {5 (£, P)} +5—sup{S (£, P)} +5 =¢

PePr PEPg

Si tomamos P € Pp un refinamiento tanto de P como de P; por la proposicién 2.2 tenemos

que . _
S(f,P)—ﬁ(f,P)SS(f,Pg)—ﬁ(f,Pl)<€
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es decir, la condicién de Riemann se satisface.

Ahora demostraremos por contrapositiva que la condicién de Riemann implica la integrabili-
dad. Supongamos que f no es Riemann integrable sobre R, esto significa por la proposicién
2.2 que

sup {S (f, P)}<inf {3 (f, P)}

PePr PePy

entonces hay una cantidad positiva ¢ tal que
sup{S (f, P)} +¢& =inf {g(f, P)}

PePp PePgr

v por lo tanto para toda particién P de R
S(f,P)+e <sup{S(f,P)} +e =inf {S(f,P)}< S(f,P)

PePr PePp
de donde _
es decir, la condicién de Riemann no se satisface. [ |

Gracias a este criterio de integrabilidad se puede demostrar, de manera mds sencilla que
de la sola definicién, algunas de las propiedades de la integral de Riemann y de funciones
Riemann integrables. Nosotros sélo nos limitaremos a enunciar algunas de éstas (ver [3]).

Proposicién 2.3 Sea R C R" rectingulo y f,g : R — R funciones acotadas y Riemann
integrables sobre R. Entonces

i) f+9:R— R es Riemann integrable sobre Ry [, (f+g) = [ [+ [ng
i) Para toda c € R, cf : R — R es Riemann integrable sobre Ry [,cf =c¢ [, f
iii) fg: R — R es Riemann integrable sobre R.

iv) Si Ry,..., R, C R™ son todos los subrectdngulos inducidos por una particién de R,
entonces [ es integrable sobre cada Ry y [ f =>4 (fR_ f)

2.2 Medida de Lebesgue cero

Como se menciond al inicio de este capftulo definiremos un nuevo concepto, el de medida de
Lebesgue cero para un conjunto en R", asf que pasaremos a ver que significa que un conjunto
tenga medida de Lebesgue cero y algunas propiedades importantes de estos conjuntos.

Definicién 2.13 Un conjunto S C R" tiene medida de Lebesgue cero, A (S) = 0, si y sdlo
si para todo € > 0 hay una coleccidn numerable de recténgulos {R;}7", tales que

8 C ORJ
j=1
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iV(RJ)<€

=1

Observacién 2.3 Un punto muy interesante es, que si un conjunto S satisface que para todo
£ > 0 hay una coleccion finita de rectdngulos { R; };“:1 tal que S C U§=1 R;y Zf;:l V (R;) <e,
entonces S es un conjunto de medida de Lebesque cero. Para tratar de ver esto con algo de
rigor simplemente podemos decir que ya que se tiene a la coleccidn finita de rectdngulos, a
estos les podemos agregar una cantidad numerable de recténgulos degenerados (arbitrarios);
al tener volumen cero estos rectangulos, no alteran nuestra suma total de volimenes. Ndtese
que para que un conjunto pueda ser cubierto por una cantidad finita de rectdngulos éste debe

ser acotado.

Aunque en la definicién no es necesario pedir que un conjunto sea acotado para que
tenga medida de Lebesgue cero, nosotros nos quedaremos con estos conjuntos; para ilustrar
lo fuerte que es la condicién mencionada en la observacién previa, mas adelante trataremos
un ejemplo de un conjunto que pese a ser acotado y de medida de Lebesgue cero no se
puede cubrir con una cantidad finita de rectdngulos de manera que su suma de volimenes

sea suficientemente pequena.
Analicemos ahora algunas propiedades de los conjuntos que tienen medida de Lebesgue

Cero.

Proposicién 2.4 5i S C R" es un conjunto de medida de Lebesgue cero entonces todo
subconjunto de S tiene medida de Lebesgue cero.

Esto es inmediato de la definicién de medida de Lebesgue cero.
Proposicién 2.5 Todo conjunto a lo mds numerable tiene medida de Lebesgue cero.

Dem. Sea S C R™ un conjunto infinito numerable, es decir, S = {a; € R™ | j € N}, sea
Ry C R” rectdngulo tal que a, € Ry y

€
v (Rk) - 9k+1

Es sencillo convencernos de la existencia de cada Ry: siar = (21, ..., 2,), podemos considerar
al rectangulo

donde ~

Entonces @ € By y V (i) = ¢ = 55
- Dado que
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podemos concluir que Y - V (R}) existe y ademads

o0

€
k=1
es decir, A(S) = 0.
Para el caso en el que tenemos un conjunto finito se puede imitar la demostracién previa
y aplicar la observacion 2.3. I

Proposicién 2.6 Si R C R™ es un rectdngulo entonces Fr (R) tiene medida de Lebesgue
cero.

Dem. Si R es un rectdngulo degenerado entonces el resultado se sigue de forma inmediata,
yvaque Fr(R) C Ry V (R)=0.

Supongamos que R es un rectdngulo no degenerado; sea ¢ > 0, y sean R/, R’ C R"
rectdngulos tales que R’ Cint (R), R Cint (R") y

V(R) -V (R) <

B2 MBI ™

V(R')-V(R) <

tal y como asegura que existen el lema 2.1 y la observacién 2.2. Sea P € Pgv una particién
generada a partir de los vértices de R’ y sean Ry,... Ry los subrectdngulos generados por - |
P, nétese que R’ es uno de estos subrectdngulos, supongamos sin pérdida de generalidad

que R’ = R;. Ahora bien, como R’ C int (R) entonces Fr (R) N R’ = (), lo que implica que

Fr(R) C Uf;ll R, y como

i V(R = Z V(R)=V(R)+ Z V (R:)

tenemos que

i:v (R)=V(R")-V(R)=(V(R)-V(R)+(V(R) -V (R)) <e¢

=1

De acuerdo con la observacion 2.3 podemos concluir que A (Fr (R)) = 0. [ |

Proposicién 2.7 Si R C R" es un rectdngulo no degenerado (V (R) > 0) entonces R no
tiene medida de Lebesque cero.

Esto es porque toda coleccién numerable de rectangulos {R;};2, tal que R C |, R;
satisface que

0<V(R) < iV(Rk)
k=1
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y por lo tanto la suma de volimenes no se puede hacer menor que V (R) > 0.

La proposicién 2.5 deja ver que no hace falta que un conjunto sea acotado para tener
medida de Lebesgue cero y como un caso particular de este hecho se tiene que el conjunto de
puntos de R™ cuyas coordenadas son racionales forman un conjunto de medida de Lebesgue
cero. La proposicién 2.6 jugard un papel importante a la hora de caracterizar las funciones
Riemann integrables como estamos buscando hacerlo.

Proposicién 2.8 Sea {S; C R™ | i € N} una coleccion de conjuntos de medida de Lebesque
cero, si definimos S = J;—, S; entonces S tiene medida de Lebesgue cero.

Dem. Seae > 0, como A(S;) = 0 para toda k € N, entonces para cada k € N existe una
colecciéon numerable de rectdngulos {ng) |ie N} tales que Sy, C Ui, r® y

= (k) &
Z 4 (Ri ) < 9k+1
i=1

entonces
oo oo
scJ U Rgﬂ
k=1 Li=1

Como sabemos que la unién numerable de conjuntos numerables es numerable?, se tiene que
. y K|
la coleccion de rectangulos {RS ) |ieN,keN } es numerable de manera que la podemos

renombrar para que formen una sucesién de rectdngulos. Ahora definamos

=3V (R®)
=1

para cada k € N, entonces 0 < a3 < 557 y como

se tiene que Y -, ay existe y

Es decir,

Por definicién para un conjunto que tiene medida de Lebesgue de cero y una cantidad
positiva ¢ se puede encontrar una coleccién numerable de rectdngulos que cubren al conjunto

2Una manera de demostrar que la unién numerable de conjuntos numerables es numerable es considerar
la funcién f (k,i) = (2i — 1) 2¥~1, la cual es una biyeccién de N x N en N
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y cuya suma de volimenes no excede &, deberfa resultar normal preguntarnos si también
existe una coleccién numerable de rectdngulos abiertos que satisfacen la misma condicién.
Y claro, gracias al lema 2.1 la respuesta es afirmativa.

Proposicién 2.9 S C R" tiene medida de Lebesgque cero si y sélo si para todo € > (0 existe
una coleccion numerable de rectdngulos abiertos { R; }jil tales que S C U2, Ry y

iV(RJ) <€

=1

Dem. La necesidad es bastante trivial pues dada una coleccién numerable de rec-
i . oo -1 %@ Yy y
tangulos abiertos {Rj}jzl, {Rj}j=1 es una coleccién numerable de rectdngulos tales que

V(R;) =V (R;).

Para la suficiencia, dada € > 0 tomemos {Qj} coleccién de rectdngulos tales que

sclJa

i=1

i €
DV <3
4=1
por el lema 2.1 para cada j € N existe un rectdngulo R; tal que Q; C int (R;) y
V (RJ) 234_1 + V (Q.})

entonces >, V (R;) existe y

= e €
ZV Z[QJH-H/QJ)] gTrg=_
=1 =1
de manera que {int (R;)}>Z; es la coleccién de rectdngulos abiertos deseada |

Ya estamos listos para dar la caracterizacién de las funciones Riemann integrables de la
que tanto hemos hablado. Para ello, establezcamos la siguiente notacién: si f : A C R" — R,
denotaremos por Df 4 = {& € A | f es discontinua en &}, es decir, D¢ 4 es el conjunto de
discontinuidades de f en A.

Teorema 2.2 (Lebesgque) Sean R C R™ rectdngulo y f : R — R una funcién acotada. f
es Riemann integrable sobre R si y sdlo si el conjunto de discontinuidades de f en R tiene
medida de Lebesgue cero.

27



2.2. Medida de Lebesgue cero Capftulo 2. Teorema de Lebesgue

Dem. Primero supongamos que Dy » tiene medida de Lebesgue cero y demostremos que f
debe ser Riemann integrable sobre R.

Sean £ > 0y {R;};°, una coleccién de rectangulos tales que Dy r C U2, int (R;) y

fose]
£

ZV(RJ) < 2(—M:—;n,_)

i=1

en donde M = sup{f (%) |2 € R} y m = inf{f(2) |2 € R}. No estd de mds decir que
si M —m = 0 entonces f seria una funcién constante en R y por la proposicion 2.3 f es
Riemann integrable, asi que podemos suponer que M —m > 0. También nétese que de
acuerdo con la proposicién 2.9 podemos pedir que Dy C ;2 int (R;).

Si & € R\ Dy, entonces f es continua en £, de modo que existe ¢; > 0 tal que para

cualquier £ € By, () N R
i £

) — f(#)] < =
}f (5) / (T)' 8V (R)
La importancia de poder pedir que Dy r C |52, int (R;) es que el conjunto

U = {int (Ry) | j € N}U{ By (2) | & € R\ Dy}

es una cubierta abierta para R y de la compacidad de R tenemos que existen ky,..., k. € N
y &1,...,2s € R\ Dy g tales que

RC [U int (R;)

e

U l;U By (2;)

en donde ¢; = 6;,. Llamemos R; = RN Ry, para cada j € {1,...,7}, sea [y € Pg una
particién que contenga a todos los vértices de cada It; y PP € Py un refinamiento de I de
forma tal que si Q1,...,@m son los subrectdngulos generados por P, entonces d (@;) < %
para cada j € {1,...,m}, en donde § = min{é;,...,6,}. De la discusién hecha tras la
definicién 2.7 sabemos que cada @; C R, para alguna i € {1,...,r} oint (Q;)Nint (R;) =0
para toda ¢t € {1,...,r}.

" Sean :
Ar={ke{l,...,m}|F e{l1,...,r} tal que Qr C R;}

y Ao ={1,...,m}\ A;. Por construccion {1,...,m} = A;UAs y A;N Az =0, de modo que
S(f,P) =S (f,P) =) (M;(f) = m; (N V(@) + D_ (M; (f) = m; () V(@)

€A JEAg
Queremos comprobar que cada suma sea menor que . Para la primera se tiene que

S () —mi (FV(Q) < (M=m)) V(Qy)

JEAL JEA

< (M-m) YV (B) <M -m) SV () <

F=1 J=1
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Para la segunda suma se tiene lo siguiente, dada j € Ay existen £, € @; tales que
M; (f) = e < £ (8)
; - — &
4 8V (R)

1@ <ms D+ g7

de donde
E

M; (f) =m; (F) < S @) = F ) + 7y

Como por definicién para j € A, int (Q;) Nint (R,) = ( para todai € {1,...,7} y & € Q,,
entonces Z € By (#;) para alguna ¢ € {1,...,s} y por lo tanto

1)1 @] < g

Ahora bien, al tomar a la particién P, se pidi6 que d (Q;) < £ lo que implica que ||Z — §|| < £
v entonces
19— &l < |9 — 2l + |2 — &i] <&

por lo tanto

¥ A €
de donde .
@~ 0) < 77
Y

de manera que

> (M5 (1) =ms (M V(@) < g V(@) < g7V () =3

JEA2 jEA

concluyéndose asi que S (f, P) — S (f, P) < ¢, es decir, que f es Riemann integrable sobre
ﬁ.

Comenzamos la demostracién de este teorema con la condicién de suficiencia (suficiencia
en términos de la integrabilidad de la funcién) por ser méds técnica que la condicién de nece-
sidad, en esta parte de la prueba hay mds aproximaciones y cédlculos que hacer. En cambio
para probar la condicién de necesidad simplemente vamos a valernos de la proposicién 2.8
para demostrar que A (D¢ ) = 0, es decir, si logramos ver a Dy g como una unién numerable
de conjuntos de medida de Lebesgue cero entonces por la proposicién 2.8 podremos concluir
que Dy g tiene también medida de Lebesgue cero.
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Supongamos ahora que f es Riemann integrable sobre R, y para cada m € N definamos
al conjunto

Emz{éeRl V6>03£635(E)HR tal que ‘f(ﬁ?)*f(é)‘Zﬁ}

Es claro que E,, C Dsg y por lo tanto | J;,_; B C Dyg. Por otra parte si & € Dyp
entonces de > 0 tal que para cada § > 0 se puede encontrar un § € Bs () N R que cumpla
que |f (&) — f (§)| > &, por lo que si tomamos m € N con = < ¢ entonces z € E, es decir,
Dsr C Us_ Em y por lo tanto Dyr = |J;,_; Em. De acuerdo con lo que ya se dijo, si
probamos que A (E,,) = 0 para toda m € N entonces A (Dyg) = 0.

Tomemos m € N fija y sea £ > 0, por hipdtesis existe P € Pp tal que

Sean Ri,..., R los subrectdngulos generados por P y definamos

A ={j €{1,....k} | int (B;) N Em # 0}

¥

N Ay ={je{l,....k} |int (R;) N E,, =0}

Nuevamente por construccién se tiene que {1,...,k} = Ay U Ay y A; N Ay = 0, de manera
que

S(£,P)=S(f,P) =Y (M;(f) =m; (N V(B + > (M; (f) —m; (f)) V (R;)

jEAL jEAs

y al tratarse de sumandos no negativos se tiene que

> (M5 (5) = my () V (Ry) < 5~

m
JEA

Por definicién para j € A; podemos encontrar un & € int (R;) N E,,, que por pertenecer
al interior de R; 36 > 0 tal que Bs (é) C R; y por pertenecer a E,, 3% € Bs (é) tal que

f(&)-f (g)‘ > 1. Pero

r@ -1 (&) <20 —m; (£)

porque #, £ € R;, entonces M; (f) —m; (f) > = y esto para cada j € A, de donde
1 5
il )< EFY — s 3o =
mZV(RJ)—Z(Mi(f) mj(f))V(RJ)<2m
jceA: jeA;

es decir,
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Cabe destacar que

U [U (B N Fr(Ry))

)

Fhy = LU (Em Nint (R;))

€A

y lo que podemos decir hasta este momento es que el conjunto J;c,, (Em Nint (R;)) estd
contenido en una unién finita de rectdngulos cuya suma de voliimenes no excede £.

Por otro lado, de la proposicién 2.6 sabemos que A (Fr (R;)) = 0 para toda j € {1,...,k} y

como E,,NFr (R;) C Fr(R;) entonces de la proposicién 2.4 concluimos que A (E,,, N F'r (R;)) =
0Vje{l,...,k} y por la proposicién 2.8

X (O (B N Fr (Rj))) =0

De manera que existe una colecciéon numerable de rectdngulos {Q;},-, tales que

k
U (EnnFr(R UQi

j=1
y >0
; £
Z V(@) < )
i=1
Es decir, que {R; | j € A1} U {Q;};2, es una coleccién numerable de recténgulos tales que
JEAL =l
y oG
e €
> V(R ZV(Q,-,)<§+§_€
JEAl =1
Lo que prueba que A (E,,) =0y por lo tanto A (Dyr) = 0. [

Observacién 2.4 Una inmediata consecuencia de este teorema es el hecho de que toda
funcidn continua sobre un rectangulo es Riemann integrable ahi.

Ya que contamos con este poderoso teorema, podemos demostrar parte de la proposicién
2.3, es decir, el teorema nos permite dar un argumento muy sencillo de porque si f y g
son Riemann integrables sobre un rectdngulo R entonces f + g v fg también son Riemann
integrables sobre R: Para ello simplemente nétese que si & ¢ Dy U D, r entonces f y g son
continuas en z, por lo que las funciones f + g y fg son continuas en Z, es decir, £ ¢ Ds. g
y & ¢ Dy r. Esto prueba que Dyigp € DypUDgry Digr C Dfr U Dgpr. De manera
que si f y g son integrables sobre R entonces por el teorema 2.2 XA (Dyg) = 0 = X(Dyr)
y por la proposicién 2.8 se concluye que A(DygrU Dy ) = 0, de donde A (Dyigr) =0y
A (Dysgr) =0. Es decir, f + g y fg son Riemann integrables sobre R.
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Capitulo 3

Medida de Jordan

En este capitulo se hablard un poco de la medida de Jordan y su relacién con los conjuntos
de medida de Lebesgue cero asi como de funciones definidas sobre conjuntos Jordan medibles
y la integrabilidad de estas funciones. No olvidemos que en este trabajo se espera que el
lector tenga ciertos conocimientos del cdlculo integral en varias variables, razon por la cual
se enunciardn sin demostrar algunos resultados y en ocasiones simplemente se hard uso de

ellos.

3.1 Conjuntos Jordan medibles

Comencemos recordando que dado un conjunto D C R™ se define a la funcién caracteristica
de D, Xp : R® — R como
o~ |1 geD

Definicién 3.1 Sea A C R™ un conjunto acotado, diremos que A es Jordan medible si y
sdlo si la funcion caracteristica de A, Xy : R® — R, es Riemann integrable sobre R para
algin rectingulo R C R™ tal que A C R, y se define la medida de Jordan de A como

J(A)/RXA

Como se puede ver en la definicién anterior, es importante pedir que el conjunto al que
llamamos Jordan medible sea acotado para poder hablar de la existencia de un rectdngulo
R que contenga a nuestro conjunto asf como de la integrablidad de la funcién caracteristica;
pero por supuesto la parte fundamental de la definicién es que la integrabilidad de la funcién
caracteristica no dependa del rectdngulo que se tome, ya que si un conjunto estd acotado
entonces estd contenido en una infinidad de rectdngulos.

Uno puede demostrar que la medida de Jordan estd bien definida a partir de la definicién
de integrabilidad, nosotros lo haremos apoydndonos en el teorema 2.2. Lo que se quiere
demostrar es que si A C R™ es un conjunto acotado, R C R™ un rectdngulo tal que A C R
y X4 : R — R es Riemann integrable sobre R, entonces A4 es Riemann integrable sobre
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3.1. Conjuntos Jordan medibles Capitulo 3. Medida de Jordan

todo rectdngulo R' C R™ que contenga al conjunto A y ademés

/XA= XA
J R R!

Gracias al teorema 2.2, la primera parte se traduce en que si
A(Dxyr)=0

para algin rectdngulo R C R™ tal que A C R entonces
ADyx,r)=0

para todo rectdngulo R’ C R™ que contenga a A. Supongamos que A (Dy, g) = 0 para algin
rectdngulo R € R"™ tal que A C R, sea R’ C R"™ un rectdngulo tal que A C R' entonces
AC (RNR) C Ry por tanto

Dy, ror € Dy r

Como
A (’DXA;R) — 0

entonces por la proposicion 2.4 se tiene que
A(Dxy,ror) = 0
| Ahora bien, demostremos que
Dx, r C Dy, g U Fr(R)U Fr (R)

esto nos permitira concluir que A (Dy, ) = 0 puesto que ya sabemos que la frontera de todo
rectangulo tiene medida de Lebesgue cero y acabamos de mostrar que A (Dx, rrr') = 0.

Tomemos o € Dy, p y supongamos que Zg ¢ Dx, grrr ¥ Lo € F'r (R'); queremos que
Tg € F'r (R)

Como &g ¢ Fr(R') y Zp € R' entonces 36g > 0 tal que Bs, (Z0) C R'. Observemos que
para cualquier § > 0, con § < &, se tiene que Bs (Zo) N R # 0, de otra manera tendriamos
que Bs (%p) N A = 0 y entonces la funcién X4 restringida a R’ se convierte en la constante
cero en el abierto By (Zg) y por tanto serfa continua en Zy contradiciendo nuestra eleccién de
#g. De hecho, podemos asegurar que &y € Bs (Z9) N R, pues al ser R un conjunto cerrado, si
o ¢ R entonces existe § > 0 con § < & tal que Bs (29) N R = 0 contrario a lo que acabamos
de probar. De manera que Zp € R y por tanto £y € RN R'.

Como 29 € Dy, g, entonces existe g9 > 0, tal que para toda § > 0 existe & € Bs () VR’
v |Xa (&) — X4 (£0)| > £0; pero como Zg ¢ Dx, par ¥ Zo € RN R’ entonces X4 restringida
a RN R’ es continua en Zg, es decir, existe é; > 0, con §; < 6y, tal que para toda & €
B61 (i‘g) M (R M R’) se tiene que IXA (i%) — XA (Cf?o)} < &p.

De modo que dado § > 0, con § < §;, tenemos que existe §j € Bs(Zp) N R tal que
¥4 (5) — X4 (80)] > &0 y como

Bs (o) N (RN R") C Bs, (%) N (RN R)
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entonces § ¢ R, por lo tanto Bs (&) N R® # 0, y como ya habfamos dicho que ¥é > 0 con
& < b, se tiene que Bs (Tg) NR # 0y § < §; < 8§ entonces hemos demostrado que para toda
6 >0, con § < &, se cumple que Bs (Zo) N R # 0y Bs (Zo) N R® # 0, es decir, & € Fr(R),
de modo que A (Dy, /) = 0 como querfamos.

Para la segunda parte simplemente notemos que N R’ es un rectdngulo contenido tanto
en R como R’, de manera que si tomamos una particion P € Pg que genere subrectdngulos
Ry, ...,Rm, RN Ry tomamos también una particién () € Prs que genere subrectdngulos
Ri,..., R}, RN R, entonces por la proposicién 2.3 se tiene que

[aa=> [ 2+ [

k
Xq = 2/ Xp+ X
i =178

RNR/

Como A € RN R/, entonces X4 (£) = 0 para toda & € R\ (RNR') y para toda & €
R'\ (RN R'), de donde ij X = 0 para toda j € {1,...,m} y [, X4 = 0 para toda
j€{1,...,k}, es decir, que

/ Fy = o= E
R RNR! R’

En el ejemplo 2.1 vimos que la funcién constante 1 era integrable sobre cualquier rec-
tangulo Ry V (R) = [, 1 y como para cualquier rectdngulo R, X es la constante 1 en R
entonces por definicién se tiene que todo rectdngulo es Jordan medible y ademés

J(R)/RXR:/RI:V(R)

Con esto lo que estamos diciendo es que la medida de Jordan generaliza el concepto de
volumen de un rectdngulo llevdndolo a conjuntos acotados. Ahora, hay que recordar que
lamentablemente no todo conjunto acotado es Jordan medible.

Ejemplo 3.1 Sean R = [0,1] x [0,1] y A = ([0,1] x [0,1)) N (Q x Q). Por la densidad de
los racionales y los irracionales se tiene que X es discontinua en todo R y sabemos que un
rectdngulo no tiene medida de Lebesque cero (proposicion 2.7), entonces por el teorema 2.2
X4 no es integrable en R y por lo tanto A no es Jordan medible a pesar de ser un conjunto
acotado. Sin embargo cabe destacar que este conjunto tiene medida de Lebesque cero por ser
un conjunto numerable.

' Si un conjunto A C R™ es Jordan medible entonces, por definicién de medida de Jordan,
para todo rectdngulo R C R™ que contenga a A se tiene que

sup {é’ (Xa,P) | P € PR} =inf {S (X4, P) | P € Pg}
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Sin embargo sabemos que en general estos valores no son iguales; se puede ver en el caso de
nuestro ejemplo anterior que

sup {S (X, 7Y | PE PR} =0

mientras que B
inf {5 (X4, P) | P € Pg} =1

En el contexto de la medida de Jordan llamaremos
J (A) =inf {5 (X4, P) | P € Pr}

la medida exterior de A y

J (A) = Sup{S (X4, P) | P € ’PR}

la medida interior de A. A diferencia de la medida de Jordan, la medida exterior y la medida
interior de un conjunto acotado siempre existe porque la funcién caracteristica es acotada,

v queda claro que un conjunto es Jordan medible si y sélo si J (A) =J (A). Aunque vale la

pena recordar el concepto de medida interior la realidad es que no nos ocuparemos de ella,
no nos hace falta para los objetivos que se tienen planteados; sin embargo la medida exterior
sf nos serd de gran utilidad a lo largo de este trabajo.

Gracias a la sencillez de la funcién caracteristica de un conjunto se demuestran algunas
propiedades basicas de la medida de Jordan, y aunque la funcién caracteristica parece muy
simple posee propiedades bastante interesantes. Una de éstas es que Dy, gn = F'r (A), y si
en particular A es un conjunto acotado y R C R™ un rectdngulo tal que A C int (R) entonces
Dy, r = Fr(A); la prueba de ambas relaciones es andloga y vale la pena enunciarla en una
pequena proposicion.

Proposicién 3.1 Sea A C R" acotado. Si R C R™ es un rectdngulo tal que A C int (R)
entonces Dy, p = F'r (A).

Dem. El argumento para demostrar que Dy, p C Fr(A) es similar a lo mencionado unos
parrafos atrds, pues dado £ € R si & ¢ Fr(A) entonces habria § > 0 tal que B (z) C A
0 Bs (Z) C A, pero esto implicarfa la continuidad de X4 en Z porque serfa constante en el
abierto Bs (Z); por lo tanto si & € Dy, g entonces & € Fr (A).

Para la contencién contraria, tomamos & € Fr (A) y consideremos el valor £ = 1; como
A C int (R) entonces existe §q > 0 tal que Bs, (2) C R y por tanto para toda § > 0 tal que
§ < 8y, se cumple que Bs(z) C R. De modo que dado 6 > 0, con § < 6o, como & € Fr (A)
se tiene que Bs (Z) N A # 0 y Bs (£) N A® # §); de manera que si & € A podemos tomar
§ € Bs (%) N A° y entonces

[ Xa(2) = Xa (@) =[1-0[=1>¢
f ikt
y si z ¢ A podemos tomar § € Bs (Z) N A y entonces

|Xa(2) = Xa (@) =[0—-1]=1>¢
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En ambos casos el punto § € Bs (£) vive en R, puesto que B (Z) C R; lo que prueba que

2 € Dy, .
&

Observacién 3.1 Como consecuencia de esta propiedad y el teorema 2.2 se tiene que un
conjunto acotado es Jordan medible si y sdlo si su frontera tiene medida de Lebesgue cero.

En esta observacion, toma mucho valor (en la parte de la suficiencia) el hecho de que la
definicién de conjunto Jordan medible no dependa del recténgulo que se tome para integrar
a la funcién caracteristica del conjunto; ya que a la cerradura de todo conjunto acotado lo
podemos meter en el interior de un rectdngulo.

La observacién anterior muestra algo muy interesante; sabemos que un conjunto acotado
es Jordan medible si y sélo si su frontera tiene medida de Jordan cero (demostraremos este
criterio un poco mas adelante), de manera que gracias a lo dicho en la observacién, cuando
trabajamos con la frontera de un conjunto acotado, es equivalente que ésta tenga medida
de Lebesgue cero a que tenga medida de Jordan cero; y es interesante porque no todo
conjunto con medida de Lebesgue cero es Jordan medible, como nos lo demuestra el ejemplo
3.1. Ahora bien, daremos una condicién suficiente bajo la cual un conjunto de medida de
Lebesgue cero es Jordan medible, condicién que por supuesto satisface la frontera de todo
conjunto acotado; y para ello a continuacién veremos un resultado que deja ver lo cercanos
que son los conceptos de medida de Jordan cero con medida de Lebesgue cero.

Lema 3.1 Sea A C R™ un conjunto acotado, A tiene medida de Jordan cero st y sélo si para

toda € > 0 hay una cantidad finita de rectdngulos Ry, ..., Ry tales que
k
AC U Rj
j=1

Dem. Si J(A4) = 0 entonces dado £ > 0 existe una particién P € Pg, donde R C R"
es un rectdngulo que contiene a A, tal que S (X4, P) < £. Sean Ry, ..., R, los rectdngulos
inducidos por P y nétese que

m

S(Xa, P) =) M;(X)V (B;) = Y V(Ry)

i=1 RyNA£D

(con frecuencia estaremos utilizando esta identidad). En efecto, para toda & € R;N A se tiene
que X4 (2) = 1y para toda & € R; \ A ocurre que &4 () =0, de modo que M; (X4) = 1 si
RiNA#Dy M; (Xs) =0si RjNA=0, por lo tanto si {j € {1,...,m} | R;NA#0} =
{k1,...,ks} entonces
“ Ac | R,

J=1
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8

> V(Ry) =8 (X4, P)<e

=1

Reciprocamente si 2 C R"™ es un rectangulo tal que A C int (R) y € > 0, entonces por

hipdtesis hay una cantidad finita de rectdangulos Ry, ..., Ry tales que
k
Ac | JR;
g=l
¥y

Como R N R; es un rectdngulo tal que V(RNR;) < V(R;) y AC U;f:l R N R,, entonces
podemos suponer sin pérdida de generalidad que R; C R para toda j € {1,...,k}. Por una
cuestion totalmente técnica nos gustarfa que A C ULl int (R;), pero en realidad esto es algo
que por el momento no podemos asegurar. Afortunadamente por el lema 2.1 esto no va a ser
un problema, de manera m4s precisa, por el lema 2.1 sabemos que para cada j € {1,... k}
existe un rectdngulo I C R" tal que I; C int (Rg,) y

'V(f@)—-V(E%)<1§%
de donde A C J;_, int (R}) y
k k £
;v(Rg) <3 V(R + ] <=

Como A C int (R) entonces

[int (R) Nint ( R' t(RNR;)

Ca-
”'C*

j:

Con lo que nuevamente sin pérdida de generalidad podemos suponer que R; C R para toda
j€A{l,...,k}. Sea P € Pg una particién que contenga todos los vértices de cada R, esto
es posible porque R; C R Vj € {1,...,k}; cabe recordar nuevamente que de la discusién
hecha tras la definicién 2.7 si @ es un subrectdngulo generado por P entonces @ C R para
alguna j € {1,...,k} oint (Q) Nint (R;) = () para toda j € {1,...,k}. Ahora bien, nos era
importante asegurar que A C U_?:l int (R;) porque de esta manera si @ es un subrectdngulo
generado por P tal que QN A # ) entonces @ C R] para alguna j € {1,...,k}. Por lo tanto
si @y, ...,Q,, son los rectdngulos inducidos por P entonces

k
§(XaP)= D, V(B)S)Y V(R <e

QyNAFD
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de donde J (A) =0y como 0 <J (A) <J (A) concluimos que J (A) =7 (A) y por lo tanto

A es Jordan medible y tiene medida de Jordan cero. I

Aunque este resultado ya nos era familiar, valfa la pena demostrarlo por el razonamiento
empleado en la parte de la necesidad. A modo de preparacién para el teorema del cambio de
variable, seria bueno tener presente este truco de poder “inflar” rectdngulos de manera que
sus volimenes no se nos escapen de las manos y que nos permita asegurar que determinado
conjunto se queda contenido en el interior de estos rectdngulos inflados, con la tinica intencién
de que al tomar un refinamiento de una particién generada a partir de dichos rectangulos,
los nuevos rectdngulos que cubran a nuestro conjunto no generen mas volumen del que ya
se tenia.

Observacién 3.2 Gracias a esta caracterizacion de los conjuntos de medida de Jordan cero
podemos concluir que la union finita de conjuntos de medida de Jordan cero también es
de medida de Jordan cero, asi como también podemos concluir que todo subconjunto de un
conjunto de medida de Jordan cero tiene medida de Jordan cero.

Retomando la discusién previa al lema 3.1, de éste mismo y de la observacién 2.3 se
concluye que todo conjunto de medida de Jordan cero tiene medida de Lebesgue cero. Es
claro que, si un conjunto se puede cubrir con un nimero finito de rectdngulos cuya suma
de volimenes es pequena, entonces este mismo conjunto se puede cubrir por una cantidad
numerable de rectdangulos cuya suma de volimenes también es pequena. Sin embargo, lo
reciproco no es necesariamente cierto. En este sentido, es mds restrictivo pedir que un
conjunto tenga medida de Jordan cero que pedir que tenga medida de Lebesgue cero. Para
concluir esta discusion regresemos al ejemplo 3.1, en él se demuestra que no todo conjunto de
medida de Lebesgue cero es Jordan medible y ahora con el lema 3.1 podemos agregar que éste
es un ejemplo de un conjunto acotado de medida de Lebesgue cero que no puede ser cubierto
por una cantidad finita de rectdangulos cuya suma de volimenes sea tan pequena como
queramos. Sin embargo el lema 3.1 también deja ver claramente cudles son las condiciones
suficientes para que un conjunto con medida de Lebesgue cero sea Jordan medible y que
ademads tenga medida de Jordan cero.

Proposicién 3.2 Sea A C R™ un conjunto compacto. Si A tiene medida de Lebesque cero
entonces A tiene medida de Jordan cero.

Dem. Por supuesto que la idea es aplicar el lema anterior para concluir que A tiene
medida de Jordan cero. Sea £ > 0, por la proposicién 2.9 existe una coleccién numerable
de rectdngulos abiertos {R;}7", tales que A C ;2 By y 222, V (R;) < g, pero entonces
la coleccién de rectdngulos es una cubierta abierta para A y éste es compacto. Por lo tanto
existen Ry, ..., Ry, en {R;};2; tales que A C U, Ry; C U, Ry; y como

SV () =3V (Ry) <V (B) <
=1 j=1 j=1
Entonces por el lema anterior A tiene medida de Jordan cero. |
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. ..Con base en los resultados anteriores, ahora estamos en condiciones de enunciar el si-
guiente teorema, el cual nos da condiciones necesarias y suficientes para que un conjunto sea
Jordan medible.

Teorema 3.1 Sea A C R™ un conjunto acotado. A es Jordan medible si y sélo si Fir (A) es
Jordan medible y J (Fr (A)) = 0.

Dem. Supongamos que A es Jordan medible, por la observacién 3.1 sabemos que Fr (A)
tiene medida de Lebesgue cero, y como la frontera de todo conjunto acotado es compacta
entonces por la proposicién 3.2 Fr (A) es Jordan medible y J (Fr(A)) = 0.

De manera reciproca si J (F'r (A)) = 0, entonces A (Fr (A)) = 0. Ahora bien, si R C R"
es un rectangulo tal que A C int (R), entonces por la proposicién 3.1, sabemos que Dy, r=
Fr(A), de manera que A (Dgx, g) = 0 y esto implica, por el teorema 2.2, que A es Jordan
medible. [ |

Como ya se dijo, el lema 3.1 deja ver lo parecido que son los conjuntos de medida de
Jordan cero con los conjuntos de medida de Lebesgue cero, concretamente sabemos que todo
conjunto de medida de Jordan cero es de medida de Lebesgue cero, partiendo de esto y de
la caracterizacién dada en el lema 3.1 uno podria preguntarse si se pueden caracterizar a las
funciones Riemann integrables con los conjuntos de medida de Jordan cero tal y como lo
hicimos en el teorema 2.2, y la respuesta es no. Si bien es cierto que toda funcién definida en
un rectdngulo, cuyo conjunto de discontinuidades forme un conjunto de medida de Jordan
cero, es Riemann integrable sobre este rectdngulo, el reciproco no es cierto. Para ver que
esto es asi, consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2 Sean R =[0,1] x [0,1] y
A={(z,y) € (0,1) x (0,1) |z € Q 6 y € QYU(Fr (R) NQ x Q)\{(0,0),(0,1),(1,0), (1,1)}
Sea [ : R CR? — R definida como

+o B=5y=%

S
few={ 74 2R

en otro caso

en donde m < n, conn ym primos relativos, y lo mismo para p y q. Veremos que Dy p = A,
y que A no es Jordan medible pero tiene medida de Lebesgue cero, con lo que concluiremos
que f es Riemann integrable a pesar de que su conjunto de discontinuidades no es Jordan

medible.
Primero notemos que
R\A={(z,9) € [0,1] x[0,1] |z € R\ QU{0,1} yy € (R\QU{0,1}}

Como este conjunto es denso en R y A también lo es, se tiene que X4 es discontinua en todo
R y por lo tanto A no es Jordan medible.

Ahora veamos que A tiene medida de Lebesgue cero; para esto, aprovechemos que (0,1)N
Q es un conjunto numerable, es decir, (0, 1)NQ = {g, | n € N}. Para cadan € N definamos a
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los conjuntos A, = {(gn,y) € [0,1] x [0,1] | y € R} y B, = {(z,¢,) € [0,1] x [0,1] | z € R},

claramente - -
A=JA4.ulB.
ri=1 n=1

de manera que si probamos que cada A, y cada B, tiene medida de Lebesgue cero entonces
A tendra medida de Lebesgue cero.

Dado € > 0, definamos al rectdngulo R, = [qn — Tl + i—] x [0,1], R,, contiene a A, y
V (R,) = £ < ¢, lo que prueba que A(A,) = 0; de manera andloga se tiene que A (B,) = 0,
por lo tanto A (A) = 0.

Nos resta probar que Dyp = A. Sea (zo,4) € A y supongamos, para empezar, que
zop =Ty yo = £ con nym primos relativos asf como p y g, sea & = 1 f (2o, %), dado & > 0

existe z € [0,1] N (R \ Q@)tal que |z — x| < 8, entonces (z,yo) € R es tal que
[1(, y0) — (z0, yo) || = |z — 20| < &

Pero
: |f (=, 90) — f (2o, 50)| = f (z0,%0) > ¢
es decir, f no es continua en (zg, yo).
~ Supongamos ahora, sin pérdida de generalidad, que zo € (R \ Q) U{0,1} y yo € Q\{0, 1},
con yo = E. Sea {a,}oo, C [0,1] N Q una sucesién que converja a o, y consideremos
a la sucesion {(an,y0)},—; € BN (Q x Q), esta sucesién converge a (zo,yo). Si f fuera
continua en (zg, yp) entonces la sucesion de imdgenes, {f (an,yo)}.e,, deberfa converger al
valor f(zg,yo) = 0, sin embargo f(an,yo) > % para toda n € N y por tanto no puede |
converger a cero, de modo que f no es continua en (zy, ¥p); con lo que concluimos que A C
Df,R.
Para la contencién contraria tomemos (zg,yp) € R\ A y veamos que f es continua en
este punto. Sea £ > 0 y supongamos que ¢ < 1, sea n € N tal que

1 e 1
—< =<
n 2 n-—1
n existe porque £ < 1. Para toda m < n,
£ 1 1
< <
2" n—1"m
mientras que para toda m > n
1 1 ¢
m n 2

de manera que sélo hay un cantidad finita de nimeros de la forma g, con p < ¢ primos
relativos tales que 5 < %, entonces

' 1. .
61:111111{‘1—9—.%0 [—2—727&15(}9&): }
g 24

q
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) 1 £
(SEZIIHH{p {“>_52%17(p7Q)=1}
q 2 4q

—— Y

q
son dos valores bien definidos, donde (p,q) = 1 representa que p y ¢ son primos relativos.
Ademss §; > 0,1 = 1,2, porque zg, yo € R\QU{0, 1} y los nimeros g son racionales distintos
de cero y uno. Sean § = min {61,682} y (z,y) € RN Bs(xo,%), st z € (R\ Q) U {0,1} ¢
y € (R\Q)U{0,1} entonces

|f (z,9) — f(zo,%0)| =0<e

mientras que si (z,y) = (%, %‘) entonces

T
’——m0‘<6§61
m

entonces + < £y 1 < £, de donde
m 2 q 2

AL

1 1
z,y) — J (Zg,1 =—+4+-<e
|f (2, 9) — f (20, 50)| m g
es decir, f es continua en (zo, yo); lo que implica que Dy g C A, es decir, Dy = A.
Este ejemplo demuestra que existen funciones Riemann integrables cuyo conjunto de
discontinuidades no es Jordan medible, sin embargo, si sabemos que el conjunto de dis-
continuidades de una funcién es Jordan medible, entonces podemos formular el siguiente

teorema.

Teorema 3.2 Sea f: R C R” — R acotada tal que Dy g es Jordan medible. f es integrable
sobre R sty sdlo si J (Dyg) = 0.

Dem. Primero supongamos que f es integrable sobre R. Bajo esta hipétesis, D debe
tener interior vacio. De lo contrario existe R’ C R"™ rectdngulo no degenerado tal que
R' C Dy pg; como f es integrable sobre R entonces Dy g tiene medida de Lebesgue cero
y por lo tanto también R’ tiene medida de Lebesgue cero, pero esto contradice el hecho
de que todo rectdngulo no degenerado no tiene medida de Lebesgue cero. De manera que
int (Dyr) = 0, esto implica que Dy r C Fr(Dypr) y como Dy es Jordan medible entonces
J(Fr(Dyg)) =0y por lo tanto J (Dyg) = 0.

La implicacién contraria es inmediata del teorema 2.2. |

Ya que nos hemos familiarizado un poco mds con la medida de Jordan y tenemos bue-
nos criterios para saber cudndo un conjunto es Jordan medible, nos resta enunciar algunas
propiedades bdsicas que tienen dichos conjuntos. Como se dijo al principio de este capitulo
estamos asumiendo que ya se conoce a la medida de Jordan y sus propiedades bésicas, de
manera que sélo enunciaremos dichas propiedades, siendo la méds natural que la unién e
interseccién finita de conjuntos Jordan medibles son Jordan medibles, y cuya prueba, por
cierto, se reduce a un simple hecho de topologia de R".

41



3.1. Conjuntos Jordan medibles Capttulo 3. Medida de Jordan

Teorema 3.3 Sean A, B C R"™ acotados y Jordan medibles entonces AU B y AN B son
Jordan medibles y

J(AUB)=J(A)+J(B)—J(ANB)
Corolario 3.1 Sean A, B C R" acotados y Jordan medibles, siint (A)Nint (B) = () entonces
J(AUB)=J(A)+ J(B)
Corolario 3.2 Sean A,B C R" acotados y Jordan medibles, entonces A\ B es Jordan
medible y J(A\ B) = J(A) — J (AN B).

La lista de propiedades podria seguir y seguir, pero vamos a enunciar las que nos son
indispensables para nuestra labor, y a las que estaremos recurriendo frecuentemente.

Proposicién 3.3 Sean A, B C R" acotados y Jordan medibles,
i) §i B C A entonces J(A\ B) = J(A) — J(B).
ii) Si B C A entonces J (B) < .J(A).

i) A eint (A) son Jordan medibles y J (A) = J (A) = J (int (A)).

La prueba de esto es una consecuencia fécil del teorema 3.3 y los corolarios 3.1 y 3.2.

" Vale la pena mencionar también que la medida exterior de un conjunto satisface una
condicién andloga al inciso i) de esta proposicién, partiendo del hecho de que si B € A
entonces X < X4.

Hay otra propiedad mds, a la que sf le daremos prueba, que nos dice que todo conjunto
Jordan medible puede aproximarse tanto como se quiera por un conjunto compacto Jordan
medible. Esta propiedad va encaminada hacia el teorema de cambio de variable.

Teorema 3.4 Sea A C R™ un conjunto Jordan medible; entonces para toda £ > 0 existe
K C A compacto Jordan medible, tal que J (A) — J (K) < e.

Dem. Sea R C R" rectdngulo tal que A C R. Dado ¢ > 0, por hipétesis existe P € Py tal

que
J(A)— 8 (X4, P) < e

S (¥, P)= ) V(R

R;CA

Pero

donde los rectdngulos R; son generados por la particién P; definimos entonces
K= |J R
RjCA

K es compacto por ser unién finita de rectdngulos, y por la misma razon es Jordan medible.
Ademés como los rectdngulos R; forman una particién de R entonces int (R;) Nint (R;) =0

para i # j, de modo que
=) V(R)=8 (¥, P)
R;CA
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y por lo tanto K es un compacto tal que K C Ay J(A) — J(K) <e. |

Observacion 3.3 FEl teorema anterior lo podemos refinar un poco mds, es decir, si tenemos
un conjunto Jordan medible A y £ > 0, entonces podemos consequir un conjunto compacto
K Cint (A) y Jordan medible tal que J (A)—J (K) < &, ya que por la proposicion 3.3 int (A)
es Jordan medible y J (A) = J (int (A)), entonces aplicando el teorema 3.4 al int (A), existe
K Cint (A) compacto Jordan medible, tal que J (A) — J (K) = J (int (A)) — J (K) < e.

3.2 Integracién sobre conjuntos Jordan medibles

Para finalizar este capitulo, hablaremos de integrales sobre conjuntos Jordan medibles; el
lector recordard que podemos extender la integral sobre rectdngulos a conjuntos més com-
plicados, es decir, si A C R™ es un conjunto acotado y f : A C R* — R es acotada entonces
podemos preguntarnos jqué significa que f sea integrable sobre A? La clave estaba en poder
extender f a todo R™ de forma que resultara integrable en R C R” rectdngulo que contuviera
a A, v la manera mds natural de hacerlo era mandando a cero a todo punto que no estuviese
en A, es decir, se definfa a la funcién caracteristica de f en A, f4 : R™ — R como

X f@ zeA
f*‘(m){o t¢d A

Si esta funcion resultaba integrable en R deciamos que f era integrable sobre A y que
| A = | g fa. Asf como se demuestra que la medida de Jordan no depende del rectdngulo
que se tome, también se prueba que cuando hablamos de la integral de f sobre un conjunto
acotado arbitrario no importa el rectangulo que se tome.

El problema ahora es jcémo saber cuando f4 es integrable? Definitivamente f4 no
siempre resultard integrable (ejemplo 3.1 y tomando a f como la constante 1). Notemos
que, como fu (£) = 0 para toda & € (E)c y este es un conjunto abierto entonces fa es
continua en este conjunto, de manera que si f4 es discontinua en algin punto & € R"
entonces &£ € Dy 4 02 € Fr(A), es decir, Df,gn C (Dya U Fr(A)) y por lo tanto para
todo rectangulo R C R™ que contenga a A, Dy, p C (Dya U Fr(A)); esto ya deja ver que
es lo que necesitamos, porque sabemos que si Dy, r tiene medida de Lebesgue cero entonces
fa es Riemann integrable sobre R, por lo que si podemos asegurar que Dy 4 U Fr (A) es un
conjunto de medida de Lebesgue cero entonces f4 serda Riemann integrable sobre R. Ahora
bien, en el caso de los conjuntos Jordan medibles sabemos que su frontera tiene medida de
Jordan cero y por tanto medida de Lebesgue cero, de manera que si A es Jordan medible y
f:AcC R* — R una funcién acotada cuyo conjunto de discontinuidades tiene medida de
Lebesgue cero entonces f serd integrable sobre A, formulemos todo esto con un poco més de

rigor.

Definicién 3.2 51 A C R" es un conjunto acotado y f : A C R* — R es acotada en
A decimos que f es integrable sobre A si y sélo si la funcidn caracteristica de f en A,

fa:R" = R dada por )
£ 18] { 1)
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es integrable sobre R C R™ rectdngulo que contiene A y definimos la integral de f sobre A

como
/Af:/RfA

Teorema 3.5 Si A C R" es un conjunto Jordan medible y f : A C R* — R es acotada en
A entonces [ es integrable sobre A si y sélo si A(Dy4) = 0.

Como ya se dijo, la prueba de este teorema se sigue totalmente del teorema 2.2
Pasemos a ver algunas propiedades de funciones integrables sobre conjuntos Jordan me-
dibles; como se ha hecho a lo largo de este trabajo, sélo enunciaremos las que nos son

indispensables para nuestra labor.

Teorema 3.6 Si f,g: A C R*® — R son integrables en el conjunto Jordan medible A, en-

tonces
i) f+g:ACR™ > R es integrable sobre Ay [, (f+9) = [, f+ [.9

ii) Para cualquier c € R, c¢f : A CR™ — R es integrable sobre D y [, cf =c [, f

i) fg: A CR™ — R es integrable sobre A.

Teorema 3.7 Si f : A C R* — R es integrable en el Jordan medible A CR™ y f(2) >0
para toda & € A entonces [, f > 0; mds aun, si existe &y € int (A) tal que [ es continua en
este punto y f (Zo) > 0 entonces [, f > 0.

Corolario 3.3 Si f,g: A C R® — R son integrables en el Jordan medible A C R"™ y para
toda & € A f(2) < g (&), entonces [, f < [, 9.

Corolario 3.4 Si f : A C R® — R es integrable en el Jordan medible A C R", entonces
f|: ACR"* — R es integrable sobre A y ‘fAf‘ < [, 11l-

Otra propiedad, bastante natural, es que si una funcién definida sobre un conjunto Jordan
medible y con medida de Jordan cero es acotada entonces la funcién es automdticamente
integrable sobre este conjunto y ademds la integral es cero.

Proposicién 3.4 Sea A C R™ Jordan medible con J(A) = 0. Si f: ACR" — R es
acotada en A entonces f es integrable sobre Ay [, f =0.

Dem. Como Df4 C Ay J(A) = 0 entonces J (Dy4) = 0y por lo tanto f es integrable
sobre A. Ahora bien, si M > 0 es tal que |f (£)| < M para toda & € A, entonces —M <
f(z) < M para toda £ € A y por el corolario 3.3 tenemos que

LMstsLM

M-I < [ 1M

es decir,
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pero J (A) = 0, por lo tanto [, f = 0. |

El siguiente teorema, que si demostraremos, es conocido como el teorema del valor inter-
medio para integrales. El lector sin duda recordard el resultado andlogo para el cdlculo de
una variable, cuya prueba tenia como base el teorema del valor intermedio para funciones
continuas. La prueba del teorema del valor intermedio para integrales, ahora para funciones
de varias variables, también tiene como base el teorema del valor intermedio para funciones
continuas, asi como los teoremas 3.6 y 3.7 y el corolario 3.3.

Teorema 3.8 (Valor intermedio para integrales) Si f,g : A C R* — R son continuas y
acotadas en el conjunto Jordan medible A, g(z) > 0 para toda T € A y A es conexo,

entonces existe §j € A tal que
/ fg=f(9) / g
A A

Dem. Por el teorema 3.6 fg es integrable sobre A. Si g(2) = 0 para toda & € int (A),
entonces el resultado es trivialmente cierto, de manera que podemos suponer que existe
o € int (A) tal que g () > 0 y entonces por el teorema 3.7 [, g > 0.

Sean
m=inf{f (Z) | 2 € A}

¥
: M =sup{f(2)|z € A}

Como g es una funcién no negativa entonces mg () < f (2) g () < Mg () para toda & € A.
Por el corolario 3.3 y el teorema 3.6 se tiene que

mngS[quSMng

Ja9

La idea ahora es aplicar el teorema del valor intermedio, mismo que es vdlido porque A es
conexo y f continua en A, y entonces asegurar que existe § € A tal que

- _ Jatg
f (@) ng

fAfgf(Q)ng

pero esto hay que hacerlo con cuidado, porque de momento sélo hemos dicho que

y como [, g >0

es decir,

m <
ng
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dejando abierta la posibilidad de que

o Jady
Jag

Jnfg _ s
Ip9

y si f no alcanza a su infimo o a su supremo entonces no podemos asegurar la existencia del
punto § € A. Sin embargo lo que en realidad sucede, es que si f no alcanza a su infimo o a
su supremo entonces el cociente de integrales no puede ser ni m ni M, es decir, si f (&) > m
para toda & € A o f(Z) < M para toda & € A, entonces en particular tendriamos que

f (Z0) g (Z0) — mg(20) >0

Mg (Zo) — f (20) g (£0) > 0

segiin sea el caso, lo que por el teorema 3.7 implica que m ng L fA fgo fA fg < Mng, y
por tanto,

m < fA fg
Jag
0
fA fg < M
f Jag
y entonces podemos aplicar con toda libertad el teorema del valor intermedio. [ |

Si tomamos a la funcién g como la constante 1 en el teorema anterior, podemos concluir
que [, f = f(§)J (A) para algin § € A.

Por tltimo, demostraremos un resultado andlogo al inciso iv) de la proposicién 2.3, pero
ahora por supuesto para funciones definidas sobre conjuntos Jordan medibles.

Teorema 3.9 Sean A, A;, Ay C R™ conjuntos Jordan medibles tales que A = A1 U Ay y
J(A1NA)=0. f: ACR® — R es integrable sobre A si y sdlo si es integrable sobre A; y

A Al 112

Dem. Supongamos primero que f es integrable sobre A. Por el teorema 3.5 se tiene que
A ('Df!A) =0 Y por lo tanto A (Df,Al) =0 y A (Df,Az) = O, Ya que D,f,/h U‘Df,A2 e Df,AluAg =
D¢ 4. De modo que f es integrable tanto en A; como en As,.

Supongamos ahora que f es integrable en A; y A;. Como J(A; N As) = 0 entonces
por la proposiciéon 3.4 f también es integrable en A; N A;. Sea R C R™ rectdngulo tal
que A C R y sean fa, fa,, fas, faina, : R® — R las funciones caracteristicas de f en
los conjuntos A, A;,As y A; N A, respectivamente como en la definicién 3.2. Nétese que
fa (&) = fa, (@) + fa, (Z) — fa,na, (£); de acuerdo con la proposicién 2.3 como las funciones
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fay, fa, ¥ fayna, son integrables sobre R podemos concluir que f4 es integrable sobre R, es
decir, f es integrable sobre A.

Para la igualdad de integrales consideremos una vez més a un rectdngulo £ C R" tal que
A C Ry a las funciones caracterfsticas fa, fa,, fa,, fa;n4, : R® — R de f en los conjuntos
A, A Ay y Ay N Ay, De la identidad f4 (2) = fa, (2) + fa, () — faina, (£) y el hecho de
que cada funcién es integrable sobre R, obtenemos que

/RfAZfRfAl +fRfA2—/RfA1mA2
L= L L L

pero por la proposicion 3.4 sabemos que fAmA2 f =0, por lo tanto, [, f = fAl f+ ng f

€8 'deCiI']

Corolario 3.5 Si A, A, C R" son Jordan medibles tales que Ay C Ay f: A — R es
integrable sobre A entonces [ es integrable sobre A\ A; y ademds

Jon? =11,

Dem. Como A; es Jordan medible entonces A \ A; es Jordan medible. Al ser A =
ATU(AN\ Ay y J (AN (AN A1) = J (0) = 0, del teorema 3.9 se concluye que f es integrable
en A\ A; y A4; y adems4s fAf:fA1f+fA\Al f, es decir,

Jon? =1,
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Capitulo 4

Teorema de cambio de variable

En este ultimo capitulo, daremos una demostracion del teorema de cambio de variable en
varias variables, teorema que nos es absolutamente familiar. Su prueba es bastante larga y
nos llevard algo de tiempo desarrollar las herramientas necesarias para realizar dicha prueba.
Para comenzar, veamos lo que dice el teorema de cambio de variable:
Sea 2 C R™ un conjunto abierto y D C R™ Jordan medible tal que DU Fr (D) C €. Sea
g: 2 — R" de clase C! en 2, inyectiva en int (D) y tal que J, (Z) # 0 para toda & € int (D).
Si f:g(D) — R es acotada y continua entonces

fgw)f=/p(fog)!ng

Analicemos muy a grandes rasgos por qué se da esta identidad y tratemos de ver algunas
complicaciones que se nos presentardn al momento de demostrar el teorema.

Comencemos suponiendo que queremos integrar una funcion f sobre un conjunto Jordan
medible A C R™ y que sabemos que este conjunto A se puede ver como la imagen bajo una
cierta funcién g de otro conjunto Jordan medible D C R", es decir, g (D) = A.

Sea R C R™ un rectdngulo que contiene a D y @ una particién de R; para cada subrec-
tangulo R; inducido por @ que intersecte a D elijamos un #, € R; N D.

Lo primero que nos gustaria conseguir es que sumas de la forma

Yo flg@)) I (g (R)

R;ND#D

se aproximen a [, f y que esta aproximacién sea mejor en la medida de que @ sea una
particion mds fina de R. Aqui surgen de inmediato dos detalles. El primero es poder
asegurar que los conjuntos g (R;) son Jordan medibles. El segundo es que no sumemos de
més, es decir, quitar la posibilidad de que para dos subrectangulos distintos R; y R; ocurra
que
int (g9 (R;) Ng (R;)) # 0

El primer detalle requiere un poco de trabajo, la suposicién de que la funcién g es de clase
C* es fundamental; el segundo detalle es mds sencillo de cubrir, basta pedir inyectividad de

la funcién g.
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También serfia muy bueno encontrar una forma de expresar la medida de Jordan de
g (R;) en términos del volumen de R; y de la funcién g. En este punto, las transformaciones
lineales serdan muy ttiles. Demostraremos que, si R C R™ es un rectdngulo y 7 : R* — R"
una transformacién lineal, entonces

J(T(R)) = |det L| V (R)

en donde L es la representacion matricial de 7' respecto a la base candnica.

Con esto en mente y considerando que trabajamos con particiones muy finas (y por
tanto con rectdngulos muy pequefios), si g es una funcién tal que en cada punto # de su
dominio existe su mejor aproximacion lineal, es decir, su derivada, y R; es un rectdngulo
“muy pequeno”, parece razonable esperar que

J (g (Re)) = J (Dg (1) (R:)) = | (7,)| V' (B)

en donde 7); es algin elemento de R; N D. Con esta aproximacién obtenemos que

/A e Y Fa@)N IR~ Y Flom)) 1, )V (R)

R.;,f‘lD#—'@ R; ﬁD?":‘ﬂ

Si se observa con cuidado, la segunda suma es una suma de Riemann asociada a la funcién
(f o g)|Jy| y correspondiente a la particion @ de R. En este sentido, si dicha particién es
muy fina, debera ser cierto que

S Fle@)) 1, BV (R ~ /D (f o9) 17|

R;ND#0
[ 1= [ eall

y conforme tengamos particiones mds finas, podremos asegurar que esta aproximacién es en
realidad una igualdad.

Con este pequeno esbozo de lo que serd la prueba del teorema de cambio de variable,
podemos decir que el camino a seguir para demostrar este teorema consiste de tres partes.
Primero daremos una condicién suficiente para que la imagen bajo una funcién de un con-
junto Jordan medible contimie siendo Jordan medible; para esto serd necesario introducir el
concepto de uniformidad de Lipschitz, concepto posiblemente nuevo para el lector; también
hara falta hablar un poco de cubos, que no son otra cosa mis que una clase especial de
rectdngulos (trabajar con cubos nos facilitard las cosas en mds de una ocasién). El segundo
paso sera demostrar un caso particular del teorema de cambio de variable, concretamente,
demostraremos la férmula propuesta unos renglones arriba

J (T (R)) = |det L| V (R)

concluyendo asf que

en donde T es una transformacién lineal y L su representacién matricial (respecto a la
base candnica); pero no nos limitaremos a los rectdngulos, sino que hallaremos una manera
de calcular la medida de Jordan de la imagen de un conjunto Jordan medible bajo una
transformacion lineal. Finalmente la tercera parte serd demostrar el caso general del teorema

de cambio de variable.
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4.1 Preliminares

En esta breve seccion desarrollaremos algunas herramientas necesarias para nuestra labor,
en la primera parte veremos algunos resultados que involucran exclusivamente a nuestros
conocimentos del cdlculo diferencial. De manera un poco més precisa, recurriremos constan-
temente al teorema del valor medio para funciones de R en R. Veremos un par de lemas,
fundamentales para cuando entremos de lleno en la demostracién del teorema de cambio de
variable, y finalizaremos esta secciéon hablando un poco de la “distancia” entre conjuntos
en R". Cabe advertitr que las demostraciones de los resultados en esta seccién son muy

técnicas.
Proposicién 4.1 Sea c : [a,b] — R"™ una funcidn continua. St o es diferenciable en (a,b) y
existe M > 0 tal que ||’ (t)|| < M para toda t € (a,b), entonces ||o (b) — o (a)|| < M (b— a).
Dem. Consideremos a la funcién f i [a,b] — R definida por
f(@) = (o(b) —a(a)) o (t)
[ resulta continua en [a,b] y derivable en (a,b) de manera que por el Teorema del valor
medio existe £ € (a,b) tal que
f)y—fla)=Ff (& @b—a)
Por definicién de f obtenemos que
f(o)=fla) = (a(b) —o(a)) o (b) —(o(b) —o(a))-o(a)
= (0(b) — (@) - (o(b) — o(a)) = [|lo(b) — o ()|’
mientras que
J'(&) = (a(b) — o(a)) - o (€)
De manera que por hipdtesis y por la desigualdad de Cauchy - Schwarz se tiene que
lo(®) =@l = (b—a)(a(b) —o(a)) o' (€)
< (b—a)llo®) —a(@)] llo" (©)Il
< M(b—a)|o() —o(a)ll
Si o(b) = o(a) entonces la desigualdad que queremos se sigue de manera trivial y si o(b) #

o(a) entonces podemos cancelar el término ||o(b) — o(a)| de la desigualdad anterior con lo
que concluimos la proposicién =

Una consecuencia del resultado anterior es la siguiente “generalizacién” del mismo para
p
R"™.

Proposicién 4.2 Si Q C R" es abierto, g : 0 — R™ es de clase C' en Q y dg, 4y € Q son
tales que U, = (1 — t) Gig + ty pertenece a Q para toda t € [0,1], entonces

lg (1) = g (@) < cllda — ol

donde
c=sup [y ()] g
te[0,1]
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Dem. Como g e C'(Q)y {d, € R" |t < [0,1]} C Q es un conjunto compacto entonces por
la proposicién 1.4

e =sup Dy (@) gy
te[0,1]

existe.
Sea o : [0,1] — R™ definida como o (t) = ¢ (4;); ¢ es continua y diferenciable y por la

regla de la cadena o' (t) = D, (@) (4 — Ug) de modo que
lo” ()] = 1D, (@) (81 — o)l < 1Dy (1) 1 — 0l < 1 — ol
y por la proposicién anterior
lg (1) — g ()|l = llo (1) — o (0)]] < ¢|ds — Dol (1 = 0) = ¢[n — dol
2]
A continuacién veremos una especie de teorema de valor medio para funciones de R” en
R.
Teorema 4.1 Sea f : D C R" = R y a,b € int (D). Si (1 —t)a+th € int (D) para toda
te[0,1] y f es diferenciable en cada uno de estos puntos entonces existe ty € (0,1) tal que

1 (b) = f@=vr((—t)a+teb) - (6-a)

Dem. Sea o : [0,1] — R definida como o (t) = f ((1 —t) d+t5). o es una funcién

diferenciable en [0, 1], y por la regla de la cadena o' () = Vf ((1 —t)a+ tf)) : (!3 - Ez).
Por el teorema del valor medio para funciones reales se tiene que o (1) — o (0) = o' (t)
para algtn ty € (0, 1), es decir, f (5) — f(a)=Vf ((1 —tp) &+ tUB) - (33 — &). [ |

Corolario 4.1 Sea f: D C R* = R™ y a,b € int (D). Si (1 —t)a+th € int (D) para toda
t €10,1] y f es diferenciable en cada uno de estos puntos entonces Vu € R™ 3ty € (0,1) tal

que
(£(5) - f@)-a=Ds(e) (b-a)-@
donde cq = (1 — ta) &+ tob.

Dem. Dado @& € R™ definamos a la funcién g : D C R* — R como ¢(2) = f(Z) - 4
g resulta una funcién diferenciable en (1 —t)a + tb € int (D) para toda ¢t € [0,1]. Por el
teorema 4.1 se tiene que existe t; € (0,1) tal que

g (b) —g(a) =Vg(ca)- (B = a,)

donde ¢; = (1 —t3) a+ tﬁf), es decir,
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Sabemos que si una funcién f : D C R® — R™ es derivable en un punto , € D
entonces Dy (Zp) es la transformacién lineal que més se parece a f cerca de Zp. En tér-
minos de la definicién de derivabilidad, esto significa que para cualquier cantidad £ >
0 se cumple que ||f (2) — f (Zo) — Dy (Zo) (£ — Z0)|| < €|/ — Zo| para & suficientemente
cercano a Zy. Ahora bien, nosotros trataremos de encontrar condiciones suficientes para
que lo anterior se siga cumpliendo con cierta uniformidad, es decir, trataremos de hallar
condiciones suficientes bajo las cuales dada cualquier cantidad positiva € se cumpla que
\f(z) — f(a) — Df(a) (& —a)|| <el|&— a| para cualquier @ € D y para cualquier £ € D
suficientemente cercano a a. FEn realidad no demostraremos que la desigualdad anterior se
cumple para cualquier a € D, nos basta con que se cumpla para cualquier a € K, donde K
es un subconjunto compacto de D (el lector estard de acuerdo en que normalmente es en los
¢onjuntos compactos donde se consigue uniformidad). Nuestro siguiente lema nos acerca un
poco a lo que buscamos, y cabe decir que la prueba de éste, se apoya en el corolario previo;
de hecho, la razén principal por la que el teorema 4.1 y el corolario 4.1 fueron incluidos en
este trabajo fue para poder aterrizar en este lema.

Lema 4.1 Sea D C R™ abiertoy f : D C R® — R™. Si f es de clase C' en D y tomamos
€ D, entonces para toda £ > 0, existe § > 0 tal que Bs(a) C D y para cualesquiera

. € Bs(a)

=2

If (@) = f(9) —Ds(@) @ —-9)l <ellz2— gl

Dem. Sea e >0, como f es de clase C! en D, existe § > 0 tal que Bs (&) C D y para toda
% € Bs(a)
1Ds (2) = Dy (@)l gy < €

Tomemos &, § € Bs (a); de la convexidad de Bj (@) se sigue que (1 —t) & + ¢ € Bs(a) para
toda ¢ € [0,1]. Llamemos 4 = f (2) — f (§) — Dy (a) (2 — §); aplicando el corolario anterior,
se sigue que existe t, € (0, 1) tal que

(f(&)— F@)-2=Ds(2a) (& —79) -0
con £3 = (1 —t3) £ + t39. De modo que

If &) - f@ - Ds @) @ =DI* = (f(&) - F(@)—Ds(a)(@-9))-a
I :

= (f@)-f@) a-Ds(a)(z—-9)-a
= Dy(2a)(@—9)-2—Dy(@)(2—-9) 0
= (Dy(%a) (& —9) — Dy (@) (2 —9)) -4
< |Dy(2a) (& —9) — Dy (@) (2 —9)l |2l
< [|Df (#a) — Ds (@)l gy 12 — Bl 12

|

. Nétese que en la segunda desigualdad se estd aplicando la proposicién 1.2.
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Por lo tanto
If (@) = f (@) — Dy @) @ —lllall = 1f (@) — £ (@) — Ds (@) (& —PI* <&z — Il |al

y suponiendo que ||%|| # 0 (de lo contrario no habria nada que probar), podemos cancelar
de ambos lados de la desigualdad ||| y concluimos que

I (&) = f(9) = Dy (@) (& =)l <eli2 -7l

Lema 4.2 Sea D C R" abiertoy f: D CR* —R™. Si f esde clase C* en D y K C D es
un conjunto compacto, entonces para toda € > 0, existe § > 0 tal que para toda a € K

If (&) — f (@) — Dy (a) (& —a)l| <el|z —a
siempre que & € Bs(a) N K.

Dem. Seace > 0, por el Lema 4.1 y como f es de clase C?, para cada @ € K podemos
hallar 6, > 0 tal que Bs, (&) C D , para cualesquiera Z, § € Bs, (@)

If (&) = f @) - Ds @) @ - DIl < 5 Il — 9]

y para toda & € Bs, (@)

" . £
1Ds (2) = Ds (@) g my < 5
Entonces
: {Bii (@) |acK}
: 2
es una cubierta abierta para K y, por tanto, existen aq,...,a € K tales que
!
K c | ) Bs, (a5)
j=1
en donde
gy =2
$ e
Sean 6 = min{éy,...,6} y a € K y tomemos & € Bs (@) N K. Por la ultima contencién
sabemos que existe a; € {a1,...,a} tal que & € Bs, (a;); entonces
& —a;ll < la — 2| + |2 — ;]| < 6+ 6; < 28; = &,
es decir,
G € By, (a;)
de donde,

If (@) - (@) - Dy (a) & - &)l < 5 1 —al

o4
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ke T . . . £
1Dy (@) (& —a) — Dy (a5) (2 = @)|| < ||1Ds (%) — Dy (@] g my 12 — &l < 5 112 — 4
Aplicando la desigualdad del tridngulo y las dos desigualdades anteriores se tiene que
I - A\ FA A €. 4 €4 N
17 (2) = £ (@) = Dy (@) @~ a)|| < S [I2 —al + 5 |2 —af = |z —af
|

Del lema 1.1 sabemos que toda transformacion lineal L : R™ — R"™ es uno a uno si y sélo
si existe p > 0 tal que para toda z € R"

izl < 1L (@)

y en particular, para una funcién f : D C R™ — R”, diferenciable en algin punto a € D
para el cual J; (@) # 0, se tiene que existe p > 0 tal que para toda & € R"

plizll < 11Dy (@) (@)

Al igual que hicimos en el lema anterior, ahora buscamos que esta desigualdad se siga cum-
pliendo con cierta uniformidad, es decir, queremos que exista una cantidad positiva p tal que
para cualquier punto & € D para el cual J; (@) # 0, se cumpla que p ||Z|| < || Dy (@) (2)|| para
toda £ € R™. Nuevamente, no podremos garantizar que la u > 0 nos sirve para cualquier
a € D, pero si demostraremos que sirve si nos restringimos a un subconjunto compacto de
D (con eso nos basta).

Lema 4.3 Sean D C R™ un conjunto abierto y f : D C R® — R". Si f es de clase C* en
D y K € D compacto y ademdas J¢ (@) # 0 para toda & € K, entonces existe p > 0 tal que
para toda @ € K y para toda & € R®

pllzll < [Df (@) ()]

Dem. El razonamiento para esta prueba es muy similar al lema previo. Al ser f de clase
C'en Dy Js(a) # 0 para toda @ € K se tiene por el lema 1.2 que para cada @ € K existen
8z > 0y M; > 0 tales que para toda Z € Bs, (@) y para toda § € R”

M; |71l < 1|1 Dy (2) (@)
De manera que tomando la cubierta abierta de K
{Be, (@) | a € K}
existen ai,...,a4 € K tales que

1
K ¢ | Bs, (&)

i=1
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Sea p=min{M;,,...,M;}, dadoae K, d € Bgaj (a;), para alguna 7, y entonces para toda
& e R™
pllEll < M, |12 < Dy (@) (2)]
|

Como dijimos al principio de esta seccién, los lemas 4.2 y 4.3 serdn muy importantes
para desarrollar la prueba del teorema del cambio de variable, y podemos agregar que la
proposicién 4.2 nos serd de utilidad cuando tratemos de ver cudndo la imagen de un conjunto
Jordan medible bajo alguna funcién continda siendo Jordan medible.

Hablemos ahora de la “distancia” entre conjuntos de R™.

Definicién 4.1 Sean A, B < R" no vacfos, definimos la “distancia” de A a B como el
naimero

d(A,B) =inf{l|z -9 |2 € A, e B}

Hemos puesto entre comillas la palabra “distancia”, porque el niimero d (A, B) no es en
sf una métrica para los subconjuntos de R™. De la definicién resulta muy claro que si A es
un subconjunto propio de B entonces d (A, B) = 0 a pesar de que A # B; y no sélo eso,
sino que tampoco es una pseudométrica, porque no se satisface la desigualdad del tridngulo:
es posible conseguir tres conjuntos tales que d (A, C) +d (C, B) < d (A, B). Por ejemplo, si
d (A, B) > 0 entonces se tiene que d (A, AUB) +d(AUB,B)=0<d (A, B).

A pesar de estos detalles, al mimero que acabamos de definir vale la pena llamarlo “dis-
tancia” entre conjuntos porque de alguna manera nos dice qué tan separados estdn dos
conjuntos A y B cuando son ajenos.

Veamos una propiedad muy importante que tiene esta “distancia”.

Proposicién 4.3 Sean A, B C R"™ no vacios tales que A es compacto y B es cerrado. Si
AN B =10 entonces d (A, B) > 0.

Dem. Sunpongamos que AN B =0. Sea f:R™ — R™ definida como
£(2) =inf{”i—3” be B}

Nétese que d (A, B) =inf {f (2) | £ € A}. Ademds si & ¢ B entonces f (%) > 0; esto sucede
ya que al ser B un conjunto cerrado, si tomamos & ¢ B existe § > 0 tal que Bs (£) N B = 0,

de modo que, ”i - BH > § para toda b € B, es decir, f (&) > 6 > 0.
Demostremos que f es continua. Sean Z,§ € R™ arbitrarios; por la desigualdad del
tridngulo tenemos que para toda b € B

o8] < e~ a1+ o -]
pero por definicién de f sabemos que f () < H:& — EH, por lo tanto,
£ @) < lle =3l +||g - 8
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y como esta desigualdad se cumple para toda b € B obtenemos que
f@) <z -9+ f (@)

de donde concluimos que

| (@) = f @) <12 -7
y por tanto f es una funcién continua (de hecho es uniformemente continua en todo R™).
Ahora bien, como f es continua y A es compacto entonces f alcanza un valor minimo en A,
es decir, existe £, € A tal que f (£) > f (&) para todo & € A, y por tanto d (A, B) > f (o),
pero como &g ¢ B entonces f (Zp) > 0, y por lo tanto d (A4, B) > 0 |

Para concluir esta seccién, demostraremos algo que geométricamente es muy claro: si
tenemos un conjunto compacto y un rectdngulo contenido en el interior del compacto entonces
podemos meter un rectdngulo de dimensiones racionales entre el compacto y el recténgulo
inicial de manera que la diferencia de voltimenes entre los rectdngulos sea tan pequena como
queramos. Para esto haremos uso de la proposicién anterior por supuesto.

Proposicién 4.4 Sean K C R™ un conjunto compacto y § > 0. Si R C int (K) es un rec-
tangulo de dimensiones menores a § entonces para toda & > 0 existe R' C int (K) Tectanguio
de dimensiones racionales menores a 8 y tal que R C int (R') y V(R') =V (R) <¢

Dem. Sea e > 0. El lema 2.1 nos asegura la existencia de un rectdngulo R’ C R"™ con
dimensiones racionales tal que R C int (R') y cuyo volumen difiera del volumen de R en
menos que €. Ahora, si se recuerda la prueba hecha en este lema, la clave estaba en la
eleccion de las dimensiones del rectdngulo R’ y de acuerdo con la construccion realizada en
esa prueba y el hecho de que la dimensiones R son menores a 6, podemos decir que se puede
elegir a las dimensiones de R’ también menores a §.

. La parte que hay que analizar con cuidado es que R’ C int(K). Llamemos B =
(int (K))°, B es un conjunto cerrado y como R es un conjunto compacto tal que RN B =0
entonces d (R, B) > 0.

Supongamos que R = [a1, b1] X ... X [a,,b,], para cada r > 0 el rectdngulo

R.=lag —r,bi+7]x ... X [a, — 7, b, + 7]
satisface que R C int (R,) y la diagonal R, tiene longitud

2

=||(by — a1, .-, b — an) + (27, ..., 2r)|

d (Rr) = {i (bm — + 2?")2

i=1

< it —a1, e — )l + (12, 20) | = d(R) + 2rv/n

Si tomamos 7 > 0 suficientemente pequefia tal que 2r\/n < d (R, B), entonces en vista de
la desigualdad anterior, parece que deberia ocurrir que R, C int (K). Y en efecto; dado
2z e R.\ Rcon &= (z1,...,Z,), se tiene que existen i1,...,4 € {1,...,n} tales que

zime[ T‘b +T]\[1m, gm}
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Es decir, a;, —r < @;,, < a;, o by, <z, < by, +r. Seay=(y1,...,Y,) € R* donde y; = z;
sij & {i1,...,i} y para j € {iy,..., %}

a; st a;—r<z; <a;
Yi =

by si by<ay<bh+r
Hemos tomado 4 de manera que § € R, pero ademds para cada j € {41,...,1g}, |z; —y;] <7,
de donde

k 3 k 3
12 -4l = [Z (zi,, — yim)z} < {Z rQJ = rvk < 2rvn < d(R, B)
m=1 m=1

y como V2 € B se tiene que d (R, B) < ||2 — 4|, conluimos que & ¢ B = (int (K))*, es decir,
Z € int (K). Recurriendo una vez mds a la construccién hecha en el lema 2.1, si pedimos
que las dimensiones del rectdngulo R’ que estamos buscando sean menores no sélo que 6
sino ademds menores que las dimensiones del rectdngulo R, considerado hace un momento
entonces R’ cumplird con todas las condiciones buscadas. [ |

4.2 Cubos en R"

Definicién 4.2 Un cubo en R™ es un rectdngulo C C R" con todas las dimensiones iguales,
es decir, si C = [a1,b1] X ... X [@n, bs] entonces b; — a; = b; — a; para cualesquiera i,j €
{1,...,n}; al valor s = b; — a; lo llamaremos la dimension del cubo.

Proposicién 4.5 Si C' = [a1,b1] X ... X [an,by] C R™ es un cubo de dimension s y é =
(€1,...cn) € C es el centro del cubo, entonces ¢; = a; + 2 para toda i y la diagonal de C
tiene longintud sy/n, es decir, d (C) = sy/n.

Dem. Sabemos que el centro é de C' tiene por coordenadas

. b + a;
5="3
yecomos=b —a;y
b@' + a; i bl — a;
= q;
2 2
concluimos que
P bi — a; + S
c; = a, = a; —
2 2

Por otro lado
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Observacién 4.1 De acuerdo con la proposicion anterior, si C C R™ es un cubo con centro
en & = (z1,...,z,) Y dimensidon s entonces

C= = + S} X ... X [ S =+ S]

—|:$1—2,SC1 2 Ty 253371 5

y por tanto para toda § € C, con § = (y1,...,Yn), Se tiene que |y —z;| < § pare toda
i € {1,...,n}, donde la igualdad se da sdlo si §j es un elemento de la frontera de C. De
manera mds precisa: |y; — x;| = § para algunai € {1,...,n} siy sdlo si §j € Fr(C).

De esto que acabamos de decir también se sigue que si § € C' entonces |[# — || < 5/n.
De manera reciproca si §j € R™ es tal que ||Z — §|| < s para alguna s € R entonces y vive en
un cubo de dimensién 2s y con centro en z. Esto es claro pues si & = (z1,...,2,) entonces
basta tomar el cubo

C=[z1—s,x1+s] X...X[xy — 8Ty + 5]

mismo que evidentemente tiene centro en Z y dimensién 2s. Ademds como para cada i €

{100 50)

|z —wl <[ & -9 < s

entonces y; € [z; — $,x; + 8], es decir, § € C. Como podemos ver, con todo lo dicho hace un
momento, el hecho de que a diferencia de los rectdngulos arbitrarios en un cubo todas sus
dimensiones coinciden, nos permite caracterizar a los cubos a partir de su centro.

Lema 4.4 Si R = [a1,b1] X ... X [an, b,] C R™ es un rectangulo de dimensiones racionales,
es decir, b; — a; € Q para toda i € {1,...,n}, entonces existe una particion de R en cubos,
todos con la misma dimensidn y ésta ademds es racional.

Dem. Por hipétesis cada b; — a; es de la forma *Z—? con p; y gq; enteros positivos y primos
relativos, sea r = mem {q,...,q,}, entonces fr% € Z para toda i € {1,...,n}; de manera

que
a:{mg“):a,-+i |je {0,1,_..,&,}}
¥ qi

es una particion del intervalo [a;, b;] pero ademds ésta es uniforme, ya que

@_.@ __ 3 j-1_1
z; T4 ag-i-T a; . "

Esto implica que P = P, x--- x P, es una particién de R en cubos todos de dimensién % eQ
|

Observacién 4.2 Ndtese que el razonamiento utilizado en el lema 4.4 nos permite demos-
trar algo todavia mds fuerte. §i R C R"™ tiene dimensiones racionales, entonces siempre
se puede encontrar una particion de R en cubos de igual dimensidn, tan pequena como se
quiera, y racional. En otras palabras, dada 6 > 0, existe una particion de R en cubos todos

470 BT oo 1 |
de dimension = € Q y con - < §. Para ver esto, en lugar de tomar r = mem {a1:« 58 by
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tomamos r = mem{qi,...,qu} k, donde k € N es tal que + <mem{q,...,q,} 6, entonces
nuevamente se tiene que 7‘3:[—? €ZyPF = {mg(ii) =a; + f |je {O, | PP .,r%, }} es una parti-
cion uniforme de a;, b;], lo que hace que P = Py % --- X P, sea una particidn de R como se

buscaba.

Lema 4.5 Si Ry, ..., Ry C R™ son rectingulos entonces para toda € > 0 existe una cantidad
finita de cubos C1,...,C; C R™ con dimensiones racionales tales que
k !
U R; C U #
j=1 i=1
y

Dem. Seac > 0, por el lema 2.1 para cada R; existe un R} C R" rectdngulo de dimensiones
racionales tal que R; C R; y V (R;,) — V (R;) < £. Por el lema 3.1 para cada R existen
C’l(j ), . ,C',,(é)) C R™ cubos con la misma dimensién y ademds racional tales que forman una
particién de I}, de donde V/ (R;) = Zig %4 (Ci(j )). De manera que

k I(#)

k
Ur <l UC,;(“’")

i=1 =1 \i=1
¥y
k| i) _ k k k
S V(EP)| - VER) =DV (R) - > V(R)
j=1 | i=1 j=1 j=1 j=1
k koo
= YR -V R <Y =e
j=1 j=1
Como cada sumando es no negativo se tiene que
k| () _
0<> Y v (C}”) Y V(R) <e
=1 | i=1 =1

Observacion 4.3 Retomando la observacion 4.2 podemos decir que dada una coleccion finita
de rectingulos Ry, ..., Ry C R™ se tiene que para toda € > 0 existe una cantidad finita de
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cubos C1,...,C; CR", con la misma dimension s € Q, y tan pequena como se quiera, tales

que
k I
U Rj - U Cj
=1 =1

Y

Esto ya no lo vamos a probar pues resultaria en una copia exacta de la prueba hecha en la
observacion 4.2.

4.3 Uniformidad de Lipschitz

Otro concepto que necesitaremos es el que se refiere a la llamada condicién de uniformidad
de Lipschitz de una funcién de R™ en R™. Especificamente, tenemos la siguiente definicién.

Definicién 4.3 Decimos que una funcion g : A C R* — R™ satisface la condicion de
uniformidad de Lipschitz en A si y sélo si existen L > 0 y 6 > 0 tales que para cualesquiera
&,9€ A sil||lt—7| <6, entonces

lg(2) —g(@) < L& -7l

Como el lector habrd notado, el concepto de uniformidad de Lipschitz es muy cercano al
concepto de que una funcién sea de Lipschitz, con la diferencia sutil de que para poder ase-
gurar que ||g(Z) — g(9)|| < L || — §|| necesitamos que los puntos Z y § sean suficientemente
cercanos, cosa que no importa cuando una funcién sélo es de Lipschitz, convirtiendo a la
uniformidad de Lipschitz en una condicién més débil; no obstante, sigue siendo un concepto
muy til.

Pi‘oposicién 4.6 Sig: A C R" — R™ satisface la condicion de uniformidad de Lipschitz
en A con L >0 yé >0 entonces g es uniformemente continua en A.

Dem. Dado £ > 0 consideramos 8, = min {6,£}, de manera que dados Z,§ € A tales que
Iz — 4| < & entonces

~ x ~ ~ £
lg(@) — 9@l = Lz -yl < L7 =¢

Fl reciproco de la proposicién anterior, no necesariamente es cierto. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 4.1 Sea f : [0,00) € R — R, definida como f(z) = /z. f es una funcion
continua en su dominio y por tanto uniformemente continua en el intervalo [0, 1], sin embargo
f mo cumple la condicion de uniformidad de Lipschitz en este intervalo. Para x,y € [0,00),
con z # vy, la expresion

[f (z) = F (W) < L]z -y

| ]
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en donde L > 0, es equivalente a la expresion

RSYC P
T —y

que a su vez es equivalente a
1

N S o, |
VE+ g
Ahora bien, si tomamos a x € [0,1] tan cercano de y = 0 como queramos, entonces los
valores “\/LE no son valores acotados. Por lo tanto no podemos tener uniformidad de Lipschitz

en el intervalo [0, 1].

Nuestro préximo paso tiene como objetivo probar el siguiente teorema: Si g : 2 —
R™ satisface la condicién de uniformidad de Lipschitz en un conjunto compacto K C Q0 y
J(K) = 0, entonces J (g (K)) = 0. Para ello, se demostrard un lema, técnico pero muy
util, que nos permite aproximar la medida exterior de la imagen de un conjunto a partir
de la medida exterior del conjunto. Aunque parecerd que le estaremos pidiendo demasiadas
condiciones al conjunto, éstas sélo dependen de la funcién con la que estemos trabajando.
La importancia de este lema se verd reflejada en todo momento a lo largo de nuestro camino.
Lema 4.6 Sean Q) C R™ un conjunto abierto y K C €} compacto. Si g : 1 — R™ satisface
la condicion de uniformidad de Lipschitz en K con L >0 y 6 > 0, y para alguna a > 0

- a
J (K) < CIN g

entonces

J (9(K)) <a.

Dem. Primero nétese que, por la proposicién 4.6 g (K) es compacto, de modo que tiene
sentido hablar de J (K) y J (g (K)).

" Sea R C R™ unrectangulo tal que K C R, por definicién J (K) = inf {5‘ (X, P) | Pe PR}.
Entonces AP € Pg tal que

S (X, P) <J (K)+ 1

@LVA) ~ 2(2Lyn)

Sean Ry, ..., Rr C R los subrectdngulos inducidos por P, tales que
S (Xk, P)=>_V(R))

es decir, que los R; son aquellos subrectdngulos inducidos por P cuya interseccién con K es
o k
no vacfa; de modo que K C szl R;y
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Por la observacién 4.3 existen Cy,...,C; C R™ cubos con la misma dimensién s € @ tales
& k {
que s < ==, ;1 R; C Uiz  Gi v

de modo que

ZV(CJ-)<Z:V(RJ-)+2(2L\/E)H < GLT

Nos interesan aquellos cubos cuya interseccion con K sea no vacia; supongamos, sin pérdida
de generalidad, que estos son C1, ..., C,, en donde r < [. Nétese que al tratarse posiblemente

de una cantidad menor de los [ cubos que ya se tenian entonces se cumple que

r

V@< 3 V@) < gLy

j=1
Para cadai € {1,...,r} sean ¢; € C;N K y & € C;N K arbitrarios; como %, & € C; entonces
de acuerdo con la proposicién 4.5
1&; — || < d(Ci) = svn

pero sy/n < & asi que ||& — 2| < & y por tanto ||g (&) — g(&)|| < L||é& — Z|| < Lsy/n; de
la observacién 4.1 tenemos que g (%) pertenece a un cubo I'; de dimensién 2Lsy/n y centro
g (¢;) y como esto ocurre para cada £ € C;N K, y sabemos que todo cubo queda determinado
por su centro y su dimensién, hemos probado que g (C; N K) C I';.

Como los cubos C; tienen la misma dimension entonces V (C;) = V (C;)para cualesquiera
i,j € {1,...,r} y de la expresién

ZV < v

se tiene que

a
< K

r(2L+/n)
y por tanto

Sn:V(CJ)<W

Como T; tiene dimension 2Ls/n tenemos que

V ([:) = (2Lsv/n)" = (2Lv/n)" s" < (2L/n)" (QL\/H) r

y por lo tanto

iV(FT) < a
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Finalmente, como K C |J;_, C; entonces g (K) C (J;_; s, de donde

Teorema 4.2 Sean Q) C R un conjunto abierto y K C Q compacto. Si g : 2 — R™ satisface
la condicion de uniformidad de Lipschitz en K y J (K) = 0 entonces J (g (K)) = 0.

Dem. Si J(K) =0 entonces Ve > 0

A s €
T < ety

donde L > 0 es la constante de la uniformidad de Lipschitz de g sobre K, por el lema. 4.6

J(g(K)) <e
es decir, J (¢(K)) =0 |

Como se dijo al inicio de este capitulo, en esta primera parte, estamos en busca de dar una
condicién suficiente para que la imagen de un conjunto Jordan medible siga siendo Jordan
medible, y el teorema anterior nos da una pequena aproximacién a la misma. Sabemos que
para que un conjunto sea Jordan medible, nos basta con que su frontera tenga medida de
Jordan cero, de manera que dado un conjunto Jordan medible D, si podemos encontrar las
condiciones que debe cumplir una funcién g para que Fr (g (D)) C g (Fr (D)), entonces
por el teorema 4.2 practicamente podremos concluir que g (D) serd Jordan medible. Ahora
bien, para poder hacer vilido el teorema 4.2, de entrada necesitaremos que nuestra funcién
g satisfaga la condicion de uniformidad de Lipschitz, y lo que nos gustaria saber entonces, es
cuindo una funcién satisface esta condicion. Quizd esto es algo que no podamos decidir de
manera general, sin embargo podremos demostrar que sobre conjuntos compactos una buena
clase de funciones si satisface la condicién de uniformidad de Lipschitz.

Lema 4.7 Sean Q) C R™ un conjunto abierto y K C {2 compacto. Si g : ! — R" es de clase
Cl en Q entonces g satisface la condicion de uniformidad de Lipschitz en K.

~

Dem. Para cada a € Q existe §; > 0 tal que Bs, (@) C © pues 2 es abierto. Como
g € C' () entonces por la proposicién 1.4

Js cz = sup {||Dg @)z | 2€ Bs, (&)}
existe. Consideremos

u:{B%(a)meK},
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U resulta ser una cubierta abierta para K, por lo que existen ai,...,a € K tales que
K c Ui:i Bs, (a;) con §; = 6—;'L, sean § = min{61,..., &}y L=max{cs, [ j€{1,...,1}}.
.+ Dados &, € K tales que ||Z — §|| < ¢ existe 4; € K tal que & € Bj; (d;), entonces

19— a5l] < |9 — 2l + 12 — a;[] <6+ 06; < 26; = b,
es decir, Z,9 € Bgs, (a;). De la convexidad de Bjs; (G;) se tiene que para toda t € [0, 1]
Ze=(1—1)3+1j
pertenece a Big, (a;) C ©Q, de modo que por la proposicién 4.2
lg (&) —g (@) < cllz -7l

donde ¢ =sup || D, (24)||,, y como &, € Bss, (G;) para toda t € [0,1] se tiene que ¢ < ¢z, y
te[0,1]
ca; < L, por tanto

lg (2) —g @) < Lz -3l
g

Dentro de la prueba del lema 4.7 se nota la importancia de la hipétesis de que la funcion
g sea de clase C!, ya que gracias a esta hipdtesis es que se consigue a una constante de
Lipschitz. Sin embargo, una pregunta interesante es: ;qué tan necesaria es dicha hipotesis?

En el ejemplo 4.1 vimos que, no es suficiente la continuidad de una funcién para poder
asegurar que se cumple la condicion de uniformidad de Lipschitz. Ahora veamos un ejemplo
de una funcién derivable en todo su dominio, pero no de clase C!, para la cual tampoco
se cumple la condicién de uniformidad de Lipschitz. Para ello, demostremos antes una
propiedad que nos ayudard a exhibir lo que queremos.

Proposicién 4.7 Sean A C R™ un conjunto abierto y B C A. Si f: A CR"— R™ es una
funcion derivable en A y cumple la condicidn de uniformidad de Lipschitz en B, entonces

sp { D7 () sgumy | 2 € it (B)} s finito.

Dem. Sean L > 0 y & > 0 tales que para cualesquiera Z,7 € B se cumpla que si
|& — g|| < 8, entonces

If @) = f@I <Lz -7l
Supongamos que f tiene funciones coordenadas fi,...,fm : A C R"— R. Sea 2 € int (B),
y tomemos ¢ € {1,...,n} y j € {1,...,m} arbitrarios. Como para toda & € Bs(£) N B se
cumple que

If @) —F@I <Lz -2
entonces para toda h € (—4é,48) suficientemente pequena, h # 0, tal que Z + hé; € B, en
donde é; es el i-ésimo vector candnico, se tiene que

If (2 +hés) — f(2)]| < L|h|
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4.8, Uniformidad de Lipschitz Capitulo 4. Teorema de cambio de variable

de donde
|f; (24 hés) — f; (2)| < LA
es decir,
Ji (2 + hés) — [ (2) <L
, h -
por lo cual A )
i | (24 hé;) — f; (2) <
h—0 h

por lo tanto %(2)‘ < L y esto ocurre Vi € {1,...,n} y ¥Vj € {1,...,m}. Con lo cual

|V f; (2)|]| £ nL para toda j € {1,...,m}.
Ahora bien, dado § € R" se tiene que

D (2)(9) = (VA(E)-§,..., VIn(2)-9)

de modo que

1Dy (2) ()] < Zlvfj (2) -9 < (levfj (i')ll) 9] < nmL |7

en consecuencia ||Dy (2], mmy S nmL. Al ser 2 € int (B) arbitrario concluimos que
sup {||Df (| gy | 2 € it (B)} < nmlL o

Con la proposicién anterior, la tarea de encontrar una funcién derivable pero para la cual
no se cumpla la condicién de uniformidad de Lipschitz, se vuelve un poco més sencilla. Solo

debemos encontrar un ejemplo de una funcién derivable pero cuya derivada no sea acotada.
Para no complicarnos demasiado veamos un ejemplo en R.

Ejemplo 4.2 Sea f: R — R definida como
z/|z|sen (2) si x#0

&

flz)=
0 st x=10

f es claramente derivable para toda xz # 0 por involucrar a un producto de funciones
derivables; mientras que para = = 0 la derivabilidad la obtenemos por definicién, es decir,

7(0) =1y LEZTO) iy /een (1) -

x—0 x — 0 xz—0

Por lo tanto f es derivable en todo R. Ahora ubiquémonos en el intervalo [0, 1], en este
intervalo tenemos que

zsen (Z) — —=cos (1) s z#0
0 si z=0
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Para cada n € N, tomemos a z,, = m € [0, 1], y notemos que

cos((2n+1)7) =/ (2n+1)7w

1
/
I (zn) = V/Tnsen ((2n + 1) 7) v
de manera que el conjunto de valores { F(zn) |neN } no es un conjunto acotado. De modo
que f’ no es acotada en el intervalo [0, 1]. De acuerdo con la proposicién anterior, concluimos
que f no satisface la condicién de uniformidad de Lipschitz en el conjunto compacto [0, 1].

Con este ejemplo, se puede ver con mds fuerza la importancia de trabajar con una funcién
de clase C.

Regresemos al problema que nos interesa. Como ya se habfa discutido; para que la
imagen de un conjunto Jordan medible siga siendo Jordan medible, nos es suficiente que
la funcién satisfaga la condiciéon de uniformidad de Lipschitz junto con el hecho de que
Fr(g (D)) c g(Fr(D)), el lema 4.7 nos resuelve el primer punto, quedando entonces el
detalle de poder asegurar que Fr (g (D)) C g (Fr(D)). Afortunadamente el teorema de la
funcién inversa nos dard solucién a este problema.

Lema 4.8 Sea {0 C R™ un conjunto abierto, sea D C R"™ un conjunto acotado tal que
DUFr(D)C . Sig:Q — R" es de clase C* en Q y J,(2) # 0 para toda & € int (D)
‘entonces Fr (g (D)) C g (Fr(D)).

Dem. Dado que g(D) C g(DUFr(D))yg(DUFr(D)) es compacto por la continuidad
de g, tenemos que F'r (g (D)) C g (D U Fr (D)). Sea € € Fr (g (D)), entonces existe 2y € DU
Fr (D) tal que g(iq) = &, como DUFr (D) = int (D)UFr (D) entonces &y € int (D)UFr (D);
supongamos que Zy € int (D), por hipotesis g € C* (Q) y J, (&) # 0 para toda & € int (D),
entonces por el Teorema de la funcién inversa existe N C D abierto tal que & € N y g(N)
es abierto, pero & = g(&) € g(N) C g(D), es decir, £ es un punto interior de g (D) lo que
contradice nuestra eleccion de &.

~ Por lo tanto &y € Fr (D) y por lo tanto & € g (Fr (D)), lo que prueba que Fr (g (D)) C
g (Fr(D)). |

1
Tat

Teorema 4.3 Sea 2 C R™ abierto, sea D C R™ un conjunto Jordan medible tal que D U
Fr(D)c Q. Sig:Q— R" es de clase C* en Q y J,(£) # 0 para toda Z € int (D) entonces
g (D) es Jordan medible. :

Dem.  Primero veamos que J (g (Fr(D))) = 0. Como D es Jordan medible entonces
J(Fr (D)) = 0, pero Fr(D) C § es compacto, as{ que por el lema 4.7 g satisface la
condicién de uniformidad de Lipschitz en Fr (D) y por el Teorema 4.2 J (g (F'r (D))) = 0.

Ahora, D U Fr (D) es compacto y por tanto g (DU F'r (D)) también lo es, de manera
que g (D) resulta ser acotado ya que g(D) C ¢g(DUFr (D)), por lo que resulta vélido
preguntarnos si g (D) es Jordan medible.

Sabemos que todo subconjunto de un conjunto de medida de Jordan cero tiene medida
Jordan cero, y como por el lema anterior sabemos que Fr(g(D)) C g(Fr (D)) entonces
J(Fr(g(D))) =0y por lo tanto g (D) es Jordan medible. |
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4.4 El caso lineal

Lo siguiente en nuestro camino es poder demostrar que el teorema de cambio de variable
es valido para transformaciones lineales, en el siguiente sentido: si D C R" es un conjunto
Jordan medible y 7" : R® — R"™ es una transformacién lineal, entonces T (D) es Jordan
medible y
J (T (D)) = |det L| J (D)

donde L es la representacion matricial de T' respecto a la base candnica. La férmula an-
terior es vdlida sin importar la transformacién lineal; recordemos que una transformacién
lineal de R™ en R™ puede ser singular o no singular, lo que en términos de su representacién
matricial, significa que el determinante de la misma es cero o diferente de cero respectiva-
mente. La base para probar el resultado para una transformacion lineal no singular esta en
el hecho de que este tipo de transformaciones puede descomponerse en una cantidad finita
de transformaciones elementales (ver [2]), por lo que demostrando el resultado para trans-
formaciones elementales la prueba para una transformacién no singular arbitraria es casi
inmediata. Sabemos que hay dos tipos de transformaciones elementales:

1) La multiplicacién por escalares en una coordenada F; : R* — R”

El (9:1:"'::937?,) = (mla-"anka"':mn)

para alguna A € R\ {0}.
2) Suma de un miiltiplo de una coordenada a otra E; : R"™ — R"

By g vuey B ) = [R5 om0 8 T BBy v 5 ooy )

para alguna A € R\ {0}.

Por comodidad, de aquf en adelante cuando hablemos de la representacion matricial de
una transformacién lineal, consideraremos que ésta estard dada respecto a la base candnica;
por lo que simplemente la llamaremos la representacién matricial de la transformacién.

:_Lema‘4.9 Si R C R™ es un rectdngulo, con R = [a1,b1] X ... X [@n, by, y T : R* — R™ es
una transformacion lineal elemental, entonces T (R) es Jordan medible y

J(T'(R)) = |det L| V (R)
donde L es la representacion matricial de T'.

Dem. Primero supongamos que 7' es una transformacién elemental del tipo uno, es decir,
T(z1,...,%n) = (21,..., ATy, ..., T,) para alguna A € R. Entonces

L={(8& - &1 Mg €1 ++ én)

donde é; es el j-ésimo vector candnico (visto como columna), de donde det L = A. Por otro
lado, si A > 0 entonces

T (R) = [a1,b1] % ... x [Aag, Abg] X ... X [an, by]
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mientras que si A < 0 entonces
T(R) = [a1,b1] X ... x [Abg, Aag] X ... X [an, ba]
en ambos casos T (R) es nuevamente un rectangulo y por lo tanto es Jordan medible y

AV (R) A>0
“AWV(R) A<0

es decir, J (T (R)) = |A|V (R).
Supongamos ahora que 7" es una transformacién elemental del tipo dos, es decir,

T(I,l,...,il}'n) = ($1,...,$k+A$j,...,$n)
si & = (z1,...,z,) entonces otra manera de ver a 7" es

T (2) = & + Az,

de modo que su representacién matricial es
= ( él éj—l éj‘f‘)\ék éj+1 én )

donde nuevamente los vectores estdn vistos como columnas. Intonces L es una matriz
triangular superior si j > k y una matriz triangular inferior si j < k; en ambos casos se
tiene que det L = 1. A diferencia de una transformacién elemental tipo uno, la imagen de un
rectdngulo bajo una transformacion lineal tipo dos ya no es un rectdngulo (en R* se puede
ver geométricamente que, esta imagen es un paralelepfpedo); la imagen la podemos describir
de la siguiente manera, si a, 3 : [a;,b;] — R estdn dadas por a(t) = ap+ Aty B (t) = b + At
entonces

T(R)={($17---amn)ERn’ a; <z < b Vi#k, a(mj)gxkgﬁ(mj)}

Entonces por el teorema de Fubini, la funcién constante 1 es integrable sobre 7" (R) (es decir,
T (R) es Jordan medible) y

J(T'(R) = /T e ( f’ ( /:()) 1d$k) dg;j) l‘k[ (b — a;)

= (/ j (by — ak)d:cj) H (bi — as)
a; ik,

n

= l_lb—a2 V(R)

=1
|

Nuestro objetivo es poder demostrar que J (T (D)) = |det L| J (D) para un conjunto
Jordan medible D arbitrario y una transformacién elemental 7', para después poder ge-
i;eralizarlo a una transformacién no singular cualquiera, partiendo del hecho de que una
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transformacion no singular 7' es la composicién de transformaciones elementales, es decir,
T =T o0150---0T;. En el lema anterior pudimos describir sin mayor problema como era
la imagen de un rectdngulo bajo una transformacién elemental y auxiliarnos de ello para
concluir el resultado, sin embargo para un conjunto Jordan medible arbitrario no es tan
sencillo ver qué efecto tiene una de estas transformaciones (su imagen puede ser dificil de
describir) asi que no podremos actuar de la misma manera, razén por la que tendremos que

darle la vuelta a este incoveniente.

Lema 4.10 5 D C R™ es un conjunto Jordan medible, y T : R™ — R™ es una transforma-
cion lineal elemental, entonces T' (D) es Jordan medible y

J(T(D)) =|det L| J (D)
donde L es la representacion matricial de T'.

Dem. Sabemos que una transformacién lineal es de clase C*, y al ser elemental tenemos
que det L # 0, entonces por el teorema 4.3 ya se tiene que T' (D) es un conjunto Jordan
medible. Tomemos R C R™ rectdngulo tal que D € R. A fin de demostrar la igualdad,
demostraremos que para toda £ > 0

|J(T (D)) — |det L| J(D)| < ¢

Sea £ > 0; como D es Jordan medible, existe P € Py tal que

— &
X — —_— |
S( R:P) J(D)<|detLi l
4 &
J (D) — Xgr, P ————r

Como dijimos, al tratarse de una transformacién elemental tenemos que det L # 0, por lo

que es valido dividir entre él.
(o Sean @1, . . ., Q los subrectdngulos generados por P, ysean A, = {j € {1,...,k} | Q; C D}
y Ay ={j €{1,...,k} | Q; N D # 0}, lamemos

G=|]J @

jeA1
¥y
B=|J@
j€A2
Como T es elemental, es inyectiva y entonces los conjuntos 7' (@) ,...,T gﬁ@k) forman una

subdivision de T (R) en conjuntos Jordan medibles, es decir, T (R) = J._; T (@;) y que
ademds satisfacen que
int (T (@) Nint (T (Q:)) =0
para i # j, de manera que por el corolario 3.1 T'(G) y T (B) son conjuntos Jordan medibles
y "
- J(T(G))=) J(T (@)

JjeAr
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J(T(B)) = J(T(Qy))

JeAs

pero por el lema 4.9 para cada (); se cumple que
J(T(Q;)) = |det L] J (@)
de modo que

J(T(G) = > J(T(@Q)) =) IdetL| J(Qs) = [det L] Y  J(Q;)

jEAL jEA) JEA;

€
= |det L] é’ (Xg, P) > |det L| (J (D) - |detL|)

es decir, J (T (G)) > |det L| J (D) — &, asf mismo
J(T(B) = > J(T(Q)=|detL| Y  J(Q;)
€Az jeA2

- g
— |detL -
et L| § (Xg, P) < |det L| (J(D)JrldetLl)

es decir, J (T (B)) < |det L| J (D) +¢.
Por construccién se cumple que G € D C B y por lo tanto T (G) ¢ T (D) C T(B), y
como cada conjunto es Jordan medible, entonces

J(T(G) =J(T(D) <J(T(B))

de donde
|det L| J (D) —e < J(T' (D)) < |det L| J (D) + ¢

es decir, |J (T (D)) — |det | J (D)| < ¢ =

Teorema 4.4 Si D C R™ es un conjunto Jordan medible, y T : R"™ — R" es una transfor-
macion lineal no singular, entonces T (D) es Jordan medible y

J(T(D)) = |det L| J (D)
donde L es la representacion matricial de 1.

Dem.  Por el teorema 4.3 ya sabemos que 7 (D) es Jordan medible. Como T es no
singular existen Ti,...,T; : R — R" transformaciones elementales tales que 7' = T}, o
Ty 00Ty entonces T (R) = T (Th—1 (- (T1 (D)) -+ +)) donde cada T; (--- (11 (D)) ---)
es Jordan medible; sean Ly,..., L, las representaciones matriciales de cada 7j, por el lema
4,10 tenemos que para cada j € {1,...,k}

J(T; (- (T (D)) = |det Ly| J (T (- - (Ta (D)) - )
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de donde J (T (D)) = |det Ly| - --|det Ly| J (D), pero |det L| = |det Lg|- - - |det L], por lo
tanto J (T (D)) = |det L| J (D) [

Previo al lema 4.9 mencionamos que la férmula J (T (D)) = |det L| J (D) es vélida para
cualquier transformacién lineal, lo que incluye a las transformaciones singulares, y aunque
en la préctica (de la integracién) uno dificilmente se cruza con este tipo de transformaciones
lineales, vale la pena argumentar por qué la férmula propuesta sigue siendo vdlida. Con este
fin probaremos primero el siguiente resultado.

Proposicién 4.8 Si para cualquier m < n definimos el conjunto
Pn={(z1,...,2,) €R"| ;=0 Vie{m+1,...,n} }
entonces P, tiene medida de Lebesgue cero.

Dem. Cabe notar que F,, no es otra cosa mds que un subespacio vectorial de R" isomorfo a
R™, en otras palabras lo que esta proposicion afirma es que R™ visto como subespacio de R™
tiene medida de Lebesgue cero en R™. La prueba es en realidad muy sencilla, consideremos
al conjunto P,, N Z", es decir, el conjunto de puntos de F,, con coordenadas enteras, este
conjunto es numerable, es decir, P, N Z" = {Q(i) |ie N}.

~ Dado £ > 0, para cada §¥ € B, NZ" con § = (yg), T O ,O), definimos el
rectangulo

R, = [y%i),yf) + l} X v K [yﬁi),yﬁ.) +1] x [0,6] x -oe %[0, 6]

—m

en donde )

b= (2;) .

Esta coleccién de rectangulos R; es numerable, porque el conjunto F,, N Z" lo es, ademds

5
T it

V(Ri) = (6:)""

y por tanto > *, V (R;) = § < &, de manera que si

entonces habremos probado que F,, tiene medida de Lebesgue cero.

Dado &= (215« 5 B U5 o005 0) & By, existen B, .« . ;N € Z tales que ny < 25 S 1 + 1
para toda j € {1,...,m}. Seai € N tal que § = (ny,...,n,,0,...,0) € B, NZ" y R; el
rectangulo correspondiente a este punto. Como n; < z; < n; + 1 para toda j € {1,...,m},

es claro que £ € R; y por tanto que

PmCDRi

i=1
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de donde concluimos que A (F,) =0 u

Lo hecho en esta proposicién, es la clave para demostar que la identidad J (T'(D)) =
|det L| J (D) es vélida ain cuando 7' es singular. En este caso, al ser T' singular, se tiene
que det L = 0, de forma que lo que se tratard de demostrar es que si 1" es singular entonces
J (T (D)) = 0; es aqui donde entra la proposicién anterior, porque T (R™) es un subespacio
de R"™ de dimensién m < n, y por lo tanto 7' (R") serd isomorfo al conjunto F,,; como este
conjunto tiene medida de Lebesgue cero, entonces de acuerdo con la proposicién 3.2, todo
subconjunto compacto tendrd medida de Jordan cero. Hagamos esto con un poco més de
cuidado.

Lema 4.11 Si T : R® — R" es una transformacion lineal singular tal que T (R") es un
subespacio de R™ de dimension m < n, entonces existe un isomorfismo ¢ : R" — R" tal que

@ (T (R") = Fn

Dem. Si {#1,...,%,,} es una base para T (R"), entonces podemos extenderla a una base
1, y Ym p H

para R™, {01,...,Om, Omt1, ..., Un}t; como toda transformacion lineal queda determinada a

partir de la base, definamos ¢ : R* — R™ como

(D) = &
donde é;, como siempre, representa al j-ésimo vector canénico. Entonces ¢ definida de esta
manera es un isomorfismo de R™ en si mismo, y dado que {éi,...,é,} es una base para P,
se concluye que ¢ (T (R™)) = P,,. |

P"roposicic‘)n 4.9 St D C R"™ es un conjunto Jordan medible y T' : R™ — R" es una trans-
formacion lineal singular, entonces T (D) es Jordan medible y

J(T (D)) =0

Dem. Al ser T singular, como se dijo, significa que det L = 0. De manera que 7' (R") es un
subespacio de R™ de dimensién m < n y por tanto existe un isomorfismo ¢ : R" — R" tal
que

o (T (R")) = Pn,

Como D es Jordan medible entonces el compacto DU Fr (D) también es Jordan medible.
Ahora bien, ¢ (T (D U F'r (D))) es un subconjunto compacto de P, y como éste tiene medida
de Lebesgue cero, se tiene por la proposicién 3.2 que ¢ (T' (D U Fr (D))) es Jordan medible
en R" y ademds

J(p(T(DUFr(D))))=0
.+ Por otra parte, como ¢ es un isomorfismo de R", eso significa que es una transformacién
lineal no singular, lo que implica que ¢! : R® — R™ también es una transformacién lineal
no singular y por lo tanto ¢! (¢ (T'(D U Fr(D)))) es un conjunto Jordan medible, es decir,
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T(DUFr (D)) es Jordan medible; pero ¢ (T (DU Fr(D))) es un conjunto compacto de
medida de Jordan cero, entonces por el teorema 4.2 concluimos que

J(¢™ (@ (T (DUFr(D))) =0
es decir, J (T (DU Fr(D))) =0 y por lo tanto J (T (D)) =0 E

Con esto damos por terminada la segunda parte de este largo camino para demostrar el
teorema de cambio de variable, y abriremos paso ahora si, a este importante teorema.

4.5 El caso general

El teorema de cambio de variable, como ya todos sabemos, nos da una poderosa herramienta
para calcular integrales en varias variables, cuando éstas estdn definidas sobre conjuntos
no tan simples como los rectdngulos. Si nuestra region de integracién puede verse como la
imagen de un conjunto Jordan medible bajo una funcién inyectiva y de clase C? en este
conjunto, entonces podemos cambiar nuestra region de integracién a este conjunto Jordan
medible, que en principio, deberia resultar mds accesible para trabajar. Como mencionamos
al principio de este capitulo, bajo estas condiciones el teorema afirma que

fg(D)f=fD(f°9)ngl

donde D es el conjunto Jordan medible, g es la funcién inyectiva y de clase C* en D, y
f1g(D) — R es una funcién continua y acotada en g (D).

Al igual que lo sucedido cuando tratamos de deducir la férmula para transformaciones
lineales en donde nos fue 1itil comenzar con rectdngulos, aqui también tendremos que trabajar
con rectangulos, es decir, como todo conjunto Jordan medible puede aproximarse mediante
particiones de rectdngulos, analizaremos la medida de Jordan de g (R), con R rectdngulo
suficientemente pequefio, a partir de la medida de Jordan de D, (£) (R) para alguna & € R.
La idea central de este razonamiento es que, entre mds pequeno sea el rectdngulo R, siZ € R
entonces D, (%) se “parece” mucho a la funcién g en R, de tal forma que la medida de Jordan
del conjunto D, (z) (R) se “parece” mucho a la medida de Jordan del conjunto g (R). Para
lograr este objetivo, primero lo haremos para una clase especial de rectdngulos, los cubos;
por su sencillez y facil caracterizacion, nos resultard muy conveniente iniciar con ellos.

Lema 4.12 Sea 2 C R™ un conjunto abierto y K C 2 compacto. Si g : ) — R™ es de clase
C'en ), J, (%) # 0 para toda & € K y ademds g es inyectiva en int (K) entonces para toda
e € (0,2) existe 6 > 0 tal que para cualquier C' C int (K) cubo de dimension s < § y centro
en a se liene que

(1-5) @IV <T@O) < (1+35) 1 @IV (C)
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Dem. Antes de comenzar la prueba vale la pena detenernos un poco a analizar la desigualdad
propuesta en este lema. Primero nétese que la desigualdad puede ser escrita como

(9(C))
\u @ve |

£ £
2

Esto nos dice que, para cubos suficientemente pequeiios, las cantidades J (g (C)) v |J, (&)| V (C)
se parecen mucho en proporcién; lo que nos da un poco de luz en cuanto a la férmula de

cambio de variable si consideramos que,

J 189 @ 6 m)

[ (oa)lal =Y (£ 00) @)1, @IV ()
D i
en donde los rectdngulos R; forman una particién de algin rectdngulo que contenga a D.
Ahora bien, de acuerdo con el teorema 4.4

[ Jg (@)| V(C) = J (Dg (a) (C))
de manera que la desigualdad también la podemos ver como

JG(©) | e
TD,@ () |2

Desigualdad que, como dijimos previo al lema, muestra que para cubos suficientemente
pequenos centrados en a, la medida de Jordan de D, (a) (C) se “parece” mucho a la medida
de Jordan del conjunto g (C'). Una manera equivalente de exhibir esta idea es considerar que,
al tratarse de un cubo pequeno centrado en @ y el hecho de que la funcién D, (a) se parece
mucho a la funcién g en puntos péximos a @, parece natural que la funmon [D, (@) og
no altere mucho a la medida de Jordan de C. En otras palabras, apoyados del teorema 4.4

obtenemos que

(1D, @)™ 9(0) = 1 (00
de manera que la desigualdad
J(g(C) €
e <
también puede ser vista como
J ([ (@)] " 0g(0)) £
V (C) <3

Planteamos esta nueva expresion para propdsitos de la prueba, ya que nos resultard un poco
sencillo deducir esta tltima desigualdad y a partir de ésta concluir lo que queremos.
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Ahora si iniciemos la prueba. Comencemos notando que por el teorema 4.3, tiene sentido

hablar de J (g (C)).
Como J, (£) # 0 para toda & € K entonces por el lema 4.3 existe u > 0 tal que para
toda & € K y para toda 4 € R"

pllall < Dy (2) (@)

Dado # € K y © € R" arbitrario, podemos hacer @ = [D, ()] (9) (la inversa existe porque

Jy (&) # 0); entonces
- < Il

w|llDg (&) (2)

De manera que si hacemos M = L, se tiene que para toda & € K y para toda © € R®
'L[.

11Dy (£)]7 ()

< M2 (4.1)

S

Sea ¢ € (0,2) y consideremos

1 , e £
0<€1<M\/ﬁmm{l(1§) ,(1+§)

en particular £; < M;

7

De nuestra eleccion de £; también se tiene que

3l

(1- Merm)">1-= (4.2)
L &
(1+ Merv/n)" <1+ 3 (4.3)

Por el lema 4.2 existe ¢; > 0 tal que para toda a € K
lg (£) — g (@) — Dy (a) (2 — a)|| < e1]|2 — a (4.4)
siempre que & € By, (@) N K. Definamos ¢ > 0 como

_ 2%
B

y tomemos s < §; sea C' C int (K) un cubo con centro en @ y dimensién s, tenemos que para
todaz € C

)

& - all < 5V <6y
y por lo tanto para toda z € C'
lg (%) — g (@) — Dy (a) (2 - a)|| <er|2 - al
Sea h : @ — R" definida por h(z) = [D,(a)] ' (g (£)); nétese que h es inyectiva en

int (K) por la inyectividad de g ahf; ademads, como g es de clase C* en {2 entonces /1 también
lo es y finalmente como J, () # 0 para toda £ € K tenemos que J, () # 0 para toda
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¢ € K. La idea ahora es conseguir dos cubos v y T tales que v C h(C) C I' y cuyos
volimenes puedan ser calculados en términos del volumen de C.
Por definicién de A y la ecuacién (4.1)

I (@) = k(@) — (@ —a)ll = [[[D, @] (9(2) —g(a) — Dy (a) (& — a))|
< Mllg () - () Dy (4) (& — a)

cabe dPstacar que para que esta 1iltima desigualdad sea cierta, es importante el hecho de que
H 0|| es vdlida para toda Z € K.

Supongamos que h tiene funciones coordenadas hyq, ..., h, : {2 = R y el centro de C tiene
coordenadas ay, ..., a, € R, es decir, @ = (ay,...,a,). Dado & = (z1,...,2,) € C, por (4.4)
tenemos que para cada j € {1,...,n}

1h (2) — h(a) - (2 - a)
Mllg(z) —g(a) - Dy (a) (& — a)|
Me ||& — all

|h; (&) — hy (@) — (25 — aj)]|

IAIA A

Aqui también vale la pena recalcar la importancia de conseguir un ¢; > 0 tal que la expresién
(4.4) es vélida para cualquier @ € K; entonces de la dltima desigualdad se concluye que

|hy (2) — hy (a)] <

De la observacién 4.1, hecha casi al principio de este capitulo, tenemos que |z; —a;| < § y
| — || < 5+/n, por lo tanto

i —a;| + Mep |2 — a

by (2) = by (@)] < 5 (1+ Me1v/m)

y esto ocurre para toda j € {1,...,n}, de modo que, nuevamente por la observacién 4.1,
h (£) pertenece a un cubo T con centro k(@) y dimensién s (1 + Me;+/n).Esto significa que
h(C) C T pues la z € C que tomamos fue arbitraria.

Por otro lado, dado que h es de clase C?! en (2, J, (&) # 0 para toda Z € K y hemos
tomado a C' contenido en el interior de K, entonces por el lema 4.8 podemos concluir que
Fr(h(C)) € h(Fr(C)); mds ain, gracias a la inyectividad de h en int (K), podremos
demostrar la contencién contraria.

Sea & € h(Fr(C)), es decir, £ = h(g) para algin § € Fr(C), y supongamos que
& ¢ Fr(h(C)); como C es cerrado entonces I'r (C') € C y por tanto & € h (Fr (C)) C h(C),
de modo que existe r > 0 tal que B, (£) C h(C). Como h es continua en §, existe ' > 0
tal que B, (§) C int (K) y tal que si £ € By (§),entonces ||k (2) —h(§)|| < r. Ahora, como
€ Fr(C), entonces existe 2 € By (¢) tal que 2 ¢ C, pero entonces

1A (2) =2l =[|A(2) =R (@I <7

por lo tanto i (2) € h(C), lo que por la inyectividad de h implica que Z € C, contradiciendo
nuestra eleccién de 2. Por lo tanto £ € Fr (h(C)) y por lo tanto

Fr(h(C)) = h(Fr(C))
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Retomando la desigualdad
| (&) — hy (@) — (25 — a;)| < Meq |2 — a

concluimos que
|1y (2) — by (a)| = |o; — a5] — Mer ||2 — a

Una vez més, de la observacién 4.1, sabemos que si € Fr (C) entonces |z; — a;| = 5 para
alguna j € {1,...,n}, de manera que
3 n S -« . S
s (2) = by ()] 2 5 — Mer |2 — &l > 5 (1 - Mei/n)

Esto quiere decir que los puntos de h (F'r (C)), o lo que es lo mismo como ya lo demostramos,
los puntos de Fr (h(C)), viven afuera o en la frontera del cubo v con centro en h(a) y
dimensién s (1 — Mej+/n), la cual es una cantidad positiva porque &; < ﬁ

Nos interesa mostrar que v C h (C'), y de la compacidad de h (C') y el hecho de que - es

un cubo, es suficiente mostrar que int (v) C h(C). Sabemos que
R™ =int (h (C)) Uext (h(C)) U Fr (h(C))

y Como

Fr(h(C)) Cv°UFr(y)
entonces int (y) N Fr (h(C)) = 0, de donde
o int (v) = (int (& (C)) Nint (7)) U (ext (A (C)) Nint (7))

y estos dos conjuntos son ajenos, de manera que si ambos fueran diferentes del vacio se
tendria una disconexién de int (y), lo que es absurdo, por lo tanto uno de éstos es vacio. Sin
embargo como h es de clase C' en Q y Jj, (@) # 0, por el teorema de la funcion inversa tenemos
que h(a) € int (h(C)), y este punto es el centro de v por lo que int (h (C)) Nint (y) # 0y
entonces ext (h (C)) Nint (v) = 0, es decir, int (y) C int (h(C)) y por tanto v C h (C) como
queriamos.

Resumiendo un poco lo que se ha logrado hasta este momento, hemos encontrado un
cubo 7 con centro en h (@) y dimensién s (1 — Me;y/n), asi como un cubo I' con centro en
h (@) y dimensién s (1 + Mey+/n), tales que v C h(C) C T.

Por el teorema 4.3 h (C) es Jordan medible, y por lo tanto

V() £J(h(C) <V ()

en donde

V(y)=s"(1- Me/n)"

’ V(T)=s"(1+ Meryn)"

De las ecuaciones (4.2) y (4.3) y como V (C) = s se tiene que

(-5 svm<IhE) <V £ (1+5)V(©)

78



4.5. El caso general Capitulo 4. Teorema de cambio de variable

Por otra parte, [D, (&)]”' es una transformacién lineal no singular, con matriz asociada
v @)] "y

det ([gf (@)]™") = e =

detg'(a)  Jg(a)

Como A (C) = ([D, (a)] ' og) (C) entonces por el teorema 4.4

T (h(©)) = 7 (1D, @] 09(©)) = 73z 4(C)
concluyendo finalmente que
(1-2) V)@ <IG(@) < (1+2) V(O s @)

Lo siguiente que haremos serd, generalizar el lema 4.12 para rectdngulos, haciendo uso
de la observacién 3.2 y aplicando el lema anterior.

Lema 4.13 Sea ) C R™ un conjunto abierto y K C () compacto. Si g : {2 — R™ es de clase
C' en Q, J, (&) # 0 para toda & € K y ademds g es inyectiva en int (K) entonces para toda
e € (0,1) existe 6 > 0 tal que para cualquier R C int (K) rectangulo de dimensiones menores
que 6 y para toda T C R

(1—e)|J @)V (R) < J(g(R)) < (1+¢)[J (2)|V (R)

Dem. FEste lema nos dice algo similar que el lema previo, es decir, que para rectangulos
suficientemente pequenos las cantidades |J, (Z)| V (R) y J (g (R)) son muy parecidos en pro-
porcién, con la diferencia sutil de que en el lema 4.12 el Jacobiano de g estd evaluado en
el centro de un cubo, mientras que aqui la desigualdad es vélida sin importar el punto del
rectdngulo que se considere para el Jacobiano de g.

La clave para este prueba, es encontrar la manera de aplicar el lema 4.12; para esto,
encerraremos a I entre dos rectdngulos R;, R C R" de dimensiones racionales tales que
Ry ¢ R C Ry y cuyo volumen difiera del de R por una cantidad tan pequena como sea
necesario, para después, de acuerdo con el lema 4.1, poder hacer una particién de estos
nuevos rectdngulos en cubos y poder aplicar el lema 4.12.

Comencemos notando que, al ser g de clase C* en (2, se satisfacen dos cosas:

1) Jy es una funcién continua en 2, pues es producto y suma de funciones continuas.

'2) g satisface la condicién de uniformidad de Lipschitz en K.

Del primer hecho y dado que J, (Z) # 0 para toda & € K, existe p > 0 tal que |J, ()| = u
para toda & € K, y ademds J, es uniformemente continua en K.

Sea ¢ € (0,1) y tomemos un £; > 0 tal que

E
Eq <#ﬂ2+€

por lo que también se cumple que
£

2—¢

g < pu
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Como
£ 2(1+¢) 1_1+€

2+e  2+4¢ L2

- fl
£ _q 2(1—¢) 1 €

2—¢ 2—¢ 1—%

entonces las condiciones que cumple £; implican que

@+E)(L+%)<1+s (4.5)

2

1—5<(1—%)(1—%> (4.6)

De la continuidad uniforme de J, en K, sabemos que existe §; > 0 tal que |J, () — J; (§)| <
€1 para cualesquiera %, € K tales que ||Z — ¢|| < 61, de donde

IJg (ﬁ” <€+ IJg (ﬁ)|

|Jg ()] — &1 < |Jg (§)]

De la primera desigualdad y en vista de que |J, ()| > p para toda & € K, se tiene

| /g (£)] €1 £1
—T % il e = o=l
[T (@) |, (D) i
o de manera equivalente
4 & A
@1 < (241) 15 @) (4.7

asf mismo, de la segunda desigualdad se desprende que

|Jg (g)[ 1 €1 > 1 €1

[T (2)] PAC

es decir,

mwn>@—%)%@n (48)

Sea 6 € (0, %) lo suficientemente pequena para que el lema 4.12 aplique en el compacto K
y para la £ con la que partimos; piddmosle ademds que esta ¢ sea 1itil para la condicién de

uniformidad de Lipschitz de g en K, es decir, que para alguna L > 0 si || — g|| < é entonces
lg (2) —g @I < Lz -1

con z,9 € K.
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Sea R C int (K) rectdngulo de dimensiones menores que §; pedimos que 6 < %, porque
de esta forma dados 2,4 € R, con & = (x1,...,2Zn) ¥ ¥ = (¥1,---,Yn), Obtenemos que

1z — 3|l = (Z (z; — yj)z) < (252) = 6v/n < &

j=1

y entonces las desigualdades (4.7) y (4.8)son vilidas para & y 4.
Sea £9 > 0, demostraremos que para toda £ € R

(1—e)|Jy (@)|V (R) —e2 < J (9 (R)) < (1+¢)|J; (2)|V (R) + e

Por el lema 2.1, la observacién 2.2 y la proposicién 4.4 sabemos que existen rectdngulos
Ry, Ry C R™ con dimensiones racionales y menores a ¢ tales que By C R C Ry Cint (K) y

V(R)—V(R1)<4—(2%\/ﬁ—)n

=)
V(R) -V (R)< ————=
(B2) =V (R) < RLy7)
donde la L > 0, como ya se dijo, es la constante de Lipschitz. Es muy importante poder
asegurar que Ry C int (K) porque necesitaremos que g sea inyectiva en este rectdangulo.
Al ser R; un rectdngulo, se tiene que V (R1) = V (int (R1)), por lo que

. . £2
J(R\int (R)=V(R)=V (int(R))=V(R)-V(R) < ————=
(R int (Ry) =V (R) =V (int (R0) = V/(B) =V () < 7777
en donde la primera igualdad es vilida ya que B; C R. Entonces R\ int (R;) es un conjunto
compacto tal que .
J (R\ int (R1)) < ————x
aplicando el lema 4.6 se concluye que J (g (R \ int (R1))) < &9.
De la inyectividad de g en int (K) se sigue la inyectividad de g en R, de donde g (R \ int (Ry)) =
g(R)\ g (int (R1)) y obtenemos entonces

J (g (R \int (R1))) = J (9 (R)) — J (g (int (R1)))

y por tanto
J(9(R)) < &2+ J (g (int (R1)))

De manera andloga se tiene que
J (9 (R2)) < ea+ J (g (int (R)))

vale destacar que es aqui donde usamos que Ry C int (K) pues como ya se dijo, asegura-

mos la inyectividad de g en Rs.
Ahora bien, como g (int (Ry)) C g (R) y g (int (R)) C g (R) y todos son Jordan medibles,

se tiene que
' J (g (int (R1))) < J (g (R1))
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J (g (int (R))) < J (g9 (R))

de modo que

J (g (R)) <e2+J (g9 (R1)) (4.9)
y .
J(g(R2)) —e2 < J(g(R)) (4.10)
Tomemos una particién de R; en k cubos Ci,...,Cy C R" y una particién de Ry en [ cubos
Cy,...,C] C R", esto es posible por el lema 4.1; sean é, ..., los centros de cada C; y
B = « ,E)g los centros de cada C}. Nuevamente de la inyectividad de g tanto en R, como en
Ry, se sigue que g (C1), ..., (Ck) es una subdivisién del conjunto g (R;), es decir,
k
g9(B) c|Jg(C)
j=1

y ademés int (C;)Nint (C;) = 0 para s # j; similarmente g (C}) , ..., g (C}) es una subdivisién
de g (Rz), de modo que por el corolario 3.1

k

T(g(R))=>_J(g(Cy)

J=1

J (g (Ry)) = ZJ(Q (C5))

=1

Como las dimensiones de cada C; y cada C} son menores que 8, por estar contenidos en /2
y Iy respectivamente, podemos aplicar el lema 4.12 a cada uno de estos cubos y entonces
usaremos el hecho de que para C; se cumple que

J(g(C)) < (145) e @)V () (4.11)
y para C? se cumple que
V() <7 (s(c) (@12)

(-9l 6)

Como Ry € R C Ry y R, tiene dimensiones menores a &, entonces para toda & € R,
< 6, para toda j € {1,...,l}, de modo

$*bj

|Z — a;|| < &, para toda j € {1,...,k} ¥ ’
que por las ecuaciones (4.7) y (4.8)

@)l < (1+2) 1, @)

(1=5) mion <[ )
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utilizando estas dos desigualdades en las ecuaciones (4.11) y (4.12) respectivamente, se tiene
que

s < (1+5) (1+2) @1V ©)

(1-2) (1-2) @1V (©) <7 @ (c))

y por (4.5) y (4.6) conluimos que

J(g(Cy) < (1 +2)|Jg (B)|V (Cj) (4.13)

(1—e) |0, @)V (C}) < I (9(C))) (4.14)

Finalmente con las ecuaciones (4.10) y (4.14) obtenemos
(1=8) | (2)|V(R)—e2 < (1=-¢)|J; (“)W(Rz) — &

= (1-9)|J, (@ |Zv (C)) — &y

< ZJ —52
= To(Ra) 22 < T (g (R) '

y del mismo modo con las ecuaciones (4.9) y (4.13)

J(g(R)) < J(g(R))+er= ZJ ) + &9

= &3+ (1+¢)|Jy (2)]
< ea+ (L+¢)|J, (2)]

es decir
(L—¢e)|Jg @)V (R)—e2<J(g(R)) <eat(L+e) |y (2)|V (R)

y como esto ocurre para toda 2 > 0, se tiene que
(1—€)|J(B)|V(R) < J(g(R)) < (1+¢)|Jy (2)|V(R)

Con este 1ltimo lema por fin tenemos todas las herramientas necesarias para demostrar
el teorema de cambio de variable.
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Teorema 4.5 (Cambio de variable) Sea Q@ C R™ un conjunto abierto y D C R"™ Jordan
medible tal que DU Fr (D) C Q. Sea g : 2 — R™ de clase C* en Q, inyectiva en int (D) y
tal que J, (Z) # 0 para toda & € int (D). Si f: g (D) — R es acotada y continua entonces

/Q(D)f=fD(fog)ngJ

Dem. Primero nétese que g (D) es Jordan medible por el teorema 4.3 y entonces fq( D) f
existe, y por la continuidad de (f o g) |Jy| se tiene que [, (f o g) |.J,| existe.

Supongamos primero que f (§) > 0 para toda § € g (D) y probemos el resultado en este
caso; més adelante nos ocuparemos del caso general.

Sean M > 0y S > 0 tales que para toda g € g (D)

f@) <=M (4.15)

y para toda z € D
| 17, ()] < § (4.16)
M existe por hipétesis y S existe porque |J,| es continua en el compacto D U Fr (D) y por

tanto acotada ahi.
Como (2 es abierto, para cada a € D U Fr (D) existe r; > 0 tal que

B, (a) C Q2 |

y como D U Fr (D) es compacto, existen a1, ...,a4 € DU Fr (D) tales que

I

DUFr(D)c B, (&)

Llamemos

I
A= U B?“aj (a;)
g=1
A es un conjunto abierto cuya cerradura es compacta, pues
l S ——
UBTaj (aj) k. UBTa- (a’_?)
i=1

y este segundo es un conjunto compacto y como ademés el conjunto estd contenido en £2, se
tiene entonces que A C .
Tomemos € > 0; demostraremos que

|/1;(fog)|Jg|—/g(D)f‘<€

con lo que concluiremos la igualdad deseada.
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4.9. El caso general Capitulo 4. Teorema de cambio de variable

Al ser g de clase C* en  y A compacto, tenemos que g satisface la condicién de unifor-
midad de Lipschitz en A, asf que tomemos L > 0 la constante de Lipschitz de g en A. Como
D es Jordan medible entonces J (Fr (D)) = 0 y por el lema 3.1 existen Jy,...,Jr C R"
rectangulos tales que Fr (D) c U, Ji y

k

S V(E) <6

j=1

1 £
o1= mm{5MS 60M (2L/n)" } U]

Recordando el “truco” de “inflar” rectdngulos como lo hicimos en el lema 3.1, “inflaremos”
los réctangulos J; de manera que cada punto de la frontera de D pertenezca al interior
de algun rectangulo inflado; por el lema 2.1 y la observacién 2.2 sabemos que para cada
ie{l,...,k} existe J! C R™ rectdngulo tal que J; C int (J!) y

61

VI -V < T

entonces para toda & € Fr (D) existe i € {1,...,k} tal que & € int (J!) y

en donde

k k

SNVI) =D (V) =V (E)+ D V(L) <26

j=1 j=1 j=1
Parte de la idea para realizar esta prueba es la aplicacién del lema 4.13, pero para eso
necesitamos un compacto K C Q tal que para toda & € K J, (2) # 0 y ademds g deberd ser

inyectiva en el interior de este compacto.
" Como D es Jordan medible, por la observacién 3.3 existe K C int (D) compacto y Jordan

medible tal que
J(D)—J(K) < é (4.18)

en donde

' £
5, = mi ‘ 4.1
2 mm{lOMS’ESOM(ZL\/ﬁ)”} (4.19)

de esta manera para toda Z € K J, (&) # 0 y g resulta inyectiva en K, por lo que estaremos
en la libertad de usar el lema 4.13 sobre K.
De manera andloga a lo hecho con Fr (D), podemos decir que existen [1,..., [ C R”

rectangulos tales que Fr (K) C U;”!:I int (1;) y

ZV <62

Sea R C R™ rectdngulo, suficientemente grande, de manera que
K k
Az cr
j=1  i=1
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Estamos en busca de una particién de R lo bastante buena para que nos permita estimar el

valor de
o .| —
/D (fo9)1 ]Q(D) !

Vale la pena recalcar la importancia de que los puntos tanto de Fr (D) como de Fr(K)
sean puntos interiores de algin rectdngulo; construiremos una particién de R a partir de los
vértices de los J] y los I; y queremos tener control del volumen de los rectdngulos generados
por la particién que intersectan a Fr (D) o a Fr(K), en otras palabras, si tenemos una
particién de R que tenga a todos los vértices de cada J; y @ es un subrectdngulo generado
por esta particién tal que @ N F'r (D) # () entonces por la discusién hecha tras la definicién
2.7 y por el hecho de que cada punto de F'r (D) vive en el interior de algtin J/, se tiene que
@ C J; de modo que

> V(@ gzk: 7y = 08

QNEr(D)2£0
i
- Sea Iy € Pg tal que contiene a todos los vértices de cada J! y cada I;, por lo ya
argumentado sabemos que si @1, ..., @, son los subrectdngulos generados por Fy entonces
> V(@) <26
QiNFr(D)#0
y
Z V(Q:) < 62
QiNFr(K)#

de hecho, esta propiedad se preserva bajo cualquier refinamiento de P, una vez mis, por la
discusion tras la definicion2.7, dado cualquier refinamiento de Fy que genere subrectdngulos
Ri,..., Ry, se tiene que para cada 1 € {1,...,m} existe j € {1,...,r} tal que R; C Q;, de

donde
Yo VRIS D V(@) <26
RiNFr(D)#0 QiNFr(D)#0
y
> V(R)g Y V(Q) <6
R;NFr(K)# QiNEr(K)#£D

Por otro lado, usando la proposicién 4.3 tenemos que la distancia de A®y D es positiva, es de-
cir, d (A°, D) > 0, ya que A es abiertoy D C A es compacto. Asf mismo d ((int (D))*,K) > 0
pues (int (D)) es cerrado y K C int (D) es compacto.

Ahora bien, si tomamos un rectdngulo R’ cuya longitud de la diagonal, d (R'), sea menor
que d (A°, D) y tal que R'N(D U Fr (D)) # 0 entonces R’ C €. Esto es sencillo de ver, pues
dado £ € R',si g€ R N (DU Fr (D)) entonces

12 =9Il < d(R) < d(A% D)
y por lo tanto & ¢ A€, es decir, & € A C ). Algo similar sucede si tomamos un recténgulo R’

tal que d (R') < d((int (D))°, K) y R'NK # ( en este caso lo que sucede es que R’ C int (D).
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4.5. El caso general Capitulo 4. Teorema de cambio de variable

Finalmente, antes de construir la particién deseada, tomemos § > 0 con
§ <min{d (A%, D),d((int (D))", K)}

para la cual el lema 4.13 sea vélido en el compacto K y para el valor positivo

2
5T
donde
T'=V{[R) MS (4.20)
Sea P € Py un refinamiento de P, con subrectdngulos generados Ry, ..., R,,, tal que

i) S((fog)lJsl Xp,P)— S ((fog)|Jy| Xp, P) < &
it) paratodaj e {l,...,m}, d(R;)<é

La primera condicién la podemos conseguir porque (f o g) |.J,| es integrable sobre D, y la
segunda se puede pedir porque cualquier refinamiento de una particién que satisfaga i) no
altera la validez del mismo.

Sean

16 = {jE{l,...,m}|RjﬂFr(D)7é(ﬂ}, ;
v = {je{l,...,m} | R; Cint(K)}, |
v, = {je{l,...,m}| RN Fr(K)#0},

v3 = {j€{l,...,m}| B; Cint(D)\ K},

7 = nUnUrn={jci{l,....m}| R Cint(D)}

y sean también,

B = (JB;

i€s

B, = |JR,

JEY2

By = |JB&

J€Y3

G = |JB

JEY

Por todas las condiciones pedidas anteriormente, se tiene que
2) Los conjuntos B; y Bs son jordan medibles con

J(B)) =) V(R;) <26 (4.21)

jep
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4.5. El caso general Capitulo 4. Teorema de cambio de variable

J(Ba) =) V(R <6y (4.22)
JEY2
3) Para toda j € v, R; Cint(K) y d(R;) < 6, de modo que aplicando el lema 4.13, se
tiene que para toda & € R;

(1 . %) |7, (£)|V (B;) < J (g (R)) < (1 - g%) T, (2)| V (R;)

como f > 0 entonces Vi € R,

(1= 2) (o0 @11, @IV (B) < (f 09) (2) T (9 (R,) (4.2

y
(fo9) @) (9(R;) < (14 2=) (Fo9) @) ), @)V (8) (4:24)
Si para cada j € {1,...,m} tomamos &; € R; arbitrario (por el momento) entonces

podemos estimar ‘fD (fog) ol = [y f’ de la siguiente manera

[eorui- [ 1 (425)
< | L (Foalnl =30 00) (@) 1 @5)l 4 35) V ()
v Z(fog) (25) [Jg (2;)| Xp (2;) V (Ry) 'Z(fog) (25) | Jg (25)| V (Ry)

+1D_(fo9) (@) 1T, @)V (Ry) = Y (fog) (@)1, (&) V (Ry)

i€y JEM

D0 (Fog) @) g @IV (Ry) =Y (fog) (&) J (9 (Ry))

Jem JEM

4 Z(fog)(:ﬁj)i(g(f%j))f I

€T g(D)

La idea desde luego, es conseguir que cada sumando sea menor que ¢, siendo el primero el
mds claro pues [, (fog)|Jy| ¥

me

> (Fog) (@)1, (z)| Xp (£5) V (R)

J=1
son dos valores entre S ((f o g) |J,| Xp, P) v S ((f o g)|J,| Xp, P), asf que por la condicién
i

Ut| m

\ [ o) 31— 3 (F 09) (651, (65 %o (35)V (B)| <
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4.5. El caso general
Cabe destacar que para j ¢ U7y, &; ¢ D, de modo que Xp (Z;) = 0, entonces
Z (fog)(25) g (2;)] Xp (&) V (R;)

JEBUY
y (4.17) que
£

Z fog) (@) |Jg(2:)| Xp (2;) V (Ry)
De hecho, es posible que para alguna j € 3, &; ¢ D, anuldndose también ese sumando y
"5

D (Fog) (@) 17y (&) Xp (&) V (By) < MS) V (R,
jeg JEep
de donde
D (o 9) (@) 1y (25)| X (25) V (By) = 3 (f 0.9) (@) 1 ()] V ()
EJE’Y
5

JEBUY
D (Fog) (@) 1y (25 Xp (&) V (By) <
(4.16) asi como (4.22) y (4.19)

) (2

iep
Para el tercer sumando usando nuevamente (4.15)
tiene que
> (Fog) @) s GV (Ry) = D (fo9) (@)1, &)V (Ry)
ViSel J€M
= Z(f i) |y (2 +Z o g) (£5) |Jg (&5)|V (R;)
JE€Y2 J€7a
<
< MSYV(R)+MSY V(Ry) < MS ({55rg) + MS YV (R
J€Y3 J€Y3
y (4.19) tenemos que
£

J€EY2

R; C int (D) \ K, y como por (4.18)
[ (L — oK) < 1y 10M .S

Pero |, ,, R
J(int (D)\ K) =

ZV 1OMS

entonces
JE3

| my

y por tanto
= D (Fo9) (&) [y (35)] V (R)

Z (f og) (&) ]y (&) V (B;)
og)|Jgly [ (D’ f se parecen (como lo habfamos

TEY
Fl cuarto sumando es probablemente el mds importante, porque es de alguna manera, el
a(D)

sumando que nos dice que las integrales [ D
mencionado en el lema 4.12). Es aqui donde hechamos mano del lema 4.13
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4.5. El caso general Capitulo 4. Teorema de cambio de variable

Sabemos por (4.15), (4.16) y (4.20) que para toda & € D

(fog)(@)|J, (&) < MS =

V(R)

de manera que
€ T €

(fog) (@) |Jy(2)|V (R)) 5 < WR)V (1) 5

dividiendo ambos lados de la desigualdad entre 7" y sumando a cada lado el término

(fog)(@)]J (@) V (R))

obtenemos
(Fo0) @)1 @V (Ry) (14 55) < (Fo0) @) s @IV (B) + 5V (B) - (426)
equivalentemente

(f09) @) Ty @)V (B) = mrmcV (By) < (1= =) (fo9) @) |, (B)| V (R;)  (427)
5V (R) 5T

Ahora bien, como por (4.23) y (4.24) para j € ~; se cumple que

(1 » 5‘%) (f 09) (@) |Jg @)V (R;) < (fog) (&) (9(R)))

(fo9) @) T (9 (B)) < (14 22) (F o 9) @) 1, (&) V()

entonces aplicando las desigualdades (4.26) y (4.27) obtenemos que
i 4 3 i
(f o g) (&;) [Jg (2;)|V (R;) — T(R)V(Rj) < (fog)(2)J(g(By))

Yy
(fog)(@;)J(g(Ry)) <(fog)(Es)|Jy(25)|V (R;) + %(R)V (7;)

sumando respecto a los j € v, en estas ltimas dos desigualdades, y usando que
£ £

£ £
5V (R) DV (Ry) < 5V (R) 2V (B =gy @’ =3

JET j=1

se tiene que

S (Fog) @)1y @IV (R) —= < S (Fog) (@) J (9(R))

ey J€M JEM

< D (fog) (@)1 @IV (R) +

J€M1

Ut m
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4.5. Ll caso general Capitulo 4. Teorema de cambio de variable

y por lo tanto

| M

> (Fog) (@) 1Ty @)V (Ry) =) (fog) (@) (9(Ry))| <

JEM J€M

Es importante observar que ninguna de las desigualdades demostradas depende de nuestra
eleccion de &; € R;; esto resulta bastante conveniente porque para probar que el tltimo
sumando de (4.25) también es menor que £ sf tendremos que usar a unos Z; € I; especificos
y esto no alterard lo ya logrado con los sumandos previos.

Como G C int (D) es Jordan medible entonces por las hipétesis iniciales y el teorema 4.3,
¢ (G) también es Jordan medible y por lo tanto g (D) \ g (G) es Jordan medible y entonces

por el corolario 3.5
Lo hu? L
9(D)\g(G) a(D) 9(G)

Pero D C B; UG, entonces g (D) C g(By) U g (G), de modo que g (D) \ ¢(G) C g(By), de
donde
F<MI(g(D)\g(G))=MJ(g(D)\g(G)) < MJ(g(B1))
9(D)\g(G)
Nétese que no podemos asegurar que g (B;) sea un conjunto Jordan medible pues no
sabemos nada de J, (&) para £ € B;; afortunadamente no es algo que necesitemos saber.

Por el lema 4.6 y dado que
€

= 80M (L)

J (B1)

se tiene que

T(g(BY) < 137

(aqui estamos usando fuertemente que B, C € asi como la compacidad del mismo) y entonces

' ' £
/ f_/ f/ f<= (4.28)
a0 e o

Por otro lado; sabemos que para toda j € v, R; C int(D) y g es inyectiva ahi, de
manera que {g (R;) | j € v} forma una subdivisién para el conjunto ¢ (G), del mismo modo
{9(R;) |7 €7} y{9(R;)|Jj€ s} forman una subdivisién de los conjuntos ¢ (Bs) y ¢ (Bs)

respectivamente.
El hecho de que para j # 4, con i,j € v, se tenga que int (g (R;)) Nint (g (R;)) = 0,
implica que J (g (R:) N g (R;)) = 0, entonces por el teorema 3.9

/g(c) =2, Uq(ﬂj) f]

Jjey L

Por el teorema del valor intermedio para integrales
[ r=r@) e
9(R;)
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4.5. Fl caso general Capitulo 4. Teorema de cambio de variable

para alguna §; € g (R;) y j € v (nétese que el teorema del valor intermedio para integrales
es vélido porque el conjunto g (R;) es conexo). De la inyectividad de g se sigue que existe
un tnico £; € R, tal que y; = g (&), asf que

. f=(fog)(%;)J(g(R;))

de donde
[ 1= (fo0) @) (R
9(G) jEY
Entonces para estas &; € R; especificas, auxilidndonos de (4.28), el tltimo sumando que
nos falta analizar lo podemos aproximar como

/ IRED SERICRIAEY

jen

= f<mf‘z(f"g)("’ff”(g(RﬂH S (Fog) (@) 7 (9(Ry)

JEY JEY2UYs

JE€TUrs

< T+ Y (Fed@)IGRNS M Y T(g(R)

JEY2Uvs JE€YUv3

y como ya se dijo que {g (R;) | j € 72} v {g(R;) | j € 73} forman una subdivisién de los
conjuntos g (By) y g (Bs) respectivamente, entonces por el corolario 3.1

J(g(B2) = > J(g(Ry))

JEYy

J(g(Bs)) =Y _ J(g(Ry))

J€7a
Ahora, por (4.22) y (4.19) By es un compacto tal que

&
= 80M 2L /n)"

J (B3)

asi que por el lema 4.6
£
J(g(B3)) < ——
| (9(B2)) 15M ‘
Si logramos que J (g (Bs)) también sea menor que 5, précticamente habremos terminado.
Recordemos que K es un compacto que tomamos de manera que

£

= 5oM (2L/n)"

J (D) = J(K)
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4.5. El caso general Capttulo 4. Teorema de cambio de variable

esto junto con la proposicién 3.3 implican que el compacto D\ int (K) es un conjunto Jordan
medible tal que J (D \ int (K)) = J (D) — J (K), es decir,

&

< 50M (2Ly/m)"

J (D \ int (K))

entonces por el lema 4.6
£

15M
y como por definicién, para j € 3 se cumple que 1t; C int (D) \ K C D\ int (K) entonces
9(B3) C g(D\int(K)) y por lo tanto

j(g (E\mt(K))) o

J(g(B3) < J (g (D\ int (K))) < 15&}\4

logrando asi que

£ £

~ £
/g(D)f— S (F00) (35) T (9 (By)| < =+ M (17 + 17 ) =

JET

| m

como querfamos. Con esto hemos mostrado que cada sumando de la expresion (4.25) es

menor que £ y por lo tanto
[ ool [ 1<
D 9(D)

/Q(D)fsz(fog)ngl

Algo que no se dijo, pero que fue muy importante para esta prueba, fue el poder meter
al compacto A en Q y tomar la constante de Lipschitz de ¢ en A, misma que se convirtié en
constante de Lipschitz para los compactos By, By y D \ int (K), permitiéndonos para estos
compactos, aplicar el lema 4.6.

Nos resta ver el caso en que f tome valores negativos sobre g (D). En este caso definimos

Ji,f2:9(D) — R por

es decir,

£10) =5 15 @) + £ 3))

F2(3) =5 (1 @)~ £ (@)

entonces fi (§), f2 (§) > 0 para toda § € g (D), f1 v f2 son funciones continuas y acotadas
en g (D) y ademas f = f; — fo; por lo que ya demostramos tenemos que

g{D)f - /s:(D)fl_ g(D)fQZ/D(flog)|J9|/L;(f2°9)flq|
~ [(hea-fog)lal= [ o9l
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Para finalizar este capitulo (y este trabajo), demostraremos una pequefia extensién del
teorema del cambio de variable para el caso en el que J, (£) = 0 en un subconjunto del
dominio de g con medida de Jordan cero. Vale la pena que el lector recuerde la importancia
que tuvo el hecho de que J, (Z) # 0 en el teorema 4.3 asf como en los lemas 4.12 y 4.13,
resultados esenciales para la prueba del teorema del cambio de variable.

Teorema 4.6 Sea §2 C R™ abierto y D C R™ Jordan medible tal que D U Fr (D) C Q.
Sea g : Q@ — R" de clase C' en ), inyectiva en int (D) y tal que J, (2) # 0 para toda
& €int (D) \ A donde J(A) =0. Si f:g(D)— R es acotada y continua entonces

/Q(D)f=/D(fog)|Jg!

Dem. Lo primero que hay que demostrar, es que bajo estas condiciones el conjunto g (D)
continda siendo Jordan medible, para que de este modo tenga sentido hablar de fg( D) i
para esto, demostraremos que los conjuntos g (4) y g (D \ A) son Jordan medibles.

Como J(A) = 0 entonces J (ﬁi) = 0, pero A es un compacto tal que A C D C Qy
g € C' (), entonces J (g (A)) = 0 y por tanto g (A) es Jordan medible y J (g (4)) = 0.
Como g € C1 (Q) y D\ A es Jordan medible; de acuerdo con el teorema 4.3, para ver que
g (D '\ A) es Jordan medible nos faltarfa demostrar que J, (Z) # 0 para toda Z € int (D \ A),
pero esto es inmediato pues int (D \ A) C int (D) \ A y por hipétesis J, (Z) # 0 para toda
& € int (D) \ A, por lo tanto g (D \ A) es Jordan medible, y como g (D) =g (D\ A)Ug(A)
entonces g (D) también es Jordan medible. Ademds como J (A) =0y J (g(A)) = 0 entonces
por el teorema 3.9

/D(fog>uq|=]w\w (fog)ng|=L\A(fog>liq|+[4<fog>liq!=fD\A (fo9) ||

Yy
[ o= g gaf g 1
g(D) g(D\A)Ug(A) g(D\A) g(A) g(D\A)

Como las hipdtesis del teorema de cambio de variable se cumplen para el conjunto D \ A,
tenemos que [, 4y f = [ 4 (f ©9) |Jg| de donde

/g(D)f=/D(fog)!ng
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