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1. PREFACIO

Durante el segundo semestre de 2007 se realizd, en la Escuela de Mateméticas de la Uni-
versidad Industrial de Santander, UIS, (Bucaramanga, Colombia), el Seminario de Sistemas
Dindmicos Discretos y Fractales. A sus sesiones semanales asistieron los profesores Gilberto
Arenas, Claudia Inés Granados, Rafael Isaacs, Carolina Mejia y Sonia Marleni Sabogal, to-
dos ellos de la Escuela de Matematicas. De la Escuela de Economia asistié el profesor Héctor
Alirio Méndez, y de la Escuela de Ingenieria Electronica asistié el estudiante Luis Antonio
Goémez. Finalmente, de la Universidad Nacional Auténoma de México asistid el profesor
Heéctor Méndez (que en ese semestre se encontraba como profesor visitante en la Escuela de
Matemaéticas de la UIS).

El interés principal que animé este seminario fue el estudio de los distintos puentes que
conectan la teoria de los sistemas dinamicos discretos con la teoria de los conjuntos fractales.
Los Conjuntos de Julia, ademas de su atractivo visual, dan clara muestra de la relacion entre
estas dos teorias. En muchas ocasiones el correspondiente conjunto de Julia de una funcién
f : C — C es un conjunto fractal y es, también, un conjunto invariante bajo f donde se
desarrolla un sistema dindmico discreto caodtico.

En este trabajo se hace un recuento de los temas tratados en el seminario. Presentamos
una breve introduccién a los sistemas dindmicos discretos. Definimos puntos periédicos y
hacemos algunos comentarios sobre el importante Teorema de Sharkovskii. Seguimos con la
definicién de caos dada por R. L. Devaney en 1985. Seguimos con una presentacién de los
conjuntos fractales. Aparece la métrica de Hausdorft y los Sistemas Iterados de Funciones. La
dinamica simboélica nos da oportunidad de presentar otro ejemplo muy conocido de sistema
cadtico, el desplazamiento en dos simbolos. Mas adelante definimos los hiperespacios y las
funciones inducidas. Estudiamos propiedades dindmicas de este tipo de funciones. En la
penilltima seccion presentamos un espacio hiperconexo. Y en la tltima seccién ofrecemos al
lector una breve introduccién al concepto de entropia topoldgica.

El texto cuenta con una buena cantidad de preguntas y ejercicios. Nos parece una excelente
idea que el lector o la lectora dedique un poco de su tiempo a la solucién de la mayoria de
ellos.

En la parte final de estas notas viene una lista de referencias. En ella se encuentran
los articulos y libros donde nos basamos. La mayorfa de los elementos de esta lista son
también textos donde el lector, la lectora, puede seguir el estudio de los temas que més le
hayan interesado. A lo largo de estas notas le haremos saber al lector, a la lectora, nuestras
sugerencias sobre los caminos que puede seguir en caso de estar interesado(a) en continuar
sus estudios en los tépicos aqui tratados.

Agradecemos a todos los que de una forma u otra hicieron posible este seminario y la
edicion de estas notas. Muy en especial queremos agradecer a la estudiante de la licenciatura
de matematicas de la UIS Leidy Velasco por su ayuda en la realizacién de varias de las
graficas que aqui aparecen, y por la captura en Later de gran parte de este material.
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2. SISTEMAS DINAMICOS DISCRETOS

2.1. Los dos ingredientes. Para obtener un sistema dinamico discreto necesitamos tan
s6lo dos ingredientes.

El primero es un espacio métrico, X. El conjunto de los niimeros reales, R, el plano, R?,
el conjunto de los niimeros complejos, C, y el intervalo cerrado [0, 1], en la recta real, (cada
uno de ellos junto con su métrica usual), son ejemplos de espacios métricos. La métrica en
el conjunto X la representaremos con la letra d.

El segundo ingrediente es una funcién continua del espacio X en si mismo, f: X — X.

Una vez que tenemos estos ingredientes podemos definir, para cada punto z € X, una
sucesion de puntos en X conocida como la drbita de x bajo f,

o(z, ) ={z.f (@), () f*(@),...}.

Aqui el simbolo f" representa una funcién de X en si mismo. Esta funcién la obtenemos
mediante el proceso de componer f consigo misma varias veces: fO es la funcién identidad,
fl=F fP=fof, f2=fofof, y asisucesivamente.

La interpretacién que le damos a la sucesion o (z, f) es la siguiente: En el tiempo ¢ = 0 un
objeto se encuentra en la posicién z; en el tiempo ¢ = 1 el objeto ha cambiado de posicién
y ahora se encuentra en f(z); en el tiempo ¢t = 2 el objeto vuelve a cambiar de posicién y
ahora se encuentra en f(f(z)) = f*(x); etcétera.

Posiciones: z f(z) f*(z) .. [f"(z)
Tiempos: 0 1 2 n

Desde este punto de vista la pareja X y f nos da un modelo matematico del movimiento.
Esto es, nos da un sisterma dindmico discreto. La palabra discreto se refiere a que conocemos
la posicion del objeto que se mueve sblo cuando el tiempo asume un valor entero mayor o
igual a cero.

La meta es estudiar todas las posibles sucesiones o (z, f). De manera muy especial nos
interesa su comportamiento cuando n tiende a infinito.

Decimos que zy € X es punto fijo de f si f(zo) = zo. En este caso la 6rbita de zy bajo f
es un conjunto muy sencillo, o (zg, f) = {zo, Zo, ...} = {®o}. Es claro, ademas que cuando n
crece la o(zo, f) tiende a .

De aqui en adelante todas las funciones consideradas son funciones continuas. La letras
X, Y, ... representan espacios métricos. La letra N representa el conjunto de los nimeros
naturales, es decir, el conjunto de los enteros positivos.

2.2. El ejemplo clasico: la Tienda. Sean X = [0,1], y T : [0,1] — [0, 1] la funcién
dada por:
2x size 0,2
= 19l
T (2) { 2—2¢ sizme E%,ﬂ).

En la figura 1 se puede ver la gréfica de la funcion 7.

Busquemos los puntos fijos de T Si z es elemento del intervalo [0, 1] y es punto fijo de
T, entonces, por un lado, T (z) = z y, por el otro, T'(z) = 2z. Por lo tanto, 2z =z, y z = 0.
Siz € [%, 1] y « es un punto fijo de 7', entonces 2 -2z =z, z = % Observemos que estos
puntos son los unicos dos puntos fijos de T'.
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Ficura 1. Gréaficade T

Observacion 1. Si ACR, f: A— A, yxo € A es un punto tal que f (z9) = xo, entonces
(w0, f (20)) = (z0,70). Por lo tanto este punto, (o, f (x0)), se encuentra en la interseccion
de la grifica de f y la diagonal {(x,y) : x = y}. En la figura 2 se muestra la grdfica de una
funcidn con exactamente tres puntos fijos: To, T1 Y Ta.

Ty .GL‘ll i)

F1GURA 2. Puntos fijos de f.

Damos a continuacién una herramienta que nos ayudara a encontrar puntos fijos.
Sea [a,b] C R un intervalo cerrado y acotado.

Proposicién 2. Sea f : [a,b] — R.
a) Si f([a,b]) C [a,b], entonces f tiene un punto fijo en [a, b].
b) Si f([a,b]) D [a,b], entonces [ tiene un punto fijo en [a,b].

Demostracién. a) Como f ([a,b]) C [a,b], entonces f(a) > ay f(b) <b. Sea h: [a,b] — R
dada por h(z) = f (z) — =.

La funcién h es continua en [a,b] y h(a) > 0, h(b) < 0. Por lo tanto existe zo € [a, b] tal
que h (zy) = 0. En consecuencia, f(zg) = zo.

b) Como f ([a,b]) D [a,b], entonces existen «, 3 € [a,b] tales que f(a) =ay f(B) = 0.
Notemos que f (a) <ay § < f(F). Consideramos ahora, como antes, una funcién auxiliar
h:la, b = R, h(z) = f(z)— . Tenemos h (o) <0y h(F) > 0. Por tanto, existe zg € [a, 5],
o existe mo € [, ], tal que h(wg) = 2o y con ello, zy € [a,b] v f (x0) = Zo. O

Sea f: X — Y. Decimos que f es:
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i) Inyectiva si para todo par de puntos en X, z # y, se tiene que f(z) # f (y).
i1) Suprayectiva si para todo punto y € Y, existe x € X tal que f (z) = y.
i11) Biyectiva si f es inyectiva y suprayectiva.

iv) Un homeomorfismo si f es biyectiva y continua, y su inversa, f~!: Y — X es continua
también.

Ejercicio 1. Sea f : [0,00) — [0,00). Demuestra que si f es suprayectiva, entonces f tiene,
al menos, un punto fyjo.
Ejercicio 2. Muestra, si es que existe, un homeomorfismo, f : (0,1) — (0,1) sin puntos
fijos.
Ejercicio 3. Muestra, si es que existe, un homeomorfismo, f : [0,1) — [0,1) sin puntos
fijos.
Sean f: X — X y xp € X. Decimos que zy es un punto periddico de f si existe n € N tal
que f™ (xg) = x¢. Al conjunto de todos los puntos periédicos de f lo denotamos con Per (f).
Sea zy € Per (f). Decimos que g, tiene periodo k si k = min{n € N: f"(zy) = zo}.

Observacién 3. Si zg es punto fijo de f, entonces g € Per (f) y zo tiene periodo 1.

En la figura 3 se muestra la grafica de una funcién f : R — R con un punto periédico de
periodo 5. En la figura 4 se muestra lo que se conoce como el retrato fase de esta érbita de
periodo 5.

Ficura 4. Retrato fase de la orbita.
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Ejercicio 4. Sea f : R — R. Demuestra que si Per (f) =0, entonces una de las siguientes
dos opciones se cumple:
a) Para todo z € R, se tiene que lim f"(z) = oo, o
n—od

b) para todo z € R, lim f"(z) = —oc.

Regresemos a la funcién Tienda. Mostramos a continuacion la existencia de un punto
periédico de periodo 2 para T.

Recordemos que los puntos fijos de T son los puntos 0 y % Observemos que {%, 1} N
Per(f) = (0. Buscamos zg € (O, %) tal que T (z0) # z0 y T? (z0) = zp. Obsérvese que si un
punto z, cumple estas dos condiciones, entonces T'(zg) > 3 (;por qué?).

Como zo € (0,3), entonces T'(xy) = 2xo. Como T (zg) € (3,1), entonces T? () =
2 — 2 (2ay). Por tanto, T2 (z,) = o implica 2 — 4z = T, zg = 2. Como T (2) = %, la 6rbita
bajo T de este punto es el siguiente conjunto:

2 T 242472 2 4
ol =, =4=,=, =, =, = s R o B
5 55 5655 55
Por lo tanto, £ € Per (T') y su periodo es 2.

Ejercicio 5. Muestra que T tiene un punto periddico de periodo 3.

Ejercicio 6. Si xy € Per (f) entonces cada punto y € o(xg, f), es también un punto per-
1odico de f del mismo periodo de xg.

2.3. Comentarios sobre el Teorema de Sharkovskii. Un intervalo en R es un conjunto
que tiene alguna de las siguientes formas: (a,b), (a, b], [a,b), [a,b], (a,00), [a,00), (—o0,b),
(—o0,b], (—o0,00), donde a y b son dos nimeros reales tales que a < b. Sea A un intervalo
en R ysea f: A— A Consideremos dos nameros n, m en N. El teorema de Sharkovskii
responde al siguiente tipo de preguntas: ;Si f tiene puntos periddicos de periodo n, seré esto
suficiente para concluir que f tiene puntos periédicos de periodo m?, ;Qué relacién deben
tener n y m para que una implicacion de este tipo sea valida? Dado que hay una infinidad
de parejas de ntimeros naturales, el camino hacia la solucién de todas las posibles preguntas
de este tipo se ve dificil. Lo sorprendente es que en 1965 el matematico ucraniano A. N.
Sharkovskii dio una respuesta completa a este problema. En esta seccién presentaremos al
lector algunos resultados parciales. Estos nos permitirdn darnos una idea aproximada del
camino seguido por Sharkovskii.

Proposicion 4. Sean > 2. Si f tiene un punto periddico de periodo n, entonces [ tiene un
punto fijo.

Demostracion. Sea x € A tal que x € Per (f) y z tiene periodo n, n > 2. La o(z, f) tiene n
elementos que podemos ordenar asi:

T1 < Lo < oo < Ty
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Esto no quiere decir f (z1) = 22, sino simplemente que z; es el minimo de los elementos de
o(z, f) y zn es el maximo de o (z, f). Ver figura 5.

FicURA 5. Orbita periddica de periodo n > 2.

Como n es mayor o igual a 2, f (z1) > 21 v f (z,) < z,. De aqui se sigue que f tiene un
punto fijo en el intervalo [z1,z,] C A. a

Lema 5. Sean A y B dos intervalos en R, y f : A — B. Sean [a,b] C A y[c,d] C B tales que
f ([a,B]) D [e,d]. Entonces existe un intervalo cerrado o, 8] C |a, b] tal que f ([a, 5]) = [c, d].

Demostracidn. Sean s, t en [a, b] tales que f(s) =cy f(t) = d. Ver figura 6.
Caso 1. Supongamos que s < t. Considera los siguientes puntos:

a=sup{z € [s,t]: f(z) =c}

B =inf{z € [a,{]: f(z) =d}.
Como f es continua, f(a) = ¢y f(8) = d. Por la forma en que fueron definidos a y 3,

y utilizando el teorema del valor intermedio, se tiene que si @ < x < 3, entonces f(a) <
f(z) < f(B). Asf el intervalo [, 5] cumple la condicién deseada.

a s a gt

FIGURA 6. El intervalo [«, g].

Caso 2. La demostracién para la desigualdad s > ¢, es analoga al caso anterior. O

Proposicion 6. Sean A C R un intervalo, y f : A — A. S§i f tiene un punto periddico de
periodo 3, entonces [ tiene puntos periddicos de todos los periodos.
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Demostracidn. Sea a € A, a € Per(f), de periodo 3. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que a es el minimo de o(a, f) (ver ejercicio 6).

Observemos que la 6rbita de a tiene dos opciones de recorrido. En el primero, b= f (a) y
c= f2(a); en el segundo, ¢ = f (a) y b= f?(a):

NN
W
-A
"

it):
Demostraremos el primer caso, con la conviccidén de que la demostracién para el otro

posible recorrido de la 6rbita es anéloga.
La figura 7 puede ser de ayuda en lo que sigue.

[ 'C
b il
(o .CL

FicuraA 7. Dibujo que ayuda.

Ya sabemos que [ tiene puntos peridédicos de periodos 1 y 3.

Paso 1: La funcién f tiene puntos periddicos de periodo 2.

Demostracién del paso 1. Como f ([b, c]) contiene a [a, b], existe un intervalo cerrado [ay, 5]
contenido en [b, ] tal que f ([a1,/51]) = [a,b]. Como f ([a,b]) D [b,c], entonces existe otro
intervalo cerrado [ag, B2] C [a, b] tal que f ([ag, B2]) = [a1, B1]. Ast:

F2 ([az, Bo]) = [a, 8]

Como [a, 3s] C [a, b], entonces f? tiene un punto fijo en [ag, F2] . Sea xg € [ay, Fo] tal que

f*(@0) = .
Ahora, como

f (o2, B2]) = [a1, 8] € [b, o],
se tiene que f (zg) € [b,¢]. Ya que b es de periodo 3, f(xg) # b. Por lo tanto:

To < G < b < fzo),

y con ello, xg < [ (xp). Asi, g € Per (f) y su periodo es 2.
Paso 2: Sea n > 3 (fijo). Entonces f tiene un punto periddico de periodo n.
Demostracion del paso 2. Analogo a lo hecho en el paso 1, existe un intervalo [aq, 1] C [b, ¢]
tal que f (a1, 51]) = [a,b]. Ahora como: f([b,c]) contiene a [b,¢], existe otro intervalo
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[ava, o] C [b, ] tal que f ([az,Fa]) = [@1,/01] . Siguiendo este argumento varias veces podemos
encontrar n — 1 subintervalos de [b, ¢,

[ala ﬁl] ] [052: 162} y mny [an—lyﬁn—l] )
tales que, para 1 <i < n — 2,
f ([@tig1, Bia]) = [o4, B ;

y tales que para cada 1 <¢<n —1,

fH ([ow, Bi]) = [a, 8]

Finalmente, como f ([a,b]) D [b,c], existe un ltimo intervalo cerrado [, 8,] C [a, b], tal

que f ([anaﬁn}) == [Oﬂnflaﬁ'nfl:[- ASi:

.fﬂ ({am :BTLD = [CL, b} .

Por tanto, existe zg € [an, B,) tal que f™(zq) = 0.
Obsérvese que para cada ¢, 1 <14 < n — 1, se tiene que
fi (-TO) & [anfiu ﬁnui] - [ba C] E

Ahora, si zg = f*(xy) para alguna i, 1 < i < n— 1, entonces se tendria que g = b, ya que
2o < b < f'(xp). En este caso la orbita de zp = b tendria n — 1 elementos en el intervalo
[b,c], con n — 1 > 3, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto para cada i € {1,2,...,n — 1}, se tiene que f* (o) # wo. Como f™ (o) = o,
entonces xy € Per (f) y tiene periodo n. O

El resultado que acabamos de demostrar es realmente muy interesante. Observe el lector
que a partir de un conjunto de hipétesis muy pequetio, f: A — A, continua en el intervalo
A, f tiene un punto de periodo 3, obtenemos muchisima informacion sobre la funcién f:
ella tiene puntos periddicos de todos los periodos posibles. Agreguemos que la demostracion
solo utiliza herramientas que aprendemos en nuestros primeros cursos de calculo diferencial
e integral.

Para darnos una idea de la importancia del trabajo realizado por Sharkovskii debemos
informar al lector que el resultado anterior es sélo una pequeiia parte de un resultado mas
general obtenido por este matematico. Presentamos a continuacién lo que se conoce en
nuestros dias como el Teorema de Sharkouvskii.

El siguiente arreglo de los nimeros naturales es conocido como el orden de Sharkovskii.

5F=7=90=11=13= ..
2:b=>2:T= ..
2.5=922. 7= .,

2.5 398. 7=

S S

=822 221

En el primer rengléon aparecen todos los niimeros impares mayores que 1. En los siguientes
renglones aparecen todos los nimeros que se expresan como un producto de una potencia
de 2 y un impar mayor que 1. En el ultimo renglon aparecen todas las potencias de 2.
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Teorema 7. (Sharkouvskii, 1964). Sean A un intervalo en R y sea [ una funcidn de A en
A. Sean m y n en N. Consideremos el orden de Sharkovskii. Si f tiene un punto periddico
de periodo m 1y sucede alguna de las siguientes dos condiciones:

i) m estd en algin renglon arriba del renglén que ocupa n, o

i) m y n estdn en el mismo renglon, pero m estd a la tzquierda de n,
entonces [ también tiene un punto periddico de periodo n.

Teorema 8. (Sharkouvskii, 1964). Sea A un intervalo en R. Sean m y n en N. Sim yn
cumplen la condicidn i) o la condicidn ii) del teorema 7, entonces existe una funcion continua
f:A— A tal que f si tiene puntos periddicos de periodo n y f no tiene puntos periddicos
de pertodo m.

No presentaremos en estas notas la demostraciéon de estos teoremas. Parte de la de-
mostracion se puede consultar en el libro de R. L. Devaney: An Introduction to Chaotic
Dynamical Systems, ver [9].

Ejercicio 7. Considera de la funcion g : [0,1] — [0,1], lineal a pedazos, definida por los
siguientes datos: g (0) =2,9(3) =1,9(3) =12 yg(1) =0 (ver figura 8).

F1Gura 8. Gréafica de g.

1. Dibuja la grafica de g> = g o g.

2. ;Tiene g un punto de periodo 37

3. sTiene g*> un punto de periodo 3%

4. #Cudles son todos los posibles periodos de los puntos periddicos de g?

Ejercicio 8. Muestra una funcion f : R?2 — R? tal que st tenga puntos periddicos de periodo
2 pero no tenga puntos fijos.

Ejercicio 9. Sea n € N (n fijo). Muestra una funcidn f : R?* — R? tal que st tenga puntos
periédicos de periodo n y no tenga puntos periddicos de periodo j, si j #n.

Pregunta 10. Verdadero o falso. Sea f : [0,1] — [0, 1]. Supongamos que f es un homeo-
morfismo. Entonces si xg € Per (f), el periodo de zy sélo puede ser 1 ¢ 2.

2.4. De regreso a la Tienda. Sea T : [0,1] — [0, 1] la funcién Tienda.

Por el ejercicio 5, sabemos que la Tienda tiene al menos un punto periédico de periodo
3. Por tanto esta funcién tiene puntos periédicos de todos los periodos. Como cada 6rbita
periédica modela o representa un movimiento periddico, entonces la funcién Tienda pre-
senta todos los movimientos periddicos posibles, sélo hay que partir de la condicién inicial
adecuada.
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Ejercicio 11. Para la funcidn Tienda, T, encuentra un punto periddico tal que su periodo
sea exdctamente 763.

La riqueza dinamica presente en la Tienda no se limita a lo observado hasta ahora. El
siguiente lema nos permitird descubrir otras muy interesantes propiedades de la funcién
T:00,1] — [0, 1].

Lema 9. Para todo n € N y para cada £ € {0,1,2,...,2" — 1} se tiene que:

[E é‘+1} L [0.1]

an ’ an

(1) T”|[_g_ ¢ 1} :

LRI
es un homeomorfismo.

Demostracion. Nuestro argumento utiliza induceién matematica.

Veamos que la afirmacién es cierta para n = 1. En este caso, £ € {0, 1}.
Es inmediato que T : [0, 3] — [0, 1] es homeomorfismo, ya que en este intervalo T’ (z) = 2z.
De manera analoga, es inmediato que 7' : [3,1] — [0,1] es homeomorfismo ya que en este
conjunto, T'(z) = 2 — 2.

Suponemos valida la afirmacién para n = k, y demostramos el caso n =k + 1.

Sea £ € {0,1,2,...,25*1 — 1} . Observemos que |55, yor] C [0,3] si € < 28 -1,y
ok, 42k © [11] s £ 2

Si ¢ < 2% — 1, entonces la funcién T**! se puede expresar asi:

£ 41| ¢ (£ £41| 7+ |
2k+1’2k}+1 — Q_k: ok _>[O1H

Ambas funciones son homeomorfismos (la segunda de ellas, 7%, por hipétesis de induccion).

Por tanto
‘ £ £+1

k-1
T ottt {wﬁ} — 0.1
es un homeomorfismo.
Si £ > 2% entonces

¢ 041 p [2F1—pg—1 281 0] 7%
k1 Ok+l | ok Y — [0,1].

Es inmediato que la primera funcién es un homeomorfismo. ¥ como

entonces
—9k > _621_2»%4-1’
2k+1__2k:_1 » 2k+1—€*1203
26—1 > 2Ml_y—1>0,

Asi la segunda funcién, gracias a la hipotesis de induccién, también es un homeomorfismo.
O

De manera similar se puede demostar la siguiente proposicion:
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oot
on’  9n

Proposicién 10. Seann e Ny ¢ € {0,1,2,...,2" - 1}. Siz € [ ], entonces eriste

W E Z, u par, tal que

T (z) = p+ (1) 2"z
Ejercicio 12. Demuestra la proposicion 10.
Corolario 11. Sea (a,b), a < b, un subintervalo de (0,1). Entonces eziste N € N tal que
T (a,b) = [0,1].
Demostracion. Como a < b, existe N € N tal que zwlr < E’_T“ Se sigue que existe un valor £ en
el conjunto {0,1,2,...,2Y — 1} tal que [5%, 5] C (a,b). Ahora, gracias al lema 9, tenemos
que TV (a,b) = [0,1]. O]
Definicién 12. Sea A un intervalo en R. Sea B C A. Decimos que B es denso en A st para
todo subintervalo abierto de A, digamos (o, 3), existe b € B tal que b € («, 3).

Corolario 13. El conjunto Per (T) es denso en [0, 1].

Demostracion. Sea (a,b) C [0,1], a < b. Procediendo como en el corolario 11, tomamos
N € N tal que 5%7 < % Entonces existe £ € {0,1,2,...,2" — 1} tal que [2%, ‘?’—Nl] C (a,b).

Como TV ([5%,%%]) = [0,1], podemos aplicar la proposicion 2 a la funcion T%. Asi
concluimos que existe zo € [3v, 5] C (a,b) tal que TV () = . O

La demostracion de la siguiente afirmacién se sigue directamente de la proposicion 10 y
del ejercicio 12.
Corolario 14. Per (T) C QN |[0,1].
Ejercicio 13. Muestra que Per (T) #QnN[0,1].
Ejercicio 14. Demuestra que para cada ¢ € [0,1] se tiene que el conjunto U T~ (x0) es
denso en el intervalo [0, 1].
Ejercicio 15. Sean A = [0,1] x [0,1] C R* y F : A — A la funcidn dada por F(z,y) =

(T'(z),T(y)). Demuestra que Per(F) es denso en A.
4 Cudntas drbitas periddicas de periodo 3 tiene F'¢

Ejercicio 16. Sea g : [0,1] — [0,1] la funcidn definida en el ejercicio 7. Demuestra que
Per(g) es denso en [0,1].
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Ejercicio 17. El conjunto {1,2,3,4} es una drbita de periodo 4 en cada una de las dos
grificas que aparecen en la figura anterior. Una de ellas es la grdfica de una funcidn que
tiene drbitas periddicas de todos los periodos y la otra es la grdfica de una funcidn que sdlo
tiene drbitas periddicas de periodos 1, 2 y 4. Identifica cudl es cudl.
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3. TRANSITIVIDAD TOPOLOGICA

Dados z € X y £ > 0 definimos la bola de radio € con centro en z asf:
Bx(z,e) ={y € X : d(z,y) <e}.
Si no hay confusién, respecto al espacio del que estamos hablando, escribiremos B(z, )
en lugar de Bx(z,¢).
Sean A C X, y « € X. Decimos que x es punto interior de A si existe € > 0 tal que
B(z,e) C A; decimos que z es punto exterior de A si existe € > 0 tal que

B(z,e) CX\A={ze X z ¢ A}

?

decimos que x es punto frontera de A si para toda £ > 0 se tiene que
B(z,e)NA#Qy B(z,e)n (X \ A) #0.

Al conjunto de todos los puntos interiores de A le llamamos el interior de A, al conjunto
de todos los puntos exteriores de A le llamamos el exterior de A, y al conjunto de todos los
puntos frontera de A le llamamos la frontera de A. Denotamos estos conjuntos por int(A),
ext(A) y fr(A) respectivamente.

Decimos que A es un conjunto abierto en X si todo punto a € A es punto interior de A,
y decimos que A es cerrado en X si el conjunto X \ A es abierto.

Decimos que z es punto de adherencia de A si para toda £ > 0 se tiene que

B(z,e)N A # 0
y decimos que z es punto de acumulacion de A si para toda € > 0 se tiene que

(B(z,)\ {z}) N A # 0.
Al conjunto de todos los puntos de adherencia de A le llamamos la cerradura, o clausura,

de A, y lo denotamos con cl(A) o con A.
Decimos que = € A es punto aislado de A si existe € > 0 tal que (B(z,e)\ {z})NnA=10

Observacion 15. Los conjuntos ) y X son abiertos y cerrados a la vez. Para cada A C X, los
conguntos fr(A) y cl(A) son siempre cerrados. Ademds A es cerrado si y solo si A= cl(A).

Definicion 16. Sea f: X — X. Decimos que f es topologicamente transitiva en X si para
todo par de conjuntos abiertos no vacios de X, U y 'V, eziste n € N tal que f*(U)NV # 0.

Hemos interpretado, a lo largo de estas notas, a la funcién f: X — X como la que define el
movimiento: Un objeto que estd en la posicién ¢ € X, estard, una unidad de tiempo después,
en la posicion f(z), v asi sucesivamente. Bajo esta Optica una funcion transitiva da vida a
una dindmica muy interesante. Hablando de manera intuitiva, una funcién que es transitiva
mueve puntos de cualquier regiéon U de X a cualquier otra region V de X. No lo hace de
manera inmediata, es decir, no necesariamente a la primera aplicacién de f hay puntos de U
que van a dar a V. Pero lo que si es seguro es que aplicando f una cantidad suficiente de veces
si habra puntos de U que vigjen a V. Como esto es valido para cualesquiera dos conjuntos
abiertos de X, entonces f esta revolviendo, mezclando, moviendo a todos los puntos de X.

Proposicion 17. La funcidn T : [0,1] — [0, 1] es transitiva en [0, 1].
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Demostracion. Sean U y V dos subconjuntos de [0, 1] abiertos y no vacios. Entonces existe
un intervalo abierto (a, b), a < b, contenido en U y, por el corolario 11, existe NV € N tal que
TV (a,b) = [0,1]. De aqui se sigue que T (U) NV £ 0. O

Ejercicio 18. Recordemos la funcion g : [0,1] — [0,1] definida en el ejercicio 7. Demuestra
que g es transitiva en [0, 1].

Ejercicio 19. Sea f : [0,1] — [0, 1] una funcidn transitiva en [0,1]. Demuestra lo siguiente:
1) f es suprayectiva,
ii) Eziste zy en el intervalo abierto (0,1) tal que f (zq) = .

Definicién 18. Sea X un espacio métrico y sea D C X. Decimos que D es denso en X si
para todo conjunto abierto U de X, U # 0, se tiene que U N D # 0.

Ejercicio 20. Demuestra que si X es un intervalo en R, entonces la definicidn 12 es equiv-
alente a la definicidn 18.

Ejercicio 21. Sean X un espacio métrico, f : X — X una funcidn transitiva en X yU C X

o0
un conjunto abierto no vacio. Demuestra que la siguiente unidn infinita |J f™(U) es un
n+1

conjunto abierto y denso en X.

Ejercicio 22. Sean X un espacio métrico y f : X — X una funcidn transitiva en X. Sea
N un nimero natural fijo. Considera, en X, N conjuntos abiertos no vacios, Uy,...,Uy,
que sean ajenos por parejas. Demuestra que existe un punto o en X tal que su drbita visita
todos estos conjuntos.

Sean A un subconjunto de X y & un ntmero positivo. Decimos que A es un conjunto
e — denso en X si para todo z € X, existe a € A tal que d(z,a) < ¢.

Ejercicio 23. Sean X un espacio métrico, f : X — X una funcion transitiva en X ye > 0.
Demuestra que existe zg € X tal que la o(zo, f) es un conjunto € — denso en X.

Ejercicio 24. Sean X un espacio métrico y f : X — X una funcion transitiva en X. Sea
U y W dos conjuntos abiertos en X y no vacios. Demuestra el conjunto de puntos x € X
tales que su drbita visita estos dos conjuntos es denso en X .

De alguna manera los ejercicios 22 y 23 nos dicen que la condicién de transitividad implica
la existencia de puntos en X cuya orbita bajo f recorre casi todo el espacio. A partir de
este hecho, suena interesante discutir la posible relacién entre el concepto de transitividad y
la existencia de al menos un punto cuya 6rbita forme un conjunto denso en X. Demostrar
que para ciertos espacios X la transitividad si implica la existencia de una 6rbita densa es
la meta principal de esta seccidn.

Pero primero necesitamos recordar algunas propiedades presentes en los espacios métricos
en los que estamos trabajando.

3.1. Sucesiones, cubiertas abiertas y espacios completos. Una sucesidn en X es
una funcion de N en X, a : N — X. Es comin denotar a los elementos de la imagen de a,

o0

a(n), con a,, y referirse a la sucesion usando los simbolos: {an},-; ¥ (an),_;, 0 simplemente

{an} v (an).
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Decimos que la sucesién {an}zozl es convergente a ag € X,

lim a, = ap, 0 (a,) — ag,
n—og

si para todo € > 0, existe NV € N tal que si n > N, entonces d(a,,aq) < .

Es tradicional presentar la definicion de la continuidad de una funcién f: X — Y, en un
punto a de X, en términos de bolas de radio g, con centro en f(a), y de radio §, con centro
en a. En esta notas haremos también uso de la siguiente conocida equivalencia:

Proposiciéon 19. Sean f : (X,d) — (Y,m) y a € X. La funcidn f es continua en a si y
sélo si (z,), — a implica (f (zn)), — f(a), para cada sucesion (z,,), en X.

Ejercicio 25. Sean {a,}.—, v {bn},—, dos sucesiones en X convergentes a ay y by respecti-

vamente. Demuestra que
lim d (aﬂ, bn) =d (G.o? bo) .

n—oo

Sea {a, }°-, una sucesion en X. Decimos que {an} es una sucesidn de Cauchy si para todo
£ >0, existe N € N tal que si m,n > N, entonces d (a, a,) < €.

Ejercicio 26. Sea {a,} ., una sucesion en X. Si {a,}, , es convergente, entonces es de
Cauchy.

Decimos que un espacio métrico X es completo si toda sucesion de Cauchy en X es
convergente a un punto de X.

Ejemplos de espacios métricos completos son los siguientes: R, R?, el intervalo [0, 1], los
niimeros complejos C, la circunferencia S* = {z € C: |z| = 1}.

Ejemplos de espacios métricos que no son completos son los siguientes: @, Q@ x @, el
intervalo abierto (0,1), QN [0,1], R\ @Q, C\ S™.

Los conceptos de compacidad y completez estan muy relacionados. Recordemos la defini-
cién de conjunto compacto.

Una cubierta abierta de X es una coleccion de conjuntos abiertos cuya union es X. Si
Y < X, una cubierta abierta de Y es una coleccion de conjuntos abiertos de X cuya union

contiene a Y.

Ejemplo 20. La colecciones:

()66

s={(s-Fe+3)n01:geQ@npaf,

son cubiertas abiertas de X = [0,1].

Sean a y 3 dos cubiertas abiertas de X. Decimos que [ es una subcubierta de a si todo

elemento de 3 es elemento de «, es decir, si 8 C «.
Decimos que el espacio X es compacto si toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta

con una cantidad finita de elementos.

Ejercicio 27. Sean A y B dos subconjuntos de X. Supongamos que ambos son compactos.
Demuestra que tanto AU B como AN B son conjuntos compactos.
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Ejercicio 28. Sea (X,d) un espacio métrico, entonces:

(i) La union finita de compactos es un conjunto compacto;
(i1) La interseccion arbitraria de compactos es un conjunto compacto.

Ejercicio 29. Sean A y B dos subconjuntos de X. Supongamos que ambos son compactos y
no vacios. Demuestra que si AN B = 0, entonces existen dos puntos ag € A y by € B tales
que para toda pareja de puntos a € A y b € B se tiene que d(a,b) > d(ag, by). Sugerencia.
Define § = inf{d(a,b):a € A,b € B} y observa que para cada n € N, existen a, € A y
by, € B tales que 6 < d (an,bn) <+ L.

Ejercicio 30. Sean X un espacio compacto y Y C X un conjunto cerrado. Demuestra que
Y es compacto.

Sean n € N y sea X C R". Decimos que X es acotado si existe M > 0 tal que X C
Bgn(0, M), donde 0 = (0,0,...,0) es el origen en R™.

La afirmacién contenida en el siguiente teorema es un resultado muy conocido. Su de-
mostracion se puede consultar en [24].

Teorema 21. Sean € N y sea X C R™. Entonces X es compacto si y sélo si X es cerrado
y acotado.
.oz oQ iy o0 Lrd o ]

Dada una sucesion {a,},_, en X, decimos que {b;},”, es una subsucesidn de {a,},_, si
se cumplen las siguientes dos condiciones:

i) para todo j, existe n; tal que by = a,,, y

i) si j < k, entonces n; < ny.
Ejercicio 31. Sea {a,}°-, una sucesion en X. Si{a,}, ., es convergente a ag € X, entonces
toda subsucesion de {a,}.., es también convergente a ao.

Ejercicio 32. Sean X un espacio y {an o, una sucesion contenida en él. Sea zo un punto
en X tal que para cada k € N se tiene que la cardinalidad del conjunto

1
Ak={ﬂENian€B($g,k)}

es infinita. Demuestra que existe una subsucesion de {a.n},zo:l que es convergente a o.

Ejercicio 33. Sean X un espacio y {an}zo:l una sucesidn contenida en él. Supongamos
e o0 . . .

que la sucesion {a,} -, es de Cauchy y que tiene una subsucesion convergente a ag € X.

Demuestra que lo sucesion {a,},.; converge a ag también.

Proposicién 22. Toda sucesion {a,},., en un espacio métrico y compacto X, tiene una
subsuceston convergente.

Demostracion. Sean X un espacio métrico compacto y {a,},.., una sucesiéon contenida en
él.
Caso 1. Existe xy en X tal que para cada k € N se tiene que la cardinalidad del conjunto

1
AkI{ﬂENZQnEB(RZQ,E)}

es infinita. Entonces, gracias al ejercicio 32, existe una subsucesion de {an},, que es con-
vergente a .
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Caso 2. Supongamos ahora que para todo r € X existe un radio ¢, > 0 tal que la
cardinalidad del conjunto

Az, 0,)={neN:a, € B(z,d,)}

es finita.
Es inmediato que la coleccion {B (z,4d,) : z € X} forma una cubierta abierta de X. Como
X es compacto existen k € N, z1,Za,..., 2 en X, y 0y, > 0,0,, > 0,...,0,, > 0, tales que

X =U"_ B (z;,6,,).

De aqui se sigue que N = Uj?zl {'n, €eN:a,€B (mj, 5%) } Pero esto es una contradiccion ya
que la cardinalidad de cada conjunto {n € N: a, € B (=;,0,,)} es finita. Por lo tanto este
segundo caso no es posible. |

Corolario 23. Todo espacio métrico y compacto X es completo.

Demostracion. Sean X un espacio métrico y compacto, y {an} -, una sucesién de Cauchy.
Por la proposicién anterior la sucesion {a,},. ; tiene una subsucesiéon convergente, digamos
a xg. Por el ejercicio 33 la sucesion {a,}, -, también converge al mismo punto. O

El siguiente teorema es conocido como el Teorema de Baire. La demostracién que presen-
tamos se basa en la que ofrece H. L. Royden en el libro: Real Analysis, ver [21].

Teorema 24. Sea X un espacio metrico completo. Consideremos una coleccion {An}. | de
conjuntos no vacios, abiertos y densos en X. Entonces: ﬂgﬁ:l A, #£ 0.

Demostracidn. Sea z; € Ay y sea r; > 0 tal que S; = B (z1,7m1) C Ay

~ ~
g N
v N
’ D
/ ’ AR
! / oy
{ | ® ]
\

I o' T2 0
\ ry ~-=- !
\ i
\ /
\ /
N s
~ g
~ ~
S -

Como A, es denso en X, entonces existe zp € A, N S;. Como A; NS es abierto, existe ry,

1
O<T2<§(T1—d(m1,m2)) §%,

tal que 52 =B (CCQ,T'Q) c Ol (SQ) C A2 nSy.
Como Aj es denso en X, existen x3 € A3NS,, y 73,

1
O<ry < §(T2*d($2753)) < %,

tales que S3 = B (z3,73) C CI(S3) C A3 N Ss.
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Siguiendo este procedimiento obtenemos una sucesion {z, }.- ;, una coleccion de conjuntos

oQ

abiertos {S,} -, y una sucesién de nimeros positivos {r,},; tales que para todo n € N,

se tiene que las siguientes condiciones se cumplen:

1 n—1
O<rn§(§) Ty T € Sy

Cl(Spt1) CApr1 NS, C S, CCU(Sy) .

Sea NV € N. Observemos que si n y m son mayores o iguales a IV, entonces x,,x;, € Sy.
Por lo tanto, d(zp, Tm) < 2ry. Asi la sucesion {z,},., es una sucesién de Cauchy (ya que
lim r,, = 0).

n—o0
Sea xo € X tal que lim z, = xp.
n—oo

Sea N € N, fijo. Observemos que para toda n > N se tiene que z, € Sy41. Esto implica

que zg € C1 (SN+1) C Sy C Ay.

o
Por lo tanto, para toda n € N, zy € A, es decir, z5 € ()] A, O
n=1

Sea B C X. Decimos que B es denso en ninguna parte si int (CI(B)) = (.
Corolario 25. Sea X un espacio métrico completo y sea {By,},._, una coleccidn numerable
(oo}

de conjuntos, en X, densos en minguna parte. Entonces | B, # X.

n=1

Demostracion. Como para todo n € N se tiene que int (Cl (B,)) = 0, entonces los conjuntos
A, =X\ Cl(B,) forman una coleccién de conjuntos abiertos y densos en X.

o
Por el teorema 24, existe 7y € | A,. De aqui se sigue que para todon € N, zy ¢ B,,. Por
n=1

o0
tanto 2o € |J Ba. O
n=1
Ejercicio 34. Demuestra que en el intervalo unitario [0,1] hay al menos un nimero irra-
cional. Sugerencia: Sea g € QN [0, 1]. El conjunto {q} es denso en ninguna parte.
Ejercicio 35. Verdadero o falso. Sea {An} -, una coleccion de conjuntos abiertos y densos

o0
en [0,1]. Entonces [| A, es un conjunto no numerable.
n=1

Ejercicio 36. Verdadero o falso. Sea {A,},", una coleccion de conjuntos abiertos y densos

en [0,1]. Entonces () A, es un conjunto denso en [0,1].
n=1

o0
Ejercicio 37. Dar una coleccion {A,}ow., de abiertos y densos en [0, 1] tales que (] A, no
n=1

sea abierto.
Ejercicio 38. El intervalo [0,1] no es numerable.

Decimos que una funcién f : X — X es una contraccién si existe un valor, 0 < r < 1, tal
que para toda pareja de puntos, z, y, en X se tiene que d (f(z), f(y)) < rd(z,y).
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El siguiente resultado es conocido y es muy importante. La demostracion se puede con-
sultar el el libro de H. L. Royden (ver [21]).

Teorema 26. Sea X un espacio métrico completo. St [ : X — X es una contraccidn,
entonces f tiene un Unico punto fijo, digamos xq, tal que para todo punto x € X se tiene

que limy,_ .. f™(z) = 0.
Ejercicio 39. Muestra una funcidn f : R — R tal que para toda pareja de puntos z, y en
R, z # vy, se tenga que |f (z) — [ (v)| < |z — y|, y f no tenga puntos fijos.

Ejercicio 40. Muestra un espacio métrico X y una contraccion f : X — X tal que f no
tenga puntos fijos en X.

3.2. Las 6rbitas densas si existen. La siguiente afirmacién relaciona la transitividad
topolégica con la existencia de 6rbitas densas en un sistema dindmico discreto dado.

Teorema 27. Sea X un espacio métrico compacto y sea f: X — X una funcidn transitiva
en X. Entonces existe g € X tal que la o(zg, ) es densa en X.

Demostracion. Como X es compacto, dado e; = 1, existe una cantidad finita de puntos
T11,To1, -, Tny1 €0 X, y una coleccion finita de bolas abiertas, tales que:

ni

X =|JB(z;n,1).

i=1

De hecho, para cada k € N, fijo, existe una cantidad finita de puntos zi, Tak, ..., Tnk, ¥ SUS
correspondientes bolas, tales que:

g
1
XUB(Ijk,E) 3
j=1
Sea {U;};2, la coleccion formada por todas estas bolas abiertas,

1
Ul = B(£1171)1U2 =B($2131):"-:Un1 = B($n1l)1):Un1+1 =B (IIZ:Q) SRR

Por cada ¢ € N consideremos el conjunto:

Observemos que cada A; es un conjunto abierto y denso en X (ver ejercicio 21).
Entonces, por el Teorema de Baire, se tiene que:

oo
A=A #0.
i=1
Sea xp € A. Afirmamos que o (zg, f) es densa en X.
Sea U C X un conjunto abierto y distinto del vacio. Sean yg € U y g9 > 0 tales que

B (yOJ ED) C U
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Sea k € N tal que §+ < . Observemos que en la coleccion {U;};~, una de las bolas de
radio % contiene a g, por lo tanto existe 1 < j < ny tal que:

|
Yo € B (S‘L‘jk, E) c B (yg,é'o) c U

Como zy € A, entonces zp € Loj e (B (fv"jk, %))

m=1
Por lo tanto, existe n € N tal que:

fM(wo) € B (ﬁjg;, %) il A

Es decir, la o (zg, f) tiene un elemento en U y, por lo tanto, ella forma un conjunto denso
en X. ]

Si el espacio X no es completo, entonces la transitividad de f : X — X no implica la
existencia de una érbita densa. Convencer al lector que esta afirmacion es cierta es la meta
del siguiente ejercicio.

Ejercicio 41. Sea T : [0,1] — [0,1] la funcidn Tienda.

a) Demuestra que si 0 < a <b<1y0<ec<d<]1, entonces existen xg € Per(T) y
n €N tales que a < g < b yc< T (zg) < d.

b) Sean X =[0,1]NQ y f: X — X dada por f (z) = T (z) para cada x € X. Demuestra
que [ es transitiva en X y que f no tiene drbitas densas.

Ejercicio 42. Sea f : R — R transitiva en R. Demuestra que existe zg € R tal que o (zo, f)
es densa en R.

Ejercicio 43. Sea A={zeR:z=1n EN}U{O}. Sea f: A— A dada por f(0) =0y

para cadan € N, f (%) = HLH
a) Muestra una funcién F': R — R, continua en R, tal que para todo x € A, se tenga que
F(z) = f(z).

b) Demuestra que existe g € A tal que la o (xy, f) es densa en A.
¢) sEs f topoldgicamente transitiva en A?

Ejercicio 44. Sea X un espacio métrico tal que todos sus elementos son puntos de acumu-
lacién. Sea f: X — X. Demuestra lo siguiente:

a) Sean AC X, ya € A. Si A es denso en X, entonces B= A\ {a} es denso en X.

b) Sea zy € X tal que o(xzq, f) es densa en X. Entonces para cada k € N, fijo, lo drbita
o (f*(z), f) es densa en X

¢) Si existe g € X tal que o(zo, f) es densa en X, entonces f es transitiva en X.

d) Si f tiene una orbita densa, entonces el conjunto de puntos con érbita densa bajo f
forma un conjunto denso en X.

Ejercicio 45. Sean X un espacio de cardinalidad infinita y f una funcién de X en X. Sea
zg € X tal que la o(zg, f) forma un conjunto denso en X. Demuestra que la cardinalidad de
o(zo, f) también es infinita.
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Proposicion 28. Sea T : [0,1] — [0, 1] la funcidn Tienda. Sea zo € [0, 1] tal que la o(zo, T)
es un conjunto denso en [0, 1]. Entonces zo ¢ Q.

Demostracion. Sea zp tal que su orbita bajo T es densa en [0, 1]. Si zy € Q y g # 0, existen
p,q € N tales que zp = g, p < g. Consideremos el conjunto

7 q q q
Tenemos que zg € A, y como T (A) C A, la cardinalidad de la o (zy T') es finita, lo cual es
una contradiccién (ver ejercicio 45). Por lo tanto, zo € Q. O

Quedaria ahora la pregunta de si todo punto = ¢ Q N [0, 1] tiene 6rbita densa en [0, 1]
bajo la funcion 7. La respuesta es: no. Pero necesitamos més herramientas para convencer

al lector de que nuestra respuesta es cierta.
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4. LA DEFINICION DE CAO0S SEGUN R. L. DEVANEY

Sea f: X — X, yseaxg € X tal que f(z0) = zo.

Decimos que xy es un punto fijo atractor si existe un conjunto abierto U tal que zp € U,
f(U) C U,y para toda z € U se tiene que: lim, o [™(z) = 0.

Decimos que xg es un punto fijo repulsor si existe un conjunto abierto U tal que zg € U
y para cada z € U, x # xp, existe n € N, n =n (x), tal que f™(z) ¢ U.

Ejercicio 46. Los puntos fijos de la funcidn Tienda, 0 y %, son ambos repulsores.

Decimos que el punto fijo zg es estable (o tiene drbita estable) si para toda £ > 0, existe
0 > 0 tal que si z € B (xy,6), entonces para toda n € N, se tiene que d (f™ (), z0) < €.

La siguiente es una definicién mas general.

Decimos que yp € X tiene drbita estable si para toda € > 0, existe § > 0, tal que para
toda z € B (yo,6) y para toda n € N se tiene que d (f" (z), ™ (y0)) < €.

Yo - R -

f (o) f? (%o) F (%o)

Las 6rbitas estables son, en cierto sentido, faciles de seguir con un error pequeno. Supong-
amos que la orbita de yp es estable. Si queremos seguir la 6rbita de y, con un error menor
que un valor positivo £, entonces tomemos la condicién inicial z con un error menor que
8 > 0. Es decir, tomemos z tal que d(z,y) < & y sigamos la o(z, f). La estabilidad de la
orbita de y; nos asegura que dada cualquier € positiva, si podemos encontrar la ¢ positiva
que cumpla la condicién.

Observacion 29. i la orbita de zg € X no es estable, entonces existe £q > 0 tal que para
todo & > 0, podemos encontrar un punto y € B (xq,d) y un ndmero natural n, que depende

dey, tales que d(f" (zo), /" (y)) 2 €o-

Ejercicio 47. Sea f: A — A, donde A C R es un intervalo. Sea xg € A. Supongamos que
f es derivable en xg, y que f (zg) = xg.

Demuestra lo siguiente:

a) St |f' (z0)] < 1, entonces zo es un punto fijo atractor.

b) Si|f' (zo)| > 1, entonces xy es un punto fijo repulsor.

¢) En el caso a), la drbita de xq es estable. En el caso b), la érbita de zp no es estable.

Ejercicio 48. Sea f : [0,1] — [0,1] dada por f(z) = z*. Encuentra todos los puntos con
drbita estable bajo f.

Observacion 30. Los puntos fijos de la funcidn Tienda, 0 y %, son ambos puntos fijos no
estables.

Ejercicio 49. Demuestra que la drbita de xy = % bajo T no es estable.

Ejercicio 50. Verdadero o falso. Ninguna drbita bajo T es estable.
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En términos coloquiales podriamos decir que un sistema dindmico discreto, f : X — X
donde todas sus érbitas son estables es un sistema que se comporta muy bien. A pesar de que
podriamos, al escoger la condicién inicial zg, tener un pequeno error y tomar g, las érbitas
de estos dos puntos no se separarfan demasiado. Por otro lado, la presencia de algunas o
muchas 6rbitas no estables provocaria, si no escogemos de manera exacta la condicion inicial,
muchos problemas y haria que el comportamiento del sistema, a la larga, fuera impredecible
0 cadtico.

La siguiente definicion la podriamos entender como una no estabilidad que abarca a todas

las érbitas por igual.

Definicién 31. Decimos que f : X — X es sensible a las condiciones iniciales si existe un
valor positivo €y, fijo, tal que para toda z € X, y para toda § > 0, existen y € B(z,06) y
n € N fales que:

d(f"(z), " (y)) = €o.

Una funcién f sensible a las condiciones iniciales no sélo nos dice que todas sus orbitas
son no estables. Hay ademas una suerte de uniformidad en este fenémeno: La gy > 0 para la
cual falla la estabilidad es la misma para todas las érbitas.

Proposicion 32. La funcidn T : [0,1] — [0, 1] es sensible a las condiciones iniciales.

Demostracion. Sea gy = % Tomemos z € [0,1] y § > 0. Por el corolario 11, existe n € N tal
que

Por lo tanto existen en el intervalo (z — 6,z + d) N [0, 1] dos puntos, digamos y; y ¥», tales
que T (y1) = 0, T" (y2) = 1. De aqui que:

[T (z) = T" ()l 2 5,6 [T (2) = T" (y2)| 2

Lo =
o =

La siguiente es la definiciéon de caos dada por R. L. Devaney en 1985 (ver [9]).

Definicién 33. Decimos que f : X — X es una funcién caética, o genera un sistema
dinamico cadtico, si se cumplen las siguientes tres condiciones:

a) El conjunto Per (f) es denso en X,

c) [ es transitiva en X, y

d) [ es sensible a las condiciones iniciales en X.

Proposicién 34. La funcidn T : [0,1] — [0, 1] es cadtica en [0, 1].
Demostracion. Se sigue de lo hecho en el corolario 13 y en las proposiciones 17 y 32. O

A continuacién recordamos algunos resultados importantes relacionados con los concep-
tos que hasta ahora hemos visto. Si bien no damos las demostraciones correspondientes, si
ofrecemos a los lectores las referencias necesarias.

Proposicién 35. Sea f : X — X donde X es un conjunto sin puntos aislados. Si [ es
transitiva en X vy el conjunto Per (f) es denso en X, entonces [ es sensible a las condiciones
intciales en X .
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Demostracion. Ver el articulo On Devaney’s Definition of Chaos [5]. a

Proposicion 36. Sea A un intervalo en R. Sea f : A — A una funcidn transitiva en A.
Entonces Per (f) es un conjunto denso en A.

Demostracion. Ver el articulo On Intervals, Transitivity = Chaos, [25]. O

Observacion 37. De las dos proposiciones anteriores se sigue que si A es un intervalo en
la recta real R, y f: A — A es una funcidn transitiva en A, entonces f es cadtica en A.

Proposicién 38. Sea A = [a,b] un intervalo compacto en R. Sea f : A — A sensible a las
condiciones iniciales en A. Entonces existen B C A, conjunto cerrado con int (B) # 0, y
N € N tales que f¥ (B) = B y fV, restringida a B, es cadtica en B.

Demostracicn. Ver el articulo On Intervals, Sensitivity implies chaos, [15]. O
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5. EL ESPACIO (H(X),h): EL ESPACIO DONDE VIVEN LOS FRACTALES

En esta seccion nos dedicaremos al estudio de un espacio métrico particular el cual ha sido
denominado por M. Barnsley (ver [6]) como el espacio donde “viven los fractales”.

5.1. FEl conjunto H(X) y la métrica de Hausdorff.

Definicion 39. Sea (X, d) un espacio métrico. Notemos H(X) la familia de todos los sub-
conjuntos compactos no vacios de X, es decir:

H(X):={K C X : K es compacto, K # 0}.

Ejemplo 40. Consideremos R? con la métrica usual. Los conjuntos K| a K7 que se muestran
en la Figura 9(a) pertenecen a H (R?), mientras que los conjuntos S1 a Ss no pertenecen a
H (R?) (ver Figura 9(b)).

oteteteletatetetele el
BSSRRAIIIRALE

(a) Elementos de H(R?) (b) Elementos que no estin en H(R?)

Ficura 9

Se quiere ahora definir una métrica en el conjunto H(X). Observe que los “puntos” o
elementos de H(X) no son sencillos o “elementales” en cuanto cada elemento es a su vez
un conjunto, mas exactamente un subconjunto compacto del espacio métrico X. De esta
manera, para definir una métrica en el conjunto H(X ) procedemos por etapas.

Definicion 41 (distancia de un punto a un compacto). Sean (X, d) espacio métrico, a € X
y K € H(X). Se define d(a, K) por:

d(a,K):=min{d(a,z):z€ K}.  (Ver Figura 10).

Proposicién 42. El minimo de la definicion anterior siempre eziste.

Demostracion. Sea f : K — R definida por f(z) := d(a, ), para todo z € K. Veamos que
f es continua.
Sea £ > 0. Observemos que: —d(z,y) < d(z,a) — d(y,a) < d(z,y), por tanto:

|f(z) = f)l = |d(z, a) — d(y,a)| < d(z,y).

De esta manera basta tomar § < ¢ para tener la continuidad de f.
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(L1 th »

1
]
f
\'Nz«w’

7
FIGURA 10. d(a, K)

Ahora consideremos el conjunto S := {d(a,z): z € K} (= {f(z): z € K}).
Claramente S C R, S # () (pues K # 0) y S es acotado inferiormente. Por el axioma de
completez de R, existe P = inf S. Como P es la maxima cota inferior de S, para cada n € N,

1
existe y, € K, tal que f(yn) < P+ — y se tiene:
n

1 1
—— <0< flyn) — P < —,
1 n

1

por lo tanto |f(y,) — P| < —. De lo cual se deduce que
n

(2) ,,lin{}o f(yn) =P

Como K es compacto, existe (y, ), subsucesion de (y,), tal que lim y, = 7, con § € K.
n—00

Tenemos: f ( lim yk”) = f(i7) y puesto que f es continua, lim f (y,) = f(§). Pero (f(yk,))n
es una subsucesion de (f(yn)).. Entonces, utilizando el ejercicio 31 y teniendo en cuenta (2)

se concluye que P = f(§). De modo que P es en realidad el minimo de .S, como se queria
ver. O

Definicion 43 (distancia de un compacto a otro compacto). Sean (X,d) espacio métrico y
A, B € H(X). Se define d(A; B) por:

d(A,B) = max{fi(a,B);aeA}
= mdx{min{d(a,b) : b€ B}:a € A}. (Ver Figura 11).

FIGURA 11. d(A, B)

Es de aclarar que d no es métrica, ya que en general, no se cumple que J(A, B) = d(B,A),
es decir la propiedad de simetria, lo que se observa en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 44.
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1. Considere en H (R?) los siguientes dos conjuntos A = [0,1] x[0,1] y B =[1,7] x [0, 8].
Al calcular se obtiene que
= d([0,1] % [0,1],[1,7] x [0,8]) = L.
= d([1,7] x [0,8],[0,1] x [0, 1]) = v/85.
Claramente d (A, B) # d (B, A). Ver figura 12.

2. Considere ahora a R, con la métrica usual. Entonces

d([0,1],[0,2]) = 0# 1=4d([0,2], [0, 1]).
Ver figura 13.

TN

FIGURA 12. d(A, B) # d(B, A)

i
1

0 1 2

L1

FIGURA 13. d(A, B) # d(B, A)

Para que la Definicién 43 quede bien establecida, tenemos que demostrar la siguiente
proposicion.

Proposicion 45. Bl mdzrimo de la Definicion 48 siempre existe.

~

Demostracion. Definamos f : A — R por: f(z) := d(z,B), para todo z € A. Por la
Proposicién 42, f (z) siempre existe. Veamos que f es continua. Sea € > 0. Tenemos,

~

para algunos by, by € B; es decir:
d(z,B) =d(z,b;) (=min{d(z,b):be B})
d(y,B)=d(y,b) (=min{d(yb):be B}).

Por lo tanto,
d(wlbl) S d(ﬂ'), 62) S d(l‘,y) ¥ d(yabZ)
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d(y,b2) < d(y,b1) <d(y,z) +d(z,b1).
De las desigualdades anteriores se obtiene:
—d (3:: y) <d (32‘, bl) - d(ya '52) <d (I,y)
es decir,
ld (:E: bl) —d (yu b2)| S d (:‘5; y) )
y basta entonces tomar 0 < § < € para obtener la continuidad de f.
Ahora consideremos el conjunto

5 = {af(;c,B):a:EA}.

Observe que S C R, y S # 0 (pues A y B son no vacios). Como A y B son compactos,
AU B también es compacto (ver ejercicio 28). Luego existe r > 0 tal que para cualquier par
de puntos z y y en AU B se tiene que d(z,y) <r

Ahora, para cada z € A, existe b € B tal que d (z, B) = d (z,b).

Sea z € AU B, de modo que z,b, z € AU B y se tiene:

d(z,b) <d(z,z)+d(zb) <r+r=2r

y de esta forma 2r es una cota superior de S. Aplicando entonces el axioma de completez de
R podemos afirmar que existe P = sup S. Queremos ver que en realidad P es el maximo de
S. Para cada n € N, existe y, € A tal que: P — 1 < f (yn); luego:

1 1
= 2 e P Pl < —
n i

De donde |P — f (yn)| < + y por tanto
(3) ﬂh__r{)lof (yn) = P.

Ahora, como A es compacto y (y,), €s una sucesion en A, existe (y,), subsucesion de

(yn), tal que lim yx, = a para algtin @ € A. Por tanto: f (h’m yk”) = f(a), y como f es
continua lim f (y,) = f (@). Observando (3) y por el ejercicio 31 se concluye que P = f (a).

De modo que P es el méaximo de S como se queria ver. O
Lema 46. Si A, B € H(X) y A C B entonces d(A, B) = 0.

Demostracidn.

d(A,B) = malx{d(a,B) = A}
= d(ap, B) para algin ap € AC B
= min{d (ap,b): b€ B},
pero ag € B, luego min {d (ap,b) : b € B} = 0. O
Definicién 47. Sean A, B € H(X) se define h (A, B) por:
h(A,B) = max{J(A,B) ,&(B,A)}.

Ejemplo 48.
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1. En H(R?), h([0,1] x [0,1],[1,7] x [0, 8]) = méx{1,/85} = /85.
2. En H(R), h([0,1],]0,2]) = méx {0,1} = 1.

El objetivo ahora es demostrar que h si define una métrica en H(X), pero para esto
necesitaremos de algunos resultados previos.

Lema 49. Sean S CR y k € R, k constante, entonces
min{k+s:s5€ S5} =k+minS.
Demostracion. Notemos H = {k+s:s € S}. Es claro que k+minS € H. Sea k+ s € H,

como s € S se tiene que min S < s, por tanto k + min S < k + s, para todo s € S. Es decir,
k+ min S = min H. O

Lema 50. Sean a,b,c,d, e, f € R, tales que cumplen las desigualdades a < b+cyd <e+f,
entonces

méx {a,d} < mix {b,e} + max{c, f}.
Demostracidn. Si max{a,d} = d, entonces
méx {a,d} < e+ f <mdx{b,e} + mix{c, f}.
Si, por otro lado, méx {a,d} = a, entonces

méx {a,d} < b+ ¢ < max {b,e} + max{c, f}.

Lema 51. Sean A,B,C € H(X), a € A, c€ C (a,c fijos). Entonces:
min{d(a,b) : b € B} <min{d(a,c)+d(c,b): b€ B}.

Dermostracion. Sean by y by elementos de B tales que:

d{a,c) +d(c, b)) =min{d(a,c)+d(c,b): be B}
y

d{a,b) = min{d (a,b): b€ B}.

Entonces se tiene que d(a,b1) < d(a,by) < d(a,c)+d(c, by). O
Lema 52. d (A, B) < d(A,C) +d(C, B), para toda tercia de elementos A, B,C € H(X).

Demaostracion. Para cada a € A se tiene:

P

d(a,B) = min{d(a,b):be B}
< min{d(a,c)+d(c,b):be B}, paratodaceC (usando el Lema anterior)
< d(a,c¢)+min{d(c,b):be B}, paratodaceC (usando el Lema 49).
Luego, considerando ¢y € C' tal que: d (a,C) = d (a, ¢g) se tendria:

A

d(a,B) < d(a,c)+min{d(co,b):be B}
< d(a,C)+max{min{d(c,b): be B} :c € C}
= d(a,C)+d(C,B).
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Considerando en particular a = ao donde d (ag, B) = d (A, B) se obtiene:

d(A,B) < d(a,C)+d(C,B)
< méx{a?(a,C):aEA}—f—rj(C,B)

= d(A,C)+d(C,B). O
Proposicién 53. La funcidn h es una métrica sobre H(X).
Demostracion. ,
(EM1) h(A,B)=04& A=B.
=) Seaag € A. Como h (A, B) = 0, entonces d (4, B) = d (B, A) = 0. Entonces d (A, B) =
méx{cﬁ(a, B):a€ A} = 0, lo cual implica que existe a; € A tal que ci(al,B) = 0.
Por otra parte, se tiene que cf(ao, B) < cf(a,l, B) = 0, en consecuencia d (ao, B) = 0.
Luego existe by € B tal que d(ag, B) = d(ag, by) = 0, de modo que ag = by. Entonces
ag € B. Con esto hemos probado que A C B.

Analogamente se prueba que B C A.
<) Supongamos (sin pérdida de generalidad) que

h(A,B)=d(A, B).
Para cada a € A se tiene que d(a,B) = min{d(a,b):be B} = 0, pues A C B,
entonces d (A, B) = méx {0} = 0.
?
(EM2) h(A,B)<h(AC)+h(B,C) para todo A, B,C € H(X).
En efecto, por el Lema 52 se tiene que
() d(AB)<d(AC)+d(C,B) y d(B,A)<d(B,C)+d(C,A).
Ahora, usando el Lema 50 se puede ver que

méx {d(A, B),d(B,A)} < mix{d(4,0),d(C, )} +max{d(C,B),d(B,C)}.
En consecuencia
h(A,B)<h(AC)+h(B,C), para todo A, B,C e H(X). O
Ahora si estamos en condiciones de formular la siguiente definicion.

Definicién 54 (Métrica de Hausdorff). Liamaremos al espacio métrico (H(X) , h) el espacio
donde viven los fractales. La métrica h se llama métrica de Hausdorft.

Como los elementos de (X ) son subconjuntos de X (es decir son elementos que a la vez
son conjuntos), también se suele decir que H(X) es un hiperespacio de X.

En la siguiente subseccion se demuestra la completez de H(X') a partir de la completez de
X, (en realidad se prueba la equivalencia entre la completez de X y la de H(X)). También
se demuestran otros resultados que son importantes en nuestro proposito, el estudio de los

sistemas iterados de funciones.
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5.2. Completez del espacio H(X). Un objetivo importante en la presente seccion es
probar que la completez de (X, d) implica la completez de (H(X),h), para esto se deben
establecer antes varios conceptos y resultados.

Definicién 55. Sean (X, d) espacio métrico, A € H(X) ye > 0. Se define la nube de centro
A y radio €, denotada N (A;e) por:

N(4ie)i={re X d(z4)< s} . (Ver Figura 14).

FIGURA 14. Nube N (4;¢).

Es facil verificar que:
N(A;e)={z € X :d(z,a) < e para algin a € A}.

Lema 56. Sean A, B € H(X) ye > 0. Entonces: h (A, B) < € siy sélo si AC N (B;e) y
B C N (4;¢).

Demostracion. Basta probar que:

(i) d(A,B) <esiysolosi AC N (B;e), y

(i1) d(B,A) < esiysolosi BCN (4;¢).

Si d(A,B) < &, entonces méx{a?(a,B) ra € A} < g, por lo tanto, o?(a,B) < g, para
toda a € A. Entonces a € N (B;¢), para todaa € A y A C N (B;e). Reciprocamente si
A C N (B;¢), entonces para todo a € A se tiene que d(a, B) < €. Si en particular tomamos
ag € A tal que d (ag, B) = d (A, B), entonces se obtiene d (A, B) < ¢.

Anéalogamente se prueba (iz). O

SiAe H(X)ye >0, definimos la nube cerrada de centro A y radio e, notado por N (A;e)
como sigue:

N (A:e) = {:EEX:cf(x,A) SE} (={5': € X : existe a € A, d(z,a) 55}).

Lema 57. Sean A € H(X) ye > 0. El conjunto N (A;€) es cerrado.
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— c
Demostracidn. Veamos que (N (A;E)) es abierto.

Sea y € (W (A;E)) . Entonces cf(y,A) > g. Sea ag € A tal que (f(y,A) = d(y,aq). Ver
figura 15.
Veamos que B (y;d) C (W (A; E)) donde § = d(y,aq) — e > 0.

Sea z € B (y;d). Debemos probar que d (z,a) > € para toda a € A.
Sea a € A. Tenemos

d(y,ao) S d(yua) S d(y,z)+d(z,a)
< d+d(za)
= d(y,a0) —e+d(za)

de donde ¢ < d(z,a), como se queria ver. O

FI1GURA 15. Nube cerrada de centro A y radio €.

De manera analoga a como se demostré el Lema 56, se puede demostrar el siguiente
resultado

Lema 58. Sean A, B € H(X) ye > 0.
h(A,B)<e <= ACN(4:e) y BCN(4e).

Lema 59 (Lema de Extensién). Sea (A,), una sucesion de Couchy en (H(X),h). Sea
(n«j);-)o:]_ una sucesion creciente de naturales. Suponga que {z,, € An, 1 j=1,2,.. .} es una
sucesion de Cauchy (en (X,d)). Entonces existe una sucesion de Cauchy {Z, € A, : n € N}
tal que T, = T,,, para todo 7 =1,2,3,...

Demostracion. Se construye la sucesion (Z,),, como sigue: para cada n € {1,2,...,n; — 1}
escojemos &, € A, tal que d (z,,, A,) = d (Zn,,Z,). Andlogamente para cada j € {2,3,...}
y cada n tal que n;_; < n < n;, se escoge I, € A, tal que: d (:cnj,An) =d (:.cnj?:ﬁn) y por
supuesto &, := &n,, para todo j = 1,2,3,... Veamos que (&), asi definida es la sucesion
buscada: claramente (Z,), es una extensién de (a:ﬂj)j v T, € A, para todo n. Veamos que

(Zn), es de Cauchy. Sea £ > 0. Como (:c,,,j)j es de Cauchy, existe N; > 0 tal que:

(5) g, Ny > Ny — d (:r:n,k,a:'nj) < ¢g/3.
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Como (4,),
(6) m,n; > Ny — h (A, An,) < e/3.

es de Cauchy, existe No > 0 tal que:

La ultima desigualdad significa, segiin el Lema 56 que:
Am C N (4A,,;¢/3) y A, CN(An;e/3).

Luego para m,n; > Ny, Zn, € N (An;¢/3), es decir ci(a:nj,Am) < /3, y por tanto:
(7) & (B i) = & (B Am) < /3.
Analogamente, si
(8) n,ng > No — d (2n,, En) < €/3.
Basta entonces tomar N = méx { N1, Na} vy se tendra: m,n > N implica

@ (Zm,En) < d(Em, Tny) + & (Fny) Tny) + A {(Trgy En)

< gf3+¢e/3+e/3=¢. O
Un resultado central, como ya se habia comentado antes, es la obtencién de la completez

del hiperespacio H(X), a partir de la completez de X. En realidad se tiene la siguiente
equivalencia:

Teorema 60. Sea (X,d) un espacio métrico. (H(X),h) es completo si y sdlo si (X,d) es
completo.

Demostracion. =) Sea (x,), una sucesion de Cauchy en (X,d). Como claramente cada

conjunto unitario {z,} es un compacto no vacfo, entonces ({z,}),, es una sucesion en H(X).
Ademaés

h({zn}, {zm}) = d({zn} , {am}) = d(@n, {zm}) = d (20, 2m) -
De modo que ({z,}),, es una sucesion de Cauchy en H(X). Por hipétesis, ({z,}), — K para

algin K € H(X). Veamos que K es un conjunto unitario. Sean a,b € K y € > 0. Existe
N € N tal que n > N implica que h (K, {z,}) < €/2. Observemos que

A(K {zn}) = méx {d{y, {za}) 1y € K } = méx {d (y, 2.) : y € K}
Ahora, paran > N se tendra:
d(a,b) < d(a,z,)+d(bx,) <2méx{d(y,zn):y € K}
= 2d(K,{z,}) <2h(K,{z,}) <2 g/2=c¢.

De esta manera para todo £ > 0 se tiene d (a,b) < £ lo que implica a = by K = {a}. Por
tanto

d(zn,a) = h({zn},{a}) = h ({zn}, K)

se puede hacer tan pequefia como se quiera, es decir (z,), — a.
+) Sea (A,), una sucesion de Cauchy en H(X). Definamos:

A:={z € X : existe (z,), sucesién de Cauchy, con z, € 4,, Vny (z,), — z}.
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Probemos que A # (). Para esto basta probar que existe (ay), sucesion de Cauchy, con
an € Ay, para toda n € N, ya que la completez de X garantiza que en tal caso (a,), — a
para algin a € X, y por tanto a € A.

Como (A,), es de Cauchy, podemos escoger una sucesién creciente de naturales:

Ni<Ny<:--<Np<-+»

tales que
1
Bid, 4,) < =

287
Sea zy, € Ay,. Como h(An,,An,) < 3, implica que Ay, € N (An,;3), entonces
d(zn,, An,) < 1 lo que implica que existe zy, € Ay, tal que d (zn,, zn,) < 3.

Como h (An,, An,) < g5, entonces Ay, C N (Any;55), luego d(zn,, An,) < de
donde existe zn, € An, tal que d(zn,,Tn,) < 37, y asi sucesivamente se obtiene una

sucesion (zy, ), con zy, € Ay, y tal que d (5«'"Nn $Ni+1) < 21 Tomemos N,,, < N,,, entonces:

para todom,n > N;, i=1,2,...

1
22>

d (‘anH 'CCNn) S d ('(I"Nm? m»Nv'n-l-.l) + d (‘I"Nm-i-l 1 :ENm-i—Z) + U + d (',L.Nn—l ) an)

— 0.
on—1 7,M—00

-+

1 1

gm T gmi T
De esta manera (zy,); es de Cauchy y por el Lema de Extension (Lema 59) existe (i),
sucesion de Cauchy tal que z,, € A,, para toda n v Ty, = zy,, para toda i. Como X es
completo, existe z € X tal que (%), — =, de modo que x € Ay asi A # 0.
Probaremos ahora que A es cerrado. Sea (a;), sucesion de elementos de A tal que (a;); — a
y probemos que a € A (de esta manera se tendrd que A C A). Como cada a; € A
entonces, para cada 4, existe una sucesion de Cauchy (z%),, con «i, € A,, para todan y

<

(@), — &
(mé)n = (:si scé . mé ) =

(], = (B9 25 s BS - ue) —  ap

(m:{'l\'ik)n = (Iin "Lé\rk N ‘r;‘:{k . ) — a‘Nk

!

a

Como (a;); — a es posible encontrar una sucesién creciente de naturales:
Ny <Ny <o < Np < ve

tal que para cada k,
1
d(an,,a) < -

N

o )n — ay,, para k existe my, tal que

Como (3:

1
d (mﬁ‘;, CLNA:) < E
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Entonces

I 1 2
d(ﬁi?a)<d( it Nk)er(aNk, )<k+E:E‘}O'

Notemos ym, = rNr . Entonces para cada k, y,,, € A, v ademéas (ymk)ch — a, luego
(Yms )y, €8 de Cauchy En estas condiciones aphcamos de nuevo el Lema de Extensiéon
para obtener una sucesion (Jm),, tal que g, € A, para toda m, Jm, = Ym, ¥ (Tm),,
de Cauchy. Por la completez de X, (§im),, debe ser convergente y como su subsucesién
(Ym, ), converge a a, entonces también (f,),, — a. De esta manera a cumple todos los
requisitos para pertenecer a A, como se queria probar.

Sea £ > (. Probaremos que existe N tal que paran > N, A C W(AH;E). Como (A4,)x
es de Cauchy, existe N tal que si m,n > N entonces h (A,, A,,) < ¢, luego A, C

N (Ap; ). (Lema 56). Sea a € A. Entonces existe una sucesion (a;), tal que cada a; € A,
y (a;); — a. Podemos asumir ademés que N es suficientemente grande para que si

m > N entonces d (am,a) < ¢. Entonces a,, € ‘N (An;e) pues A, C ‘N (An;€). De esta
manera (ay, Gyi1, Gyiz,.-.) €8 UnNa sucesiom en N (An;€) que converge a a, es decir,
a € cl (W(An; 5)) = W(An;a) (Lema 57). Hemos probado asi que para todo n > N,

AC'N (An;e).
Probemos ahora que A es compacto. Para esto basta probar que A es totalmente acotado

v aplicar entonces el Teorema 68.
Por contradiccién, supongamos que A no es totalmente acotado. Entonces existe £ > 0
para el cual no existe una e—red que recubra a A. Sea z; € A,

A ¢ Bz;;e) — 3w € Ard(zy,33) > ¢
A g (z1;8) U B (29;8) — Jzs € A: d(33,71) > ey d(z3,72) > €

Se construye de esta manera una sucesion (z;); de elementos de A tal que d (z;, x;) > ¢,
para toda pareja 1 # j. Ahora, por (¢) existe un n suficientemente grande tal que

AC'N (A,;€/3). Entonces para cada z;, existe y; € An tal que d(z;,y) < €/3. Como
A, es compacto, existe una subsucesién (y,,) de (y;),, convergente en A,. Por tanto (y,,)
es de Cauchy, asi que es posible encontrar yy,, Y, tales que d (yn,; yn,) < £/3. Por tanto

d (Tnmm;) £ B (8n¥0) + (U Fny)
= (In“ ym) +d (yni ) ynj) +d (ynj ? wnj)
E & €

< 3TET3
Esto claramente contradice la forma como fue construida (z,),. De esta manera, A es
totalmente acotado y puesto que en (b) se demostrd que es cerrado, entonces se concluye
(Teorema 68) que A es compacto.
Probaremos ahora que

= &.

Iim A4, = A.

n—0oo
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Sea £ > 0. Probaremos que existe N tal que n > N, implica A4,, C ‘N (A;e). Esto seréd
suficiente teniendo en cuenta (c) y el lema 58.

Existe N tal que m,n > N implica h (A, 4,) < /2. Entonces para m,n > N,
A.C'N (A,;£/2). Probemos que n > N implica A, C ‘N (A;e).

Sea y € A, . Existe una sucesién creciente de enteros,

n< N <Ny<- - <N <0

ek £ —
tal que para l,m > N;, A, C N (Am; F) Entonces 4; C N (ANl; %)
Como y € A,, existe zy, € Ay, tal que d(y,zn,) < €/2. Como zy, € Ay, existe
Ty, € Ap, tal que d(zn,, zn,) < £/2%. De esta manera continuamos y se encuentra una

.. 3
sucesién Ty, , Ty, TNy, ... tal que zy; € An; y d ($Nj,$Nj_H) < ——. Entonces

— 2j+1.
d (y) ‘TN_-,') d (yv le) +d (‘(’I’.N1:$N2) v - (:ENjfla':CNj)

< £, F £
S gttty
Ademas (zy,) es una sucesion de Cauchy, luego (zy;) — z, para algin z. Esto implica
que z € A.
Veamos que d(y,z) < €. Supongamos que d (y,z) > €. Entonces d(y,z) —e >0y
como (zy,) — z, existe M > 0 tal que N; > M implica d (zy;,z) < d(y,z) —¢, de
donde

I/

< g, para todo j.

e < d(y,z)—d(an, )
< d(y,zn,) +d(zn;,x) —d(zn,2) = d(y,2N,) <e
Se obtendria € < g, jabsurdo! Por lo tanto d (y,z) < ¢ y, puesto que = € A, se concluye

quey € N (A;e) luego A4, C N (A;e) como se queria demostrar. O

El teorema anterior cuya demostracion es un poco ardua, desempena un papel muy impor-
tante en nuestro camino de acercamiento a los fractales; podriamos decir que este teorema
proporciona la mitad de los “ingredientes” que usaremos para construir nuestros fractales.
La otra mitad la constituye un namero finito de contracciones que conformaran lo que se
denomina un Sistema Iterado de Funciones. De esta manera los lemas que se presentan a
continuacién, se incluyen porque se usaran para garantizar el buen funcionamiento de los
sistemas iterados de funciones.

Lema 61. Sean (X,d) y (Y,m) espacios métricos y f : X — Y continua. Si K € H(X),
entonces f (K) € H(Y).

Demostracion. Sea (y,), una sucesiéon en f (K), donde

f(K)={yeY:y=f(k) paraalgin k€ K}.

Debemos probar que (y,), admite una subsucesién convergente.
Para cada n € N, y, = f (k,) para algtin k, € K. Dado que (k) es una sucesién en K,
y como K es compacto, existe (k,,), subsucesion de (k,), tal que

(9)

(kn,), = k paraun ke K.
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Asi (f (kn,)), es una subsucesion de (yn), v (f (km)), — [ (k) € f(K) por (9) y porque f
es continua. (ver ejercicio 31). O

Lema 62. Sean (X,d) un espa,cm métrico y f : X — X una contraccion. Deﬁmmos la
funcion f : H(X) — H(X) por f(K) = f(K) para todo K € H(X). Entonces f es una
contraccion en H(X).

Demostracion. En primer lugar obsérvese que f esta bien definida en virtud del Lema 61.
Dado que f es una contraccion, existe r € [0,1) tal que para toda pareja z,y € X,

(10) d(f (), f(y) <rd(z,y).
Sean A, B, € H(X). Tenemos

B(F(4),F(B)) =h(f(A),£(B) =mix{d(f(4),f(B),d(f(B),f(A)};
sin pérdida de generalidad, supongamos que
h(f(A),f(B)) = d(f(A),f(B))
= méax{min{d(f(a),f(b):a€ A}:be B}
< méx{min{rd(a,b):a € A}:bec B} (por (10)).

Por tanto,

~

h(f(A),f(B)) < rméx{min{d(a,b):ac A} :be B} =rd(A,B)
< rmax{J(A,B),J(B,A)}:rh(A,B). O

Lema 63. Sean A, B,C € H(X). Entonces d (AU B, C) = méx{d(A Gy, d(B; C’)}

Demostracion.

d(AUB,C) = méx .EEAUB}

’

= max

max{ :EEA},mé.x{cf(:r,C)::ceB}}
d(B C)} O

{dle

= max{d .’EEA\/:LEB}
{
{au

= méax

Lema 64. Sean A,B,C,D € H(X). h(AUB,CUD) <méx{h(A,C), h(B,D)}.
Demostracion. Por el Lema 52
d(A,CUD)<d(A,C)+d(C,CUD),
como d(C,C'UD)=0yaque C CCUD (Lema 46), entonces
(11) d(A,CUD)<d(4,0).

De forma analoga,

(12) d(B,CUD)<d(B,D)+d(D,CUD) = d(B,CUD)<d(B,D),
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(13) d(C,AUB)<d(C,A)+d(A,AUB) = d(C,AUB)<d(C,A)
y
(14) d(D,AUB)<d(D,B)+d(B,AUB) = d(D,AUB)<d(D,B).
Por la definicion de h, el Lema 63 y las inecuaciones anteriores, se obtiene
h(AUB,CUD)
= mé.x{a?(AuB,cu D) ,J(CUD,AUB)}
:ma’x{max{&(A,cu D) ,&(B,CUD)} ,méx{&f(c,AuB) ,(I(D,AUB)}}

=1na.x{df(A,cuD), d(B,CUD), d(C,AUB), &(D,AUB)}

IA

max{d"(A,C), d(B,D), d(C,A), &(D,B)}

= méx {mé.x {J(A, o), d(C, A)} , Méax {J(B,D) , d(D, B)}}
=méx{h (4,C), h(B,D)},
esto es
h(AUB,CUD)<mix{h(A,C), h(B,D)}. O
Los lemas anteriores se usaran para demostrar el siguiente, el cual a su vez constituye un

resultado basico para el estudio de los sistemas iterados de funciones.

Lema 65. Sean (X,d) espacio métrico y f; :+ X — X una contraccion en X, con i =
1,2,3,...,N (N €N, N fijo). Si se define F : H(X) — H(X) por

N
F(K) = fi(K)U > (K)U fs (K) U+ U fiy (K) = f: (K).

Entonces F' es contraccion.

Demostracion. En primer lugar obsérvese que F' esta bien definida en virtud del ejercicio 28

y del Lema 61.
Para probar que F es contraccién basta considerar el caso N = 2 (luego se aplica induccién

matemética).
Existen ry, ry en [0,1) tales que para toda pareja z,y € X,
d(fi(z), fi(y) £ nd(zy),
d (f? (I) 3 .f2 (y)) S I'Qd (:E: y) %
Sean A, B € H(X); utilizando los lemas 64 y 62, respectivamente, obtenemos
h(F(A), F(B)) h(fi(A)U f2(A), f1(B)U f2(B))
méx{h (f1 (4), A(B)), h(f2(A4), fo2(B))}
méx {rih (A, B), r:h (A, B)}
< rmix{h(4,B), h(A,B)} =rh(A, B),

donde r = méx {ry, ro}. Por lo tanto F' es una contraccién. O

IAIA
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Con los resultados que hemos presentado en esta seccion la demostracion del siguiente
corolario es inmediata.

Corolario 66. Sean (X,d) espacio métrico completo y f; : X — X, 1=1,2,3,..., N, una
coleccidon de contracciones en X. Sea F: H(X) — H(X) dada por

N
FK)=fHK)UfHL(K)Uf(K)U---Ufn(K):= Uﬁ;(K).
i=1
Entonces existe un inico elemento de H(X), digamos Q, tal que F(Q2) = Q. Ademds para

todo B € H(X) se tiene que
lim h(F™(B),Q) = 0.

n—00

A la coleccion de contracciones f; : X — X, 1 =1,2,3,...,N, y ala funcién F, consid-
eradas en el lema 65 y el corolario 66, se les suele llamar un Sistema Iterado de Funciones,
SIF. Y lo notamos asi: {X; fi, fa, ..., fa}. Al conjunto © mencionado en el corolario 66
se le llama el atractor del SIF, {X; fi, fa; ..., fn}. Un fractal, en el espacio X, es un
subconjunto de X que se puede expresar como el atractor de un SIF.

5.3. Algunos resultados utilizados. A continuacién se recopilan algunos resultados
utilizados en el desarrollo realizado en esta seccidon. La demostracién de estos resultados se
pueden encontrar por ejemplo en [21] y en [24].

Proposicién 67. Sean (X,d) un espacio métrico completo y S C X. Entonces S es cerrado
51y solo si .S es completo.

Teorema 68. Sean (X, d) espacio métrico completo y S C X. Entonces S es compacto si y
solo st S es cerrado y totalmente acotado.

Proposicion 69. Sean (X,d) un espacio métrico y S C X. Si S es totalmente acotado
entonces S es acotado.

Lo reciproco, en general no es cierto.
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6. LA FUNCION DE DIRECCIONAMIENTO

Esta funcion permitira, entre otras cosas, asociar a cada punto del atractor de un SIF, un
codigo, es decir un elemento del espacio de los cédigos.

En primer lugar veamos cémo el atractor de un SIF determina un espacio de cédigos, de
acuerdo al ntimero de contracciones del SIF.

Definicion 70 (El espacio de codigos asociados a un 8IF). Dado un SIF: {X; fi, fa, ..., fn}
se define su espacio de codigos asociado como el espacio métrico LN donde ¥ = {1,2,...,N}.

Recuerde que la métrica en TV estd dada por d.(a,83) = > l(?\f;f)l’ para todo par de
i=1

=

puntos ¢ = qiog...; y B=010z.. ..
Es sabido que el espacio de codigos aqui definido no es otra cosa que el espacio de Cantor,

es decir ZN, d. ) es el tnico espacio métrico compacto, perfecto y totalmente disconexo
(|27], Corollary 30.4).

Ejemplo 71. El espacio de cddigos asociados al STF: {R?; wy, wy, w3} donde wy (z) = %z;

we (2) = 22+, w3 (2) = %—Z—}—%—%—?i (v a cualquier SIF' con tres contracciones) es {1,2, B}N.

111 191 211 22177

FIGURA 16. Espacio de codigos asociado con el tridngulo de Sierpiriski.

Los siguientes resultados se usaran en la demostraciéon del Teorema 77, el cual a su vez
constituye un resultado central de esta seccién.

Teorema 72 (La completez del espacio donde viven los {ractales). §i (X,d) es un espacio
métrico completo, entonces (H(X),h) es completo. Ademds, si (A,) es una sucesion de
Cauchy en H(X), entonces

lim A, =4, AeHX)

n—oa
y A se puede caracterizar como sigue:
A= {z € X | eziste (a,), sucesion en X, tal que (ay), — * y an € A, para cada n}.

Una demostracion de este teorema la presentamos en la seccién anterior de estas notas.
Ademas se puede encontrar en [4].
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Definicién 73. Un SIF con condensacion es de la forma {X; fo, fi, f2, ---, [n} donde
{X; fi, fa, ..., fn} esun SIF y fo: H(X) — H(X) es una funcidn constante. En este
caso fy se llama funcién de condensacion.

Teorema 74 (Atractor de un SIF con condensacién). Sea {X; fo, fi, ..., fv} un SIF con

condensacidn, (siendo fy la funcidn de condensacidn). Entonces la funcidn, Fy . H(X) —
N

H(X) definida por: Fy (K) := | fi (K) es una contraccion en el espacio métrico (H(X),h)
=0

y existe un unico A € H(X) tal que,

A=Fy(4)=J £ )

=0
Ademds, para todo K € H(X) se tiene que,
A= lim E* (K).

n—oeo

A se llama el atractor del STF.

La demostracion del teorema anterior es totalmente andloga a la que se hace para los SIF’s
“tradicionales”.
Lema 75. Sea {X;wi,wy,...,wy} un SIF. Sea K € H(X). Entonces existe K € H(X) tal
que K C K y pare coda t=1,..., N, w;: K — K. En otras palabras {f(;wl,.,.,w;\:} es

un SIF cuyo conjunto subyacente es un compacto.

Demostracion. Para construir K considere el SIF con condensacion
{X;w[]uwlj' - JwN}

donde la funcién wyq es la funcién de condensacién determinada por K, es decir: wg (B) := K,
para todo B € H(X).

Por el teorema 74 existe el atractor de este SIF con condensacién, es decir existe K el
punto fijo de la contraccion,

Wo : H(X) — H(X)
definida por:
W(B)
Wo(B) = wo(B)Uuw (B)U...UwyB
KUW (B)

Claramente {( es compacto y ademas cumple Wo(K) = K, es decir KU Wi(f( ) =K de
donde K C K y W(K) C K; esta ultima contenencia implica w; : K — K, para toda
i=1,...,N. O

Lema 76. Sea {X;wy,...,wy} un SIF con factor de contraccion \'. Sea N el espacio de

codigos asociados al SIF. Sea,
p:INxNxX =X

1Es decir A = max{Ay, Az,..., Ay, } donde A; es el factor de contraccién de wy, i = 1,2,..., N,
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definida por:
& (a,n,T) = Way OWay ©...0 Wy, (T).
Sea K € H(X). Entonces existe una constante D tal que:
d (¢ (o, m, z1), 6 (o, m, 3)) < DA}
para toda o € LN, para todo par de nimeros m,n € N, y para todo par de puntos x1,xs €
K.

Demostracion. Sean o, m,n, 1,z como se establecen en el lema. Construya el compacto K
como en el Lema 75, de modo que cada w; : K — K. Podemos suponer m < n. Tenemos:
¢ (a,n, L) = Way ©...0Wq,, © Wampr @+ 0 Wa, (za)
N

na
T3

= q‘l’ (Q,m,l’g).
De modo que:
d (¢ (Of, m, xl) ) d) (Cl/, n, :EQ)) = d (¢ (O{, m, :L"l) , @ (&f, m, 7"3))
0 (W 0 - O Wy (31) Wy O .. © Wy (35))
< A"d ($1,ZE3) S }\m‘D

donde D = max {d (z,9) | z,y € I%}; D existe puesto que K es compacto. |

Establecidos los lemas anteriores podemos ahora si abordar la funcién que nos interesa.

Teorema 77 (La funcién ). Sean {X;wi,...,wn} un SIF y A su atractor. Sea N el
espacio de cédigos asociado al SIF. Para cade o € SN neNyx € X. Sea

(@)= Jim 6 (a,n,2).
Entonces ¢ (o) siempre existe, pertenece a A, es independiente de z, y la funcidn.
p » N4
a — o(a)
es continua y sobre.

Demostracion. Sean ¢ € X y K € H(X) tal que & € K. Construya K como en el Lema 75.
Sabemos que el atractor A se puede obtener como:

A= lim W (K).

Observe que:
d(a,1,z) = w, (z) € W(K),
& (052, ,8) = Wy OWg () € W (K),

d(a,n,T) = We 0...0W,, (x) € W (K),
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Por el Lema 76 la sucesion (¢ (a,n,z)),. es de Cauchy, y aplicando entonces el Teorema
de Completez de H(X) (Teorema 72), podemos afirmar que dicha sucesién converge a un
elemento del atractor A, es decir:

lim ¢ (a,n,z) € A

n—0oo

Veamos que ¢ es continua. Sea € > 0. Existe n € N tal que A"D < e. (A es un factor de
contraccion del SIF y D es el didmetro de K). Para o, 5 € BN que cumplan:

1
de (o, ) <« —————
se tiene:
n - |04i - ﬂbl = [ai === ’6.,'|
(N + 1" o dind = S
;(NH} MZH(N+1)
Z la; — ;| (V + nrt 4 Z o — Bi| (N + =i,
=1 5 i=n+1
I
te ™ L{0}
Luego necesariamente ¢t = 0, de modo que a; = 3;, para toda i = 1,...,n (es decir a y 3

coinciden en sus primeras n cifras). Por tanto, si d. (o, ) < d = (—N—Ti)m

d(¢ (Q’,Tﬂ.,l’l) 7@3 (ﬁ,m,ﬂfz)) =

d { Way © ... 0Way © W, 0...0 W, (T1), Wa, ©...0 Wy, © W,y © ... © W, (mgl) ,

~

_Z3 T4
tomando m = n,x,xs € K,
S A"d ($3J :Efl) S AmD < €,

(Wey © - . 0 Way, (21) ,wg, ©...0wg, (22)), T1,%2 € K

d(d’ (Q,m,$1) ) gﬂ{?(ﬁ,ﬂl?ﬁfg)) =d
=d(¢(a,m,z1),¢(a,m,z3)) <A"D <,

y tomando el limite cuando m — oo,

d ( lim @(Q,m,ﬁl), lim ¢(ﬁ,maz2)) <€

m—00

luego d (¢ (a), ¢ (3)) < e. Asi ¢ es continua.
Solo falta probar que ¢ es sobre. Sea a € A. Claramente {z} € H(X), de modo que,

A= lim W ({z}).

Nn—0oC
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Considere la sucesion de compactos:

W({z}) = {wi(a),...,wn(2)}

W2 ({z}) = {wiow (z),...,ww, (z),wow; (x),...,wowy (T),..., wywy ()}
wer ({z}) : { Wy Weig + 5+, (2) | 9 € {1;: o5 N} 1 S 92X N}

Claramente es una sucesion de Cauchy (en H (X)), usando el Lema 59 y el Teorema 72 de
H(X), debe existir una sucesién de Cauchy (a,), tal que (a,), — a y a, € W°* ({z}), para
toda n € N. Asi, para cada n,

n

Qn = Wan OWap O ... O Wan (Z) .

Se determina entonces una sucesion de codigos (a), donde o™ = (aff), . Como IV es
compacto, (a™), admite una subsucesion convergente, digamos (o) — «, a € EN. Por
esta altima convergencia, los “segmentos iniciales” de los codigos o, coincidentes con los

de «, se van haciendo cada vez “més largos”, de modo que
d (gﬁ (a,n, ), ¢ (ak“,n, 1)) £ A D

donde
tn)=#{jeN| o =, 1 <k <j}.
Tomando limite en los dos lados de la desigualdad, se obtiene:

lim ¢ (o, n,z) = lim ¢ (ak",n,x) :

n—oo
p(a)= lm wpmo...0wpe () = lim ay, = a. O
n—00 1 & n—00

De esta manera, para cada punto del atractor de un SIF, podemos ahora definir lo que
llamaremos una direccién del punto.

Definiciéon 78 (Funcién de direccionamiento). Sean {X;wy,...,w,} un SIF, ¥¥ su espacio
de cddigos asociado y ¢ : LN — A la funcidn definida en el teorema anterior. Sea a € A;
llamaremos una direccion de a, a cualquier elemento del conjunto,

e (a):={aeXV|p(a)=a}.
El conjunto ¢t (a) lo llamaremos el conjunto de las direcciones de a y la funcidn ¢ la

llamaremos la funcion de direccionamiento del atractor del STF.

Ejemplo 79. Consideremos el SIF: {[0,1]; w1, wa} donde wy (z) = iz, wy (z) = 3z + 2. El

atractor de este SII' es el espacio de Cantor C, y su funcidn de direccionamiento,
w: TN ¢ donde X ={1,2}.
Calculemos por ejemplo ©(12); (12 = 1222...).

©(12) = lim wyowyowgo...0owsy (1)

n—0o0

= limw (1)=w(l)=3€C

n—0o0
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Luego 12 es direccion de 3.
1 2
11 12 21 22

111 112 121 122 211 212 221 222

TR p(12) = L

FI1GURA 17. Espacio de codigos asociado con el conjunto de Cantor.

Ejemplo 80. El atractor del SIF: {I xI; Lz, Lzem3 lpe=m/3 4 14 %z’, 32+ %}, es la
curva de Koch, que notaremos KC. Entonces

s DN K con ¥ =1{1,2,34}.
En este caso, por ejemplo ¢! (%) = {115_1, 21}. (Compruébelo!).

23 /\32
, N m
1 4 12A13

1 14 41 44
FIGURA 18. El espacio de codigos asociado con la curva de Koch.

Obsérvese que si F' es un subconjunto cerrado de ZN, y dado que ZN es compacto,
entonces F' es también compacto; de esta manera para la funcién ¢ : ZN — A definida en el
Teorema 77 , se tiene que ¢ (F) es un subconjunto compacto de A (la imagen continua de un
compacto es un compacto); ademas, puesto que A es Hausdorff (por ser un espacio métrico),
entonces ¢ (F') es un cerrado de A (un subconjunto compacto de un espacio Hausdorff, es
cerrado, [27], Theorem 17.5). De esta manera la funcién ¢ es cerrada de modo que tendriamos
una funcién continua, sobre y cerrada, podemos entonces aplicar el Teorema 9.2 de [27] para
concluir que A es un cociente (topologico) del espacio de Cantor. Por supuesto esta conclusion
también se puede obtener como una consecuencia directa del Teorema 30.7 de [27], el cual
establece que todo espacio métrico compacto es una imagen continua del espacio de Cantor;
sin embargo en el Teorema 77 se estd mostrando explicitamente una funcién de cociente
entre el espacio de Cantor 3 y el atractor A.

Para finalizar esta seccion veamos ahora otro uso interesante de la funcién de direc-
cionamiento, y es en la definicién de tres clases de SIF “s, las cuales se refieren de alguna
manera al "tamarno” de las zonas de interseccién de las ¢opias mazimales” del atractor del
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SIF, (si A es el atractor del SIF {X; fi1,..., fn} llamamos copias mazimales de A a los
conjuntos f1 (A), fo (A),..., fv (A4)).

A manera de motivacién pensemos en los siguientes tres ejemplos de SIF “s:
L A{[0,1]; fi (z) = 33, fo(z) =32 +3}
2. {Q fi(z) = %Z: fa(z) = %3‘5‘ %a fa(z) = %Z"‘ %74}
8. {[0,1]; fi () = 32, fo(x) =3 +3}

Sabemos ya que el atractor del primer SIF es el espacio de Cantor, notémoslo C, cuyas
copias maximales son disyuntas pues claramente f; (C) N fo (C) = 0. En este caso cada punto
del atractor tiene ezactamente una direccion. Este es un ejemplo de una clase de SIF’s
llamados totalmente disconexos.

1 9 11 12 21 929 111112 121122 211212 221 222

) _— e — = — e —

Fi1Gura 19. SIF totalmente disconexo.

El atractor del segundo SIF es el tridngulo de Sierpinski S, de vértices (0,0),(1,0) y
(0, 1).

33 323 (3,2) =0 (23) = ¢ (32)
2 31 32

13 DN 183 ) (1,0) = (2)
1 3 LT 125 218 [22

Ficgura 20. SIF totalmente disconexo.

En este caso algunos puntos del atractor tienen ezactamente una direccion (como los
vértices (0,0),(1,0) y (0,1)), mientras que otros puntos tienen ezactamente dos direcciones
(como el punto (O, %) cuyas direcciones son 13 y 31, o, andlogamente el punto (% %) cuyas
direcciones con 23 y 32 ). Aunque la cantidad de puntos con mas de una direccion es infinita,
se trata de una cantidad en cierto sentido "pequena” en relacién con la cantidad total de
puntos de S. Obsérvese que ahora, fi (S)Nf2 (S), f1 (S)Nf5 (S) v fa (S)Nf3 (S) son conjuntos

unitarios. Este SIF corresponde a un ejemplo de lo que se llamara SIF "just-touching”.

Para el SIF' del tercer ejemplo se observa que el atractor resulta ser el mismo intervalo
I =1[0,1] pues fi (1)U fo(I) = [0,4] U [3,1] = [0,1]. La cantidad de puntos con mas de
una direccién es "grande” en algin sentido (por ejemplo todos los puntos del intervalo [, 7]
tienen més de una direccion). En este caso fi (I) N f2 (I) = [§,1] . Se trata de un tipo de
SIF denominado "overlapping”.

Finalizamos formalizando lo anterior:
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]

—

=
e
2O -

fry 1
FIGURA 21. SIF "overlapping .

Definicién 81. $i A es un atractor de un SIF {X;f1,far-- -, [} v o : 8 — A su
correspondiente funcion de direccionamiento,

i) Se dice que el SIF es totalmente disconexo si para todo a € A, el conjunto ¢! (a)
es unitario (es decir st cada punto del atractor tiene exactamente una direccidn, o

equivalentemente si @ es inyectiva).
1) Se dice que el SIF es just-touching si no es totalmente disconexo pero existe un

conjunto abierto O C A tal que:
) LO)Nf;(0)=0,¥,j€{1,2,...,N},i#J, ¢

N
i) U £(0)€0

i11) Diremos que el SIF es overlapping si no es totalmente disconexo, ni es just-touching.




SISTEMAS DINAMICOS DISCRETOS Y FRACTALES 49

7. EL CONJUNTO DE LOS PUNTOS ATRAPADOS Y LA DINAMICA SIMBOLICA

La siguiente definicién es muy 1til cuando estudiamos funciones definidas en el espacio
R™. La redactamos para funciones en R sélo por comodidad.

Definicion 82. Dada f : R — R, el conjunto de todos los puntos = cuya drbita estd acotada
lo llamamos el conjunto de los puntos atrapados o el conjunto de los puntos prisioneros.
Este conjunto lo denotamos con J(f). Es decir,

J(f)={z € R:o(z, f) estd acotada}.

Observemos que si z € J(f), entonces f(z) también esta en J(f) ya que la o (f(z), f) esta
contenida en la o(z, f). De aqui se sigue que f(J(f)) C J(f).

Por otro lado, sea = en J(f). Si existe y tal que f(y) = z, entonces y también esta en J(f)
ya que

o(y, f)={y} Uo(z, f).

Asi, si se tiene que J(f) C f(R), entonces J(f) C f(J(f)), y con ello estos dos conjuntos
son iguales, J(f) = f(J(f)). Es decir, J(f) es un conjunto invariante bajo f.

Tal vez la importancia de este conjunto de puntos atrapados se vea si recordamos que para
la funcion Tienda se tiene que J(T') = [0,1]. Y es precisamente en este conjunto donde T’
tiene una dindmica cadtica, y fuera de él su dinamica es muy sencilla.

Observacion 83. Si la funcidn [ estd definida en los nimeros complejos, f: C— C, y la
regla de correspondencia de [ se expresa de forma polinomial,

f(2) =ag + mz 4 ag2® +-- - +an2,

con N > 2 yay # 0, entonces J(f) es conocido como el conjunto de Julia lleno de f y la
frontera de J(f) es el conjunto de Julia de f.

Sea P: R — R la funcién dada por

3z sl < &
P(I)_{ 3—3x siz>;

Estudiaremos a continuacién algunas propiedades dinamicas de esta funcion. En primer
lugar nos interesa descubrir la estructura del conjunto J(F). En particular demostraremos
que este conjunto es un fractal. Una vez cumplida esta tarea demostraremos que P restringida
a J(P) es caodtica. De aquf en adelante la letra P solo la utilizaremos para designar esta
funcién.

Las graficas de P y T son muy parecidas. La unica diferencia es la altura que alcanza el
pico que ambas tienen en el punto z = % Sin embargo, el conjunto de los puntos atrapados
de una y otra es muy distinto.

Las demostraciones de las siguientes cuatro observaciones son casi inmediatas.

i) Para todo = < 0 se tiene que P(z) < z. Mas ain, para toda n € N se tiene que
P™g) = 3"z, Asi, Bmy, op, P&} = —00.

i) Si x > 1, entonces P(z) < 0. Por lo tanto para estos puntos también se concluye que
ity e PP} = —o0.

iit) Los tnicos puntos fijos de P son 0 y %, y ambos son repulsores.

iv) Si z € (%,2), entonces P(z) > 1y, nuevamente, lim,, o, P"(z) = —co.
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Sobre el conjunto J(P) hasta ahora sabemos lo siguiente:

J(P) C [0, ﬂ U EIJ v {o%} c J(P).

Llamamos A; a la unién de los intervalos [0,1] v [£,1].

La funcién P transforma al intervalo [O, %] en el intervalo [0, 1] de manera lineal haciendo

crecer las distancias por un factor de 3. El intervalo abierto (%, 2) es transformado bajo P

en el intervalo (,2). Ast J(P)N (3, 2) = 0. Algo similar le sucede al intervalo [2,1].

Sea A, la unién de los 2? intervalos [0,3], [2,2], [§,Z] v [§,1]. Cada uno de estos
intervalos es transformado bajo P? en el intervalo unitario. Este hecho provoca que el tercio
de enmedio de cada uno de ellos esté formado por puntos que no estan en J(P). Con esta
informacién podemos definir A3 como la unién de 2% intervalos cerrados de longitud (%)3,
tal que P? transforma a cada uno de ellos en el intervalo unitario, y tal que el conjunto J(P)
estéd contenido en As.

Podemos continuar el proceso anterior indefinidamente, quitando en cada paso puntos cuya
orbita no estd acotada. Los conjuntos A,, que se van formando son precisamente los que se
utilizan en la construccién del conjunto de Cantor clésico. A este conjunto lo denotaremos
con la letra C. Como para toda n € N se tiene que J(F) C A,, entonces J(P) C C.

Por otro lado, si x € C entonces para todan € N, x € A, y por ello P*(z) € [0,1]. Esto
implica que la érbita entera de = esta en [0,1], asi z € J(P). Por lo tanto J(P) = C.

Como J(P) esta contenido en la imagen de R bajo P, entonces J(FP) es un conjunto
invariante de P.

Asi nuestra funcién P nos ha proporcionado un conjunte invariante que es a su vez un
conjunto fractal. Haremos algunos comentarios sobre este interesante hecho un poco més
adelante. Por lo pronto nos interesa convencer al lector de que P, restringida a J(P), es una
funcién cadtica. Asi el conjunto de Cantor clasico es el escenario donde se lleva a cabo un
sistema dindmico discreto cadtico.

Ejercicio 51. Encuentra un punto en el intervalo [0, 1] tal que sea periddico de periodo 3
bajo la funcién P.

A cada punto de J(P) le vamos a asignar, mediante la funcién ¢, una sucesién infinita
formada solamente por ceros y unos.

Sea zo un punto en J(P). Observemos que para toda n € N se tiene que P" (zp) estd en
el intervalo [0,1] o en el intervalo [2,1]. La idea es asignar un 0 o un 1 segin P"(zo) se
encuentre en el primer o en el segundo intervalo.

Sean Iy = [O 1} el = [%, 1]. Entonces

'3
€2 (EU) = %\: (to, tl,tg, . ) )
donde las coordenadas de ¢ se definen de la siguiente manera: Para cada n > 0

{ 0 =i Pn(Eg) € I,

=11 s Pr(zo) € .

Sea
Yy = {t = (to,t1,t2,...) : para cada n > 0,1, € {0,1}}.
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Ya habiamos visto este espacio antes, es el espacio de los cddigos. Como sélo utilizamos
dos simbolos, el 0 y el 1, la métrica esta dada por la siguiente igualdad:

SRR = tn_sn-
455 =Y ool
n=0

donde ¢ = (to, ta, ta,...) ¥ 5= (0,51, 2,...).

A la sucesién ¢ (zg) = t = (to,t1,t2,...) se le llama, también, el itinerario de . Si
lo pensamos un poco este nombre tiene mucho sentido. El punto zy sélo puede wvigjar, al
aplicarle P varias veces, a dos ciudades: Iy e I;. El valor que asuma t, nos dird de manera
inmediata en cual de estos dos destinos se encuentra el punto P™ (xg).

Las siguientes cuatro proposiciones contienen las propiedades mas importantes de la fun-
cion p : J(P) — ¥,. La meta es mostrar que ¢ es en realidad un homeomorfismo.

Proposicién 84. ¢ : J(P) — Xy es una funcidn inyectiva.

Demostracion. Sea zo v yo dos puntos en J(P) tales que ¢ = ¢ () = ¢ (o) = 5. Entonces
para toda m > 0 se tiene que t, = s,. De aquf se sigue que para cadan € N, P! () y
P"=1 (yy) estan ambos en Iy o ambos en I;. Entonces

| P (wo) = P" (yo)| =3 |P"" (z0) — P"" ()] -

Y como para cada i, 0 < i < n— 2, se tiene que P*(z0) y P* (o) estan ambos en Jp o ambos
en [1, entonces tenemos que

|P" (z0) — P" (yo)| = 3" [0 — w0l -
De aqui se sigue que para toda n € N, |zg — yp| < din Por lo tanto zg = yo. (]
Proposicién 85. ¢ : J(P) — X3 es una funcidn suprayectiva.

Demostracion. Observemos primero que si E = [a,b] es un intervalo contenido en [0, 1],
entonces existen dos intervalos Ey C Iy y Ey C I tales que P (E;) = E, i =0,1. Ademas la
longitud de cada E; es un tercio de la longitud de E.

Para los intervalos I, e I; existen dos intervalos en Iy, que llamaremos Iy e o1, tales que
P(In) = Iy y P(lp1) = I, y existen dos intervalos en I, que ahora llamaremos g e /1,
tales que P (I1g) = Ip y P ([11) = I;. La longitud de cada uno de estos cuatro intervalos

2 P . )
cerrados es (1)”. La union de los cuatro intervalos nos da el conjunto As.
En el siguiente paso existen cuatro intervalos en I, llamados Iooo, Loo1, Lo1o € fo11, tales

que la funcién P transforma de la siguiente manera:

Tooo — Loo, Joo1 — Io1,
Ip10 — 110, Tors — Ihas

De manera anédloga existen cuatro intervalos en I3 que se comportan de modo similar a

los cuatro anteriores.

En este paso ya tenemos 2° intervalos de la forma I, ,,s,, s; € {0,1} para 0 < ¢ < 2, tales

que P (I;,6,s,) = Is,s,, v 1a longitud de cada uno de ellos es (%)3

Obsérvese que si & € I y4,s,, entonces z € Iy, P(z) € I, y P*(z) € L,.
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En el paso n de esta construccién obtenemos 2" intervalos de la forma I, s, ,, donde
s; € {0,1} para 0 <i < n— 1, tales que

P (‘[305132:"-,57!,—1) = 181-5‘2,---,571_1:

y la longitud de cada uno de ellos es (3)".

Ademés si @ € L, 6,...5,1, entonces x € Iy, P(z) € I,,, P*(z) € I,,, y asi hasta que
P*1(z) estaen I, ,.

Ahora si demostraremos que ¢ es suprayectiva.

Sea t = (to,t1,ta,...) Un punto en X,.

Sea n € N y consideremos el intervalo Iy4,4,,. .- _

Observemos que si z es un punto en J(P) tal que & € Liy4,4, 1, entonces ¢(z) y t tienen
iguales las primeras n + 1 coordenadas.

Como para cada n € N se tiene que el intervalo li,+,,.. 1, estd contenido en el intervalo
Liotita,...tn1» la coleccion {Itotltz.---,tn}zo:[] forma una sucesion de intervalos cerrados encajados,
cada uno de ellos distino del vacio. Sabemos también que la longitud del intervalo fyys.4,,. 6.
tiende a cero cuando n tiende a infinito. Entonces la interseccién

(e.9]
m Itotltg,...,tn
n=0

es exadctamente un punto, que llamaremos .
Por la forma en que encontramos a zg se sigue que o € J(P) y que @ (zg) es t. O

Proposicion 86. ¢ : J(P) — ¥y es una funcidn continua.

Demostracion. Sean zq € J(P), ¢ (z0) =t = (to, t1,ta,...) y € > 0.

Existe N € N tal que > oo g 3% <E.

Consideremos el intervalo Iy, .ty - Este es uno de los 2N intervalos que componen Ay.
Su longitud es (%)NH. Ademés es inmediato que To € L0y tn-

Observemos que si z vy 7 son dos puntos de J(P) tales que también estdn en Ly, tx)
entonces ¢(z) y ¢(y) coinciden desde la primera hasta la coordenada N. Asi

=1
dp(@) o) € Y = <c
n=N+1
Sea ¢ > 0 tal que

(o — 8,70 + 8) N AN C Ligtyts,...tn-
Si|zg — x| < 8y x € J(P), entonces & € L1,y ¥ (¢ (x0) ,0(x)) < €. O

Proposicién 87. ¢! : Ty — J(P) es una funcidn continua.

Demostracion. Sean ¥ = (to,t1,t2,...) EXa y e > 0.

Como la longitud del intervalo I, ¢, tiende a cero cuando n tiende a infinito, existe
N € N tal que la longitud de I;y4¢,,..+y €S menor que €.

Sea § = . Observemos que si § € X es tal que d (£,5) < 4, entonces para cada i,
0 < i< N se tiene t; = s;. Esto implica que ¢! (5) también esta en el intervalo Ly s, . ix-
Por ello la distancia entre ¢! (£) y ¢~ (3) es menor que &. O
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La demostracién del siguiente resultado es inmediata a partir de las proposiciones 86 y 87.
Corolario 88. La funcidn ¢ : J(P) — Zy es un homeomorfismo.

La siguiente observacién nos permitird definir una funcién del espacio X5 en si mismo.

Sea z en J(P). La idea es encontrar una relacién entre los itinerarios de z y de P(z).
Supongamos que @(x) = (to, t1,t2, 3, ...). Entonces, como la orbita de P(x) siempre va un
paso adelante de la 6rbita de z, es inmediato que p(P(z)) = (¢1, a2, L3, . . .)-

Es natural, entonces, definir la siguiente funcién o : £y — X,

a ((to,tl,tg,t_g, L )) = (tlth)t:}) . ) .

El punto o (ﬂ tiene una infinidad de coordenadas. Para encontrarlas sélo quitamos la
primera coordenada de %, to, y desplazamos todas las demas un lugar hacia la izquierda. Asf
o : 29 — ¥y es conocida como la funcidn desplazamiento o como la funcidn corrimiento.

La demostracién de que esta funcién es continua no es tan dificil y el lector es invitado a
hacerla en el ejercicio 53.

Para cada punto z € J(P) se tiene que ¢(P(z)) = o(p(z)). Esta igualdad es la clave
para decifrar la dinamica de P restringida al conjunto de los puntos atrapados. Este hecho
es tan importante que merece una definicion que tome en cuenta a muchos posibles casos
semejantes.

Definicién 89. Sean f : X — X y g : Y — Y dos funciones continuas definidas en
sendos espacios métricos. Decimos que las funciones f y g son topologicamente conjugadas,
o simplemente conjugadas, si ezxiste un homeomorfismo h : X — Y tal que para todo punto
T € X se tiene que h(f(z)) = g(h(z)).

La condicién de conjugacion a veces se expresa diciendo que el siguiente diagrama es
conmutativo:
¥ -4
h | Lh
y L
Sif:X — Xyg:Y — Y son dos funciones conjugadas, entonces las propiedades
dindmicas de f son esencialmente iguales a las propiedades dindmicas de g. Dedicaremos la
siguiente seccion a la tarea de darle cuerpo a esta afirmaciéon. En particular demostraremos
que, bajo esta hipotesis, la funcién f es cadtica en X si y solamente si la funcién g es cadtica
en Y.
Las funciones P : J(P) — J(P) y ¢ : £3 — X3 son conjugadas bajo el homeomorfismo ¢.
Para demostrar que P es cadtica en J(P), demostraremos primero que o es cadtica en Y.

Proposicién 90. El conjunto de puntos periddicos de o es denso en Xs.

Demostracion. Sean t = (to,t1,t0,...) EXy y > 0.
Existe N € N tal que ZZO:NH 3% < ¢. Considera el siguiente punto en 2;:

g: (to,tl,Q,...,tN,tO,tl,tg,...,tN,to,tl,tz,...)

donde la cadena finita de coordenadas iy, {1, ls, ..., ty se repite indefinidamente.
Bs inmediato que oV *! (3) = 5 y que la distancia de ¢ a § es menor que ¢. O
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Proposicién 91. La funcion o : Xy — Xy es transitiva.

Demostracion. Sean t = (to, t1,t2,...) y 5= (Sg, 51,832, ...) dos puntos en Xy y € > 0.
Sea N € N tal que Zf:NH 3% < g. Considera el siguiente punto en j:
= (to,tl,tg, < e ,?fN,SU,Sl,SQ, sy SN, UaN 4, - - ) s
Por la forma que le hemos asignado al punto @ sus coordenadas, las siguientes desigualdades
son inmediatas:

d (E?) <e yd (§,0N+1 (3)) < e
Por lo tanto ¢ : X3 — X9 es transitiva. O
Proposiciéon 92. La funcién o : X9 — Yo es sensible a las condiciones iniciales.

Demostracidn. Toma g5 = 1. Esta va a ser nuestra constante de sensibilidad.
Sean t = (to,t1,t2,...) € Xo ¥y § > 0. Demostraremos que existen un punto s, que estd a

distancia menor que § de t, y N € N tales que d (o (£) ,0" (5)) > eo.
Sea N € N tal que > o7 \ == < 6. Consideramos ahora un punto 3 tal que sus primeras N
coordenadas coincidan con las primeras N coordenadas de ?,
5= (tO)tlrtQ: § i :tN—lJSN78N+1)' i J) ?

y tal que el valor de sy sea distinto de valor de ty.
Obsérvese que la distancia de ¢ a § es menor que 8. Ademas, como o™ (t) y ¥ (5) difieren

en la primera coordenada, d (¢V (£) oV (3)) > L. O
De las tres proposiciones anteriores se sigue que la funcién o es cadtica en X,.
Ejercicio 52. Sea f: R — R. 81 J(f) # 0, entonces f tiene al menos un punto fijo.

Ejercicio 53. Demuestra que la funcidn corrimiento o : Xy — YXa es continua.
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8. EQUIVALENCIA TOPOLOGICA

Varias son las propiedades dindmicas que se preservan a través de la equivalencia topolog-
ica. Dedicaremos por entero esta seccion al estudio de algunas de ellas.

La hip6tesis para todos los resultados contenidos en esta seccién es la siguiente: Los espa-
cios X y Y son compactos y las funciones f: X —» X v ¢g:Y — Y son conjugadas bajo el
homeomorfismo h: X — Y.

Proposicion 93. Para todo n € N y para todo z € X se tiene que h (f"(z)) = g"(h(x)).

Demostracidn. Procederemos por induccién, Como f y g son conjugadas, la afirmacion es
cierta para el caso n = 1.
Sea k € N. Supongamos que para todo z € X se tiene que h (f*(z)) = g*(h(z)).
Entonces

h(F (=) = h(f*(f(=) = g"(h(f()))
= g*(9(h(x))) = g**'(h(z)).
O

Proposiciéon 94. Las funciones g : Y — Y y f: X — X son conjugadas bajo el homeo-
morfismo h™! Y — X.

Demostracion. Demostraremos que para todo y € Y se tiene que h™'(g(y)) = f (R (y)).
Sea y un punto en Y. Entonces

gly)=g(h (A W) =h(f (A '(»))-
Aplicando el homeomorfismo h™! a los extremos de la expresién anterior obtenemos la
igualdad siguiente: h=(g(y)) = f (7' (y)). O

Proposicion 95. Fl conjunto Per(f) es denso en X siy sdlo si el conjunto Per(g) es denso
en Y.

Demostracion. Gracias a la proposicion 94 es suficiente demostrar que si Per(f) es denso en
X, entonces Per(g) es denso en Y.

Sea U C Y un conjuto abierto y distinto del vacfo. Entonces h~*(U) es un subconjunto de
X que es también abierto y distinto del vacio. Como Per(f) es denso en X, existe zg, punto
periddico de f, en A=} (U).

Sea N € N tal que fV (zy) = zo. Entonces h (zg) = yo es un punto en U y

.G'N (yo) = QN (h (fo)) =h (fN (%)) =h (93'0) = Yo-
Asf yg es un punto periédico de g que estd en U. L
Proposicién 96. La funcidn f es transitiva en X si y sdlo si g es transitiva en Y.

Demostracién. Es suficiente demostrar que si f es transitiva en X, entonces la funcién g es

transitiva en Y.

Sean U y W dos conjuntos abiertos, no vacios, en Y. Entonces los conjuntos A= (U) y
h~Y(W) son conjuntos no vacios y abiertos en el espacio X.

Como f es transitiva en X, existen xo en h~1(U) y N, un ntimero natural, tales que f% (zq)
esta en h~1(W). Entonces h (zo) € Uy ¢" (h (o)) = h (fV (20)) € W. De aqui se sigue que
dYUHYNW £ 0. U
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Proposicién 97. La funcidn f es sensible a las condiciones iniciales en X si y sdlo si g es
senstble a las condiciones iniciales en Y.

Demostracion. Nuevamente es suficiente demostrar sélo una de las implicaciones.
Supongamos que f es sensible a las condiciones iniciales en X. Sea €5 > 0 una constante

de sensibilidad para f.

Como Y es un espacio compacto y h~! : ¥ — X es continua, entonces h~! es uniforme-
mente continua en Y. Para el valor &, existe d; > 0 tal que para toda pareja de puntos iy
y y2 en Y tales que dy (y1,%2) < & se tiene que dx (A~ (1), 27! (32)) < &0

Demostraremos que dy es una constante de sensibilidad para g : ¥ — Y.

Sean yp un punto en ¥ y v > 0. Sea U = B (y;7). El conjunto U es abierto en V. Sea

zo = h™ (yo).
El conjunto h~!(U) es abierto en X y contiene al punto z,. Por lo tanto existen z; € A~ (U)

v N € N tales que
dx (/Y (z0), f¥ (1)) 2 €o.

Los correspondientes puntos h (z) = yo y h (z1) estan en U.
Ademés, como

dx (frl (QN (’y’o)) o (QN (h(l"l)))) =dx (fN (za), FY ($1)) 2 o,

se tiene que
dy (9" (wo), 9" (h(z1))) = bo.

Ahora la demostracion del siguiente corolario es inmediata.
Corolario 98. La funcién [ es cadtica en X si y sdlo si g es cadtica en Y.
Otra afirmacién que ya podemos facilmente demostrar es la siguiente:
Corolario 99. La funcidn P es cadtica en el conjunto de los puntos atrapados J(P).

Demostracion. Las funciones P : J(P) — J(P) y 0 : ¥y — X, son conjugadas. Como o es
cabtica en Xy, entonces P es cadtica en J(P). O

Ejercicio 54. Sea g : [0,1] — [0,1] la funcidn lineal a pedazos definida en el ejercicio 7.
Demuestra que g es una funcion cadtica en [0, 1].

Ejercicio 55. Sean c y k dos ndmeros reales distintos de cero. Sean f : R—=Ryg: R—-R

dadas por f(z) = z +c y g(z) = x + k. Demuestra que f y g son funciones conjugadas.
Sugerencia. Supdn que el homemorfismo buscado es de la forma h(z) = az + .

9. EL OMEGA CONJUNTO LIMITE

Sean f : X — X y 2o € X. Decimos que yp € X es punto limite de la érbita o (zg, f) si
existe una sucesion {n;},, n1 < ny <ng < ..., en N tal que

lim f™ (z0) = vo.

n;—oa
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Todos los puntos limite de o (zg, f) forman el omega conjunto limite de zq bajo f. A este
conjunto lo denotamos por: w (g, f). Es decir,

w (2o, f) = {y € X : existe {n;} CN, lim f™ (z) = y}_

Ejemplo 100. Sea T : [0,1] — [0,1] la funcién Tienda.
a) Sizg =2, entonces w(:ro,T) = {2}.
b) Si:ro:% , entonces w ( m‘g,k {5,5
¢) Sea k € N fijo. Si zg = (5) , entonces w (zg, 1) = {0}.

Proposicién 101. Sea X un espacio compacto. Entonces para todo v € X, w (z, f) # 0.

Demostracion. Sea z € X. Como X es compacto, entonces la sucesion {f™ (z)}.—, tiene una
subsucesién convergente, digamos a y € X. Entonces y € w (z, f). (]

Proposicién 102. Para todo x € X, w(x, f) es un conjunto cerrado.

Demostracion. Sean xg € X y {yn}oo, una sucesion contenida en w (zo, f) tal que lim y, =
n—o0

1o. Demostraremos que 3o € w (Tg, f) y con ello concluimos que w (zg, f) es cerrado.
Como (y,,) converge a yo, para €; = 1, existe n; € N tal que d (yn,, %) < 5
Como y,, € w(zg, f), entonces existe k; € N tal que

g
.fkl ("‘CU) € B (ymygl) & B (90751) .

Para £, = £, existe ny € N tal que d (Yn,,%0) < %. Como yp, € w (7o, f), entonces existe
ko > ki tal que

L e
f‘!bz (‘T’O) € B (ynza 52) C 3(31'0552) -

De esta manera encontramos una sucesion de nameros naturales k; < ko < k3 < ... tales
que f* (z0) € B (yg, %) Por lo tanto, yo € w (2o, f). O

Proposicién 103. Sea X un espacio compacto. Para todo z € X, f(w(z, f)) =w(z, f).

Demostracion. Tomemos 29 € X y consideremos su w (zo, f).
Demostraremos primero que f (w (zo, f)) estéd contenido en w (zo, f).
Sea yp € f (w (o, f))- Existe zg € w (zq, f) tal que f (z0) = yo. Existe ademas una sucesion
{n;} contenida en N tal que lim f™ (zq) = 2.
00
Entonces, gracias a la continuidad de la funcién f, lim f™*! (z) = f(2) = yo. Asi o
11—

estd en el w (zg, f). Por lo tanto f (w (o, f)) es subconjunto de w (g, f).
Ahora demostraremos que w (7, f) C f (w (za, f)).
Sea 3y € w(zp, f). Existe una sucesién {n;} € N tal que ilirglo ™ (zo) = yo. Podemos
suponer que cada n; es mayor o igual a 2.
Como X es compacto y la sucesién { ™! (zy)} estd contenida en X, entonces existe una
subsucesion de {n; — 1} contenida en N tal que lim f™~" (zg) = 2.
J—oo
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Asi zp €w(zg, f) v
P =7 (Jim 757 () = Jim 7% (a0) =0
Por lo tanto, yo € f (w (zo, f)). O
Proposicion 104. Sea T : [0,1] — [0,1] la funcién Tienda. Entonces existe o € [0, 1] tal
que w (x0, T) = [0, 1].

Demostracion. Sabemos que T es transitiva en [0,1]. Entonces existe zg € [0,1] tal que
0 (20, T) es densa en [0, 1]. Afirmamos que w (zy,T) = [0, 1].

Sean z € [0,1], y € > 0. Como la érbita o(zg,T) es densa en [0, 1], para todo k € N la
érbita o (T* (z0) ,T) también es densa en [0, 1] (ver ejercicio 44).

Entonces existe una sucesion de niimeros naturales n; < ng < ng < ... tales que
1

1
T (xo) — | < 1, |T™ (z0) — x| < gt |T™ (zq) — x| < pEEE
Asf obtenemos que kh’m T (zq) = . Por lo tanto z € w (z,T"). Esto implica que
0,1] Cw(zo, T).

Y asi w(zo,T) = [0,1]. O
Ejercicio 56. Sea 7y € X. Entonces para cada k € N, se tiene que w (o, f) = w (f* (z0) , f)-
Ejercicio 57. Sea f : [0,1] — [0,1], y sea zq € [0,1]. Verdadero o falso: w(zo, f) =
w (‘/‘UO) f2)

Ejercicio 58. Sea T : [0,1] — [0,1] la funcidn Tienda. Demuestra que si zo € QN [0,1],
entonces la cardinalidad de w (29, T) es finita.

Ejercicio 59. Sean f: X — X y xy un punto en X. Demuestra lo siguiente: Si w (xo, f) =
{z1,22}, entonces f (z1) = za.

Pregunta 60. ;Existen un espacio métrico X, una funcion continua f : X — X y un punto
xo en X tales que f (w (2o, f)) # w (2o, f)?

Ejercicio 61. Sean f : X — X, y o y Yo dos puntos en X. Demuestra lo sigutente: St
1 o0 d (f™ (20) , f™ (y0)) = 0, entonces w (o, f) = w (yo, f)-
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10. HIPERESPACIOS Y FUNCIONES INDUCIDAS

Sea (X, d) un espacio métrico compacto. La coleccién de todos los subconjuntos de X es
el conjunto potencia de X. Un hiperespacio de X es un subconjunto del conjunto potencia
de X junto con una funcién distancia. En esta secciéon sélo trataremos con los siguientes dos
hiperespacios de X:

H(X)={AC X :Aescompactoy A# 0}

C(X)={AeH(X): Aes conexo}.
Dedicaremos la primera parte de esta seccién al hiperespacio H(X).

Observacion 105. En algunos libros el hiperespacio H(X ) se denota también con el simbolo
2% A lo largo de esta seccidn utilizaremos este seqgundo simbolo.

Recordemos lo siguiente: Dados A y B elementos de 2%, la métrica de Hausdorff esta dada
por
h (A, B) = mix{d(A, B),d(B,A)}.

Dados A € 2X y £ > 0, la nube de radio £ alrededor de A es el conjunto:
N (Aje) = U Bla,e)={z € X :existe a € A, d(z,a) <e}.
a€A
Dados A y B en 2%, sea

j(A,B)=inf{e >0: AC N(B,e) y BC N (4,¢)}.
Proposicién 106. Sean A y B dos elementos de 2%. Entonces h (A, B) = j (A, B).

Demostracion. Dados Ay B en 2%, sea § = h (A, B).

Como d(A,B) <6y d(B,A) <4, entonces para todo € > ¢ se tiene que A C N (B,¢) y
B C N (A,¢). De aqui que j (4, B) < 4.

Por otro lado, y sin pérdida de generalidad, podemos suponer que d (A, B) = 0. Entonces
existe ay € A tal que d (ap, B) = d. De aqui que para todo b € B, d(ag,b) > 6. Y asi, si
A C N (g, B), entonces € > §. Esto implica que § < j (4, B).

Por lo tanto j (A, B) =6 = h (A, B). O

Sean X y Y dos espacios métricos compactos con métricas d y d' respectivamente. Sea
f una funcién continua de X en Y. La funcién f induce una funcién entre los respectivos
hiperespacios que denotaremos asf:

2f . 2% — 2¥,
Esta nueva funcion tiene la siguiente regla de correspondencia: Si A € 2%, entonces
2 (A) = f(A)={yeY : existea € A, f(a)=y}.

Como f : X — Y es continua, entonces 2/ est4 bien definida, es decir, 2/(A) si es un
elemento de 2Y.
La funcién 27 es conocida como la funcién inducida por f en el hiperespacio 2%.

Proposicion 107. La funcién inducida 27 : 2% — 2¥ es continua.
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Demostracién. Denotamos con h, la métrica de Hausdorff en 2% y con hg la métrica de
Hausdorff en 2¥. Sea ¢ > 0. Demostremos que existe & > 0 tal que si A y B son dos
elementos de 2% tales que hq (A, B) < 6, entonces hy (27 (A),27 (B)) <e.

Como f: X — Y es continua y X es un espacio compacto, entonces f es uniformemente
continua en X. Existe §* > 0 tal que si 21,25 € X son tales que d (z;,x3) < 6%, entonces

d' (f(z1), f(z2)) <.
Sea § = 0*. Sean A, B € 2% tales que:

hq(A, B) < 6.

Para cada z € f (A). Existen a € Ay b € B tales que f(a) = zy d(a,b) < 4.
Entonces d' (f (a), f (b)) < e, y por tanto,

f(A) C N (f(B),e).
De manera anéloga, se obtiene que:
fF(B)CN(f(A),e).

Por lo tanto,

ha (f(A),f(B)) <e.
(]

10.1. Propiedades dinamicas de la funcién inducida. La funcién f : X — X nos
da de manera natural una funcién en el hiperespacio 2%, 2 : 2X — 2% Al aplicar f varias
veces, los puntos de X se van moviendo a lo largo de sus respectivas érbitas. La funcién 2/ se
aplica a subconjuntos compactos de X . Podemos intuir que al aplicar 27 varias veces lo que se
mueve ahora son los subconjuntos compactos de X. Es decir, 2f nos da un sistema dindmico
definido ahora en el hiperespacio 2%. Esto suena muy bien: jAhora tenemos conjuntos que
se mueven!

Dada la relacion tan estrecha que existe entre f y 2/, la pregunta obligada es: ;Cual es la
relacion entre las propiedades dinamicas de f y las propiedades dindmicas de 277

Haremos en esta seccion algunos comentarios sobre la respuesta a esta pregunta. Debemos
advertir al lector, a la lectora, que la pregunta es muy amplia, tan amplia que en estos mo-
mentos no se cuenta con una respuesta completa a ella. La btisqueda de una respuesta global
nos lleva directo a terrenos en los que en estos momentos se hace investigacion matemaética.
Es claro que esta pregunta es, en esencia, muchas preguntas. Y muchas de estas pregunticas
carecen, hoy dia, de respuesta.

Iniciemos con un ejemplo.

Sea T': [0,1] — [0,1] la funcién Tienda, y sea

20l = fA c[0,1): A+#0, A es compacto}.

Dados A vy B en 2% h (A, B) es la distancia de Hausdorff entre A y B, construida a
partir de la distancia usual en R.
La funcién inducida por 7" en 201 la denotamos por 27. Para cada A en 2001

27(A) = {T (a) : a € A} = T(A).

Obsérvese que dado A € 20U y dado n € N, se tiene que (27)" (4) = T™(A). Esta
igualdad es muy importante y aparecera varias veces en esta seccion.
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Conocemos ya algunas propiedades dinamicas de 7" : [0,1] — [0,1]. En particular, T es
cadtica en [0, 1]. Mostraremos a continuacién algunas propiedades dindmicas de la funcién
2T . 2l01] _, 9[01] En particular, demostraremos que 27 también es caética en 2001,

Proposicién 108. La funcién inducida 27 : 201U — 2001 tiene densidad de puntos periddi-
Cos.

Demostracion. Sean A € 201 v ¢ > 0. Demostraremos que existen B € 27 y M € N, tales
que h (A, B)<ey (QT)M (B) = B.
k
Como A es compacto, existen k puntos en A, ay,as, ..., ax, tales que A C |J B (a;; §).
i=1

Como el conjunto de puntos periddicos de T es denso en [0, 1], para cada 7, 1 < i < k,
existe b; € Per (T) tal que |a; — b] < §.
Obsérvese que:

k
Ac B (biye) =N ({by, by, .., b} ) ¥ {b1, b, ..., 06} C N (Ae).

i=1

Por tanto, h (A, {b1, b, ... bn}) <e.

Ahora, sea M € N tal que para toda i, 1 < i < k se tenga que T™ (b;) = b;. Tal namero
M si existe. Por ejemplo podemos tomar M como el minimo comiin miltiplo de los periodos
de los puntos b;, 1 < i < k. Sea B = {by,bs,...,bx}. Entonces h (A, B) < g, B € 201 y

2" (B) =T™(B) = B. O

Los siguientes tres lemas contienen herramientas que nos ayudaran en la demostracion de
la transitividad de la funcién 27 : 2[01 — 2[01],

Lema 109. Sean ay, as, by, by cuatro puntos en [0,1], y sea € > 0. Entonces existen dos
puntos ¢; y co en [0,1] y existe N € N tales que:

i) h({ar, a0}, {c1,e}) <&, 4
i) h({b1, b}, {TV (c1) , TN (&) }) <&

Demostracién. Consideremos los siguientes dos conjuntos:
[0,1]N{a; —g,a1 +e)=U, [0,1]N(az —€,a2 + &) =V.

Por el corolario 11, existen nq, ny en N tales que:

™ @) = [0,1] y T (V) = [0, 1].
Sea N = méx {n;,ny}. Como TV (U) = [0, 1], existe ¢; € U tal que

TN (¢;) € (by —g,b1 +€) N[0, 1].
De manera anéloga existe ca € V, ca # ¢, tal que

TN (c3) € (by —g,ba +&) N [0,1].

Los puntos ¢; y ¢; cumplen lo prometido. L
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Lema 110. Sean {aj,az,...,an} = A y {b1,..,bn,} = B dos colecciones de puntos en
[0,1] tales que ny,ny € Nyny > ny. Sea € > 0. Entonces existe una coleccion de ny puntos
{c1,¢0,..-yCn } = C y existe N € N tales que

qu¢U<ayh(BxffWCQ<s.

Demostracion. De forma analoga a la demostracion del lema enterior, podemos encontar 1
puntos, ¢y, ..., C,, , tales que

g € (a1 —eg,a1+¢)N0,1],

s € (ag—e,ap+2)NJ0,1],

Cny € (an, —€,an, +€)N[0,1],

Y
TV (c1) € (hh—gb+€)N][0,1],
TV (e3) € (by—¢,b+€)N[0,1],
TN (Cng—-l) & (bngfl — &, bngfl + E) n [01 1] )
{TN (an) ’ "')TN (Cﬂl)} & (bnz — & bﬂz A E) N [OJ 1} :
La coleccion C' = {cy, ¢y, ..., ¢n1} cumple la condicién del lema. [

Lema 111. Sean {ay,az,...,an,} = A y {b1,...,bn, } = B dos colecciones de puntos en [0, 1]
tales que ny < my. Sea € > 0. Entonces existe una coleccion de ny puntos, {ci, ca,y ..., Cny} = C

y existe N € N tales que h (A,C) <e, y h (B, (QT)N (C')) <e.

Demostracion. Es analoga a la demostracion del lema anterior. ()
Ejercicio 62. Demuestra el lema 111.

Proposicién 112. La funcién inducida 27 2.1 5 9101l e transitiva.

Demostracién. Sean A, B dos elementos de 2% y sea £ > 0. Para convencernos que 27 es
transitiva es suficiente demostrar que existe un conjunto compacto C, no vacio, y existe una

N € N tales que h (A, C) <ey h (B, (ZT)N (C)) <E.
Como A y B son conjuntos compactos, existen dos colecciones de puntos:

{GJIJQQJ ---;anl} (- A, y {blubzz "':bﬂz} C B:

tales que A C U B (aq;; g) ¥y BT ﬁ B (bi; %)
i=1 i=1

Por los lemas anteriores, existe una coleccién de M puntos, digamos {c;, ca, ..., ¢u }, donde
M = méx {ny,na}, y existe N € N tales que

h ({al, ...,am} 5 {Cl, ...,C‘M}) <

7

Bo| M
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£
B ({by, o by} AT (1), TV (em)}) < 5
Sea C = {cy, ¢, ..., cpr }. Observemos que
h(A4,C) <eyh (B, ()" (c')) <e.
Por lo tanto la funcién 27 es transitiva en 2[%1. O

Ya comentamos que la densidad de puntos periddicos y la transitividad, en espacios per-
fectos, implican la sensibilidad a las condiciones iniciales. No es dificil de demostrar que
2[01 e perfecto (ver ejercicio 63). Por tanto la funcion 27 : 210U — 2001 e5 sensible a las
condiciones iniciales.

Ejercicio 63. Demuestra que el hiperespacio 291 es un conjunto perfecto.

Daremos a continuacion otra demostracion de la sensibilidad a las condiciones iniciales de
la funcién 27 : 200:1 —, 2[0.1]

Proposicion 113. La funcién inducida 27 : 2010 — 2001 es sensible o las condiciones
wniciales.

Demostracion. Sabemos que la funcién 7' tiene dos puntos fijos: 0 y % Gracias al ejercicio
14 podemos concluir que los siguientes dos conjuntos son densos en [0, 1]:

A=QT”(G) yB:QT” @)

Sean C € 201 y ¢ > (. Demostremos que existe F' € 2% y N € N tales que

h(C,F)<eyh ((QT)N ey, wmy" (F)) > %

Como C' es compacto, existe una coleccion finita de puntos {1, zg, ..., z,} en C tal que
n
Cc U B (= §).
i=1
Dado que los conjuntos A y B son densos en [0, 1] existen dos colecciones de puntos en
[0,1], D = {di,...,dn} y E = {e1,...,€n}, tales que:
i) DCAyECBy
i) Paratoda i, 1 <i<n,|di— x| <y les—zi| <%
Por lo tanto, existe N € N tal que

T (o) = 0} ¥ 77 (o1, ren}) = {3
Asf obtenemos lo siguiente: h (C, D) < ¢, h (C, E) < €. Ademés

(e @@ @) =n (0. {3}) =5
Entonces,

R((ED"(©), @) (D) 235 68((20)"(©), @) (®)) 2

Ll =
Q| =
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En el primer caso tomamos F' = D, en el segundo F' = L. O
Corolario 114. La funcién 27 : 200 — 20011 e5 cadtica en el hiperespacio 2%,

A continuacién haremos algunos comentarios sobre las posibles generalizaciones de los
resultados anteriores. Sean X un espacio métrico compacto y f : X — X una funcién
continua. Sea 27 : 2% — 2% la funcién inducida.

Proposicién 115. Si Per(f) es un conjunto denso en X, entonces Per(2/) es un conjunto
denso en 2%.

Demostracidn. Los argumentos dados en la proposicion 108 se pueden seguir aqui paso a
paso. Invitamos a los lectores a hacer los ajustes necesarios. O

El siguiente ejemplo muestra que si f es transitiva en X, esto no implica necesariamente
que 2/ sea transitiva en el hiperespacio 2%.

Ejemplo 116. Sea g : [0,1] — [0,1] la funcidn lineal a pedazos definida en el ejercicio 7
Las grdfica de g* se puede ver en la figura siguiente.

Como g ([0,3]) = [5,1] y 9 ([5:1]) = [0, 3], se tienc que g ([0,3]) = [0,3] ¥ ¢* ([3.1]) =

1] |
[QLJ dinamica de g* en [4,1] es, en esencia, la misma que la dindmica de T', la Tienda, en |
[0,1]. Asi, si un intervalo abierto (a, b), a < b, esta contenido en [%, 1] . entonces existe N € N
tal que (¢2)" (a,b) = [3,1]. Esta informacién nos permitira demostrar que g es transitiva
en [0, 1].
Sean U v V dos conjuntos abiertos, no vacios, en [0, 1].
Siun [%, 1} # (), entonces existen a, b en [%, 1], a < b, tal que (g,b) C U. De aqui que
existe ng € N tal que g° (U) D [3,1].
Como g2 (U) D [1,1] y ¢*™ ™ (U) D [0, %], g (U)YNV #Q 6 g?>™t(U)NV # 0. Es
decir, existe N € N tal que ¢" (U) NV # 0.
SiUnN [%,1} = {), entonces U C [0,1] y g(U) C [%,1]. Ademsés int (g (U)) # @, por
tanto existen a y b en [1,1], a < b, tales que (a,b) C g (U). Como existe ng € N tal que
(6°)™ (a,b) = [3,1], se sigue que [3,1] = g*™* (U) y g***(U) = [0, 1.
Es decir, nuevamente existe N € N tal que:

g NV =40

Por lo tanto g es transitiva en [0, 1].

Ahora lo interesante es mostrar que 29 no es transitiva en 2001,
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Observemos primero que si A es un subconjunto compacto de [0, 1] tal que A esta contenido
en [0,1], entonces h (4,[0,1]) > 5 (ya que d(1,4) > 7). De manera anéloga, si A es un
conjunto compacto tal que 4 C [3,1], entonces h (A4, [0,1]) > 1.

Sean U,V los siguientes conjuntos abiertos en 2[%1:

1
F = {A €2l p(4,{0}) < 5},
1
vV = {A e 201 h(4,[0,1]) < 5}.

Observemos que si A € U, entonces A C [0, %] y para toda n € N, n par, se tiene que
g"(A) C [D, %] Ademaés para toda n € N, n impar, g" (A) C [%, 1]. Por tanto, para toda
n € N, se tiene que h (g™ (4),[0,1]) > % Es decir, f*(A) nunca es elemento de V. De aqui
se concluye que para todo n € N,

()" (U)nV =90.

Por tanto 29 no es transitiva en 2[%1,

Observacion 117. El ejemplo anterior también nos dice que la siguiente implicacion no es
cierta en general: Si f : X — X es cadtica segin Devaney, entonces la funcidn inducida
2f . 2% — 2% es cadtica segiin Devaney.

Las siguientes proposiciones contienen resultados donde se estudia la influencia de la
dinamica de 2/ en la dindmica de f.

Proposicién 118. Si la funcidn inducida 27 es transitiva en 2%, entonces la funcidn f es
transitiva en X .
Demostracidn. Sean a,b € X,y € > 0. Como 2/ es transitiva, existen A € 2% y N € N tales
que h ({a},A) <eyh ({b} : (Zf)N (A)) % E;

Tomemos un punto = € A. Entonces d (a,z) <ey d (b, padd (:c)) < €. De aqui se sigue que
f es transitiva en X, ]

Proposicién 119. Si la funcidn inducida 27 es sensible a las condiciones iniciales en 2%,
entonces f es sensible a las condiciones iniciales en X.
Demostracion. Existe gg > 0 tal que para todo A € 2% y para todo § > 0, existen B € 2¥ y
N €N tales que h(4,B) <6y h ((2f)N (4),(2)" (B)) > e

Sean a € X y d > 0. Sean B € 2% y N € N, tales que

h({a},B)<dyh ((zf)N ({a}), @) (B)) > 2.

Entonces existe zg € B tal que d(a,z0) < dy d (fN (zo), FY (a)) > go. Esto muestra la
sensibilidad de f en X. O

La tltima propiedad que nos interesa discutir es la densidad de puntos periddicos. En
términos generales, la densidad de Per (Zf ) en 2% no implica la densidad de Per(f) en X.
Esta situacion tiene algo de sorprendente. Supongamos que el espacio X es compacto y el
conjunto Per (Qf ) es denso en 2%. Dados un punto en X, digamos xg, y un valor positivo muy
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pequeftio, &, existe un conjunto compacto A y un namero natural N tales que h ({zp},A4) < ¢
y fY(A) = A. Este conjunto compacto A es periddico, esta contenido en la bola B (zg,¢) v,
ann asi, esto no implica la existencia de un punto periddico de f en esa bola.

Antes de ofrecer al lector el ejemplo de un espacio métrico compacto X y una funcién
continua definida en él, f : X — X, donde densidad de Per (2f ) en el hiperespacio 2% no
implique la densidad de Per(f) en X, presentamos un resultado en positivo.

Resulta que si el espacio donde estamos trabajando es el intervalo [0, 1] entonces densidad
de puntos periddicos en el hiperespacio si implica densidad de puntos periédicos en la base.

Proposicién 120. Sea f : [0,1] — [0,1] una funcidn continua. Si 27 tiene densidad de
puntos periddicos en 20U entonces f tiene densidad de puntos periddicos en [0, 1].

Demostracidn. Sean 0 < a < b < 1. Sean z; = ”T“’ yE= b%“-

Como 2/ tiene densidad de puntos periddicos, existen A € 2% v N € N tales que
B({ao},A) <e y ¥ () = A.

Por tanto, A C (a,b). Sean o = min A y § = max A.

Tenemos a < a < # < b. Como fV (A) = A, entonces f¥ (a) > ay f~(8) < 8. Como
fV es una funcién continua en el intervalo [0, 1], existe ¢ € [a, §], tal que f¥ (¢) = c. Por lo

tanto Per (f) N (a,b) # 0. O

Observacion 121. $i 27 : 201 — 201 ¢s cadtica en el hiperespacio 21 entonces f -
[0,1] — [0,1] es cadtica en [0,1]. Este resultado es consecuencia de las proposiciones 118,
119 y 120,

Ahora nuestra meta es construir el ejemplo prometido. Mostraremos un espacio X, com-
pacto y conexo, junto con una funcion f @ X — X tales que el conjunto de los puntos
periodicos de la funcién inducida 27 : 2¥ — 2% sf forma un conjunto denso en 2%, pero
Per (f) no es denso en X.

Sea S' = {(z,y) € R? : 22 + y* = 1}. En notacién de nimeros complejos, S* es el conjunto
{zeC:|z| =1}

Para cada n € N definimos la funcién f, : ' — S? ast:

fﬂ (Z) = fn (eiﬁ) = ei(ﬁ—f—%’)'

Es decir, cada f, es una rotacién en S' de angulo gnﬁ Es inmediato que para cada n € N,

Per (f,) = S', y para todo z € S, el periodo de z bajo f, es n.

Sea X = [] S*. Es decir,

n=1
= {f{: (t1,ta,...) 1 t, € S', para toda n € N}.

Si d representa la metrica en S, entonces la metrica en X esta dada asf:

oQ

T d (tn: Sn)
d(t,s) = Z—Qn .
n=1

Sea f: X — X dada por:
F@&) = ftutats,.)=(fi(t), fa(t), f3(ta),...).

Entonces:
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i) La funcién f es continua en X.

1) El espacio X es compacto y conexo.

174) La funcién f no tiene puntos periodicos.

Las demostraciones correspondientes a los incisos i) e 4i) se pueden consultar en el libro
de Hocking y Young, [13].

Para convencernos que la afirmacién i) es cierta supongamos que existen 7 € X y N € N
tales que fV (%) = 7. Entonces para todo n € N, f~ (z,) = z,. Como z, es de periodo n
bajo f,, n divide a N para todo n € N, lo cual es una contradiccion.

En la siguiente proposicién demostramos que, a diferencia de f, la funcién inducida en el
hiperespacio, 2¢ : 2X — 2% si tiene muchisimos puntos periodicos, tantos que forman un
conjunto denso en 2.

Proposicion 122. El conjunto Per (Zf) es denso en 2%,

Demostracidn. Paso uno. Sean f = (t1,1a, t37__,), un punto en X, y £ un valor positivo.
El conjunto {E} es un elemento de 2%. Demostraremos que existen B € 2% y N € N tales

que (Qf)N(B):Byh({%},B) £ 8,

. , 2 diam( St
Como la serie Zl > es convergente, existe M € N tal que %{:H # 2 B
n= n=
Sea N el minimo comtn multiplo de (1,2,3,...,M). Observemos que para cada t;, 1 <

i < M se tiene que f}¥ (t;) = t; ya que la coordenada ; es un punto periédico de la rotacion
i )
Como las primeras M coordenadas de ¢y f¥ (?) coinciden, se tiene que d (¢, fV (f)) < &.
De hecho tenemos un poco mas: Para todo 7 € N se tiene que ?y faN (E) coinciden en las
primeras M coordenadas, asi:

AP (@) <5

Esto implica que la o (¢, f) estd contenida en la bola B (a@; ). Asi el conjunto w (t, V)
esta contenido en la cerradura de esa misma bola. Sea B = w (%, fV). Es inmediato que B es
un subconjunto compacto de X y que f¥(B) = B. Ademas como la distancia de Hausdorff
de {t} a B es menor o igual a £, se concluye que h ({t},B) <e.

Paso dos. Sean A € 2% y e > 0.

Como A es compacto, existen L puntos en A, ay,...,ar, tales que:

L
ACHB(&};%).

Por cada punto a@;, 1 < i < L consideramos un conjunto compacto B; y un nimero natural
N; tales que h ({ai}, B;) < % y fNi(Bz') = B;.

Sea B = UL B; y sea NV igual al minimo comin multiplo de los nimeros (Ny, ..., Np).

Entonces f¥(B) = By h(A, B) <e. O

Ejercicio 64. Demuestra que la funcion 27 : 2% — 2% descrita en el ejemplo anterior no
es transitiva.
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Observacion 123. Eziste un espacio compacto X y una funcidn continua f : X — X donde
2/ si tiene densidad de puntos periddicos y es transitiva en 2%, pero f no tiene densidad de
puntos periddicos en X (ver [12]). Este ejemplo muestra que es posible que 2¢ : 2% — 2% s¢
sea cadtica en 2% mientras que f : X — X no es cadtica en X.

10.2. La funcién inducida en el hiperespacio de los subcontinuos. Hay otro hiperes-
pacio interesante que vale la pena conocer: Sea
C(X)={A€2¥: Aesconexo}.

A los conjuntos A que son compactos, conexos y no vacios los llamaremos continuos. Si A
es un continuo y A C X, diremos que A es un subcontinuo de X. Asi C'(X) es el hiperespacio
de los subcontinuos de X. Como C'(X) es un subconjunto de 2%, la métrica en C(X) es la
que hereda de 2%, es decir la métrica de Hausdorff.

Como f: X — X es una funcién continua, entonces si A € C'(X), f(A) es compacto y
conexo. Asi f (A) también es un elemento de C (X). Por lo tanto f induce una funcion en
C (X)i

C(f):C(X)—C(X),
dada asi: si A € C'(X), entonces C (f) (A) = f(4A).

Claro, ahora nos preguntamos sobre la posible relacién entre la dindmica de f y la dinamica
de C'(f). Antes de emprender este estudio, haremos algunas observaciones sobre los hiperes-
pacios 2% y C'(X) en el caso de que X = [0, 1]. Nos motiva el deseo de convencer al lector
de que estos dos hiperespacios son muy distintos, aiin en el caso de que el espacio base sea

muy sencillo.
St A C [0,1] es un conjunto compacto conexo y no vacio, entonces A solo tiene dos

opciones:
1. A esta formado sélo por un punto, A = {zy}, o
2. Existen a y b en [0,1], a < b, tales que A = [a, b].
Asi C ([0,1]) se puede expresar como esta coleccién de intervalos:
{la,b] : 0<a<b<1}.
Sea B C R?, B = {(z,y): 0 <z <y < 1}. Definimos la funcién ¢ : C([0,1]) — B dada

por
p(A) =¢([a,b]) = (a,b).

¢ ([0,1])

Proposicién 124. La funcidn ¢ es un homeomorfismo.
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Demostracidn. i) Veamos primero que ¢ es inyectiva.

Sean A, D en C([0,1]), A = [a,b], D = [e,d]. Si A # D, entonces a # ¢ 6 d # b. En
cualquier caso p (A4) # ¢ (D).

i) Ahora, ¢ es suprayectiva.

Sea (z9,y0) € B. Tomamos A = [zo, yo]. Claramente A € C([0,1]) y ¢ (A) = (2o, ¥0)-

iii) Por altimo, ¢ es continua.

Sea A = [a,b], D = [¢,d] en C ([0, 1]), y sea € > 0.

Si h([a,b],[c,d]) < 6, entonces |a —c| < & y |b—d| < 6. De aqui que

le (A) =@ (D)l = |l(a,b) = (c,d)]
< la—c/+|b—d| <26

Tomando ¢ = § finalizamos.
De lo anterior se sigue que ¢ : C ([0,1]) — B es un homemorfismo. O

Esta funcién ¢ nos permite hacernos una idea geométrica de C([0, 1]). El conjunto C([0, 1])
y el tridngulo B son, en esencia, el mismo objeto.

El hiperespacio 2% es un poco més extrasio que C ([0, 1]) como ahora veremos.

Sea N € N. Definimos

0,1 = {z = (z1,22,...,2n) 1 2: € [0,1],1 <i < N}.
La distancia en [0, 1]" esta dada por
d{(z1,....zn), (Y1, yn)) = méx{|z; —y| : 1 <i < N}
Proposicion 125. Para cada N € N, eziste A C 20U tal que A es homeomorfo a 0, l]N.

Demostracion. Sea N € N fijo. Consideremos la siguiente particién del intervalo [0, 1],

1 1
P: = = —_— =2 e — . |
{tD O;tl 2N71:t2 (QN—]_)’ :tZN 1 1} |

Sea B = [0, 5:07] X [5557 37) X - X |2, 1] Obsérvese que B es homeomorfo al

N

conjunto [0, 1]

Sea v : B — 2% dada por:

’t/) (5?1,2132, ...,;ITN) = {.‘171, ...,JE'N} .

i) La funcién ¢ es inyectiva.

Sean Z = (x1,..,2n5) ¥ ¥ = (y1,...,yn) dos puntos en B. Si Z # 7, entonces existe no,
1 < ng < N tal que zp, # Yn,- Como para cada ¢, 1 <7 < N, i # ng,

C[26-1) 2(i-1)+1 2(-1) 26— +1] M2(no—1) 2(no—D+1] _,
YSlaN-1 TN -1 2N —1'~ 2N -1 oN—1' 2N-1 | "
entonces if; 7# Tn,- Asi T,y ¢ V(7).

Por tanto (:E) # 1P (y)

i) La funcién v es continua.

Sea T = (z1,...,zN) ¥y § = (y1, ..., yn) en B Observemos que:

h(y(Z),¢ (7)) =méx{|lz;—y|: 1<i<N}=d(z,7) .
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Es decir, 1 es una isometria. Por tanto 1 es continua en B.
De lo anterior se deduce que:

W B — 1 (B) c 20

es un homeomorfismo.
Tomando A = ¢ (B) terminamos la demostracién . O

Como para cada N € N, 2! contiene un subconjunto homeomorfo a [0, 1], entonces 2[!

no puede ser un conjunto de dimension finita. Ya que el hiperespacio C([0, 1]) es homeomorfo
a un subconjunto de R?, entonces 2[%1 y C([0,1]) son en verdad muy distintos.

La definicién del concepto de dimensién y muchas de sus propiedades se pueden consultar
en el libro Dimension Theory: An Introduction with Ezercises escrito por el profesor Sam B.
Nadler Jr. (ver [19]).

Se sabe, ademas, que el hiperespacio 2/%! es homeomorfo al Cubo de Hilbert, @ (Ver [23]).
Este espacio se define asf:

= H 0,1] = {z = (%1, 29, ...) : T, € [0,1], para cada n € N}.
n=1
La meétrica en ) estéd dada por:
TT A = |tn — Snl
d(t,s) = ; ST

Este espacio es compacto, conexo y de dimensién infinita (ver [13]).
Regresemos a la funcion tienda T : [0, 1] — [0, 1]. Veremos ahora algunas diferencias entre
las dinamicas de 27 : 2101 — 201 y C(T) - C([0,1]) — C([0, 1]).

Proposicion 126. La funcién inducida C (T') : C ([0, 1]) — C ([0,1]) no es transitiva.

Demostracidn. Sean U, V' dos subconjuntos abiertos de C' ([0, 1]) definidos asi:

U = {AeC([O,l]):h(A,[O,I]) < é}

1 1
v = {A eC(0,1]): h (A, {5}) < Z}'
Observaciones.
i)Si A€V, entonces ¢ Ay 3¢ A
i) Si A € U, entonces el intervalo [1,32] esta contenido en A.
i) UNV = 0.

) Sea A € U, entonces [1,1] C T (A) y [0,1] = T?*(A). Por tanto, para todo A € U se
tiene que C'(T) (A) € V. Y como para toda n > 2 se tiene que C'(T")" (4) = [0, 1], entonces
C(T)" (4) ¢ V.

De aqui que para todan >0, C(T)" (U)NnV = 0.

Por lo tanto C' (7") no es transitiva en C ([0, 1]). O

Otras dos observaciones interesantes sobre la dindmica de C'(T) son las siguientes:
Sea F1([0,1]) = {{z} : = € [0,1]}. Obsérvese que F1([0, 1]) C C([0, 1]).
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1) C'(T) restringida a F1([0,1]) se comporta como la funcién T

2) 81 A e C([0,1]) y la cardinalidad de A es mayor que 1, entonces A es de la forma
A = [a,b] con a < b. En este caso existe N € N tal que TV (4) = [0, 1].

Por lo tanto, para todo A € C'([0,1]) \ £ ([0, 1]), se tiene que

lim A ([0,1],C(T)™ (A)) =0.
Es decir, [0, 1] es un punto fijo atractor de la funcién C(7).

Ejercicio 65. El conjunto D = C ([0, 1))\ Fi ([0, 1]) es abierto y denso en C ([0,1]). Ademds
D es un conjunto invariante bajo C(T), C(T)(D) = D.

Ejercicio 66. La funcién C(T) : C(|0,1]) — C([0,1]) no tiene densidad de puntos periddi-
cos.

El siguiente resultado muestra que lo que obtuvimos en la proposicién 126, para la funcién
C(T), es un hecho mas general.

Proposicién 127. Para toda f : [0,1] — [0, 1], se tiene que C (f) : C ([0, 1]) — C ([0,1]) no
es transitiva.

Demostracion. Consideremos dos casos.

Primer caso. Existe zg € (0,1) tal que f (z0) = 0.

Segundo caso. Para todo z € (0,1) se tiene que f(z) # z.

Nosotros haremos la demostracién del primero y dejaremos al lector la demostracion del
segundo.

Supongamos que [ (zp) = zp y que 0 < zy < 3. Digamos que este es un subcaso del primer
caso.

Zo

Sea € = %, y sean

U = {AeC([0,1]): h(A[0,1]) <€},
V = {AeC([0,1)): h(A,{0}) <e}.
Observemos que si A € U, entonces 1y € A. Ademas para todan € N, zq € f™(A) ya que
o es punto fijo de f.
Por otro lado, si B € V, entonces zy ¢ B. De aqui se sigue que para todo A € U y para

toda n € N,
C()"(A)¢V.
Como U y V son abiertos de C ([0, 1]), no vacios, concluimos que C'(f) no es transitiva.
Si existe zo € (0,1) tal que f(zo) = 2o y 3 < o < 1, la demostracién es analoga,
utilizando ahora gy = l—g—“ﬂ
Con la ayuda que el lector nos proporcionara en el ejercicio 67 concluimos que la funcién
C (f) nunca es transitiva en C ([0, 1]). O

Ejercicio 67. Sea f : [0,1] — [0,1] una funcidn tal que para todo x € (0,1) se tiene que
f(x) # z. Demuestra que C(f) : C([0,1]) — C([0,1]) no puede ser una funcidn transitiva.
Sugerencia. Estudia primero el caso f(z) < z para toda z € (0,1).

El lector puede encontrar en [1] el ejemplo de un espacio X compacto y conexo, y una
funcién continua en X, tales que C'(f) : C'(X) — C(X) sf es transitiva.
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Dado un conjunto A denotamos con |A| su cardinalidad. Decimos que el conjunto A es no
degenerado si |A| > 1.

Ejercicio 68. Sea X un espacto métrico, compacto y no degenerado. Demuestra que C(X)
no forma un subconjunto denso en 2%,

Ejercicio 69. Sea X un continuo. Sea {A,}:-, una sucesion en C(X). Sea A € 2% tal que
lim, .o h (A, A,) =0. Entonces A € C(X).

Dado n € N fijo definimos el hiperespacio F,,(X) de la siguiente forma:
Fo(X)={Ae2X:|4| <n}.
A este hiperespacio se le conoce como el n producto simétrico de X.

Ejercicio 70. Sea X un espacio métrico compacto. Demuestra que U2 | F,,(X) es denso en
g%,
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11. UN ESPACIO SIMBOLICO HIPERCONEXO

Hiperconezos son los espacios topologicos en los que cada par de abiertos se intersectan.
Se muestra un curioso espacio de éstos que aparece como cociente del espacio de Cantor. Se
caracterizan en términos de decibilidad, sus abiertos y sus cerrados.

11.1. Preliminares. Las palabras.

2={0,1}.

2* son las palabras (o cadenas) sobre el alfabeto {0,1}. Mas formalmente 2* = |J;°,2*
donde 2% son las palabras de k letras y 2° = {A} siendo X la palabra sin letras.

2t =2*—{A}.

Las palabras de 2* se yuxtaponen, con esta operacién forman un monoide, el monoide
libre sobre 2.

Los subconjuntos de 2* son llamados lenguajes.

Si L C 2*, el conjunto de todas las palabras que se pueden formar yuxtaponiendo palabras
de L se nota L* o L segin contenga o no a A.

Ejemplo 128. Sea L el lenguaje consistente en aquellas palabras que no tienen tres (ni mds)
1’s sequidos y no empiezan por 11 ni terminan en 11. Aseguramos que:

{0,01,10,101} U {1} = L

11.1.1. Los bicddigos. Si en 2 = 0,1 consideramos la topologia discreta, entonces 2% es el
conjunto de funciones de Z en {0,1}. Sus elementos son llamados bicédigos.

2% con la topologia producto es una de tantas representaciones del famoso y muy im-
portante espacio de Cantor. Hay muchas formas de dar una base para la topologia de este
espacio. Sea f : A — 2 una funcién definida sobre A que es un subconjunto finito de Z,
difinimos [f] como el conjunto de todas las funciones que amplian a f a Z es decir:

f1={9:Z—2: gla=f}.

El conjunto de todas las [f] forma una base (de abiertos cerrados) para 2%. Los dominios
de las f también se pueden centrar, asi

{lf1: f:{-n,...,m} — 2, n,m € N}
es también una base para la topologia de 2%.

Definicion 129. Si L C 2* tal que A ¢ L los bicddigos que se pueden formar con L los

notaremos L%:
L= {f:Z — L| f es funcion}.

De la topologia de 2% hay que decir lo fundamental del espacio de Cantor: Es un espacio
metrizable, totalmente disconexo, compacto y perfecto, todo espacio con estas caracteristicas
es isomorfo al espacio de Cantor y ademas cualquier espacio métrico compacto es imagen
continua de este espacio.

11.2. Los elementos de X. Si f, g € 2%, se define:
f~ge3IkeZVn e Z, f(n)=g(k+n)).

La relacién ~ es de equivalencia sobre 2%, Las clases de equivalencia son los elementos de X.
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Los elementos de X se deben ver como sucesiones que se extienden indefinidamente tanto
a derecha como a izquierda, sin interesar donde inician. Cada p € X es un conjunto de
funciones f € 2%, cada una de ellas es representante de p.

Conviene emplear la siguiente notacién: subrayar una cadena significa que ésta se extiende
indefinidamente hacia la izquierda y una linea por encima significa que la cadena respectiva
se extiende indefinidamente hacia la derecha. Asi

001101

significa que la cadena 00 se extiende indefinidamente hacia la izquierda, la cadena 11 aparece
una unica vez y 01 se repite indefinidamente a la derecha. El “motio” o “widetilde” se utilizara
para indicar que la cadena se extiende indefinidamente tanto a derecha como a izquierda.
Estas situaciones se pueden representar con grafos ciclicos etiquetados con 0’s y 1’s. Los
siquientes tres ciclos representan el mismo punto 01

1 SN Ty
o (U

Ejemplo 130. Se tienen muchas igualdades, entre otras:
001101 =00110
)1 = 1
101 = 110 = 011

o
)

Ademas de representar elementos p € X por un elemento de [ € 2% con f € p, también
seran representados por elementos de (2+)%. Asi 01 se puede representar por la funcién
constante que a cada n € Z le hace corresponder la cadena 01. A veces se utilizara el simbolo
de productoria [].

Ejemplo 131. Ndtense las siguientes igualdades:

001101= (J[)_,0)1T0= (f[ 0) 1ﬁ10
(ﬁ 10) = ([T 0101)

ooJJoro=  0OTIZ,001"
i=0

Es facil ver que el cardinal de X es 2%.

Definicion 132. Un grafo 2-etiguetado G es una quintupla G =< V, E, s, m,e > donde V
y E son conjuntos finitos denominados vértices y aristas respectivamente; s : £ — V y
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m : E — V son las funciones salida v meta que a cada arista le hace corresponder sus
respectivos vértices de salide y de llegada, mientras e : V — 2 es la funcidn de efiqueta que
asocia a cada arista un 0 o un 1.

Para efectos practicos como los que aqui nos interesan, también se pueden ver los grafos
2-etiquetados como subconjuntos no vacios de V' x V' x 2.

Los grafos 2-etiquetados nos sirven para describir ciertos subconjuntos de puntos de X.
Cada camino define una palabra en 2*. De igual forma al considerar caminos infinitos, que
no empiezan ni terminan, le podemos asociar puntos de X.

Ejemplo 133. El siguiente grafo representa a {1_0116, ﬁ], 6}

0

11.3. La topologia de X. Dada una palabra w € 2*, digamos w = @12 . . . &, decimos
que w estd en p € X si para todo f € p existe k tal que
fB)=zi; fk+1)=p...; f(k+n—1) =z,
Se notara w < p. A cada palabra w € 2* asociamos el conjunto:
[w] = {p e X|wap}.

Estos conjuntos forman una base para la topologia de X determinada como el cociente 2%/ ~.
Es claro que [vw] C ([v]N[w]) y como todos estos subconjuntos son no vacios se concluye que
la interseccién de dos de ellos es siempre no vacia. Esto nos garantiza que X es hiperconexo.
Ademas, cualquier sub-espacio denso, también sera hiperconexo. Por ser “tan conexo” es
claro que los tinicos abiertos cerrados de X son los triviales el mismo X y (0. Por otra parte,
por ser X cociente de un compacto es compacto.

Ejemplo 134. Un abierto que no es bdsico: [10] U [01] = X — {G,T}

Ejemplo 135. Todo abierto que contiene a 0 contiene a 01, mientras que [01] es un abierto
que contiene a 01 pero que no contiene 0. Por tanto la topologic que hereda {5, 01} esla de

Sierpinski donde los dnicos abiertos son:

{6,017}, {01} 0.

Ejemplo 136. U = [101] U [1001] U [10001] U ... es un abierto que no es unidn finita de
bdsicos y que no es compacto. Bl complemento de U es el conjunto {010}, _ U {6,1;@, QT},

aquellos p € X en cuyas representaciones no se encuentran dos 1°s separados por ceros, es
decir todos los 17°s van en blogque.
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Ejemplo 137. Se tiene:

0= X- {6,1 G}
mjufoo] = x-{0i}

La forma de los abiertos sugiere que detectar si determinado elemento pertenece al abierto
sea algoritmicamente seguro siempre y cuando éste si pertenezca al abierto. Para efectos
computacionales cada elemento de X lo suponemos colocado en la cinta que se extiende a
derecha y a izquierda indefinidamente de una Maquina de Turing. La cabeza lectora de la
méaquina se encuentra inicialmente en cualquier lugar de la cinta.

Proposicién 138. Dado un abterto U en X existe un algoritmo para que dado p € X se
detenga si p € U. Tal algoritmo no se detiene sip ¢ U.

Demostracion. Sea U = [wo] U [wy] U [we] U. .. donde w; € 2*. Dado p € X representado por
f € 2% el algoritmo comprueba para cada i € N* si alguna de las palabras wg, wy, ws ... w;
es subpalabra de f(—7)f(—i+1)... f(i), si éste es el caso, se detiene y concluye que p € U,
si no, pasa al siguiente 3. ]

Buscando los cerrados de X podemos deducir que si V' es cerrado debe existir un algoritmo

que decida si p ¢ V aunque tal vez no se detenga si p € V.
Introducimos por ahora para cada lenguaje L el subconjunto de X notado [L]Z.

Definicion 139. S L C 2% notaremos:
L) ={peX|Vfe2®(fep=fel)}.

[L]? comprende todos los elementos de X cuyas representaciones se pueden formar yux-
taponiendo cadenas de L.
Nota 1. Se evitard la notacién [{ }* y se escribird solamente | ]
Si un punto p € X cumple:
i: Existe v € L tal que v <p.
ii: Si w € L* es tal que u < p, entonces existen vy, v, € LT tal que viuvy <4 p.
Entonces p € [L].
Ejemplo 140. [0, 10} = [01,0]% comprende aquellos p € X tales que en sus representaciones
los 1’s van siempre precedidos y antecedidos de un 0, o lo que es lo mismo no contienen 11.
Se tiene entonces que [0,10]% = X — [11]
Ejemplo 141. [010]% contiene tnicamente a 010. Aungue 010 <10 yuztaponiendo la cadena
010 no se puede formar 10 y por tanto 01 ¢ [010]2.
Ejemplo 142. Se tiene
[01,10]% = X — ([111] U [000]).
Nétese ademds que [01,10)% = [1001,1010,0101,0110]% # [1100,0011]%. A este conjunto
[01,10]% se le puede asociar un grafo
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0 0

Ejemplo 143. [11,0]Z es el complemento de U formado por aquellos p € X en cuyas repre-
sentaciones hay blogues impares de 1’s. U es abierto pues U = [010] U [01110] U [0111110]...
por tanto [11,0)% es cerrado.

Nétese ademds que a [11,0]% se le puede asociar el grafo

Ejemplo 144. Si L = 1%0 entonces [L]% comprende aquellos p € X representables con
cadenas de finitos 1’°s separadas por 0. No pertenece a [L]Z por ejemplo 01 1, tampoco 1.

Formalizamos a continuacién un concepto que ya ha sido esbozado previamente.

Proposicién 145. A cada grafo 2-etiquetado G se le asocia L(G) el subconjunto de X
correspondiente, conformados por las etiquetas de todos los caminos infinitos a izquierda y
derecha.

Demostracidn. Un punto p € X no esta en L(G) si existe w € 27 con wap tal que para cada,
vértice de G no hay camino que iniciando en tal vértice esté etiquetado con w. (]

Corolario 146. Dado G un grafo 2-etiquetado existe un algoritmo para que dado un punto
p € X se detenga sty sdlo si p no estd en L(G).

Corolario 147. Dado G un grafo 2-etiquetado se tiene que L(G) es cerrado en X.
Corolario 148. 8i L C 2* es finito entonces [L]* es cerrado en X.

Demostracion. Por ser L finito se puede representar [L]% como generado por un grafo 2-
etiquetado. O

Ejemplo 149. Sea L = {ww| w € 2*} entonces [L]* es denso en X pues para cualquier
w € 2% se tiene que W € [w] N [L]%. Como [L]* no es X, pues por ejemplo 010 & [L]%, se
concluye que [L]% no es cerrado en X.

11.4. Elementos distingidos de X. Las palabras de 2* son enumerables. Supongamos

una enumeracion {w;} entonces [[:>__ w; es un elemento de X que esta en todos los
ablertos no vacios.

o0
i=—00

Definicién 150. Los dngeles son elementos de X que estdn en todos los abiertos no vacios.
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Definicién 151. Los querubines son elementos p € X tales que {p} es cerrado.
Ejemplo 152. 010 no es querubin pues no hay una vecindad de 0 que no contenga a 010.
Proposicién 153. Siw € 2%, entonces w es un querubin.

Demostracion. w es la tnica palabra generada por el ciclo etiquetado con w. U

Ejemplo 154. Consideremos B = {01"0 | n € Z*}, entonces B es un sub-espacio infinito
cuya topologia es la discreta. En efecto [01"0] N B = {01"0}.

Ejemplo 155. 0 y 1 son querubines asi como 01 (ejemplo 187). Como podemos garantizar
que st w € 2* entonces w es un querubin, el subespacio de los querubines es infinito y Ti.

Ejemplo 156. Para cada k € N es posible construir un subespacio discreto de n = 2F
puntos. En efecto sean wy, ..., w, las n palabras de longitud k, entonces A = {w1,..., Wy}
es subespacio discreto pues para cada i se tiene [w;] N A = {w;}. Si embargo el subespacio

V={w|we?2}
es un subespacio denso enumerable y por tanto hiperconezo.
11.5. Preguntas.
Pregunta 71. ;Son todos los querubines de la forma w con w € 2*¢
Pregunta 72. ;Todos los cerrados son de la forma L(G) para algin grafo 2-etiquetado?
Pregunta 73. ;5: Y es un espacio topoldgico finito, es isomorfo a algin subespacio de X?

Pregunta 74. ;Hay alguna copia de R en X?
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12. BREVE INTRODUCCION A LA ENTROPIA TOPOLOGICA

Regresamos en la tltima seccion de estas notas a los sistemas dindmicos discretos. Nuestra
meta en esta parte es hacer algunos comentarios a las siguientes preguntas, que tal vez el
lector ya se ha planteado: jes la definicién de caos dada por Devaney la tnica posible? Si
/ v g son dos funciones caoticas, jtiene sentido preguntarse cudl de las dos es més caotica?
Estas y otras inquietudes similares nos llevan hacia el concepto de entropia topoldgica.

La entropia es un intento de asignarle una medida, un niimero mayor o igual a cero, a la
complejidad de una funcién definida en un espacio compacto X.

En estas notas daremos la definicién de entropia propuesta por Adler, Konheim y McAn-
drew en 1965 (ver [2]). Estos autores utilizan de manera esencial el concepto de cubierta
abierta de X.

Si bien so6lo estudiaremos la definicién de Adler et al, es bueno saber que existe una
segunda definicién que fue propuesta por Dinaburg y Bowen. En este segundo enfoque se
utiliza fuertemente la métrica de X y el concepto de conjunto generador. Es un resultado
conocido que en espacios métricos compactos ambas definiciones son equivalentes (ver [26]).

De aqui en adelante X y Y representan dos espacios métricos compactos. Las letras gr-
iegas a, (3, 7 y n representan cubiertas abiertas (ya sea de X o de Y'). Todas las funciones
consideradas son funciones continuas.

Sean o« y (@ dos cubiertas abiertas de X. Definimos

avVf={ANB:Acw,Bef}.

Obsérvese que a V [ es también una cubierta abierta de X. En esta seccién el simbolo
V es utilizado so6lo en estos términos. De la definicién se sigue de manera inmediata que
(aVB)Vy=aV(8V7y). Denotaremos a esta tltima cubierta asi: o vV 8V 7.

Decimos que § es un refinamiento de a, en simbolos a < 3, si para todo B € 3, existe
A€ atal que B C A.

Ejercicio 75. Sean «, 3, v y n cuatro cubiertas abiertas de X. Entonces
Da<aVBypb<aVp
a<aVa, yaVoa<o;
iii) si o < 3, entonces aV 3 < B, y
wlsia< B, yy<n, entoncesaVy<gVn.

Pregunta 76. Verdadero o falso. a« = aV a.

Como X es compacto, entonces la cubierta abierta « tiene al menos una subcubierta finita.
Si 3 es una subcubierta finita de a, |§| denotara la cantidad de elementos de 3. Al minimo
de estos nimeros le llamaremos N(«), es decir,

N(a) = min {|8] : § es subcubierta finita de a}.
Obsérvese que N(a) > 1.

Ejercicio 77. Sean « y (8 dos cubiertas abiertas de X. Si o < 3, entonces
i) N(a) < N(8),
i) N(aV 8) = N(8), y
i) N(aV a) = N(a).
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Ejercicio 78. Sean o y (3 dos cubiertas abiertas de X de cardinalidad finita. Demuestra que
laV B| < |af|8]

Proposicion 157. Sean a y [ dos cubiertas abiertas de X. Entonces N(aV3) < N(a)N(3).

Demostracion. Sean « y 1 subcubiertas de a y (3, respectivamente, tales que |y| = N(a) v
[n| = N(B). Entonces v V 1 es una cubierta abierta de X tal que

[y Vol < |yl Inl = N(a)N(8).
Como 7 V 7 es una subcubierta de a V 3, tenemos que N(a V ) < N(a)N(8). O
Sea f: X — Y una funcién, y sea « una cubierta abierta de Y. Definimos
FHe)={fA): Aca}.
Obsérvese que f~1(a) es una cubierta abierta de X.

Ejercicio 79. Sea f : X — Y, y sean a y B dos cubiertas abiertas de Y. Si a < 3, entonces
fHa) < F7HB).

Proposicién 158. Sean f: X — Y, y a una cubierta abierta de Y. Entonces N (f~Ha)) <
N(a). Si ademds f es suprayectiva, entonces N (f~'(a)) = N(«).

Demostracion. Sea v una subcubierta de a tal que |y| = N(a), v = {Al,AQ, e ,AN(&)}.
Entonces

Y = Uii(la)AT,
Para cada punto ¢ en X existe 1 <1 < N(a) tal que f(z) € A;. Por lo tanto,
X =ul 1 (A,
Como {f~1 (A1), [ (As),...,f " (AN()} es una subcubierta abierta de f~'(a) con
N{a) elementos, entonces N (f~(a)) < N(a).
Supongamos ahora que f: X — Y es suprayectiva. Sea n una subcubierta de f~! (a) tal
que || = N (f~(a)). Sean 4; € a, 1 < i < N (f~*(a)), tales que

n={f"(A), F (A, ., (Ang-11ap) } -

v = £(x) = U )

A
i=1 (N
Asf, N(a) € N (f~Y(a)). Por lo tanto N (f~!(a)) = N(a). O
Ejercicio 80. Sean f: X — Y, y a y (8 dos cubiertas abiertas de Y. Entonces
f=Havp) = THa) v f7(B).

Dadosn €N, f: X — X, vy A un subconjunto de X, denotamos por f~"(A) a la imagen

inversa de A bajo la funcion f", es decir,
FMA) =T (A) ={z e X f*(z) € A}

Ejercicio 81. Sea f : X — X, ysea A C X. Entonces para toda pareja de nimeros naturales
n y m se tiene lo siguiente:

i) o (fm(A)) = Fom(A), y
i) (F7) " (A) = f™(A).

Entonces
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Ejercicio 82. Sea f : X — X, y sean « y 3 dos cubiertas abiertas de X. Entonces para
toda n € N se tiene que

i fravp)=fT(a)VviTB) y
i) si o < 3, entonces f~™(a) < f7™(5).

Sean f : X — X, y a una cubierta abierta de X. Para cada n € N consideremos la
cubierta:

Vig @ =aV f T a) Vi@ Ve v Y (a).

A partir de la pareja: f: X — X, funcién continua, y «, cubierta abierta de X, obtenemos
una sucesion de cubiertas,

a, aV fTHa), aV fHa)V f(a), -, ViLg [T (@), -
Observemos que cada una de ellas refina a la anterior, es decir
a<aVfHa)<aVfH o)V o)< < Vi (o)< -
Obtenemos asi la siguiente sucesion de nimeros naturales:
N(@) <N(aVfHa) <N(aVfHe)V[fPa) < SN(VIG T (a) <o

Obsérvese que, una vez que fijamos la pareja f y «, el valor de N (V?;DI = (a)) s6lo
depende de n. La idea central es descubrir que tan simple o complicado es el sistema dindmico
generado por f a través del estudio de la rapidez de crecimiento de esta sucesién cuando n

tiende a infinito:
{N (V?;ol. - (Q’))}::r

Intuitivamente una funcién sencilla, que mueve muy poco a los puntos de X, estaria
relacionada con un crecimiento lento o polinomial (con respecto a n) de N (Vig f~ (a)).
Una funcion con dindmica mas complicada moveria tanto los puntos de X que el crecimiento
seria exponencial.

Para descubrir esta diferencia, entre crecimiento polinomial y crecimiento exponencial,

intentaremos calcular el siguiente limite:

lim llog (N (V;:Ul B (O-’))) .

n—od Tl

Observemos que este limite es cero si el crecimiento de la sucesién
n—1 p—i £
{N (\/i:D (Oﬁ)) }n,:l

es polinomial en la variable n (o estd acotado por un polinomio en n), y es positivo si éste
es exponencial.

Demostraremos primero que el Iimn_,oo%log (N (V?’:—Ol - (a))) si existe. La siguiente
proposicion contiene el primer paso en esta direccién.

Proposicidon 159. Sean f : X — X, a una cubierta abierta de X, n y m dos nimeros
naturales. Entonces

log (N (\/ET__’“gm)_lf’i (a))) <log (N (ViZ /™" (a))) +1og N (VL' f T (@)) -
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Demostracion. Sean n y m dos nimeros en N y sea « una cubierta abierta de X. Entonces
log (N (aV fHa) V-V [T " (a)))

—log (N (aV f~H (@) V-V (@) v f (@) Voo v T ),
y por el ejercicio 82,

=log (N (aV f @V V™ Q) V() V-V a))),
y por la proposicién 157,

<log (N (aV FHa) V-V F™ @) N (F™ (@) V-V F7(a))))

—log (N (@V f7Ha) V-V £ (@) +log (N (£ ((a) V-V F7+()))
y por la proposicién 158 tenemos,

<log(N(aVf Y a)V-V [ (a)) +log (N ((a) V-V (a)),
con lo cual terminamos nuestra demostracion. O

Ejercicio 83. Mantenemos la notacidn de la proposicion 159. Sea b, = log (N (ViZg f~ (a))).
La proposicion mencionada nos dice que para cada pareja de nidmeros naturales n y m se
tiene que by < b, + b, Demuestra que para todo k € N se tiene lo siguiente:

i) bp < bgy1; y

i) by < kb.

Obsérvese que del ejercicio anterior se concluye que para todo n en N se tiene que
Llog (N (Vig f7* ())) es menor o igual que log (N (@)).
Dada {a,}°”, una sucesion en R definimos el limsup (a,) y el liminf (a,) de la siguiente
forma:
i) si {a, } -, no esté acotada superiormente, entonces
lim sup (a,,) = oo,

ii) si {an},-, no estd acotada inferiormente, entonces
lim inf (a,) = —oo,

i) si {a,}, ., esta acotada, entonces

lim sup (a,) = mix {y € R:existe {n;}o; CN, lim a,, = y} ;
ni—00

liminf (a,,) = min {y € R:existe {n;};2; CN, lim a,, = y} :

Ejercicio 84. Sea {a,} -, una sucesidn acotada en R. Sea b € R tal que limsup (a,) < b.

Entonces la cardinalidad del conjunto {a, : a, > b} es finita.

Ejercicio 85. Sea {an}:’:1 una sucesidn en R y sea ag € R. Entonces lim,, ., a, = ag st ¥
solo si lfmsup (a,) = liminf (a,) = ag.
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Proposicion 160. Sea {a,},., una sucesién en R que cumple las siguientes condiciones:
i) Para todon € N, a, >0, y

it) para todo par de nimeros n, m en N, se tiene que Qpim < Qp + Q.
Entonces el limy, .o % 7 existe y su valor es inf{%” = N}.

Demostracion. Sea m € N un nimero fijo. Para cada n > m podemos escribir n = gm + r,
donde 1 < ¢y 0 < r < m. Entonces

an = Agm+tr < Qgm + Qr < qam + ar.
Observemos que para todo n > m tenemos que

p q Qp
— S —Om + —.
noon n
Como n = gm + r, entonces "~

_ q _ n—r 1 o
=qy <1 =" Deaqui se sigue que

g1

lim = = —.

n—com 1M
Asi,
; q a a

lim (—aer—r =,

n—oo \ 7, n m
va que a, solo toma una cantidad finita de valores, {a1,as,...,0mn 1}

Por lo tanto para cada m en N se tiene que

. aﬂ a’m
limsup — < —.
n

m
De aquf se sigue que

a . (a
lfm sup — Sc:lnf{—m : mEN}.
n m

Por otro lado, como para toda n € N se tiene que ¢ < 2=, entonces ¢ < liminf 2=, Por lo
tanto, lim, .. %* = c.

U
La demostracién del siguiente corolario es ahora inmediata.

Corolario 161. El limite,

1 ;
lim —log (N (ViZy [~ (a))) -
n—od 711
st existe. Ademds su valor es mayor o igual a 0 y menor o igual a log(N(a))
Definicién 162. Sean f : X — X y o una cubierta abierta de X.
La entropia de f con respecto a la cubierta o es:
1 ;
ent (f,a) = lim E1ogN(v;:01 ).
Defintmos la entropia topologica de f ast:
ent (f) = sup {ent (f,a) : a es una cubierta abierta de X} .
Ejercicio 86. Sea f: X — X la funcidn identidad en X. Entonces ent(f) = 0.

Ejercicio 87. Sean 79 € X y f : X — X la funcién dada por f(z) = x¢ para todo z en X .
Entonces ent(f) = 0.
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Ejercicio 88. Si la cardinalidad de X es finita, entonces para toda funcion f: X — X se
tiene que ent(f) = 0.

En relacién al ejercicio anterior es importante sefialar el siguiente resultado: Si la cardi-
nalidad de X es infinita numerable, entonces para toda funcién f : X — X se tiene que

ent(f) = 0.
Asi, desde el punto de vista de la entropia, sélo podemos encontrar funciones con compor-
tamiento cadtico si éstas estan definidas en un espacio de cardinalidad infinita no numerable.

Proposicién 163. Sean f: X — X, y k € N. Entonces ent (f*) =k - ent(f).

Demostracion. Sean f y k segun las hipétesis, sea o una cubierta abierta de X, y sea g la
cubierta abierta de X dada por 8 =aV f~1(a) V.-V f*+1(a). Entonces

ent (f*¥) > ent(f*5)

= lim_o 2log (N (BV () (B) V-V (7)™ ()

= limy 0 1 log (N (6V f7*(4) \/f () -y fobtR(gYY)

= nmw;,logﬁ Eoz\/f H(a) VT o)V f (@) VeV T a))
limp, o0 k- log (N (aV 7 ( ) f“"k“(a)))
= k-ent(f, )

La tltima igualdad se sigue del hecho de que {::log (N (aV:- Vv f™(a)))} es una
subsucesion de {2 log (N (aV -V [~ (a)))}.

Tenemos entonces que ent ( f’“) > k- ent(f,a) para cada cubierta o de X. Por lo tanto
ent (f*) > k- ent(f).

Por otro lado, como

aV (f’“)“1 (@) V.-V (f‘“)_””+1 (@) <aV f(a)Vv---v f¥+(q),

Il

entonces
i (o) 1o (3 (o ) @03 v (1) )
< lim (»,»le) log (N (aV fl(a) V.V f™H(a))).
Y asi,

lim (nk>log( (av(f"‘) (a)\/---\/(fk)_TLJrl(a)))Sent(f?a').

n—0C

Por lo tanto, para cada cubierta o se tiene que

% -ent (fk? Cu) < ent(f, Qf) < G’I’Lt(f)-

De aqui se sigue que ent (f*) < k-ent(f). Y con ello concluimos que ent (f*) = k-ent(f). O

Ejercicio 89. Sea f : [0,1] — [0,1] la funcidén dada por f(x) = 1 — z. Demuestra que
ent(f) = 0.
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Ejemplo 164. Sean S' = {z € C: |2| =1}, y k € N. La rotacidn en §' de dngulo 2= estd
dada por la siguiente funcion:
;2T
f(z) =ze"%.
Como f¥(z) = z para toda z en S', entonces ent(f) = 0.

La demostracion que presentamos del siguiente lema sigue, casi al pie de la letra, la de-
mostracion de un resultado similar que aparece en el capitulo VIII de [7].

Lema 165. Sea f : X — X y sea k € N. Si ewisten k subconjuntos cerrados de X, no
vactos, ajenos dos a dos, Ay, Aa,. .., A, tales que

(A1UAU---UAg) C(f(A)N---Nf(A),
entonces ent(f) > log k.

Demostracion. Sean Oy, O, ..., Oy, k subconjuntos abiertos de X, ajenos por parejas, tales

queAiCOi, IS?JS]C SeaO:X\(AlLJAgUUAk)
Entonces la coleccién a = {Oq, Oy, ... O, O} es una cubierta abierta de X.
Sea n € N. El conjunto

F:{(a:l:m?:"':mn):I’ie{l:z:"':k}}

tiene cardinalidad k.
Por cada elemento en I', digamos

(z1,Z9,...,Tn) =T,
consideramos el conjunto
E;={p€X :p€ Ay, f(p) € Avy,--., " (p) € As,}.

Este conjunto es no vacio. Cada punto de Ej; estd contenido en un unico elemento de la
cubierta a vV f~'(a) Vv --- Vv f~™=U(a), a saber

Op N f7H(Oz) NN fH(O,,) -
De aqui se sigue que
N(aVfHa)v-- v a)) > k™
Asi ent(f, @) > logk y, por lo tanto, ent(f) > log k. O
Ejercicio 90. La entropia de o : X3 — X3 es mayor o igual a log(2).

Ejercicio 91. La entropia de la tienda T : [0, 1] — [0, 1] es positiva. Sugerencia. Demuestra
que ent (T?) > 0.

Proposicion 166. La entropia de o : Q — @) es infinita.

Demostracidn. Sea k € N. Consideremos los siguientes k subconjuntos de Q, Ay, Aa, ..., Ag,
definidos de esta manera: Para cada 1 < i < k, sea

Ai: {? (to,tl,tg,...)EQit():%}.

No es dificil ver que las siguientes condiciones son ciertas:
i) Cada A; es un subconjunto cerrado de Q.
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ii) Si i # j, entonces A4; N A; = 0.

iii) Para cada 1, se tiene que o (4;) = Q.

Entonces, por el lema 165, ent (o) > log (k). Como esto sucede para cada k € N que
tomemos, la entropia de ¢ es infinita. O

La demostracion de la siguiente importante proposicion se puede consultar en el libro de
Peter Walters [26].

Proposiciéon 167. Sean f: X — X yg: Y — Y dos funciones continuas definidas en
espacios compactos. Sea h : X — Y una funcion continua y suprayectiva. St el siguiente
diagrama conmuta

x 4. x
h| Lh>
Y § ¥

entonces ent (f) > ent (g).
A partir de la proposicién 167 la demostracion del siguiente corolario es inmediata.

Corolario 168. Si en las hipdlesis de la proposicion 167 se tiene ademds que h: X — Y
es un homeomorfismo, entonces ent (f) = ent (g).

Ejercicio 92. La entropio de la funcién logistica f : [0,1] — [0,1], f(z) = 4z(1 — z) es
positiva.

Proposicion 169. Si f : [0,1] — [0, 1] tiene un punto periddico de periodo 3, entonces la
entropia de f es positiva.

Demostracion. Sea xg € [0, 1] tal que zo es un punto periddico de f : [0, 1] — [0, 1] de periodo
3. Sea a el elemento méas pequeiio de la érbita de zg. El punto a es también de periodo 3 y
su Orbita se comporta de una de las siguientes dos formas:

Primera: a < f(a) < f*(a).

Segunda: a < f?(a) < f(a).

Consideraremos sdlo el primer caso ya que la demostracion para el segundo es andloga.

Sean b = f(a) y ¢ = f*(a). Entonces 0 < a < b < ¢ < 1. Como f([b,c]) D [a,c], existe
[b1,c1] € [b, ] tal que f([b1,c1]) = [a,b]. Como f([b,c]) D [by,c1], existe [by,ca] C [b, ] tal
aue f ([ba, c2]) = [br, )

Obsérvese que como a no estd en [by, ¢;], entonces ¢ no esta en [bg, cs).

Como f([b,c]) D [ba,ca] ¥y f([a,b]) D [ba, o], existen [bs,cs] C [byc] y [u,v] C [a,b] tales
que £ ([bs,cs)) = [bay 2] ¥ £ ([, 0]) = [ba, o]

Como c no estd en [by, ¢y, entonces b no es elemento de [u, v] ni de [bs, c5]. Asi los intervalos
cerrados K = [u,v] y J = [bs, c3] son ajenos. Ademés estos conjuntos cumplen lo siguiente:

fg (K) - [a,b}, y fs(‘j) = [a‘vb]'
Por el lema 165, obtenemos que la entropia de f* es mayor o igual a log(2). Por lo tanto la
entropia de la funcién f es positiva. ]

Ejercicio 93. Si f : [0,1] — [0,1] tiene un punto periddico de periodo m tal que m no
es potencia de 2, entonces la entropia de [ es positiva. Sugerencia. Utiliza el teorema de
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Sharkouskii para demostrar que existe k € N tal que f* tiene un punto periddico de periodo
3.

Proposiciéon 170. Si la funcién f : [0,1] — [0,1] es transitiva en [0, 1], entonces la entropia
de [ es positiva.

Demostracion. Sea f : [0,1] — [0,1] una funcién transitiva en [0,1]. Por el ejercicio 19
sabemos que existe un punto wg en el intervalo abierto (0, 1) tal que f (wg) = wp. En nuestra
demostracion consideraremos varios casos.

Caso 1. Existe wy € (0,1), wy # wo, tal que f(wi) = wo.

Subcaso 1a. 0 < wy < wy.

Como f es transitiva, existen =, wy < z < wp, y m € N tales que f™(z) < wy. Sea § > 0
tal que para todo t € (z — §,z + &) se tiene que f™(t) < wy. Obsérvese que f™(z —d) < wy
y [z +9) < w.

Sean By = [wi,z — 8]y Ba = [z + 6, wp]. Como f (w1) = wo, se sigue que BiUB, C f™(By)
v BiUBy C f™(Bsy). Y por el lema 165, la entropia de f™ es positiva (ya que By N By = 0).
Asi ent(f) > 0.

Subcaso 1b. wy < wy < 1.

Como f es transitiva, existen z, wp < = < wy, y m € N tales que f™(z) > w;. Sea
d > 0 tal que para todo t € (z — &,z + ) se tiene que f™(t) > wy. Asi, f™(x —6) > w, y
f™(z +6) > wy. Sean By = [wy,r — 6] y Bo = [z + 6, w;]. Anélogo al subcaso a. se tiene
que B; N By = 0.

Como f (wy) = wo = f (wo), se sigue que By U B, es subconjunto de f™ (By) y de f™(Bs).
Nuevamente por el lema 165, la entropia de f™ y la de f son positivas.

Caso 2. No existe w € (0,1), w # wy, tal que f(w) = wy.

Sean Iy = [0,wo| y 1 = [wp, 1]. Observemos que para cualquier par de puntos, s y %, en
Iy no puede suceder que f(s) < wo < f(¢) ya que, por el teorema del valor intermedio, esto
nos llevaria a concluir la existencia de un punto w, en el intervalo (0,1), tal que f(w) = wy,
con w # wy, lo que contradice la hipétesis. Por lo tanto f (Iy) C Iy o f (Iy) C I;. Situacién
analoga se vive en el intervalo I;. Como f es transitiva en [0, 1] concluimos que

fJo) C L, y f(L) C 1.

Entonces f?(ly) C Iy y f* (1) C I;. Observe el lector que para todo nimero par n se
tiene que f (Iy) C Iy, y para todo nimero impar n se tiene que f™ (ly) C I;.

Sean 0 < a < b < wyy0 < c < d< wy. Como f es transitiva, existe n tal que
f™(a,b) N (c,d) # 0. Como (c¢,d) N I; =, entonces n es par, digamos n = 2m. Por lo tanto
(9™ (a,b) N (c,d) # 0. Esto implica que la funcién f? es transitiva en Iy. Y utilizando
nuevamente el ejercicio 19 concluimos que existe un punto w; en el intervalo abierto (0, wq)
tal que f2 (w;) = ws.

Observemos que tanto wy como w; son ambos puntos fijos de f2. Si f2 ([wy, we]) C [wi, w,
entonces f? no seria transitiva en Iy. Por lo tanto existe ws, wy < wa < wy tal que 2 (we) =
wy. Y asi arribamos a una situacion anéloga al Subcaso 1b.

Entonces existen un nimero natural N y dos intervalos cerrados en [wy,ws], digamos J y
K, talesque JNK =0, JUK C f2¥(J)y JUK C f*¥(K). De donde se concluye que la
entropia de f es positiva. O
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De la proposicién 170 se sigue lo siguiente: Si la funcion f : [0, 1] — [0, 1] es cadtica, segin
la definicion dada por Devaney, en [0, 1], entonces la entropia de f es positiva. El siguiente
teorema, cuya demostracion se puede consultar en el libro Dynamics in One Dimension, [7],
muestra la relacién que existe para funciones definidas en el intervalo [0, 1] entre entropia
positiva y la presencia de una dindmica caética seglin Devaney.

Sea f: X — X ysea B C X.Si f(B) C B, decimos que B es invariante bajo f.

Teorema 171. Sea f : [0,1] — [0,1]. La entropia de f es positiva si y sdlo si existe un
conjunto cerrado B, contenido en [0,1], invariante bajo f, tal que f restringida a B es
cadtica en B.

Varios de los libros dedicados a los sistemas dindmicos discretos contienen una presentacion
de la entropia topologica. A los lectores interesados en continuar el estudio de este tema les
recomendamos ampliamente los siguientes: Dynamics in One Dimension, escrito por L. S.
Block y W. A. Coppel (ver [7]), Combinatorial Dynamics and Entropy in Dimension One,
escrito por L. Alseda, J. Llibre y M. Misiurewicz (ver [3|), y An Introduction to Ergodic
Theory, escrito por P. Walters (ver [26]). Recomendamos también el trabajo de tesis de
licenciatura que presenté la estudiante Belén Espinosa Lucio en la Facultad de Ciencias de
la UNAM, México. El titulo de esta tesis es Introduccidn a la entropia topoldgica, ver ([11]).
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