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MATEMATICAS BASICAS

Manuel Lopez Mateos

CAPITULO 1. LA NUMERACION

1«1 Connespondencias

Mucho antes de que la humanidad construyera el -
concepto de nfimero se utilizaba sin emharso, una mane
ra primaria de "contar" que consistia realmente en --
comparar. Cuando los pastores de la antigtiedad saca-
ban sus rebafios del redil solian depositar una piedre
cilla en una bolsa por cada oveja que iba saliendo; -
al caer la tarde, al regresar, sacaban una piedra por
cada oveja que entraba. De esta manera sabian si ha--
bian regresado o no con el rebafio completo. Si al en
trar el rebafio quedaba alguna piedra, ello era sefial
de que faltaba una oveja. Si al entrar el rebafio se
terminaban las piedras y seguian llegando ovejas, sig
nificaba que traian ovejas de mas (ya iria a reclamarla
el pastor que tuviera menos ovejas que piedras en su
bolsa correspondiente). Esta manera de 'contar'" con-
sistia en establecer una correspondencia, llamada - -

biunfvoca, entre las ovejas del rebafio y un conjunto
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ca que hay mads circulos en el conjunto B que rectan-
gulos en el conjunto A. También podemos decir que el
conjunto B tiene mds efementos que el conjunto A. Si
entre dos conjuntos podemos establecer una correspon-
dencia biunivoca, (Fig. 1.2) estaremos en presencia -
de una propiedad comin a los dos conjuntos; hoy dia -
lo decimos muy facil: los dos conjuntos tienen el mis
mo nimero de elementos. Sin embargo fue todo un pro-
ceso lograr expresar la@ existencia de dicha correspon
dencia como una relacién entre los elementos y el conjun-

to, a saberef ndmero de elementos en el conjunto.

Fig, 1.2 Los conjuntos C y D tiene el mismo ni-

mero de elementos.

También es parte de ese proceso la identificacién de

dicho '"nimero de elementos' mediante un simbolo.



de piedras (las depositadas en la bolsa): a cada ove-
ja le correspondia una piedra, y cada piedra represen
taba (mas que representar, era la correspondiente) a

una oveja. Con este método de comparacidn podemos es
tablecer facilmente cuindo un conjunto tiene mds ele-
mentos que otre. La figura 1.1 ilustra dos conjuntos,
uno que llamaremos A y otro que llamaremos B. Los --
elementos de A son esos pequefios rectdngulos B3 y los

elementos de B los circulos con una cruz ®

Fig. 1.1 Un conjunto tiene mds elementos que el

otro,

Comparemos estos dos conjuntos, vemos que a cada rec-
tingulo le podemos asociar un circulo como su pareja,
y vemos también que sobran circulos; hay circulos --

que no son pareja de rectidngulo alguno. Esto signifi



Fig. 1.3 El conjunto E tiene 7 elementos.

j B N@menoA naturales y n@menoa entenos.

Asi como en la Fig. 1.3 mostramos un conjunto -
de 7 elementos, podemos hablar de otros coniuntos. --
digamos gue el conjunto de extremidades inferiores de
un ser humano tiene 2 elementos, o que el conjunto de
semanas en un afio tiene 52 elementos, pero el proceso
que nos lleva de considerar conjuntos con mdé 0o con -
menos elementos hasta considerar conjuntos con un de-
terminado ndmerc de elfementos, no se detiene ahi, mas
adelante, con un grado mayor de abstraccidn, se consi
deraria solamente el nimehosin relacionarlo con cierta

cantidad de elementos, o s se quiere, el nfimero 7 co-




..5_
mo representante de todos los conjuntos con 7 elemen
tos, construyendo asi el conjunto de los ndmercs natu

rales que simbolizamos por la letra w:

Si cada nGmero natural n representa los conjuntos
de n elementos, el nGmero 0 representa a los conjuntos
que no tienen elementos que, aunque pueda parecer para
déjico, existen, un ejemplo de dicho conjunto lo cons-
tituye el conjunto de sillas que saben cantar "El1 Mani
cero" (en el apéndice A.1 daremos una discusidn mds de

llada sobre estos conjuntos que se llaman vacios).

Utilizando este conjunto de nGmeros naturales po-
demos explicarnos el significado de las operaciones -

elementales.

Al preguntarnos cudl es el resultado de sumar dos
nGmeros naturales, digamos el 3 y el 7, en realidad -
nos hacemos la pregunta siguiente: Si tenemos un con-
junto de 3 elementos y afiadimos a &l otros 7 elementos
nuevos y distintos, /jcudntos elementos tiene el nuevo

conjunto?



Fig. 1.4. 3+ 7

10

1}

Claramente la respuesta consiste en contar los -
elementos del nuevo conjunto y ver que son 10. jSumar
significa afiadir: De la misma manera vemos que restar
significa disminuir, quitar elementos a un conjunto -
si tengo 5 naranjas sobre la mesa y retiro 2, (cudn--
tas quedan? Todos sabemos que la respuesta es 3. --
Sin embargo no siempre es posible efectuar restas con
nimeros naturales, si en el caso de las naranjas so--
bre la mesa, en lugar de quitar 2, intentaramos qui--
tar 9, no podriamos, js6lo hay 5! En la escuela nos
decian que 5-9 'mo se puede', lo cual es verdad si --
hablamos de los nimeros naturales. Precisamente para que tenga
sentido ese tipo de substraccidn, extendemos los nimeros al con-

junto de ndmeros enterncs, simbolizados  por la letra Z

’

z = {0,1,-1,2,-2,3,-3,4,-4, ...}
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Este conjunto de nlimeros enteros consta de los nlme--
ros naturales ya conocidos, afiadiéndoles los nimeros

negativos. Estos nlmeros pueden representar "ausSen-
cia «deelementos'|, como en el caso de las naranjas: teneg
mos 5 y pretendemos quitar 9, podembs retirar las 5 -
disponibles pero para poder quitar 9 harian falta 4 -
mias. Esto 1o expresamos diciendo que 5 menos 9 son -

"menos 4" y lo escribimos

1.3 La necta numérica

Una representaci6én fundamental de estos nimeros,
que ademds nos permitird comprender las operaciones
es la nesta numérnica. Tracemos una recta, puede ser
cualquiera, para comodidad la elegimos horizontal; -
elijamos ademds una oidentfacddn, misma que nos indica-
rd cual es la direceddn positiva; es costumbre consi-
derar la direccidn positiva la que va de izquierda a
derecha en la recta horizontal trazada, marcamos es-
ta direccidn con una flecha en el extremo derecho. -
Sobre esta necta ordlentada sefialamos unipunto.arbitr%
rio que llamaremos el cero o el gndigen, y del cero =-
hacia la direccidn positiva seflalamos otro punto cual
quiera y lo llamamos el unco, al segmento comprendido

entre el cero y el uno lo llamamos segmento unidad.



a) trazamos una recta b) la orientamos

|
: —> ' + > ‘
0 0 1

€) sefalamos el origen d) y el segmento unidad

Fig. 1.5 La recta numérica.

Sera facil ahora representar sobre la recta cualquier
nimero entero, ya sea positivo (los nlimeros naturales
también se llaman ndmencs enteros positives), o nega-
tivo. Si queremos localizar el lugar correspondiente
al ntmero 6, basta transportar mediante un compas la
Longitud del segmento unidad seis veces, una a conti-
nuacidén de otra, partiendo del cero y hacia La direc-

cién positiva de la recta, también llamada eje,



Fig. 1.6 Localizando el lugar del 6.

Para localizar el sitio que corresponde al -4 trans--
portamos cuatro veces la longitud del segmento unidad,
una a continuacidn de otra, partdiende def cexo, pero
ahora hacia La dirneccidn negativa del eje, es decir -
hacia la direccidn contraria de aquélla que elegimos

como positiva.

-4 0 1

Fig. 1.7 Localizando al lugar del -4.



_‘IO_
Es claro que mediante este procedimiente podemos loca
lizar en la recta cualquier nlmero positivo a negati-
vo, basta tener orientada la recta, seflalado el ori--
gen y la longitud de la unidad. La fig.1:8 ilustra ai

cha representacion.
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Fig. 1.8 Los nUmeros enteros en la recta numéri

ca.

Notemos que ahora tenemos a nuestra disposicidn,
para efectuar operaciones, a todos los nimeros ente--
ros; es decir, podemos preguntarnos cuidl es la suma -
de -5 mds 11, o la diferencia del 3 menos el -6. Es-
to es, podemos preguntarnos el resultado de las si--
guientes operaciones: (-5) + 11, 3 - (-6), 7 + 2,

10 = 4, (~6) - (-2), (~4) + (-7), 2+-8, (~3)~4,
4 + (-4).



1.4 Suma de enternos.

Procederemos a describir cdémo se efecthian dichas
operaciones, comencemos por la Auma, Hagamos la suma
3+ 7, Para ello debemos efectuar un desplazamiento -
desde el cero hasta el primer sumando, en este caso -
el 3, y de ahi nos desplazaremos el nimero de unida--
des indicado por el segundo sumando. Los desplaza- -
mientos serdn hacia la derecha si el sumando es posi-
tivo, o serdn hacia la izquierda, en caso de que el -

sumando sea negativo; en el caso que nos ocupa tene--

mos
un mouvimiento de 7 hacia ggydéieaha
&
un movimiento de 3 hacia La derecha
- T S S . SR TS| PG| | N 8
hal 2 10 ] . 3 %15 % ¥ A9 1T
es decir
3+ 7 =10

Efectuemos la suma (-5) + 11 con ayuda de la recta nu-

mérica,
un movimiento de 11 hacia La derecha

un movimiento de 5 hacia La Lzquichda

v
~

—
-

] i 'l 1 i 1
e T ¥ v T v ¥

i 1l Il i 4
T T L

% F W sy R e s 6

con lo cual obtenemos
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(-5) + 11 = 6.

Consideremos ahora la suma (-4) + (-7), hagdmosla con

la ayuda de la recta numérica,

_ un movimiento de 7 hacia La Lzqulenrda
-

un movimiento de 4 hacia La izquierda
et

L L I A rram—— n ik
T T T U L L

6 1234567 ..,

i 1 ] L . L i I T L L
T T T T T T T y

=38 =11 % -7 ., S =g
es decir

-4) + (-7) = 11,

Realicemos la suma 3+ (-5), con ayuda de la recta nu-

mérica
un mouiméeqéo de 5 hacia La Lzquierda
un movimiento de 3 hacia La derecha
T T 1 T _'6 l-h Li :2 Ll b ]! 21 3[ ill 5| 6! .l.-l L} L 1 L
es decir
3+ (-5) = -2.

Entonces, para sumar dos nGmeros enteros con ayuda de
la recta numérica, partimes  del cero, de ahi efectua
mos un desplazamiento segiin la unidades del primer su
mando, el movimiento serd a la derecha si el sumando
es positivo, o a la izquierda si es negativo. Desde

este punto se efectfia un segundo desplazamiento, cuya
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longitud y direccidén estd determinado por las unida--
des y el s4gno del segundo sumando (a la derecha si -

es positivo, o a la izquierda si es negativo).
1.5 Sustraccidn de nimerncs enteros.

Para las sustracciones utilizaremos esa idea de
"ausencia'" mencionada en el pardgrafo 1.2, asi efec-
tuar la resta 7 -5 serd equivalente a responder la --
pregunta; ;jcudnto le falta a 5 para llegar a 77, o di
cho de otra manera, iqué nlimero hay que sumar a 5 pa-
ra obtener 7? Si a ese nlimero que buscamos lo repre-
sentamos por "x'", podemos expresar la Gltima pregunta

simbolicamente como

5+ x = 7;

Asi efectuar la resta 7 -5 significa resolvern La ecuacidn ante-
rior: encontrar el valor de x que sumado a 5 nos de 7. En este

caso sabemos que la respuesta es x=2, ya que 5+2=7. Tam- -
bién podemos ayudarnos con la recta numérica para hallar la so-
lucién. Localicemos en la recta numérica el nimero del cual par
timos, en este caso el 5, y el nlmero al cual queremos llegar,

en este caso el 7. Ahora efectuemos un movimiento desde el pun-

to inicial 5 hacia el punto final 7.

Z

N |
F ?

A
punto ounto
indelak flnal
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Se trata de un desplazamiento de 2 unidades ha--

cia la derecha y por lo tanto es positivo. Entonces
7 -5=2 porque 5 + 2 =7,

Efectuemos la resta 2 -8, es decir respondamos a la -
pregunta (cudnto le falta a 8 para ser igual a 2? o -
simbb6licamente, ipara quélvalor de x tenemos que - -

8+x= 2? Mnﬁémmo5 con la recta numérica, localicemos

8 y de ahi efectuemos un desplazamiento hasta el 2

e -6
s I 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
punto punto
ginal Anicial

Se trata de un desplazamiento hacia la {zgqudierda, por
lo tanto es negative. La longitud del desplazamiento
es de 6 unidades, entonces el nGmero X buscado es -6;

es decir:

2 -8 = -6 porque 8 + (-6) = 2,

Hagamos ahora la resta (-6) - (-2), es decir, queremos

saber cuando le falta a -2 para ser igual a -6, dicho
de otra forma, queremos saber para que valor de x te-
nemos que (-2) +x=-6. Localicemos -2 en la recta nu

mérica y desde ahi efectuemos un desplazamiento hasta



o
S

! 1 L L 1 1 [l
L L L L T >

= -6 =5 -4 =3 -E =1 0 1

?
punto punto
final indoial

Se trata de un desplazamiento hacia la {zquierda y -
por lo tanto es negativo. La longitud del desplaza--
miento es de 4 unidades. Entonces el valor de X bus-

cado es -4, es decir
(-6) - (-2) = -4 porque (-2)+ (-4)=-6.

Ahora queremos saber cuanto es 4 - (-3), es decir - = -
icuanto le falta a -3 para ser igual a 4? o simbdélica
mente, ipara qué valor de x tenemos (-3) +x=47

Localicemos en la recta numérica -3 y desde ahi efec-

tuemos un desplazamiento hasta 4:

7 ol
r o
+ i } i | ! i | ot ' +—>
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
} A
punto punto
Anieial final

Se trata de un desplazamiento hacia la derecha y por
lo tanto es positivo, La longitud del desplazamiento
es de 7 unidades. Por lo tanto el valor de x buscado

es 7, es decir

4 - (-3)=7 porque (-3)+7=4
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EJERCICIOS

Hacer las siguientes sumas: 9+(-2), (-7)+(-5),
2+8, 13+(-5), 5+(-1)+3+(-5), 4+(-1)+(-3), (-3)+10+

(-8).

Hacer las restas siguientes: (-1)-14, 9-(-3), 0-7,

C-7={-2)s (-90-0; C-7)~L-3).

Comparar los resultados de los siguientes pares de

operaciones:

(a) 5-(-2); 5+2 (b) 3-(-6); 3-6
(c) -7+1; 7-1 (d) ‘1]-(—8); 11+8
(e) -6+8; -6-(-8) (£) 4+7; -4-7

(g) -6+11; 6-11 (h) 13-7; -13+7
(i) -8-7; 8+7 (j) ~9+4; -9-4
(k) 6-5; 6+(-5) (1) -8-2; -8+(-2)
(m) 13-(-2); 13+2 (n) -6-(-3); -6+3
() 145 -1+(-4)] (p) 5-65 5+(-6_
(@) 5-5; 5+(-5) (®) - 7%(-7)3 T=1s

Redactar en forma de 'leyes' las observaciones --

realizadas en el ejercicio anterior.



1.6 Signos.

Cada ntmero entero tiene su siméirnlice; el resul-
tado de sumar un nlmero con su simétrico es cenc. --
Asi, el simétrico de 4 es -4 y el simétrico de 13 es
-13, porque 4+(-4) = 0 y 13+(-13) = 0. A su vez, el
simétrico de -13 es -(-13) y el simétrico de -4 es -(-4), ello
significa que (-13)+(-(-13))=0 y que (-4)+(-(-4))=0. De aqui,

y del parrafo anterior obtenemos el siguiente resultado:

(-4) +4=0
(-4) + (-(-4)) = 0,

Podemos entonces concluir que

4 = -(-4),

lo cual significa que tanto el 4 como el -(-4) son si

métricos del -4, o, dicho de otra manera:

el simétrico del simétrico de un

niimero, es el ndmero mismo.

También observamos que

(-13) +13=0

(-13) + (-(=13)) =0

De donde deducimos que 13 s -(-13).

En realidad esto sucede para todos los nimeros ente--

ros.
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En los ejercicios anteriores pudimos observar que es
posible expresar una resta, digamos 5-9, como una su-
ma, empleando el simétrico, en este caso: 5-9=5+(-9).
Esto es posible en todos los casos, si utilizamos las
letras a y b para representar dos nimeros enteros - -

cualesquiera, es cierto que
a - b =a+ (-b) (1)

lo cual se puede leer: a menos b es igual a sumar a«

mis el simétrico de b. También podemos expresar sim-
bélicamente la conclusi6én sobre el simétrico del simé
trico: diremos que para cualquier nimero entero a, se

tiene que
a = -[(-a) (2)

De las observaciones en los ejercicios anteriores tam
bién podemos deducir que el simétrico de una suma es

la suma de los simétricos, es decir

- la+b) = (-a) + (-b] (3)

que, utilizando la férmula (1), podemos expresar COmMO:
- (a+h) = =a - b (1)

Asi podemos escribir -3-5 = -(3+5) = -8,
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EJERCICIO
1. Efectuar las operaciones siguientes:
(a) -(7+1)-6 | (b} . 13=15

(c) (-8+10)-5 (d) (11-4)-(3-(-6))

(e) ((-5)+6)-2.

1.7 Multiplicacidn de nimerncs entenos.

El producto de dos factores en realidad expresa
una suma repetida., La interpretacidén de dicha suma -
depende del signo de los factores. Cuando el primer
factor es positive indica el nimero de veces que hay
que sumar el segundo factor, ya sea que éste sea posi

tivo o negativo. Asi, por ejemplo:

3x4=4+4+14,

3 veces

5x (-2) = (-2 (-2)*+(-2)*+ (-2)+(-2) ,

5 veces,

Ilustremos con la recta numérica:



.
%
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Fig. 1.9 3x4=12.
=3 =2 =2 =2 si2
re b e < < - |
— et ————+— |
=WE e -10 ,,.-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2
Fig. 1.10 5x (-2) = ~10.

Cuando el primer factor es negatfive nos fijamos en el
nimero de unidades, independientemente del signo, - -
ellas nos indican el ntmero de veces que hay que sumar
el simétnico del segundo factor. por ejemplo el pro-
ducto (-6) x 7 significa que hay que sumar 6 veces el

simétrico de 7, es decir
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(-6) x 7= (-7)+(-D*+ -7+ (=1)+(-T)+(-7).

6 veces

Del caso anterior podemos deducir que esta Gltima suma

no es mds que el producto 6x (-7), es decir
(-6)x7=6x(-7).

El resultado de este tiltima operacidn, ya lo sabemos,

es -42.
Veamos algunos ejemplos:
1. Efectuar la multiplicacibn 3x 8,

3x 8=28+8+8= 24,

3 veces

2. (Cudnto es 5x (-12)7

5x (-12) = (-12)+(-12)+(-12)+(-12)+(-12) = -60,

5 veces
3. Encontrar el resultado de (-2)x 7.

(-2)x 7= (~7)+(-7) = -14.

2 veces.
Notese que (-2)x7=2x (=7).

4, Efectuar la multiplicacién (-6) x (-4).
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(-6) x (-4) = d+4+4+4+4+4 = 24,

6 veces

Nétense dos cosas. Primera: el simétrico de -4 es 4

Segunda: (-6) x (-4)=6x4,

Observando estos ejemplos y realizando otros podemos
deducir dos reglas que son vilidas para cualquier prg

ducto de enteros:

1. Si los dos factores tienen el
mismo signo, el resultado es

positivo.

2. Si los factores tienen signo
distinto, el resultado es

negativo.

El ejemplo siguiente nos ilustra otra regla que comun
mente se enuncia como: el ciden de Los factores no al

tena el producto.

EJEMPLO:

Efectuar la multiplicacién 7x (-3).

7x (-3) = (-3)+(-3)+(-3)+(=3)+(-3)+(-3)+(-3) = -21.

7 veces.

Invertimos ahora el orden de los factores:
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(+3) % T = (~2)#(=7)}+(~7] = <21,

3 veces,

El producto o resultado es el mismo independientemen-

te del orden en que consideremos los factores.

EJERCICIOS
1. Efectuar las siguientes multiplicaciones,
(a) 7x8 (b) 7x(-8)
(c) (-7)x(-8) (d) (-7)x8

2. Efectuar las operaciones siguientes.

(a) 5x(4+2) (b) (-6)x(7-5)
() 9x(-3-(-4)) (d)  -13)x((-4)+(-1))
(e) (7+6)x(-10-8) (f)  (-3+(-8))x(2-5)

3. Efectuar las operaciones siguientes.

(a) (8x3)+(5x(-2)) (b)  ((-3)x11)-4x(-7))
(c) (6x4)+(12x4) (d)  ((-2)x5)-((-2)x8)
(e) 4x(6+12) (£)  (-2)x(5-8)

1.8 Factor comidn.

Si observamos los resultados de las operaciones

(c), (d), (e) y (£f) del ejercicio 3 anterior podemos
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obtener conclusiones que también son vidlidas para -
otros casos similares. Cuando efectuamos sumas o res
tas de nGmeros que a su vez estidn presentados como el
producto de dos enteros, sucede a menudo que dichos --
productos tienen un gactor comdn, por ejemplo, los pro
ductos 2x6, 2x5, 2x (-7), tienen un factor comin: -
el nGmero 2 es uno de los factores en cada uno de los

productos. Efectuemos la suma de productos

(2x6) +(2x(-7)) =_(6+6)+((-7)+(-7)) = 12+(-14) = -2,

0
-~

2 veces Z veces

El resultado de esta operacidn es el mismo que si sa--
camos el factor comdn, sumamos los otros factores y -
ese resultado lo multiplicamos por el factor comin,

es decir:
(2x6)+(2x(-7)) = 2x(6+(-7)) = 2x(-1) = -2,

Podemos expresar simbdlicamente lo anterior diciendo -
que s1 a, b y ¢ son tres nimeros enteros cualesquiera,

entonces

ab + ac = alb+c) (5)

1.9 La divisdidn,

Cuando nos preguntamos el resultado de una divisién entre
ntmeros enteros, en realidad nos estamos preguntando cGal es un -

factor en una ciertamultiplicacidn La pregunta icudnto es 36 en-
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tre 97, se expresa simbolicamente de cualquiera de las

maneras siguientes:
9[36, %, 36 + 9

Y como dijimos inicialmente, hace referencia a otra -
pregunta que es: (Cudl es el nlmero que multiplicado
por 4 da 367 Si llamamos x al nlimero en cuestidn, --
podremos expresar simbdlicamente la dltima pregunta -
de la manera siguiente: Encontrar qué nlmero X cum--

ple con
9x = 36,

(En este caso se omite la cruz del simbolo de multipli

QaT) -

Sabemos que 9x4 = 36, es decir 4 es el nilimero que
al multiplicarlo por 9 da 36, esto significa que 4 es
el resultado de dividir 36 entre 9. Es comiin inter--
pretar la divisidn com01nw.nepantici6n da cierto niime
ro de objetos entre un determinado niimero de personas,
el resultado serd la cantidad de objetos que le co--
rresponde a cada persona. En el ejemplo anterior pu-
diéramos suponer que tenemos 36 naranjas y Ias vamos a
repartir entre 9 nifias, nos preguntamos entonces cuidn
tas naranjas le corresponde a cada una; la respuesta

es que a cada una le corresponden 4 naranjas.



EJEMPLO:

Efectuar la divisién 21 + 7, Ello equivale a en--
contrar un nGmero x de manera que al multiplicarlo por

7, de 21, simbbélicamente, encontrar x tal que

7x = 21

El factor buscado es 3 porque 7x 3 = 21, es decir

21 + 7

]
w

EJEMPLO :

Efectuar la diyisidén 48 + 6. Esto equivale a en-
contrar el factor que multiplicado por 6, de 48, En--

tonces
486 = 8 porque 6x8 = 48.

En una divisién, el producto conocido se llama dividen

el factor conocido, divisor y el factor buscado,

do;

cocdiente. En el ejemplo anterior 48 es el dividendo,

el nGmero 6 es el divisor y el 8 es el cociente.

Plantear una divisidén significa descomponer en dos fac
tores un producto dado: el dividendo, donde también es

t3d dado uno de los factores: el divisor.

EJEMPLO:

BEfectuar la divisidn (-24) + 3.
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El producto conocido, o dividendo, es -24, el factor
dado, o divisor, en 3. La pregunta es icudl es el --
factor (al que llamaremos cociente) que multiplicado

por 3 da -247? La respﬁesta es
(-24):3=-8 porque 3x(-8)=-24.

EJEMPLO:

Efectuar la divisién (-42) + (-6). La respuesta

es
(-42) (-6) =7 porque (-6)x7=-42,

Al efectuar divisiones entre nimeros enteros encontra
mos dos dificultades principales. Una es que la divi
sidén no sea exacta, es decir que el producto del fac-
tor dado por otros ciertos factores, sdlo 4e aproxima
al producto dado, por ejemplo, efectuemos 15+ 2: - -
que niimero multiplicado por 2, de 157 Sabemos que --
2x 7=14 y que 2x 8=16; ninglin entero multiplicado --
por 2 da 15. En todo caso podemos expresar el produc
to dado como el factor dado multiplicado por otro fac
tor, que también llamaremos cociente, y sumado a un -
nesto que es la cantidad que le falta a este producto
para igualar el producto dado; en este caso el produc-

to dado que es 15, lo ﬁodemos expresar como

15 = 2x7+1,
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el cociente es 7 y el resto es 1.

Pera encontrar el cociente y resto tenemos el conoci-

do método llamado "algoritmo de la divisidén". Si que

remos efectuar la divisidon 5372 + 21 lo hacemos asi
258

215372

117
122
17

El cociente es 255 y el resto o resdiduo es 17. Signi

fica que podemos expresar el producto dado como
5372 = 21 x 255+ 17,
1.10 Fracciones.

Para ilustrar la otra dificultad nos restringire
mos a los enteros positivos; consiste en que si el --
producto dado es menor que el factor dado, es decir -
si el dividendo es menor que el divisor, entonces no
habrad cociente que siquiera aproxime al diyidendo cuan
do lo multipliquemos por el factor dado, por ejemplo
la divisidén 7 + 56 plantea encontrar un nimero que mul
tiplicado por 56, nos de 7, La imposibilidad de efec-
tuar esta operacidén utilizando solamente nimeros ente-
ros nos la ilustraban en la escuela con la dificultad
de repartir 7 naranjas, 44n partinfas, entre j56 ni-

flas!
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Esta Gltima ilustracidn esboza una posible solucidn -
que seria precisamente pantir Las naranjas. Si hay -
56 nifias pues partamos cada naranfa en 56 parntes ALgua
Les, y de cada naranja demos a cada nifio una de esas
56 partes (a cada una de esas 56 partes iguales se le
l1lama un cincuenta y seisavo de naranja, también se
escribe asi: un 56-avo de naranja; y simbdlicamente se

representa asi:

que significa el resultado de partir la unidad en 56
partes iguales). Como hay 7 naranjas, a cada nifia le
corresponderdn 7 de esos cincuenta y seis-avos. de naran
ja. Esto, simbdlicamente, se escribe asi

s
56

y Se lee: '"'siete ‘cincuenta y seis-avos'

En esta solucidon, donde repartimos en partes iguales

lo que tenemos aunque nadie obtenga una unidad, intro
dujimos subrepticiamente un nuevo tipo de nGmero, las
fracciones. Ejemplos de fracciones son 1/5, 3/7, - -
21/44. La primera representa una parte de las obtenl
das al dividir en 5 partes la unidad; 1la segunda nos

indica que dividamos la unidad en 7 partes y que con-
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sideremos 3 de ellas; la Gltima nos dice que divida--
mos la unidad en 44 partes y que consideremos 21 de -
ellas. Notemos que, siguiendo este tren de ideas, --
que también 6/3 es una fracéién, estrictamente hablan
do. Indica que dividamos la unidad en 3 partes; ilus

tremos con la recta numérica

6 veces ]/3 a5
1

il
—
| 1 1 I 1 } } : : ! e
& V3 21/3 1 W3 83 2 3

(}] 11

3/3 6/3

y que consideremos la suma de esa fraccién 1/3, 6 ve--
ces. Esto proceso nos conduce al entero 2 y nos obli-
ga a afirmar que "seis tercios es igual a dos" lo cual
es cierto: 6 + 3 = 2 porque 3 x 2 = 6. jHay consisten-
cia entre nuestro concepto de divisidén y el de frac--
cibn!

Vemos entonces que expresiones tales como 13/5, 20/9

6 57/13, también son fracciones.

Las fracciones o ndmeros nacdonales posifiyos son los
nimeros que expresan la divisidn de dos enteros positil
vos, en este caso-al dividendo se le llama numerador y

al divisor se le llama denominador., A las fracciones
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se les exige que tengan el denominadonr distinto de ce
ro (iqué significado tiene dividir la unidad en cero -
partes?). Estos nUmeros racionales positivos también
tienen su lugar en la recta numérica. Localicemos en
la recta numérica el lugar de la fraccién 13/5. Se--
gin nuestra definicién, la fraccién 13/5 ocupa el lu-
gar sefilalado al colocar 13 veces la longitud corres--
pondiente a un quinto de la unidad. El problema se -
reduce a dividir el segmento unidad en cinco partes -
iguales, la longitud de una de ellas serd precisamen-

te 1/5.

Dividir un segmento de recta dado en un nGmero determi
nado de partes iguales, constituye un problema de geo-
metria, cuya solucidén se basa en propiedades de trian-
gulos semejantes y en axiomas que conforman la base de
la geometria. A continuacién ilustramos el método -

con un ejemplo.

EJEMPLO;

Dividir el segmento OA en 3 partes iguales

Para ello trazamos un recta cualfquiera £ que pase por
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0, pero que no contenga al segmento OA

Con un compas con abertura cuafqudiera, pero s4n cam-
bianfa, sefidlense a partir de 0 y sobre la recta £,

3 veces esa longitud, marcando los puntos P, Q@ y R

A continuacién Gnanse los puntos R y A por una recta,
y tracense paralelas a esta recta por los puntos - -
0 y P obteniendo los puntos B, C donde cortan las pa-

ralelas al segmento OA.
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Los puntos B y C dividen al segmento en 3 partes igua-

les.

Volviendo al problema de localizar el lugar de la
fraccién 13/5 en la recta numérica, aplicamos el méto-
do anterior y dividimos el segmento unidad en cinco --
partes iguales: Por el origen trazamos una recta, soO-
bre esa recta y a partir del origen marcamos cinco lon
gitudes iguales obteniendo puntos P, Q, R, Sy T; uni-
mos T con el extremo del segmento unidad, con el lugar
del ntmero 1. A continuacidén, por los puntos P, 2, R,
y S trazamos paralelas a la recta que une T con 1 y --
obtenemos los puntos A, B, C y D de corte. Estos pun-
tos constituyen la divisidon del segmento unidad en cig

co partes iguales. Ver la Figura 1.11
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Fig. 1.11 Una quinta parte del segmento unidad.

Una vez dividido en cinco partes iguales al segmento -
unidad, efectuamos una desplazamiento desde el cero --
hacia la derecha, de 13 veces esa longitud correspon--

diente a 1/5

13 veces 1/5

— >

et —t—t—t—————t——>

0 S T=G)s 2=10/5 1f/5 3
Fig. 1,12 13/5 = 2 + 3/5

La figura 1.12 ilustra'dicha localizacién, se trata de

un punto situado entre el 2 y el 3, de hecho a una dis



tancia de 3/5 del 2.

Con el mismo método podemos localizar cualquier frac-
cidn p/q donde p y g son nimeros enteros positivos y
q es distinto de cero: Se divide el segmento unidad
en ¢ partes iguales y se hace un movimiento a partir
del cero, hacia la derecha, de p veces esa longitud -
de un g-ésimo. Esto nos sitfia en el lugar de la frac

cion p/q.

Notese que a cada fraccidén le corresponde un lugar en
la recta numérica y que a fracciones '"iguales' o "equi
valentes'", como 4/2 y 10/5; o como 2/6 y 4/12, les co-

rresponde el mismo punto.

También consideraremos las fracciones negativas como -
las simétricas de las positivas, por ejemplo, la simé-
trica de 1/5 es -1/5, la de 12/7 es -12/7. El lugar -
de -13/5 se encuentra asi: con un compds hacemos cen-
tro en 0 y con abertura correspondiente a la longitud
del segmento que va del cero a la fraccidén 13/5, sefia-
lamos un 'punto en el lado opuesto de la recta:; ese es

el lugar de -13/5. Ver Figura 1.13.
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Fig. 1.13 El lugar del simétrico.

También consideraremos al cero como una fraccidén, lo
cual tiene sentido, por ejemplo 0/3 = 0 ya que si no
tengo naranjas y quiero repartirlas entre 3 nifas, --

pues a cada una le corresponde 0 naranjas.

Notese ademds que cualquier nGmero entero es una frac-
cién. Por ejemplo el 7 = 7/1, aunque también 7= 14/2;

andlogamente -4=-4/1 & digamos, -4=-12/3,

Podemos concluir que hemos ampliado el conjunto de ni-
meros a nuestra disposicidén, dentro de los cuales es--
tan los enteros. Tenemos ahora el conjunto de los ni-
meros fracdonales o pracciones, que representaremos por

la letra 2 .

Recordemos que cada nOmero natural es a su yez un nime
ro entero; vemos ahora que cada nimero entero es a su

vez un ndmero racional.
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Expresamos simbdlicamente esta situacidon, de la si- -

guiente manera:
N ¢cZ c@

Esto se lee asi: 'Los ntGmeros naturales estdn conteni
dos en los nGmeros enteros que a su vez estdn conteni-
dos en los nUmeros racionales", y significa lo mencio-

nado en el parrafo anterior.

Tenemos ahora nuevos nGmeros a nuestra disposicidn y -
con ellos podemos efectuar las operaciones elementales
El significado de las operaciones no varia, sin embar-
go tenemos aqui maneras de efectuar operaciones entre
fracciones reduciéndolas a operaciones entre nUimeros -

enteros. Las reglas son las siguientes:

Si a, b, ¢ y d son nimeros enteros y b y d son diferen

tes de cero, entonces:

g o e ©

g ale )
a |

b _ad | | (8)
a be
d

Nuevamente se define la resta como la suma con el si-

métrico;
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Es importante notar que en este caso siempre es posi-
ble efectuar la divisién entre dos fracciones (con el
divisor distinto de cero) y el resultado es otra frac

cion.
EJERCICIOS.

1. Localizar en la recta numérica las siguientes - -
fracciones: 2/7, -3/4, 12/4, 7/5, 1/3, -5/2, 6/9,

3/10, 5-/10.

2. Efectua las operaciones siguientes:

(&) T*g (£) T 3—(% w31 e ks
®) §- ¢ @) Cp -+ Grx P
() &+ (D) gy Exsh -3 ey
@ Fxg 1) L+ 17

() F X 73 G) G-



1211.. Simplificaciones.

Habremos notado, al hacer los ejercicios anterio-
res, que muchas veces es posible expresar una fraccidn
de forma mds sencilla, por ejemplo 2/8 = 1/4, & 6/9 = 2/3,
6 9/12 = 3/4, 6 -6/8 = -3/4. E1 criterio que nos permi-

te establecer la igualdad de dos fracciones es ei si- -

guiente:
a/b = e¢/d si sucede que ad = be (10)

Entonces, 2/8 = 1/4 porque 2x4 = 8x1, 9/12 = 3/4

porque 9x4 = 12x3 y -6/8 = -3/4 porque (-6)x4 = 8x(-3).

La manera como obtenemos formas mds simples de una
fraccidén es detectando si el numerador y el denominador

tienen algln factor comiin, por ejemplo.

3x3

2 g 2ES
2 ~ %3

Esta descomposicidn en factores puede descomponer-

se en una multiplicacidén de fracciones

| e

9 _3x3_ 3,
, 4

y sabemos que 3/3 es precisamente 1, obtenemos

55

9 3,.3_3_,_3
12 4x3 4 3 4 4
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que esta forma simplificada podemos describir este pro-
ceso diciendo simplemente que ''sacamos tercera al nume-
rador y al denominador', esto fue posible porque ambos
son divisibles por 3. Otro ejemplo; simplificar 10/14.

Sacando mitad la numerador y al denominador obtenemos

10

LI
T 7

Se corrobora fdcilmente que este proceso conduce a

una fraccibén equivalente, en este caso: 10x7 = 14x5.
EJERCICIO

1. Realizar las simplificaciones posibles en el ejerci-

cio anterior.
1.12 Mediefones.

Hasta ahora tenemos un conjunto de nimeros, los -
racionales, con los cuales podemos efectuar las opera-
ciones elementales. Nos ocuparemos a continuacién de
un proceso que la humanidad efectfGia desde hace miles -
de afios, el proceso de medir. Consideremos el proble-
ma siguiente: Medirn La Longditud del segmento de nrecta

AB mostrado a continuacidn.



Medir la longitud de un segmento significa decir -
cuantas veces cabe una undidad prefijada en el segmento
dado, asi que para resolver el problema plantedo, de me
dir el segmento dibujado arriba, es necesario disponer
de un segmento unidad o unidad de medicién. Supongamos,
para ilustrar el concepto de medir, que la unidad de me

dicidén es el segmento u mostrado a continuacidn

i

Tiene sentido asi, resolver el problema; si trans-
ladamos la longitud u mediante la abertura de un compas
y comenzando por A lo llevamos consecuentemente a lo -
largo del segmento AB; segun desprendemos de la figura
1.14, el segmento u cabe 2 veces en el segmento AB, pe
ro no llega a caber 3. Decimos entonces que AB mide 2

unidades u, y fraccdidn sin embargo, sodlo,



- u
' ==y
2 b
2 B
2
%
A/
Fig. 1.4 Midiendo AB
s6lo constituye una primera aproximacién. El uso de 1la
frase "... y fraccién'" conlleya multitud de posibilida

des respecto a lograr mas y mejores aproximaciones, -
Si analizamos la figura 1.14 vemos que si bien el seg-
mento u no cabe en AB una tercera vez, si cabe la mi--
tad. Podemos entonces decir que AB mide 2 veces y me-
dia u, mas una fraccidn. Hemos realizado una segunda

aproximacidn. Si quisiéramos una nueva aproximacién -
intentariamos expresar esa fraccidn que ''queda sin me-
dir'" con alguna divisidn de u en partes iguales, y ana
dirla en la descripcion de la medicidén de la longitud

de AB. Notese que en este proceso de aproximacidn em-
pleamos una unidad de medida prefijada y la medicidn -
quedara expresada en términos de esa unidad. Si cam-

bidramos la unidad cambiaria la medicidn. No queremos
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decir con ello que cambie la longitud del segmento AB,
esta Longitud es una, lo que cambia es su medicdidn de-

pendiendo de la undidad utilizada.

A este respecto hay dos consideraciones de 1mpor-
tancia. La primera es la relacidn existente entre con

tar y medir, recordemos que sumar significa contar, en

determinada direccidn, en la recta numérica, cierto nl

mero de veces el segmento unidad que va de 0 a 1, Co-
mo los enteros positivos marcados en la recta numérica
sefialan el ntmero de veces que se ha transportado la -
longitud del segmento unidad a lo largo del eje, esto
significa que podemos usarn £a hecta numérica para me-
din. Si hacemos coincidir el 0 de la recta numérica
con el extremo A del segmento Yy hacemos coincidir el -
eje con el segmento AB de manera que B esté del lado
de los enteros positivos, entonces, asi, el punto B
coincidird con algln punto de la recta numérica. El
nlmero correspondiente a ese punto serd la medicidn -
de la longitud en términos de la unidad escogida, en
este caso dependerd de la longitud del segmento uni-
dad de la recta numérica. Entonces: hemos usado la --

recta numérica para medir.

La segunda se refiere a la eleccidén de la unidad
de medida. Es facil imaginar los problemas que ten- -

driamos si cada uno usdramos para medir unidades dis-
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tintas, que incluso varidramos cada vez. No tendria
sentido comunicar resultados de nuestras mediciones -
ni comparar mediciones efectuadas con unidades de me-
dida distinta, a menos que conoci&ramos la relacidn -
que guardan entre si esas unidades. Estos problemas
se presentaron realmente en la antigiiedad, las medi--

ciones de lienzos en varas dependian de la longitud -

de la vara que usara un comerciante u otro. Actual-

mente hay lugares donde se venden frutas o granos por
"medida', donde esta ''medida" es un cuenco de madera
cuyo tamafio varia segin el vendedor. La extensidn del
comercio ¥ la relacidn entre pueblos mads lejanos exigie
ron la adopcidn de una determinada unidad de medida,
aceptada socialmente. Esta unidad la conocemos como
e metrno. El metro es la unidad de medida socialmen-
te aceptada. Es esa longitud prefijada que menciona--
mos al definir el proceso de medicidén. Ahora bien, si
el metro es la unidad de medida prefijada ;donde esta
prefijada? idonde esta la longitud que tomaremos como
referencia? Con el afidn de que esa longitud fuera un
invariante en la naturaleza, de manera de poder 'recu-
perarla'" cada vez que fuera necesario, se definid el
metro como la diezmillonésima parte de la longitud de
un cuadrante de meridiano terrestre; esta referencia

resultd poco practica e inexacta, Posteriormente
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se construyd una barra de platino iridiado con dos mar
cas.definiendo como metro la longitud entre esas dos marcas. Lagdé
finicién actual es: un metro es igual a 1,650,763.73 longitu--
des de onda, en el vacio, de kriptén 86, dellnivel 2p , @ nivel -

5d Seguramente la definicién del metro ird evolucionando con

5

forme avance la ciencia y la tecnologia -
Para efectos prédcticos, al menos para estas No--

tas, usaremos como unidad el ceniimelro| que es una --
centésima parte del metro, es la longitud obtenida al
dividir el metro en cien partes iguales, Al hacer que
la longitud del segmento unidad de la recta numérica -
sea un centimero, estaremos conviertiéndola en un ins-
trumento para medir. Fntonces: Requerimos una unidad

de medida, esta es el centimetro.

Volvamos al problema con que iniciamos este parédgrafo.
Se trata de medir la longitud del segmento AB dibuja-
do. Podemos reformular el problema mediante la pre—-

gunta icudntos centimetros mide el segmento AB?.

Ahora el problema se reduce a disponer de una rec
ta numérica, un ejemplar fisico, cuyo segmento unidad
corresponda con la longitud de un centimetro (en reali
dad, en las papelerias venden trozos de rectas numéri-
car les llaman decimetros y se usan en la escuela; en
las ferreterias venden trozos mas grandes de dichas --

rectas). Aplicamos dicho instrumento al segmento AB,



Fig. 1.15. Midiendo AB.

como se 1lustra en la figura 1.15, Como ya dijimos, el extre--
mo B del segmento coincidird con algin punto en la rec
ta numérica; el nGmero correspondiente a ese punto, se

ra la longitud de AB expresada en centimetros.

1.13 Decimales.

Segin la figura 1.15, el segmento AB mide 4cm. y
fraccidn. Esta fraccidn 1la expresaremos en términos
de partes iguales en la que dividimos el centimetro.
Dividamos el centimetro en 10 partes iguales, cada --
una de ellas serad 1/10 de centimetro. Vemos en la --
figura 1.15. que en AB caben 4 cm, mas 2/10 - -

de centimetros y queda todavia un pequefio - - -
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segmento sin medir. Si queremos lograr una mejor - -
aproximacidén, dividiendo este décimo de centimetro en
10 partes iguales, obtendriamos un segmento de longi-
tud igual a 1/100 de centimetro y si mediante una len
te de aumento observaramos el pedazo que falta por -
medir, veriamos cudntos de estos centésimos de centi-
metros caben ahi, digamos que cupieran 7/100, entonces

la medida del segmento expresada en centimetros seria;

+ (posiblemente) una fraccién.

Nétese que dependiendo de nuestros recursos tecno
16gicos podemos continuar este proceso y lograr mejo--
nes aproximacdones en nuestra medicidén. Como respues-
ta a la cuestidén planteada al principio del paragrafo

1.12, podemos decir que el segmento mide aproximadamen
2 3
10 7 700

exphesidn decimal la siguiente:

te 4+ centimetros. Este nimero tiene como --

2. 4 oL - 4,27

4+ 95t 100

Esto nos ilustra el significado de los nlimeros -
decimales. Los digitos a la derecha del punto decimal

representan, cada uno, el niimero a considerar de sub-

secuentes divisiones de la unidad en 10 partes iguales.

Asi como dado un punto en la recta numérica loca-

lizamos su expresidon decimal, que puede requerir inclu
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so una infinidad de divisiones subsecuentes, también,
dada una expresidn decimal, podemos localizar un
punto en la recta numérica que sea su correspondiente,

Lo ilustraremos con un ejemplo:

EJEMPLO: Localizar en la recta numérica el punto co--

rrespondiente al ntimero decimal 2.375

El punto estard situado a 2 unidades mas un segmento.

Dividamos el segmento que va de 2 a 3 en 10 partes --

iguales y ubiquemos el punto 2 + f%

2+4 /10
i i } S
1 2 3 4 il
2+3/10
Fig. 1.16 Décimas
Ahora dividamos el segmentio que va de - - =
2+ %L a 2 + {%—en 10 partes iguales. Amplifiquémos

la figura anterior.



2+3/10+7/100

3 - } -
v B2 410 2+3/10 2+4/10 2+5/10
2+3/10+7/100+5/1000
Fig. 1.17. Centésimas y, con imaginaci6n, milé-
simas.

En ese segmento contemos 7/100 y localizaremos el
punto correspondiente a 2.37. Es dificil continuar, -
en la practica, este proceso; si dividimos al centési-
mo en 10 partes iguales obtendremos milésimos y de --
ahi mediriamos 5 milésimas. E1 resultado seria la lo-
calizacidon del punto, que en la figura 1.77 hemos he--

cho de manera aproximada,

Hemos ampliado nuestro conjunto de nGmeros. Tene
mos nlimeros naturales, enteros, fracciones y decima--
les. Los representamos todos en la recta numérica y -
con ellos podemos efectuar las memchst elementales:

suma, recta, multiplicacidén y division.
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En este capitulo hicimos una descripcidn sencilla
de los ntmeros que conforman la recta numérica. En --
los capitulos posteriores veremos como es posible re--

presentar matemdticamente gran variedad de problemas Yy

resolverlos con ayuda de estos niimeros y sus operacio-

nes.
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