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Advertencia Prelminar

El presente trabajo contiene una seleccién de ejercicios scbre el tema de Analisis Fun-
cional, mismos que he discutide con mis estudiantes durante varios semestres en los que
he impartido el curso correspondiente. La mayoria de los ejercicios han sido provistos de
sugerencias que tienen la finalidad de facilitar B2 solucién, aunque el camino sugerido no
es por lo general el dinico y otres métodos son deseables.

Por otro lado he tratado de mantener uniforme el grado de dificultad de los ¢j ercicios; sin
embargo, algunos me parecen més complejos que otros, pero he optado por no distinguirlos
". para no prejuiciar al lector. También es importante sefialar que existe interdependencia
entre algunos ejercicios por lo que sugiero que éstos sean resueltos en orden, aunque en
varios casos pueda no ser necesario. Se incluye ademés una breve bibliografia al final.

Considero un grato deber el expresar mi agradecimiento a Guillermo J. Correa (. pbr
su estupendo trabajo al frente del sistema TiX.

-Septiembre del 1987
. Grabinsky
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BEJERCICIOS

(1} Sea X un espacio vectorial sobre K, Pruebe: X admite une bese de Hamel, i.e. un
subconjunto {z;}icr que es linealmente independiente sobre K y tal que X = ({z}ier).
(Sugerencie: Use el lema de Zérn.)

(2) Sean {zi}ier ¥ {y;}jes dos bases de Hamel para X. Prucbe que #(I) = #(7). (Sug-
erencie: Si #(1)

cardinal comin, le dimensién de X sobre K denotado dimg (X)

(3) Pruebe que dos espacios vectoriales sobre el mismo campo K de igual dimensién, son
algebraicamente isomorfos.

(4) Denote ¢(K) = {z : N — K| lim z, existe} y co(K) = {z € ¢(E)| lim z, = 0} con
n-—+00 n—roo
las operaciones usuales de adicién y multiplicacién escalar. Pruebe: ¢ = dimy {co(K)) =
dimg (¢(K}) = dimy (I (K)).

{Sugerencia: considere & {(1,7,7%,...): 0 <r < 1})
{8) Sea (X, ]| ||) un espacio vectorial normado sobre K. Pruebe:

)@: XxX - Xyo:K—{0}xX — X definidas por &(z,y) =z+yy Ola,z) = a-z
son funciones continuas y abiertas.

#) Bi A C X, entonces A =

18

,D{A + By (0)} donde B.(zp) = {z € X : ||z — x| < &}

ﬂ

iii) A° + B® G (4+B)°y A+ B ¢ (A + B). Pruebe con contracjemplos que en ambos
casos, puede no fenerse la igualdad.

(6) Hipdtesis y notacién como en el ejercicio anterior. Prusbe:

i} 81 A y B son compactos, entonces ad + SB es compacto Va, 3 € K. (Sugerencia:
Use el anterier inciso (i).)

i) 51 A es compacto y B es cerrado, entonces oA + A8 es cerrado Vo,f € K.

#i1) Existen 4 y B cerrados tales que A + B nc es cerrado. (Sugerencia: Sea X = R?
con la norma, usual.)

(7) Sean (X[ {|) un espacio vectorial sobre X v zy,...,z, en X linealments independientes
. m
sobre K. Para cada & € K™ = K x -+ x K (m factores) denote |||y = (3 Jeu[?) /2
i=1
T
(@ = (o,...,0m}). Suponga que Ky C K™ es tal gue: inf | 3 eyzl| = 0. Pruebe:
GEK, i=1

inf {||al2} = 0. lnterprate geométricamente.

= o0, es itil el teorema de Cantor-Shéerder-Berstein). Llamamos al .

{8

—

©

(10)

(12)

m
(Sugerencia: Defina ¢ : K™ — R, poniendo (&) = || 3 ;x| y pruebe que es continua.
(o
i
8i inf {||@llz} = g0 > 0 entonces también se tiene: inf || Y. ]T%n;m,i[ = 0. Useln
&EEKy @Ky =1

compacidad de {& € K™ : ||&[|» = 1} ¥ la continuidad de p.)

Sea (X,]] |l) un espacio vectorial normado sobre K. Pruebe que las siguientes condiciones
son equivaientes para un subconjunto no vacio A de X:

2) A es acotado.

b}V vecindad U de 0, existe £ > 0 tal que ¢d C U Ya € K con |a| <e.
¢) 8i D C A4 es numerable, entonces I es acotado.

d) 8i (z,) es una sucesién de elementos de 4, entonces lim o, z,, = 0 para toda sucesién
00
(o) en K tal que lim a, = 0.

n—+co

Sea (X, ] ||) un espacio vecterial normedo sobre K. Pruebe: B,(Xp) es homeomorfo a X
Vr >0y Yzg € X, (Sugerencia: Si zg = 0 considere el mapeo z — ﬁh)

Pruebe el siguiente resultado conocido como el lema de F. Riess:

Si M es un subespacio cerrado propio de (X, || ||) {espacio vectorial normado sobre K) y
r € (0,1} es dado, entonces 3z, € X\M con ||z [ =1y ||#- — m| =r Ym € M.

(Sugerencia: Sea = € X\M fijo y sea d = inf{||z ~ m| : m € M}. Entonces d >0 y como
d < 4, existe mp € M con ||z — mgl| < £. Sea z, = “—:—:—;'z—g-“)

Hipétesis y notacién como en el inciso anterior. Pruebe gue en general no existe z, € X\M
con flz|| =1y llze —m|| > ¢r Vme M,sir=1.

(Sugerencia: Sea X = {z £ Ck([0,1]) : z(0) = 0} con ||z|| = ma.x] lz()| vy M = {m €
telo,1
i
X : fm(t)dt = 0}. Suponga que 3z; € X\M con |z; —m|| > 1Vm e My ||z = 1.
d ;
1 /1 =1
Para cada y € X\M defina ¢ = (f zl(i)dt) (f y(t]dt) . Claramente £, — cy € M asi
0 0

pues: 1 < |ef|jy|| o bien, ly|l. Halle una sucesién (y5) en X\M, con

1 | 1
nfy(f—)dt‘ < {m(t]dt

lumll=1VreNy

0
S un {t)dt' T L. Para obtener una contradiccién sobre z;.)
1

Sea (X, | ||} un espacio vectorial normado sobre K y f : X — K (f # 0) una funcional
lineal. Pruebe que las siguientes condiciones son equivalentes:

aj f es continue.
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(19

~—

b N={zex, {2} = 0} &5 eervado.
¢} N 1o es denso en X,

d) f es acotado en slguna vecindad de .

(Sugerencia: Para (¢) = (d), suponga que Be(z) N N = 8. i f no es acotada en B (0)

entonces f(B,(0)) = K, en particular 3z € B.(0) tal que f(z} = —f(z) y obtenga de esto
una contradiccién,)

Sea (X, || |) un espacio vectorial ¥/ €X*(f # 0) dados, 5i L denota e] hiperplano
i

{zeXx: f(z)= 1}, entonces pruebe que: il = o

Sean (X, |l |lx) v (¥, || l|¥) espacios vectoriaies normados sobre X y4:X > Y unoperador
lineal acotado. Pruebe: E

Jkerd={zeX:dzx= 0} es un subespacio cerrado da X
i) 3 un tnico operador lineal acotado B = X/ker A — Y tal que B o Ife 4.
i) [|B]| = ||4]|.

Sean (X, || |x) ¥ (V]| llv) espacios vectoriales normados sobre con X de dimensién
finitay T': X ~ ¥ un operador lineal. Pruebe que T es antométicamente continuo,

{Sugerencia: Basta probar que IT2nfly — 0 (n — +00) para toda sucesién (2a)pepy en X
con |[z,[lx —+ 0 (n — +00). Use una base ds Hamel para X y aplique el gjercicio (1))

Pruebe que cualesquiers dos espacios vectoriales normados sobre K de igual dimensién

finita son homeomérficamente isomorfoz (i.e. 3 una transformacién lineal biyectiva y
bicontinua entre ellos).

Sean || ll1, {f fiz : K™ — R dos normas (n = 1). Pruebe que 3 una constante absoluta
M >0 tal que ||zl < lzll2 < M||z|f; Vz € K. (NOTA: En general, normas definidas
&0 un espacic vectorial que satisfacen la condicién anterior se laman equivalentes,)

Sean (X, || llx) v (¥, ] lly) espacios vectoriales normades sobre X con dimg (¥) < +oo y
AX ¥V u operador lineal y suprayestivo. Pruebe:

i) A es un mapeo abierto.
i} A es continuo, si A{{G}) es cesrado.

Sugerencia: En ambos casos basts considerar ef caso dimy (V) = 1. Use los dos ejercicios
anteriores y las proyecciones, si dimg (¥} > 1)

Sean (¥, 1 |I) un espacio vectorial nermade sobre K y B X un subespacic cerrado.
Pruebe: 8i (X, || ||) er separsble, entonces {(%/M, || l3/8¢) lo es también.

)

GG, 3

4

{20} Notasién ¢ hipétesis como en el anterior con M de dimensién Bnita. Pruebe que Yz € X
dm & M con =l x/ae = = + m|. (Sugerencia: Use Ia, compacidad de las bolas cerradas
relativas a M)

(21) Sean X un espacio vectorial sobre K y floeo,fa 0 X — K funcionales lineales. VY ses,
Mi=kerfii=1,...,n Pruebe:

n
£) f1 es una combinacién lineal sobre Hdefry.oonfae N N;C iy
=2

{Sugerencia: Sea T : X — En-1 lineal, dada por Tz =(fa(=),... fn(z)) ¥ defina & .
T{X) —+ K poniendo h(Tz) = f1(z), entonces h esta bien definida ¥ es lineal. Extienda
linealmente # a todo Ko=),

%) Denote C; = !’]‘{N,-\N,-} (1,7 € {1,...,n}) y pruebe: fis..., frn son linealmente
indepen_dientes so'cu-eJ ;;1" S Cyx--%XCp #0.
(22) Sea X un espacio vectorial sobre K. Pruche:
i) B1, By C X convexos = ali; + BE; es convexo Ya, B € K.
) B C X es convexo < (s +t)E = sE + tE Vs, t > 0.

)8 AC X es abierto, entonces su casco convexo es abierto también. (Sugerencia:
Suma algebrafea de abiertos es un conjunto abierto.)

iv) La imégen inversa bajo un operador lineal de un convexo es convexo asf como la
imégen directa.

(23

—

Sean (X, | I} un espacic vectorial normado sobre K ¥ E C X convexo y absorbente. Sea
pe(z) = inf{t > 0: 2 € 2} la funcional de Minkowski y denote: By = {z € X : pp(z) <
1}y By = {z € X : pg(z) < 1} Pruebe:

B CcEBcEcEcE

11} 5i E es abierto, entonces Ey, =E. 8i E es cerrado, entonces £ = Ey.

) 5i pp es continua, entonces E° = By y By = E. (Sugerencia: ;pgl((—-oo,l)) v
p5 {(—00,1]) son abierto y cerrado en X, respectivamente.)

v) 5 es continua < § € F°,

v) Bi E es acotado y pe(z) =0, entonces = = {.

(24

~—

Notacién e Hipétesis como en el anterior. Pruebe:
i) Pp, = pg = ppg,.

i) 81 Z es balanceado (i.c. AE C F & {A] £ 1) entonces: reloz) = |alpg(z) Ve e K&
Yz e X.

G.G.8. 4



27)

(NOTA: Por lo iento, si & == sbsorbente, convexo, sx oneeado y acotado es une norme en
Sean (X, ]| |} un espacic vectorial normado sobze i, § C X couvexo v 2 € %. Decimes

que 2 es un puito extremoe de B sl slempre que z =iz + (L —¢t)y con ¢ € {0,1), entoces
=% E oy & E. Pruebe:

i} 8i 2 es un punto extremo de {z € X : ||zl

i) §i X = L,([0,1]) {1 < p < +co), entonces z s un punto extremo de
=, <1} & |l2]j, = 1.

ik

< 1}, entonces Jz|| = 1.

(s & ;
1@ € .ﬁ.ﬂ 4
(Sugerencia: Examine las condiciones bajo ias cuales se da la iguaidad en lz desigualdad
de Minkoweki.)

Sea (X, ”

} un espacio vectorial normado sobre K. Pruebe;

{) 2 €s un punto extremo de {z € X : jiz] < 1} «+ 2 = slz+y) con iz <1y fyl<t
entonces £ =y = 2,

it) 2 es un punto extremo de {z € X : f|z]| <1} & ||z

=
I
g
A
1t
4
&
it
j=nt)

tuwf <1y
{Sugerencia: Use el incisc anterior.)

Pruebe que la bola cerrada unitaria de 5 'i(] 11} no tiene puntos extrernos. {Sugerencio:

Para z con [jz]| = 1 define 4 = {¢ € [0,1] j' l2(s)]dX < £} ¥ sea ig = sup A. Sea
¢

=2z 'X[glgu) ¥ use el inciso (4) del anterior.) o

Pruebe que le bola cerrads unitaria de (co(H), || o) no contiene puntos extremos.

Describa a los puntos extremos de la bola cerrada unitaria de O (10,11, 1] [ioo)

{NOTA: La solucién depende de K.}

Bean (X, || lix) un espacio voctorial normado sobre K de dimensién infinita y v, v)

un espacio vectorial normado sebre X (no ul‘lvlﬁ.l_’, entonces existe un o*)erador lineal
A X Y gue es discontinue (compare con el ejercicio (15)).

{Sugerencia: Bea {&;}icy una base de Hamel para X ¥ {z,,z4,,...} un subconjunic
numerable. Sea yo € ¥ ~ {0} fijo v defina 4: X -7 eﬂeqd:end" lmealme nie la signiente

aplicacién Az, = nllz; jlyo v Azi =0 Vi # i, (n € N)

Sea (X, || |i} un espacio de Banach sobre K. Pruebe: X es de dimensién finita < todo
subespacio de X es cervado. (Suqewmw. Use =l ejercicio {12) y el anterior.)

(1_.1 aczjbnto de un operador lineal)
Sean (X, [lx) v (¥,0i llv) espacios vectoriales sobre A y A : X — ¥ un operador
iineal. delinimos el aperador adjunte A" : ¥ — X como sigue: V/ € ¥" v Yz & X
ATz} = f(4=). Pruebe:

£} A° es linesl,

G.G.8.
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(35)

(36)

5
i} 81 A€ B(X V) entonces 4° € B{Y", X°) v [|4°} = |l4]l.

wi) (oA + BB]" = 0h” + B (o,fc Ky B: X —~ ¥ un operador lineal.)
tv) (Bo A)* = 4" 0 B".

) 81 A es invertible, entonces 4* lo es v [4°%)

o | - (A_)}v-

(NOTA: Los incisos anteriores prueban que e} operador

“:B(X,Y) - B{Y*,X*) dado
por: A~ A" es lineal, acotado y de norma igual a 1.)

Sea 4 € B(X,Y) dados y A°B(¥*, X"} el operador adjunto. Pruche:
. 1) A* es inyectivo <+ A{X) es denso en V.

i) A es inyective 4 A° (Y } separa los puntos de X (Sugerencia: Use el teorema o
Hahn Banach. )

Sean (X, [l |]) un espacic vectorial normade sobre X y M C X un subespacio. Definimos
Mt ={feX*: {(z) =0,Yz € M} llamado el anulador de M.

i) Pruebe que (M*, || |1} es isométricamente isomorfo a (X° /ML, | “xn/M.;)- (NOTA:
Primero pruebe que MY es eerrado en X*).
it) 8i F C X* defina Yf € F}. Proebe aue H(ML) = M

tFP={eeX: flz} =0

Hipdtesis y notacion como en el (32). Pruebe:

i) A€ B(X,Y) es una isomeirfa de X sobre ¥ & A°

B(¥*, X*) ez una isometria de
Y* scbre X°,

i) 81 A € B{X,Y), entonces A

)' = *{ker A*).
fAvYfeT

Sean (X, ][I} wn espacio veciorial normade sobre K y M un subespacio cerrado. Pruebe:

5] 81 Y = X, entonees 4°(f) =

i ((K/MY", i lizepnaye) es isoméiricamente isomorfo a (ML, |f lyre) (Sugerencia: Sea
Azt — (X/3)" dada por AF(lz]) = F{z). Prucbe que esta bien definida).

) M) = max{ljia) : 7 €

M ||Fll = 1} v obtenga como caso particular: =l =

max{[f(e)| :+ F € X", [[f] = 1}. (Sugerencia: Use el teorema de extensién de Hahn-
Banach).
Sea (X, | ||} un espacic vectorial normade scbre K y sea B € X un subeonjunto cerrade,

convexo y balanceado, 5izq € X\ B entonces 3f € X* y £ > 0 tal que |f(z)
¥ |7 (zo)] > e para alguna ¢ > 0.

-Sc(:cGB)

Sean (X, || {l) un espacio de Banach sobre ¥ y M C X un subespacio. Pruebe:
i) M es cerrado ¢ (M, | ||m) es un espacio de Banach.
£i) S1 M es cevrado, entoncas (X/M, || lix/22) es un espacio de Banach.

G.G.8. 8



a: Proshe que tods gerie sboolutamente sumable en ¢

A -

e} -

iy 1 espacios vecturiales normasdos sobre ¥ com A no trivish 8

i

{
pacio de Banech, entonces (V0 IIyv) co de Banach.
i . SIS

{Sugersncio: Sean {¥) una susesién || llv-Cauchy ¥ 25 € ¥ con lzollx = 1 Bjos. Halic
FeX com il =1y F{7e) = |izall. Defina 4., = B{.L,Y) come sigue: 4,7 = Hz)ya.
Observe que (4,) es de Cauchy en BX,V).,

Sea (X, {f {l) ur espacio de Banach sobre X Pruebe:

i) 81 4 € B(X) es tal que 4]l < 1, entonees (7 A)™F existe y esta dado por I serie
| [-convergente definida por (54 4j-¢ .—ufi {(—4)". {donde 4% = J y 4" = A06...04
{n-veces)). =

() Ademds (1 + A)7H < i
j Hipdtesis y notacidn cormo en 8! antericr. Pruebe;

i) Bl 4 € B(X) es invertible ¥ BeB(X)es talque [|B - 4f < mi_rﬁ enfonces ¥ es
invertible, B~ € B(X) y |{B~? — 4~ < il
{Sugerencia: B = (B - AJAT £ IV A v use el ejercicio anterior.)

WKy ={4de B{X) : A es investible v 4~ B{X)} es abierto en B(X).

Sean (X, || lix) v (¥l {ly) espacios de Banack sobrs K, dencte por

HX,Y) ={A € B{X,Y): A es invertible vy A7l e B(Y, X)}

andlogamente con f(¥, X). Defina I : HEY) = I(V, ) deda por U(A) = A", Prushe
gque U as continus,

(Sugereneio: 4=1— -1 = AN B(Iy — BLa)E-1)

Para £:{0,1) — K acotada, defina lzlleo = supllzlt)l : 1 & [0, 1} v we(z) = sup{iz{s) —
()] 5,8 € [0,1), s —t] < §) (6 >0).

i : ) 5 3 :
Pera cuda o € {0,1] ses, LiP{ej = {z : 0,1} - Hisup 282 « yoo} v e =

i Fo = =

(7 lloo + sup *’}E::l VF € LIP(a). Prusbe:

E3nD

P {LI8 (e, {la) en un espacio de Banach sobre &,

) Bl s Panprmpa, e b
i) liple) = {f & LiP{ej 1 lim L = 0} e e
Gz

subespacio esrrads de LIPlg),

G.G.E. 7

P}

Sea (X0 ) un espacio de Banech sobre K de dimensién infinita. Pruebe que toda base
Ly ) P : 9
de Hamel es necepariamenis no-numersble,

(<]

{Bugerencia: Suponga io

zio ¥ exhiba & X como la unién nurmerable creciente de
subespacics de dimensidn #

5 ¥ use 2l feorema de R. Baire.)

) 4} Preebe el gjercicio anterior estableciends un isomorfismo entre £(K) y un subespacio

de X. {Ver ef gjercicio {4).)
{Bugerencio: Sea £330 X3 D oo una sucesidn de subespacios de X con cody (Xp) =n (v.
gz, niclecs de funcionales), Sea =z, Kn\X: con lZn]l = & v considere Ia aplicacién

oo i i
{:.ﬁr‘l) —+ E g’nxn}'
sl

i) 81 (X, 1]} es separable, prusbe ademés que dimg (X) =

Asuma que (X, || [} es de Banack y pruebe el ejercicio (31) haciendo uso la sucesién {zn)
construida en la sugerencia para of ineiso {2} del gjercicio anterior, (Sugerencia: ({xn}nEN)
no es cerrado en X).

¢} Pruche que LK) (1<p< +-co) 28 separahle.
i) Pruebe que £0,{K) no =5 separable,

{Sugerencia: Sen I} = {zf%) - 4 ¢ N o2 i) ap sabeoajunis aumerable arbiiea i,
. 0, si 289 > 1 ——
Defina = € oo (K) poniendo: zj = Y . %‘k) . Examine ||z — z{0)|| )
I, si]zi™) < 1.

Bean {1 = [0,1], § = o-dlgebra de Bare!l en [8,1] ¥ A = medida de Lebesgue sobre §.
Pruebe;

i Lo{01, 8 1) es separable (1 < p < +oo). {Sugerenciz: Use el teorema de Lugin y el
de aproximacidn de Weierstrass).

1) Loo((1,5,)) no es separeble. (Sugerencia: Exhiba un subconjunto {z, : a € [0, 1]}
de Loo con |2y — zglley = 1 5 o 3).

Sean X = Cp(fa,b]) v {j=|| = max{|z(t)] : ¢ € [a,b]} {z € X). Para cada n € N defina
n={z€X:3sc la,$) con [z(i} — z(ty)] =< w(t — i) Vi e [te,B]}. Pruebe:

{) X, es cerrado ¥ denso en ninguna parte. {Sugerencia: dedas n < N,e>0v
= € Xy, 6 posible hallar una funcién ¥ € X que sex lineal por tramos de tipo “zig-zag”
con derivadas laterales derechag meyores en valor absoluto que n en todo punte de fa,b) ¥
on ||z — yf| < ).

WS X ={z2eX:500es diferenciable en ningiin punts de [2,8)}, entonces X7 con-
tiene un subconjunto denso en ¥ de tipe Gs. (Sugerencia: Use el incise anterior v el

teorema de R. Baire).

G.GE. 2



(50) Bean (X,d) un espacio métrico ¥ F X — K dades. Para cada subconjunto no vacio

{52

)

E C X defins w(E) = sup |f(z) - #(y)|. (NOTA: w(E) € [0, +co}). Deflna la oscilacidn
: z,yEE

de f en z como la funcién w: X — & dada por: w{z) = limw(Bs(z)). Pruebe:
510

ijw(z) =0 4 f escontinua en z.
i

i) Ve > 0, {z € X : w(z) < &} es abierto en X.

i) {z € X : [ esdiscontinuaen z} = U fz € X : w(z) > +}. Concluya que el
=1

conjunte de discontinuidades de f es un 7.

¢v) No existe f : B — R que sea discontinua sélo en @ — Q.

Hipétesis y notacién como en el anterior. Supongs ademds que (X,d) es completo o de
segunda categorin en si mismo. Sea (/=) una sucesién de funciones continuas de X en R tal
que lim fn(z) = f(z) existe en R Wz € X, Pruebe: D = {z € X : J es discontinua en X}

n--0oc
es de primera categoria en X.

(Sugerencia: Sea £ > 0 arbitraria, basta probar que {z € X : wy(z) > 5e} es denso en
ringuna parte {ver el (%7} del ejercicio anterior), Defina E, = 0 {ze X |filz) -
I,_?___n

Hiz)lgeYne M), entonces B, C B, ;v X = OJI B, vy use el teorems de Baire.)
P

Sean X = Ck([a,b]) con |z} = mex |z{t}]. Denote por CBV y AC a los subespacios de X
tela,b]

consistentes de las funciones continuas de varizcién acotads v las absolutamente continuas
(respectivamente). Pruebe que ambos subespacios son denses y de primera categorfa.
(Sugerencia: Como AC C OBV basta probar que CBV es de primera categorfa y que AC
es denso. Note que las funciones continuas que gon lineales por tramos pertenecen a AC.
Sea X, = {z € OBV : V)(z) < n} [n C N} pruche que X, es cerradc en X con interior
vacio.)

Pruebe que f € {{;(K))* & 3y = y{f} € 2o (K} Gnica, tal que: f(z)
£ (K} y ademis ||f]| = |yl co-

= 3 sy, Yz €

Pruebe que no existe una representacién similar a la del
(£ (K))* con y € &3(KC).

eiercicic anterior para f &

Pruebe que toda [ € (e(X))* tienc la siguiente y vnica forme: e} = (lim 2. (yg ~
oo
oo

oo hod o0
2 ¥) + 1 zii con (yo,y1, ..} € LK) v ademds | f]] = Jvo — Yowel + 3 lual.

g==1 =1 1 =

o

{Bugerencia: Sean ¢; € o(#) definidas por e (i) =8 YiEN, (F e N) vy e € ¢[K) dada

por ep{i) = 1 ¥ € N, Pruebe que e[ K} = {{eg,e1,.. 1))

Pruebe que todc 2spacio de Banach de dimensidn Anita os raflexivo.

G.G.8. ]
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(60
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~

(62)

(83)

(84)

Sea (X, ]| lx) ur espacio de Banach sobre K. Pruche:

X, || llx) es refexivo = (X°, | |3} lo es.

(Sugerencia: Si i(X) ¢ X**, entonces
5 € X***, H # 0 tal que H(i(z)} = 0 Vz € X).

¢2) 81 (X, ]| ||lx) es reflexivo y M C X e un subespacio cerrado, entonces (M, ] ||ag) es
reflexivo (Sugerencia: Use el ejercicio (34).)

Sea (X, ]| ||} un espacio de Banach sobre K. Pruebe que X es reflexivo o sus sucesivos
duales: X*°, X°“** . .. son todos diferentes,
H] £ :

Sea } = (0,1}, § = o-dlgebra de Borei en (0,1) y A = medida de Lebesgue sobre S.
Pruebe:

t} L3{A) es de primera categorfa en £, (3). {Sugerencia: o : (L3(A), || |l2) — (ﬂl()\)’, i)
definida por p{z} = x es continua pero no suprayectiva. Use el teorema del mapeo abierto.)

i1) L,(A) es de primera categoris en L(A}sil<r<p
§it) Y Lp(A) es de primera categoria en £,{)).
b= "

Enuncie los resuliados anglogos « tos del ejercicin anterior para los espacios de Banach

ol flo)- (1<p <~ ce).

Sean (X, | lix), (¥,

| llv) espacios de Banach sobre X y A € B(X,Y). Pruebe:
(X/ ker A, || {x/ ker 4}

es homeomérficamente isomorfo a (4(X), | llage;) € A(X) es cerrado en ¥. (Sugerencia:
Use el teorema del mapeo ablerto).

(El teorema de Banach-Steinhauss)
Sean (X, |l |lx), (V.| lly) espacios vectoriales sobre X con (X, l|x) de Banach. Sea
{4s}ic: una familia de operadores linsales acotados: X — V. Suponga que sup{||4;]|} <

(=3}
+co0 ¥z € X. Use el teorema de K. Baire para probar: sup{||A:zlly } < +oo. (Sugerencia:
i icr
Sea X, = {z € X :sup{[ldizlly} < nliziix} (n e M)
der
Sea X el subespacio de & (K} definido por 1z € &(K) : z, = 0 para casi todo n € M}

Sea. em € X dado por ep(n) = &, , {m,n € N), Defina T, € X* (n € N) poniendo
Tolem) = b, ¥ € Ny extendidndola linealmente & X, Pruebe que sup |T,z| < +oo

refy
Wz € X, pero sup |Th]| = +oo. § Contradice esto el tecroma, de Banach-Steinhauss 7
el
Sean (X, ] llx), (Y.l |l¥) espacios vectoriales normados sobre K. Prucbe: A€ B(X,Y)
H]

I
& foA€ X* Vi €Y*. (Sugerencia: E C X es acotado < F{E) es acotade Vf € X*))

G.G.5. it



(85)

Sean (X, |l lix}, (¥, | liv) espacios vectoriales normados sobre K con {X, ]l llx) de Banach.
ea f: X x ¥ — K umpa transformecién bilineal v continua en cade varisble. Pruebe: f
es continua,

{Sugerencia: Basta probar que f es continus en {0,0). Para cada m € N, sea V,,, = {ve
Yilluly <L) 8ie>0es dads, defina A, = {z € X:|f{z,y)| < &,Vy € Vin}. pruebe

que A = fﬁc! Ay ¥ use el teorema de R. Baire para obtener: if(z,y)| < 2esiy € ¥, para
i

. alguna m y para cada z'en alguna vecindad de 0 € X.)

(68)

j Para cada = € £;y([~, ) sea #{n) = e

Sean (X, || {lx), (¥, ]| [lv) espacics de Banach sobre K y A4 € B(X.Y) invertible. Pruebe
usando el teorema de la gréfica cerrada que 4! & B(Y,X). (Sugerencia: h: X x ¥V —
¥ x X definido por h(z,y) = (y,z) es un homeomorfismo).

Lo z{i)e "™ d) (n € Z), el enésimo coeficiente
[~

P

-
de Fourier de z. Sea X C Ly un subespacio cerrado tal que ¥ 12{(n)] < Mlzfl;. (Sug-

]
erencia:Pruebe que el operador T': (X, || [|1) — & (&) dado por: {T(z))(n) = #(n) (n € Z)
es lineal y cerrado.)

(Operadores Compactos)
Sean (X, || ix) v (¥, |l¥) espacios vectoriales normados sobre K. Un vperador linea] A :

.;‘._..__'_Y
X -+ Y se dice que es compacto {o completamente continuo) si A(B{(0)) es compacto
en V. Pruebe:

i) A es compacto & V sucesibn acotada (z,) en X se tiene que {Az,) admite una
subsucesién convergente.

) 8i C(X,Y) = {A: X — Y : A es compacto} entonces C{X,¥) es un subespacio
cerrado de B(X,Y') (v es por lo tanto un espacio de Banach).

ai] 5t A € B(X,Y) y dimg(A(X)) < +oo, entonces 4 € C(X,Y) (NOTA: Dichos
operadores se llaman degenerados),

iv} C(X) = C(X, X) es un ideal bilateral de B(X). (5. e. si A€ C(X)y B e B(X),
entonces 4 0 B y B o A pertenecen a C(X)).

Pruebe que todo operador compacto envia sucesiones débilmente convergentes en suce-
siones convergentes.

8i A CB(X.Y) es compacto y A~ * existe. Pruebe: A™' € B(V, X) & dimg(X) < +oo.
(Sugereneia: Use el ejercicio {18) ciso (1).)

Sea A4 ¢ B(X.Y) dado. i (V.| v} es de Banach v 4 es compacto, pruebe que 4° es
compacto.

a3

Sea X = # (Kl ¥y X). Defina 4: X — X como siguer (4{z)}(f) = &

{{ @ N}. Pruebe que 4 es un operador compacto.

0

a.s. ' 11

{13) Sean X = Cx([a,b]} y ¥ = Cx(|¢,)) con le nosma uniforme. Para T8 x [e,d) - K
continue, defina 4 = 47 : ¥ — ¥ romo sigue: Azfi) = f:f(::,t):r:fs)ds (z € X). Pruebe

que A es un operador compacto. |Jugerencia: Pruebe que A(B{*(0)) es uniformemente
equicontinuo y acotadn).

(74) Sean X = L,((a,b]) v M € Lyf[a,b] x [a,b]) dados. Defina Apr : X — X como sigue:
Apz(t) = [ M{z,t)z(s) ds. Pruebe:
{a,b]

i}AMIEXVIEX}fﬁM'E@{X).
. - 7T
#) 81 M(z,t) = 3 i(s)ui(2) {2, 5: € X), entonces Ap; es un operador degenerado.
i=1

ii) 81 M’ € La{[a,b]) = x{a,b]) entonces:||Ans — Appel] < | M — M'|;.
1v) Aps es un operador compacta,
{Sugerencia: Use el teorema de Luzin v el de Stone-Weierstrass para aproximar a M en
la norma de L, mediante funciones continuas de la forms descrita en el incise (i) y use el
sjercicio (68) incisos (#) v (¥4i).)
(15

—

Sea (X, | |I) un espacio vectorial normado y (z,) una sucesién en X tal que z, —
débilmente. Pru-he que exisie wna sucesiér ) tal que

i) Cada y; es una combinacién convexa de un ndmero Anito de las Tp-
i9) = 2 = 0 (i = +co)

(76

—

Sea X = {,(K) (1 < p < 400). Para m,n € N defina Znm = €n + newm € X (en(t) = §;,)
ysea F = {z, m : m > n}. Pruebe:

i) F' es cerrado.
i) § es un punte de acumulacién débil de 7,
i3} No existe una sucesiéu de F que converja debiimente a 0 (- 7w no es metrizable).
(77) Pruebe que todo conjunte secuencialmente compacte es debilmente secuencialmente com-
pacto, pere no inversamente. {Sugerencic: Gonsidere la bola unitaria en un espacio reflex-
ivo de dimensién infinita.)
(78) Sea (X, ]l ||) un espacio vectorial normado sobre X que sea separable. Pruebe sin usar el
teorema de L. Alaoglu que {f € X* : |[f|| < 1} es secuencialmente compacto {rel. 7.0).

(Sugerencia: Use 2l método diagonal de Cantor).

(79) Pruebe que el ladrillo de Hilbert L &a(K) definido por L = {z € £(XK) : |z(i)] < i Vie
M} es compacto y 1° = §.
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{80) Ses. (X, |} [I) un esp. cic vectorial normado sobre K. Prucbe el siguiente resultado de F.

(81

—

(83)

Riesz haciendo uso el ejercicio (10).
X es de dimensién finita <+ B (0) es compacto,

{Sugerencia: Si X no es de dimensién finits, es posible construir vna sucesién

agerer (a) < B7(6)
tal que {[zp — 2|l > 1/2 Vn # m)

{NOTA: Es claro que basta pedir que X sea localmente compacio.)

Sea X = L(]~1,1]). Paracada & € K, sea Eo = {f € Cx([~1,1]) : F{0) = o}. Pruebe:
¢} Eo es convexe Va y Eq N By = 0 {05 &3,
i) B es denso en X Va.
1) 5i « # @ entonees no existe f € X° que separe £, de Ep.

(Sugerencie: Sea f & X° (f # 0}, describa a f(X.) C K.)

) {El teorema de 5. N. Bernstein)
Sea X = Cx([0,1]) v |zl = mex |z(t)|. Defina B, : X — X {n € N) poniendo:
o<e<1

Bo(z)(t) = Fioz(E) (F)t*{1 — )"*. Pruebe el teorema de Bernstein estableciendo
los siguientes incisos:

i) By, € B(X), de hecho || B, = 1 (n € N).

i) [|Ba(e*)—eM|| = 0 (n — +oo) Vz e X (Sugerencia; 81 ay(t) — aft) uniformemente,

s i L
entonces (1 + 3’%‘—1} —» g2{1) uniformemente. )

i) [[Ba(z) — 2|l = 0 (n — +o0) Yz € X (Sugerencio: Por el teorema de de Stone

Weierstrass ({1, %, %, . )) = X.)

Sean I = .(O, 1), § o-tlgebra de Borel de (1, A = medida de Lebesgue sobre § v
p € (1,+00) dade. Pruebe que las siguientes condiciones son equivalentes para funciones

Tp ¥y z de Ly(N):
a) n — = debilinente,

b) sup{[lzallp} < tooy fpzadh = fezdrVE C 8.
nefd

e} sup {[izalp} < 40 ¥ Jrfo-f-i %o dA — f(g’ﬂxdz\ Vi {0,1).

s':G_N

{11, 5,4} como en el anterior v p € (0,1) fjo. Defina d(z,y) =

: jn fr—wl? dA (z,y € L (2)).
Pruebe:

t} d es uns métrica (identifigne funciones iguzles c.d. y pruebe gque

& a? + B*
Ya,b > 0).

(a+ )7

13

(85

—

—
co
oo

—

=

i) 8i = € L£,()) = # 0 entonces existe una descornposicién & = y + z en donde yhz€ L,
y con d(y,0) = d(2,0) = }d(z,0). (Sugerencia: Use la continuidad de p(r} = I |zPdr
(0,r}

¥y 888 Y = X (g, Para slguna r € {0,1).)

i) 8i f € (Lp(A))°, entonces £ = 0 (M. M. Day (1840)). [Sugerencia:, Si f(z) = 1 para
alguna z, entonces por (i) es posible construir una sucesién de elementos (z,) en £,())
tal que d(xn,0) — 0 pero |f{z,)| > 1 Vn € N).

Hipdtesis y notacién como en el anterior. Pruebe:

i) Los tdnicos subconjuntos abiertos convexos de £(X) son el vacio y el total. (Sug-
erencia: Si V' es abierto convexo y 0 € V, halle r > 0 tal que 7P~ d(z,0) < r y una
particién P = (0 = #o < #; < -+- < t, = 1) de [0,1] tal que [ |z[Pdr = Ld(z,0)
: {tigteya]

Vi=0,...,n— 1 Defing z; = ATy e, Pruebe que €V y o= L{z; +... 4 2,).)

#i) Concluya que (L {1}, 4) no es normable. (M. M. Day (1940))

Sen M un subespacio de X = £,{j0,1]) (0 < p < 1) de codimensién finita (ver el anterior).
Pruebe que M es d-densc en X (Sugerenciar Considere Ilpy 1 X — X/M la proyeccién
natural. Use e ejercicio (12} y {16).) ’ - 1

Sea (X, {, }) un especio euclideo sobre .
iz <1} & [z = 1.

Fruebo gue 2 es uu panto eairemo de {z € X .
Sean (X,{, )} un espacio euclides sobre X ¥ %1,...,2, € X dados. Prushe:

i} T1,...,%, son linealmente independientes scbre K & el determinante de Gramm
b = det({zi,z5}) (1,7 =1,...,n) es diferente de cero. {J. P. Gramm (1881)). (Sugeren-
era: Sean @y, ..., a0 € K tales gue @1y + ...+ @ = 0, tomo el producto interior con
T1y..., %, ¥ examine el sistema lineal resultante.

2/ 81 A # 0= Aq,..., A, son tedos diferentes de cero.

(NOTA: Se puede probar que si A, # 0, entonees Ay, Ag,... , & son todos positivos.)
Bea (X,{, )) un espacio euclideo sobre K. Pruebe:

i) T — z debilmente < (z,,,y) — (z,y) Yy & X,

) 5i {2,)§° es una sucesién ortonormal en X, entonces z, — 0 debilmente. (Lema, de
Riemann-Lebesgue).

) B — 2 ¥ Yn = 5 {0 ga) = {,8) (= +o9).
Sea {X,(, )} un espacio euclideo sobre & = {. Pruebe:
i) 51 T € B{X) es tal que {T'z,z) =0 Vz € X, entonces T = 0,
#j 51 8,7 € B(X) son tales que (T'z,x) = {Fx,2) V& € X, entonces T = §.
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(1)

(92)

(93)

(94)

(95)

(96)

(97)

13} El inciso () es falso 81 K = R (Sugerencie: Ses X = R? con el producto interno
usual y Tz = ez para cierta § € B.)

{El teorems de Lax-Milgram)

Sea (H,(, )) un espacio de Hilbert sobre X y f : H x H — K un operador sesquilineal.
Supenga que M = sup{|f(z,y)| : ||z| = |yl = 1} < +oco. Pruebe que existe un nico
operador § € B(H) tal que: f{z,4) = (z, 8y} Vo,y € H y |§] = M.

{Sugerencia: Pruebe que para cada y € H, la y-seccién de f pertenece a B(H) y use el
tecrema de representacion de F. Riesz.)

Pruebe los siguientes resultados:

¢) 8i (z,) es una sucesién orionormal completa ¥ (y.) ortonormal en un espacio de
o
Hilbert (H,(, )) ¥ (yn) es una sucesién en H tal que ¥ |lz, — ynil? < 1, entonces (¥r)
T
es completa también. (N. K. Bari)

i) El inciso anterior continta siendo valido si sélo se asume que ollEn = unl? < +oo
(G. D. Birkhoff)

Sea (X, {, )) un espacio euclideo sobre X. Suponga que M = M1 ¥ subespacio cerrado
de X. Pruebe que (X, (, )) es un espacic de Hilbert. (Sugerencia: Pruebe que la funcién
A:H — H* dada por Az(y) = (z,y) es suprayectiva. Examine la prueba del teorema de
representacién de Riesz.)

Pruebe el siguiente resultado de G. Vitali:
2
[+~
Una sucesién ortonormal {z,} en L£3{a,b]) es completa & 3 { [ zadr =t—avte
7=1 ([a,2]
a,b]. (Sugerencia: [ zad) = {Tn, X[a))
lat}

Pruebe que un espacio de Hilbert & sobre K es separable < toda base de Hilbert sobre
K de H, es rumerable.

Sea (H,( , )) un espacio de Hilbert sobre X y sea {z;}sc; una familia ortogonal en H.
Pruebe:

i) {xi}ics es sumable en H < {l|zil|*}ser es sumable en R.

) 81z = ¥ 1y, entonces [|z)|* = T Jlz] %
i€l i€

Sen (£, (, )) un espacio de Hilbert sobre ¥ y B = {=,}ic un sistema ortonormal completo
infinito. Pruebe gue B no es una base d2 Hamel para H.

{Sugerencia: Sea {x;,2s,...} ¢ B un subeonjunto numerable infnito, v pruebe que
7. @0% define un elemento de H gue no pertenece a (B).)

k=1
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(98) Sea (H,{, }) un espacio de Hilbert sobre K y {M;};c; una familia de subespacios cerrados
tales que M; L M; Vi # j (i,7 € I). Pruebe: (%IM,-) = (P M;, en donde P M; = {z €
g i€l i€l
H:z =} x;, z; € M; tnico}.
i€l

(99) Sea I fijo no-numerable y defina £} (1) = {z: I — K| T |(:)|* < +oo}. Pruebe:
iel

i,y =3 z(z}m tiene sentido en X y define un producto interior en &% (I).
. el :
45) (€% (1), (,")) es un espacio de Hilbert.

iii) La dimensién de Hilbert de £} (I} es #(J).

(100) Sea}sﬂ,( , }) un espacio de Hilbert sobre K y M C H un subespacio cerrade. Sean
P : H — M la proyeccién ortogonal sobre M y z € X fija. Pruebe:

i) 2= Pz|| < ||z — m|| Ym € M.
i) lz — Paf = /l[z[]* - [[P=].

i4) (H/M, || [|z/ne) s un espacio de Hilbert con producto interior definido por:

(=], [v] epps = (z— Pz,y — Py)
. (Sugerencia: ||[z]||g/ne = d(z, M).)

{101) Sea M un subespacio de L£5([0.1]) y suponga que existe una constante A > 0 tal que:
[z(2)] < Aljz||z ¥ € [0,1], Yz € M. Pruebe que la dimensién de Hilbert de M no excede a
AZ,

(Sugevencia: Sea {zi,...,7,} C M un sistemas ortonormal finito. Use el teorema de
n

representacidn de Riesz y la desigualdad de Bessel para probar: 3 |z (f)|2 < A2 Vi €
i=1

0,1

(102) Sea M un subespacio de L([0,1]) que es cerrado como subespacio de L3([0,1]). Pruebe
que M es finito dimensional. (Teorema de A. Grothendieck (1954))

(Sugerencia: Pruebe que M es cerrado en Cx ([0, 1)) con la norme uniforme. Use el teorema
del mapeo abierte para probar que M satisface la hipétesis del ejercicio anterior.)

(103) Sea (H,(, )) un espacio de Hilbert sobre K y sea A : H — H una transformacién lineal
tal que (Az,y) = (z, Ay) Vz,y € H. Pruebe que 4 € B(H). (Hellinger y Toeplitz (1910)).
{Sugerencia: Si x — 0, enionces Az, — 0 debilmente y use el teorema de la gréfica

cerrada).

(104) Sean {H,(, }) un espacio de Hilbert sobre X y T' € B(H)} dedos. Pruebe:
VT = T
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i) T°oT =ToT* & |{Tz]| = |T"zj ¥z H. (109) Imitando la construccién de! ejercicio (108) defina a £, (H). Pruebe:
(105} Seen (H, (,-)) un espacio de Hilbert sobre K y P,Q € B(H) .Defina una relacién de orden i} (Loo(H), o) es.un espacio de Banach.
enn B(H) como sigue: P < Q@ & (Pz,z) < (Qz,z) Vz € H. §8i Py @ son proyecciones g L
suto-adjuntas, pruebe que las siguientes condiciones son equivalentes: i) La desigualdad de Holder con p = 1y g = +o0 correspondiente al inciso (i) del (108).
1) PLQ.
i) P(H) C Q(H).
i) Po@ = P,
iv) Qo P =P,

(106) Sean (H,{, }) un espacio de Hilbert separable, {e; : i & N} una base de Hilberty A € B(H)
o0
tal que: 3 ||A{e;)|| < +oo. Pruebe que A es compacto.
=1

{Sugerencia: Sean Hy = ({e1,...,en}) v P : H — Hy la proyeccién ortogonal. Pruebe
que Vz € H con [z < 1y € > 0 arbitrarie, IN = N{c) € N tal que |4z — APyzl| <e.

Ahora pruebe la compacidad de ¢ 4(F(0)).) BIBLIOGRAFIA RECOMENDADA

(107) Bea (ai;) 4,5 € N una matriz infinita con elementos en &K ta) que: olaigl? < +oe.
65

.. . . oo . i (1) “Measure, Integration and Functional Analysis™ B! B. Ash. Academic Press.
Mediante las ecuaciones y(v) = 3 a; ;2(j) define un operador lineal 4 : £,{K) — £,{K).
=1

i (2} “Functional Analysis” B. Bachman y L. Naric{ Academsc Press.
Pruebe que 4 es compacto v [|4]] < (2 |a.<=,-|3) o (3) “An Intreduction to Hilbert Space® P. R, Halmos. Chelsea.
Y]

{4) “Resl and Abstract Analysis® E. Hewilt y K. Stromberg. Springer- Verlag..'G.T.M.' # 25.
(108) Sean (H,{, }) un espacio de Hilbert separable y p € [1,+co) dados. Defina £,(H) = {z:

o o 1p {5) “Elementos de la Teorla de Funciones y del Analisis Funcional” A, N. Kolmogorov y 8. V.
N = 3 |l < +oo} v [|(z)llp = (E n-r(i)up) . Prucbe: Fomin. MIR. '
i=1 i
) W (6) “Reaz! Analysis” H. L. Royden. Me Millan.
[==]
3 531 [{e(), v < M@ lpll{w)lls- Con ¢ € (1,400} el exponente conjugado de p € (T) “Functional Analysis” W. Rudin. Me Graw Hill,
=
(3, +00). :

(8) “Introduction to Topology and Modern Analysis” G. ¥. Simmons. Me Graw Hill.

#) (£(H), [l{ )]]) es un espacic de Banach, el cual es de Hilbert & p=2. (9) “An Introduction to Functional Analysis” A. E. Taylor. Wiley- Toppan.

Halle condiciones sobre = y y que garanticen la igualdad en {i).
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