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CAPITULO O

RESUMEN DE NOCIONES BASICAS DE TOPOLOGIA Y ALGEBRA

En éste capitulo revisaremos las nociones y resultados de

Algebra y Topologia que necesitaremos enel presente.curso.

SECCION 1: Definicidn del campo de los nimeros complejos.
La definicidn que vamos a dar no es la mids elegante, pero

si la mids elemental.

DEFINICION 1: EI1 conjunto de los niamenos complejos & es

el conjunto & con las leyes de composicidn siguientes:

(A) ADICION:

2 2 2
] x & >@&K

[ (a,b),(al b')] > (a+a! b+b')

(B) MULTIPLICACION:

2 2 2
# x & +~ &

[ (a,b), (a)b')l + (aa'-bbjab'+ba')




PROPOSICION 1:

(a) Con las dos operaciones arriba definidas, € es un cam
po conmutativo®*, donde los nGmeros: (0,0) y (1,0}, son
los elementos idénticos de la adicidn y multiplicacidn

respectivamente.

(b) La aplicacidén &+C ; a~ (a,0), es un isomorfismo*#* de
] en

DEMOSTRACION: En el Apéndice O.

NOTACIONES PARA LOS NUMEROS COMPLEJOS QUE USAREMOS EN ESTE CURSO

(a) Identificaremos los nimeros representados por los vec

tores (a,o0) con los nOmeros reales a asociados.

2
(b) Denotaremos al nGmero (0,7) por 4 , 4= -1, ya que

(0,1)(0,1})= (-1,0)=-1

(c) Con las identificaciones de (a) y (b) se ve que el ni
mero complejo representado por el vector (a,b) es igual

a a+ib, ya que

a+ib= |a,0) + (0,1)(b,0)=(a,0)+(0,b) ={a,b)

En todo &ste curso denotamos siempre al nimero comple-

jo (a,b) con el simbolo: a +.ib.

* Un cempo conmutativo es un anillo asociativo, conmutativo, con elemento
unitario, donde todo elemento distinto de cero tiene un inverso multipli-
cativo.

#%  Tsomorfismo, en este caso se refiere a un homomorfismo inyectivo.



jo

{(d) Si z=x+4{y es un nimero complejo, el vector (x,y)

= -
que lo representa serd denotado por z.

(e) 8i z=x+4iy, a x se llama la parte real de z y se deno
ta Re (z), a y se llama parte imaginaria de z y se de

nota Im(z).
SECCION 2: PROPIEDADES METRICAS DE LOS NUMEROS COMPLEJOS.

DEFINICION 2: E1 valor absofuto , |z|, de un nimero comple

z=x +4y es el nimero no-negativo:

Vx“ry? 6 JIRelzh % (Im(z))?2

PROPOSICION 2: 8Si z3,z» € €;

(a) |z1 +z2| < |z1|+]|22]
(b)  lzi1 z2 | = Jzi| |z2]
fe) 81 |z| =e; 2=0

DEMOSTRACION: En el Apéndice O
DEFINICION 3:
(a) Sucesidn convergente de ndmenos complejos. Una suce-

sién {z |n = 1} de nlimeros complejos se llama conver-
n :

gente, de limite z  , si |z_-z | »+ o, cuando n>+«, esto
[s¢] loe] n



es,sl para cualquier € >¢ existe un entero Ne’ tal-

zZ - < iempre e >N _.
que | 0 z_|<e, siempre que n .

(b) Sucesdidn de Cauchy. Una sucesidn {zn|n >1} de nime-
ros complejos es llamada de Cauchy , si |€1—sz+o cuando
n,m=+eo, esto es, si para cualquier e>0, existe un en-

tero N_, tal que lz, -z, < € si n,m > N
PROPOSICION 3: Si una sucesidn converge, su limite es Gni
CO.
DEMOSTRACION: En el Apéndice O.

NOTACION: E1 limite de una sucesidn convergente {z [n > 1}

se denota:

£im z
¥l —>co

PROPOSICION 4: CRITERIO DE CAUCHY

Una sucesidn es convergente si y solamente si, €lla es de
Cauchy.

DEMOSTRACION: En el Apéndice O
SECCION 3: NOCIONES ELEMENTALES DE TOPOLOGIA.

DEFINICION 4:

(a) Se llamadisco abiento (respectivamente cerrado) de -



centro we < y de radio 1€ tﬂ: ( respectivamente n€ R,) y
se denota D(w,n) (respectivamente D(w,x)), al conjun
to fz:|z-w|<n} (respectivamente {z:|z-w|< z}).

(b) Se llama #ectdngulc abiernto (respectivamente cerrado),
de ladosla,b[ y lc,d[ (respectivamentela,b] y [c,dl),
al conjunto {z|a<Re(z)<b, e<Im(z) <d} (respectivamen
te {Z]a< Re(z)<b, < Im(z)<d}), -el cual.se -denota

la,bl x1 ¢,d[ (respectivamente [a,b] x [c,d] ).

(c) Se llama ciiculo de centro w y de radio LE€R_, y se

denota por S (w,x) al conjunto: {z:|z-w|=x}.

DEFINICION 5: ABIERTOS Y CERRADOS:

(a) Un subconjunto E de Ces llamado ablerto, si dado -

cualquier elemento z de E, existe un disco abierto de cen
tro z contenido en E .

(b) Un subconjunto E de € es llamado cerrado si €—E es

abierto.

EJEMPLOS. Discos (6 rectdngulos) abiertos son abiertos,

discos (6 rectidngulos) cerrados son cerrados.

NOTA: El1 conjunto € y el conjunto vacio, ¢ , son abiertos

y cerrados.
PROPOSICION 5:

(a) Toda unidn de abiertos es abierta.

(b) Toda interseccidn de cerrados es cerrada.



(c) Toda interseccidn finita de abiertos es abierta.

(d) Toda unidn finita de cerrados es cerrada.

DEMOSTRACION: En el Apéndice O.

NOTA: EIl menor cerrado que contiene a un conjunto E , se

llama cerradurna de E .

OBSERVACION: En la proposicidn 5, en las partes [c)y (d],
pedimos que la interseccidn y unidn respectivamente sea finita,
a continuacidn daremos unos ejemplos, donde sucede que la inter
seccidn numerable infinita de abiertos,no es abierta y la unidn

numerable infinita de cerrados no es cerrada:

(c) E= D (0, %) » NE = {0} no es abierto.

() F,= ? (0,15 , U F = D(0,7) no es cerrado.

DEFINICION 6: PUNTOS AISLADOS— PUNTOS DE ACUMULACION.

(a) Dado un conjunto E, w €E, es llamado un vunto aisla-
do si existe un disco abierto de centro w , que no -

contiene ninglin otro punto de E
(b) Dado un conjunto E, un punto w€&€ C, es llamado punto
de acumulacdbén de E, si todo disco de centro w con-

tiene un punto de E distinto de w

NOTA: Si w€E; w es aislado o de acumulacidn.



PROPOSICION 6: CARACTERIZACION DE LOS CERRADOS.

Un subconjunto E de T es cerrado si y solamente si, todos

los puntos de acumulacidn de E pertenecen a E.

En otros términos E es cerrado si y solamente si dada cual

quier sucesidn convergente {z |n > 1} de puntos de E,
n

£im z €E
n—=o K

DEMOSTRACION: En el Apéndice O.
DEFINICION 7: Induccién de La Topologia.
Si E es un subconjunto de € , un subconjunto F de E es 1lla

mado abierto (respectivamente cerrado) en E, si existe un abier

to (respectivamente cerrado) G tal que
F= ENG

PROPOSICION 7: Sea E un subconjunto de €.Si E es abierto
(respectivamente cerrado), y si el subconjunto F de E es abier-
to (respectivamente cerrado) en E; F es abierto (respectivamen-

te cerrado) en C ,
DEMOSTRACION: En el Apéndice O.
DEFINICION 8: COMPACTOS

Un subconjunto Kk de « es llamado compacte, si cualquier

subconjunto infinito de K contiene una sucesién convergente de -



limite contenido en K

NOTA: La definicidn de compacto arriba mencionada no es
la mas usual, ya que la misma no es una buena definicidn en es

pacios topoldgicos generales.

Sin embargo para nuestras necesidades élla es suficiente
y también es mas elemental que la definicidn general usual. -
(En el Apéndice 0, en Nota a la definicidn 8 se encuentra la -

definicidn usual de compacto),

PROPOSICION 8: Caracterizacidn de los compactos:

Un subconjunto K de € es compacto si y solamente si K es

cerrado y acotado.
(Acotado significa que existe un disco D(0,R] tal que
KcD(o,R)]).

DEMOSTRACION: En el Apéndice Q.

DEFINICION 9: CONEXO.

(a) Un subconjunto E de @ se llama ccinexc , si E no puede
ser representado como unidn de dos conjuntos abiertos

en £, ajenos y no vacios.

(b) Otra forma: E es conexo si no existe un subconjunto
de E, no vacio, no idénticamente igual a E y que sea

abierto y cerrado en E.



OBSERVACION: Las definiciones (a) y (b] son equivalentes;

la demostracidn de este hecho se encuentra en el Apéndice O,
NOTA: Propiedades de los conjuntos conexos.

(a) Un abierto es conexo, si y sb6lo si, dados dos puntos
cualesquiera w, z€ Q existe una poligonal en Q de -
origen w y extremo final z . Esto significa que exis
te un conjunto finito de puntos {ZL22!...,Zn} tales -

que para todo § tal que 1<j<n-7, el segmento ;EEJ+T

estd en Q y también los segmentos Wz; ¥y z Z.

(b) Todo abierto @ puede ser representado de una manera

inica como unidén de abiertos conexos, ajenos dos a dos.

OBSERVACION: Las demostraciones de (a)y (b) se encuentran
en el Apéndice O.

DEFINICION 10: CONJUNTOS DENSOS.

(a) Un subconjunto F de un conjunto E, es llamado denso
en E , si todo punto de E o pertenece a F o es punto

de acumulacidn de F,

SECCION 4: FUNCIONES CONTINUAS.

NOTA PRELIMINAR: De acuerdo con las notaciones usadas pa-
.ra complejos y los vectores del plano (en 'Notaciones para los Complejos"....
de la parte (d) del final de la seccion 1). Una funcidn £: E~> & defini-
da sobre un conjunto E de nimeros complejos con valores comple -

jos, puede ser considerada de cuatro maneras diferentes:



(a)

(b)

(c)

(d)

Como funcidn sobre un conjunto E de nGmeros complejos

con valores complejos: z = § (2}

w = o i

Como funcidn de un vector z ,definida sobre el con-

i -

junto E , de los vectores z=(x,y)ER® con valores com

plejos:
z- 4§ (z)
Como funcidn de un nGmero complejo z definido sobre

E con valores vectoriales en R?:

z~> 4 (z],

—
donde § {z) es el vector que representa al nlimero §(z).

- - - 3 - -
Como aplicacidn de un vector z,definida sobre el con-
" = - . o | -
junto £ de la definicién (b ), con valores vectoria-

les.

——

- -
z>4 (z]

= - . - = - - -
Por § denotaremos a la aplicacidn E- ®* definida en
el caso(d)y 1a llamaremos aplicacidn asociada a la -
funcidn
§:E> T ,
. = . . o
Inversamente, si T:E-®® es una aplicacidn, entonces

existe una Gnica funcidn compleja §:E> € , tal que -
o
§= Ts



-

Si z= x+4iy, z= (x, yl

-

{(z) = (Re(f(x+4yl), Im (§(x+<y))

Y si T (x,4)= fm(x;g), v(x,y)) entonces

§lz]= ﬁfx-*iy)= i (24)+ Ly [x4¢)s

DEFINICION 11: FUNCIONES CONTINUAS.

Una funcidn §:E-~C se llama continua en E, si dada cual-
quier sucesidn convergente {zn|n2=1} de puntos de E tal que su
limite z_ pertenece a E , la sucesidn de imégenes{ﬁ(zn)hti lles

convergente , y su limite es §(z_]J.

OBSERVACION: En el Apéndice 0 se encuentra la definicidn

usual de continuidad y su equivalencia con esta definicidn.

NOTA 1: Si 4:E-C es continua y si GCE, entonces la res-

triccidén de §a G es también continua.

'NOTA 2: Si §: E-« es continua, la aplicacibén §: E~®*> co-

rrespondiente a § es una aplicacidn continua.

NOTACION: Si A es un subconjunto de € , entonces:

§7 (A= {z]z€E, flz]eA]



PROPOSICION 9: CARACTERIZACION DE LAS FUNCIONES CONTINUAS.

La continuidad de una funcién {:E>C es caracterizada por -

cualquiera de las dos propiedades siguientes (equivalentes):

(a) Si ®es un subconjunto cerrado de € , entonces { '(®)

es cerrado en E.

(b) Si®es un subconjunto abierto de ©, entonces 5_1(8)

es abierto en E.
DEMOSTRACION: En el Apéndice O.

NOTA: Si no hay z €€, tal que §(z) €O , entonces § ' (@)

es vacio (y por lo tanto seria abierto y cerrado en EJ.

CONTRA EJEMPLOS PARA LA PROPOSICION 9: La imagen bajo una
funcidn continua §:E-C de un abierto & de un cerrado, no es -

en general abierta o cerrada en «

EJEMPLO: Sea §: -« 1la funcidn
o Ll
1+)32]
4§ es continua, sin embargo la imagen § (€) de € es el intervalo
{w|0 < Re (w)<1, Im (w)=0}; € es abierto y cerrado, sin embargo

4(€) no es abierto ni cerrado en C.

PROPOSICION 10: Denotamos por C(E) al conjunto de todas -

las funciones continuas E=>C

I. Con las tres operaciones:



(1) C(E) xC(E)>C(E), (§,8)6+g,(§+3) (z)= §(zl+g(z)
(2) C(E)xC(E)>C(E), (§,9)-6 9, (§+9)(2)= §(2) g(z)
(3) € x C(E)+C(E) , (A 6)>A6, (a £)(2)= A(§(2)) .

El conjunto de todas las funciones continuas de E—~>T es
un- algebra* sobre € , con elemento cero la funcibn constante

0, y unidad la funcidn constante 1.

Ademds si E tiene mids de un punto, C(E)tiene divisores de

cero,

II. Si §:E-C g:F—>C son dos funciones continuas tales que -

4(E) € F, entonces la funcidn h=gef:E~T , composicidn de g y 4

es continua.
DEMOSTRACION: En el Apéndice O.

NOTA: Debido al contraejemplo, Z+l&l“, vemos que no to
lz|+1
da funcién continua manda cerrados(respectivamente abiertos)en cerrados(res-
pectivamente abiertos). La proposicién siguiente nos da dos categorias de con
juntos invariantes bajo funciones continuas; Io cual es sumamente importante.

PROPOSICION 11: Si §:E—~C es continua y si

(a) K es un compacto contenido en E, entonces 4 (K) es com

pacto.

%
Un anillo asociativo A se llama dlgebra sobre T, 81 A es un eapac1o vecto-
rial sobre €, tal gue para todo a,bEE y a €C :

a(ab)=(a a)b=a(ab)



(b) K es un conjunto conexo contenido en E, entonces 4 (K]

es conexo,

DEMOSTRACION: En el Apé&ndice O.

COROLARIO 1: Si 4§ E—=»C es continua y si E es compacto -

existe por lo menos un punto z;€E, tal que

|§(z1)|= sup {|£(z)] |z€E}

y un punto zZ,€E, tal que

|§(z2) [= inf {|§(2)] |z€E}
DEMOSTRACION: En el Apéndice O.

COROLARIO 2: Si §:E—->C es continua y si E es compacto, -

para toda e->o0 existe una §(e)>o tal que para toda z;,z,€E, -
|z1-2,|<6 (e) implica |{§(z1)- §(2.)|<e (es decir § es uniformemen

te continua),

DEMOSTRACION: En el Apéndice O.

NOTA IMPORTANTE: Las dos aplicaciones:

G:XG:*G:: (ZI:ZZ)—)Z‘I*'Z"Z Vs

CxXT>T, (z1,Z3)>21Z2



= 15_

Son continuas en el sentido de que si {z [n>1}y {w, [n>1} son
dos sucesiones convergentes de limites Zw y Ww, Tespectivamente,
entonces las sucesiones {zn4-wnln23?})r{znwnh1>1}son convergentes de

limites Zw+We y Zeo Weo s respectivamente.

SECCION 5: Raices n-ésimas.

El presente parrafo es puramente té&cnico. Necesitaremos
estos resultados pues serdn utilizados mids adelante en el capi-
tulo 2, donde demostraremos una generalizacidn de los mismos -

(Teorema fundamental del &dlgebra).

La meta de este parrafo es probar que dado cualquier nime-

ro complejo y cualquier entero n=>1 existe una raiz n-&sima.

TEOREMA 1: Dada una a €C cualquiera y un nimero entero -
n=>1 entonces existe al menos una a,€T, de manera que

(aul? a, ((agl? ay-ap...,a)

n veces

El teorema va a ser consecuencia de algunos Lemas.

Sea

G={a||la| =1, Rela)=o0 y |Im(a)|< Relal}



Imz

i/ Re z Re z

LEMA 1:

(a) Si a€H , existe un Gnico z€ G, tal que z?=a. Denotaremos
a z por ¢ (a).

(b) Si Re (a)=0: [Im(e(a))|= Re(v(a))

Si Re (a) >0: |Im (¥ (a))]| < |Im(a)|Re(e (a))
2Re(a)

() le(@ =1 y (le(@)]-1) <% (la]-1)
DEMOSTRACION:

(a) Sean a= a+1i B, z=x+1iy, luego z?’=a es equivalente al sis

tema:
(S) x?%-y%=a
2 xy=28
CASO 1: Si.a==0, x%= y?, o sea |x]|=|y|, pero como 2|xy|=|8],

por tanto 2|x|?*=|B|, entonces el sistema tiene dos soluciones:

(x= /181> v e JIB ) vy (x=JI8] , y=-¢ JTET)



x PP

donde €= (como |a| =2 1y o=o0 entonces Ya?+8%2 > 1 6 sea -

B
8]

Vg% =1 y por tanto |B|=1).

Unicamente la primera. solucidn estd en G, ya que: en &ste

caso la solucidén a la que nos estamos refiriendo es

|x +iy|= //L§|+ B |B] = V[B > 1 por lo mencionado en el -
2 812 2

paréntesis, x 20 y |y|< x; por lo tanto dicha solucidn estd -

en G y claramente la segunda solucidén no estd en G.

CASO 2: Si a>o. Como x?=qa+y? entonces x # o.

Sea t=y, como a>o0, entonces |[t]| < 1.
X

El sistema (S) es equivalente al sistema

s |t|< 1
x2(1-t%) =0

2 x%t=RB

y éste es equivalente al sistema.



h {2 - H
NET T
1-t2
lt] <1
La aplicacién =+t del intervalo ]-1,1[ en R es es-
1-t2
X : : _ It . 2
trictamente creciente ya que si £(t)= — -~ , entonces £1(t)= Tkzz
1-t< . +

y ademids manda el intervalo J-1, 1[ a todo & .

Luego existe un finico t, € 1-1,1[ tal que:

A éste ty corresponden dos soluciones de (S)

X= / o s Y=ty [ ua y X= - g/ o y=-"te [/ a _

Solamente la primera solucién pertenece a G y &sto demues-
tra la parte (a) del Lema.

(b) Si 6 =0 vemos por la parte (a) que:

|Im ¢(a)|=Rey¢ (a)

Si o> 0 Resulta de las dos siguientes relaciones:



. 2ty _ B
y ya que |1-t ?|<1, entonces
[ =1-. 1 - 2 E ._1_
ol = 2 [1-to* 151 < 3 |&]

lo mismo que:

|t,|< 1|8 |=1 |Im(a)] (ya queRe(a)>o y
2| a 2 Rela
por tanto | Re (a)|= Re(a))
y ademds como t0=%€ = ;2: Eg%
entonces |Im ¢ (a)| 1 _Imla)

Re ¢ (a) 7 Rela)

lo cual demuestra (b)

(c) Como ya demostramos que ¢ (a)e G entonces |e¢(a)|=1.

Ahora z?=a , y por lo tanto |z|%=]|a| y si |a|>1, entonces |

lz| = 1.
Sea |z|= 1+e, e>0, luego entonces:
(1+e)?= |a|, y como

(1+€)?= 142e+e2>1+2 ¢, entonces

1+2e< |a]lye< |a]-1., estoes
2



lp(a)|-1< lzi|_1

lo cual demuestra (c)

LEMA 2: Para todo a€H la sucesidn [eP(a)|n>1} converge

a 1, donde ¢"= ¢oPosseoy¥ , Esta composicidn esta bien definida,
n veces

ya que ¢ (H)C G CH.

DEMOSTRACION:

Sea a= a+iB , ¥y consideramos primero el caso o >o0. Aplican

do inductivamente el Lema 1, resulta yn(a)= xn+iyn , donde

(a) x_>0, para toda n > 1
(b) ¥, |<1]yn-1], para toda neN
x| 2 1%

(!@n_l(a)l—i), para toda n€N

De esto resulta que:

1 ¥n
Xn

<

%n l%‘ , para toda n€N y



0< |¢"a)|-1<1 (lal-1), para toda ne N |
= 70 _

Luego |y, | = © cuando n~>« vy |¢p"(a)|>1cuando n->w

Xn

1
como |y¢"(a)]?= x;-ry; , entonces x;—*T y yﬁ-*O cuando n-

Ahora por ser X _>o0, para toda n€N , tendremos que x > 1

cuando n-«, luego entonces pn(a)+‘lcuando n-—->oo,

Ahora si a =0, entonces por Lema 1.

a1 =¢(a)= a1+iB; , donde a1 >0, v entonces se reduce al ca

so anterior, ya que:

¢ (a)=¢""" (a) y im ¢"7N(8)= 1

n-—e

Por tanto:

Lim p™(a)=1

1> o

DEMOSTRACION DEL TEOREMA: Sea aEH y r un entero =2, va-
mos a demostrar que existe un w £ € , tal que w'=a

Para todo entero n=1 existe un Gnico entero k(n)=o, tal
gue:
k(n) < 1< k(n)+1
2" T 22




- 32 .

De esto resulta que:

(k(n) +1) r > 2% , es decir

(K(n)+ 1) n=2" + a, ,donde 0 < q_ < 1 (ya yue kin) < 2™

n 2
Denotaremos a ¢ (a) mediante z, e

Del lema 1 (c) resulta que:

‘ 4 i - para todo n= 1.
T =« |an<1 | E(_|Zn=1|1)’
Entonces:

1< |z |<€]|z2 para toda n e N
= ni|— n=i

Por consiguiente la sucesién {|z,|} es acotada por lzy].
Por otro lado tenemos que para todo entero o< q< r:(z%b_9=(zn—1)[zg-l+“,

q : 3
y luego |z  -1] < |z -1 ? |z, |

q 1
Entonces |z - ]l < [z | b
n T B (P

=l <
donde B8 es la constante X |zi[|Y .,
3=0



. k(n)+1
Sea w el nimero z£ b ); demostremos que wz-+ a cuando

B

r_  (k(m)+Dr _ aa ¥

n, pero como z2= a, entonces
n n n ‘ ' n

Debido a que Izﬁ%-i[ < B|z;1| y del lema 2 z=>1 cuando n->w,

G
tendremos que z,d, 1 cuando n = =,

xx
por tanto w ~ a cuando n—-® .

. X
Como la sucesidn {Wﬁ[n,>1} converge, entonces ella es acota-
da y, por tanto, la sucesidn {w_|n > 1} es acotada. Entonces existe
n
. - . . - 1
una subsucesidn {TJ|J = 1}, Ty= wy_  de la sucesidn {Whln =1} que es conver-

J
gente. Sea w el limite de la sucesidn {Tj!jzkl}

Por la nota final de la seccidn 4, tendremos

r 5 r . 5
w = £im T.= Lim w = a
j =00 n—)C}O n

Entonces hemos probado de que si a€H y si 2 es un entero =2,

existe una w € € tal que: w = a
En general:

(1) Si @ # o de manera que |a|< 1 y Re(a)> o, tendremos que 1€H
a

v i X
. Si1 w=1 entonces w =

. i 5
y por tanto existe un w; de suerte que wi
. Wi

=1
a



(2) Si a# o de suerte que Re(a) < o, tendremos que si m=-a, Re(a;)>o
y por lo anterior existe wide manera que w; = a;.
4 . i
Si & es impar. Sea w==-w1, y por tanto wr=(—w1) = -ai;=a
Si 4 es par, entonces r = 2% , con g impar.
i 25 = T r
Si s=1, w=iwiy, por tanto, w = (iw;)” 9= i? q w1=G1)qw1=-all

Si s > 2 como i€ H, sea T= ¢S-l(i), o sea T257'= i, luego TEG.

Entonces por lo anterior existe un w, tal que

wy = T R
leege 28-1q s-1
Wy = T? = i, por tanto, |
|
wi = wiad= j2=-1;

Si w=wy w, , entonces
wi= (waw1)=(-1)(a1)=-a,=2a
Con esto el Teorema queda probado.

EJERCICIO: Sea &[x] el anillo de todos los polinomios con -
coeficientes reales y sea (x*+1) R [x] el ideal generado por x?+1.

Entonces R [x ] / (x**+1)&[x]es isomorfo a €.



« BE -

Si P(x) € R [x] el residuo de la divisién de P(x) por x2+1]

es de 1a forma bx+a .

Entonces se manda la clase P+ (x?+1) R®[x] de Pa.(a+ib).

DEMOSTRACION: En el Apéndice O.
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APENDICE O

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 1:

(a) Sean X, y, z €@, donde x= (X1,X2), y=(y1,yY2) ¥ 2= (21,22)

(1) Cerradura (adicidn): x+y=(X1,%X2)+(Y1,Y2)=(X1+y1,X2+y2)EC.
(2) Conmutatividad (Adicidn):

x+y = (X1+Y1, X2*Y2) = (Y1+X1, Y2+X2) = y+X
(3) Asociatividad (Adicidn):

(x+y)+z= (X1+y1,X2+y2)+(21,22)=[ (X1+y1)+z1, Ka+ya)+2z2) = [Xa+ (Y1+21) ,Xo* (Y2 +22)] =

=(x1,X2) + (yi+z1,y2+z2)=Xx+(y+z)

(4) Existencia del elemento idéntico (Adicidn):

Existe 0=(o,0) tal que: x+0= (xi1,x2)+(0,0)=(x1+0,X2+0)=(X1,X2

(5) Existencia del elemento inverso (Adicidn)

Dado x€C, existe —x=(-x1,-X2) tal que:
x+(-x)= (X1,X2)+ (-X1,-X2)=(X1+(-x1),X2*(-X2))=(0, 0=0
(6) Cerradura (Multiplicacidn):
X-y=(X1Y1- X2¥2, X1Y2+X2y:1) € €

(7) Conmutatividad (multiplicacidn):

Xoy=(X1¥1-X2Y2, X1Y2+X2y1)= (Y1X1-Y2Xz2,Y2X1+y1X2)=y X



(8) Asociatividad (Multiplicacidn):

(x*y).2= (Xi¥1-X2Y2,X1Y2+X2Y¥1)(21,22)=
=(X1Y121‘X2YZZI"X1Y222‘X2Y122,XlYlZz‘X2Y222+X1Y221+X2Y121)
X-(Y-Z)z(xl,Xz)(Y121'Y222,Y122+Y221)=
=(X1Y1Z1-X1Y222-X2Y1Z2-XaY221,X1Y122+X1Y221+X2Y121-X2Y222)
(9) Existencia del elemento idéntico (Multiplicacién):

Existe 1=(1,0) tal que:

x+1= (x1,X2) (1,0)=(x1,X2)= X

(10) Existencia del elemento inverso (Multiplicacidn):

x -X
_1 1 2
Dado x con X 0 existe x (x%ﬁﬁ e o ) tal que
] X1 - X9
Xe ] = 1 =
X (Xl 3X2) (X21+X§ » le E )(22 ) (J ) O) 1

(11) Distributividad (Adicién y Multiplicacidn):
Xe (y+z)= (X1Y1+ X1Z1-X2Y2-X22Z2,X1 Y2+X1Z2+X2Y1+X2Z1)
Xey+Xez= (XlYJ‘X2Y2+X121—Xzzz,X1Y2+X2Y1+X1ZZ+X221)

Con &sto queda demostrada la parte (a).

(b) Sea f la aplicacibén de R en € definida como

£ (a)= (a,0)



(1) £ es un homomorfismo:

Sean a,b € &
f(a+b)= (a+b,0)= (a,0)+ (b,0)= f(a)+£(bh)

f(a-b)= (ab,0) = (a,0) (b,0)= f(a) £ (b)

(2) £ es inyectiva:

Si f(a)= £ (b)
entonces (a,o)= (b,o0)

y por lo tanto a=b>b

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 2:

Sean x= x1+1 X, Yy y= y:+iy. definiremos el conjugado
de x como X;-ix»y lo denotaremos por x . Es facil ver que las

siguientes propiedades son vdlidas:
|x|= || E=x, x| 2=x %, XHy = X3F, XY = X-F, x+% = 2Re(X) ¥y Re(x) <|x].

Demostraré, por comodidad, primero la parte (b) pues va 2

ser usada para demostrar la parte (a).

(b) |xyl= Y(Ge1y1-X2y2) *+ (aye+xay:) = x{y.?- 2X1Y1X2Y 2 #X5 Y5 XY S +2X1YaX2Y1+X

|X| |}f|= /Xlz P 1/Y12 v oyp = J;12Y12+X12Y22+X22Y12+K22 y 2
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(a) |x+y|?=(x+y) GeHy)= (xty) (X#y)= XX +X.y+y.X+y.y =

=|x|* + x.¥ +x.y #|y|®= |x]|* + 2 Re xV)*|y|* < |x|*+2|xy|+]y|*=
=|x[* + 2lx[ [y|+ |y|®= |x[*+ 2[x] [y[+]y[*= Ux]|+[yD?

por tanto: |x+y|? < (|x|+|y|)? y como

x+y| 20y |x]| +[y[> 0
se concluye que |x+y|< [x]| + |y]|

(c) Supongamos |x|= 0, v¥xi+xf= 0, x%+ x2=0
2 2 2y 2
como x; #0 y x; 0 se deduce x;=0 y x,= 0

y por lo tanto x;=0 y x,=0 &6 sea x=0

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 3:

Supongamos que la sucesidn {zn[n >1} converge a dos limi-
tes distintos L; y L., entonces por la definicidn de sucesidn -

convergente tendremos:

z - Li|»0, cuando n—
n

z - Ly|»0, cuando n—=> o
n

Pero |Li-La|= |Li- 2 +2 - Lp| < IL1—2n|+|zn—L2|=|zn-L1’+|zn-L2J+ 0

es decir |Li- L2|= O cuando n—»> =,



(@3]
ey
I

pero a su vez como L,-~L, es constante L;<L;=0, o0 sea L;=L,, esta -
contradiccifn niega la posibilidad de que la sucesidn converja

a limites distintos.

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 4:

Para esta demostracidn, necesitaré las definiciones de dis
co abierto y de punto de acumulacidn, mencionadas en la defini-
cidén 4 (a) y definicidén 6 (b) del Capitulo 0 respectivamente. -
Ademds la definicidn de conjunto acotado en los complejos, la -
cual se menciona en la proposicidn 8.

Antes de demostrar el criterio de Cauchy, demostraré un Le

ma y el Teorema de Bolzano Weierstrass.

LEMA AUXILIAR 1: |

Supongamos S € @ y x € € un punto de acumulacién de S, entonces todo
D(x,r) contiene una infinidad de puntos de S.

DEMOSTRACION: Supongamos lo contrario, entonces existe D(x,a) que contie
ne sdlo. un nimero finito de puntos de S distintos de x; sean &stos; X;,Xs,

X3, =++s, X . SiT es el menor de los nimeros positives: |x-xi|,|x-x|,
T ’ : g .
Lokl ,|x-xn[, entonces D(X,7) serdun disco que no contiene puntos de S dis

tintos de x; esto contradice el hecho de que x es un punto de acumulacién.

TEOREMA AUXILIAR 1; (Bolzano Weierstrass)

Todo conjunto S C € acotado e infinito tiene en € al menos



un punto de acumulacién ie 8.

DEMOSTRACION: Pﬁesto que por hipbtesis S es un conjunto acota-
do, entonces dicho conjﬁnto estard contenido en un disco, o mas
comodo, en un cierto cuadrado J; adecuadamente grande, con lados

paralelos a los ejes coordenados. (ver fig.)
1

i
— T
L
%
(]
! 1
% 2

v

y
1
Hagamos ahora una particidén del cuadrado J; en 4 partes -

iguales, mediante paralelas a sus lados que pasen por su centro
(ver fig.).

Por hipb6tesis del teorema S es infinito, luego entonces al
menos uno de los 4 cuadrados menores contiene un conjunto infi-
nito de elementos de S, de lo contrario S contendria un nimero

finito de elementos. Digamos que sea J, el tal cuadrado.



Ahora J, estd en las mismas condiciones que J, y le pode-

mos aplicar el mismo razonamiento: dividimos a J, en 4 cuadra-
dos mennres, al menos en. uno de los cuales habfa un conjunto -

infinito de elementos de S.
Siguiendo &ste razonamiento obtenemos una sucesidn decre-

ciente de cuadrados:

15, 3 Jg3 Be T ypensd I Fpopes

cada uno de los cuales contiene un conjunto infinito de elemen-

tos de S.

Denotemos por x ¥ Xé (xé > xn) las abscisas de los lados
horizontales del cuadrado Jn y respectivamente por Y ¥ Yﬁ(y§>yh)
las ordenadas de sus lados verticales (ver Fig.).

Puntualizando las sucesiones {xn})r{yn} son no decrecientes,
mientras que {x'} y {y'!} son no crecientes, ademis todas estas su

cesiones estdn acotadas respectivamente por las abscisas y ordena
das del cuadrado J;, podemos concluir que todas estas sucesiones
tienen limite, pero por otro lado también observamos que las dife
rencias:

x'-x -0 cuando n =+ «
n n
y!'-y -0 cuando n -
n n
luego las sucesiones {x'} y {Xn} tienen un limite comfin x_, y ani-

logamente {yh} y {yn} tienden a un limite comdn y_  (en cada eje -



se tiene un encaje de intervalos).

Denotemos por P al punto de coordenadas (xb,yo). De la de

finicidn de xn,xg,yn y y% se colige en forma inmediata que

cualquier punto de Ji1 (el cuadrado original que contiene a S) -

con ordenada Vs estd contenido en una franja horizontal acotada
por los lados horizontales de J ¥y también cualquier punto de -
J; con abscisa X queda contenido en una franja vertical acota-
da por los lados verticales de Jn, siendo esto cierto para toda

n . Luego P estd contenido en cualquier J_ de nuestra suce -

sidén de cuadros (ver Fig.)

o
1
|
|
|
|
N——-—i——l,.c

Tomemos finalmente un disco de radio arbitrario con centro

en P. Apartir de un cierto n el cuadrado Jrl queda contenido en-



dicho disco; ya que contiene al ?unto P y sus lados tienden a
Céro cuando n crece, pero todo cuadrado tipo J_ contiene un -
conjunto infinito de elementos de S, luego concluimos que el su
sodicho disco contiene un conjunto infinito de elementos de S -

y por tanto P es un punto de acumulacidn de S.

CRITERIO DE CAUCHY:

La condicién necesaria y suficiente para que la sucesidn
{wn|n > 1} sea convergente consiste en que para todo e > O’-
dado, existe cierto N (g), a partir del cual, es decir para
n >N

|lw - w | < e

n n+pP

cualquiera que sea el nGmero natural P

DEMOSTRACION
CONDICION NECESARIA: Si {wn} converge a cierto w_, enton

ces quiere decir que:

lw - w | < ¢
O —

2

n

para cualquier € > 0O dada de antemano y a partir de una cier-

ta N, es decir para n > N,



En consecuencia, para las mismas n:

w | <

g™

o im

con p un natural arbitrario.

Por 1g tanto:

=|w_-w -(w

W, |= |wn-wo'_wn +i‘:’-wol n o nt+

= <
n n+p P wo)|\\|wﬁ

para las n > N (g), o sea se cumple la condicidn

criterio.
CONDICION SUFICIENTE:

En efecto tomando e=1, tendremos

- <
|wn wn+p| 1
a partir de cierta n . Fijando el valor de una
mos n=n_, obtenemos
- <
W W . 1

esto significa que todos los puntos W41 W

o 0O

n t22r° "2

-w_|+|w , -w [< ete=¢
e} n o] —

+p
z 2

necesaria del -

de esas n diga-

estan en




el disco de radio 1 y centro en W
[

Escogemos ahora un disco de radio p con centro en el ori

gen |w|<p de suerte que incluya al disco de radio 1 men

cionado y a todos los puntos restantes, a saber: Wi,Ws,...,w

n -1
A ©
(ver fig).
e T~
ya
0 N
/ \
/ \
| 1
| w /
\ BTt
k we/
% ¥, p
N e |
S L

De aqui obtenemos un disco que contiene a todos los miem-

bros de la sucesidn, luego entonces la sucesidn fw_} es acotada
1

y para é€stas, por el teorema de Bolzano Weierstrass se asegura

la existencia de al menos un punto de acumulacidn.

Observese que p puede escogerse tomando:
M= max {|w.], IwZ|,...,|wn |} v haciendo p=M+1.
e

Faltard solo demostrar que la sucesidn no tiene dos puntos

de acumulacidn diferentes.



1

€A

[@.e]
]

Supongamos lo contrario que WOy ug (WO# wg)son puntos de
acumulacién de {w_ | .

wWE-w

Haciendo ¢ =
Q 0

1
3

obteneémos que |w_-w

' <
n ntp

} v
3

se cumple a partir de una n adecuadamente grande: n > N.

Por otro lado, en cada uno de los discos, con centro en

.
Wy wh:
|ww | <1 | wk- w '
o ? @] (6]
|w-wk | < 1 | wh- w_|
O - O @]

deben estar contenidos un conjunto infinito de elementos de la

sucesidn {wn}; pues por hipétesis w_ y w* son puntos de acumula
cién de {w_} .
n

Finalmente supongamos que w_ , €O indice n_ > N, pertene=
0

ce al primer disco, mientras que W es un término de la suce

+
OPO
sién que estd en el segundo disco, entonces evidentemente tendre

mos (ver fig.)
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W W ' } = ] ’w*—w
n n +p = I
o} o o 3

que contradice la desigualdad de la que partimos. Esta contra-
diccidn obliga a reconocer que {wn} s6lo tiene un punto de acu-

mulacidén, es decir la sucesidn {wn} converge.

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 5: Primeramente demostraremos
el siguiente lema auxiliar,
LEMA AUXILIAR 2: Sea {Eo} una coleccidn de conjuntos E o enton

Cesy

DEMOSTRACION:

Denotemos por A y B respectivamente al primer y segundo -

miembro de la igualdad por demostrar.

Sea xX€A, x € U Ea ,entonces x € E o para toda a y por lo

tanto x € E; para toda o, 0 sea x € QE& de donde ACB.

Geg x& B, x € EG para toda o, entonces x ¢ Eo para cualquier
o y bor lo tanto x & b Eo, 6 sea X€ (gf@c de donde BCA.

y finalmente concluimos A= B

NOTA: Andlogamente se demuestra que (QEu]C= gE&

=,

A continuacifn demostraremos las proposicidn 5:



(a) Para toda coleccién {Go} de conjuntos abiertos, g Go es abierto.
Sea G= YGa. Sea x € G, entonces x € Go. para alguna a. Como X es un -

punto interior de Ga, existe un disco de cierto tadio r tal que:
D(x,r) € Go < G,

luego por definici6n x es interior de G, finalmente entonces G es abierto.
(b) Para toda coleccién {Fa} de conjuntos cerrados, su interseccidn -

0 F o es cerrada.
En efecto sabemos de - la nota del Lema Auxiliar 2 que:
- e c
(Q Fa) = y Fo.

Como Fo es cerrado, por definicidn 5 (b) F& es abierto, por tanto de (a)
se deduce que g Fa es abierto, entonces (Q Fa)® es abierto, por lo cual --

N F, es cerrado.
6}
n - -
(c) Sean G;,G,....,G_ abiertos, demostraremos que NG i es abierta.
n e
n . . "
Sea H= " Gi, entonces para todo x € H existen vecindades N, de x con ra
i=1
dios r;, tales que Ni c Gi; 1=1 4 5w pha

Sea r= min (rl,....,rn) y designemos por N la vecindad de x, de radio r.
Entonces N C Gi i=1,....,n lo cual significa que N C H luego entonces H es a-

bierto.

n
(d) Sean Fl,....,Fn cerrados queremos demostrar que U F; es cerrado.
i=1

En efecto del Lema Auxiliar 2 sabemos que:

n
© Fp)C =nEC
i=1 =1

e



y como Fi es cerrado, tendremos que F; es abierto, luego (c)
n_e¢ " n

nos asegura que NFi es abierto, de donde obtenemos que (UFi) .es
= 1=3

. 1= n
abierto y por lo tanto UFi es cerrado.

1=1

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 6:

CONDICION NECESARIA: Supongamos E es cerrado, sea x un -
punto de acumulacidén de E. Hay que demostrar que x pertenece

a t.

Si x ¢ E, entonces x €E°, pero como E es cerrado,E® es abier
to, por consiguiente existe un disco con centro en x completamen
te contenido en E°, de donde podemos asegurar que existe un dis-
co de centro x que no tiene puntos de E, esto es x es aislado,-
lo cual contradice que x sea punto de acumulacidn, consecuente-

mente X pertenece a E ,

CONDICION SUFICIENTE:: Supongamos E contiene a todos 'sus puntos
de acumulacidn, demostraremos que E es cerrado; lo cual es equi-

valente a demostrar que E° es abierto.

e -

Sea x€ E~, entonces no puede pasar que todo disco con centro
en x, tenga siempre puntos de E pues eso significaria que x fue-
ra punto de acumulacidén de E y entonces por hipdtesis x estaria
en £, por consiguiente existe al menos una vecindad de x que no

& - - c
contiene puntos de E 6 sea que estd contenida en E-, por tanto

¢ i '
-« E~ es abierto, y consecuentemente E es cerrado.
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DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 7:

Supongamos que FC E es abierto (respectivamente cerrado),
en E, entonces existe G abierto (respectivamente cerrado), tal-
que F=ENG; como E y G son abiertos (respectivamente cerrados),
tendremos que ENG es abierto (respectivamente cerrado), y con-

secuentemente F es abierto (respectivamente cerrado).

NOTA REFERENTE A LA DEFINICION 8:

Definicidn usual de compacto:

DEFINICION AUXILTAR 1:

Se dice que [{Gajes una cubierata abierta de un conjunto E, -

donde E es un subconjunto de un espacio topoldgico X X-Ga son

subconjuntos abiertos de X para toda a, si E CUGa

DEFINICION AUXILIAR 2:  COMPACTOS.

Un subconjunto K de un espacio topolégico X se dice que es

compacto si toda cubierta abierta de K contiene una subcubierta

finita.
DEMOSTRACION EN LA PROPOSICION 8

CONDICION NECESARIA:

Primero demostraremos que K es cerrado, con esto queremnos demos

trar que si {xn}fék.es convergente a x , entonces x€ K,
A -

Consideramos el siguiente conjunto S={xX1,X2,X3 ....,;Si S es un
conjunto finito quiere decir que los términos de la sucesidn -

{xn} se repiten constantemente, & sea que desde un cierto térmi



1
Y
(o8]

1

no en adelante la sucesidén es constante (ya que dicha sucesibn
es convergente)y entonces forzosamente tienme que converger a -
esa constante, que por ser un término de la sucesidn de {Xn} y

cada XDEK, entonces esa constante estd en K.

Si S es infinito, entonces por ser SCK y K compacto, S con
tiene una sucesidén convergente con limite en K, pero esa sucesibn
tiene que ser 0 {xn}, 6 {xnk} una subsucesidn, y en los dos casos
convergen a x, luego x €K, por lo cual K es cerrado.

Ahora demostraremos que K es acotado. Supongamos que K no
es acotado, esto significa que no existe un disco D(o,r), tal-
que K cD(o,r), entonces podemos hacer la siguiente construccidn:

Sea x; €K, ‘tomemos N; como radio de un disco que contenga a
x1, tomemos ahora N;+1; y sea N, >N;+1 el radio de otro disco -
con centro en x; y que contenga a otro punto x, €K que no esté
en el disco de radio Ni+1 (este disco de radio Nz que contiene
a x, existe ya que si no exsistiera K seria acotads") - = -

(Ver Fig.)



“ XY =

Este mismo procedimiento puedo continuarlo para encontrar
PuUntos X3 ,Xu,s 4.,

Finalmente hemos encontrado {x;,X»,Xi,....} “un conjunte infini-----
> 1 <

para toda i# j 10 cual contradice el hecho de que k es cempacto,
y por lo tanto concluimos que k es acotado.

to que no contiene una sucesifn convergente ya que ixi«xj

CONDICION SUFICIENTE: Si K es cerrado y acotado, hay que demos
trar que K es compacto, esto es que dado cualquier subconjunto
infinito E de K, dicho subconjunto contiene una sucesidn conver-

gente con limite en K,

Primero: 8i E C K, con E infinito, y si contiene una su-
cesidn convergente, entonces su limite tiene que pertenecer a k,

puesto que por hipdtesis K es cerrado.

Segundo: Demostraremos ahora que todo conjunto ECX infi
nito, bajo nuestras hipdtesis, contiene una sucesién convergente.
Como E es un conjunto infinito y acotado, entonces por el teore-
ma de Welerstrass(demostrado en el teorema auxiliar 1) tiene un
punto de acumulacifn en €, por lo cual puede construirse una su
cesidn convergente que tienda a ese punto, y que por lo menciona
do anteriormente dicho punto debe pertenecer a k. Por lo tanto

K es compacto.
DEMOSTRACION REFERENTE A LA DEFINICION 9:

Demostraré que las partes (a) y (b) de la definicidén 9 son

equivalentes, o sea (a) si y solamente si (b).

CONDICION NECESARIA: Por reduccibén al absurdo, supongamos
que existe A # E#¢ abierto y cerrado en E, A C E

Por ser A cerrado en E, existe G cerrado tal que:

A= E NG,



entonces E<A es abierto en E ya que;
E-A= E N A= En (ENGI°= EN (E°0E")= (ENES) U (ENG)=EnG©

Como G es cerrado G° es abierto y por lo tanto E-A es -
abierto en E,

Pero a la vez A es abierto en E, entonces tendremos que:

F= AU (E<A) con A #¢ y E<A # ¢

con A y E-A abiertos en E y ajenos, lo cual contradice (a), por
lo tanto (b) es cierto.

CONDICION SUFICIENTE: Por reduccidéu al absurdo, suponga

mos que:

E= AUBS con ANB=® y A#® B # &, con A y B abiertos en
E,

Sea A el conjunto A, umicn todos los puntos de acumulacidn

de A, entonces A es cerrado,

Ademds R NE= A, pues

ANnE= Kn (AUB)= (ANA)U (ANB)= AU (AnB) y ANB=®, ya que-
si xeA y xeB, entonces x no puede estar en A porque ANB= & , -
Por consiguiente x seria punto de acumulacién de A, por tanto to_
da vecindad de x contendria puntos de A, y como B es abierto en-
E, luego existe G un abierto tal que B=ENG, consecuentemente G -
no puede tener puntos de A, y como xe B, es decir xe G, esto es -
no existe una vecindad de chomﬁletamente contenida en G lo que

contradice que G es abierto, en resumen:



= Af =

AN B=® Y por tanto AI7E=A

y ademds como A#® y A#E, B#® (AUB=E) y A es abierto
en E, bero tambié&n es cerrado en E, ya que KWE=A, por lo cual A
es abierto y cerrado en E, pero esto contradice a (b) entonces

(a) es cierto,
DEMOSTRACION DE LA NOTA REFERENTE A LA DEFINICION 9:
(a) CONDICION NECESARIA:

Sea 2 un conjunto abierto conexo,

Escojamos un ﬁunto a € Q vy sea 21 CQ el conjunto que cum-
ble la condicidn de que sus puntos pueden ser unidos a @ por me
dio de una poligonal contenida en Q,y sea 2.C © el conjunto -

cuyos puntos no pueden ser unidos a & por medio de una poligonal:

Demostraremos que él y @, son ambos abiertos. Suponga-
mos a1 € Qg teﬂdremos Bor 'ser: Sl abierto quevexiste un dis
co |z-a:| < € contenido &n Q. Todos los pumtos de ese disco
pueden ser unidos a a, por medio de un segmemto y de a; a a
por medio de una poligonal ya que a; € Q:, entonces ese dis-

co estid contenido en Qu,..por lo cual es abierto.

Supongamos a, € f,, tendremos entonces que existe un disco -
|z-a,|< € contenido en Q© (ya que Q es abierto). Si un punto de -
ese disco pudiera ser unido a a por medio de una poligonal, uniria
mos a» con ese nunto y luego de ese punto a a por medio de una po
ligohal, lo que querrfa decir que a» € 01 pero como g» ¢ f1 sino que
d» €Q» , entonces todo punto de ese disco debe pertenecer a 12 y -

por tanto Q2 es abierto,

=01VR2 ,y © es conexo y ademds 1y 1, son abier
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-

tos entonces 1= ® & Q.= ®, como a€ f;, tendremos que Q,=® ,
luego todos los puntos pueden ser unidos a a por medio de una
poligonal,

Dados. cualesquiera dos puntos z y w basta unir por medio de
una poligonal de z a a vy de a a w resﬁectivamente y obtendre-

mos la poligonal deseada,

CONDICION SUFICIENTE. Supongamos =03 UQ, con Q1 y Q2 -
abiertos en Q1 ajenos y distintos del vacio (por reduccién al -
absurdo]).

Escojamos a1 € 01 ya2€ Q2 , esos puntos pueden ser unidos

por medio de una poligonal en Q .
Uno de los lados de 1la pcligonal debe unir un punto de 9,

con otro de Q, y por esta razbn es suficiente considerar el ca

so que ai:y a estdn unidos por un segmento. Este segmento tie
ne representacidn paramétrica.

z=q; + t(az-41), donde o<t<1
los subconjuntos del intervalo o< t< 1 que corresponden a pun-

tos en 21 y 02 respectivamente son abiertos ajenos y no vacios.

Esto contradice el hecho de que los intervalos son conexos.
Por lo tanto Q@ es conexo.

(b) Antes de demostrar (b) daremos una defincidén auxiliar

y un Lema Auxiliar:

DEFINICION AUXILIAR 3: Componente es un subconjunto conexo

no contenido en ningfin otro subconjunto conexo.



LEMA AUXILIAR 3: Demostraremos que todo conjunto tiene una

finica descomposicidn en componentes.,
DEMOSTRACION: Sea E dicho conjunto; consideremos un pun
@a €EE y sea A la unidén de todos los subconjuntos conexos de-
E que contienen a & Es claro que A contiene a {a}, dado que -

el conjunto que consta de un s6lo punto es conexo.

Si demostramos que A es conexo, es claro que serd el maximo
conexo que contiene a a (por construccidn), y &ste es el TGnico
conjunto con tal propiedad. En otras palabras, A sera la com
ponente que contiene a a y cualesquiera dos componentes dife-
rentes seran ajenas.

(Pues si hubiera dos componentes diferentes A y B tal que
ANB+#¢ tendrian. un punto ¢ en comln, para éste punto existe C
la unidén de todos los subconjuntos conexos que contienen a ¢
y por tanto ACC y BCC donde C contiene a a y C conexa -

0o sea 'CCA y por tanto C=A 1lo que querria decir BCA,

lo cual contradice que B es una componente).

Y entonces esto significaria que

E= A]_UAzU,...,

donde Ai es componente conexa con A&f1Aj= ¢ si i#].

Ahora demostraremos que A tiene que ser conexo, Suponga -

mos dque A no es conexo, entonces

(1) A= A, U A, AjNA,=¢, Ay vy A, #¢ y A;,A, abiertos en A.



Entonces existen abiertos A), y A, tales que:

Ay= ANAy , A,= ANAYL
por tanto A= (ANAY) U (ANnA%)= A n (A4V A%) luego ACAUA"

por (1) con ANANAY=¢ y ANA#d vy ANA, # ¢

Podemos suponer que Ajcontiene al punto & (ya que AC A4YUA';)
y sea c¢€ANA', como c€EA, tendremos que existe un conjunto -
conexo A, CE que contiene a @ y a ¢ (ya que AFLLAi con Ai co-

nexos que contienen a &), pero esto es imposible ya que

A, CACAYZWWAYM vy AcnAYY/NA=¢ y AoN A contiene a
a y AoMNA'; contiene a ¢, luego A, no podria ser conexo lo cual -

es una contradiccibén por tanto A es conexo.

Demostraré ahora (b) utilizando el lema auxiliar 3, lo Gni-
co que nos resta demostrar es que si § es abierto, sus componen-

tes son abiertas.

Si @ es abierto Q= UAa, Ao conexo y Ao NAB= ¢ por el Lema

Auxiliar 3.
Demostraré que Aa es abierto.

Sea Xx€ Ao, tendremos que x€Q, como {2 es abierto , enton-

ces existe D(x,r) CQ donde D(x,r) es un conjunto conexo que con -



tiene a x, luego D(x,r) CAa , consecuentemente Ao es abierto,

DEMOSTRACION REFERENTE A LA OBSERVACION DE LA DEFINICION 11:

A continuacidn daremos una distinta caracterizacion de las
funciones continuas (de hecho dicha caracterizacidén es la defi

nicidén wvsual).

TEOREMA AUXILIAR 2: f es continua en @ (segiin la definicidn -

11) si y solamente si, dado w€ , para todo €>0 existe una -

§>0 tal que si |z-w| <§ entonces |[f(z)-f(w)|<ed en otras pala-
bras £(D(w,8)) € D (f(w),e).
DEMOSTRACION:

CONDICION NECESARIA: Sea w€ Q. Supongamos que dado € >0, pa-
ra todo § >0 tal que si |z-w| <8 entonces |f(z)-f(w)| >e (por

reduccidn al absurdo).

Entonces podemos encontrar una sucesidn de {wy|n>1} tal-

que:

y £ )= £Gn) | >e.



Pero &sto es una contradiccidn ya que claramente

w, > w cuando n » « y por hipBtesis
f(wh ) = £(w) cuando n = =,

CONDICION SUFICIENTE: Sea {Wﬁ:n >1} una sucesidén convergente

awe€Q;sea f(w) la imdgen de w .

Dada una € > 0 arbitraria, consideremos D (f(w),e), por hi-

pbtesis existe 6 >0 tal que:

f(DwW,8))C D (f(W),€)eennn . (1)

Como w, = w cuando n >« implica que dada esa 6 existe N tal -
que an—w|< 8,  para toda n > N y por lo tanto dada esa >0 -

existe esa misma N (por (1)) tal que:

f(w )-f(w)| < & para toda n>N y como £ era -
N P

arbitraria tenemos por lo tanto que

f(@f) - f(w) cuando n—>

y por lo tanto f es continua (en el sentido de la definicidn-

11)



DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 9:

Demostraremos las siguientes 4 proposiciones con lo cual que

dard demostrada la broposicién g:

(a) Supongamos f es continua en E y demostraremos que si o es un -

Sol
subconjunto cerrado de @, entonces f (0) es cerrado en E.

(b) Supongamos f continua en E y demostraremos que si ¢ es un sub-

junto abierto de €, entonces £ 1(0) es abierto en E.

(c) Supongamos que Si ¢ €S un subconjunto abierto de €, y sucede -
que £™'(0)es abierto en E entonces demostraremos que f tiene -
que ser continua.

(d) Supongamos que si o es un subconjunto cerrado de €, y sucede -
que f_l(o) es cerrado en E, entonces demostraremos que f es con

tinua.

DEMOSTRACION

(a) Supongamos f: E -~ T es continua. Hay que demostrar que

-1
f (0) es cerrado en E si & es cerrado.

P 5 . -1
Sea {z_|n>1} una sucesidén arbitraria en £ (o) (convergen

, -1
te en E) Tenemos que demostrar que z=Lim z ef (0); como
1
n—>00

ZHE:E'I(G), luego f(zn)EEd Yy puesto que ¢ es cerrado y f -

. u . . w1
continua, tendremos £4m 5(%116(3, por consiguiente f -
i 1] -> 00

(LAim (f(zn)))e:f-l(oj, y ademis por ser f continua sabemos

n—boo

que

£(Lim 2 ) = Lim £(z)

n—*> co n —+ oo



(b)

(c)

por 1e tanto:

ein 2= £ (ein £ (2 )€ £ (9)

n — «© n =+ <«

]
]

- 5 _l
es decir z € £ ? (¢); concluimos que f " (o) es cerrado

en

1

Sea ¢ el conjunto abierto de ¢, demostraré que £, (g

es abierto.

Si ¢ es abierto, entonces 0¢ es cerrado, luego por (a)
£ ' (0%) es cerrado, por consiguiente
€ ' (%)% es abierto, pero (£ 6% £ (o)

-4
y por lo tanto f (¢) es abierto

Para demostrar que f es continua, consideremos una su-
cesion {z_} en E tal que z >z cuando n~> «.

Tomemos un disco D (£(z),e) (que por definicibén es abier
to , luego £ = (D(£(z),e)) seri abierto por hipétesis,-
vy tal que z € £ (D(£(z),e)). Por ser abierto existe -

una 8, tal que D(z.8) Cf '(D(f(z),¢e)).
Como zn-+z cuando n—«, dada 6 existe una N, tal que -
|zn—z|< § , para las n>N , luego entonces:

f(z )€ f O(,8))Cc (D(f(z),e) para todo n>N,

Por lo tanto dado £ > o0 existe una N, tal que



lf[an‘f (z)| s € para toda n»>N,
Por consiguiente f(}n) converge a f(z), luego f es con

tinua,

(d) Dada 1la hipﬁtesis de esta parte voy a demostrar que Si

A es abierto f_l(A] es abierto y utilizaré la parte (c).

Sea A un abierto entonces A° es cerrado, por hipbtesis-
£ ' (A°) es cerrado, y por lo tanto (£ 1 (A°))C es abier-
to, lo mismo que fglﬁA) es abierto y entonces por la par

te (c) se tiene que f es continua.

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 10:

NOTA: En esta demostracidn usaremos el hecho de que € es -

un campo.
j i Hay que demostrar que C(E) es un anillo ascciativo
(a) Sean f y g€ C(E), necesitamos demostrar que f+g €C(E),
0 sea hay que verificar que f+g es continua.

Sea {xn} una sucesibn convergente con limite x, nece-
sitamos demostrar que {(f+g)(xﬂ)} converge a (f+g) (x),

es decir. Para toda €>o exista N tal que:

|f+g)(xn)*(f+g)(33|<e para toda n> N

Dado & existe N; tal que |f(xn]=fij|< e, para toda n>N;
2 2



(b)

(c)

(d)

(e)

= BE =

Dado % existe N ‘tal que Ig(xn)—g(x][< %, para to-

do n > N,, ya que f y g son continuas Tespectiva—

mente.

Entonces dada & > o tomemos N= max {N;,N,}, para

la cual:

|(f+g)an)-(f+g)(k)[§|fgxn)-f(x)|+|g(xn)-g(x)|<§+§= e,

para todo n > N.

Luego entonces tendremos que'{(f+g)(xn)} converge
a (f+g)(x) y por lo tanto f+g€ C(E)

f+g= g+f, si £y g € C(E)
(f+g) (x)=f(x)+g(x)=g(x)+f(x)=(g+f) (x)

Sea g la funcidén constante 0, & sea g(x)=0, clara-

-mente continua, entonces, para todo £ € C(E):

(f+g) (x) = £(x)+g(x) = £(x)+0 = f(x).
Dada f(x)€ C(E) existe -f(x) € C(E), tal que
(£+(-£)) (x) = £(x) + (-£(x)) =0

Si fy g€ C(E), entonces £ g € C(E).

84 {xn} es una sucesién convergente a x, debemos
verificar que {(fg)(xn)} converge a (fg)(x), es
decir para todo e > 0 existe N tal que

I(fg)ﬁxn) - (fg) xX)| < e, para todo n > N



_5‘5_

Comor{f(xn)} converge (ya que f es continua).
Existe un disco con centro en el origen y de radio
M en el cual quedan incluidos todos los términos
de la sucesién (esto lo vemos en el Criterio de -

Cauchy), o sea_|f(xn)|< M para todo n.

También dado S(lg(x]|+1) existe N; tal que |f(xn)_

-f(x) ] < §(|g(x)|+1) para n > N,

Como'{g(xn)} converge (ya que g es continua), en-

tonces dado fﬁ existe N,, tal que.

|gCXn)'g[X)| < fﬁ, para n > N,

Sea N=_max {N],Nz}

se tiene que:

| (£2) (x ) - (F2) (A |=| £(x Dg(x ) +E(x Jg(x)-£(x ) g(x) -f()g() [<
<|£x ) |1glx ) -gX) [+]g() [ |£(x )-f() [<

<|£(x )| g )-200 [+(|gC [+N £ ) -E) <
Mglx )-g() [+ (g [+1) [£x ) -£(x) [<

<M;—M+ (lg@)[+N 2( 2 [+1) =g

para todan > N.

En efecto {fg(x )} converge a (fg)(x) y por tanto fg € C(E).

(£) f-g=g+f ya que:



(fg)(x = fXgkx) = gX)fx) = (gf) )

(g) (f-g)-h = f-(g-h); ya que:

It

[0 h] 6) = €8 = [£0986) Jneo=£eof 8CORE | =

- £69 (gh) () = [ £ (g'h) | (0

(h) f-(g+h) = fg+fh ya que:

[£-(e+m) ] () = £00) (grh) (x) = £0x) [gG)+h(x) | =

f(x)g(x) + £(x)h(x) = (f-g) (x) + (£-h)(x) =

[

[f-g+£h | ()

[}

Hasta aqui hemos demostrado que C(E) es un anillo asocia-
tivo y por tanto también es un grupo abeliano con respecto +. |
Para que C(E) sea un espacio vectorial sobre @, primero vemos
que si « € € y f € C(E), tenemos definido. un elemento « f €

C (E) (lo cual checaré abajo) tal que
(=£) (x) = = £(x)
Checaré ahora que « f € C(F) siendo que f € C(E) y = € «,

Sea {x_} una sucesi6n convergente a x € E, entonces tendri
% _

que demostrarse que {(mf)(xn)} converge a (=f)(x), es decir:



- B8

Para todo € > o existe N tal que

Como
que si « =

que:

fﬁﬂ&ﬁ"@ﬂ&ﬂ<ulﬂthan>m

{f(xn)} converge (ya que f es continua), supongamos « * o (ya

= 0 el resultado es obvio), entonces dado TET existe N; de suerte -

]f(xn) - f(x)|-<-T§T, para n > N

Sea N = N;, entonces:
|Oxf)(xn)—(af)(x)|=[¢| ]f(xn)—f(x)]<|¢|T§T-e, para todo n > N;.

Hemos demostrado pues que si X X cuando n - °°, (df)(xh)+(¢f)(x) cuando

n >« y por lo tanto « f € C(E).
Ademds para ser C(E) espacio vectorial sobre € se tienen que cumplir -

las siguientes 4 propiedades:

Seati £, g & C(E) ¥ =,8 € €,

(a)

(b)

(c)

(d)

«(f+g) = = £ + = g ya que:

[=(f+g) | 0 = = [ (F+g) () | = =(£(x)*+g(x)) =
=« f(x)+xg(x) = (<) (x) + (=g)(x) = (xf+eg)(x).

(x+f) £ == £ + B £ ya que:

[(=+8) £] (x) = (=+B)E(x) = = £(x) * BE(x) =
= (=£)(x) + (BE)(x) = (<E+B£) (x)

«{Pf) = («B)f ya que:

=BH] 0 =« [BHm]=«[s£x0] -

= (=) £(x) = [ («B)f] (x)

1-f = £ ya que:

C1-£) (=} = 1 £(x) = £(x)

Y finalmente una Gltima propiedad para que C(E) sea



un algebra sobre ¢ es que:
si f,g € C(E) y « € € entonces:
e(fg] = (=f)g = fi(=g)-

¥ ésto se cumpie debido a que:

[«ctn)] 00 = = [(F) 0] = = [£0e(0 ] =
-[et0] e = [=D)g] X

y [(=f)g] ) = (=) (x) g(x) = [«£(x)] g(x) =

[ f0=] g = £ =g ] = [£=2) ] x)
Por lo tanto C(E) es un Algebra sobre C.

Si E tuviera sb6lo un punto, sea z dicho punto, entonces --

g(z)=z, y £(z)=22

Y si gf=0 implica que z;z,=0 y por lo tanto z;=0 z,=0 o sea
g(z)=0 & £(z)=0, esto quiere decir que en este caso C(E) no tie-

ne divisores de cero.

Basta que E tenga mds de un punto, y podemos construir fun-
ciones en C(E) que si tienen divisores de cero, por ejemplo las
siguientes dos funciones f y g definidas como: Sean f,g: € - C

z, si z€ {z|-=< Re(z)<0, -=< Im(z)<= }

0, si z€ {z|0< Re(z)<w, -=< Im(z)<= }



0, si z&{z|-=<Re(z)< 0, -><Im(z)<}

g(z) = ,
z, si 26{z2|0<Re(z)<®,-><Im(z)<<}

Aqui tenemos que (fg)(z)=0 bara todo z € € sin embargo f(z)*0 y g(z)#0.

II.- Demostraremos ahora que la composicién de Z funciones, con
tinuas f y g es también una funcidén continua; lo cual quiere de-
cir que si tomo una sucesidén {x_} convergente a x en E entonces
debemos tener que {(gOf)(xnj} converge a (gef)(x), si f: E = ¢,
g: B>y £(E)c B.

Por ser f continua {f(xn)}C F converge a f(x) en E, pero -
ademds g es continua, tendremos que {g(f(xn)]} converge a g(f(x)),
luepo en efecto si X 7 X cuando n = <« entonces (gof)(xn)+(gofXX)

cuando n = °« y por tanto geof€C(E)

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 11:

(a) Si k es compacto contenido en E, entonces, todo -
subconjunto infinito de k contiene una sucesidén -

convergente.

Sea W C f(k) un subconjunto infinito, entonces exis
te un subconjunto V € k, tal que £(V)= W, V es in-
finito, pues de no serlo f no seria funcién. Como
k es compacto V contiene una sucesidn convergente
con limite en k. Sea {xn} dicha sucesidén tal que
x > x cuando n > = y x € k, luego'{f(xn)}c W y por
ser f continua f(xn) -+ f(x) cuando n - =, y como -
x € k, f(x)€ f(k), de donde obtenemos que f(k) es

compacto.



(b)

Tenemos que demostrar ahora que f(k) es conexo.

Supongamos que f(k) no fuera conexo, entonces:
f(k)= A;UB; con A;y B, abiertos en f(k) y AiNB;=
= ¢ con

Ao, Bi1#¢, luego existen A y B abiertos tales que

A, AN (k)

B, = BNf(k)

Como f es continua, tenemos que 'y y £ ®) -
son abiertos, luego f ' (A)Nk y £ ' (B)Nk son abier

tos en k. Por otro lado:

£ (A)Nk#¢, £ (B)Nk+¢ (pues A;=Anf(k)*¢ y By=

=BNf (k) #¢)
y (£ '(A)nK)n (£ (B)Nk)=¢, ya que A NBy=¢
Ademas

1) PP (£ ' (A)Nk) U (£ '(B)Nk)= k esto es ya que

en primer lugar es claro que:
(£ ()Nk) U (£ (BINK) <k
y en segundo lugar:

kK c (£1(A)Nk) U (£ '(B)Nk) puesto que:



-

Sea x€k, luego f(x)€ f(k), entonces f(x)€ A; o --
£{x)e B;.

Si entonces f(x)€ A,, tendremos que f(x)€ A y f(x)€
f(k), y por tanto

x € £ ' (A)Nk

o si f(x)€ B;, tendremos que f(x)€ B y f(x)€ f(k),
Yy por tanto

x € £ 1 (B)Nk
con esto demostramos la igualdad (1).

Pero esto es una contradiccidén ya que k es conexo por hipdte

sis.
Por lo tanto f(k) tiene que ser conexo.
DEMOSTRACION DEL COROLARIO 1:

Como E es compacto y f continua, entonces f(E) es compacto
y como la funcidén valor absoluto es continua (esto lo demostrare
mos en el siguiente padrrafo a continuacién), tenemos que {|f(x)]:

f(x)e £(E)1=T es compac%o

" £E) 1

—_— T

donde T es un subconjunto de ® compacto.



Es asi que T es cerrado y acotado, luego tiene sup e inf, y
por el axioma de Gm@ﬂetez de los reales T contiene a su sup y a
su inf por lo tanto existen ntmeros |f(z,)| y |£f(z2)| con z,, z,
€ E tales que

[ £(z1) | sup {|f(x)]| : x€E}

y | £(z2) | inf {[£0(x)]| : x€E}

Demostraré " ahora que la funcidén h:k-® definida como: h(z)=

=]z| con k € € es una funcién continua.
Sea'{zn} una sucesidén convergente a z € E.
Hay que demostrar que {h(zn)} converge a h(z), o sea que.
Para toda €>o exista N tal que |h(zn)-h(z)|<<e para n > N.
o0 sea ’|zn[ -[z]‘*(g, para n > N...... (2)
Pero sabemos que para toda e>o existe N tal que
|z_-z| <e, para todan >N ..... (1)

y como:

se concluye que:

"an *|Z|’ <~-|Zm~z|<€ para todo n > N



entonces dada €, la misma N en (1) sirve para demostrar (2), por

tanto h es continua.
DEMOSTRACION DEL COROLARIO 2: Por reduccidn al absurdo.

Supongamos dada e>o para toda & existen z; y z,€EE tales que
si |z,-22| < & entonces |f(z)-f(z:)| > & por lo tanto:

Si 6=1, existen P; y q:€E con |P;-q:|<1 y |£(P1)-f(q1)]|>¢
Si 6=%, existen P, y q,€E con |Pr-q2 <k y [£(P2)-£(q2)|>¢

Si 8=}, existen P; y qs€E con |P3-qs|<3 y |£(Ps)-f(qs)|>¢

Claramente tenemos dos sucesiones {Pn} y {qn} tales que:
[P -a >0y [£(P ) - £(q )] >e ‘

Dadas'{Pn} y {qn}sucesiones en E y E compacto, entonces {Pn}
contiene una sucesidn convergente que tiende a un punto P.
Sea'{Pn } la sucesidn convergente.
k

Si tomamos {q_ }, entonces |Pn -q_ | >0, luego habrd que de

k k k
mostrar que:

dado & existe N de suerte que |qn -P| <&, para todo n > N

k
& : ) _
Tomo 5 existe N; tal que |P_ -q_ | <3, para n_ > N
2 n n 2 k
k k
8 . )
y Tomo 3 existe N, tal que an —P|<:E para n, > N,

k



entonces:

lq. -P|<|q_ -P_ |+ |P_ -P|<8& para todo n, > N
nk nk nk nk k

donde N= max {N;,N,}

0 sea que . P cuando n, = =, y como f es continua:
k

f(Pnk)'*f(P) cuando ny

t(q, ) » £(P) cuando 1w e
k

Y por tanto dada la £ original:

Si tomamos % existe N; tal que |f(Pn ) - f(P)|<:% para n, >N,
k
y existe N, tal que |f(qn )-—f(P)|k<§-para n
k

>
k Na

Basta tomar N= max {N;,N,}
y tendremos que:

e, 3 =dfg. )< |£@. ) -£FP]] + |£(P) - £(q_ )| <e
k Dy D Ty

para todo n, > N

lo cual contradice el hecho de que If(Pn)— f(qn)| >¢  luego el

Corolario 2 se Cumple.

DEMOSTRACION DEL EJERCICIO:



Por un teorema de Algebra, (se puede consultar en el libro
Algebra Moderna, autor I. N. Herstein en el Capitulo 3 Seccidn
4, lema 36) si U es una ideal del anillo R, entonces R/u es un a

nillo, por lo tanto:

®R [ x1
//CX2+1) ® [ x] es un anillo

Ahora podemos establecer la siguiente funcién:

¢: R [x ]
//(X2+1) R[x] -«

definida como w(Up)= a+ib, donde u, es la clase P+(x2+1) ® (x)

de P y donde ax+b es el residuo que deja P(x) al dividirlo entre

X2+l
Hay que demostrar, que ¢ es un isomorfismo.

1.« Sea rp el residuo que deja P(x) al dividirse entre -

x%+1, entonces:
P(x) = (x*+1) Py(x) + 1 (x)

y analogamente sera rq el residuo que deja q(x) al di-

vidirse entre x2+1, entonces:

q(x) = (x*+1) q:(x) + rq(XJ



Por consiguente:
P(x) + q(x) = (x*+1) (P1(X)*+q1()) + r (x) + 7 (x),

luego el residuo al dividir P(x) + q(x) entre x*+1 es

rp(x) + rq(x) consecuentemente:

+

¢ (U & rp(X) rq(X) = w(Up) + ¢(Uq)

P+q)

ahora P(x) q(x) [x**1]) [(x2+1) Py (x) q:(x) + rq(XJ #

+

rp(x)] + TP(X) Tq(X),
esto es w[qu) = rp(x) rq(x) = w(Up) w(Uq)

Demostraremos ahora que ¢ es inyectiva

Supongase w(Up) = W(Uq)

Si el resto de dividir a P y a q entre x®+1 es a+bx

y c+dx respectivamente, entonces.

a+ib = c+id
por tanto (a,b) = (c,d)
0 sea a=c¢,b=4d
por lo cual a+ith = c*+xd
lo cual implica U? = Uq

Finalmente demostraremos que ¢ es sobre.



Sea a+1ib € C, Existe la clase

a+xb + (x2+1) R(x) =‘Ub de manera que:

U ) = a+ib.
(U ) = a+ib



- 69 -

CAPITULO 1

SERIES DE POTENCIAS

SECCION 0: Series de nlimeros complejos.

DEFINICION 1:

(a) Consideremos la sucesibn de nfimeros complejos.

Ai o0 505 6 a a6
0’ I’ 2!009? n"'

Una serie de nfimeros complejos es una suma formal infinita

a +ad +a F...td tooa
0 1 2 n

0o mas simplemente _ ¥ g
n=o n
n
b Las sumas S o ..o.donde ¥ = X
(b) Aol g 28 s CkZo% s€ llaman

sumas parciales de la serie; 4. es la n-&sima suma parcial.

DEFINICION 2:

(a) Dadas dos series 0 =X a y 0.= 2 b-, la suma formal
1 nN=o n 2 N=0o n

g +0 de las dos series es la serie:
1 2

HEO (a'ﬁ-”bl'l‘)

y el producto formal dlcz, (producto de Cauchy) es la serie:
n

b

oo
z d = X
Zc onde CoT e E A by

n=o n

(b) Dada una serie U=n§oa' y unescalar X € ¢,el producto
1 n

formal Ao es la serie:



PROPOSICION 1: Con las tres operaciones de la definicidn 2
el conjunto £ de todas las series formales es un algebra conmu=

tativa sobre €, E1 cero del algebra es la serie nzocﬂldonde to=

b

n=o n

1148

dos los an' son nulos. La unidad del dlgebra es la serie

donde bo= 1 y todos los otros bn son nulos.

DEMOSTRACION: En el apendice 1,

DEFINICION 3:

(==}
(a) Una serie ngoan es llamada convergente, si la sucesibn

'{An[n>o} de las sumas parciales de la serie es convergente.

El 1fmite 4 de la sucesi8n {4_[n>0} es 11lamado

o0
"suma de la serie _Z a,"
n=o

co -
(b) Una serie ngoan es llamada absolutamente convergente si
- 0 .
la serie ngo[an| es convergente.

PROPOSICION 2: Una serie absolutamente convergente es con==

vergente,
DEMOSTRACION: En el ap&ndice 1.
PROPOSICION 3:

(a) Si £ C es el subconjunto de £ formado por las series ==

convergentes, entonces £(C  es un subespacio vectorial de Z.

(b) Si £ AC es el subconjunto de £ formado por las series

absolutamente convergentes, £ AC:-' es una subalgebra de Z,



(¢) La aplicacidn =ZC +» €, que a cada serie convergente aso=

cia su suma, es lineal,

(d) La aplicacidbn £ AC - €, que a cada serie absolutamente

convergente le asocia su suma es un homomorfismo de algebras.
DEMOSTRACION: En el ap&ndice 1.

NOTA: E1 conjunto £ ¢ no es una subalgebra de Z,

n
Ejemplo: Sea o= _Z. (=1) . La serie o es convergente (ya
2= w
n
que a_= =1 cumple:
& n
lay|=]az|=]as]|> o...
y Lim a, = o, luego por el criterio de Weierstrass para series i
s

alternantes (vease Ap€ndice 1) la serie converge).

Pero esta serie no es absolutamente convergente, ya que;

n

liill;] o ol y como E, 1 diverge, entonces

v/ n vyo " 1Ty
5 . n
) ]1 1) diverge (Esto es por el criterio de comparaci®bn que
n=j T i

se demuestra para series de nfimeros reales).

(o]
Ahora sea nZ anla serie o0%= 0,0,
=1



L k. n+1—k n
c=% (=1) Ad) = (=1) n+g R .

2R Y JeRik 1 xR

para n=>jg

2
+ + b?
e (se usa ab< g—?———) en=-

ademas vk (n+ti-k) < 5% (k+n+1-k) = 7

tonces —i—-—---—--—— =

7
v k(n+;-k) n+

n
y por lo tanto |e :|= k§ Y > n. E%- . In
o ' vk Vo+.-k 1 n+1
y n .
Como £4im o 2 entonces aﬂko cuando n->~ esto quiere de==-
1
n—+=

- oo -
cir n§ ¢ To puede ser convergente ( pues si fuera convergente,
=1

por un teorema para series de nlimeros reales e >0 cuando n-+=).

Del criterio de Cauchy resulta inmediatamente la siguiente
proposicidn:

PROPOSICION 4: Una serie HE a es convergente si y solo si
=0

para toda £>0 existe un entero N, tal que n>N y ¢=0

nt+q

I k§n+1an|<€

DEMOSTRACION: En el Apéndice 1.
COROLARIO:

. (=]
(a) Si ngoa es convergente entonces an+0 cuando n-—e

n



(b) &i n§ bn es convergente, con bn real para toda n ¥y
-0

si a_ es una serie, tal que

p n

148

n

la

r|< bn, para todan =0,

entonces nznan es absolutamente convergente.

(¢) Si nioan es tal que a, es real y an>0, para toda =n ,
entonces la serie es convergente si y solamente si sup'{én|m>1}
<+ donde 4 ©s la n-ésima suma parcial.

DEMOSTRACION: En el Apé&ndice 1.

NOTA: En lo subsiguiente se harid el siguiente abuso de no=

o -
tacidn. En todo el curso si n§ a.  €s una serie convergente va--=
=)

a 2 la suma de esa se-=
13

28

mos a denotar por este mismo simbolo .

rie. Esta notacién es muy desafortunada pero muy usual y comoda.
SECCION 1: Sendfes de Potencias Formales.
DEFINICION 4:
(a) Una serie de potencias formal es una sucesiﬁn {anhl>f}

de nfimeros complejos escrita en forma de una suma formal infini-

ta de potencias de un simbolo x :

n
a +a x+a x*+...+a X +t..e..
o 1 2 n



(o]
0o mas simplemente nE a_x

Designemos por C [[X]] el conjunto de las series de poten=-

cias formales.

- - Ll -
(b) Si una serie n§ anxn es tal que existe un entero 4
=0

para el que an=0, sin>xz, entonces la serie se llama polinomic.

El menor 4 con la propiedad arriba mencionada se llama grado

del polinomio

DEFINICION 5:

3 < [=2=] n e =] i
(a) Dadas dos series de potencias o = X a x Yy o =2 bx,
1 n=gy n 2 n=p n

la suma formal o + o de esas series es la serie
1 2

e ‘ n
F e ow b Fox™
n=g n n

y el producto formal o ¢ es la serie
z e x" donde ¢ =
n=g n n

48

b

k=0 k% n-x

n 2 =
a X es una serie de potencias y A un ele==-
0

148

(b) Si o=

n

mento de T, entonces el producto formal lo es la serie:

(ha )"
ngo an X

PROPOSICION 5:

(a) Con las operaciones de la definicidbn 5 « E[x]j es una

dlgebra conmutativa sobre €, el cero del dlgebra es la serie

[==] . . . (=]
nzo.xn y la unidad de la misma es la serie n§ anxn, donde an=0
= =1



si n=l, v a0=1
¢r -1 : _ d
(b) L[X]J no tiene divisores e cero.
DEMOSTRACION: En el Apéndice 1.

DEFINICION 6: Dada una serie o= 2 a x", se 1llama serie de

do

rivada de o y se denota por I 2 la serie formal de potencias

T (n+1)a x"
n=q n+1

PROPOSICION 6:

_ . d _
(a«) La aplicacidn é%—= ¢ [[(x1] -<¢ [[x1],0 = a%—es];neal

) 3 1
(b) %@gb o, 991 + 5 992 para todo 5 0 € ¢ LDxT

Z

DEMOSTRACION: En el Apéndice 1.

[==]

- n -
NOTA: Se puede demostrar que una serie 0=n2 a X~ es inver-
0

tible en ¢ Ebc]] si y solamente si a # 0 (Ver Apéndice 1)
0

SECCION 2 Convenrgencia de senies de potenctas.
DEFINICION 7:

7 i o0 n .
(a) Dada una serie de potencias d=n§ a x, se llama domi-
]

nio de convergencia de ¢ y se denota por conv (o), al conjunto

de todos los w € ¢,tales que la serie de nimeros complejos - -



Zoa

w" converge.

n=g n

El 0 siempre pertenece a conv (o).

(b) Una serie de potencias o es llamada convergente si
existe en conv (o) un w*l.
Ejemplo: Todos los polinomios formales (Definicidn 4 (b))

50N convergentes .

TEOREMA 1 DEFINICION 8:
(¢) Dada una serie de potencias ¢ existe un nimero R,

0 < R< + o tal que
P(0,R) ¢ Conv (o) c D(0O,R)
Si R=+= esto significa que Conv (o)=¢.

(b) Ese nimero R, claramente inico es llamado radio de con
vergencia de o.

(¢) o es convergente si y solo si R>0
(d) Para todo wex, tal que |w|<R la serie de nlmeros com--
complejos nf a w" es absolutamente convergente.
-0

n

Antes de demostrar el Teorema vamos a enunciar un Lema

que utilizaremos para demostrar el Teorema.
LEMA 1: Si w€ conv (o) y w¥o y si x=|w| entonces
D(o,4) C Conv (o)

DEMOSTRACION DEL LEMA 1: En el Apéndice 1.



DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1: En el Apéndice 1.
COROLARIO:
(a) Si o= nzuanxn es una serie convergente de radio de con-

vergencia R, para todo x ', tal que 0<a<R existe una -

constante A(1)>(0, tal que

Aln)

fanlii o bara todo 1>
gl

- n < &
(6) 81 g = a_ X es una serie tal que existen constan-

z
n=p
tes A = ¢

18
y & =2 o0 tal que

la_| < e , para todo n > 0,
IT }Ln

entonces la serie o es convergente y su radio de con--

vergencia es mayor & igual a &

DEMOSTRACION: En el Apéndice 1.

NOTACION: ¢{ x } denotard el conjunto de las series de po

tencias convergentes.

PROPOSICION 7

r

(a) € {x} es una subdlgebra de C L [x 1]

J

e O N .
(b)  Fx (C{x}) © ¢ {x} Ys%% y O tienen el mismo radio de -

convergencia.

DEMOSTRACION: En el apéendice 1.



APENDICE 1

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 1.

Recordemos que % es un &dlgebra conmutativa, si:
(i) Es un anillo asociativo y conmutativo.
(i1 Es un espacio vectorial sobre C

(iii) Para todo o , 9, S O
1

u(olﬁz) = (om,)B, = dl(udz)

T3 ) % b g, = 2
verifiquemos: Sean g, = ngaan’ O, =p%s%n ¥ %35 TnZp
(i)

1.- o+ 0, €x , Ya que por definicidn

U+U=m I
1 2 ngﬂ(an-'-bflJ % =
2.7 0,% 0,= g,+ g, » ya que
oo o] oo oo oo 2]
O,%0, =2 a +2 h= % (a+h ) = 2 (b +a ) = 2 b + 2 a
n=0¢ n n=p n n=p n n n=yg n n =g 1 HFg

3.- [o+ 0 ) + 0 =0 +(lc + 0 ), vya que
1 3 1 2 3



n=g : n=g
o0} co
= £ a+ I (b+c ) =0+ (o +c )
n n 1 2
n=g n=g
Existe ¢l elemento "¢ , o ses 00 = nzo 0 tal que -

para todo o E E

[oe] [ee] co
co+o0 = I a + ¥ 0= ¥ [a +0) =
1 0 n . n
n=g n=g n=gq
= ¥ a = a
n 1
n=y
5] . <]
Dada ¢ €%, ¢ = % a si - o = _t (-a_], en-
1 1 n=p n 1 n=y n
tonces.
o0 (o]
o + (-0 ) = I [an+(-a J] & £ 0 = @
n=p n=yp g



o g = ﬁ d_donde
1 2 n=gp n
n,
d L. @ b = a b +a b +....%+a_b
n . k "n-k 0o n 1 n-i oo
k=g
o o = ﬁ d'- donde.
2 1 n=g n
n
d' = I b, _a = b a +b a + +b_a
n k "n-k 0o 1 1 n-—3 n o
k=o
como d = d' , entonces
n n
o 0 =0 O
1 2 [ |
(6 o) o =00 (o0 o) , ya que.
1 3 1 3
co foe] 00
(6 o) o = ¢ z I & = § 2
12 n n _ n
n=g n=g n=g
donde z_ = £ a_ b
J¥o0 1 -]
' 3 N b, )
y z = [ = a c
k -k i k-~ n=-k
k=, " k=g J=q J
n
= b.+ a b te....ta b [d
i [ao k 1 k-1 k o} n-k

1]



si k=0, a b e

si k=1, (ab+ab ] c
o - 1 0 n-i

= . si k=2, (ab+ab +a b ] c
0 2 1 1 2 0

si k=n, (ab +a b +...+a_b
0 n 1 n n

co 0 co
o (0 »0) = L a ¥ £ = E A
1 2 3 n n - n
n=g n=g n=p
n
donde tn 2 2 bk Cok
k=p
n n n-k
y#& = I a £ . = T a (X b,e . )=
n e k n-=k =g k =4 J Tn-k-j
n
=. I e (bocn—k+b1cn—k—1+ +bn_kc0) =
kzo
( sik=20,a(bc+bc + +b o )
0 0 1 1 R=q n o
si k=1, a (bec +b ¢ + +b
1 0 -1 1 n=-2 n=1
= sik=2,a (bec + +h o )
2 0- k=P n=2 0

sik=mn, alb c]
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Como z’n 7 t’n , entonces

(0 0 Jo = o (o o )
1 2 3 1 2 3
9.- ¢ (o0 *+0 | = 0 0 0 0 , ya que
1 2 3 1 2 1 3 )
o0 o0 (0.0]
g lo +0 ) = ¢ a r (b +c ) = ¥ =z
1 2 3 n n n n
n=g n=ygp n=yg
n
donde =z = § a, (bn»k+cn-k)
k=)
o0 ea] oo
co +tc o = ¥ £t + T ' = 3§ (£ +1' )
1 2 1 3 n n _ B n
n=g = n=p
n n
’ - =
donde In+t 0 T a, bn-k + X O
k=0 k=(}
n
= +
Ioay (b e, i)
k=g
y entonces z_ = £ + t'
n n n
y por lo tanto ¢ (o0 +0 ) = 0 0 + o O .
1 2 3 1 2 1 3

(ii1) Ya hemos demostrado que I es un grupo abeliano bajo
la suma, y por tanto para que I sea un espacio vecto
torial sobre € , nos bastaria demostrar las siguien-

tes 4 propiedades.



Ya definimos que para toda o € € y g € I

oo (aod )} € Z.
n

i}
g

Supongamos a,B € € y 01,0 € L con 0l =
[os]
o = 1+ b entonces:
2 n=g n
+ = + ue
u(ol o ) ac + a0, yaq
[ee] [s's]
aloc +0 ) = £ ala +b ) = I [aa_+ob
1 2 n n n n
n=p n=yp
co co
= ¥ oa + I ab = aoc + o0
n n 1 2
n=yp n=y
(at+B) o = oo+ 801 , yYa que
[vs] [se]
(u+8)01 = 3 (a+8)an g 3 (aan+6an}
n=yg n=g
= I oaa + L PRa = oo + Bo
— n _ 1 1
n=yp n=yp
a(Bol) = (aB) o, ya que
[ae] (2]
@(Bol} =a I Ba = I u{Ban) =

con o-=

o
e~48



= ¢ (aBla_ = (aBlo
4.- Sea ] el elemento unitario de € entonceslr

| 07 = 01 para todo Gl e I, ya que

[0

[ee]
1l ¢ =1 I a, = % I»an
: n=g n=g n

n
[
=
i
Q

(iii) Por Gltimo demostraremos que si a € ¢ y Ul 02 € % -

entonces:
agloc 0 ) = (eo Jo = o (aoc ), ya que
1 2 1 2 1 2
o n
aloc 0 ) = ¥ oc donde ¢ = I a b
1 2 n n k n=k
n=g k=9
. n . n ,
o, © & oafa b 1 = z (aa, ) b o
k—o k—n

(&ak) bn—k

e
I
I~ B

0

tendremos que ac =_c'n y por lo tanto

d{a g ) = [ac o
1 2 1 2



y ademas
glc 0 )] =«x{oc o) = (0o Jo = o (oo ).
12 2 1 2 1 1 2

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 2:

L la

o0 .
| donde I a_ es una serie
0 k n=g n

Sea Sn = kgu a, Yy Sn =

absolutamente convergente.,

Como por hipétesis la sucesién {§n | n = 0} es convergen-
te, tendremos que ella es de Cauchy, luego: Para toda € > 0 -
existe N tal que |§n= §m| < g para toda n , m > N (sim>n ,

hacemos m = n+q , g > 0).

Reescribiendo tenemos: ‘

Para toda € > 0 existe N tal que |§n - Sn+q| < g, para to-

da n>Nygq€ IN, pero

n+q n+q _
za\gz la | = |3
k=n+; k=n+; o

Asi que, para toda £ > 0 existe N tal que

|S . - S | < e para toda =~ n > N

n+q n

6 sea que {Sn | n > 0} es también de Cauchy y por tanto conver

[ee]
gente, luego & a es convergente.
-0



DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 3:

(a) I C es un subespacio de % si siempre que o , ¢ € I C,
) 1 Z
a,B € € se cumple oo + Bo € I C, o sea que si 01 y
5 ’ 1 2
o son dos series convergentes, entonces hay que de-
2

mostrar que oo + Bo es convergente.
1 2

Sean o = E a , o = 2 b

Sabemos que {An | n >0}y {Bn | n > 0O}lconvergen, lue
go {aAn | n=> 0} y'{BBn | n = 0} convergen, por tanto
{aAn & BBn | w > 0} converge, en consecuencia - - -
g + Bo € I C, por consiguiente. I C es un subespacio

1 2 |
de . |

(b) Hay que demostrar que £ A C es un subanillo y un sub-
espacio de r, lo primero lo desmostraremos en los pun

tos del 1 al 4 y lo segundo en el ﬁunto S

T~ S 8 »T, € I A C, queremos demostrar que - -
g + 7 €L AC

1

[se] [s0]

Tenemos: o= 2 a, o = X

Sean A = & |a
n =0

Demostraremos que {Cn | > 0} es de Cauchy, &6 -

sea deberi tenerse que:
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Para toda € » 0 exista N tal que |C -C | < e,
‘ n+g n

para toda n > N,

Como'{An | n = 0} y {B | n > 0} son convergentes

y lo tanto de Cauchy, se tiene que:

£ . £
Para 7 existe N, tal que |An - A | < 7 » para -

toda n > N .
1

: £ : _ £
Para 7 existe N, tal que ]Bn+q ~ Bn| <3 , para -
toda n > N
2
luego
n+aq
- = <
Covq” Cal = | I ey by |
n+q n+q
<| 'z |ak|+|bk||< 1 fa| | o+
k=n+; k=n+;
n+q
z - = B o™ s

para toda n > N, tomando N = max {NI,NZ}

Claramente el elemento 0 kg 0 es un elemento de

0
L &€

Sio €I AC, entonces - o & 7% A C,
1

. o) [os]
En efecto si ¢ = : a_ , tendremos que _%. |a |
1 n=yp n n=p n



B [o0]
converge, y para demostrar que L -4 es absolu-

tamente convergente, tendremos que demostrar que

néo —anl converge, pero L |—an[ = aL |an|,

. © )
y esta serilie es convergente, ya que nz an por -
-0

hipdtesis es absolutamente convergente.

Si o Yo, & I A C,entonces o o, € A C. En efec

tou

co
Sean ¢ = L a4 y o =
1 n=p n 2

tamente convergentes o = i ¢, el producto o9,
5 =

bn dos series absolu-

Vamos a demostrar que o es absolutamente conver-
3

gente.
Sea 0 = 1t d el producto de las series _» |a_|,
L n=g n n ‘
WL, |bn[ Sean A_ = kzo |ak|, B = kgc lbkl y -- |
Dn N kgo dk
n
Sabemos que d_ = oy la, | |b .| vy resulta que pa-
ra toda n.
n n
Dn = § dk = ¥ (lak|[b0|+|%_l||bl[+[ak_2| Ibzi
k—o k=0
Fuuns +la |]b,[)=

la 116 [+ (la 16 |+la |16 [1+(]a |]b |+
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fla 116 [+la |16 [1+eenn.. a1 I+
1 1 0 2 .
Ha,_ 11 [+, #la b, | +la |16 1)+
=la [ (16 |+]b [+...o#[b |)+[a [(]b |#... .t
0 0 1
+|bn 1|)+ ....... +la_||b |,
pero
A B = |a |(|b |+....4|b |)+]a |(]|b |+..... +
n n 0 0 n 1 0
b )+, +|an|[|b |+..... +|b_|)

7 AL Noes pahn

Para o= A

+..“+|an|(|bo|+ ..... +|b



- g0 -

luego Am Bn < Dn y por lo tanto:

Si A = 4t2im A, B = L{im B_ (ya que por hipdtesis -
{An} y {Bn} convergen. ), tendremos que AnBi+A B
y An8n+ A B cuando n + « luego Dn+ A B cuando n—+

por tanto la sucesidn {Dn | n > 0} siendo conver-

gente es de Cauchy.

n n
Ademds |C | = Ikée a, b | < .y la, [ 16 | = d,
entonces para todo entero n y g = (0

L I N P

C. -8 |=c: Jc|< z d_ -

g n k=n+1 5 k=n+1
_Il

= |Dn+q - Dn| donde C_ = E |Ck|

y como {Dn| n = 0} es de Cauchy, tendremos que -

{Enl n = (0} es de Cauchy, y por tanto es conver-

gente, es decir UE [Cn| converge, esto es - -
=0

E C = o es absolutamente convergente.
- 3

Para demostrar que I A C es subespacio vectorial
de I, hay que demostrar que ddl + 8026 EALC, si

o 50, EETACY a8 €L,



Si o € § A C, tendremos quenf [an| converge.
1 " Tn%

Para demostrar que ac € I A C, es decir que - -
1

x .
nk, laan] converge:

|
pero {A_ | n > 0} es de Cauchy, por lo que:

Supongamos que A = kgo la 5

S ! =
y A n s 20 Iu'a'kl’

Para toda € > 0 existe N tal que [A -A| <€,
n+q n
para todo n > N pero
| -] |
] L 1 = =
A n+q A n kin+1|aak|
lof £X la, | = lal| | |
= |a /3 a = |a A - A
k=n+, ° wh, W

e _
entonces para toda e, tomo TET para la cual exis-

E

te N tal que |A_, - An| % Tl * (Estoy ' suponien-

n+q

do a # 0 pues si a = 0 el resultado es claro), pa

ra toda n > N

— , ) -
e A' | < e, para todo n > N

(o sea la misma N) o sea'{A’n | n = 0} es de Cau-

Y por tanto |A'

chy y por lo tanto convergente es decir - -

acl € L A C.

Anadlogamente 80 € I A C y por Ie
2



ac + Bo € I AC y‘Por tanto Z A C es un subes-
1 2 ‘

pacio de I.

Finalmente concluimos que L A C es una subdlge-

bra de I.
(c) La aplicacién £ ¢ - ¢ es lineal.

Sea v la funcién tal aue w(cl) = A, con o EZCy A

la suma de la serie.

Sean 0y 0 € % C, o € @ tenemos que demostrar:
1 2

(i) glo +a ) = wloc ) + ¢lo )
1 o2 1 ' 2
(ii) w(acl) = aw(cll
demostracién:
(1) 8i By & & 02 = § bn
n=gp n=yg
n n
A= & a., B = I b,
n o n ey
A - Ay B - B, cuandon - o
n n
fo's] n
o to = E Lan+ bn), C, - g [ak+ bk)
k=g k=g

Hay que demostrar que v(o +02] = A + B, es decir
1



(i)

Cn.e- A + B cuando n -

existe N tal que [Cn'f (A+B)] < e,

n > N;

Dado % existe N tal que [A~ Al <
n >N
1
Dado % existe N2 tal que [Bn— B| <
n >N
2
entonces
b1}
[Cn - [A+B)| = | = (a, +b, ) -
k=o
sl
= | = a. - A + % bk_ = BJ <
k=[) k_:o

E e _
+ ]Bn_ B| < 7t 7=

| A
n

© 0 sea para todo & > 0

para toda -

, para toda

N

, para toda

|

A-B| =

_Al 4

£, para toda n > N,

donde N = max {N , N }
1 2
Para demostrar ¢(ac ) = o A, supongamos
1
o n
o0c = L ad , Cn = I “d.,
: k=g k=

es decir, hay que demostrar

Cn —+ oA, cuando n - o,

esto significa que.



(d)

-5 -

Para todo € > 0 existe N tal que |Cn—uA| < €, pa
ra toda n > N (de nuevo:supongo a # 0 pues si -

a = (0 -el resultado es claro).

Dado TgT existe N1 tal que [AnjA{ < T%T , para -

toda n > N
1

§ :
Por tanto [C_ -aA] =Ik§0 aak—uA| = |a] ]An—A[ <

< |al ToT - € para toda n > N, donde N = Nl.
La aplicacién I A C s que a cada serie absoluta -
mente convergente asocia su suma, es un homomorfismo

de dlgebras:

0O sea.
(i) e¢lo +0 ) = ¢lo ) + vlo ]
12 1 2
(ii) e¢lac ] = a ¢lo )
1 1

n

(iii) ¢loc o ) vlo ] ¢lo )

1 2 1 2
Ya que toda serie absolutamente convergente es conver
gente, las partes (i) y (ii) quedan demostradas (véa-

se la demostracidn de (c))
Queda por demostrar:

fi11) Bi o, =,k @, , 0 = % b_ sabemos por (b) -

n
_ . n B
que 0 o, € ZAC. SiA = .1 a B = kgu bk



yA - A, B - B cuandon + =
I n

Sabemos que w(cl) = A vy @{02) = B.

Hay pues que demostrar wfclczf = AB.
o0 n

gg = % C donde C_ = & a b
- n n

n
Sea C_ = . x C
n =

Por lo tanto hay que demostrar que C_ ~ A B cuan

do n —+ o,

Sea Bn = Bn - B

C =ab+{ab +tab |t{a b +a b +a b )+...+
n 0 0 0 1 1 0 0 2 11

+{a b +a b +.,..+a b ) = a (b +...+b )+
0 n 1 h=} n o 0 0 n
+a (b + +b )+, +a b = a B +
1 0 n-i n o 0 n
+a B +,..ta B = a (B+B )+a (B+B ) +...
1 B~=] n oo 0 n 1 =
+an(B+Bol = An8+ansn+a18n_1+...+an60

Sea = a +a Foy, 5Bl
Y, OBn 1Bn_1 B

Como AnB - AB cuando n » « , entonces es sufi-



ciente demostrar que £im y_ = 0.
Nsoo n

Como B~ B, cuando n + «~, se tendra:

B =B - B =+ 0 cuando n » &,
n n

luego existe M > 0 tal que ]Bn| < M, para todon.

Sea k el valor que toma la suma infinita - -

o0 [se]

2 |a_| (ya que L a_es absolutamente conver
H=n n ' n=g n =
gente), entonces dado %% existe N1 tal gue - -
IBnl < g% g para toda n > Nl (puedo suponer - -
k # 0 ya que si k = 0 nf a seria la serie LU

B2

la para lo cual el resultado es claro).

. i : ntq . E >
a < - >
Y al mismo tiempo k§n+1 | n| 7 Para ¢ > 0y
n > N2 (esto ya que nf |an| es convergente) -
‘ =0
6 sea que si tomamos N = max‘{Nl, Nz} entonces

para toda p > Z N podemos escribir:

U P
RIS kzo |2y By i | e @y By k!
< ;L g la | + M g la | <
k k=g k k=N+; K
. P
TR e, 1l M E el <



para toda p > 7 N

luego yp + 0, cuando p » =
o lo mismo Ty * 0, cuando n -+ o,

entonces ¢ -+ AB cuando n -+ o
n

y por tanto ¥ (6162} = AB.
CRITERIO DE WEIERSTRASS PARA SERIES ALTERNANTES:

Si {an} es una sucesibn decreciente convergente hacia 0,

la serie alternada nE (-7)0%1
=)

a  converge. (Como referencia -
para ver la demostracidn de éste Teorema se puede consultar: -

Anédlisis Matemdtico de I.M. Apostol).

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 4:

CONDICION NECESARTA: Supongamos nzo an converge. Sea - -
n .
Sn = kéo a,, Por tanto {Sn | n > 0} converge, luego es de Cau-

chy, consecuentemente para toda e > (0 existe N tal que para to-

dan>Nygqg>0 |S_, - Snl < g, esto significa que para toda

n+q

e > 0 existe N tal que:

n+qg
X a
k=n+;

< g, para todan > Ny q > 0



CONDICION SUFICIENTE: Sea §_ = KZ a

Por hipdtesis sabemos que para toda € > 0 existe un entero

N tal que para n > N y g > (

n+qg
) ak
k=n+1

® lo mismo que decir.

Para toda e > 0 existe N tal que |[S

y g >0

- < ra n >
- Snl e para n > N

esto implica que {Sn | n > 0} es una sucesidén de Cau-

chy y por lo tanto convergente, con lo cual concluimos que - -

11~18

n=g

fl.n converge.

DEMOSTRACION DEL COROLARIO DE LA PROPOSICION 4:

(a)

) ) - . a8 - co
Sabemos por la proposicidén 4 que si ng a converge,
=

entonces: Para toda & > 0 existe N tal que para toda

n>Nygqg=20:

en particular para q.= 0 y para toda e > 0 |an{ £ % #

para toda n > N y esto significa £Lim a = 0.
=

Pero la parte (a) del Corolario no nos da una condi-

cidén suficiente para que la serie sea convergente, -



(b)

(e

o . o <
como contraejemplo tenemos la serie X , aqul se

n

83—

1

B 1 ; . i :
cumple i 0 cuando n -+ « sin embargo la serie diverge

o0 e
Como - bn es convergente entonces por la Proposi-
=0

cidn 4.

. n+
Para toda € > 0 existe N tal que |, %- b | < e, para

k=l'j_+1
toda n >Ny ¢g > 0, pero
n+gq n+q n+q
z a | < I |la. | < = b, <
k=n+1 k=n+1 k=n+1

n+q

<
¥ bk‘ €
k=n+,

<

(recordemos aqui que bk es real para toda k) luego -
¥ oa T |a | lo tanto » a_ es absoluta-
ng, 4 ¥ 4, 14, convergen, y por lo tanto 3 4

mente convergente.

CONDICION NECESARIA:

e

Supongamos, entonces si Sn = tendremos que -

k=g ak’

{Sn | n > 0} converge a L, luego para toda & > ( exis-

te N tal que [Sn - L| <e , para toda n > N, 6 sea que

lo cual significa que:
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Dada una e existe N tal que |Sn] < e + |L|, para -
0 ]

Sea M = Sup {S , S ,...,Sy, & + [L]}.

(Como'{Sl, ...... ,S., € + |L|} es un conjunto finito
0

tiene Aup), por eso
]Sn| < M, para toda n,
pero como a = (, para toda n, entonces

S <M

s lo cual implica

Sup {S | m=>1T1} <+

CONDICION SUFICIENTE: Supongamos dup {S_ [n=>1} <+ o
Sea S = Sup {S_ | n > 1} )
Hay que demostrar que {Sn | n > 1} converge

(1) 1S, | n > 1} es acotada

(ii) {Sn | n > 1} es creciente ya que a, = 0 y por tan
to

luego



Como S = 5up'{3n | n > 1}, entonces Sn < S, para

toda n por lo cual para toda € < 0 existe N tal que:

(de lo contrario S no seria el sup.) tendremos -

pues que para toda n > N

S-e < §_ < 8S < 8§ < S+e,
n n

es decir |Sn - S| < e, para toda n > N, o sea -
oo

que {S_ | n = 1} converge, entonces LL @ con-
=9

verge.
DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 5:

(a) Es la misma que se hizo en la Proposicidn 1.

(b) Sean o = $ a x" y o = f b x" dos series tales
1 n= n 2 n=p n

0
ue o o = 0.
q 1 2

Supongamos ¢ # (0 y ¢ # 0, entonces existen enteros
1 2

£ ,q = 0 tales que a, = 0, sin<nany a, # (0, ademds -

b =0, sin<gqgy bq # 0, Si o 0o, .es la serie ~ -

n
z ¢ x" resulta de la definicidn de Cn que:



a b
y como a_ o

todos los d
4 =:..8 @

0 r

tradice el

DEMOSTRACION DE

(b) Ya que o o
1 g

+a b +...4a
1n

T+q
C = 5% a b = a b +
r+q o k r+qg-k T r+q
=
+ + + a b + +
1 gy r aq
+ a
r+q bu

# 0 (éste ya que

# 0, tendremos que Cr+q

emids términos de Cr+q son ceros ya que - -

=0 vy bq =...= b = 0), 1lo que con-

-1 = 0

hecho de que o, ¥, = 0.

LA PROPOSICION 6:

¥ a 2 o = ¥ b x®
n=p n 2 n=yp n
_ 2 n ® n _
= n§0 (n+1) an+l x4 néo {(n+1) bn+lx
- d(01+02)
= ngo [n+I)[an+1+b +1)x e A
- n —
Ao ) = ¥ (n+T) Aan+1x £ X A((n+1)ann}x
n=gp n=g
dao
E Nk
dx
=a b+ (ab +a b ) x +...+(a b +
0 0 0 1 100 o ntg
b ) x*+. .., entonces el témmino n-8simo de

n+i1 o0
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1 n
(n+I)(aobn+l+albn+....+an+lbo} X

calculemos cuidnto vale el término n-é&simo de

[ea] (00 [e]
+ £ b x™ 3% (n#1) a  x = T @ x% +
n n+j n
n=g n=p n=ygp
[c'e] co
+ 1 n 1
§ e pX (an+cnlx
n=g n=g
donde:
n
g, = T Ay (n-k+T1) bn—k+1
k=g
n
1 - 3
¢ kEU bk (n-k+1) an_k+1

- - - . o n -
el n-ésimo término (¢ +¢' ) x , estard dado por:
- n n

n : ; i n n
o +c )} 2a (n+lIb - xT o+ ganbx e n-1}b - XH, L.t
.on n S n+y 1 n- 2 n=1
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5 ; 1. . n
- ...+ a *1b x™+ b _(n+1)a x*+b na-x"+b [(n-1)a X, Lt
n 1 0 n+ 1 n 2 =

toout b ola x™= n+1)fa b +a b +a b +...+a b +
n 1 o nt; 1 n 2 n-g n

n
+a b1 x
n+i g

do o
lo que es igual al n-ésimo término de -H%hé por lo -
tanto, en efecto tendremos que:

do o do do

l. 2 _ 2

—2 = g + 0 :
ax 1 dx 2 dx

DEMOSTRACION REFERENTE A LA NOTA ENUNCIADA DESPUES DE LA
PROPOSICION 6:

CONDICION NECESARIA: Supongamos que dado o = nge a, x® -
existe o , tal que oo = T = [+0x+0X%+. .. vuunn. c = * b,
1 1 1 n=g n
entonces
oo =ab +(a b +a b )x+(a b +a b +a b )x*+,........ =
1 0 0 01 1 0 0 2 1 1 2 0
=1 +0 » x + 0 +« x% 4.0,
por lo tanto aob0 = 1, luego deberd tenerse que ao # 0.

CONDICION SUFICIENTE: Si a # 0 “demostraremos que: existe
0

z b x" = o tal que
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[ee)
0 g =1 donde ¢ = I a
i n
n=gp
Basta tomar b = %— , ya que a« # 0 , teniendo que
0 0 0
o6 =a b +(d b +a b Jk+(a b +a b +a b )x*+.,......
1 0 0 0 1 1 0 0 2 1 1 2 0
entonces:
b o= D
0 a
0
a.
b seriatal que a b +a b = 0, b = - —2X
i 0 1 1 0 1 a 2
0
a ’-a a
b seria talque a b +a b +a b = 0, b = 1 —2 0  etc.
2 0o 2 1 1 2 0 2 a B
0
Ahora yva que @« es el coficiente de b ,bl,bz, ...... en los
0 0
términos 0,71,2;¢cenins respectivamente. Se puede conseguir una

solucidn para bn en las expresiones

jgualandola.  a 1 en el caso que n = 0 e igualandola a 0 en el

caso n = 1.

DEMOSTRACION DEL LEMA 1:  Sabemos que I a w" converge,

luego por el corolario de la Proposicidn 4

n
an w~ =+ 0, cuando n =+ =, por tanto
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existe Sup {|anwﬂ| ' n=>0}< + o, Sea M ese supremo, enton-

ces tendremos:

la_| < JL—, para toda n = 0.
n =1
A
Sea z € D(0,4), |a_ z"| = lanHZlrl <M (l%l)n, como |z]| <4

. 4 %« z n ) Z,
la serie de niimeros reales néo M [lxi] converge @m,mxalZL< 1),y como
” o0
|an 2% < M (l%lJn, entonces ) & z" converge absolutamente -
-0

por el corolario (b) de la Proposicidn 4.
DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1:

(a) Sea T = {fuw] l w € Conv (o)}, tendremos que siempre -

{0}.

<0+ €-Te. S1 T =-{0},:R. 2 @ y-Conv (o)

Si T # {0}, Conv (o] contiene por el Lema 1 a la - -

unidén de todos los discos abiertos D(0,%), £ € T.

La unidn, D(0,%), de esos discos es claramente un

U
tET
disco abierto D(0,R) (R = sup {£ | £ € T})

Si w € Conv (o), D(0,|w|) € Conv (o) por el Lema 1.

Y por definicidn de D(0,R) tendremos que w € D[0,R]

luego entonces:

D(0,R) € Conv(c) € DIO,RJ

(b) R es tnico ya que el supremo es Gnico (o sea por cons



-, 1407 -

truccidn)
(c) CONDICION NECESARIA: Si o es convergente entonces por

defincién existe un w # 0 € Conv (o), entonces - - -

P(0,|w|) € D(0,R), luego R > 0

CONDICION SUFICIENTE: Si R > 0, como por (a)
D(0,R) € Conv l[o),

tendremos que existe x € D(0,R), x # 0 y tal que - -

X € Conv (o), consecuentemente ¢ es convergente.

(d) Si w € D(0,R). Sea & tal que:
lw| < n < R.

Como 4 € Conv (o) y w € D(0,r), resulta de la demos-
tracién del Lema 1 que nzo a w” converge absolutamen

te.
DEMOSTRACION DEL COROLARIO DEL TEOREMA 1:

(a) Si n <R, n € D(0,R) C Conv (o) de la demostracidn -
del Lema 1 existe A(x) = 0 (esto ya que existe - - -

Sup {|an a™ ] n > 0} y le llamaremos A(x)) tal que

n 4D

para todos. 1los n = 0.



(b)
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Si w es tal que |w| < x, entonces

ldnwnl = |an||w|n < A(l%lln, para todo n = 0

Como mzﬂ A (J-%-l-)n converge (ya que l%i < 1), luego -
del corolario de la Proposicidn 4 ni a w” converge,
-0

entonces D(0,x) < Conv (o), ¥ por tanto ¢ es conver-

gente y su radio de convergencia es mayor 6 igual ax.

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 7:

(a)

(b)

Para todo o € € {x} supongamos que R sea el radio de
convergencia de o, por consiguiente para todo w € €,

tal que |w| < R, la serie de numeros complejos - -

nzg a w” es absolutamente convergente por el Teorema
1 - (d).
Y sabemos por la poposicién 3 - (b) que el conjunto -

de series absolutamente convergentes forman una subdl-

gebra de I, luego entonces € {x} es una subdlgebra de

T [[x]1].

- oo -
Sea 0 € € {x}, o = nL @ x" y sea R su radio de con-
=0

vergencia. Sea 0 < n# < Ry sea p tal que = < p < R.

Por el corolario (parte (a)) del Teorema 1 existe - -

< Alp)

n
P

para todos los n = 0.

k]

Alp) > 0, tal que |a_|
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De alli se sigue que:

'(n+1)a | < Alpl ((n+11h ), para toda n =0.
Hiddg n n+; u
ﬂ P
- - (n+1 ) -

Como p > 2 S%p pn+1 < 4
Sea § ese suﬁremo, Entonces

|(n+1) a_. | < s Ale)

n+; ,Ln

entonces por la parte (b) del Corolario, del Teorema 1,

D(0,n) C Conv (%%)

Como # es arbitrario < R, se tendrid que

D(0,R) < Conv (32

Sea R' el radio de convergencia de %% , entonces
R' P R wniini v so (L)

Si we€ D(0,R")] y w# 0: por el Teorema 1 - (d) se ten

drd que ngu {{n+1)an+lm“| converge
+ "
Como [an+lwn ] < |(n+1)an+1wn| ] s s wswens (1)
¥ E |(:n+f)an+1wnllw|=|-mI i |(_n+?]an+1wn|

=4 n
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se tendra que & |(n+7)a . w"||w| converge y usando
n=y nty ! )

el corolario (b) de la Proposiciﬁn 4 y (1) se tiene -

que nzg anwn converge y ﬁor tanto D(0,R') € Conv (o)

6 sea R' <R ........[4£L4)

de (¢) y (44) se sigue que R' = R

Y por lo tanto es claro que

#e | ¢ {x} ) €& {x}.
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CAPITULO 2

FUNCIONES HOLOMORFAS

SECCION 1: Funciones polinomiales

DEFINICION 0: Z: € - € es la funcidon identidad, que a cada

nimero complejo 'a  le asocia el mismo nimero:
Z(a)=a para todo a € €’

La aplicacidn E : &%= R? asociada a Z (ver capitulo o,Sec- -

cidén 4 nota (c)), es también la identidad, ya que:

Z(x,y)= (Re Z(x+¢y),TIm Z(x+iy))=(x,y)

DEFINICION 1: El conjunto:M de las funciones polinomiales
es la subalgebra de C(C) generada por la funcidén constante 1
y la funcidn Z, o en otros términos es la menor subalgebra de --
C(T) que cdntiene a 1 y Z. Un elemento de N se llama funcidn

polinomial.
PROPOSICION 1:

(a) Dado un punto w € € cualquiera, el conjunto Mde las

funciones polinomiales es exactamente el conjunto:
I
{a-ta (Zzw)+....+a (Z-w) " |a ,..,a.€C,T entero >0}
0 1 r 0 r

donde 7-w: € - € es la funcidén: a- a-w

(b) La expresidn a +a (Z—w)+....+ar (z-w)* para una fun-
0 1
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cid6n polinomial es tdnica.

(¢) Si en (b) se pide que a_*0,T no depende de w y se lla-

ma grado del polinomio P=a:+a (Z-w)+..,+ar(2—w)r
0 1

DEMOSTRACION:

(a) Seal el conjunto
L= {a +a (7z-W)+....*a (Z-w)T|r>0,a ,..,a €C}

0 1 T 0 r

Es facil verificar que L es una subdlgebra de C (<)
(ver Apéndice 2, en la demostracidn referente a la
proposicidn 1).
L contiene a 1la funcién constante 1 (tomar r = 0, .
a = 1)
L contiene también a la funcidén Z (tomar r=1,a =w,a =1)
Como M es la subdlgebra de C (T)generada por las fun-
ciones 1 y z, M C L. Sin embargo la funcidn Z-w per
tenece claramente a I y entonces todas las potencias
(Z-w)r, T entero > ( de esta funcidén también pertenecen
a M., Entonces L CT, Por consiguiente L= I,

(b) Supongamos que P es una funcidén polinomial que tiene

dos representantes:
a +a. (Z-w)+....+a (Z-w)® y b +b_(Z-w)+....+b (Z-w)®
0 1 s 0 1 t

Podemos suponer que s>t. Si definimos



la funcidn:
= _ s
(ao-bo)+(al~br)(Z—w}+....+(as b)) (Z-w]

es idénticamente nula.
Basta demostrar entonces que si una combinacidn lineal,

s _ , ak
p= cd+c1(2 W)+, ... +e, (Z-w)

es idénticamente nula, entonces ¢ =c¢c =..... =g =0
0 1

Vamos a proceder por induccidén . sobre K

Si K = 0, se tiene c0=0, y entonces el resultado es --

cierto.

Supongamos que el resultado es cierto para K-1=1,

y vamos a probar el resultado para K . Evaluemos P

en w ; como Z(w)=w entonces P(w)= ¢, ¥ por lo tanto

co=0. Sea jf=1 el entero tal que c0=cr=...=cj_l=0 y --
cj%o, si §=K+1, ya no hay nada que demostrar; Si j<K:

P= (z-w)? (aj+cj+1‘(Z-w)+...+ck(2-w)k_j)

Para continuar la demostracidn, necesitamos probar el

siguiente lema

LEMA 1: Sean §fyg € C(¢) dos funciones tales que:

(1) $g=0 idénticamente
(Z) Los ceros de § son un conjunto finito
Entonces g = 0
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DEMOSTRACION DEL LEMA: Sean z ,z ,...,,zklos ceros de

1 2
4, para z=#zi,;,.,zk, y g(z)4(z)=0, entonces como - -
4(z) ¢y g(z) son nGmeros complejos, los complejos no
tienen divisores de cero, y §(z) no es cero, se tiene
que para esos puntos g(z)=0, y como por hipdtesis g es
continua y el complemento de Z s £=1,..., k es denso

concluimos que g =10.

Aplicaremos ahora el Lema, para finalizar la demos-
tracién de la parte (b) de la proposicidén 1, lo aplica

remos a las funciones = (Z—w)j y 9=Qj+°jf1 £ 200 ) Fa ™
k-j . .
CK(Z—W) J, como 4g=0, y el Gnico cero de § es w, g=0 Yy

y como §=>1, k-4<k-7, por la induccidén aplicada tendre

mos que:

lo cual demuestra (b)
Si P €M tal que P= a0+a1(z-w)+...+ar(Z-W)r

dado w € ¢, entonces dado wle T, P=b +b1(2—w )+...+b§
0 1

s ' . .
»(}wlj . Supongamos 4 >i (demostraremos que tiene que
suceder 4 =41, Si 4<x es andlogo)

Tendriamos que:
b = P(w )= a + W ~W)+...+ w -w)"
0 ( 1) 0 al( 1 ) ar( 1 )

_ - » _ i _ S5
“0 P(w)= b ;bl(w w1)+...+br(w w1)+n..+bs(w wl)
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Consideremos a =0 Si n>x, y restemos miembro a miembro.
n

b ~a = a ->b +(a+ b )(w - w)+ ...+
] Q Q 1] 1 1 1

+(a ¥ QF)(wl—w)r+.°.+(as+b5)(w1=w)s
0O Ssea
= = ; = +u|ulll+
0 Z(ao b0)+(a1+b1)(w1 w)

+(ar+br)(wl-{U)r+.“+(aS+bS)(wl-w)S

y por la demostracidén de la parte (b) tendremos que

a ~b = 0, avh =40, 4
o 18 1 1
a +b =0, a +b = .,a +b =
r T ? r+y, T+ ’ s s
entonces

¥ : = 1
br 0 (ya que ar# 0) vy bn 0@ si n>nxn
por tanto % no depende de la w que se tome.

NOTA TIMPORTANTE: Resulta de 1la proposicién 1, aplicada en
el caso w = 0, que a cada funcién polinomial P, se puede aso- -
ciar de manera Gnica un polinomio formal (Capitulo 1, Defini- -
cidén 4 (b)), de la manera siguiente; P puede ser representado -
.de manera finica como:

@ ta

Z+a 2 2+‘,..+asz

1 2
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Si a P le asociamos el polinomio formal:

i i+ 1 i+ 2
a + a x+a‘x2+...+ajx‘3+0.xJ +0.x9 “H...
0 1 2

Esta correspondencia es un homomorfismo inyectivo de M en
~ 7
Q;L:(x)_l .

Entonces uno puede identificar funciones polinomiales y po-
. linomios; y por lo tanto de aqui en adelante mencionaremos poli-

nomios en lugar de funciones polinomiales.
SECCION 2: Funciones holomorfas

Las funciones holomorfas son la generalizacidén de los poli-
nomios, cuando se substituye series de potencias convergentes --
por los polinomios formales
i Las funciones holomorfas serdn siempre definidas sobre abier-

tos !

DEFINICION 2: Una funcidn 4: Q - ¢, donde Q2 es un abierto,
es 1llamada holomorfa si para todo w € Q, existe un disco abierto

P (w, #) € Q@ y una serie de potencias

2
A +a X +a X +...4a X+
Q 1 2 n

convergente en el disco D (o, #), ( y esto es de radio de conver

gencia mayor o igual que x), Tales que para todo Z € D (w, #)

§(z)= Z a (Z-w)”
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§(z) es la suma de la serie de nlimeros complejos ngcah(z—w)n

NOTACION: # (Q) designarid el conjunto de todas las funcio-

nes holomorfas de Q - @ .,

Vamos a demostrar primero un resultado similar a la propo--

sicidén 1(b).

PROPOSICION 2 - DEFINICION 3:

(a) Sean § a x" y § b x"™ dos series de potencias ambas -
n=y n n=g n
convergentes en un disco D(o,2), y tales que para to
do z € D(o,n)
o0 n (=]
Yaz= 2 bzt
n=g n n=g n
entonces an=-bn para todos los n
(b) La serie de la definicidn Z,DE anxn, depende Gnicamen
-0
te de { vy de w, y se llama la serie de potencias que
representa a 4 en w.
DEMOSTRACION:
(a) Como las series convergen en D(o,% ) € P{o,n), enton-

ces por la parte (a)del Corolario del Teorema 1, Capi

tulo 1; existen constantes, A y B = ¢, tales que:

A" B.2"
70 |bnlg “ oy

lan| <

para todos los n =0,
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Si a ~ no es igual a bn para todos los I, existe un
entero =0, tal que a = bn si B<4 vy aj¢ bj.
Para todo z€D (o0, &)

- J= § _ n
(a,-b)2%= £, (b - a)Z".

Ahora bien si | 2| < {% , tendremos:
‘n o n
| n§j+1(bn- a )z | < n§j+1|bn‘ an| |27 <
<%, (b |+la_)]|2[<E , (A+B)L_|zn|.
TnEj+, n n R ERER o |27 | =
= ¥ nzn =
n§j+1(A +B) |2 : |
b3
J*5 Jt1r . P e WS- s i
1 e L i
"1 n=Jvi n J =1

Al E LACHPN o i,

(g

< (A+B b -j-1 " .n-j-
( ) il T nSg+.407d71 LRI

= (A+B)

=(A+B) 23+2 |le+1
pdt1

( ya que

n=j+, ; = kE
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entonces para todo z tal que |z| < 2

U
4

gite (A+E)|Z|j+1
<

o i &
|(aj bj)z |

PRAS
Si 0 < |z] < _%
2% (A+B) |7 ]
laj' bj| < J+1

‘a.- b,lnj+1

tomando |z |

ya que:

la.- b, |nd™?
] J

o

< —d._d

+1b fl_'j+1
_ Uayl+lb,ad"

(A+B) 23"’

EL?j) PR

gt+s3

b (A+B) 2

(A+B)23n _ N

Tendriamos:

2372 (A+B) |a,- bj[nj+1

(A+B)29"°

|aj— bj[ < MEL

(A+By2d ™’ 7

( ésta z cumple que |z|<
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esto es una contradiccidn y por lo tanto

= n.
a bn, para toda

(b) Si existen dos discos D (w,nl)‘y D(w,nzj, y dos series

tales que para todo z € D (w,n )
1

f(z) = Za  (z-w)"

y para todo Z€7D (w,&z)

- ¥ R
§(z) = néubn(z w) , entonces
si £ = inf {1 ,n }
3 1 2

2 az®= % bz" para toda z €D (0,1 )
= 3

Y aplicando (a), concluimos a = bn para todo n, y con
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. o0 - - . e
esto demostramos que nz anxn de la definicidn ? sdlo
| 2,

depende de § y w.

PROPOSICION 3: i (Q) es una subdlgebra de C (9)

DEMOSTRACION: Sean 4 Yy g € X (Q) y seawun punto cualquiera

= n = n -
de Q. Sean Z axy n§ bnx las series que representan a f§
= = :

Yy a g, respectivamente en w. Entonces existen dos discos abier-
tos

D(w,nl) y D(w,nz) tales que:

a (z-w)?, si ZEED(w,nl), y
g(z) = E b _(z-w)", si'z € D(w, 1 )

Sea «# = inf {2 , 2 }
3 1 2
Por el Teorema 1(d) del Capitulo 1.

y-y g b_y" convergen absolutamente para y tal que

oo
z a
n=g 1n n

|y| < » entonces tenemos que para z tal que [z-w| < r
3
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n§ an(z—w)n converge absolutamente, al igual que ngobn(z-w)n.
-0
Y por la proposicidén 3(b) del capitulo 1
= n
nZ, (@,*h) (Z2-w)

n

¥ e (z-w)", dond =% ab
Y g% 47y dOUGe L et Brlip

convergen absolutamente para todo z € D(w,r ) y finalmente por
3

la proposicidn 3(d) del capitulo 1.

Lolar b)) (zow)® = §(2) + g(2)

Y a2 e, (z-w)? = §(2)g(2)

para todo =z € D(w,x )
3

De aqui concluimos que §+,g vy g € #(Q).

Si 4 € ¥(Q) y A € €, Sabemos por la proposicidn 3(a) del

capitulo 1 que:

ngoxanyn converge para y tal que |y| < o
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0 sea que para toda z € D(w,x )
1

o} z-w) ®
n=0lan( w) "~ converge

y por la proposicidn 3(d) del Capitulo 1

£ da (z-w)® = Af(2)

por lo tanto A4 € H(Q)

Para concluir que ¥ (R) es una subdlgebra de €. (Q) lo Gnico

que falta por demostrar es que

i () € C (9)

n

Sea 4 € H (Q)y sean w € Q Yy nzoanx la serie

que represen

ta § en w, existe un & > 0 tal que D (w,2)C Q@ y si z € D (w,n)
§ (2) = 2 a (7-w)

de alli resulta primero que § (w) = a y
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f @) - 6@ = Fa @0

Por la parte (a) del corolario del Teorema 1, capitulo 1,

existe una constante A tal que:

27 A
la_| < ===, para toda n.
n an

% © 27 A
D ) R B e A R
1 4,0
o 0 n-3 A5y
< 32 jr-w|? E -
n=; A }Ln 1 411‘1
= A | § A L 4A|z-w]
" Fhog B n

entonces si |z-w| < %, 1§ (2)- § (w) | < 4A_|Z-w]|
n

De aqui ya obtenemos la continuidad de § en w, ya que:

Si z » w, dada £ existe N tal que
" 4A
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|zn-w[.<'§iL para n > N.

L]

OBSERVACION: Estamos considerando § | D(w, 7)

entonces para cualquier e > (0 basta encontrar la N arriba men-

cionada para =4 y se tendri
4A

4z) - g | < A '}'f-ﬂi’-l <4

2

-
& m
=%

para toda n > N.
por lo tanto §es continua en w.
PROPOSICION 4:
(a) Si 4 € #(Q) y si a € € la funcién 6a Q=-{a} > C

donde © - {a} = {w|wta € Q} ¥y 6&7 (z) = 4(z+a), es ho

lomorfa.

(b) Si §: @ > € es holomorfa y Q'es un subconjunto abier-
to contenido en f, entonces la restriccidn 4|9’ es --

holomorfa

(¢) Sea §: 2 - € una funcién definida sobre un abierto, y

tal que existe una familia‘{ﬂdlu € A} de abiertos con

las propiedades:

(1) Q=Y Qa
aEA
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(2) La restriccién de § a Qa, §|Ro es holomorfa pa-
ra todos los o € A.
Entonces { es holomorfa.
DEMOSTRACION: En el Apéndice 2.

SECCION 3: Ejemplos de funciones holomorfas.

Resulta de la Definicidén 2 y de la Proposicidn 1(a) que to-
do polinomio es holomorfo. De la Proposicidn 4(b) resulta que
la restriccién de cualquier polimnomio a cualquier abierto es ho-
lomorfo. La proposicidn siguiente da@ muchos ejemplos de funcio

nes holomorfas.

n

PROPOSICION 5: Sea a x" una serie de potencias conver-

n

ne4g

a
gente de radio de convergencia R. La funcidn 4::D(0,R) > C

definida por {$(z) = ngﬂanzn es holomorfa. Si w € D(¢,R);y si {4

es representada en w por la serie

=
148
[=]

n
bnx entonces:

b - on VL! —1{

ot gow
R S ) E

Antes de dar la demostracidén de ésta proposicidn, haremos

= - ' nl ' n-k
ver porqué la serie £ —F————ia_ W converge.

WS ) (p-k)) B

Sabemos que para todo w € D(¢,R) la serie ngoanwn converge

absolutamente ( por Teorema 1(d) Capitulo 1), al igual que la
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serie derivada, y con el mismo radio de convergencia por la Pro
posicién 7(b) del Capitulo 1, y por lo tanto también la deriva-

da k-8sima tiene el mismo radio de convergencia y por lo tanto

2, n! n_k P - -
02k — W a ~converge absolutamente, 6 sea la serie de nt-
(n-k)!
meros reales % | LH w' Eq | rge como:
T %y | TeT ,lconverge, y :

I(n k)' n

oo ! —
tenemos que I SR k converge absolutamente, ( ya que

1=k -k B

VL! Il—k - L] - -
—a_w | converge usando el criterio de comparacidn

n=k k! (n_k) : n

1048

para series de nGimeros reales). Y como esto vale para todo - -

nt

w € D(o,R) se tiene que el radio de convergencia de § —————
n=k kr(n k)r

n-k 5
a x es mayor o igual a R.

DEMOSTRACION: Sea w € D(o¢,R), tenemos que encontrar un dis

co D(w,e) € P(o,R) y una serie de potencias nf bnxn convergente
-0
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en el disco D(o,€) y tal que si z € D(w,€)
() = E b (z-w)"
Para esto necesitamos un Lema. Sea & tal que
lw| <2 <R

LEMA 2: Para todos los enteros n = § = ] y para todos 1los

z tales que |z-w| < 2-|w|, entonces:

i+
n! n-k k | <lzzwly " ym |
T T W (Z“w) "
o kKI'(n-K)! n—|w| ‘

.

e e

k

DEMOSTRACION DEL LEMA 2: Sea z =z -w+w, entonces de la for

mula del binomio

7 = ﬂ_:_ e e LS k
=0 kf(n-k)!

=
MM =
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sik > g+l |z-w|® = |z-w] 3T [z-w ST <lzew] I (- Jw [y RT3

por lo tanto

k= j+1 E?EI?E_T [WI

_ j+1 n .
lz-wld” 5 Bt w2 Fa-pwE =

- |'Z:fr0|‘j+l n

(- w]yd*’

lo cual demuestra el Lema 2.
Continuemos ahora con la demostracién de la Proposicidn 5:

Sea p= E%B, como p < R resulta de la parte (a) del Corola-

rio del Teorema 1, Capitulo 1, que existe una constante A > 0

tal que:

la, < J%, para todos los N = 0.
P
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. oo 1 -
Para todo k = n la serie_Z e @ W

nZk converge (por

lo mencionado despues del enunciado de ia Proposicidn 5)

Entonces sea bk la suma de esa serie, y sea § un entero > (.

J
Vamos a evaluar |4(z)- kEobk(z-w)k|, para z tal que

|z-w| < a-|w]

Como 4(z) =n§9 anzn vamos a tomar un entero N = § y evaluar:
- N J N a_ n-
do= | Zaz®-% (221 W) (z-w)¥
N rn=n n k"g n—kk, (1‘1-1{) 1
N B oo goen r
de = | Z a ilz?- B, = W (z-0)E 1] (0 =)
N n=0 n k=0 k! (n-k)!

(Observemos aqui que términos que tienen el factorial de un ni-
mero negativo, por no estar definidos quedardn excluidos de la

iltima expresidn)

Por el lema 2:
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Si |z-w| < n-|w|, de aqui resulta que:

N g5+l
dy < z, | LE;“LJ_J’_II_ fae
R (- w])?
N N
n Asn = b s
pero ngﬁlan| = ngo A(j;] = néu A (7;) " &

(puesto que ~p < 1 esa serie converge).

Finalmente:

sk 4
< LEL@Li____ [

]
T (- lw])?

Cuando N = @

J
= dN-+,[6(zj- o bk(z—wjk| entonces para todo

z tal que |z-w| < a-|w]|

Esto demuestra que para todo z € D (w,n-|w]|)

= k
k§0 bk(z w)" converge.



y su suma es 4(z). (ya que S(%%f%+)3+lﬂ 0, cuando j§ = %, enton-
J k s
ces |§(z) - Z, b, (z-w)™|> 0, cuando j » =, y por lo tanto - -

§(z)= . Z, b, (z-w)")

SECCION 4: Un Lema Técnico.

En el prdoximo parrafo vamos a enunciar un Lema Técnico que
serd utilizado en los prdximos capitulos.

- = n . - :
LEMA 3: §Si nz,anx es una serie convergente en un disco :
=0

D(¢,xn), entonces existe una constante C tal que:

g a an e B |z|j

para todo z € D(O,—%) , ¥ 4§ es cualquier entero tal que a = 0 si

n< 4,

DEMOSTRACION: Como D(O;% n) € D(0,n), entonces por la par-
te (a) del corolario del Teorema 1 del Capitulo 1, existe una --

constante A = (0 tal que:

n

la_| < -t , para todan..
n 31'1}11'].
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De alli resulta que:

2 az® = | Y a z
n=0 n n=j n
o o 1 J d & n
< $lallz|®< FAL_yn o Adilz]tg 4, n o
=] n=Jj n_ n 3JnJ n=_o 3n.nn
J J @ n o,n rred ¢ 4d
o hetolal” gt TRy A )0
3 JfLJ n=2a0 511 }Ln Zn 3 }T.J

7
Para todo z € 9(0,4%), entonces C 53 3 (j?) , lo cual
n

demuestra el Lema.

SECCION 5: Ejemplos concretos de funciones holomorfas.

’ ES ®
(a) La funcidn f% s > 4£, g 7%— € = C-{0}:

x
Sea w € € , y para todo z € D(w,|w|)

1 _ = n (z-w)"
7 TnZo Tl i

(b) La funcidn f?E : L = 4dli=> €, & E%E : resulta de (a)

arriba y de la proposicidn 4(a);
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Veremos mas tarde que todo polinomio P puede ser repre--

sentado como un producto:

a,(Z-wy) (Z-w2)..... (Z-w,)

de la proposicidn 3

I
a. * T-w T-w. .
P Z-w L-w, Z W,
y por lo arriba mencionado serd holomorfo en

w

i B I %

[ |
T

(e¢) La serie ngc % converge en todo € y de la proposi--

cidén 5 su suma para cada x € ¢ es holomorfa, o sea la fun-
1

o0

o - = X
cidn que a cada punto x de € le asocia n@ﬂ AT €S holomorfa,

&sta funcidén serd estudiada en el Capitulo 5.
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APENDICE 2

DEMOSTRACION REFERENTE A LA PROPOSICION 1:

Sea L = {a +a (Z-w] +.....* af{Z—w)r|n >0, a ,a ,...,a €C}
. _

Demostrare que L es una subdlgebra de C (T):
(1) L € C ()
Ya que la funcidén (Z-w] es continua, tenemos que:

a +a (Z-w)+....+a_(Z-w)¥ es continua
0 1 &

(2) &i P1 y P2 € L, con

-
1l

a +a (Z-w)+..... +a [Z-w) |
0 1 r .

~
n

b +b (Z-w)+..... +b (Z-w)
0 1 5

Supongamos & < 5.

P 4P = (a +b J+(a +b | (Z-w]+...+[a_+b ) (Z-w)T+...+b_[Z-w]®
1 2 8 0 1 1 i i =

el cual claramente es un elemento de L.

(3) P P con? y P definidos en (Z) serd igual a:

& b #le b #a b 1 (Z-i)# o #la_b_ ) [Z-w]T*®
0 0 0 1 1 0 r s
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el cual también es un elemento de L.
Si A € ¢~
AP = Ad HAa (Z-w) #.....+ da_(Z-w]® € L.
) 1 0 1 ' g

y por lo tanto L es una subidlgebra de C (C]).

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 4:

(a)

Primero demostraremos que Q - {a} es abierto:

Sea x € @ - {a}, x + a € Q y como Q es abierto, existe

D(x+a,n) C Q; hay que demostrar que D(x,x) C - {a}.

Sea z € D(x,%), entonces |z-x| < n, o sea |zta-(xta]| <4,
lo cual quiere decir z+a € D(x+a,r) y por lo tanto - -
z+a € Q (ya que D(x+a,n) € Q), lo cual quiere decir -
que z € @ - {a} de donde D(x,n) € @ - {a}, y por lo -

tanto @ - {a} es abierto

Ahora demostraremos que ﬁa: Q@ - {a} - € es holomorfa,

siendo que §: Q » € es holomorfa:

Sea w € @ - {a}, wta € 9 ; por ser § holomorfa existe
D(lw+a,n) € @, y una serie ngo a, X asociada a § en -
w+ta convergente en D(0,x) y tal que para todo = - -

z € Dl{w+a,r).

flz) = 2 a_ (z- (w+a) )™

Como D(w+a,n) C Q, por lo arriba demostrado
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(c)
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Dlw,n) € @ - {a}

Ahora si z € D(w,n], z+a € Dfw+a,n] y por lo tanto:

(oo

{(z+a) = T a_ (z+ta-(w*a))®,
. N
n=0
0 sea que para todo z € Dlw,4! ﬁaTz) :ﬂEO @ (z-w)"
de lo cual concluimos que ﬁa es holomorfa en Q - {a}.

si §: & > © es holomorfa y Q' C Q entonces la restric-

cién § | Q': Q! -+ € es holomorfa.

Sea w e @', como Q' C Q, w € Q; como § es holomorfa en
Q existe Dlw, 4) € Q y una serie nfo a, X" convergente
en D(0,x) y tal que para todo z € D(w,2]

§lz) =

n

a (z-o)™
n

I >~ 8

0

Como R, es abierto existe 4', tal que D(w,n') € Q'.

Sea R = min {#, %'} tendremos U(w, R) ¢ D(w, 2} y - -
D(w,R) c 2'; y por lo tanto para toda z € D(w, R]

§(z) =

n

I ™ 8

n
a (z-w)
0 n

de lo cual concluimos que
§ | 2' es holomorfa.
Por demostrar que {§ es holomorfa

Primero Q es abierto pues es unién de abiertes,
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Sea w € Q, entonces w € Qa para alguna o por (1).

oo

, i y 5 o . i% n
Por (2) existe D(w, x] C Q, © Q y una serie ngo a X

convergente en D(0,x] y tal que para todo z € D(w, 1)

6 | Q, (z] = a (z-w)"

n=0

entonces {(z] = nﬁo a (z-w)™, ﬁara toda z € D(w,n]), ¥y

por lo tanto 4§ es holomorfa en Q.
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CAPITULO 3

PROPIEDADES FUNDAMENTALES DE LAS

FUNCIONES HOLOMORFAS

SECCION 1: Ceros de las funciones holomorfas.

TEOREMA 1: Sea 9 un abierto conexo y £:2 » € una funcidn

holomorfa no idénticamente nula. E1 conjunto z(4) de los ce
ros de § es un conjunto aislado en @ (Definicidn 10-(b) Capitu

lo 0).

En particular z(4§) es numerable.

[==]

. . kil .
Finalmente si Z a X representa a { en un Cero w, exis

te un entero g=1 tal que a =0 si n<q; yagto.

COROLARIO 1: Sea a€C tal que § no sea idénticamente i--

gual al complejo a. El conjunto:
z (4,a) = {z|z€0,§(z)=a} es aislado en Q.

COLORARIO 2: Si § es conexo y si §,g:Q - € son holomor

fas y §=g en un disco ?(w,r), entonces:

4=g en Q
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OBSERVACION: Si © no es conexo el teorema es falso, ya que
por ejemplo si Q=0(0,1) Y 0(3,1) y sea £:2 > € la funcidén --
igual a 0 en D(0,1) e igual a 1 en D(3,1), entonces z(4) no seria
aislado.

Antes de demostrar el teorema vamos a enunciar y demostrar el
siguiente lema:

LEMA 1: Si wEQ es un cero de §, entonces existe un disco
abierto ?(w,r) CQ tal que:

(1) El Gnico cero de § en ?P(w,r) €s w, O bien
(2) Todos los puntos de D(w,r) son ceros de {.

DEMOSTRACION: Sea nggnxn la serie de potencias que repre--
senta § en w: existe un disco D(w,p) tal que la serie converge
en D(0,p) y si 2€ D(w,p)

§(2)=_2 a_(z-w)"

a, = 4 (w)=0 tenemos dos casos:

CASO (1): Existe un entero g=1 tal que a = 0 para n<qg y

aq#o. Para todo z€ D (w,p)

§(z)= aq(z-m)q +n§ _1an(z—m)n

q"l‘
Por el Lema técnico de la Seccidn 4 del Capitulo 2; existe
una constante C tal que para todo z€ Diw,g]
&0 < - a+1
| £ a (z-w)" | < ¢ |z-0]

n=g+i1 n

Entonces para todo z€ D(w,2):
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| $(z)] = [aq(z—m)q| - ClZ-w|q+1

Sea r= inf (&, |ag|), si z€ D(w,Tr)
2

| 4(z) = |ag| |z-w|% . Y por lo tanto w
2

es el Gnico C€€r0 en D(w,r)

CASO (2): a = o para todos los p. Entonces 4§ es nula --

en D(w,p)
DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1: En el Apéndice 3
DEMOSTRACION DEL COROLARIO 1: En el Apéndice 3
DEMOSTRACION DEL COROLARIO 2: En el Apéndice 3
SECCION 2: PRINCIPICS DEL MAXIMO Y MINIMO
DEFINICION 1: Sea © un abierto de T y ¢: @ - & una fun
cidén que tiene como contra dominio a los reales. Un punto --

w €0 se llama punto maximo (respectivamente minimo) local de

Y, si existe un disco abierto D(mo,r) cQ tal que:
P(w) = V(w)
(respectivamente w(wo) < P(w))
para todo W€ D(mo,r)

OBSERVACION: Los puntos de maximo de -y son los puntos

de minimo de .

TEOREMA 2: Sea §:9+C una funcidén holomorfa definida en
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¢l abierto conexo § y no constante:

(a) La funcién |§]:2 = R, z > [§(z)| no tiene puntos

de miaximo local.

(b) Los puntos de minimo local de | 4| son los ceros de

f .
DEMOSTRACION: En el apéndice 3.

COROLARIO 1: Si © es un abierto conexo de € y 4$:0°C

una funcidén holomorfa no constante, tal que:

Sup |§(z)| <+= (respectivamente inf [§(z)[>0).
€0 -€Q

Entonces para todo WER

| §(w)|< sup |4(z)| (respectivamente | § () |>inf| §(2)|)
yA=3Y] ZEQR

COROLARIO 2: Sea © wun abierto conexo y acoctado, y sea Q
la cerradura de . Sea §,0 > € wuna funcidén continua no cons

tante tal que la restriccidén 4| de § a @ es holomorfa.

Si 90=0 - @ es la frontera de &, entonces:

sup Lﬁ(z]| = sup [4(2)| = sup | §(2) |
zZ€EQ ZE( Z€93R

y si inf |§(z)| >0 entonces:
zEQ

inf |§(z)| = inf |§(2)| = inf |§(2)]
Z€EQ ZEQN z€JQ

DEMOSTRACION DEL COROLARIO 1: En el apéndice 3.
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DEMOSTRACION DEL COROLARIO 2: En el Apéndice 3

NOTA 1: El Teorema 2 no es cierto si no pedimos que Q sea
conexo; ya que si 0= D(0,1)VU D(3,1) y 4: @ > C la funcidn defi
nida como 1 sobre ©D(0,1) y como Z sobre 0D(3,7), tenemos que 4
es holomorfa, no constante y sin embargo si tendrd maximo y mini-

mo local.

NOTA 2: Los corolarios 1y 2 no serdn ciertos si inf|[{(z)]=0:
zeQ
Sea D(0,1) = Qy §: & =70(0,1) > <€ la funcidn {(z) = z
para todo zefl. En este caso inf |{(z)| = 0 = |4(0)| y el --
zef
inf |§(z)| = inf {z||z| = 1} =1 > inf [§(2)|
zedd ZeQ
TEOREMA 3: Sea § wun abierto conexo y §: § » € una fun-

cidn holomorfa no constante.

Si 6 es un abierto de Q, §(8) es abierto.

OBSERVACION: Si f no es conexo, el teorema no es cierto,
Contraejemplo: Sea @ = D(0,1) Y D(3,1) ¥y §: @ >« 1la fun--
cibén igual a 1 sobre ©D(0,1) y a ?Z sobre P(3,1).

Antes de demostrar el Teorema vamos a enunciar un Lema.

LEMA 2: Con las hipbtesis del Teorema 3 si weQ y si --

? (w,r) € @, entonces {(P(w,r)) contiene un disco de centro =

f (w) .
DEMOSTRACION DEL LEMA 2: En el Apéndice 3.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3: En el Apéndice 3.
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SECCION 4: ALGUNAS APLICACIONES DE LOS ULTIMOS. TEOREMAS.

PROPOSICION 1: Si © es un abierto comexo ¥ (R) no tié
ne divisores de cero. En otros términos si §,9€ H(Q) y si --

fg=0 esto nos implica que =0 6 g=0 o las dos nulas.

DEMOSTRACION: Supongamos que { no es nula. Existe una
wEQ tal que §(w)*¥0. Como § es continua, existe un disco -
D(w,r) €@ tal que £(z)¥0 para todo z€ D(w,r).Como §(z)g(z)=0
entonces g(z)=0 para todo z€ D(w,r). Por el corolario 2 del
Teorema 1 g es nula en Q.

PROPOSICION 2Z: (Teorema de Liouville).

Sea {: © - € holomorfa y acotada, entonces { s cons--
tante.

DEMOSTRACION: En el Apéndice 3.

PROPOSICION 3: (Teorema fundamental del dlgebra).

Si P es un polinomio de grado n>! con coeficientes en
C; y si a  es el coeficiente de Z" en la representacidn de P

como suma de potencias de la funcidn Z™ (ver Capitulo 2 Propo-

sicidén 1), existen n nlmeros complejos:

no necesariamente distintos, tales que:

P=ao(2-21) (Z-Zz)iwsis (z=z_)

Recordemos que por la definicidén 0 del Capitulo 2 7;&¢
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es la funcidén: Z(a) = a. Para todo a€C,.

Antes de demostrar la proposicidn, vamos a demostrar un . -

Lema.

LEMA 3: . Todo polinomio de grado > 1, tiene por lo menos

un cero.
DEMOSTRACION DEL LEMA 3: Por reduccidn al absurdo.
Sea P wun polinomio de grado > | sin ceros
p = . w5l F seewe Tl 2" con a %0
Sea M = Sup ([aol, i siws & {2 [Js

Para todo zET ;

la' +a12+ LR + a - Z - +aznl=
@ n

|P(2) |

= - - - - - =1 =
la_ 2 (-a, -1z = o... - a2 )]

v

|an||z|n - | = (e, tarz ¥ e ¥ an_lzn'1)l=

la_||z|® - |a. + a1z * cuee +a__ zZ"7H >
n [e] n-i

> lallz® - (laj + larllz] + coun * lay_ (| ]2]77)>

v

IanHzln - M+ z] +oaee. + 2]

por lo tanto:



--146 -

1P(2)| > la_|lz]™ - 8 (1 + |z] + coon s |29

si |z| =1, |z|j < |z|®' para todo 0 < j <n-1 y en-

tonces:
|P(z)] = lan[ |z|®™ - n M |z|®7?
Sea ahora un punto we€C y R > |w| *+ I
Aplicaremos el Corolario 2 del Teorema 2 al abierto --

Q = D(0,R) y a la restriccién de P a @ = D(0,R). Como P
es continua y § es compacto, existe un 206 T(0,R) tal que:

inf |P(2)| = [P(z,)]
zEQ

Como P no tiene ceros

inf [P(z)| > 0
PASY)

Y por el Corolario 2 del Teorema 2

|P(w)] = inf |[P(2)| = inf |[P(2)]
ZEQ ZEQ

3 = S(0,R) = {z||z] =R}
Si ze S(0,R) como R >1+|w] =1 (R=|z| =1)

TENEMOS: [P(2)| > |a | |z
Zn M

Entonces si R > 'a
I
n

P - n M 2| = R (e R-n)
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y . a
1P(2)] > R%Y (Jag| R - n M) > &% (fag| ® - ® 12D

y por lo tanto

a
HOIERE .
qa
entonces inf |P(z)| = 17?1 ™
z€930Q

Resulta de alli que para todo R tal que R > 1+|w| vy
Zn M

"> TaT

n

o] e n
1P()| > inf|P(2)| = inf|P(x)| > L2LR
ZEQ - ZE€3Q

entonces (w)| = sup — 2 +|wl, TE;T = &
esto es un absurdo; y por lo tanto P tiene por lo menos un -=

Cero.

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 3: Sea P(z) un polinomio

de grado n = 1

. n -
P(z) ma z" +a_ z"' + ..., + az® + a;z + a_, con a %o
n N-z o n
S X By a, a .
n-1 = - . - 1
P(z) = a_ (2 + z F ovee. ¥ — 27 4 z + —)="n P;(2)
n a a a a
n I n n

Ahora Pi(z) es un polinomio de grado n = 1, entonces -
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por el Lema, P;(z) tiene al menos un cero; sea Z; &se cero de

P.1(z2).
Por el algoritmo de la divisidn
Pi(z) = (z-21) P2(z) + Ri(z), grado Ry (z) < grado (z-z:)
como Pi(z1) = R(z1) v Pi(z7) =0 R(z,) =0
y por lo tanto:
P1(z) = (z-z1) P2(2)

Continuando el proceso de la misma manera, sea P,(z) ahora
un polinomio de grado n-1, entonces por el Lema tiene por lo =
menos un cero; (si P,(z) es de grado cero ya terminamos) sea

z, dicho cero y tendremos:
Pz(z) = (z-zp) Ps(2)
Continuando el proceso obtendremos:
P(z) = an(z—zl) (2229) wusws (z—zn)

OBSERVACION: El Teorema 3 puede servir para demostrar que

ciertas funciones no son holomorfas

EJEMPLOS: Resulta inmediatamente del Teorema 3 que si una
funcidon holomorfa tiene solamente valores reales, esa funcidn -
es constante. Y por lo tanto las funciones « > T ; z = Ré(z),

z » Im(z) no pueden ser holomorfas.

En general toda funcidén ¢ - € de la forma z=(x+iy)->P(x,y)
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donde P(x,y) es un polinomio de 2 variables x,y con coefici
entes reales (ejemplos: x2+g2, xg-yz, x5+3xzy + ys ) no es -
holomorfa; esto demuestra que no se deben confundir funciones -
polinomiales tratadas en la difinicién 1 del Capitulo 2 con los

polinomios de dos variables reales.
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APENDICE 3

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1: Sea Q; el conjunto de los -
wER tales que existe un disco D(w,r) € @ donde { no tiene
ceros o tieme un finico cero en w. Claramente {; es abierto;

ya que si z€Q; entonces existe un disco 0(z,p) € @ donde; -

(£) si 4 no tiene ceros en ese disco; como los discos -
son abiertos, para cada z! en ese disco existe un disco con-
tenido en @ donde todos los puntos no son ceros de § Yy, por
lo tanto, cada z'esun punto de Q1 o sea D(z,p) € Q1 Yy por

lo tanto z es un punto interior de Q.

(£i4) si 4 tiene un Gnico cero en z con 0D(z,p) € Q, -
entonces también ©0(z,p) € Q: pues para cada punto z'€ D(z,p)
existe una vecindad contenida en @, donde si z'¥z, esa ve--
cindad no contiene ceros de §, Yy si z'=z dicha vecindad con
tiene como fnico cero a z;z es punto interior de Q3 por lo

tanto Q; es abierto.

Sea Qs = Q-Q1; si w€ER,, w es cero de § pues si no -
lo fuera existiria un disco ?D(w,r) € @ donde § no tendria -
ceros, (ya que dada cualquier vecindad de w, si ésta tuviera
ceros, podriamos construir una sucesibén de ceros que tenderia a
w ¥y como § es continua, entonces {(w) tambien tendria que
ser cero), y entonces w€Q;. Utilizando los resultados del Le-
ma 1, para w sucede el caso (2) del Lema 1, y por lo tanto --
existe un disco ?D(w,r) € 2 donde { es nula. Todos los pun-

tos de UD(w,r) pertenecen al caso (2) del Lema 1, y en conse--

cuencia ?D(w,r) C Q; Q, es abierto.

Como R = QYR y Qi1NR, = ¢ y como por . = hipdtesis Q
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es conexo, £ =0Q; 0 0 = Q2.

En el caso Q = Q;, todos los ceros de ¢ son aislados y
como un punto de acumulacién de ceros de { es un cero de §,
el conjunto de los ceros de { es aislado en Q. Si Q = Q2 4§

seria nula en Q contrariamente a la hipdtesis.

z(4§) es numerable, ya que dado cualquier punto w de z({4)
existe una vecindad donde el Gnico punto de z(4) es w. Enton
ces para todo w€z({§), podemos encontrar un punto de coordenadas
racionales que se encuentre en la vecindad donde sélo w® es un
elemento de z(4), 7y de éste modo hacer una correspondencia biu
nivoca entre los puntos de z(§) y un subconjunto de el conjun-
to de elementos con coordenadas racionales, el cual es numerable
y por lo tanto z(4) es numerable. Y finalmente por el caso (1)

del Lema 1 queda aclarado que si %zoa x® representa § en un

=]

cero  w_, existe un ¢=1 tal que a =0 si n<q vy aqio.
DEMOSTRACION DEL COROLARIO 1: Basta notar que z(§,a) es

el conjunto de ceros de la funcién {-a.

DEMOSTRACION DEL COROLARIO 2: Como §=g en 0D(w,r), por
la demostracién del Teorema 1, en este caso _considerando que {-g

es holomorfa y Q conexo como £ = 2,YQ, y & =Q; 06 @ = Q,
y Q,%¥¢, se tiene que Q = Q, y por lo tanto 4-g=0 en todo Q

0 sea 4$=g en Q.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2: Sea w€Q un punto que no sea
cero de 4. Y sea §=Oanxn la serie que representa 4 en w.
Existe un disco D(w,r) € © tal que la serie converge en -

D(o,r) vy si z€ D(w,T)
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4(z) = S a (z—m)n

n=o n

Como a _= 6(m),a0¢0 (pues w mno es cero), existe un ente-
ro 4=1 tal que an=0 si 1<n<j y a_,*0; pues de lo contrario
an=0 para todos los n>1 y tendriamos ¢ idénticamente igual a
6(w0] en D(w,r), 6 sea D(w,r) C Z (6,6[moj) lo cual contra-

dice el Corolario 1 del Teorema 1.

Por el lema técnico de la Seccién 4 del Capitulo 2 existe -

una constante C tal que si z€ D[w,%)

S 51 . _ j+1
n§j+1an (z-w) ’ C ‘ Z-w )
Como = - J s B n
f(2) = a+a, (z-w)” + Z_.,,4 (z-w)
resulta que si zE'D(w,é)
. ;o
agra, (z-w)?] - C | z-o 70 <] 4(2) |
< ] j+1
y |42 | < | ajra; (z-0)? |+ C |z-wf

Por el teorema 1 de la Seccidén 5 del Capitulo 0, existen ni

meros A, u tales que:

Sean zi (%) = w+th y z,(£) = w+ip , tER cuando

[t <qp T B (s B (B € 0P

y z;(%), z,(%t) » w, cuando £ - 0,
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I i
ZIXT* 2T

Finalmente si 0 < £ <

j+1l -

3

[§(z2 )| > Jagra, (2, (£)-w)T|-Clz, () -u]

la| (1+2d) - a3 ¢ 2t

[§(z2 ()| < lag+a, (22 (£)-0)3 | +Clza () -u| 7"

i -f.. N ]J 1+ 1 ,tj+1
la_| (1-27)+Clul?

Resulta de alli que si

o<t < ok r | %o | |%o]
2|7\|’ ZIUI, ch';\‘lj"'l, 2C|U|J+1
]
[§Czi ()] > Jay| (1+5) 7, (%)
]
1§z @) ] < lay] (1-2) z, (1)

Como a0=6(m), y por lo que representan z;(t) y z2(%)
(ver fig.), las dos desigualdades implican que w no puede ser

punto maximo & minimo local.

Por otra parte si w es un cero de § entonces 4(w)=0, ¥y

dado cualquier disco D(w,r) se cumple que para todo z€D(w,r)

|4(2)] = [§(w)] = 0O

Por lo tanto w es un minimo local, y w no puede ser mi-
ximo local pues de serlo { valdria cero en una vecindad de w
y por el corolario 2 del teorema 1 { valdria cero en 0O sea

4 seria constante contrariamente a la hipdtesis.
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DEMOSTRACION DEL COROLARIO 1 DEL TEOREMA 2: Por el Teore-

ma 2 sabemos que la funcién |§|: @ -~ ®, no tiene mdximo local.
Sabemos por definicidén de supremo que:

sup|4§(z)| = [§(w) |, con weEQ
ZEQR -

Llamemos M= sup|f(z)]| < + =
z€0

No puede pasar que M= |4(w)|, wER, ya que como § es --
abierto, existe D(w,r) C€Q Yy en este disco se cumpliria que:

|§(w)| = |4(z)] 1o cual significa que w es miximo

local contrariamente al Teorema 2 por lo tanto:

l[§(w)| < sup|§(z)]

Z€Q
Por otro lado sabemos:

inf|§(z)| < |§(w)]

ZEQN
Como inf|{§(z)| > 0 entonces no puede pasar que para una
z€()

wEQR |f(w)| = inf|§(z)]| pues w no seria un cero de 4§ vy si
Z€EQ

seria un minimo local lo que es contrario al Teorema 2.

DEMOSTRACION DEL COROLARIO 2 DEL TEOREMA Z2:

 es acotado (ya que §© 1lo es) y cerrado, en consecuencia

Q es compacto (Proposicidn 8 del Capitulo 0) y como § es con-
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tinua, sup|f(z)| <+ = y existe una wER tal que:
ZER

[6()| = supfé(z)| (Corolario de la Proposicién
zef

11 del Capitulo 0).

Como QCf, sup|{(z)] < sup|4(z)]
zER 7€

Del Corolario 1 resulta entonces w§Q, o0 sea wEdN.

Como 30 Cf

sup|§(z) | < sup|§(z)]

z€3Q - z€Q
Mas sup|§(z)| = |§(w)| = sup|§(z)]. De alli resulta que
zEJN zel
sup| §(z)| = sup|4(z)]

z€3Q ZEQ

Finalmente como wE3R existe una sucesidn {wn|n>1} con-

tenida en § convergente a w,

Iﬁ(wn)] < sup|{(z)|, para todos los n.

Z€EQ
Como |4| es continua
[§)] = Lin|§(s ) |< supl{ z |
pn—ree ZE€EQN

Como ya sabemos que

sup|§(2)| < suplg(2)| = [§(w)]

Z€QR 7EQ



= 156 =

se tiene

sup| 4(z)| = sup|4(z) ]|
ZEQ : ZEQ

Demostraremos ahora que si inf|4(z)| > 0
ZEQ

inf|4(z)| = inf|§(z)| = inf]§(z)]
ZEQ ZEQ ZEJQ

Por el Corolario de la Proposicidén 11 del Capitulo 0, por -

ser Q compacto y 4 continua existe woeﬁ, tal que:

14w )| = inf|§(2)]

7ZEQ

Como QCQ tenemos que

inf|4(z) | < inf|{(2)]|
ZEQ z€Q

Como inf|{§(z)] > 0, del Corolario 1, w0¢9, entonces --
ZERQ
wOEBQ. Ademads 93QCQ, entonces

inf| §(z) | < inf|§(2) |
zef z€30

Pero inf|4(z)| < [4(w )| = inf|4(2)];
ZEJQ g z€Q

de alli resulta que

inf|§(z)| = inf|{(z) ]|
z€3Q z€Q



- 157 -

Finalmente como MOEBQ existe una sucesidn {wn|n>1} con-

tenida en §Q y convergente a w,oy tal que:

inf|§(z2)] < |§(w. )| para todos los n,
z€Q "
y por ser |§| continua tenemos que:

|6 )| = lim|§(w )| > inf|{(2)|
oo Z€Q

Con esto y por lo que ya teniamos (|{(w )|=inf|4(z)|<inf|{(2)])
- 70 zef

concluimos inf|{(z)| = inf|{(z) |
zZEQ 70

lo cual demuestra el corolario.

DEMOSTRACION DEL LEMA 2: Sea w€N y sea D(w,p) un disco
de centro en w. Por el corolario 1 del teorema 1 como 4(z) no
es constante, dado 4(w)EC existe un disco (que se puede conside
rar cerrado) ETBT?), T >0 contenido en 7?(w,p) y tal que el
Ginico z€7(w,r) tal que 4(z) = §(w) sea z=w (ya que Z(§,$w))
es aislado en D(w,p) Yy como w € Z(4,4(w)) entonces existe tal

disco).

Resulta de alli que §(w) ¢ §(s(w,r)) (donde S(w,r)={z||z-w|=r})
Como S(w,r) es compacto y la funcidn:
S(w,r)=®,, z> [§(z) - §(w)]

es continua y no toma el valor cero, por el corolario de la pro-

posicidén 11 del Capitulo 0,
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inf {|§(z) - §(w)] |z € S(w,r)} > 0
(este infimo es la minima distancia de {§(w) a §(S(w,r))).

Si §(P(w,r) no contiene un disco abierto de centro $(w)
existe un a € ¢ - {(V(w,r)) tal que |a - §(w)| <% inf {]|§(2)-
] |z € S(w,r)}

Sea ahora g: D(w,r) > € 1la funcién definida z = §(z) -a
1a cual es continua en D(w,r) Yy holomorfa sobre D(w,r). Ade-
mids g no toma el valor de cero porque & ¢ ﬁ(ﬁf@j;)). Del Co-
rolario de la Proposicién 11 del Capitulo 0 resulta que:

inf {|g(2)]| |z € P(w,r)} > 0
Del Corolario 2 del Teorema 2 resulta que:

inf {|g(z)]| |z € D(w,r)} = inf {|g(2)| |z € S(w,7)}

Como € D(w,T)
| §(w) - a] = |g(w)]| > inf {[|g(2)]| |z € S(w,r)}
Pero si z € S(w,r), tendremos
lg(2)| = |§(2)-a] = |§(2) - 6(w)| - |§(w) -a]
> infl{|§(z) - )|z € S(w,1)} - |§(w) - a|

entonces:

inf {|g(z)| |z€S(w,r)} > inf {|§(2) - §(w)| [z€S(w,T)} - [f(w) -a
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de alli:
| §(w)-al> inf {[§(2)-§(w)||2ES(w,1)} - [§(w)-al
o sea 2|f(w)-al = inf {|{§(z)-§(w)] }zeS(w,f)}
Sin embargo escogimos a a de tal manera que:
| §(w)-a| < % inf {|§(2)-f(w)]| |z€ S(w,r)}

lo que es una contradiccidn. Y con esto queda demostrado el Le-

ma.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3: Sea T wun punto de §4(6)
Existe un w€ 6 tal que f=ﬁ(m) y ya que 6 es abierto existe
un disco DP(w,r) contenido en 6. Por el lema 2 4§ (P (w,Tr))
contiene un disco abierto ©D(t,e) de centro .T= f(w). Como --
§(D(w,r)) C 4(8) y D(t,e) € $(P(w,r)) vemos que:

D(1,€) € §(68)
Y por lo tanto 4(8) es abierto.

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 2: Sea M wuna constante tal
que |§(z)] < M para todo z € C. Sea §=0anxn la serie de
potencias que representa § en . Sea g: € = C la fun--

cidén definida como sigue:

£(z) - £(0), si z#0

z

glz)=
ay , Si z=0

*

En ¢'=a - {0} las funciones § - 400) y son ho-

N
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*
lomorfas, y por lo tanto g es holomorfa en ¢

En un disco abierto 7?D(o,r):

§(z) = §=oanzn’ para todo z € D(o,1).

Entonces si z € D(o,1):

g(z) = y por lo tanto g es

z  a Z
n=o0 n+1

holomorfa en ¢ también.

Sea ® un punto cualquiera en € y sea R > |w|, por el

corolario 2 del Teorema 2 aplicado a @ D(o,R) y a la restric

cién de g a D(o,R).

lg(w)| < Sup {lg(2)| | z € 2(o,R)} = Sup {|g(2)|]|z] = R}

Pero como |z] R, tendremos

1]

|g(z)| Iﬂ(z)lélﬁ(U)L P M

Resulta de alli que:
2M
lg(w)] < = > para todo R > [w]
lg(w)]| < inf { %g R > |w|] } = 0.

Entonces g(w) = 0; 1lo cual implica que:

§(z) = §(¢) para todo z € €, o0 sea § es constante.
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CAPITULO 4

DIFERENCIABILIDAD - TRANSFORMACIONES CONFORMES

SECCION O0: Formas & - lineales y < - lineales.

DEFINICION O:

(a) Una funcidn §: ¢ » ¢ es llamada € - lineal si:

(1) Para todo 21, z2 € C, 6{zl+22) = 5(zll+ﬁ(22].

(2) Para todo z € € .y X € C, {f(rz) = X §(z).
(b) Una funcibn 4: € - € es llamada ® - lineal si:

(1) Para todo z , z € &, {{z +z )= §lz J+4{z ).
1 2 1 2 2

1
(2) Para todo z € € y A E R, 4(rz) = X {(z).

OBSERVACIONES: Se ve que la diferencia entre € - lineales y -
® - lineales esta en la propiedad 2. Se ve también que toda -

funcién € - lineal es también ® - lineal. |

PROPOSICION 1:

(a) Una funcidn §: € » € es ¢ - lineal si y solamente si

existe un nimero complejo ¢ tal que {f(z) = a z, para todo z € C.
a = 4 (1) estd univocamente determiando por.la funcidn 4.

(b) Una funcidén §: ¢ - € es & - lineal si y solamente si
existen dos niimeros a y b € ¢, tal que §(z) = a z + b z, para -
todo z € €, donde z es el complejo conjugado de z (si z=x+iy, -
z=x-4{y), y a y b quedan univocamente determinados por la fun-

cidn 4:
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a4 - 6(7)-;5{4) b - ﬁ(r)+jﬁti)

(c) La correspondencia h - 7 entre funciones de variable
compleja y las aplicaciones reales asociadas (Ver Nota (e) Sec-
cién 4 Capitulo 0) realiza una correspondencia biunivoca entre
las funciones ® - lineales y las transformaciones lineales de -
R2> R2.

DEMOSTRACION: En el Apéndice 4.
SECCION 1: Funciones & - diferenciables y € - diferenciables

DEFINICION 1:

(a) Sea §: © = € una funcién definida en un abierto @, 4§
es llamada ® - digerenciabfe en un punto w € Q si existe una -

funcidén ® - lineal h: € - € y tal que:

i fp flwtz)-flw)l-h(z) _ 0
20 .
ZF0
En otros términos: Si para todo & > 0 existe un 8§ (eg) > o tal
que D (w,8(e))cq y tal que si z e D(0,68(e))
| flw+rz) - 4(w) - h(z) | < e lz]

(b) Sea ¢: @ - ¢ una funcidén definida en un abierte Q, §
es llamada ¢ - diferenciable en un punto w € Q si existe una -

funcién h: € »> ¢ € - lineal tal que:

11 fletz)-dlw)-h(z) _ ,
70 - 2
z#0
En otros términos: Si para toda € > 0 existe una & (g) > 0 tal

que D (w,8(e)) C @ y tal que si z € D(0,8(¢e))
| §lwtz) - §lw) - hiz) | < e Izl
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NOTA: Es claro que toda funcién € - diferenciable es & - di-

ferenciable.

En la siguiente definicién vamos a recordar una nocidn -

clasica:
DEFINICION 2: Sea {: © - @« una funcidn, y sea w € Q. Se lla-
ma derivada parcial de § respecto de x en w 2al 1limite:

158 6(w+t£—ﬁ(w}

=0

L real

94

cuando éste existe. Esta derivada parcial se denota X (w).

Se llama derivada parcial de {§ respecto de y en w al limi-

lim
=0
L real

cuando éste existe. Y a ésta otra derivada parcial se denota -

flwtdit) -4 (w)
i

34
w (U.)).

PROPOSICION 2: Si §: 2 > € es ® - diferenciable 6 € - diferen

ciable en w € Q entonces:

lineal de la definicidn 1 es Gnica

(a) La funcidén & 6 <
(b) { es continua en w.
(c) Las derivadas de § respecto x y ¢y en w existen
(d) Si § 65 & - difersnciable h(z}=%g(w}z+%%(w)2. { es @
diferenciable si y solamente si § es & - diferencia-
.ble %%(w)=0, y %é(w)z=h(z)

donde:
() = 3 i) - < ) )



iﬁ(w) = ;( iﬁ(w} + £ Eg(m) )

DEMOSTRACION: En el Apéndice 4.

NOTACIONES:

(a) En el caso ® - diferenciable la diferencial h en w

se denota déw y se llama diferencial de 4 en w.
: ; A4 dg

(b) En el caso € - diferenciable, §E(M) se denota Z.(m)
y se llama derivada de § en w.

(c) E1 operador diferencial & . ] (jL +iﬂi) se llama

Y 7 X oy

operador de Cauchy - Riemann u operador 3 - barra. -
Este operador es muy importante en el estudio de las

funciones de Variable Compleja.

OBSERVACION IMPORTANTE: Dada una funcidén {: @ - € definida

sobre un abierto @, el hecho de que § sea & - diferenciable en
un punto w = u + £fv es equivalente a que la aplicacidn 3: =
Q - ®% asociada a § (Ver Capitulo 0, Seccidn 4, Nota (e)) sea
diferenciable en (u, v) y la diferencial de Z en (u, v) (por -
definicidn una aplicacidon lineal R* - ®?) sea la aplicacibn '

%: ®%» @ asociada a la funcién & - lineal h, diferencial de § -

en w
SECCION 2: Funciones @€ - diferenciables y funciones holomor-
fas.

En el siguiente parrafo demostraremos el teorema funda-
mental.

TEOREMA 1: Una funcién 4: @ - € definida en un abierto Q es
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holomorfa si y solamente si § es € - diferenciable en todos -

los puntos de Q.
COROLARIO: (Condiciones de Cauchy - Riemann).

Una funcidén §{: Q - € definida en el abierto £ es holomor-
fa si y solamente si § es ® - diferenciable en todos los pun-

tos de @ y Qé = (0 en Q.
9z

DEMOSTRACION DEL COROLARIO:

CONDICION NECESARIA:

Supongamos 4 es holomorfa en Q entonces por el Teorema 1

la funcidén 4 es € - diferenciable en todo punto w € 2 y por 1lo

tanto ® - diferenciable en Q; ademds por la proposicidén 2 -(d)
se tiene que 34 = 0 para todo w € Q por ser § € - diferenciable.
9z

CONDICION SUFICIENTE:

Si § es @ - diferenciable en w € Q entonces por la Propo-

sicidén 2 - (d):
hiz) = %ﬁ (w) + 34 (w)z, para todo w € Q como
z 5z
£
3% (w) = 0 para todo w € Q, tenemos que
9z
/
hiz) = %% (w) z y de nuevo por la proposicidn
7 - (d) 4 es € - diferenciable en todo punto w € Q.

La demostracidén del Teorema 1 es larga y va a resultar de

algunos lemas.
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DEFINICIONES Y NOTACIONES AUXILIARES:

(a) Sea G el conjunto de todos los rectidngulos cerrados -

del plano.

(b) Si Q es un rectidngulo [a,b]l x [ec,d] (Ver Capitulo 0 -
definicidén 4 (b)). El perimetro de @, Per (Q) es -
2 (b-a) + 2 (d-c)

(c) Si Q es una abierto del plano, G () designard el con
junto de todos los rectdngulos cerrados de Q, tales -

que la frontera de Q esté en Q.

-~

(d) DEFINICION: Sea I: C (@) x G (@) = € la aplicacidn

definida de la manera siguiente:
Si §€ C(Q) yQe G (,con Q=I[a,blx[c,d]

b a
I (4,0) = [ [§ (x+Le)-§(x+Ld)] dx+d J [ f(b+iy)-4la+riy)ldy
o

Ia

Estas integrales tienen sentido puesto que 4 es continua -

en  y consecuentemente las funciones:

[a,b] + ¢ (x — §(x+ic)-§(x+id))

[c,dl > ¢ (y — {flbriy)-glariy))
son continuas.
De las propiedades clédsicas de la integral resulta que:

(1) I es lineal respecto de §.

(2) Si M = Sup {1 §(z)! | z €3 @ (frenterd de Q)}, en-
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tonces | I(4,2) | < M Per (9)

(e) 8i Q es el rectingulo fa,b] x fec,d], entonces se 1la-

ma particidén de Q al conjunto de rectingulos
{Q (ki) | 1 <k <p+l, 1<4 < gt}
asociado a Q de la manera siguiente: sean

a<a < a< ...<a<b = a
0 1 2 P P+1

]
n

u

c<e < e < ,..<¢e <d = ¢
1

“ 2 q g1

0

dos particiones de [a,bly fc,d] respectivamente, entonces

Uk, f)=lay > 4] x Ley el

Si p=¢q¢ =1 y si a = a;b , e o= ctd , la particién -
se l1lama candnica.
LEMA 1: Si 4: € » € es una funcién de la forma Az + B (con -

Ay B constantes) y Q = [a,bl x [c,d] tendremos que
I (4, 2) =0
DEMOSTRACION: En el Apéndice 4.

LEMA 2: Si § € C (), Q es un rectdngulo cerrado contenido en

2 y ademis

{0k, §) | 1< k< ptl, 1 << q+l}

es una particién de Q, entonces
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P+1

q+1 )
I (4,2 =2 2 T (42 (ki)

DEMOSTRACION: En el Apéndice 4

LEMA 3: Si § € C (R), si Q es un rectidngulo cerrado contenido
en @ y si I (§,0) # 0 entonces existe una sucesién {Qn | n > 0}
de rectidngulos cerrados tales que:

(1) 2,=9 9,°>9,,, 5 para todos los n.

(2) Per (Q_) - .;n Per (9)

(3) | T (4,0 | >4 | 1(60 |

DEMOSTRACION: En el Apéndice 4.

LEMA 4: Si §: @ - € es € - diferenciable en todos los puntos

de @ y si Q es un rectdngulo cerrado contenido en Q, I (§,Q]=0.
DEMOSTRACION: En el Apéndice 4.

LEMA 5: Sea §: © - € continua y € - diferenciable en todos los
puntos de © con excepcién del punto w € Q. Entonces para todo

rectiangulo cerrado Q contenido en @, T (4,2) = 0.
DEMOSTRACION: En el Apéndice 4.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1:
CONDICION SUFICIENTE:

Sea §: @ - €, <« - diferenciable en todos los puntos de -
. Vamos a demostrar que si un rectdngulo cerrado Q estd con

tenido en @, y si w estd en el interior de Q:
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flw) = ?%I'I ( Eéﬁr’ Q0 ), en dor1de1T=J_DO T%%Z
Sea g: Q@ - € la funcidn:
flz)-§ (w) A Z #F w
Z-W
g (z) =
4 () 88z = w

Es fidcil ver que g es continua y € - diferenciable en -
2 - {w} (Basta verificar que la funcidén € - {w} > C, z > — es
¢ - diferenciable).
Del lema 5 resulta que:
I (g,2) = 0.

Sobre la frontera de Q:

g (z) = i{iﬂ - i!ﬂ} , entonces

1

o B A s f(w) _ .
y ademds I ( S, Q ) = 4lw) T ( = ¢ & ) (1) vamos a
1
evaluar T ( = , 9 ).
LEMA 6: I ( —/—, Q) = ¢ni, donde 7 = 8t siw estd
' Z-w ks J . Tz
en el interior de Q.
DEMOSTRACION: En el Apéndice 4.
Por el lema 6,1 (rziw , @) = Zrd si w estd en el interior
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de Q.

Sea ahora w un punto cualquiera de Q y Q un rectidngulo -
0

cerrado de centro w contenido en Q
0

Q =Tuw -2, u +1] x [v -n, v +4]
0 Q 0 0

Para todo punto w en el interior de @

§lw) = ?%Z T [Eéa , Q1 (por (1) y lema 6).

Para todo entero N:

N
=5 F I sy + o (z)

((D'w }N-p"
0

R

donde L. (z) =
(z-w
0

Resulta de alli:

4 g 1 N (w—wolnd
flw) = 577 | (ETE y Q) = 7oz L (nEO (z-w }n+TnN(Z)’Q)=
0
e ok g (w-w JP1(- § Q)+~l— I(n.(2),Q)
294 o 0 (z—wﬂ)n*l, 7.k N ’
Sea an=§;71(- f L 0), mo=0,1,2,. ...,

Si wGD(wU,%)yzeaQ



0 LI | |zl > %
z—wO | < 7 n" 3 7 e 2
Entonces:
- 1 2
Sup { | ny (2] | |z€ 39 } < S T %
Z L Z
si w € D (w ; &
o7
De alli:
i n 1
| 4(w) - £ an (w-wo) | = | 7w L (% s Q)| <
n=0 !
< Per(9)
ne gl gn
Por 1la propiedad (2) de 1.
= X P
La serie 3 a " converge en el disco 7D(0, E) y para
n=0
todo wedlw , %)
0 7
f lw) = = a (w-w )"
n=0 e

Como w es arbitrario en Q,4 es holomorfa.
0

Hemos demostrado la condicidn suficiente del Teorema 1.

CONDICION NECESARTA:

Sea ahora {: © - € holomorfa y sea w € 2. Como 4 es holo-
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n ) ;
morfa en w, sea a_x la serie de potencias que representa

n=0
§ en wy sea U (w, #) € @ el disco donde para toda z € D(w, )

LU e B 54

n
n ™8

§ (z)

a (z—m]n
n
§(z) - flw) - a (z-w) = 2 a_ (z-w)"
! n=2 .

Por el lema técnico de la Seccidn 4 del Capitulo 2 existe

)

S

una constante C tal que si z € 0 (w,

2
a, (z-w)™ | < C Iz -wl

n o~ 8

Resulta de alli que:

2
[6(z) - flw) - a [z-w)]<C | z-w]
Para todo z €D (w, %), entonces § es € - diferenciable
en w y gri—(m) = @, .
dz 1

El Teorema 1 tiene muchos consecuencias importantes que -

enunciamos a continuacidn:
PROPOSICION 3:

(a) Si §: Q@ - € es holomorfa, %% : § > € es también holo-
morfa. Si we€Q y si nﬁo . x" es la serie de poten-
cia que representa { en w, la serie de potencias 'que -

' d§ ) : @
representa —_ en w es la serie derivada ngo(n+1)an X

Ccil -
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(b) La aplicacién 2=¢ ¥ (R) > g () es lineal; y si

§, g € %)

%(691=%9+6%%

Si § € #(Q) y no toma el valor cero; % e #H{Q) y

4
dz '§

_ 1. df
{2 dz
(c) Si © esconexo el niicleo de é%xes formado por las fun-

ciones constantes. En otros términos si § € # (Q) y -

df .
7z - 0 entonces { es constante en Q.

(d) Si 4: @ > <y g: Q' - @ son dos funciones holomorfas -
tales que 4 (Q) € @', entonces la composicidn h=g o §:0+C
dh _ ,dg d§
es holomorfa y = = (H? ° 4) =

n

(e) Si §: @ > € es holomorfa, si w € Q y si ngo a X es -

la serie de potencias que representa § enw entonces: |

n
a4 (w)], para todo n=0.

1
&n = HT n
' dz

n

OBSERVACIONES:

(1) La parte (c) de la Proposicidn 3 es falsa si Q no es -

conexo.

(2) En general é% no es suprayectiva, o en otros términos
hay funciones en # (Q) que no son derivadas de funcio-
nes de ¥ (Q). Volveremos a &ste problema en el Capitu

lo 6, en el problema de la existencia de primitivas.
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DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 3:

(a) Sea w € Q vy sea ngo a. Xn la serie de potencias que
representa § en w. Existe un disco D (mo,n) c Q tal
que nfo a, " converge en D (0, &), y si z € P(wo, A

P

§lz) = I a. [z—wu

n=0

Si R es el radio de convergencia de la serienogoO a. X s
R >n, y sig: D [wo, R) - € es la funcidn:

_ n
glz) = 0)

n

’

n o8

a. (z-w
0]

tendremos que 4 y g coinciden en D (wo, ).

Sea w un punto cualquiera de D (mo, R

De la proposicidn 5 del Capitulo 2 se tiene que g es
holomorfa en w, entonces sea n§0 bn x" la serie que -
representa g en w, y ademids tambié&n por dicha proposi-

cidn:

B~y

o~
n
[ e B

na (w-o )
n 0
n=ji

y por el final de la demostracidén del Teorema |1

. dg
bl = a—z— (U)).
Como 4y g conciden en U (wa, ")y w €D (wo, nl, 67V g
coinciden en un disco de centro w, en consecuencia:
d
) - | b1 = Rg (w)
Resulta de alli que para todo w € 0 (uw, 1)

%g (w) = n§0 [n+1) @ (w—wo)n.
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ycomou% era arbitario en @, %% es holomorfa en Q y
ademds la serie que representa H% en w es la serie =
derivada de la serie que representa 4 en w .

Si §, g € % (Q) y w € Q; Sean ngo a x"y ngo b_ e
las series que representan a § y @« g en w respectiva-
mente. Por el final de la demostracidn del Teorema 1;

tenemos que:

d4 _ dg .
H% (w) = a vy g7 (w) = b1'

Ahora por la proposicién 3 del Capitulo 2 {+g € % (@)
y la serie que representa a 4+g en w esngo(an+bn) NG
y de nuevo por el final de la demostracidn del Teore-

ma 1.

d{f+g) _
——HE~—-(w) = al + b1

de lo cual concluimos

dig+g) _ df , dg

dz dz ~ dz
Andlogamente por la Proposicién 3 del Capitulo 2, si -
A € € entonces A 4§ € ¥ (Q) y la serie que representa a
A 4§ en w es T A a. ", y por el final de la demostra

n=0
cién del Teorema 1

d()§) ,
gz el = A e,
d(rg) _ d4
y por lo tanto =g © A T ™

Ahora por la misma proposicién 3 del Capitulo 2, --

§ g € 3 (Q) y la serie que representa a §gen w es:

n
n , donde Cn = L a, b
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y poer lo tanto i%égl (w) = Cl =a b + a b0 0 sea

0 1 1
d[égl (w) = § (w) %% (w) + g (w) %é (w) para todow€N.

Finalmente demostraremos que % € & (Q) © lo equiva-
lente a que ! sea € - diferenciable si { nunca toma -

el valor cero (Por lo mencionado anteriormente %%wﬂ=a1),

fwtz)-4lw)-a z

lim 5 ! =0, o lo mismo que

z=0

1w lerzloglol |,

z-0 = :
eEntonces:

1 a4y
1ip Slotz) glw)  §*(w) | ;. flo)-flo+z) , a N
z+0 = z+0 zflwtz) f(w) 6% (w)
B flwtz)-flw) 1 + a1 -
Z=0 z flw+z) §(w) 4% (w)
- 41 * 4L - 9 , ésto por ser § continua en w;
$% (w) §% (w)

De aqui concluimos que % es € - diferenciable y por el
Teorema 1 es holomorfa, y ademis:

- 1 dﬁ

880 ° [y = 5 - , &g

dz §% (w) 4% (w) dz

Sea : @ +~ € holomorfa y tal que %g = (. Vamos a mos-

trar que 4 es localmente constante.

Sea w €  y sea ngo a. xn la serie que representa {§ en

w. Existe un disco D (w, ) € Q, tal que si z€D(w,xn):

8

§lz) =

n ™

a (z-w)".
n

n=0
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= 1¢1-%

Ahora por la parte (a) la serie nfo (n+1)an " repre
£l i =

df

senta - en w, lo cual implica que existe un disco -

P (w,e)] € @, tal que para todo z € D (w,c¢c]

4 (2) = = (ne1) @, (z-0)” = 0
n=0 nel
De la proposicidén 2 del Capitulo Z a. = 0 para todo -

n > 1. Entonces si z € D (w, 4)

Lo que quiere decir que § es localmente constante en
Q. Como  es conexo, tenemos que § es constante (Por

el Corolario 2 del Teorema 1 del Capitulo 3).

Sea w € Q. Para todo € > 0 existe & (eg], 8, (e) > 0
1

tales que:
| §lz)-§lol-alz-u) |<elz-w|, si z€D(w,8 (e))
y | glo)-g(§(w))-b(o-§lw)) [<elo-flw)]|, si
o €D (lw),s (e)), donde a = “b(u) y b=29(4(uw))

dz dz

Como § es continua existe un 63 (e) > 0 (para cada -
e > 0) tal que

§ (Vw, 63(8)) cD (6{w),62{€))

entonces si | z-w | < 5. (e), &, (e)

| §lz)-flw)-alz-w) | < & |z-w]
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lg (4(z))-g (flw))=b (§(z)-4(w])]| << [§(z)-§(w)]
Entonces:
| hiz)-h(w)-ablz-w) | <

< lg(4(z))-g(glw))-b(flz)-flw))[+|b(§(z)-Flw))-ablz-w]|<
< e | flz)-4lw) |+] b | & |z - w]

Ahora como |f(z)-flw)-alz-w)| < ¢ |z-w]
[§lz)-glw)|-]a]|z-w] < |[§lz)-flw)-alz-w)| < e |z-w],

o sea |§lz)-§lw)]| < (e+|a])]|z-w]| si |z-w]| < 8. (e)

y por lo tanto:

|hlz)-hlw)-ablz-w)| < e |§lz)-flu)|+|ble]z-uw]| <

e (et+]al|)|z-w|+|ble|z-w| =

A

(e®+([al+|b]) €) |z-w]
para todo z tal que |z-w| < 4n{ {8 (e], s (e)}.

Resulta de alli que h es € - diferenciable en Q y por

el Teorema 1 serid holomorfa, y ademis:

%% (w) = ab =‘%% (ﬁ(w));-%g (w) para todo weQ

= dh dg d
0 sea o = (a% e 8 H%
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(e) Por la parte (a) sabemos que si go @, x" es la serie
que representa a 4 en w, entonces nf noa. v?"! es 1a
) . e =1
serie que representa a %g en w.

Demostremos por induccidén que en general la serie que

u—enwes

representa a -
dz
o oaln-T0 e (n-k+1) a_ x*7F
n=k &
(i) Para k = 1 es cierto pues ya estid demostrado en -
la parte (a).
(ii) Supongamos que la afirmacidn va%e para k, o sea -
que la serie que representa a i_é. en w €s
dz
> n-k .
r onln-1)...... (n-k+1) a_ ¥ - - = (7l
n=k o
k o+ 1. |

De nuevo por la parte (a) y si se t%ene (/) tendre
+1 —
mos que la serie que representa a ﬁ en w sera:
dzE+1
n-k-1
a. X

y demostrémosla para

(n-k+1)

T (n-k) n{n-1)......
n=k+;
(n-k) a

n-(k+1)

lo cual quiere decir que la afirmacidn es wéalida

para todo entero positivo k.
tal que pa-

“
en w existe D (w, &)

Por ser holomorfa —e
dz
(w, 2):

ra todo z € 7



k 0
Chz) - 2 nln-1)..... (n-k+1) a (z-w)P"k
dz n=k o
cuando z = w:
k
d™4 _ B _ 1
;Z*%-(w)-k{k]) ...... ?ak—k..ak
k
0 sea @, = RL' é—% (w) para toda k.
e dz
SECCION 3: Transformaciones conformes.
DEFINICION 3: Una transformacién lineal A: R? - R? se 1la

ma similitud si €lla preserva los &dngulos. En términos mids pre-
cisos, si denotamos por ;{ ?2 el producto escalar de dos vecto-
res 31, ?2 de R?, A es una similitud, si existe una constante -
k # 0, tal que:

AZ « AZ = k (Z - %2) para todos los pares

(;1’ 32) € R2x R?

DEFINICION 4: Una aplicacidén T: @ > ®% de un abierto Q de

®? en R% es llamada una transformacidn conforme si:

(1) T es diferenciable en todos los puntos Z €Q y su dife

rencial es invertible.

(2) En todo punto z € 0 1la diferencial de T es una simili-
tud.

En términos mds geométricos, una transformacidn T: Q -+ RZ%es

conforme si dadas dos curvas y Yy y en { que se cortan en un pun
1 2 -
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to P, sus transformadas Tyl y Ty bajo T; se cortan en T (P)
S

con el mismo dngulo con que se cortan y y y en P.
1 2

La proposicidn siquiente caracteriza a las transformaciones

conformes.

PROPOSICION 4:

(a)

(b)

Sea §: Q > @ una funcién holomorfa tal que %% (w) # 0,
para todos los w € Q. Entonces la aplicacién ‘{: Q-+R2
asociada a § (ver Nota (e) de la Seccién 4:del Capitu-

lo 0) es una transformacién conforme.

Si T: 2 > R? es una transformacién conforme tal que en
todo punto © € 0 el determinante de la diferencial de
T en » es positivo (respectivamente negativo), la fun-
cién de una variable compleja con valores complejos -
§: 9 - € asociada a T (esto es T = 2) es una funcidn -
holomorfa, tal qué'gé-(w) # 0 péra todo w € Q (respec-
tivamente la funcién §: Q@ - €, {(z) = §(z) = complejo
conjugado de {(z) es holomorfa f-%g (w) # 0, para todo
w € Q).

La demostracién de la Proposicién 4 necesitard del siguien-

te Lema:
LEMA 7:
(a) Una transformacidén lineal T: ®? > R% es una similitud

si y solamente si la funcidn compleja h: € » € asocia-
da a T (ver Nota (e) de la Seccidén 4 del Capitulo 0),
es € - lineal y &sta es de la forma z > a z 6 € - anti

lineal y esto es de la forma z+a z.
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Si h es de la forma z - a z el determinante de T es > (.

Si h es de 1a forma z ~ a z el determinante de T es< 0.

DEMOSTRACION DEL LEMA 7:

(a)

CONDICION NECESARTA,

P 5 - -
Sean z , z dos nameros complejos y z , z sus vecto-
1 2 . 1 2

res asociados en & respectivamente.

Entonces:

Por ser T una similitud existe una constante k # 0 tal

que:

> >
z T z

1 : 2

T = k(?l.z ], para todo 31, z € /2

2 2

|
Mads atn T %1 = Hizl) y T(?z) = H!:z), por definicidn - !
de h. ‘

Entonces el que T sea similitud es equivalente a:
Re Ch(zll F(z 1) = k Re [215;),paratndo z ,z € C..
2

2

Ahora h es ® - lineal y por la proposicién 1 (b) exis-

ten dos constantes a y b, tales que:
h(z] = az + bz, para todo z € C,

entonces:
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Re [ (az +bz ] (az +bz )1 =
! 1 2 2

Re (hiz ) Wz 1)
3 : 2

"= Re (aa z Z +bb Z z +ab z z +ba z z )
1 2 1 2 1 2 1 2
(y como aa = |a|?, bb = |b|?, ba ?152= {aEZIZE) vz z
= [z z 1)
I 2
se tiene:

Re (h(zll hTE:]) = Re {|al® ZIE;+|512(ZIE;]+2 Re (aB'zlzz))
= (la]?#|b|?) Re (z z_)+2 Re (ab z z |
1 2 1 2

Entonces para todo z , z € C
1 2

(la]|2+|b|?) Re (z z )+2 Re (ab Z1Zz) = k Re (z z |
1 2 J 1
Tomando z = Az
2 1
Re (z z ) = Re (-4 |z |?) = 0
1 2 1
entonces:

n

2 Re (Lab z? ) 0 para todo z €.

Por el Teorema 1 del Capitulo 0, existe un nGmero A, -

tal que A* = ({ a b) = -{a b, tomando z = A:

0 = 2 Re (iab A%) = 2 Re (dab(-4)a b) = 2 |a]|® [b]?

(@)%
o
n
<

de aqui a = 0

Si b=0, h es de la forma:
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z > az 0 sea es € - lineal, y para todo z, 0z, € C:

Re (hlz ) Wiz )) = Re laz az ) = Re |a|?(z z ) =
1 2 1 2 1 2
= |la|* Re (z_z ) .
1 2
Y si a = 0, h es de la forma:
z > bz , 6 sea € - Antilineal

y para todo Za‘ z, S

Re (hiz ) Wz ) = Refbz Bz ) =Re (|b]*?Z2z]) =
1 2 1 2 1 2
= |b|?2 Re (z z ).
1 2

CONDICION SUFICIENTE:

Supongamos hl(z) = az, y demostremos que la transforma-

cién T asociada a h es una similitud.

T es lineal (ya que h es € - lineal).

Y si z = x+{y ¥y a = a1+{a2 entonces:
T (z) = (Re hlz), I mhlz)) = (Re lazl, T mlaz]) =
= (alx may, ax+ aly)

Por lo tanto:

> - .
T(z).Tlz]=(ax~-ay, ax+a a x ~a ¢y ,a x +a y )=
: ( 11 . 2l 11 2J1' 2 1 1g1] ( 1 2 gyz’ 2 2 1yz
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2 2 2 2
=a’XX-aaxy-aaxy+ta ta ix x ta a x y ta a x Y +a =
1 1 2 X 2 1y2 2 1 Zgl 2 yly2 2 1 2 2 1 12{2 1. 2 Zyl 1 yng
5 -
=fla?+a?) (x x +y y)==Frx x +y y) =~z .2z]
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

Como a # 0, alz + azz# 0 y R # 0 y por lo tanto T es

similitud.
Andlogamente se demuestra en el caso h(z) =bz.
(b) Si h es de la forma z » az, a = al ¥ iaz, z = x +Ly

T (x,y) = (Rehlz), T mh(z)) = (alx—azg, ay +a2x) =
a -a X a -a

- 1 2 -r = 1 2
a2 al y a2 al

y |T| = a12 * a22 > 0, ya que a # 0.

Si h es de la forma z = az entonces

Tlx y) = la x*+a,y, a,x-ay) =

2

y |T| = ~a ® - a 2 < 0.

1 2

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 4:

(a) Por la nota final de la Seccidn 1, { es R - diferencia-
ble en w, si y solamente si Z es diferenciable en Y
la diferencial de Z en w es la aplicacidn ng asocia-

da a la diferencial déw de § en w.
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Para ver que % es conforme comprobaremos -las -partes (1) y

(2) de la definicidn 4.

1. Como 4 es holomorfa, por el Teorema 1 § es € - di
ferenciable y por lo tanto & - diferenciable. En
tonces T es diferenciable en todos los puntos -
Z€Q y como %% (w) # 0, para toda w € 2, enton-
ces az; # 0 y por lo tanto es invertible.

2. Sabemos df = 3d (w) z + Eé—(m] Z, pero como {§ es
9z 54 0z
¢ - diferenciable <% (w) = 0 (por la proposicidn
9z

2(d)) y df, Bﬁ (w) z = az, y por el lema 7 HZ;

es una similitud.

=% B L
De 1y 2 se deduce que § es una transformacidn confor

me.

Si T es conforme para todo z € Q, entonces { es & - di

ferenciable en todo z € Q.

Pero como la d1ferenc1a1 de T: R%2 - &2 es una simili-

tud tendremos por el lema 7 que: h: © -~ €, es tal que

Como § es & - diferenciable en w € Q

hiz) = 2 (w) 2z + 28 (w) z
9z 9z
y hiz) = az entonceé‘aé = 0 y por el corolario del Teo
0z

rema 1 4 es holomorfa.
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Y como %é (w) = a # 0, entonces g% (w) # 0, para todo
w e Q.
Si h(z) = az, por ser § & - diferenciable, también -

% lo es. Y si hlz]) es la diferencial de §, entonces
hiz) es la diferencial de §; Pero h(z) a z y enton-

ces por el mismo razonamiento anterior g es holomorfa

Y.gg (w) # 0, para todo w € Q.

SECCION 4: El Algebra ¥ (@) (ver Capitulo 2 Proposicidn
3}«

La siguiente proposicién es un complemento a la Proposi-

cibén 3 del Capitulo 2.
PROPOSICION 5:

(a) SiQ es un abierto conexo, ¥ (Q) no tiemne divisores de
cero. En otros términos si §, g € #x(Q) y 4g = 0, en

tonces § = 0 6 g = 0.

(b) Si § €% (9] y si § no toma el valor cero, entonces -

; € ¥ (Q). En particular si g € x (), %—E x ().

i}

DEMOSTRACION:
(a) Es simplemente la Proposicién 1 del Capitulo 3.
(b) Ya se demostrd en la ?roposicién 3(c). ¥ por la pro-

posicién 3 del Capitulo 2, si %—E HQ) y g ex (Q) -
entonces %—E wo(Ql.
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APENDICE 4

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 1

(a)

(b)

CONDICION NECESARIA: Si § es € - lineal, entonces por

la condicién (a) (2) de la definicién O:
§(z) = §(z=1) = z (1) = zsa, a = (1]

CONDICION SUFICIENTE: Si 4(z) = z+a; demostraremos -
que § es © - lineal; comprobemos las condiciones (a) -
(1) vy (a) (2) de la definicién 0

(@) (1) flz+z ) = alz +z ) = az +az_ = {(z )+f(z )

1 2 1 2 1 2 1 2

(@) (2) 4(rz) = alrz) = Alaz) = Aflz]
CONDICION NECESARIA: Si 4§ es & - lineal entonces por
las condiciones (b) (1) y (b) (2) de la definicidn 0 - |

se tiene:

Si z = x+iy,flz]l = §(x)] + (iy) = x4(1) + yg (L]

N

z+z _z-
como X = —— , 4 = 3

2

entonces:
§l2) = 52 1)« SE Lo = prgin) + 8 2] g0z -

= az + bz

donde a = % [4(7) %'é&f)],b = % [4(1) -

4 (L)
S
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p = SUIHEE ()

lo mismo que:

!

o - BU1-44(0)

CONDICION  SUFICIENTE : Si §(z) = az + bz demostra-
remos que § es & - lineal; para ello comprobemos las
condiciones (b) (1) y (b) (2) de la definicidn O0:
(b) (1) 4(z +z )=alz +z )+blz +z )=alz +z |+b(z +z ] =
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
= az +bz +az +bz = §(z ) + §(z )
1 1 2 2 1 2
(B) (2) Si A€ R: §(rz) = a (Az]+b (Xz) = M az)+r(bzZ) =
= XA (az + bz) = Aflz).

(c) Sea h una funcién & - lineal h: € - €, asoclemos, me-
diante T, a h la transformacidn 7 con h: ®% = R? y de
finida:

h (Z) = (Re hiz), Im hiz))
Esta transformacién h es lineal ya que:
(1) R(Z +Z )=(Re hiz +z ), Im hlz +z })=(Re(hlz J+h(z )),Im(h(z )+h(z )))
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

=(Re hiz ), Im hiz ))+(Re h(z ), Im hiz )) =
1 1 2 2

=hiz ) + Rz
1 2

(2) ‘E(;\(:%l)) (Rehliz ), In h(rz )) = (Re Mz ), Im Mriz )) -

I

MRe hlz ), Im h(z ]) = ) ml}

Demostremos ahora que la correspondencia que bajo T -
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manda h en % es biunivoca, para lo cual en la parte -

(i) demostraremos que T es inyectiva y en la (ii) que

es suprayectiva.

(1)

(11)

Supongamos T (h ) = T (h )
1 2
entonces h = h
Ly 2 5 G
0 sea ﬁl (2] = ﬁz (z) para todo z € K2
(Re hl(z), Im hl(z)) = (Re hz(z), Im hz(z]) pa-

ra todo z € C

?or lo tanto

Re hl{z) = Re hz(z)
para todo z € €
Im h (z] = Im h (z)
1 2
0 sea hl(z) = hz(z] para todo z € C
de lo cual concluimos hl = h2

Sea h: 8% » K2 una transformacién lineal entonces

sl consideramos

Rzl = (u (x,4), v (x,4])

basta tomar h(z) = ulx,y) + Av(x,y) la cual serid

una funcién & - lineal y tal que:

h(z] = (Re hiz), Im hiz))

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 2:
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-

(a) Supongamos que existen dos funciones ® 6 € - lineales --

hl, hz: C +~ € tales que:

_.ﬁ[m+zlwéfmlfhjfz)

z

u
(=
.
I}
—_
-
[N

lim
z>0
z70
Entonces dado % > (0 existe 61 (e] > 0 tal que
: D(w,él{e)) C @ y para todo z € D(0, 61 (e))

[§lwrz) = §lw) - h (2)] < 7 |z]

Y andlogamente dado % > 0 existe 62 (e) > 0 tal que -

D(w, & (e)) ¢ @y para todo z € D(0, 5 (e)]
[§lwtz) = fla) - h (2)] < 7 |z]

Por lo tanto para todo € > (0 existe § = min {61,62} -

tal que:
Ihl(_Z)vhz(ZI|=I6(w+z)—6(wl-h2(21—(6(w+z)-ﬁ(w}-h1(2))| <
< |6[w+zl~5(wl~h2(z)|+[5[w+z)—ﬁ(m]nhl(z]| <

< %-IZ[ ¥ %—[Zl =e |z]| , para todo z € D(0, §).

h (z)-h (z)
1 2

3 -~ (¢ cuando z -+ 0,

Por lo tanto
Vamos a demostrar que hl(x) = hz(x), para todo x € €%,

Fijemos a x; como f£x - 0 cuando £ + 0 con £ € & enton-

ces por lo arriba demostrado:
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i 1im R, EXLh (2] _ 135 Ty ()= LR))
Ix+0 Zx Ax>0 tx -
Cho(x) o=k (x)
. 2
x
Como x # 0 entonces hltx] = hzfx) para todo x € C*.
(b) De la defincidn de diferenciabilidad tomamos e = 1,
y sea & = &(1),entonces para z tal que |z| < &
|§lwrz)-§lw) | = |§lwrz)-§lw)+h(2)-h{z]| <

< |§lwrz)-§lw)-h(z)| + |h(z]] <
< |h(z)| + |z]
Como h es continua y h{(0) = 0, (ya que h(0}) = h(0-1)=
= 0h(1) = 0) entonces cuando z + 0, h(Z) - 0 y por lo
tanto
|h{z)| >0y |z| = 0 cuando z »~ 0

lo cual quiere decir que { es continua en w.

(c) ¥y (d) De la definicién de diferenciabilidad resulta que:

lim glott)-4(w) _ 1im A(£) _ lim §lwt) -4 (w)-h(L)
t>0 Fi t+0 X t-+0 T
t70

con £ € @ y como h(t) = £h(T1)

tenemos que %% (w) = h(7)
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también:

lim f (wFit)-g(w) _ lim A(4E) | lim §(wrid) -4 (w) -h(LZ)

t=>0 £ t+0 ¥4 =0 Pl
t#0
con £ € ® entonces como h(it) = th(L)
. 54 L
se tiene que g, (w) = h{L)

Con esto queda demostrada la parte (c).

Ahora demostraremos la parte (d) del Teorema.

Como existen

It

Miw) = 7 Ghtw) - Ghiw)) = 7 (1) - ihte)

[

—

i) = L @Bbe) + 1))y = L (ai1) + inla)) |
9z 2 X oYy Z

entonces de esas dos igualdades, y de la proposicidn

1 - (b) se tiene que:

hiz) = gﬁ-(m)z + éé—(m) z, si 4 es & - diferenciable
0z 0z

Vamos a demostrar ahora:

§ es € - diferenciable en w si y solamente si § es ® - di

24 94

ferenciable en w, -2 (w) = 0y h(z] = = (0] z.
R4 9z

CONDICION NECESARIA:
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9z
por ser § € - diferenciable existe h € - lineal y tal

que (i) = £h(1); o sea 2(w) = J (R(1)#h(1)) = h(1)

Como 38 (w) = L &4 (w) - é%g (0)) = 5 (h(1) - ¢h(4)

Entonces por la proposicién 1 - (a):
. 34
hiz) = = (w) z

Y ademds en este caso, de la demostracidn de la parte

(b) de esta proposicidn

b _ . _ 43¢
5? = h(rf.] = Lf’l”) = T 3x (w),
lo cual implica:
34 _ 1 3% £34 _ 1 94 294
gfz—(w) = ?[—X(UU, + Ty( )1 = 7[—8—9((00) & Lzﬁ{w”
y por lo tanto éé (w)] = 0
9z

CONDICION SUFICIENTE:

Sea w = x+4y, z = h+ik y § = u+iv. Por ser § & - dife

renciable entonces u y v son diferenciables,

§ es @ - diferenciable en w si existe h(z] € - lineal

y tal que:
lim flwtz)-f(w)-h(z) _ ,
z+0 Z
z#0
94

Como estamos suponiendo que hiz) gg(w}'z
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(la cual es claramente © - lineal), entonces bastaria

demostrar que lo siguiente es cierto:

z+0 z 0z
z70
pero por hipétesis.ié(m) =0, 7 (86( Laﬁ(m))
_ 97 .
por tanto %% {w) = - i%g (w), 1o mismo que
ou _ oV ov _-=ou o _____
3x 37 Y 5x " 3y (7]
) - L (b -L2 L3y 440V
entonces (v = 7 (ax( ( }) Jeaglwl+=5 ()

de aqui concluimos que para que {§ sea T - diferencia-

ble basta comprobar:

Lin  florz)-flo] . 2up,) , L84y

90X
u y v tienen derivadas parciales de primer orden conti
nuas (por ser § ® - diferenciable) entonces por un re-

sultado de Calculo:

w (x+h, y+k) - wlx,y) = %%h S—Z'Ik Fe

+

1

v (x+h, y+k) - vix,y)

]
x| <

=

+

ERY
a—yk‘f'Ez

cero mds rapido que

jab)

donde los restos e Y€ tienden
2

. - £ €
h+ik en el sentido que 1/h+ik +~ 0y 2/h+ik > 0

cuando h+ik + 0. Como {§(w) = ulx,y)+Lv(x,y] obtenemos

usando (1) que:
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: _gou L3V ; ;
$lwtz) - 6(m) 7 (5; + 5 (h+ik) + El + LEZ
- . plwrz)-f(w! _ du | Lov
y por tanto 1lim 5 = 5% *omy e
z=>0
DEMOSTRACION DEL LEMA 1:
def b d
I(4,0) = J [ §{x+Le)-§(x+id)]dx+L J [4(b+iy)-fla+riy)]ldy =
a, (]
b a
=j [A(x+ic)+B-A(x+Ld)-Bldx+L J [Alb+iy)+B-Ala+iy)-Bl dy =
a, e
b d
= A J Lle-d) dx+AA J (b-a) dy =
a Q

= Al (e-d) (b-a) + fA (b-a)(d-c) =

= AL (e-d) (b-a) - LA (b-a)(e-d) = 0
DEMOSTRACION DEL LEMA 2:
Sean a = a < a < a < ---<a < a = b

0 1 2 b P+
¢ = o< e <@ < --- <o < = i
0 1 2 q d+1

dos particiones de los intervalos [a,b] y [c,d] respectivamente
demostraremos por medio de una induccién doble
P+1 g+1 .
I (4,2) = = £ I (4,2 (k1))
=1 J=i

(1) Demostremos la igualdad para 9 = 1 y p fijo.

P+1
z I (§,2(k,4§)) =

h M~

=y J=a2



+

=~ =187 =

T (6,2 (1,711) + 1(4,2 (2,7))+ ..... +1(f,2(p+1,1))+

I (6,2 (1,2)) + 1(4,Q (2,2))+ ..... +1(4,2(p+1,2))=

fa - ]

! [6(x+ic0)—ﬁ(x+ia1)]dx+i J : [6(a1+£yl—ﬁ(a0+iy)] dy +
c

0 0=cC

a

roa

&
2 [5(x+ia0)-6(x+éc1)]deL j ! [ﬁ(a2+iy)-ﬁ(al+iy)] dy +

) c
1 0=c

b c
...... + J [é(x+£anl—6[x+ic1)]dx+ij 1[6(b+£g)-6(ap+£y)] dy +

a ¢
P 0

a ¢ =4
- J l[ﬁ(x+ic1)—6(x+ia2)]dx+i J 2 [ﬁ(a1+iy)-ﬁ(a0+iy)] dy +
a (&

0 1

¢ =d

a.
+ J " [5(x+ic1)—6(x+icéndx+i J 2 [5(a2+iy)—ﬁ(al+iy)] dy +
a

c
1 1

----------

b c =d
+ J [6(x+icli-6(x+ic2)]dx+i J 2 [6(b+iy)-ﬁ(ap+iy)] dy =
a

1

]

o
P 1

a

b
J [mxmc)—mmdndmj [ §(briy)-§lariy)] dy =
a

c

I (4, 2

(2) Supongamos que la férmula vale para ¢ y la demos-

traremos para g + |



Sabemos por hipdtesis de induccidn:

+

P
k;i [1(4,20k,1]) +...... + 1(4,2(k,q-1)) + 1(4,2(kq*1))1 =
=1 (6: Q)

pero observemos que I1(4,2(k,q-1))+I(§,2(k,q)) +
+ I(4,2(k,q+1)) = 1(4,2(k,q-7))+1(4,2(k,q+1])

para cualquier k.

Por lo tanto la férmula vale para toda q; Un ra-
zonamiento andlogo se hace para demostrar que la -
férmula vale para toda p y por lo cual concluimos

que

P+1 Qg+1
I(4,2) = = = 1(4,2(Kk5))
k=1 j=1

DEMOSTRACION DEL LEMA 3: Por induccidn.

Sea {9(1,71), (1,2}, 9(2z,1), 9(2,2)} la particidn candnica
de Q.

Per (Q(4,4)) = % Per (Q) para todo £=1,2 jf=1,2
Por el Lema 2:

I(§,Q] 1(6,2(4,4))

n
n ™M D
[ e AN
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entonces existe un Q(4, ) el cual llamaremos Q y tal que
' 1

1T (§,204,§)] > 7 1704, ]

Repitamos este proceso ahora con Q para asi obtener Qz. Y
1

siguiendo este proceso obtenemos Q , Qz,..., Qk.
1

Sea {Q, (£, 6] | &=T, 28, §=1,2% la particién candnica de Qs
entonces

I

= Per (Q)

Per (9, (4,7]) = — Per (Q,) =

1
z

ahora por el razonamiento anterior dado Qk existe Qk(i,j) tal -

que

|I(6,Qk(£,j))| > % |I(6,Qk1| entonces

a ese Qk ({,f) le 1lamaremos Qk ;

o sea [T(6,0, )| == |[T(§,¢]1] > [T(§0]

S| =
S =

entonces hemos encontrado una sucesién'{in n > 0} de rectidngu-
los cerrados tales que Q = 0Q, Qn = Qn para todo n
0 +1

Per (9 ) = Per (0]

n

ESENEE

T (4,00 > =, |1 (4,2

i
4

DEMOSTRACION DEL LEMA 4: Por reduccidén al absurdo
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Sea Q un rectdngulo cerrado contenido en @ y tal que -
1(4,0) # 0. Sea a = |[I(4,2)]| > 0, por el Lema 3 existe una

sucesidn {in n > 0} de rectidngulos cerrados tales que:

(1) 9 =9, Q. > Qn+1 para todo .

0

(2) Per (Qn) = Per (Q)

1
2]31

a
(3) 1106,2,11 > %,

. co -
Como los Qn son compactos existe un w € 0 2, (éste es un
' 1

hecho conocido, cuya demostracidn daremos mas adelante).
Sea K: € - @ la funcibn
) df _
Klz) = §lw) + F2{w)(z-w)

I{éan) = I(K,Qn} + I(ﬁ—K,Qn) para toda n.

Por el Lema 1: I(K,Qn) = (, entonces

1(6,9) = T(§-K,9 ]

Sea M_ = Sup {|§(z)-K(z)]| | z € Qn}, de la propiedad (2) -

de I:
|T06-K, Q0] < M Per (Q)

y entonces |I(6,an[ < M, Per (Q ) para todo n.
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Sea € Llamaremos, para simplificar, § al nd

(Pen(Q))?

mero §(e) que la definicidén 7-(b) asocia a §, w y €

Es facil ver que si z € Q , lz-w| < % Per (Q ), entonces si

n es tan grande como para que

Per (9) < §, entonces para todo z € Q

2ﬂ+1 n
lﬁ(Z)-K(Z}|=|ﬁ(z]—é(m}wiﬁ(w}(z—w)[<e[z-w|<E Pen(Q )
dz z n'"

De alli resulta que M < % Pen (Qn) y

706,201 < 7 (Per (9,1)? =

/

1l

5 _ (Per (0))2 =
744

24"
para n suficientemente grande.

Por otro lado

o

— bara todos los n,
24

[1(4,2.)] = fn >

lo cual es una contradiccion.
DEMOSTRACION DEL LEMA 5:

Si w ¢ 9, resultado del lema 4 que I(4,2) = 0.
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Supongamos ahora que w estd en el interior de @, 2 =

=[a,bl x[c,dl, w = u+iv, a < u < b, ¢ < v < d.
Sea e un nGmero tal que:
e < min {|u-a],|u—b|,|v~c|,|U—d|.}

Y sea {Qlk,f)| | <k <3, 1 <4< 3} la particidn de Q aso

ciada a las particiones:
a < u-e < ure < b de [a,bl]
¢ < v-g < v+re < d de [ec,d].
Por el Lema 2

I(6,2)

1]
™~ w
™~ e

1(6,2(k,41) ‘

Mas el Ginico Q(k,f) que contine a w es Q(Z,Z)entonces si -

(k,f) # (2,2) por el lema 4
T (4,2(k,4)) =0
por lo tanto I(4,2) = 1(4,02(2,2])).

Sea M = Sup {|4(z)]| | z € Q}. De la propiedad 2 de I re-

sulta que:
17(4,002,2))] < M Per (Q(2,2)) = SeM

entonces |I(4,2)| < &M, como e es arbitrario sujete a2 - - -
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e < |u-al,|u-6],|v-c],|v-d]
entonces I1(4,Q) = 0

Si w pertenece a la frontera de Q la demostracidn es simi-

lar.
DEMOSTRACION DEL LEMA 6:
Sea Q = [a,bl x [e,d]l, w = utdv, a < u < by c < v < d.

Sea € un nlmero positivo menor que |v-c| y |v-d| y sea - -
{a(r), alz), 9(3)} la particién de Q asociada a la particidn.

c < v-e < vte < d de [e,d] y la particibn

a < b de [a,b] o sea:

0(1) = [a,b]l x [c,v-€]
9(2) = [a,b]l x [v-g,v+el]
Q(3) = [a,b] x [v+e,d]
Es facil verificar que la funcidén € - {w} - €, z - E%E es
€ - diferenciable en € - {w}, ya que si w € T-{w}
94 LY L3¢
5z (mo, =7 (gz(wn) —ggfwo))
] _ 1
a4 1 - lim‘ﬁ[wo+t)~6(wnl _ iim wd+t—m mn-m _
X 0 t=+0 L £+0 s
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lim ]

8 e _ T
T 420 (m0+i—mT[w —w] fm0~m12
0

wye g

gﬁ(w - i ﬁ(wd+££)fé(m0) _ 1im wd+LIFw w v )
3y g £0 z £+0 T
_ lim -, _ ~4
0 (m0+£t—w][wc-wf - (wc-w)z
34 1, -1 i-d) =1
329, 7 Qe=aTz ~ To a2 ~ To=al®
0 0 0
y 8w ) =0
3z 0
-1
Y si h[2)=mz
0
S B B
1im 6(w0+z)—ﬁ(w0)—h(z] 1in 9, fFE 0w (wo-w)Z )
70 Z T 20 z -
_ lim it | ! 1 = 0.

20 [(w0+z-mrrao-wY i TR E

Por lo tanto z - E%E es € - diferenciable en € - {w} por la

proposicidn 2 - (d)
d , 1 3 ) ]
(7z &) =5z &) ° - 1w

|
Como T (g5, @) = I, T (§,00K) ¥ 0 = 1(4,2(1)) = 1(§,20)),

pues w no pertenece a Q(71) ¥ Q(3). Resulta de alli que:
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I (s O = 1 GGy 2)

r b V+E -
1 P | ' T T
B+ TN UTE  Xurie dx-*Jv_E [b—u+i(y-vl } ﬂ-u+£(U'U)]dy

U]
_—
i

r b V+E
2iedx J (a-b) dy

B l, (x-u)2+e2 e (b-urily-v]) (a-urily-v])
a-b < a-b
(b-u+<{y-v]) (a-u+<{y-v]) ’ = Ta-u] u-
(esto ya que |b-u+ily-v)| |a-u+ily-v]]| =

Vib-ulz+{y-vlz +la-ul)2+(y-v]2 =

Vib-ul2{a-ul2+{b-uJ2{y-v]2+{a-u]2ly-v]Z+{y-v]* =

> V(b-uTz2(a-uJ? = |b-u| |a-ul)

Resulta de alli que:

Vi+E (Ct—b] d{f] » V+E la_bl dy -
(b-urL(y-v]) (a-uri{y-v]) | [(b-urily-v]) (a-urlly-v]) ]|
V=€ v-€
V4 E
& la-b| dy 2 ¢ (b-a)
o . Tuw=a Tu-B] =~ Tu-al Tu-
(a-b) dy -0

(b-u+LTly-v)) (a-urily-v]) ~

V+E
entonces: lim
>0

€



Resulta de alli que:

lim

'b [ee]
2 L e dx _ 24 dt_ _ Ty
£+0 B

(x-u) 2% e? L 1+2?

, Q) para todo € < |v-c|,|]v-d]

n
)
—
r’-—-

Como [ (E%E , 2(2))

, 9) por lo tanto I(Egﬁ’ Q) =

1l
—
~

y  nl (s, al2))
£

= 2 m L.
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CAPITULO 5
LA FUNCION EXPONENCIAL

SECCION O0: Homomorfismos de € - ¥

Recordaremos, antes de empezar este Capitulo, que
«* = &€ - {0}es un grupo conmutativo respecto de la multiplica- -

cidén por nlmeros complejos.

NOTACION:

(a) Sea E el conjunto de todos los homomorfismos continuos de
@ + %, ésto es de todas las funciomes §: € -+ c*, ta-

= : € &,
les que ﬁ(zl+zz) ﬁ(zl) ﬁ(zzl, para todos 10521,22

(b) Sea H el subconjunto de E formado por todos los homo-

morfismos holomorfos. ‘

PROPOSICION 1: Con respecto a la multiplicacidn de funcio

nes E es un grupo conmutativo y H es un subgrupo.
DEMOSTRACION: ~ Sean §, g€ Ey z , z €&, entonces

(6-g)(zl+22) = 6(21+Zz)9(21+22) = 6(2116(2219(21)9(221 =
= ﬁ(zl)g(zl}ﬁ(zzlg(zz) = (ﬁ-g}(zll (6-91(22)

por lo tanto § g € E.
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El elemento neutro es la funcifn constante igual a T; ya -

que si h es tal que h (z] = 1, para todo z € C:

1 2

hiz +z ) =1 = h(z ) hiz )
1 2

lo cual significa que h € E.

1 =
Sea € E; como 4 nunca toma el valor cero entonces 1 esta

bien definida y ademés

! .1 R Y | R
(K) (21+Zz) -'6(21+22] _-6(21) 6(?2) ‘(z)(zll(g)pzz)

y - por lo tanto % = N
De esto se deduce que E es un grupo.

Ahora, H es un subgrupo de E; puesto que si 4§ y g € H, (por
la proposicidén 3 del Capitulo 2) entonces 4 g € fl, y ya que 5 es
un homomorfismo no toma el valor cero y entonces (por la proposi
cidn 5 (b) del Capitulo 4) K es holomorfa, y por lo tanto fl es -

un subgrupo de E. |
SECEION 1: La funcidn exponencial.

La funcidn exponencial es el ejemplo mids importante de homo

morfismo holomorfo de T - T*,
TEOREMA 1:

(a) El1 radio de convergencia de la serie . 2

X
En BT (donde -
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0! = 1) es =,
) e 1
(b) Si exp (z] = n§0 —T», entonces exp (z) es una funcién
holomorfa en todo el ﬁlano y tal que
: d exp
Tdz T ¥
(c) exp: € » € es un homomorfismo y exp (Gj = %,
(d) Si z = x+diy. |exp (z)]| = exp (x). Si x € R, exp (x)
es real y positivo, tal que:
SL x > 0, exp (x] > 1
SLx < 0, exp (x] <1
+ o0 d;’t
(e) Nicleo de exp = 2nd{ Z, donde 7 = J
-0 ]+£2
(NGcleo de exp = {z | exp (z) = 1})
DEMOSTRACION: |
(a) Sea « un nGmero positivo cualquiera y sea K el menor -

entero mayor que Z &,

Si »n > K
)Ln = }Lk - ,L g‘ }L . a9 _/‘E
n!T ~ KT K+7 K+7 n
.. R o 1 -
Si 7 » K, 7 <TS7 (ya que 2 o < K).

Entonces, si n > K:



(b)

(c)

Sl

Resulta de aqui que la serie de términos ﬁositivos #
. 1

ngo %f converge (Por el Coralario (b) de la Proposi
cién 4 del Capitulo ¥

n n

0 R X
Ya n es e C
que I, T converge , entonces 4 onv (n 0 HT)

ne-1g8

y como « > (0 tendremos que D(0,2) C Conv ( . i?)

(esto por el Lema 1 del Capitulo 1); y eston quiere -
decir que el radio de convergencia de nfo %T es mayor
o igual a &, y por ser 4 arbitrario concluimos que el

radio de convergencia es .

exp (z] es holomorfa por la Proposicidén 5 del Capitu-
lo 2,

De la Proposicién 3 (a) del Capitulo 4 resulta que la

ex
serie que representa a -—a——ﬁ en 0 es

o (n+]) n o x" . .
i . : X~ = X ; En secuencia existe un -
nfo Tn#7T! n20 nl con

disco D(0,n] donde exp y éiégﬁ coinciden.

Como ambas estdn definidas en ¢, resulta que la fun- -
cibn: §: € > €, tal que § = exp - ézégﬁ es holomorfa y

nula en D(0,2). Por el Corolario 2 del Teorema 1 del

Capitulo 3, § es nula en todo €, y por lo tanto:
exp = d'%ég en €,

Vamos a demostrar primero que exp es un homomorfismo:
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Sea w € € y sea f: € » € una funcidén definida de la -

siguiente manera;:
§(z] = exp (z+w] exp (-z]

4 es holomorfa, ya que: z - exp (z+w) es holomorfa -
(Por Proposicién 4 (a) del Capitulo 2) y como z + exp z,
z + - z son dos funciones holomorfas, su composicidn
z - exp (-z) también lo es (por Proposicién 3 (d) del
Capitulo 4); Por iltimo la multiplicacidén de dos ho-

lomorfas es holomorfa, por lo tanto § es holomorfa.
Vamos a calcular la deriv ada de ¢§:

az(z) = é;é%gézigi_ exp(-z)+exp(z+w] é%-(exp(—z)) =

explz+w) expl(-z) + explz+w)(-exp(-z)) = 0

Por 1la Proposicién 3 - (c) del Capitulo 4 § es cons-

tante en €. Su valor sera:
400) = explw) exp(0) = explw) (pues exp (0) = 1)
Entonces para todos los z, w € C:
exb(z+w) exp(-z] = explwl,

tomando z = - z , W = Zz +zzresu1ta:
2" 1

exp(zl[ expfzzl = exp(z *z I,
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de lo cual se deduce que exp es un homomorfismo holo-
morfo.
Sea ahora Q la imagen de exp, 6 sea
Q = exp (€] ;

Q C «*, pues si existiera w € € tal que explw) = 0, -

entonces para todo z € C:

explz) = explz-w] explw] = 0 y
por lo tanto exp seria idénticamente nula pero de la
definicidén de exp(x) tenemos exp(0) = 1, y por lo tan
to @ C C*,

Por el teorema 3 del Capitulo 3,2 es abierto.

Vamos a demostrar que Q es cerrado en €% (Q no es ce-

rrado en @),
Como 7 € Q existe un disco P(71,e) C Q.

Sea ahora w un punto de acumulacién de @ en €*; como -

w # 0, entonces
D (w, e |wl]] # ¢

Sea £ € ¢, tal que exp(t] € D(w, € |w|),

exp (t) exp (£)- elw
- 2p [ o) . | 2E Uy o elu)



(d)

(e)
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g € p(1,€) y como D(71,€) € @, existe a € € tal que - -

o = expla); entonces w = %%%%g% = exp(t-a) € Qy @ es

cerrado en €%, Como R es abierto y €* es conexo, - -

G = ¥,
Si x € & exp(x) = nio 4T ©S real. Si x > 0,
© X!l
explx) = 1+ Z 77> 1
Si x < 0, -x > 0 y como
exp(x) expl(-x) = explx-x) = 1,

(J_XP(.X). = F}O?{"_X.T % Ju i

exp(x) > 0.

Ahora,
% = {z1® > (2" 2
Q,XP(Z)_ = L —nr— = X —nr— = (; i h“‘r) = Q,Xple
H=0 * n=0 * n=0 : |
Si z = x + 4y, |
(explz))2= explz) explz] = explz] exp(z] =
= exp(z+z) = exp(Zx)
y como exp(x) > 0, |explz)]| = exp{x]).
Sea K = ndcleo exp y sea L = {z | exp(z) = -1} como - -

exp(c) = «*, L no es vacio,



S ¥

Si z € L; z y - z pertenecen a L, ya que;

exﬁ[—zf QX?[Z[ = exp(z~z] = 1; como expl(z) = - 1,
tendremos exp(-z) = - 1.
Y exp(z] = (eplz)) = (77) = ~ 1.

Si z € K; z € K pues:
exﬁ{?l =7(Ei?TE]) =V(T] = 1
Sea z € L §d Ky sea x = Re (z):
exp(ZXI = explz+z) = explz] explz) = 1.
Como 2x es real, por la parte (d) x = 0.

Resulta de alli que K, L C £ & Como exp es continua
(por ser holomorfa), L es cerrado (puesto que el pun-

to - ] es cerrado).

Y &sto implica que si
a=4nf {y | y>0, £y € L} entonces £ a € L.

Tenemos expldal = -~ 1 y a # 0.

K=2iaZ . ya que:

)ZR

Si R € z exp(Z4Ra) = (exptial)2R= (-1)°7= 1, y por lo

tanto 24a Z7  C K,
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Sea 4 b € K, y supongamos £ h § Zéaz , entonces -

existe un entero ¢ € 7z, tal que:
2ga < b < 2(g+1] a
Sea ¢= b - 2qa
explLe] = expl(ib-2iqa) = exp(ib) exp(-2iqa) =1 « 1 =1

y 0 < ¢ < Za

Ahora: (**P (%%))2 = exp | %ﬁ + %ﬁ ) = exp (Le] = 1

entonces exp(-%ﬁ ) =1 & - 1.

Que exp(ﬁgl sea - 1 es imposible ya que 0 < 2 2 ayas=
/) P 7

=dinfly | y>0, iyell<z.

g exp-(%%) = ] implica que si v = a . %, 0 < v < a g
expliv] = explia-S8) = explia) expl-F) = (-1) + T = -1

Mas de nuevo: a = inf§ {y | y > 0, £ y € L} <v < a lo

cual es una contradiccibén y por lo tanto
Nicleo exp = 24ia Z .

Demostraremos ahora que a = m. Por la definicidn de

a si 0 <y < a

exp(Ly) + 1 # 0
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Sea v+ [0, % [+ & la funcidn:
o ailit e
gl = 2 it]_
£L(e? "+T1)
c ool ot . . J - S . iy
Como o (2] = L& i1-_Ji’)e - alt e s ZLIm(Qit) -
L(e?t+1)e £le" we™ ") 2{Rele ")
g I meEEes L
= lﬂi&fgl—, (esto ya que (expi&tii = exp((4t))
Re(e™™)
= exp(-4t)). entonces ¢ es real y ¢ (0] = 0.

Ademas: ¢ (&) » « cuando £ -+ % acercandose por la iz-

quierda ya que e?%%+7 » 0 y 2%*-7 5 -2, cuando --
£+ %; ¢ es continuamente diferenciable y su derivada
Z
es:
dy [ = £(e 21t+1) gt e, (22it47) B pgiEt -
dt £2 [e?iter)2
I Dt Ly Loy Uil
(21472
. 4e2it
= e = | +¢[£)?, ya que:
(ezlt_F]]z 2
AT (it ) L e Lt L2 iy i B
12(221’0_}”2 _ (Qzlt”’z
"4'Q2it
- (int"'”_z
entonces: dw (£) = 1+o(£)?% » 0, por tanto ¢ es crecien

te y manda al intervalo [0,

8

[ sobre [0, + = [.



Sea ¥: ['Q, + «=[ = [Q; %-[ la funcidn inversa de ¢ (es

te es v (YI£]) = para-todo tef, = y¥(elgl) =

para todo t € [0 %~[

e 1im Y(S) = 1im ( W(S) - ¥(0) ) -
S+ S+
Sy *dy
. d =
= 1i £ dt=[ (£) dt
| e 7
0 0
Pero W'(¢[I)) (I] = 1, por lo tanto:
l‘b(/t] = Wﬁl'ﬂjﬂ—f s ¥ ademis
e' (Wlt)) = 1 + ¢ (W(£])Z = 1+27
a7 dt Todt [T dt
'z‘:_fo Tigz » 0 dea a=2[0 m’rf THEZ ©
SECCION 3: Aplicacidén de la funcidn exp a la representa-

cidén de nlmeros complejos,

PROPOSICION 2: Dado cualquier nGmero real a, sea B(a] la

banda de a definida como sigue:
B(a] = {z | a < Im(z] < a+i7m}

La restriccién de exp a B(a] es una aplicacidn biyectiva de

Bla)] sobre €*,

DEMOSTRACTION Dado w € ¢* existe'z0 € € tal que exp{zo}=m
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(Por el Teorema 1 - (c)),
Sea exp 'lw] = {z | e%ﬁ[z[ = w}, demostraremos que - - -
exp t(w) = {z |existek € 7 y 'z = z +Zkndi} = z + Imd7
i o 0
Utilizaremos en lo que sigue que Nicleo exp = ZmdZ

Primero z +Zmiy C expﬁlfmf, ya que si ¢ € 7z y - - -
. _

z +2qnd € z +2w{7 entonces:
0 a

exp(zn+2w£ql = exp(znl ex@(Zwiq] = exﬁ(zD]-T =W

por lo tanto z + 2miq € exp *(z |,
o 0

Y segundo: Dado cualquier punto z que cumpla con exp(z)=w,

6 sea que z € exp '(w) se tiene que:

‘ , | w
exp(z—zo} = explz) exp(=zo) = exp(z) EQETEE} - == 1,

" entonces por el Teorema 1 - (e z-z = 2mni ara alguna -
2 0 ¥ &

g € 7z; ©0 sea z = z + 2m{q, entonces z € zn+2wiz.
0

Finalmente concluimos:

exp Ylw) = z + Imiz

Sea X = Re (z ), y = 1Im (z ); existe una k € 7z, tal que:
0 Q Q 0

Y, * 2km € [a, a+Zm [.

Si z = x + Ly + ?2kmd, exb(z] = wy z € Bla] entonces:
0 0



- 219 -

exp (Blal) =
Si"l,'z € Bla] y si exp[z | = exp(zzl, entonces - - -
4
exp[zl-z = 1; vy por el Teorema 1 - (e) existe una k € 7z, tal -
que z_ - 5 7 2knd.
Sean: y = 1Im (z ], y =1Im (z ], x =Re (z ), x = Re (z ]
1 1 2 2 1 1 2 2
X + Ly « x = Ly = Zkwd; entonces x = X
1 iy 2 2 1 2
Y ademis Lyl - ng = 2knd;
Si k#0 |y -~y | = |tkn| > 2m,
pero a <y , y < a+ 27 lo cual hace imposible la desigualdad
anterior, por lo tanto k = 0 & sea z =2z de alli concluimos - !
que exp | Bla] es inyectiva, y como exp (B(a]) = ¢*, también -

exp | Blal es suﬁrayectiva y por lo tanto biyectiva.

DEFINICION 1:

(a)

(b)

Si z es un ntmero complejo no nulo, se llama argumento
de z y, se denota arg (z] a un nimero real g, tal que
|z| exp(48], 8sta representacidén de z se llama re-

presentacidn polar,

Resulta del Teorema 1 parte (c) v (e), que todo z # 0
tiene argumento y si @ es un argumento cualquiera de -

z, el conjunto de los argumentos de z es ¢l conjunto:

>
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8 + 277 = {e+2ky | k € 7}

i S : .
(c) De la Proposicifn 2 resulta que dado un numero real a
cualquiera, todo z # ( tiene un finico argumento conte-

nido en [a, a + 27 [,

NOTACTION: La notacidn exb es muchas veces pesada; por és-

ta razén se denota exp (z] en general como e® como en el caso real,

Con esta notacidn la representacidn polar de un ndmero com-

plejo z es z = x eia, donde » = [z].

REPRESENTACION PARAMETRICA DEL CIRCULO:

Sea 8 = S(0,7) = {z | |z| = 1}. GEste conjunto es llamado -
comunmente circulo, es un subgrupo de €* con respecto a la multi-

plicacidn de complejos.

Vamos a determinar exp '(S]; Sea z = x + {y € €, tal que -
explz] € S. Entonces por el Teorema 1 - (d) exp(x] = |exp(z)]|=1

por lo cual x = 0 exp *(S] € 4 R,

Pero también dado £ b€ &£ ®, £ b € exp '(S), ya que - - -
|exp(£b)]| = exp 0 = 1, concluimos que £ & C exp ' (S)
y final mente £ & = exp '(S]. exp realiza un homomorfismo del -
grupo aditivo £ ® sobre S, el nlicleo de ese homomorfismo es - -

Indiz (ﬁor el Teorema 1 - (e)).
De aqui resulta que la aﬁlicacién [0,Zn] - &, 6 > eie cubre
todo el circulo S y cubre cada punto una vez solamente, con -

excepcién del 1 que es cubierto 2 veces por el 0 y Zm,

SECCION 4: Estructura del gruﬁo de homomorfismos de € - C*
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TEOREMA 2:
(a) Existe un isomorfismo F dellgru?o aditivo €? sobre el
‘gruﬁo E de todos los homomorfismos continuos € + «# -
definido de la siguiente manera:
Si (a,b] € «? Fla,b): € » a*
Fla,bl [z = explaz+bz]
(donde %z es el complejo conjugado de z).

(b) E1 subgruﬁo de €* que corresﬁonde a los homomorfismos
holomorfos es el subgrupo ¢ X {0}. Todos los homomor
fismos holomorfos de € » €* son de la forma

Tz > exﬁ'(a'ZI

con a4 constante., Esto implica la importancia de la -

funcién exp,
(c) Fla,b]: € » &* es Suprayectiva si y solamente si
a+tb # 0 y Re ( ) # 0
En este caso el nucleo de F(a,b) es isomorfo a 7,

(d) En el caso que F(a,b] no es suprayectlva sucede que -
a+tb=0 6 a+b#0 y Re ( ) Fla,b) es -

inyectiva si a + b # 0 y Re ( ) y ab es un -

nlmero real positivo.

DEMOSTRACION : En el Apéndice 5.
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APENDICE >

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2

(a)

Fla,b) es continua ya que az + bz es-una funcidén con-
tinua al igual que exp(z] ¥y ﬁor tanto la composicidn
de &stas dos también es continua, donde dicha composi
cidén ‘es explaz+bz].

Demostraremos ahora que F: a@? » E definida Fla,b) [z] =
= explaz + bz] es un homomorfismo donde €? es un gru-

po aditivo y E un grupo multiﬁlicativo, 6 sea
Fl(a ,b ] + (a ,b )] = Fla ,b ) Fla ,b ),
1 1 2 2 1 1 2 2
esto es clerto ya que:

Flla ,6 ) + (a ,b )] = Fla +a ,b +b ) = exp(la +a )z+(b +b )z) =
1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 Z

expla z+b z + a z+b z) = expla z+b z) exp(a z+b z) =
1 1 2 2 1 1 2 2

A continuacién demostraremos que F: €2 - E es inyecti-

va, 6 sea

SSUpongamos Fla,b) = F(al,bll, entonces
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F(allﬁgl,[zlﬁﬁara todo z € €,

Fla,b) [z1]

n

por tanto

u

exﬁ[az+6§[ exp(aiz+b1211

explaz+bz « az - blE) = 1

y por el Teorema 1 - (e)

az+bz - alz~bJE = 2kni con k € 7 y para todo z € €

Sea z = x+{y, entonces:

(1) ====rmr=== ax+{y) + b(x-Ly) - al(x+ig) - blfxfiy} = Zkmd
Como esta igualdad es vdlida para toda z € T entonces
lo es para z = 0+0+4{; Aplicando 0+0+4{ a (1) podemos -
concluir que k tiene que tomar el valor de cero, por -

lo cual:

ax+bx - aIXrblx + ilay-by - a1g+bly) =0

Para =z = 0+4 tenemos a-b = a =b
1 1

N
L

1+0+4{ tenemos a+b = a +b
1 1

Sumando las dos dltimas igualdades obtenemos que Za = Zal

y por tanto a4 = a , b = 61_0 sea [(a,b] = (a1’b1) y por

tanto F es inyectiva.
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Demostraremos ghora que F es suprayectiva;
Para demostrar esto iltimo, sea {: € > C€* un homomor-
fismo continuo elemento de E, demostraremos que exis-
ten « y b en € tales que

§lz) = explaz + bz)

o lo mismo que {(z] = exp(ax+bx+i(ay-by)) si z = x+iy.

(0] = 1 ya que (0] = §(0+0) = §(0) 4(0) y como £(0)+#0
tendremos que §(0) = 1.

§n) = f(I1+14=recrs]) [4(71)1"

n veces

y por tanto: |

(U7 = §lnl = §C + 12 rommmmr By = (1™

m wveces
Ty n/m
o sea éfﬁ) = [4(71])1
dado el complejo (7] existe por el Teorema 1 - (c) un
o € €, tal que §(1] = ea, de 1o cual concluimos que.
/ apn

fU2) = L4117/ = oo
Dado x € ® existe una sucesién de racionales'{qnln > 0},
tal que 1im ¢_ = x, y por ser { continua lim 4(q¢_) = §(x)

n -+ L n->oo o

y por tanto como también e es continua tendremos que co
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mo

. j ] " oq: ox
1lim oqg ox , 1lim e 9a = ¢ i
n—+o ! n—=-o0

pero flg ) = e%n X,

- Un razonamiento andlogo desarrollamos para conclulr que

‘-['ﬁfigf7=-egy[ con B € €, de las dos concluSiones an-

teriores tendremos que.
flz] = §lxriyl = §(x) §liy) = ¥ By - edX+By
para todo z € C,
Por encontrar a y b consideremos lo siguiente:
ax+By = alx+iy) + blx-Ly)
si

o X+ X+B y+LR Y = a x+La x+ia y-a y+b x+ib x-ib y+b
b 2 '_ly 2y 1 2 ly Zy 1 2 lg Zy

alx+61g = alxra2y+blx+§2y

m2x+829 a2x+a1g+bZwalg

, de lo cual concluimos que'/éfx)=e& J



para x = 0 y =1 x =1 y=20
BE =2 b =g i, & b D
3 2 2 1 i 1
B =a - b a = a + b
2 1 1 2 2 g

por tanto:

aszI
+ =2 b b =
uz Bl ) 0 sea ) —7
- o -B
o - B =12a 0O sea a = 7
2 1 2 2
o +B
o +B =2a osea a = —tz;2
i 2 1 1
OLI-BZ
- = P =
o 62 b1 0 sea b1 g
Ot‘1+Bz Oﬁ2_81 OLl_Bz OIL2+81
entonces a = ( 7 g 7 ) , b= ( 7 ’ 7 )
a +B o +B o -B

2 1

ya que explaz+bz) = exp(wi?egrx + %Lfgg Ly + £ —5—x -

o -B o -B o -B o +B o +B
1 1 2 1

o e el A2 T e 2l )

= exp(a1x+éa2x+81y+iszy} = explax + By) = §(z)
por tanto F esasuprayectiva.

(b) En la parte (a) se demostrd que todos los homomorfis-

mos continuos son de la forma
explaz+bz) con a, b € C

Si 4§ es homomorfismo holomorfo, § es € - diferenciable
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y por tanto 4 (w] = 0, para todo w € C,
3% - '

Calculemos Eé'[wl; ﬁrimero por definicién
9z

ié (w] = T (ﬁﬁ[w) + L.gﬁ{wl)
9z 2 ax oy

a(w+t)+b(ﬁif)_eam+b5

= 1im =

o 0 t+0 £
aw+bw , at+bt -
= lim (?t i eaw+bm (a+b)
£+0
Ly n
(va que LAttt _ o {aﬁ:bt) )
n=0 )
M) = p4m Blorit)-flo) _ Rt R, R
dy s T o K3 }
t>0 £0
aw+bw , alt-bit —
s am & e T e g |
t=0 |
entonces éé (w] = L (gﬁ-(w) s 4 3 (w)) =
0z 2 3x oy
_ % (eam+bm(a+b)+Leam+bwi(a_b]) _ eam+bw.b
y por tantdlgé (w) = 0 si y solamente si b = 0 de aqui
9z

concluimos que si § es un homomorismo holomorfo {§(z] =
= eaz’ y por lo tanto el subgrupo de C? que correspon-

de a los homomorfismos holomorfos es € x {0}

Fla,b): € » ¢* es suprayectiva si y solamente si - -
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a + b# 0 y Re (%%%) # 0

Fla, b) [zl = explaz + bz)
CONDICION NECESARIA:
Sea w € ©*, para que F sea suprayectiva, debe existir

z € € tal que:
1

u
€

Fla, b) [z ] = explaz +bz )
1 1 1

Como w # 0, existe a € €, tal que e“ w, por tanto

exp[azl+bil—d) = ]

o sea az +bz - o = 2kn{ con k € 7
1 1

Si a = a +la z = X +Ly b = b +ib o = o +4Lo |
1 2 1 1 1 1 2 1 2 |
|
tendremos:
(a +ia ) (x +4y )+(b +4b ) (x -Ly )-a - 4o = Zknd
1 2 1 1 1 2 1 1 1 2

a X t4a Yy +4{a X -a Yy +b x -4b y +4ib x +b y -a -do = Zkmi
11 1°1 21 271 11 171 A | 2°1 1 2

0 sSea.

n
Q

a x -a +h x +b
1 1 2y1 1 1 Zyl

- + + 7k
a1y1+a2x1 b1y1 ble ¢ "

lo mismo que



=~ 229 -~

i
Q

[ x (a +b ) + y (b ~-a |
SR 12 2
RS

]

x (@ +b ) + y (a -b | o+ Zkm
1 2 2 1 1 1 2

entonces si suponemos que F es suprayectiva el siste-
ma anterior tiene solucibén para (x , yl) lo cual quie
i e

re decir que:

a + b b - a

1 1 2 2
A = * 0

a + b a - b

2 2 1 1
y A =a 2-b2 - (b 2-a?2)=a?2+a ? - (b 2+b 2) =
1 1 .2 2 1 2 1 2
- lal® - [b]?

por tanto a + b # 0 pues si a + b =0 A =0

también Re (%}g) debe ser distinto de cero, ya que

al-b1+£(a2fb2) |
Re ( ) a +b +i(a +b ]
1 2 2

1

[a -b +¢(a -b )] [a +h -L(a +b ) 1]

= Re [a +b +¢(a +b T] [a +b —L(a +b Tl

: ~Fd'r5-lfa-*5 l7ﬁja.<6.}(a:ﬁb,}fi{a.éb.)(a:+b J+a 2-b 2
';"RQ. I o e S 1 i = 2 2. . ¥ g 1 1 -2 - 2
B (a +b )%+ (a +b )2

1 i 2 2

a 2-b %q 2-b %-{a a -4a b +ib a +ib.b +ia a +ia b -ib a -ib b
2 2 1 1 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1 1 2

:RQ_
la + b]*



o %+a 2-(b 2+b 2)+4i(2b a -Za b )
2 1 2 1 2

il

~

=
N
—

la + b2

ca 2+a 2-(b 2+b %) |a|?-|b]2
1 2 1 2 -

la + b2 |a + b|?
L
con esto queda demostrado la condicidén necesaria.

CONDICION SUFICIENTE:
Ahora si Re (%%g) # ( con a + b # 0 quiere decir - -

[ 2_l 2
al Tl # 0y como a + b # 0 tendremos que |a|?-|b|%*0
a+b

lo cual quiere decir que el sistema (1) tiene solucidn
inica y por lo tanto F es suprayectiva, con lo cual -

queda demostrada la condicidn suficiente.

Sea ahora k = {z | Fla,b) [z] = 1} demostraremos que,

k es isomorfo a 7z, dado que F es suprayectiva.

Sea z € k tendremos:
1

explaz + bz ) =1
1 1
Si a=a +4a , z =x + 4y , b= b + [b , entonces:
1 2 1 1 1 1 2
X a +b ) + y (b -a ) = 0
111 1 2 2

_ €
xlta2+b2) + yl(al bl) 2q1w con q, 7

lo mismo que:
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- ~2q m(b ~a )
1 2 2

1 |CL+.5I2-
_______ (2)
;,quwLarfbi]
y =
! la+b|2

entonces sea T la aplicacidén que a z € k le asocia -
1

%, € 7, esta aplicacidn es inyectiva ya que sizlaﬁz2
T(z ) = 7, debe ser distinto a T(z ) = q,
2 1 2

n .
puesto que si 7, = q de (?2) concluiriamos z = z , -
2 1 2

por tanto T(zl] + T(zzl y la aplicacidn es inyectiva.
Ahora demostraremos que es suprayectiva.

Sea ¢ € 7, como F es suprayectiva quiere decir que el

siguiente sistema:

L]
L]

x la +b ) + y (b -a )
1 1 1 12‘2

Zqm

]

x (a +6 ) + y (a -b )
1.2 2 1 1 1

tiene solucidn para (xl,y ] y por tanto existe - - -
1
z = {xl,yl} € @, tal que T(zll = q.

Demostremos ahora que si a + b # 0 y Re (%}%) =0 y -
ab es un ntimero real positivo entonces F(a,b) es inyec

tiva.



= t L b = b + 4b = # oL
Supopgamos a al‘ Laz, LR 40 z1 &, Lyl,
; . _
22 x2 Lyz
,— ..... 2_ 2

Ya vimos anteriormente Re a+2 = [a]®-]b]

“ |a+b|?
Como Re -%%%- =0y a+ b+# 0 entonces |a|®-]|b|? = 0
ademds ab = (a +4a ) (b +4ib ) = a b -a b +i{a b +a b |

1 2 1 _2 1 1 2 2 1 2 2 1

y a b -ab >0, ab +ab =20
o 2 2 1z 3

Sea ahora Fla,b) [21] = Fla,b) [zz]

entonces explaz + bz ) = explaz + 652)
1 1 2

lo mismo que az + bz =- az - bz = 2kmi
1 1 2 2

de lo cual obtenemos el siguiente sistema:

]
(=1

L, wi Fibr, %, et -, 11 -

(a2+bzl(xl—x2}+(al-bl}(gl—g2) Z2km

Multiplicando la primera igualdad por (al-bl) y la se-
gunda por (az—bz) y sumdndolas obtenemos

(@ 2-b 2)(x -x ) + (a %-b %2)(x -x ) = 2km (a -b )
1 1 1 2 2 2 1 2 2 2

o sea (x -x )(]a|®-|b]%] = 2k (a -b )
1‘2 2 2
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por tanto 2km (a -b ) = 0 pues |a|2-|b|? =
2 2
S5i a - b2 # 0 concluimos que k = 0
Si a - b =0 con a =0 =0 entonces
2 2 2 2

(al—bl)(yl—gz) = ?km pero como |a|®-|b[% = 0

se tiene que a12+a.2 - b z-b.z2 = 0 o sea tendriamos
2 1

que a *-b % =0, a =% b

1 1 1 1
Si a = b entonces Zkm = 0 ¥y ﬁor tanto k = 0

Si al =—b1 nos lleva a una contradiccidn

ya que a b ~a b =a b =-b? 1o cual no se-
' 1 1 2 2 1 1 1

ria mayor que cero.

La G1tima posibilidad es que az—b2 = (0 con a, = b2 # 0

entonces como

a b + a b = 0, tendriamos
1 2 2 1
a«a b = - a b , y por tanto
1 2 ) _ 2 1 '
a = - b
1 1
lo cual no ﬁuede ser ﬁues alb1 - azbz > 0 por .. hipé-

tesis y en este caso.
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lo cual no es mayor que cero; esto nos implica que ba
jo nuestras hipbétesis esta Gltima posibilidad no se -

cumple y por tanto k = 0.

Finalmente tenemos un sistema homogéneo de ecuaciones:

s + (h - » =
(a1+b1){_x1 .xz) + (. , razl [gl Jyzl 0
(a2+b2)(xl—x2) + (al-bl)(yl-yzl = 0
a +b b -a
1 1 2 2
donde A = = |lal? - |b|? =
a +b a -b
2 2 1 1
por tanto sdlo tiene la solucidn trivial
- = ‘ - — 0
xl x2 : yl yz
donde X, - x2 gl = gz 6 sea z = z,

de lo cual concluimos que bajo nuestras hipbtesis - -

Fla, b) es inyectiva.



CAPITULO 6

TEOREMA Y FORMULA DE CAUCHY.

APLICACIONES. FUNCION LOGARITMO.,

SECCION 0: Caminos, carreteras y homotopias.

DEFINICION Y NOTACIONES 1:

(a)

(b)

Un caminc es una aplicacién continua y de un intervalo
cerrado [a,b], de la recta numérica, en C.
Un camino v: [a,b] + € es llamado carretera si exis-
te una particidn
a = a<a < a < <a < b-=ua
0 1 2 n n+
de [a,b]l, tal que para cada k, k = 0,...,n y cada -
= el
£ ]a.k, M.k_'_,l[
y'(£] = lim Y[t+hA~Y[t) existe,
h=>0
h#0
y existen también:
yla +h)-y{a ) cyla, . +h)-yla . )
v, (@) = lim : n SIS, (a,, ) = lim i e
0 - ! h-+0

h>0 h<0



Ademds la funcidn y’:,[ak, ak+1] + &€ definida ﬁor

( wt [ B si , < £ < @ ;
v' (%) = Y+'(ak}, si &t = a,
] - =
Y_ (ak+1),51 t = Uy

es continua. Esto significa que Yy es continuamente -
diferenciable en todos los puntos de [a,b]l excepto en
A oyeenr@ y ~en dichos puntos las derivadas a la dere-

1
cha e izquierda existen.

(c) Un camino y: [a,b] » & es 1llamdo cerrado si
y(a) = y(b)

(d) Un camino o carretera y: [a,b] » € es llamado simple
si £, £' € [a,bl, £ < &' implica y(£) # y(£') excepto
sit=a y £' = b.

(e) Una carretera cerrada se llama circudfo.

(£) Si y: [a,b]l» € es un camino y(a) y y(b) se 1llaman -
extremos del camino, y(a) es el origen del camino y
y(b) el fin.

DEFINICION 2: Sea 2 un abierto de €.

(a) Los caminos vy, Y [a,b] »~ Q tales que yla) = Yl(al y
y(b) = Wl(b] se llaman Q - hométopos, si existe una -



(b)

(c)
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aplicacidn v: [a,bl x [0,1] + Q continua y tal que:
@(I;U) =v(t] vy wﬁt;?) = Y&(if ﬁara todo £ € [a,b].
¢la,s) = yla) = Yl(al y‘¢(6;5] = y(b] = Yl(b] ﬁara todo 4€[ 0,7]

Los caminos cerrados v,y : [a,b] = Q se llaman @ - ho
) 9
métopos si existe una aplicacidn ¢: [a,b] x [0,7] - Q -

continua y tal que:
wMJ)=yM)prJ)=y“m para todo % € [a,b].
ola,s) = ¢(b,s) para todo 45 €1[0,7]

Un camino cerrado y: [a,6] + @ se llama Q@ - hométopo
a 0 siy es Q - hométo?o a un camino cerrado - - -
Y [a,b] + Q constante, y esto es n,bﬂ = Ylhﬂ = Yllbl
para todo £ € [a,b]

Notacidn: Si Y Y [a,b] = Q, tales que vla) = Yl[a),
y(b) =‘Y1(b) son dos caminos Q -homotopos en una homo-
topia ¢: [a,b] x [0,7] + @2, el camino ys[a,b] + Q, -
Yy (£) = »(£,s) se llama camino intermedio al tiem-
po 4. Los y_ tienen todos el mismo origen y(a] y el

IS
mismo fin y(b).

S1i Yo, [a,b] = 2 son . dos camines cerrados © - homd-
topos en un homotopia ¢[a,b] x [0,7] + @, el camino -

T [a,B] - Q , YSLI) = ¢(£,8) se llama camino inter-
medie al tiempo 4. Los y, son cerrados.
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PROPOSICION O:

(a) Si v,y ,y : [a,b] - Q@ son tres caminos, tales que
3.7 o ) ]
vla) = v lal = vz(al y y(b) ;,ylfb) e I
Y VY son Q - hométopos, Yj y: 72 son © - homdtopos,
1 "

entonces y y vy son { - homdétopos,
2
(b)Y Si vy, Y oY, ¢ [a,b] = @ son 3 circuitos y-por pares =
{vy,vy } vy {y ,vy } son @ - hométopos entonces vy y ¥,
1 1 2
son - homdtopos.
DEMOSTRACION: En el Apéndice 6.

DEFINICION 3: Composicidn de caminos

Si vy : [a,b] » &€ y v :[b,e] - C son dos caminos, tales que
1 2

Yl(b} - Ysz), entonces se llama composicidn de Y, Y v,y se de-

nota yz yl , al camino YB: [a,c] » € definido por'

carreteras,

A

J Yl(tl si t € [a,b]

v (2]
Yz(I) si £ € [b,c]
PROPOSICION 1: Si vy : [a,b] =T, v : [b,c] -~ € son dos -
1 2
tales que yl(b) = yz(b], entonces la composicidn -

Y Y es también una carretera.
2 1

DEMOSTRACION: En el Apéndice 6.

NOTA SOBRE HOMOTOPIAS: En el caso (a) de la definicién 2,

si no se pide que y¢(a,s) = y(a) y ¢(b,8) = y(b] para todos los -

5 €[0,11, definicidn es vacia porque cualesquiera dos caminos -
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contenidos en Q, serian Q - hométopos, " En el caso de (b) de 1la
definicidén 2, si no se pide que ¢(a,s) = ¢(b,s] para todos los
4 €[0,71, la definicidn tambié&n seria vacia, porque cualesquie

ra dos caminos serian Q - hométopos.
SECCION 1: Integracién sobre carretera.

Recordaremos primero la teoria de la integracidn de las fun

ciones de una variable Teal.

DEFINICION 4: Una funcidn ¢: [a,b] - € de una variable £
con valores complejos, definida sobre el intervalo [a,b] serd

llamada #7eglada, si existe una particidn

tal que para cada k = 0,71,2,...., n, ¢ | ]ak,ak+1[ es continua,

y ademds los limites 1im ¢(£) y 1lim existen. Y esto signi-
tfa t+ak+1
t>ak t<ak+1

fica que v es continua en todos los puntos de [a, b] excepto - -

A yevenn s & donde puede tomar valores arbitrarios, aunque en -

esospuntos los llmltes por la derecha e izquierda existen. Sea

R{a,b] el COHJUHtO de las funciones regladas sobre [a,b].
PROPOSICION 2: El conjunto R(a,b] es una dgebra sobre @,
DEMOSTRACTON: En el Apéndice 6.

DEFINICION - TEOREMA 5: Existe una aplicacidn lineal - -
Rla,b) - € 1lamada integhral, definida como:
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b
7 R— J ¢(t] dt y que tiene las propiedades siguientes.

(1)

(2)

(3)

(4)

a

b
@ — J o(t] dt es lineal
g .

Si ¢,¥ € R(a,b),¥ es real positiva y si |o(£]]| < ¥(2]

en todos los puntos t donde ¢ y ¥ son ambas continuas:

b b
' [ w(t) dt ' < J vit) dit
a

a

En particular si M = Suﬁ'{|‘w[t) |: £t €la,b]l y % ﬁug
to de continuidad de ¢},

’ anp(;t) dt ] < (b-a) M.
a

b c b
Si a < e < b, J plt) dt = J ¢ (L) dt + [ p(t) dt
‘a

a C

Es claro que si ¢ € R(a,b) entonces las restricciones

de v a [a,c] y [c,b] son regladas.

Sea o: [¢,d] + ® una aplicacidn continuamente diferen-

ciable y tal que g% () = 0 para todo £ € [c,d].

Si a = gle) vy b = o(d}), entonces

b d da
J@(é) ds = J e(o(Z)) = (£) dit
a g

c

Ahora podemos introducir la integracidén sobre carrete-

TS
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TEOREMA - DEFINICION 1: Sea @ un abierto en € y vy:[a,bl+ Q
una carretera. Para todo 4§ € C (@) 1a funcidn [a,b] = &€ , - -

t > §(y(£))y' (%) es una funcidn reglada. Denotemos por el sim-

b

bolo J §(z) dz a la integral J §{y(£))y'(t) dt de esa funcidn
' a

reglada. BEntonces la aplicacién C (@) » €, definida como:

§ » [Yﬁtz) dz

tiene las siguientes propiedades:

(1')] Bs 1imeal.

(2") ' j §(z) dz | < M L(y) donde
Y

M= Sup {|4(z)|: z = y(£) para un £ € [a,b]}

b
v Liy) = [ v t) ] de

a

(3') 8i y = Y, donde Yl: [a,c] =~ Q ¥ yzf [c,b] - Q son -

dos carreteras tales que y (c]) = yz(c) entonces:
1

J 4lz) dz = [ §lz) dz + J §(z) dz

Y ¥y Y2

(4') Sea o: [e,d] - ® una aplicacidén continuamente diferen-
ciable y tal quélg%(t) > ( para todos los £ € [c¢,d] ¥y

tal que ofc) = a, ol(d) = b. Sea P [e,d] - @ el cami

no Yl(t) = y(o(%£]). Entonces Y, s una carretera y:
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J §lz) dz = J 4(z] dz

Y, ki

En el caso querg% (£) < 0 y ale] = b, old] =

j §(z) dz = - J §(z) dz
Y :

Y
1

DEMOSTRACION: Como 4§ es continua y y es continua,
la funcidn {§, v: [a,b] - € definida como £ - §(v(t)) es

a

entonces

continua

y por la definicidén de carretera la funcién vy': [a,b] » € defini

da £ > yv' (%) es reglada. La funcidén v' no fue definida
puntos de descontinuidad A yeeesy (ver la definicidn 1
mas la definiremos en esos puntos de manera arbitraria,

no tiene consecuencias en esto que estamos haciendo.

De 1la proposicién 2 la funcién [a,b] » € definida por - |

en los -

- (b)),

lo cual

t > 4(y(Z£)) v'(£) es reglada y entonces J §(z) dz estd bien de-

finida. Y

Las propiedades, 1' - 4' son consecuencia de la Definicién-

Teorema 5.

(1') Sea Al§) - f (2} @,
Y

Demostraremos: A(§+g) = A(41+Alg) v A(A§) = XA(§) lo -

cual implicard que § - J §(z) dz es lineal.
: Y

b
Alg+g) = j (§+g) (2] dz=[ (§#g) (y(£))y' (2] dt
Y a

b b
J 40y (L)) +g (v (£])1y' (£) dt = J gy (L) )y'
a,

a

(£) dt +



NOTA:

Teorema 5.

(2')
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B | f
+ J glyltl)y"(z) dZ J §(z) dz + J glz) dz
‘a Y 'y

= A(g] + Alg)

b
Ag) - f (341 (2] dz j (4] (v (£))y' (£) dt
Y a

L]

b b
= J Aly () )Iy' (€] dt = X J §ly(Z))y' (£) dt

a, a

= § [ §1z) dz = AA(§)
¥

Aqui hemos utilizado la parte 1 de la definicién -

Sea M = Sup {|§(z)| | z = y(£) para una £ € [a,b]} en-
tonces |[4(y(£))]| < M para todo t € [a,b] y por lo tan-

to  [fly(£))y" (£)] < M |y'(£)].

Como M |vy'(%t)| es real positiva y reglada, ademids - -
(y(Z))y'(£) es reglada entonces por la parte 2 de 1la

Definicién - Teorema 5:

’ [abﬁ(Y(t))Y'(t] dt ’ < f bM |y'(2)] dz

a

< M L(vy)

0 sea ’ fYﬁLzJ dz

b
donde Liy) = f |y'(£)]| dz
a
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(3') Como f(y(%£)) y'(t] es reglada y a < ¢ < b entonces

por la propiedad 3 de la Definicidon Teorema 5
b c

[ Tgtrtenyt e de - | givteny e de s
a a

b G
+ J §ly(£))y'(£) dt =_J ﬁ(VI(Z))Yl'{t) dt +
a

c

b i
+ J 6(Y2(t))vz’(tl dz

c

por lo tanto J §lz) dz = J 4lz) dz + J §(z) dz

Y Yl Y-j

b
(4') J 4(z) dz = J fly(£))y' () dt, por la propiedad (4)
a

la Definicidn - Teorema 5.

b d dos
| “hivtslivi ) ds = | Cgivtotenn voten) & 1) dt

a e

do

Pero Yl(tl = ylol(t]) Yl’(t) = y' (o)) ZzF (£) en todo

punto de continuidad de v' (%]

Ll

b d
| “gtrtsnyis) ds J §ly, (£))y, ' (2) de -
a. c

= J §(z) dz
¥

1

por lo tanto J §(z) dz J §(z) dz

Y Yl
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DEFINICION 6: Genenalizacidn de La composicibn de caminos.
Si T [ak,ﬁk] + €3 k= 1,...,n son n caminos tales que - -
Yy (bk] = Yie, (ak+1) para todo X = I,...,n - 1, entonces la - -

composicidn Yy ¥ cews de ¥ . ¥ seeesY, €S el camino - -
1 1 2

n-i

vy: [a,b] - ¢, donde a = a 'y b = a+ £ donde a su vez:

k
L =b-a, £ =0b-a +b -a , ,E = B (b,-a.)
1 1 1 1 8 2 k . _ J d
Jd=1
E 1 L. = SR < i t] = Lt-a - +
(Es claro que ! £2 rl] y v (%] Yk( 1 ﬂk—l
i < < < < ~
+ ak) si a + ﬂk—l <t < a+ ﬂk con ? K n 1P
Es claro que si los Yl,...,yn son carreteras, y €5 una ca-

rretera y que si ¥y seesY, SOT circuitos y es un circuito.
1

PROPOSICION 3: Genernalizacién de La propiedad 3'.

Sean Q un abierto y Vi [ak,bk] + Q3 k=1,2,...,h,; R carre

teras tales que yk(bk) (a )] para todo k, I <k <n - 1.

" Fpeg Y%euy

Sea yv: [a,b] - @ la composicidn Yy Yo, oo v . Entonces si -

§ € C ()

JYé{z) dz = ;, JY flz) dz

DEMOSTRACION: - Sea £_ - £ (b,-a,1; § = 1,...,k y sea pa-

ra todo k = 1,...,n

H
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¥k [al+£k_l,a1+£k] + @ 1la carretera
Yk(t] = yk(t-al—ﬂk_1+ak), Entonces por la definicién b: y =
= ¥ Y ....¥ , donde ahora la composicidn es en el sentido de

o n-=1 1
la definicién 3. Por la propiedad (3') del Teorema - Defini- -

cibn 1
n
[ $t2) 4z = 5 [ gta) de
T E=1 "¥5%
Mds aun, por la propiedad (4') (en el caso k: olf]) = I—al-
- Ek_1+ak]

J §lz) dz = J §lz) dz
Y

por lo tanto [ §lz) dz = ; J §(z) dz
=i 'Yk

COMENTARIO : Esta proposicién es muy Gtil en la practica
para integrar sobre carreteras formadas de pedazos cada uno pa-

rametrizado por si mismo Independiente de los otros.
SECCION 2:  Teorema de Cauchy.

En el prdximo pdrrafo demostraremos el Teorema fundamental.

TEOREMA 2Z:

(a) Sea @ un abierto de € y v, Y, [a,b] - @ dos carrete-
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ras tales que yl(a) = ylta), v({b) = ylfb) y 2 - hométo

pas. Si ¢: © - © es holomorfa, entonces

(b) Sean Yy ,ylr [a,b] - @ dos circuitos 9 - hométopos. Si

4: & » € es holomorfa, entonces

J $(z) dz = jYﬁ(z} dz

Y
1

Antes de demostrar este Teorema enunciaremos algunos -

lemas y proposiciones.

LEMA 1: Sea @ un abierto y v, T.5 [a,b] - @ dos carrete-

ras continuamente diferenciables y tales que para todo t€[a,b]

el segmento de recta Yy[Z] Yl{t) de extremos y(£) y YI(I) per-

tenece a Q.

Entonces si 4: @ = € es holomorfa.

[ gtz dz - [ gta de - [gt-s1t61+ay (61 b (61v(61) d s -

YI ¥ 0

1
- | str-sivt@ssy @)ty (@) -vial) d s -
0

= [y, (b)-y(b]) J 16((7'5)Y(b)+4Y1(b})dé—(Yl(d)—Y(d]) J §(17-8)via)#s, (a) )ds

0 0

DEMOSTRACION: En el Apéndice 6.
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PROPOSICION 4:

(a)

(b)

Sea  un abierto de @y, &: [a,b] » Q dos carreteras
tales que y(a] = §{a), yv(b) = &(b) y tales que para -
todo £ € [a,b] el segmento de recta vy(£] 8§(%£], de ex-
tremos y(£) y &(%), pertenece a Qysig: Q->Tes -

holomorfa, entonces

J §(z) dz = J §lz) dz
Y §

Si vy, 8: [a,b] - @ son dos circuiltos tales que para -
todo £ € [a,b]l el segmento de recta y(£] &[Z] pertene
ce a §y si 4: @ > € es holomorfa, entonces:

J §(z) dz = Jéﬁ(z] dz
Y

DEMOSTRACION: En el Apéndice 6.

LEMA 2: Si Q es un abierto de € y K un compacto contenido

en @, existe un nimero positivo (K] > 0 tal que para todo z€ k

D(z,n[(K)) € @

DEMOSTRACION: En el Apéndice 6.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2Z:

Para demostrar el teorema 2 vamos a construir una familia -

de carreteras definidas de [a,b] = Q tales que -

= v la propbsicién 3 sea apiicable a cada par - -
ke 0,T;000.,0 = 1.
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En los casos () y (b] existe una aplicacidn continua - -

o: [a,b] x [0,1] > © tal que;
(1) el£,0) = y(£), ©(%£,1) = Yltt) para todo £ € [a,b]
(2) Caso (a):
vla,s) = yla) = y (a) y ¢(b,s) = v(b] = v (b]
para todos los 45 € [0,]1]
Caso (b):
¢la,s) = ¢(b,s) para todos los 4 € [0,]]

Como [a,b] x [0,1] es compacto, el conjunto K= ¢([a,blx[0,1])

es compacto. Sea % el ntmero x[(K) que el lema 2 asocia a K.

Existe un entero N > 1 tal que si (%,s), (1,4 )€ [a,blx[0,T1]

y |[£-2'| élgﬁg , |4-5"] < %-- entonces

lp(£,5) - (2", 4']] < i} .

Sea a = a < a& < A < v.uu.. < a < a_ = b la particidn
0 1 2 N+ N P

a, = a + iﬁiﬁl «+ kde [a,b]l]. Para todo k = 0,71,....,N definamos

la carretera 6k: [a,b] - T asq:

Para I <k <N -1
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..aj+.—t X : .iﬂai k

Fy o (L i & R N T =k

Sk(t} = (GL_ _a,-) ‘P(QJ’ N) + (a _a_') l'o(aj+l’ N)
J+t1 ] J+t1 ]

Si aj < £ < aj+1

§,. es una linea_poligqnaquue pasa ﬁor los puntos - - -
{w(aj, %} | y=0,7,....,N - 1}, ¥y por lo tanto es claro que es

una carretera.

Veamos primero que todas las Sk estan contenidas en §; esto

es claro para 60 Y Sy-

Si t € [a,b] existe una j tal que aj < Jf £ a1+1 y - - -
- k, _ g ky _ -k
5}_{[1} ’-P(QJ.,HI (m) [‘P{aj+1’.N1 ‘ ‘P(.aj,n’” |

Como |%& - aj| < [aj+1 - aj[, entonces:
. Ky L Ry i R
y puesto que |a - a, | - P& entonces:
J+1 it oW

lﬁk(il - so(aj,%)l < % ,-como w(aj,%}_ € K
X
6, (£) € D[ 'P(aj, gl» 2l € Q

Lo segundo que vamos a ver es que todos los pares (ﬁk,ﬁkhl;
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k=20,1,2,...., N - 1 satisfacen las condiciones de la propie-
dad 4:

Sea £ € [a,b], existe una 0 < § < N-1 tal quei:e[aj,aj+ﬂ.

En el caso ] < ks N - 2

- N
_ J+1 k+1 3 k+1
S, (1) = (G wley, D) ¢ (=) elay,, )
J+r J*a
‘ aJ+ xt X t-a . Kk
& [E] = (gf—ua) ¢(a ¥ (Ef—"?%f) ¢(aj+1: v )
J+1 J R .

_ "k k + -
Los cuatro puntos w(aj, N)’ @(aj+ ’ ﬁ), w(aj, —ﬁ—) Yy

e(a,, , -4 1) pertenecen al disco D(¢(a., E); h) entonces los dos
J¥a j* N Z
puntos Gk(I), 6k+1(t] pertenecen a ese disco y en consecuencia -

- : ky =«
el segmento  §,_(£] 6k+l(tl < D( w(aj, i) 7) © Q.

Si ahora k =0

So(tl s ywlt] = ol 0) y

am-(”l')( )+< i W, 1y

1 N g a v a +12 N
J+1 +1 J

: 1 1
Como los tres puntos ¢(£,0), w{aj, WW y g(aj+1, N) pertene-

cen al disco 7D w(ai, %}; %}, el segmento 6QTIJ dl[t) pertenece

a ese disco y por lo tanto a Q.

Anilogamente se prueba que si k = N - T el segmento
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6N [£] §_[£] estd contenido en Q.
i N

Finalmente:

En el caso (a)

= ky L (kT
6k(a) = ‘P(a, 'N‘) & QO(GL, T) = 6}{"'1 (a')
_ Cky k+1\ _ "
6k(b] = ¢{(b, N) = ¢(b, T ) = 6k+1 (b)
6 sea 6, y & tienen el mismo origen y el mismo fin.

k k+,

En el caso (b)

s la) = v(a, X) = o(b, ) = s, (b

para toda k, entonces los Gk son circuitos.

Por lo tanto para caso (a) y (b) podemos aplicar la proposi

cién 4 a los pares (ﬁk » &y ), k=10,1,....,N-1, y entonces
: 1

n

= §(z) dz =IJ §(z) dz §(z) dz
! 5

J
My N Y

COROLARIO DEL TEOREMA 2Z2: Caso particular de los circuitos
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2 - hombtopos a (.
Si y: [a,b] = @ es un circuito @ - homdétopc a 0 y si - -

§: @ » ¢ es holomorfa, entonces

[ 4(z) dz = 0
Ty

DEMOSTRACION:

Por la definicién 2 (b) y es @ - hombétopo a una funcién -
constante Y, [a,b] - @ tal que YI(I} = y(a) = y(b) para todo
t € [a,b]

Por el Teorema 2:

J §lz) dz = J §lz) dz

i Y
1
b b
=J6(Y(i))Y'(tldt=Jodt=o
a ! ! a
SECCION 3: EL Indice.
DEFINICION 6: Si y: [a,b] - € es un circuito y si w€ C-y

el indice TI(w,y] de o respecto al circuito y es el nlmero
1| dz
Ind Z-w

Y

En lo que sigue € - y, por abuso de notacién denotard el -

conjunto { z | no hay € [a,b]l, z = y(£)}.
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EJEMPLO:
y: [0,21] >« , yilo) = R , R >0
(Reic es el circulo de radio R'» 0 y centro en el origen, cla-

ramente es un circuito y y(0) = y(2nr), ademlds no existe £ € [0,Zm
tal que (&) = 0 ).

PROPOSICION 5:

(a) La funciébn <« - vy >~ €, w + I{lw,y) es constante so-

bre cada componente conexa de T - Y.

(b) Si R = Sup { |y(£)] ' t € [a,bl] (R es el radio del me-
nor disco que contiene a vy)

Y si |w|] >R, I(w,y) = 0.

(¢c) I{w,y) toma solamente valores enteros.

(d) Si el circuito y es la composicién (en el sentido ge-
neralizado de la definicidon 6) de n circuitos - - -

Yl,yz,e;e,yn, entonces si w € € - vy

T w,y |
k=, %

T(w,y] =

N ™=
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DEMOSTRACION:  En el Apéndice 6

TEOREMA 3: (Teorema de La curva de forndan).

(a) Sea y: [a,b] - ¢ un circuito s{mple. ¢ - y tiene exac
tamente dos componentes conexas; una acotada llamada -
interior de y (NOTACION: Int(y]) y la otra no acota-

da llamada exterior de vy (NOTACION ext [y))

(b) Si w € ext (y): f dz__ 0

Si w € Int (y]: f az 2nd oly)

Donde o(y) estd definido de la manera siguiente:

Para todo £ € [a,b] tal que vy'(£) estd definido y - - |
Im (y' (%) y(£)*) # 0 existe un e(t) tal que el segmen-

to {y(2) + 44 y'(£] | 0 < 5 < e(%]} estd en una compo-
nente w, de € - y y el segmento

Ay(g) + 54 y'(£) | - (%) < 4 < 0} esta en la otra com-
ponente w_ de € - y, Las componentes w, ¥y w_ son las
mismas para todos los £ € [a,b] tales que y'(t) existe y

Im (y'(£) y(£)*) =+ 0.

Siw, = 4nt (y], oly]l = 1 y siw, = ext (y], oly) = -1.

DEMOSTRACION: La demostracidén del Teorema 3 en el caso ge-
neral es demasiado complicada para ser dada aqui. Daremos la de-
mostracidon para una clase especial de circuitos que cubre muchos
casos que aparecen en la prictica. Para esto necesitamos una de-

finicidén auxiliar.
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DEFINICION 7: Un camino simple y: [a,b] -~ € es llamado -
estrellado en un punto w € € - y (6 simplemente estrellado) si

toda semirecta de origen w en ®% corta a y en un finico punto.

EJEMPLO: Si v es convexo, entonces y es estrellado en -

cualquier punto w de su envolvente convexa que no pertenece a vy.

Vamos a demostrar el Teorema 3 para los circuitos estrella

dos. Sea y: [a,b] -~ ¢ un circuito estrellado en w E T - vy.
DEMOSTRACION DE LA PARTE (a) DEL TEOREMA 3:

Sea m: « —'{wo} > v la aplicacién definida de la manera si

guiente:

Si w € © - vy la semirrecta 6{w) de origen w que contiene
0
a w, (§lw) = {wo + I[w-wul | £ > 0} | corta a y en un Gnico pun

to 7T (w).

T es continua, ya que si {mn | k> 1}Ccaq - {mo}‘convergea
w entonces la sucesidn {ﬂ(wn) | n = 1} converge a w(w), pues si
esto no fuera cierto. Como'{ﬂ(wn) | m > 1} pertenece a yl(la,b])
que es compacto, existiria una subsucesién {w(wnk) | k = 1} que
converge a un punto q¢ € y([a,b]l) ¥y ¢ # 7(w). Como W escla
ro que ¢ tiene que pertenecer a §(w), pero entonces §(w) corta a

v en g y 7(lw) lo cual es una contradiccidn.

Definamos Ql y @ de la manera siguiente:
2

@ orle]owed -y Ju-u | < [rle)-w |}

Q ={w | we -y [w-wn[ > |W(w)—w0|}
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Como m es continua @ y @ son abiertos, ademis
A

También es claro que Q es conexo y acotado: Si w € Q el
1 1 -

el segmento wo w pertenece a Ql, entonces dados w y wl € Q la -

poligonal w Wy uw W estd contenida en Q y por lo tanto Q

€s conexo.

Si R = Sup {]y[i]-mcl l e [a,b]l},; Ql = @IwU,Rl y por 1lo
tanto Ql es acotado.

Es también claro que Qz no es acotado (ya que si w € QZ la

semirrecta {wo + I(m—wo) | £ > 1} pertenece a 92). Vamos a demos

trar que Q es conexo: T - D(mn,R) es conexo. .y si w € Qz el .ca-
nino v g, 7] > 0, 5 Y (4] = ([T~8) w + 24 2" R junta a w -
1 2 R(w- wol Tu ol |

con el punto H—Taja_T——el cual estd en € - D(w ,RJ.

0
a
Finalmente como conclusidn tenemos que Ql y Qz son Conexos,
abiertos y ajenos, @ U Q = € - y por lo cual Ql y 92 son las -
1 2

componenetes conexas de
c - v Ql = intly) vy Qz = gxtlw].

DEMOSTRACION DE LA PARTE (b) DEL TEOREMA (3):

Sea R = Sup {|y(%£] - m l £ € la; b]} Y es. homotopo a0
en 5( RT (La homotopia es w [a,b] x [0,17 » D(w 0, , wlt,s)
= [1- A} y(t] A w5 opes continua, w(£,0) = y(£], w(i,ﬂ A
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ola,8] = (1-8) ylal + & v = (T-8] y(b] + 5w = ol(b,s]),

Siw€EC- D(mD,RI, v es € - {w} hombtopo a 0 y como - -
z > E%G es holomorfa en @ - {w}, entonces

L

) ——- .1‘- 2 ,,-‘,
Hw, vl = g3 J zdfw s

por el corolario del Teorema 2.

Ahora ¢ - ?Tmn,Rl siendo conexo y no acotado estd conteni-
do en el ext(y)]. Como w + I(w,yl es constante sobre las com-
ponentes conexas de ¢ - y (ver la proposicién 5 - (a)) Ilw,y) =0

para todo w € ext(y].

Para evaluar I(w,y) cuando w € Inf(y) vamos a mostrar pri-

mero que Yy convenientemente reparametrizada es homdtopa a

1
=
+
)

v,o [0,2m > €y, (o)

6 a Y,? [0,27] - ¢ , Ys(c} = w0+e

Sea y: [0,27] > € el circuito y(£) =yl[a + ~7— -

1

(4]

Por el teorema - definicidn 1

dz _ dz ' _
J s J_ -5 + bara todo w € ¢ Y

El circuito vy es también estrellado en w porque
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y(la,bl) = y([0,27])

y por lo tanto ¥y es simple también.

Resulta de alli que la apliumjﬁn v(t) » £ de vy([0,27]) ~

- [0,27v] es continua.
(Ver capitulo 0 por ser [a,?n] comﬁacto y ¥ continua).

Sea Xx: [0,27] - [0,27] 1la aﬁlicacién composicidon de 3 apli

caciones:

6 - 5 + 220 A [0,27] — « —'{wo} 3

m: « —'{wa} — ¥y ¥y
y(£) — £ , «vylo,27] — [0,2n] ,

A estd bien caracterizada por el hecho que para todo - - - - |
o € [0,2n] y(A(o)) es el punto de vy donde la semirecta de origen ‘
w , que pasa por w + e corta a v.

De alli resulta que X! [0,2w] - [0,27] es biyectiva.

Vamos a definir ¢¥: [0,27] - [0,27] de la manera siguiente:

Si A es creciente A(0) = 0 , A{2w) = 2w (ya que XA es biyectiva)
y vamos a definir V(o) = A(c], entonces ¥(0) = 0 y ¥(27) = 2m.
Si X es decreciente A(0) = Z7m y X(2w) = 0, vamos a definir

Y(o) = A(2Zm-0), entonces de nuevo ¥(0) = 0 y ¥(2n) = Zm. Sea
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?13 [Q,Zw] + @ —'{wu} el camino cerrado } e Y,

Y ¥y ;1 son « —‘{mg}'— homﬁtopos! La homotopia es la apli-

cacién v: [0,27] x [C,11 ~ ¢'—"{wd},

?[[?vbld +s¢(c)], es claro que

¢lo,s] =
olo,0] = ylol y ©(0,1] = ¥(¥la)) = ¥ (o]
para todo o, ¥y
w(G;Al = i[C} " (ya que ¥(0) = 0)
¢ (2Zm,8) = ylZn], (ya que ¥(Zm) = Zm), |
|
|
entonces w(O,a) = v(0) =_§(2ﬁ] - ¢(?m,4), para todo 4 € [0,1] y

¢ es continua por ser composicidn de continuas.

Ahora si X es creciente Y, €s « H'{wo} hométopo al circui-

to v ¢ [0,2n] - C -'{wo}

vy (o] = w + et
"3 0

La homotopia es ¢ [o,2n1 x (0,711 =& - {wﬁ}

o (0,8) = (1-8) v (o] + & v lo]
3 1 3

(por la definicidén de A los ?untos ?1(01 y w, ¥ ¢*? estin sobre
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la misma semirrecta. de origen w ).
: 2

Si A es decreciente ﬁl_es s —'{w;} homdtopo al circuito -
y : [0,27] -+ ¢ - {0}, v (o = w * 2+,
4 0 o Q

La homotopia es wq: [0,27] x [O,]] > C a'{mﬂ},

v (0,8] = [1-8] v (o] + & vy (o]
4 1 4
(por la definicién de A los ﬁuntos ?1[6) = y(AlZw-cl) ¥y - - -
w ei(Eﬂ_G) = w o+ e'id estin sobre la misma semirrecta de ori-
0 0
|
gen wu). |

Resulta de 1la proposicién 0 que en el caso A creciente v y

ya son © - {wu}-hométopos y en el caso A decreciente ¥ y‘%u son

¢ -'{ma}- hométopos entonces de aqui, del hecho de que z — 1

Z-w
0
definida: por € - {w } — € es holomorfa y del Teorema 2:
0
J dz | J dz | J dz _ gng si A es creciente
Z-W . z-w Z-w
g 0 Y 0 Y3 0
. S 21T;,_—1CI .
y '[ég%‘=J-§§5 o Jwgéj= J - ieﬁg do = - 2mi si A es decreciente
Y 0 Y 0 v 0 0

Como w — I(w,y) es constante en el Lnt(y) y W € Aint(vy)

1 44 A es crecilente

H
8
3

1]
s
5

_

5
]

-7 54 ) es decreciente



= 202 -

Ahora sea £ € [a,b] un punto tal que y'(£) existe y - -
Im(y' (%) y(£)*) # 0. Sea h » 0 y tal que £ + h € [a,b]. Supon
gamos que o = A" (£] y olh]l = A7!(t+h].

Si A es_creciente olh]l » o v(£) = |y(£)] eig,y(t+h] =
= |y(t+h) | elg(h), entonces:
ylteh) = v(2) = (o POV gy ey, qonde o - LEERLL

De alli resulta que:
¥\ _ T i(o(h)-0) _ : *y -
Im((y(t+h) - y(£)] v(£)*) = Im((p e 1) ylt) y(£)¥) -

« Iy(e)]? e OOl gy = 1y (21|2 o sen (alh) - @) > 0

Si h es suficientemente pequefio

(L)Y gy

Im{y' () y(£)*) = &im
h=+0
h>0

entonces Im (y'(£) y(£)*) = 0, como Im (y'(%x) yv*(%)) # 0 tendre-

mos Im (y'(£] y(£]*) > 0.

Ahora si w(4) y(£) + £5 y'(£) con 5 € &

jwls)]? [y (£) ]2 + 42 |y'(£)]|2 + 25 Relly’ (£)y(£)%),

donde



o 203 -

Re iy () v(£1*) = - Im(y' (2] y(£1*) < 0
entonces para 4 > 0 y adecuadamente pequefio |wls)| < [y(2)]y
w(s) estd en el interior de vy, oly) = + 1.

Si A es ahora decreciente o (A] < ¢ si h > 0, haciendo un
razonamiento Andlogo al anterior obtenemos Im (v' () v(£]*) < 0.
En este caso si 4 > 0 y bastante'ﬁequeﬁo lw(s)| > |y (£)]y w(s)
esta en ext (y) , oly) = -1,

Regla heuristica para determinar o(y): del Teorema 3 resul-
ta que o(y] =+ 1 si un observador caminando sobre y en el sentido
de los £ crecientes tiene el interior de y a su 1izquierda y -

oly) = -1 en el caso contrario.

METODO PARA DETERMINAR LOS INDICES:

Dado un circuito y cualquiera uno intenta representar y co-

mo composicién (en el sentido generalizado de la definicidn 6)

Yo Yoo oocce Y, de circuitos sh@ﬂesy de utilizar la férmula

nots

T(w,y) = I{m,yk) (Proposicién 5 - (d)),

k=

y en seguida los I(w,yk) son determinados usando el Teorema 3.
SECCION 4: Formula de Cauchy,
TEOREMA 4: Sea @ un abierto de € y v, Y, [a,b] = € dos -

circuitos @ - homdtopos. Si f§: @ - € es una funcidén holomorfa -

y siwe€ Q- (yu Yl)
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(Tlw,v) = Tlay D flol = oo [ 2L dz < 1 [ £L2) g

Z-Ww
Y
1

COROLARIO 1: Si vy: [a,b] - @ es un circuito Q - hométopo
a 0y siw€d- y:

I(m;Y) flw) = ?%Z Jﬁ(z) dz

ésta Gltima férmula es la célebre férmula de Cauchy.

COROLARIO 2: Si y: [a,b] = Q es un circuito sdmple y si
int (y) € Qy w € Int (v)

flw) = —17 [ f(2) dz

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4:

Sea g: 9§ - ¢ la funcidn:

§(z)-4(w) &5 7 £ W
z-w
glzl = ;
4L () o si z 2w
g es holomorfa en Q - {w} ya que las funciones § - flw) y z+z - w

son holomorfasy z-w no toma el valor cero, y por tanto por la
proposicién 5 - b del Capitulo 4 ﬁ%é%?l es holomorfa en © - {w}.

En el punto w, § es representada por una serie de potencias
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¥ a x"; existe un disco D(w,x] € @ tal que para todo - -

n=0 n

z € Dw,n)
flz] = E an(Z-wln

De la proposicién 3 - (e) del capitulo 4c% = f(w) aIQ'%ghﬂ,

entonces para todo z € D w,x) - {w}
f(z)-flw) _ df p n-
e glel + B gy lz-al
n=2
Resulta de alli que:
_ dg o n- :
glz) = g7 (wl + I a (z-w) para z € D(w,x)
n=2
por tanto g es holomorfa (por proposicién 4 - (c) del Cabitulo

2 yaque @ = (@ - {w}] UD(lw,z) y g es holomorfa en Q@ - {w}

y en D(w,%]) entonces del Teorema 2 resulta que

J glz) dz = J glz) dz
Y Y

1

Como w ¢ y U Y, oYY, estdn contenidos en € - {w} y

por tanto:




entonces:

J J flz] dz - flw) I(w,y)

2L zZ-W

_ Z’I{_J,j 2] g0 o 1) Iiw,y. )

DEMOSTRACION DEL COR@LARIO 1:

Si vy es 2 - homdétopo a 0, es Q - hombtopo a yl constante,

YI(IJ = y(a) = y[(b); entonces:

. b Yl'fI) dt

Hoy) = 7= Li Y 15 0

§lz) dz _ bgly (£)) r i
y JY TL}I—(%T v, 18] k= 0

1
(pues yl’{t) = 0 por ser Y constante).
Y 1 ; _ $(z)
por lo tanto: I(w,y) {lw) = T e dz.
Y

DEMOSTRACION DEL COROLARIO 2

Consideraremos tnicamente el caso de los circuitos estrella
dos como en el Teorema 3. Si v: [a,b] - @ es un circuito estre-

llado en woy tal que 4nt (y) € Q@ , vy es @ - homdtopo a cero; -
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esto se ve en la demostracién del teorema 3, w € int (y) y pa

o a

ra todo £ € [a,b] el segmento w y(£] estd contenido en Ant (vy);
0

La aplicacidn

w: [a,b]l] x [0,1]1 — Intly), el£,8) = (1-58) y(£]) "+ w

es una - homotopia de y en el circuito constante [a,b] = Q,

r = mo. Por el corolario 1 del Teorema 2

. 4(z)
Lo, v) §lo)) = g0y | L) d,
Y
pero por el Teorema 3 - (b) I(w ,y) = 1, pues w € Int (y) y -
0

oly) = 1.
SECCION 5: Primitivas.
DEFINICION 8:

Sea Q un abierto de ¢, §: @ - € una funcidén holomorfa. -

- dF

Una funcién F: Q -+ € holomorfa tal que - 4, es llamada pad-

mitiva.
NO SIEMPRE EXISTEN PRIMITIVAS:

Sea @ = ¢* = ¢ - {0}, y sea § la funcién z - %— § es holo
morfa en €* y § no tiene primitivas, ya que si F: €* - & fuera
primitiva y si y: [a,b] - «* es una carretera continuamente di

ferenciable:
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b b

[(60e) dz = [ govten vl de s [ Fleteny e de -
% a ‘g

b d

= . TF (Fey) (%) dt, y por lo tanto:
§lz] dz = Fly(bl] - Fly(a))
J
;

En particular si y es un circuito J §(z) dz = 0

Y
Ahora sea Y, [0,2n] » ¢* el circuito yn[cl o
2. . 2 T
I f§lz) dz = j' i@ i e'% do = & J do = 2nd # 0
] Y L | e ‘0

0

lo cual nos da una contradiccidn.

Este ejemplo nos demuestra también que las condiciones de
- homotopia en el Teorema 2 son necesarias, El circuito Y,

arriba no es ¢* - homdtopo a cero.

El teorema siguiente da condiciones para la existencia de

primitivas.
TEOREMA 5:
(a) Sea Q un abierto conexo. Si una funcidn holomorfa -
§: @ » € admite primitiva, dos primitivas difieren -

por una constante,

(b) Sea Q un abierto conexo y {: @ - ¢ una funcidén holo-
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morfa. Entonces § admite primitivas si y solamente
si para todo circuito y: [a,b] + R, J $lz) dz = 0.
Y
Y esto caracteriza la imagen de é% P H(Q) - 3 (Q)
DEMOSTRACION:
() S1F y F Q=+ «&son dos primitivas de §. F - F,
@ + ¢ es holomorfa y '
o o - o
e (Fl-le =4~ 4 =0,
entonces por la Pro?osicién 3 - (c) del Caﬁitulo 4 -
Fl - F2 es constante.
(b) Si F: @ - € es una primitiva de 4
gtz = | geien ycan s
Y ' 8,
vy 7 _ _
- [ & (Feyltel de = PLyiB)) - Fly(all =0
T a
ya que y(b] = y(al], por lo tanto la condicidn (b) es

necesaria.

Si ahora la funcién holomorfa {: @ + ¢ satisface que

‘ J §lz) dz = 0 para todo circuito Y.
Jy

Sean w , w € Q y sea Y una carretera [a,b] - 2, tal

0
que Y (a) =W, y(b] = w. Veremos. que el nimero - -

) J §(z) dz no deﬁende dey ; ya que si Yl=[C,dl > 0 es
i
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otra carretera tal que Y1(C) =w , v [(d) = w; sea y
0 1 2

el circuito composicidén de vy y de la carretera

?11 [ b, b+d-c] =+ Q, ?1{1) = Yl(d+b-tL entonces:

7 » I §(z) dz = J §(z) dz + J_ §lz) dz

Yz Y Yl
y
b+d-c B _
[. ste) dz - J §07 (€))7 ' (2] dt =
Y b 1 1
1
b+d-c
- §ly (d+b-t] (-y '[d+b-2] dt =
b ! b
b
= J flv (8)) v '"(s) ds = J flz] dz
1 1 :
¢ Y
1
y como
- J §lz) dz = I_ glz] dz !
Y Y
1
entonces
f §lz) dz = J 4(z) dz

Y | Y,

Sea F(w) el valor comln de J §(z) dz es facil veri-
ficar que la funcidén F: Q - € w » F(w) es € - dife-

renciable y que %g = { (para esto ver la demostracidn
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de la pr0posici6n 6 que mencionaremos mas adelante).

COROLARIO:

S1 2 es un . abierto conexo tal que todo circulto en Q es
@ - hombtopo a cero, toda  funcién 4 € ¥ (@) tiene una primitiva,
en otros términos la aplicacién é% P H(Q)] - H(Q) es suprayec-

tiva.
DEMOSTRACION:

Por el Corolario del Teorema 2 y por la hipétesis L
f 4(z) dz = 0 para todo circuito vy, entonces ?or el Teorema -

5(b) 4 admite primitivas.
COMENTARIO:

o El espacio vectorial #(Q] / Imagen de-é%-(llamado conficleo
“H? ) es denominado también giupe de cohomologfa con yvalores en
¢. Este grupo nos di las restricciones para que las funciones
de #(Q) admitan ﬁrimitivas, Este espacio depende solamente de
la topologia de Q.

Se puede demostrar un resultado mis fuerte que el del Teo-
rema 5- (b).

PROPOSICION 6; (Teorema de Morera) Si 4: € - © es una

funcidn continua, tal que J 4lz) dz = 0 para todo circuito en
Y :
Q, y si Q es conexo, entonces ¢ es holomorfa y admite primiti-

vas.

DEMOSTRACION: Sea w un punto cualquiera de Q2. Para to-
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do w y para toda carretera vy: [a,b] = Q, tal que y(a] = W,
v(b) = w el nGmero complejo 4(z] dz no depende de y:
Y
Sea Yl’[c,d] - Q, Ylfc) =W Yl(dl = w, otra carretera

de origen Wy de final w y sea ¥, 5 ¥, 3 [a,b+d-c] = Q el cir-

cuito:

A
&
A
o~

y(t), a4 a
y, (d+b-2), 4L b < t< bid-c

Por hipdtesis J §(z) dz = 0. Por la propiedad (3') del

Teorema - definicién %1:

0 = J f§(z) dz = J §(z) dz + J_ §(z) dz
¥

YZ Yl

donde ?1: [ b,b+d-c] + @ estd definida por

Y (£) = v (d+b-2%)

1 1

De la propiedad (4') del Teorema - Definicidm 1

J_ §lz) dz = - J §lz) dz , entonces
Y Y

J 4(z) dz = [ f(z) dz
& Y
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Definamos la funcidn F: Q -~ C
Flo] = J §lz) dz ,
Y

donde v es cualquier carretera de origen woy final w.
. : di
Vamos a mostrar que F es € - diferenciable y o = 4.

Sea w € Q, existe un disco Plw,x) C Q.

Sea h, tal que |h| < #n; y es una carretera de origen w Y

final w, sea 6h : [0,1] - @ 1la carretera:
6. () = (1-%) w+ttlw+h) = w+th
Sea Ys la composicidén de Shy; de las definiciones:

Flauthl - Flal = J fiz) de = J flz) dz
Yh ¥

De la proposicidn 3:
J f§lz) dz = J §lz) dz + I §lz) dz
Yy Y Gh

Fluth] - Flol = J 4187 gz
)
h

Resulta de alli que:
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Fluth) - Flu) - §lo) h = j (§(z)-§(w]) dz
o)
h

Segx e > 0, como § es continua en w existe una &(e) > 0, -
tal que Dlw, 8le)) € Q y si z € D(w, 8le)) |f(z) - glw)] < e.

Si |h| < 8(e), sup {|§lz) - §lw)|]| z € 64} < ¢

Por la propiedad (2') del Teorema - Definicidn 1.

si  |h| < &le)

1
< EJ lﬁh’(i}l dt

0

| [Sh(g(z)—ﬁ(ml) s

0O sea.
|Flw+th) - Flo) - 4(w) k] < e |h]

entonces F es ¢ - deferenciable y por consecuencia holomorfa.

De la proposicidén 3 - (a) del Capitulo 4

%; = 4 es también holomorfa.

SECCION 6: Aplicaciones del Teorema y de kLa f6rmula de
Cauchy.

(A) Desigualdades de Cauchy.
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PROPOSICION 7

(a) Sea 4: @ » @« una funcidén holomorfa y sea w € Q; La -

" . = n
serie de potencias nzo a  x  que representa a § en w

tiene un radio de convergencia mayor 6 igual a #«l(w],
donde #(w) es el radio del mayor disco abierto de -

centro w contenido en Q:
ilw) = ing { |z-w| | z € € - Q}

y en ese disco la suma de HEO an(z-w}n = 4(z).

(b) Desigualdades de Cauchy: Para todo 4 tal que Dlw, )

(disco cerrado) C 9, y para todo entero n = 0

1| d4 Min)
ol = o | L | < ,
b RT dzn ' )Ln
donde M{n) = Sup {|§(z)] } lz-w| = 2},
1 !
en particular ’ A () i < dlel B
dZn &n

(c) Para todo compacto k € @, todo 4« tal que:@éﬁﬂw,&lc Q
(discos cerrados), y para todo entero n = 0 existe -

una constante M(k,§,n), tal que:

44 () ’
dz®

< mt Mk §,n)
}LH

para todo w € k.
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NOTA: En (b), el que Dlw,n] C Q es equivalente a que - -
# < 2{w); En general la parte (b) no es interesante para - -
n = nfw) por que M{n(w)) 6 no existe 6 es «, y en estos casos -

las desigualdades son triviales.

DEMOSTRACION: Sea 0 < n < n(w) y sea

Tt [0,Z27] — Q el circuito:

io
= +
Y, (o) w + e,

Y, €S 2 - homdtopo a 0 (la homotopia es y¢: [0,2m] x [0,1] = Q , -

w+ 5 A elo, 6 usar el hecho de que Y, €s estrellado

wlo, 4)
en w y el Corolario 2 del Teorema 4).

De la férmula de Cauchy y el Teorema 3 si z € D(w,n] =
= Ini(y&).

flz) - g | Aol o

o-z
Y1
Para todo N = 7.
: N k
m;— = I Jz-w]k+ + hN (o],
7% x=0 (o-w)*™?
donde x_ (o) L s (0 - z}, entonces:
(o-w)™"*
N P T
1 §lco)
§lz) = 1 (z-0)E (__._J _flol g5 ) s
k=0 o yﬂolc—w]k+1



v iz | d1e) aylol

Sea b = 77

[ e =1

§(z) = b (z-w)® + R

entonces

n=0

s J __ﬁiﬂlm do y sea

N°

do

RN =
Yy

Por el Teorema - Definicidn 1 propiedad (2')

- 1 ®
= /‘L}W nlw

]RN[ < Sup {|§(o) n (o]] |o-w]
= Sup {4§(o) &N(0)| lo-w| = 2} * n
Ahora |§lo)| < M(n) 54 |o-w| = x y
N+ N+
[ng o) ] = |Z'§l . I;;“' <
lo-w| " t|o-z| A& 'lo-z]
N+
- |z-w]™ !
AN -] 2] - |w])
R | < Lzl T Ha)en
' A el z]- el
Cuando N + =, como |z-w| <z , Ry — 0

Y 4(z) = %
k=0

bk(z-w]k para todo z € D(w,x)

g%zj flo)nylaldo
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Como la serie que representa 4§ en w es Gnica (Capitulo 2

proposicidén - definicidn 3)

i = b =l J _glal g4

n n 2mAL Y)L(U_w]n-'-l

(es]

. n = F .
Y la serie 2, a x tiene un radio de convergencia . mayor

6 igual que #. Como 4 es arbitrario < z(w] la parte (a) resul-

ta de esto.

(b) De la formula que se dedujo en la parte (a)

o1 (o)
a mJ A da,

n Yn (0_w]n+1

y de la propiedad (2') del Teorema - definicidn 1 se demuestra

que:
l&, |= 7%~ ‘ [Q—ﬁigli—rdo < '%F Sup { —lﬁ19%£—- lo-w| = n} o
: TQ(U—wln : |o-w|™t
2T
' [ Iy, (o) do = o= 2w sup O joup) < n
0 \ o-w]
por tanto: la_| < M)
n }11'1

De la Proposicidén 3 - (e) del Capitulo 4
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y por lo tanto:

1 d™
o | = | S | <2
’ dz b
n '
dz™ #"

(c) Sea L =wgk9[w,ﬂJ por la parte (b) arriba demostrada

S1 wEk

n 1

g_g (w) ’ < Eﬁ Sup { | 4(2) | | z-w | = 2} <
Z n

g 4t Sup { | 4(2)| | z € D(w,®) } <
)L'l.'!.

<Bogup { | ()] | zeL}

n

Por el Lema 3 que demostraremos en seguida L es compacto

y por tanto:

Sup { | §(z) | | z€L } < + =
de la cual obtenemos M(4,kR,x) = Sup { | 4(z) | | z€L }.
LEMA 3: Si © es un abierto y &k un compacto conteni-

do en Q, entonces:

n (k)Y =inf { | z-w | | weEek, zeEeT-0}>0

Para todo 1, 0 <z <x (k) el conjunto k{n)=wghﬂ(w,n)
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es compacto y contenido en Q.

DEMOSTRACION:

Si a(k)= 0 entonces existen sucesiones { z

n=l} en k tales que | w_ - z_ | <
n n

C -9 v {w

n

todo 1. Como k es compacto existe una subsucesidn {w_ ’j?I}
j
n=11}1 convergente en un punto W € k; ahora como

Il
=

lo cual quiere decir 1im z Como {z =1} c @ - Q
oo nj o) nj
y € - Q es cerrado W € C - 2, 1lo cual contradice el hecho

de que w, € k C Q; por lo tanto 4(k) > 0.
Vamos a demostrar que k(x) es cerrado y acotado.

n=11 una sucesidn -

k(n) es cerrado, ya que sea { z,

de k(n) convergente a un punto z . Para cada »n existe --
una w € k, tal que z € D(wn,n). Como k es compacto exis
te una subsucesidén { w i=1} de | w_ ’:q>1} que con--

J
verge en un punto w € ., ahora:

| z, - W | = Llim | z - < n
;e 3 i

y por lo tanto z € D(mo,n) C k(n), ©6 sea hk(n) es cerrado,

k(n) es acotado:
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R >0 tal que RCD(Q,R),

Como Fk es compacto existe una

()< D(O0,R+A).

Por Gltimo k(n) C @, ya que si z € k(x) entonces exis-
te w € k tal que z € D(w,xr), si i

| z-w | = 2(k), 1lo cual contradice el hecho que:

z € C -  entonces

| z-w | < 2 < 2(k)

Y por lo tanto z € Q, k(4a) C Q.

Envolventes holomohrfas.

(B)
DEFINICION 9: Sea  un abierto de € y £k un compac-
to contenido en Q. E1l conjunto
|z & F }

b)) ={w | wea | §w | <sup { | 4(2)

es llamado la envolvente holomorfa de k.

PROPOSICION 8. F () es un conjunto compacto que contiene a

k.
DEMOSTRACION: £k C R(Q) vya que sea w € k, comoRCQ,weER Y

| §(w) | < Sup { | §(2) | z€ B} por lo tanto w € b(o) y

k C kR(Q); ademids por la definicidén de E(Q) E(Qj CQ

6 sea k C E(Q) c W,

Para cada { € ¥(Q) definiremos el nGmero || ﬁ![k como :

| z € k }; por la definicidn de

11611, = sup € ] §C2)
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k(a)
k=0 Lz | | g [ <|lgll, }
fex(Q)
Como cada conjunto { z | 4(z) | < || ﬁ||k } es cerrado

en o (en general no es cerrado en <€) resulta de alli que --

E(Q) es cerrado en Q.

También como k es compacto:
Sup { | z | z€ R} =|]Z |!k £ g

Como Z restringida a § pertenece a %(QLE(Q)C{IZI\ZEQ,
| z | < || 2 ||k } ¢ D(0,[TZTI,), por tanto k(2) es acotado

(aqui Z: € = € es la funcién z - z de la definicidén 0 del Ca

pitulo 2). |

Para demostrar que E(Q] es compacto, basta probar que --
k() es cerrado en « (ya sabemos que es cerrado en Q). Y

esto resultard del siguiente Lema.

LEMA 4:

Sean #x(k) =A{nﬁ{[z—w| } weE kR, z€T -~ Q} y A(E) =
ingllz-wl ‘ w € k(R), z € €-Q}. Entonces x(k) = x(k)

NOTA:

(k) = sup{r| para todo w € k, Dlw,n] C Q} y para n(E) se -

tiene la misma definicién.
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DEMOSTRACION:

Para cada 4 € ¥(Q) y cada w € Q, sea R(f,w) el radio de con

vergencia de la serie que representa a { en w.

De la proposicién 3 - (e¢) y la nota anterior, para todo - -
n < (k) y toda § € ¥(Q), existe una constante ul(f,k,n) tal que

“ ﬁiﬁ” < nipig{&,ni , para toda n = 1

~ n
Sea w, un punto de k(Q). Como L = #(Q), de la definicién
dz"

de k() resulta que

n
b (w)
dz

n

o “ d" g “ < nl Mg, k,n)
dz" il

co

- n « &
Si ngo a, X es la serie de potencia que representa a § en

w , por la proposicién 3 - (c) del capitulo 4,

_ 1 d
n ol dz

<HMlf,R,1)

}Ln

(wo)

Entonces |an| para toda n > 1.

4 5 . Q i
De aqui resulta que el radio de convergencia de nko %, X s

R(f,w ) = n (Corolario (b) del Teorema 1 del Capitulo 1).

Entonces para todo £ < x(k) y todo w € R(Q) R{f,w]=nxn.

tenemos que R(4,w) = x(k) para todo w € E(QI

Como k C E(Q), n{glszn(k}. Supongamos que nlk] < n(k]. Enton

ces existen w _€k(2) y z, € € - 0, tal que «(k]< lw -z, | <xlk).
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Sea 4 : @ > € 1la funcién restriccidn ﬁo | @ es decir la fun-

8]
cidn restriccidn de z - a 9.

o]

La serie que representa 60 en w_ es:

< (z-w )"
.50 rp=1)2 (zo-wo)

n+1

y entonces:

R (f,,w,) = {z||z—mo| < |zo—w0|} = lz_-w | < n(k)

lo cual contradice lo que demostramos arriba que R(éo,mo)>n(h),

por lo tanto:
n(R) = n(k).

Finalmente vamos a demostrar que k(Q) es cerrado en <.
: A |
Sea { w n=1 } una sucesién de k() convergente en - |

el
un punto W, € C.

Si w, € @ como E(Q) es cerrado en Q entonces w € B(q).

Supongamos w, €€ —Q; como € k(Q) para todo n,

wek(Q) y z€C-Q} <

n(k) = inf {|w-z|

n=1} = 0. Pero n(E) = n(k) > 0

< inf {|wn—w0]

(por el Lema 4), esto es una contradiccién y por lo tanto todos

los puntos de acumulacidn de k() pertenecen a k(o).



- 28% -

COMENTARIO: Se puede caracterizar completamente E(Q):
sea UU 1la unién de todas las componentes conexas de @ - k

acotadas y contenidas en Q:

k(o) = RUU
SECCION 7: Efemplo de Primitivas. La guncidn Logaritmo.
NOTACION: Si A es un subconjunto de T« y a € C:

A+ a=1{ z+a z€ A}

NOTA: Si A es abierto (respectivamente conexo), A + a

es abierto (respectivamente conexo).

PROPOSICION 9: Sea § un abierto conexo contenido en C#*=
€ - { o} y tal que todo circuito en Q es Q- homdtopo a o.
Sea ¢: Q > @ wuna primitiva de % (¢ existe porque % es ho

lomorfa en © y § satisface las condiciones del Corolario del

Teorema 5).

Entonces existe una constante a € © tal que:

(1) expoy=e 2 2

(2) exp '(R) =Y  (v(Q) +a +Z 7 ik)
heZ .

y los conjuntos ¢(Q) +a +Z2nik son las componentes conexas de
exp ' (Q).

(3) v Qexp =7 - a - Zkni sobre ¢(Q) +a+Zhmd.

DEMOSTRACION:
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Primero notaremos que sl =z € expﬁl(Q], z+2kwieexp_1(ﬂ) pa
ra todo k € I, esto resulta del teorema 1-(e) ‘del Capitulo 5.

Sea g: © > € 1la funcidn:
g(z) = z exp (-¢(z)), g es holomorfa y:

%% (z) = exp(-¢(z)) -zexp(-¢(z)) %% c#)

o sea %% (z)=0, para todo 2z € Q.
Como £ es conexo g es constante.

Ademds por hipétesis z ¥ 0, y por tanto dicha constante ‘
w_ €S no nula, entonces es de la forma exp(a), de alli resul i

ta que:

exp(a) =7 exp(-v)

0O sea expo @ =¢ > 7 en Q

(Z es la funcidn de la definicién 0 del Capitulo 2), lo cual

demuestra (1).

Como ¢: @ - © es holomorfa, ¢(R) es abierto (por Teore-

ma 3 del Capitulo 3) y como § es conexo ¢(R) es conexo.

De la formula exp °c¢= ¢ > 7 en Q resulta que:

0(Q) +a Cexp  (2)

por lo tanto:
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0(Q) +a+2tik C exp_1 (2) para todo k € Z,

entonces:

exp_1 (Q) > &:z (p(Q) +a+2mik)

Por la nota que se menciond, como Q es abierto y conexo,

e(Q) +a+2rik son todos abiertos y conexos. Para demostrar
que ellas son las componentes conexas de exp_l (), basta de-
mostrar que ellas son ajenas y que e)cp_1 () es la unidn de
ellas.

Supongamos z€ (¢(Q) +a +2kni) N (¢(Q) +a+2L7L)

z= ¢(w1) *a+2knd = ¢(wy) +a+28ni

De ahi resulta que:

exp (¢(wi1) +a+2kni) exp (z) = exp (¢(wz) +a+2&n4)

y esto es:

exp (¢v(w;) +a) exp (v(wy) +a).

-a
Pero como expoy = ¢ z

e@(w1)= p B QWCM2)= g8

Wi, W2

y como 2¢(®1)+a - QW(M2)+3

y por lo tanto k = £; o0 sea ¢(Q) +a+2kndi son ajenos.



Ahora sea z € exp (). Si w = exp (z), entonces como

exppy = ¢ ° .

eiP (_u)]+CL - z

Del teorema 1- (e) del Capitulo 5 resulta que:

z = ¢(w)+a+2kvi, para una k € Z y por lo tanto z€y(Q)+a
+2kni, lo cual demuestra (2).
La composicidn ¢, exp es holomorfa sobre exp“1 (8] Su

derivada es:

d(poexp)
ST 48 ey dexp T -
dz ( dz exp- ) dz exp °XP

Resulta del Teorema 5-(a) que sobre cada componente conexa.

goeexp -~ I e5 constante

Sea z € p(Q)+a+Zkrni, z = ¢(w)+a+2knd

poexp(z) = ¢ cexp (vw(w)*+a+2knd) = ¢°exp (¢(w)+ta) =

= ¢(w)

lo Giltimo por la parte (1).

Resulta de alli que:
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poexp(z) — z = o) — (¢+a+knd) = -a-Zknd

Sobre z € ¢(Q)+a +ZkTL
Y por tanto:

¢ oexp (z) = z-a-2k7di

lo mismo que:

poexp =2 - a - 2knd lo cual demuestra (3).

NOTACION: Una primitiva ¢ de % en un abierto & C &%

tal que T € @ y tal que ¢(1) = 0 se llama funcidn logaritmo

y se denota log z.

COMENTARIO: El tipo de abierto mds comin al cual se le -
aplica la Proposicién 9 es  de la forma &- semirrecta de ori--

gen 0.
Sea por ejemplo. Q = C€- {nmeros reales negativos & cerol.

Este abierto satisface las condiciones de la Proposicién 9

porque existe una aplicacidén continua:

¢: @ x[0,71 tal que ¢ (z,c)=z, para todo z € @ Yy
p(z,?)=zo= punto constante para todo z € Q@ (en el caso de

C - {nGmeros < ¢} ¢ es v(z,8) = (1-8)z+ST1).
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En esos abiertos llamados contractibles, todo circuito vy

es Q- hométopo a cero; la homotopia ¢:la,bl x[o0,1] = Q

de +y:[a,b]l - @ a cero es

¢ (£,5) = v(y(£),S).
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APENDICE 6

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 0:

(a) Como y y y: son Q- homdtopos existe ¢: continua con
Q1! [a,b] X [0,1] = Q

¢1(£,0=y (%) | para todo 01 (a,5)=y(a)=y1(a) | para todo
b 4
o1 (D=1 (1)) 40 01(b,8)=y (b)=ys (b) | *<L 7]

También +vy; ¥ Y2 son - homdtopos, por tanto existe i
continua: ¢,: [a,b] x[0,1] = Q

vz (£,0)=y1(£) | para todo ¢a(a,8)=v1(a)=y2(a) | para todo

¥ 4
02 (t,1)=y2(0) | LT T g b,y v (b)eya () | PO

N

|
Sea  ¢(%,4) = 0o (£,28-1) si r<s<1

L
2

Como ¢; Yy s con continuas, ¢ es continua ya que en
5=% 01 (X,28)= ¢, (£,25-1)
(puesto que ¢;(£,258)= ¢:1(£,1)=v:1(L) ¥
0o (£,248-1)= v2(L,0)= v1(£)).
Ademds ¢ (£,0)= ¢1(£,0)= Y(£)

para todo t€[a,b]
<p(;t,]‘)= ‘pZ(’t:J]= YZC’t) -



(b)
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-

pla,s)=¢1(a,28)=y(a)=y1(a)=v2(a)
Si se [o,4 \
. 9(b,8)=¢1(b,28)=y(b)=v1(b)=v2(b)

r

p(a,8)=¢,(a,2s-1)=y(a)=y1(a)=v2(a)
Si se [£,1] )

| 0 (b,8)=¢2 (b,25-1)=y (b)=Y1 (b)=Y2(b)

Por lo tanto, Yy y ¥y2 son - homdtopos.

Como Yy y vy son &- homdtopos existe

vy: [a,b] x[0o,1]1> Q continua tal que:

01(t,0) = y(2) |
para todo %€ [a,b]
"Pl(’t’]) = 'Yl('t)

I

y ¢i1(a,8) = ¢,(b,4) para 4€ [o0,]].
Como y; ¥y Y2 son Q- hométopos existe.

wot [a,b] x[o,1]= Q Continua

p2(L,0) v1 (£)
‘Pz(’t:?] = YZ(’t)

para todo € [a,b]

wo(b,4) para 4€ [o0,1]

L}

y ¢a(a,s)

Sea ¢ definida como en el caso (a) y tendremos que:

p(t,0) = y(£)
para todo %€ [a,b]
e(L,1) = y2(X)

si 0 <4 "<\T],:‘ ¢[a,é)=«p1(a,2-5)=:p1(b,2~6)=w(b,é)
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Si + <48 <1 y¢(a,4)=v,(a,2s-1)=¢,(b,25-1)=¢(b,s)

entonces v (a,s) = ¢v(b,s) para todo s€ [o0,1]

y ¢ es continua por lo mencionado en (a), por tanto y Yy

Y2 son Q- homdtopos.

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 1:
Ya que y; Y Y2 son continuas en [a,bl y [b,c]l respec-
tivamente y coinciden en b, entonces vy, Y1 es continua.

Como vy: es carretera existe una particidn a=ao<a1<a2<-~-
--<an<b=an+1 en donde se cumple la definicidén 1 (b); andlogamen
te como Yy, es carretera existe una particidén

b=b <b;<bp,< ----- <b <ec=b
o m m

en la cual se cumplen todas las condiciones de la definicidén --
1 (b).
Entonces si tomamos la particidén de [a,c] a=ao<a1< ----- <

a =b <b1< ————— <b A
n+1 o

vyi en [a,b]
Como vy v: =

vy en [b,c]

dadad esa particidn 1as condiciones de ! (b) se satisfacen y por
tanto vy», Y; €S una carretera.
DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 2:

Dadas ¢yg € R(a,b) y = € € se cumple que {*g, § g ¥ A{
€ &(a,b); ya que, por estar § y g € ®&(a,b) existen dos par
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ticiones en donde se cumple la definicidén 4, entonces tomando la
unién de esas 2 particiones, vemos que, ' para dichajparticibn -
§~g vy é+g€ﬁ[a,b).

Y en el caso que queremos demostrar,que i.§ € R(a,b) bas-
ta tomar la particidén para la cual § € R(a,b).

Por lo tanto por la observacidn anterior y por el comporta-
miento en general de las funciones se tiene que ®&(a,b) es un

dlgebra sobre C.

DEMOSTRACION DEL LEMA 1:

Para todo 4 € [0,1] sea Yyt [a,b] = € el camino
Yé(’t]= (F-é) Y('t) + 5 'Yl(’t):

es claro que Yy, es una carretera continuamente diferenciable.
Dadas las condiciones sobre ¥ ¥ 7vi, Yy - ‘estdrcontenida en @ pa-

ra todo 4 € [o0,1].
Sea J: [0,1] = C la funcién:
J (3) = JYéﬁ fz) dz, vamos a calcular
b
ia derivada de J. J(s8) = Jaﬁ (Yé(i)) YL(I)dt

b
Derivando dentro del simbolo f
a

b dy' (1) '
41 (5) - L [ & Go, vy + sty ) —gz— ]

Gl an=9 o, @) - @ - v

al
b-l:‘-

Tt Vi) v ()
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o sea:
%% J: E%(Yé )yt () (ya () =y (D) +4 (v (£)) (yat (£) -y (fc)):ldt
Pero es ficil ver que:

4 () v, @) = J f0r, ()

entonces:

b
%%(é)=Ja[:é%ﬁ(Yé(f))(Yl(i)‘Y(I))+ﬁ(Yé(t))(Y1'(f)'Y'(f)):] dt

b
%% La )= f i% [ é(vé(t))(vl(t)—y(t)jl dt
9T (8) = 40, (6)) (ra (B)-¥(B)) - (v, (2)) (v1(@)-¥(a))
De alli: |

Lodg
fylﬁ(z)dz - fYéﬂz)dz = J(1) - J(e) = JO = (5) ds
¥

J; %%(4]d4—= J; 60y, (B)) (y1(b)-y(b))ds - fl f (v, (@)) (u(a) -y (e)ds

0

1
por lo tanto: Como L d%jj (5) ds = J(1) - J(o)

fY §(z) dz - JYé(z) iz =

=[1ﬁc(r-é3v(b3+serbJ)(vl(b)—v(by)dé=_ffﬁ((r-szcaJ+sv1ca)a(ylta)—v(aJJ ds

() o)
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DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 4:

Sea a = a < a; < s < tinenn <a < b=a una parti-
(o] n n41
cién de [a,b] tal que para todo kR =90, T, ,...., n 1las Tes-
. = 'Y . %
tricciones | [ak,ak+l] y | [ak*ak+l] sean continuamente di
ferenciables.
. - (t
Llamamos Yo ! [ak,ak+1] - C vy akf [ak,ak+1] % a las

restricciones de las carreteras y y 8 a [ak,ak+1] respec-

tivamente; Y = Y_ Y. , eeee- v, y 6 = Sn Bn_l....ﬁl;_ enton-

ces de la propiedad (3').del Teorema 1:

1}

B, | s ey

RIGKE .

v

I

[ 6 a2 = § | 4 e

k
Ahora podemos aplicar el lema 1 a los pares (Yk,Bk) : R=

S J- (0 - v(g)) [ §UT-8) vlay) * s5(x)) ds

(0]

JS §(z) dz - I 4(z) dz = Jk+1 - Jk
k Tk

Resulta de alli que:

1]
h"‘l*ﬂl'.:‘»
o

|
e
(=
(A
N
et
Qu
N
1
—_—
=<
(=
fan
N
L
Q.
N
L 1
]

[66(z3 dz - fYé(z) dz . k



J,2 (B - v@) | §(0-8) Y(@) + 5 (@) ds
(a]

Topnm (506) - Y)Y [ §C0-8) v(b) * 82 (B))  da

n+l

En el caso (a) 8(a)= y(a), 6(b)= y(b), Yy entonces Jn+1=

En el caso (b) ©&(a)= 86(b), y(a)= y(b), Yy entonces Jn¥1=

=J0 y por lo tanto:

[Y §(2) dz = fa itz de

DEMOSTRACION DE LEMA 2:

Por reduccién al absurdo. Si el Lema no fuera cierto, pa-

ra todo entero n = 1 existiria una z € K tal que ﬂ(zn,%J Z

(s Esto significaria que existe w_ = tal que o € v(zn,%) N
(¢-2). Como K es compacto existe una subsucesidn;
X > > 1 =
{ 2z, | k=11 de { z_ | n>1, z, znk }

que converge a un punto z! € K, sea W =W para todo K =]

1o 1 - _ & L PR |
|z - oy | |z wnk | <& vy por tanto w,_ ~ z' cuan
do K = =. Pero { w | k>13} ¢ ¢ - @ ycomo T -Q -

es cerrado z!' € & - @, pero z! € KC @, lo cual es una con

tradiccidn, Y por tanto el Lema 2 es cierto.

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 5:



(a)
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Vamos a demostrar que la funcién w = I(w,y) es localmente

constante sobre <€ - vy, 1lo cual resultard de esto:

¢ - y es abierto porque es el complemento de y([a,b}),
que como imagen continua de un compacto [a,b] es compacto
y por lo tanto cerrado. $1 wE C =.v - existe entontes un

disco abierto D(w,d) € <« - ¥y

Si w! € D(w,d):

= dz__ 1 [P y'(#) dt
I(«.’_Ul,Y) 2']Ti ‘f”Y z—_a'l—- Z_Tl'_l Ja .._Y (-,f)_m -

b b .
- ol y' (£) dt _ 1 Ft (1) B .
Zmi L Yy +(w-w')-w ~ 2Z7i L S o - [e,Y)

Si ¥: [a,b]l] = @, es el circuito

Para todo £ € [a,b] el segmento ?fEi‘?ij pertene
cea ¢ - {w}, porque en el caso contrario existiria una
t €la,b] tal que w € ?fET_§fE). Mas entonces para una
5 €10,11 w = y(&) + s(w-w') (ya que w=(1-8)y(£)+sY(%£)),
de alli:

| w-v(£) | =88] w-w' | <d, y(£) € D(w,d) € & - v

lo cual es una contradiccidn.

Como la funcidén z - E%E' de € -{w} en ¢ es ho-

lomorfa, por la proposicidn 4 entonces:

[t
=)
]
——n
T‘a
EN
1
(e
3| =
H
—_—
¢
e
EN

o lo mismo que:

I (w,vy) = T(w,¥) = TI(w',y)




(b)

(c)

6 sea w = I(w,y) es constante en 7D(w,d).

y es hométopo a cero en € - { w }:

La homotopia es ¢: [a,bl x [0,1]1 = € - { w },p(%£,8)= sy (£).
Como | v(£,58) | < | y(£) | <R, para todos los pares --
(t,5), 1luego ¢ estd contenida en D(o,R) € ¢-{ w }.

Como z - E%E de € -{wlt-=> ¢ es holomorfa por el co-

rolario del Teorema 2:

Sea ¢ [a,b] = «& la funcién:

i

A '
0 (4) J Y 4y

. Y -w
Vamos a mostrar que:

e(s) _ x(8)-uw
e * Y(2) o para todo 4 € [a,b]

Sea VY: [a,b] - ¢ la funcién.

vs) = PG ) - w

Sean di1, ... o los puntos de discontinuidad de y'.

8i & € [uebl = { @15 wwws s }

o5y = ()0 (- %oy By )y

dy _ 1(s) o ?4)
ds (4) = - . Y(A)e- w

( y(8) -w) + e_W(é) v'(8) = 0

Como V¥ es continua, ¢ es constante, y entonces
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b)) = @ = M (y@ 0 = (v@ -w)
de alli resulta que:
P (8) _x(8)-w
y(a)-w
- v(b) p(b) _  y(b)-w _
Ahora TI(w,y) = T y, e = Y (a) -w I
ya que Y es un circuito.
Por el Teorema 1 - (e) del Capitulo 5 existe una K € Z
tal que:
¢(b) = 27i K y por tanto:
_  Zmik _
I(w,v) = 703 K
y.: [a,b] - @« - { w } 5 I < i< n, son n circuitos

1
y por lo tanto carreteras, vy es la composicidn de ellos -

en el sentido de la definicién (6), entonces por ser =---

z = E%E de € -{wl} » ¢« continua, por la proposicidn
3: |
r _ r |
J o = R f Pl
. Vi
- 1 1 _n 1 1
y por tanto 7 J 75 9% % Bo1 73 J 5 97
Y Y
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CAPITULO 7

PUNTOS SINGULARES - SERIES DE LAURENT -

FUNCIONES MEROMORFAS - TEOREMA DE LOS RESIDUOS

SBECCION 1: Puntos singulares aislados.

DEFINICION 1: Sea 4: Q@ = € holomorfa y sea w B - -
un punto aislado de € - @ (esto significa por la definicidén -
6 (a) del Capitulo 0 que existe un disco abierto D(w,e) tal -
que D({w,e) N (¢ - Q) = {w}), w es llamado puntc singular ais-
Lado de §, si no hay funcién holomorfa {: § U {w} » € tal que:

NOTA: Resulta de la definicidn de punto aislado que - -

O U {w} es abierto.
TEOREMA 1:

(a) Si 4: @ > € es holomorfa, w es un punto aislado de
0
€ - Qy siDlw ,2 ) es el mayor disco de centro woo-
0 0

contenido en el abierto Q@ U {w } existen dos series
0

: . co n oo -n
de potencias néo a, x y ngl a_ X tales que 1la

primera tiene un radio de convergencia mayor & igual
a & y la segunda de radio de convergencia «, y ta-
Q

les que para todo z € v(wo’no] z # wj ¢



4lz) = I an(z—m

y ademds para todo p; 0 < p < &
0

; (.27 flw +pe™) 7RO
an=WJ n dg
0 P
(b) 8Si nzﬁ bn x ™ y nzl Cn x" son dos series de potencias

tales que existe un disco D(mn,él C @ con la propie-
dad que para todo z € D(mc,e) con z # w
n

§lz) =

n

I~ 8
Il ™ 8

b (z-w )7 +
n

¢ [z=@ |
0 0 n - 0

1

(es parte de la hipdtesis que esas series convergen-

te: para todo z € D(wo,e) —'{wo}),entonces
= = - = £
bn a,y CIl a_, para todo n Ty b0 a
COMENTARIO Y NOTACION: L, alz-e )" significa la suma

de las dos series:

[s's] co
 oa (z-w )" y 2
r=0 ©* g n= (Z—mo)n

. : + g0 n .
Las series formales del tipo ) a X se llaman 4enies

— 00

de Laurent. Se puede hacer una teoria de estas series muy pa-
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recida a la teoria de las series de poténcias desarrollada en -
el Capitulo 1 y definir dominios de convergencia etc. No lo -

haremos aqui para no alargar la exposicidn.
DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1:

La demostracién de este Teorema es similar a la de la Pro-

posicién 7 - (a) del Capitulo 6.

Sean & y # dos nimeros cualesquiera tales que 0<% <4 < i ;.
1 1° 0

Yy sean y,yl: [0,2m] - @ los circuitos:
vy (o) = 0 + ne*?
0
y (0) = w +x '@

1 0 1

Y ¥y vy, son Q - hombétopos (La homotopia es ¢: [0,2Zm] x [0,1] = Q;
olo,4) = w + [(1-8] r+sn:] el
0

Del Teorema 4 del capitulo 6, resulta que si w€ Q-—(YUY1)5

((T{w,y) - I(Y,wl)) flw) =

- J b2l g . 1 f §12] o

7274 zZ - 7T Z-0

Del Teorema 3 del Capitulo 6 resulta que:
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0 5L w - W > n
0
I{w,y) = <
1T 84 lw - wc| < K
(
0 54 Jw-w | >~
0 1
I(m,yl) =«
1 AAL w - W < K
0 1
entonces:
1 84 n < |wmwy] < oA
1 4
I{w,y) - I(M,Yl) =
0 en los otros casos

Sea entonces w tal que £~ < |w-w | < 2. Para todo entero
1 0
N =1
9 N .Lmimoln
— = I + Aylz)
= N
Z-W n=O (Z"U} ]n+1
. N (z-w )"
e = = R 9 - Bylz), donde
Z-W H=O ( - )n+]_
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(w_w‘ )N+1
Am(z] = 2 B (z) = -

: (Z-w0)N+1(z-w) N (w-mO)N+1(Z—wl

; +
(z-w )NF1
0

en la inte-

iy . . 1
Vamos a substituir la primera expansidn de o

gral J ﬁi;%aéi y la segunda en la integral J
Y

N
1 §(z) ) PR S
e J zow 97 ° . lw-w )™ 777

J glz) dz , 1 J §lz) A lz) dz
Y

_ i K ol | 7mL
y [z wﬂ)
; N
1 §(z) o 1 1
2L f Z-W dz = ni,o e }Il+1 Znd

. J 6(21(2-w0)n dz - JY f(z) By (z)

2Ll
Yl .
- l.. 4z s
Si an = 7?Z'J g__ﬁi_%xT,dz y a_,* J 6[2)[Z-m0) 1 dz,

Y (2'@0) Y,
T il ((z) ,
para todo n = 1 vy a = 7z [ (é_MO, dz, entonces:

(w) = : i T I 4 gl s

flw) = 2 a lo-o T
1’l=—N—1

[ gtz agta) dz + o JY B.(2) §lz) dz
% 1

para todo w tal que £ < |w-w | < 2 y todo entero N = 1.
1 0
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De la propiedad (2') del Teorema - Definicidén 1 del Capi-

tulo 6:
?%Z-Jy §lz) Aglz) dz | <n sup {[§(z) A (z)] ' |Z_w0| = #}
?%Z'JY §(z) B (z) dz | < n o sup {|4(z) B, (2] ] ‘ |z~m0[ =1}

1

Sea M = sup {|§(z)|

# < |z-w | < 2}; Como el conjunto -
1 0

{z | n < |z-w | € 1} es compacto M < + =,
1 0

Jw-o |¥F lw-o |¥F1
[A_(z)]| = : < u Si |z-w | = 2
i [z-m0|N+1]z—w| nN+1(h—lw—w0[) 0
lz-w |N+1 % N+1
|B. (z)]| = 0 < 1 Si |z-w | = &
L | w-w |N+1|z—m| | w-w |N+1(|m-w |- ) :
Q 0 0 1
Resulta de alli:
o
- §lz) A _(z) dz | <
oy i nN(n-|wvw0|)
2 N+2M
=7 §lz) B _(z) dz | <
‘ Ty i lo-0 [T (|o-w |- )
1 0 0 1
Como noo< |w—m0] < K
1
1 1
LLm . j §(z) A _(z] dz = £im H— J §(z] B.lz) dz = 0
N Ind N . 2L - N
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De alli resulta que para todo w tal que

A A R
1 0
+o
flw) = = a fwew 17

Ahora vamos a demostrar que los a  no dependen de nl o .
Sea p tal que 0 < p < & vy sea Yz: [0,27] » @ el circuito -
0
vy (o) = wo* pe'? es ficil ver que Y, es (2-{w }) - homdtopo a
2 0

Y ¥y a yl (las homotopias son:

o: [0,27] x [0,1] - Q - {wo}

olo,5) = w + ((1-51% + sp) ¢*°
v @ [0,2m] x [0,1] + Q - {mn}
wlfo,A) <o + ((I-a)fz1 + Ap) eiG]

Del Teorema 2 - (b) del Capitulo 6 si n = 0

PR Jd(z] dz _ 1 J glz) 4,
v |

n 2L e j ot Ind |, pogy JBFE
' 0 )
q J fﬁﬁ(wh+pe;q) v (o) do
a = =
n 7ni . (s +p€lc-w ]n+1



) 1
0 s5ea a—ﬂj‘

1
mA

wn
=
=
L%
2
(]

7%2 J 6(21(2-w0}n"1 dz = 3

Y
1

: j flz) (z-w )°7 de

YZ

2T

1 io n _+inag
2, * 7= J ﬁ(w0+pe ) o e do
0

Entonces para todo p , 0 < p < no y todo n € 7

2T 6((1)04'0@10)

n
0 P

-1nag
do

e

. = 1
n = 7y

Como para todo 2 , nl tales que nl < & < n vy para todo w
0

e n
(w-w )~ converge y su suma es

tal que & < |w-w | < &, a
1 0 n=-%« n 0

§(w), entonces para todo w tal que 0 < |w—w0| < no

§lw) = I an(w-mo)n -

n:_w

Esto tiene las .siguientes consecuencias: las series =

=11

1 w=-w n
! 0

)° convergen para todo w tal que - -

143

n=0 an(w—wo né
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I s %
a x tiene un radio de -

0 < |w-w | < ~ entonces la serie o %y
0

0

=]
1ne-8

18

z § . & n . .
convergencia mayor 6 igual a & vy a_pX" tiene un radio de -
0

n=3

convergencia <« (Ver Corolario (b) del Teorema 1 del Capitulol).

(b) Para todo z € D(w ,e) z # w
0

- o0 n .
Entonces basta demostrar que si nz a X es una serie de

— 00

Laurent tal que existe un disco D(0,e) tal que ;z_m o z% = 0
para todo z € D(0,e), z # 0, entonces a = 0 para todo n € 7.
£ ® e

La convirgenc1a para z = 7 de néO o EH implica que - - -

Sup {| «. £ | n= 0} < + » , ademds tenemos la convergencia
] n n
4 ~ _-n
_ E o0 8 - -
para z = % de n£1 R lo cual implica que
n 8
¢ ox a_ &
Sup { | nn | n=0} < + o
£
En o ngn
' - =
Sea M= Sup {] a *§| n =0}, sup { | = | h 1}
2 E:
n n
o | < 2 sL0m =0 [ | <M E sin>1
n n

Para todo z tal que |z]| = %—yparatodo entero N = 1:



~ B0
[o'0) (o]
| = a z'| + | I o 27 <
H—N"‘]_ B Il=N‘+‘]_ -
% n n © n n
n=N+ g 4 n=N+, g =
oo oo
= M [: ) AR —%f ] = ;{
n=N+, 2%  n=N+; 2 g

Ahora si los a_ mo son todos cero, sea ¢ € 7 tal que aq#:o

Escogemos un entero N > g tan grande como para que Sse cumpla.

H o th| et 5 N-1 24t

g1 44 lo |e?
4 |
tomando z = % = D(0,e), de im o z% = 0 resulta que:
n=-w “n
i =] o0
z o z%| < z oz # z o_ 278 <
n=-u " n=N+, O n=N+,
o
Mool L e?
AR 2 49
Sea I la integral:
1 4 n e? ino -iqo
TT_]:I (Z O(.n_ne }2 9 dU
0 n=-=-N 4

de lo anterior resulta:
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pero:

2 T

+ ...n .
T = %F % o B J tn-a)o 45 . g E_ 3
n=-N 44

Esto resulta del LEMA 1 que demostraremos a continuacidén y se -

tiene finalmente que

lo cual es una contradiccidén y por tanto a s 0 para toda n.

2T

LEMA 1: Si k € 7, k # 0 J et 4o = 0

0

DEMOSTRACION:
2T
Supongamos que J etE0 g = 1 # 0, haciendo el cambio -

0
de variable o = o + o con o € ®&:

2 T o M=0QL

I - f QKT 4o - J eik(o+o¢) do =
-0,
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2 TM=0Q 2M=0Q
. i
e1E0 gy = J e S
-0 0 '

0
+ [ e 4o
=0

Haciendo un cambio de variable ¢ - ¢ - Zw en la Gltima in-

tegral:

0 - Z'Tr .
J elkd do J e1k(cr--21r) do =
=-Q 2TT=0

2T
= J %% dg
2M=0

(esto pues ezwi = | ver Capitulo 5 del Teorema 1 - (e)), de - -

alli:

J elkG di = J e1kU dG +
-0

2T .
¥ J 059 dg = 1
s TT—0

.Y por tanto I = elka I como o es arbitrario y k # 0
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SECCION 2: Polos, Singulandidades esenciales, Teornema de
Riemann.
TEOREMA 2: (Teorema de Riemann)

Sea §: £ -+ € holomorfa y sea w € € - Q un punto aislado
0 )
de ¢ - 9. Si existe un disco abierto D(mo,e} c QU {wo} tal -
que ¢ sea acotada en D(w ,e] - {mo}, 4 tiene una extensidn ho-
0

lomorfa al abierto U'{wo}.
DEMOSTRACION:

Por el Teorema 1 - (a) existe una serie de Laurent - -

nimw an'xn tal que si Diw ,ho) es el mayor disco abierto de -
= 0

- bl i n
centro w contenido en Q VU {w } nﬁ . an(z-w )" converge para -
0 0 == 0

todo z € D(mo,n ) con z # w , Y Su suma es §(z); Ademids para
0

todo p , 0 < p<ir yne€7z:
0

2T ‘6((1} +DQ16}
0

oo 4 e”110 do
n 2m n
0 P
Si M es una cota para § en D(w ,no) = {mo} tomando - -
0
< p < e la, | < J% ya que
P

ﬁ(wh+peigl

n
P P

g—ind g_jt
n

entonces por Definicién - Teorema 5 - (2) del Caﬁitulo 6:
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' El
) _L 2T ﬁ(ﬂlo"'p?- ) -ing d
'anl 2m n ¢ d <
" P
2T
< 1 J Mo M
2 n n
0 P p
Sin< 0 la|<inf{|o<p<el=0o.
p

Resulta de alli que a = 0 44 n < 0 y por lo tanto:

§(z) = ¢ a (z-w )" para todo z € D(w ,e) - {w }
n=0 n 0 0 0

Si §: QU {w } » ¢ es la funcién
0

flz) 34 z # w

ﬁ%(z) = <

AY] i = a
¢ es una extensidén holomorfa de §.

La demostracidén de este Teorema da como resultado el sigui

ente Corolario.

COROLARIO: En la situacidn del Teorema 1. Si a_. = 0

para todo n = 1, { tiene una extensidén holomorfa a Q V {wo}.

DERINICION 23



- 315 -

Sea {: @ - € una funcidén holomorfa

Y sea w una singularidad aislada de 4. La serie de Lau-

L o T .
rent ni w & X7 que representa § en w por el Teorema 1, tiene
2 o

n

a. # (0 conn < 0 por el Corolario del Teorema 2. Si existe - -

g < 0 tal que a, = 0 para n < g y a

q 7 0, ma es llamado polo de

§ de orden g.

Si w es polo, y esto es si existe una infinidad de a * 0
0

con n < ¥, w o es llamado punto singular (6 singularidad) esen-

cial.

PROPOSICION 1:

Sea §: Q@ » € una funcién holomorfa no nula y sea Z el con-
junto de sus ceros. Si %: Q - Z ~ ¢ denota la funcidn holomor

fa z » KT%T , todos los puntos de Z son los polos para %.

DEMOSTRACION: Por el Teorema 1 del Capitulo 3, el conjun
to Z es aislado en . Resulta de alli que si @' = @ - Z, to-

dos los puntos de Z son puntos aislados de ¢ - Q'.

La restriccidén § de 4 al abierto 9 - Z (Z es cerrado en Q)
es holomorfa y no toma el valor cero. Resulta de la Proposi-

cidén 5 del Capitulo 4 que ; : Q' > & es holomorfa.

2 7 n 3
oA a X la serie que representa § en -

S e Z
ea w, y sea n

n

w . Como'w es un cero, a = 4w ) = 0. Sea g el entero = 1
0 0 0 0

tal que a =0 44 n<qy a, # 0 (Teorema 1 del Capitulo 3).
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g

Sea R el radio de convergencia de a. x" y sea h: Dw%,R)+-¢

0

n

la funcidn:
o _ _ n
hiz) = E a +q(z wo) 5

por 1la Proposicién 5 del Capitulo 2, h es holomorfa.

Ademids existe un disco Dfw ,e) € Q tal queﬁ(z)='(2ﬂ%)qdﬂz]
0

para todo z € D(wo,e).

Como h(wo) = aq # (0, existe un disco D(wU,N} < D(wﬂ,s) tal

que h no toma el valor 0 en D(wo,N]

De la proposicidén 5 del Capitulo 4 si h es la restriccidn

de h a D(mO,N}, % es holomorfa en D(w ,N), entonces % es ho-
0

lomorfa en P(w ,N)-{w } ¥ % . S » %
0 0 (z-mo)q h

@ .on i 1
Sea L. b x7 la serie que representa — en w , entonces 7
0

n=0 n
. ] n
es representado por la serie nglq bn+q X' en w y por lo tanto
w es un polo de l.
0 8
TEOREMA 3: (Weierstrass Casorati)

(a) Si w es un punto singular aislado esencial de la fun
; n

cién holomorfa §: © -+ €, entonces para todo nlmero -
o € € existe una sucesién‘{wn | n > 1} de puntos de -

2 convergente a w 'y tal que %iﬂ ﬁ(wn) = 0O.
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(b) w es un polo de § si y solamente si
. )

DEMOSTRACION:

(a) Sea DP(w ,e) un disco abierto contenido en Q U {wn}. -
0
Vamos a mostrar que para todo n entero > | existe - -

€ 3
w € D(mo, H) {wD} tal que

lo cual implicari (a).

Si un tal punto w no existiera para un n, entonces -

para todo z € D(wo, %l . {wo},
| flz) -0 | >
Sea g: D(ma, %] - {wo} + &€, la funcién
glz) = s
como § - o restringida a P(mo; %) -'{wo} es holomorfa

y no toma el valor cero, g es holomorfa (Proposicidn



(b)

= S18 »

5 del Capitulo 4); Ademds |g| es acotada por n, y -
por tanto por el Teorema 2 tendremos que g tiene una

extensidn E a D(w , ). Ahora § =q+Len Plw ,5) - {w },
0° N E o n 0
y por la proposicidn 1 - tiene un polo en w o enton-
, g
ces § tiene un polo en w 1lo que contradice el hecho

que w es una sigularidad esencial, y entonces para
0

a - I_
todo n existe w € D(mo, E) {wo} tal que
| §lu) -0 | <L
n n -?
0 sea Lim flw ) = ¢
n--co n

CONDICION SUFICIENTE:

Si o es punto singular aislado de ¢4 tal que - - -

gém |4(z)]| = + o entonces por la parte (a) w o
FASIONY
puede ser esencial y por lo tanto w es un polo.

0

CONDICION NECESARIA:

<0 .
Sea w un polo de § y sea n; , @ x" la serie que re-
. 2_

presenta 4§ en w ; En el mayor disco D(w ,%2 ) conteni
0 0 0 —

do en U {mo}

flz) = & a (z-w )"

(por el Teorema 1)



por la proposicién 5 del Capitulo 2 h es holomorfa y

hiw ) = a , COomo
0 -q
£l h(z)
(z-w )9
para todo z € D(w ,2 )] - {w }

3

§z1 | = LEE=LL

lz-w |®

lo cual tiende a « cuando z tiene a w .
0

DEFINICION 3: Sea Q un conjunto abierto de €. Se llama -
funcidén meromorfa en Q una funcidn § tal que existe un conjunto
Zcq, aislado en @ tal que { sea definida y holomorfa en Q -2,

y que los puntos de Z sean polos de §.

NOTACION: Notaremos M(Q) el conjunto de las funciones -

meromorfas en 1.
TEOREMA 4: (Teorema de Lindel @) .

Si Q@ es un abierto conexo, existe un isomorfismo candnico

del campo de los cocientes de #(Q) sobre M(Q)

DEMOSTRACION:
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Como Q es conexo, ¥(R) no tiene divisores de cero (Proposi
cién 1, Capitulo 3). Entonces por un Teorema conocido de Alge-
bra*, #(Q2) se sumerge en su campo de cocientes k(Q). E1 isomor

151 it
p: k(R) - M(Q) ,

es definido de la manera siguiente: Sea {|g€k(Q), §,9 € X(Q) y g
no nula. Sea Z el conjunto de ceros de g. Por el Teorema 1 -

del Capitulo 3, Z es aislado en Q.

I o . ) ‘ (z) |

w(g) sera la funcidén definida en @ Z por la regla T

Por la proposicidn 5 del Capitulo 4 esa funcién es holomorfa en
- Zy de la proposicién 1, se sigue que los puntos de Z son -

polos de esa funcidn.

Es bastante claro que ¢ es homomorfismo de algebras e in-

yectiva, y un poco mas complicado el ver qué Y es suprayectiva,
SECCION 3: Resdiduos, Teorema de Los Resdduos.

DEFINICION 4: Sea 4: 2 - ¢ holomorfa y sea w un punto -

singular aislado de {; Sea £ a x" la serie de Laurent que

n:_DO

representa § en w . Se llama residuo de { en woy se denota -
0 ;

- - oo %
por Res (f,w )] al coeficiente a de la serie nE o @ X
0 =1 i

* Este Teorema puede verse en el libro Algebra Moder-
na, del Autor Herstein (pdg. 123).
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El siguiente Teorema es una generalizacidén del Teorema de
Cauchy y de la férmula de Cauchy.
TEOREMA 5: (Teorema de los residuos).

Sea @ un abierto, Z un subconjunto aislado de @y - - -
§: @ - Z - € una funcidén holomorfa; Si vy, Yl: [a,b] > Q - Z

son dos circuitos @ - homdtopos entonces:

7%2 J §lz) dz - 7%3 J §lz) dz =

T ¥
1

=% (Iw,y] - I(w,yl)) Res (§,w)

COROLARIO: Sivy: [a,b] - Q@ - Z es un circuito @ - homdto

po a cero:

I -
e JY $(z) dz = wéz T{w,y] Res (4§,w]

NOTA:

Por comodidad demostraremos primero el corolario y algun -

lema que se necesita para la demostracidn del Teorema 5.
DEMOSTRACION DEL COROLARIO AL TEOREMA 5:

Es consecuencia inmediata del Teorema 5 y teoremas vistos

en el Capitulo o
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LEMA 2:

Sea §: @ » € una funcidén holomorfa y sea w un punto sin-

gular aislado; entonces existe una funcidén holomorfa:
he € - {w } »- ¢,
0

tal que la funcidn:

_dh _ Res(f,w)

6 dz Z =W
0

holomorfa en O tiene una extensidn holomorfa a U'{wo}.
DEMOSTRACION DEL LEMA 2:

0

n .
Sea _% a_ x la serie de Laurent que representa { en w
0

li=—co n
Por el Teorema 1 - (a) 1la serie nz a_ x" tiene radio de con
2, Yo
- 3 - - et -
vergencia «. En consecuencia la serie ¢ = nko %_noo x® tiene
un radio de convergencia «. Si ¢ es la serie
1
o & N do
i —n-2 n+j i - .
Lo X SR
n=0
y por la proposicién 7 - (a) del Capitulo 1, o tiene radio de

convergencia .

Sea p: € » € la funcidén holomorfa suma de la serie o (Pro

posicién 5 del Capitulo 2).
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Sea h: € - {w } - € la composicién de - p con ij , 0 sea
. !
0

" (1 ' &
hiz) = - p(z_wal para todo z € ¢ {mg}
dh dp 1 1
(z) = ( )
H’E H-E Z'(DU (Z‘UJ )2
dh(2) - 3 a___ z-w )P —L .
n=0 = 2 0 (Z-wolz
= a (z-w)7"
a=g
Por el Teorema 1 - (a) existe un disco 9h%,n£ c RLJ{wo} -
tal quepara todoz€ Dlw , 1 | -'{w0}=
co - 00 - a__l
jlz} = nEO a lz-w 17+ nig a_ lz=w 177 + =y
entonces si z € D(mo,no} , Z F W
_ C”/l G{_l _ e n
flz) - g7 (2) - == L a {z-wa)
0 n=0
dh %y

Por el corolario del Teorema 2, la funcidn 6”'35 o
, 0
tiene una extensidén holomorfa a @ U {w }

0

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5:
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Vamos a suponer para empezar que Z es finito - - - -
Ze5 A 3 W s aswas ,wd}. Para cada k, 1 <k <d sea %J a -{mk}->¢
1 2
la funcién holomorfa que el Lema 2 asocia a § y a w, y sea -

g: @ - Z » ¢ la funcidén helomorfa:

d  Res(4, W, )

Z-W
1 J

)
n
S
i
o e
Q.
N L‘_l.:

1 J

dh
Ahora como vy y yl son circuitos en @ - Z, e tiene la pri-
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mitiva hk en € —'{wk} D Q - Z resulta del Teorema 5 - (b) del -

Capitulo 6 que:

para todo ko 1,8, ¢ vew il

Como g tiene una extensidén holomorfa g a 2 y v, y, son 2 -

hométopos resulta del Teorema 2 - (b) del Capitulo 6 que:

d
= I [Ilw,y) - I(wk,Yljj Res (§,w, ]

En el caso general sea ¢: [a,b] x [0,7] - Q@ la homotopia -

entre v y YI. Como [a,b] x [0,1] es compacto,
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k = ¢o([a,b] x [0,7]] es compacto.

Sea #(k) como en el Lema 3 del Capitulo 6 y sea £ un nlme-
ro cualquiera tal que 0 < & < & (k). Sea o = i Dlw,n) vy -

k(x] = wgk Dlw, )

o es abierto pues es la unidn de abiertos y k(x] es compac

to por el Lema 3 del Capitulo 6

k Co Ckir) €@

Como k = ¢([a,b] x [0,1]), v: [a,b] x [0,1] = o es una o -
homotopia entre y y Y, k(xn) es compacto y Z aislado en Q en--

tonces © N k(x) es un conjunto finito.

Sea Z' = Z ngc Znk(nr), entonces Z' es finito. Podemos
aplicar lo que hemos demostrado en el Pirrafo anterior, tomando

Z=17"y Q= o0y la restriccién de § a o - Z', entonces:

Vf%z J §(z) dz ;-?%I f §(z) dz =
Y Y1

= & Res(f,w) (IT(w,y) - I(w,vy 1)
wez!t 4

Para terminar la demostracidén basta mostrar que:

% Res (f,w] [T{w,y] » Tlw,y 1] =0
WEZ-Z! 1



Mds si w€ Z - 2', w¢ o (pues Z' = Z N o] y entonces - -
g C¢& - {w} y como y yy son o - hombtopos ellos son (€ - {w})
1

- homdtopos y como la funcién z - E%J es holomorfa en ¢ - {w},

por el Teorema 2 - (b) del Caﬁitulo 6

Flw, vl ’zTTr_,LJ 7 w0 -
Y

o1 dz _
T Ind JYl z-w Ilw’Yl’

Con lo cual el Teorema queda demostrado.

Mecanografiado: Mirna Ocampo Fdez. con
ayuda de Espinosa M.L, Valdez P. y Zara
goza A.



