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PROLO GO

/4 ;. _‘ , ’
£l E’SP!H?[(L divino enconitro
un escape sublime en ese pro
digio del onalrsis, en ese por

Jento del mundo des], en e

Se @n]ﬁr'b/b entre e/ ser y no ser,
al ecusl Jlgmames s raiz ima
ginaria de le unidad neﬁvaﬁ'
ch ) Ia

/\E’t'éﬂl'i‘.

Fsis  cpinion vertida por lechbniz en /7753{,
;r&ncamen%e tferneraria |, era res/mente wuns opz'—
PIon gp%;‘m/;s%a en el medio malematico de U _CJ.
poca.

Los cormple)os  Sparecen 9/ls ’por/e/ 519 1o
XV /Dem Nno s SH0o ﬁ@s?’a a’es/ﬁueé e =8 St-
9los que Jfueron ACEPTADOS como un KECURSO
TECN/CO. Gérf@menzz() ?ae corn 133 a/;gr}de/b—
nes de Q/?&nd , Gauss Y LHamiltor <se desco-
rre el welo de misTerio ?ue rodeabs & estos

numeros , pero Solo en el ferreno pormal ; ésto ro



(1)
sf'j?n/f/‘COI de /7/’/75/)/767 /NINErd ?ue /oS Com’p/e oS
Lueran dce/p/o?a’os por Com/O/m% entre los mate
m&fvzf'co,sj Nl mucho  mMenos ?ue pueran  compren
didos . Todowvia en el J{?/O TIX muchos motems
#rcos ggjguzévn considerando & las  complejos cemo
entes abominables ( ver Pa'ju'nas /¢ 4 )57)

Oueremos cer e’:SzZo senalar gue e/ conce/m% cle
numero (omp/g'o es d/]'c/'c// de entender. Mo en
bolde dordaron anto //'em/ao en ser C?CQ/U/LCPO/OJZ

Muestro interes &/ oborder este Hems es el de
lratar de encontror un enfogue  en donde gparez
AN cle und manerd clere g ratare) los nume-
/oS comp/e 0.

Hermos par%ﬁa’o de lgunes dess, entre /@S

’ . ][
cuales [los mas  rmpor ontes son :
A) Creemos que pIE optender cobs/men-
le Jos maltematicas &’/Dc?f“Izé' de comocer

SU edizf'd_civéc//‘a /'/)74?/“/?6?) /’)dﬁ ?ae SSRES —

dx'gajmw/o 55/ — de ddnde vienen y hacls
donde ven , de donde surgen y para gae’

SITVEN .
Hernos niciedo e/ %f@bc_?/'o con un

bos guejo el desarrollo historico de /os

ndmel’os Comjplf_?/bc SOSUS or/"yer)ec K /oS



(L)

r&SOr’“?[GS cloves de su desarrolo . 77'&/&/770.9
de hacer ver gue A RPRRICION DE 108

COMPLETOS SE DA EN TERMINOS DE UN
PROBLEMNE MERAMENTE MRTEMATICO : /o so
Jucion de ecusciones c?‘/yebr@/'cas, Orrm em
b&@o éfsizo ne pfue \sujf*/'cz'énfe /Oaro? que e
desarro/lasen g e gceprasen . Fueran pro-
blemas puers del campo wbstracto de /as
mafemcs:%/'c&S, ?ae rega/'r/'ex’OH el concur
SO de Jos Com/D/?/bS, os que hicreron
gue  puesen reconocidos pero no de/ Ho-
dlo (omffend/dOJ. Esto e Jleve' das -
3/05 , CO/TIO ﬁ& hermos sensledo. L /;@/’:
Jp forma// 5 constraceson /c?/'ca dle /os
Com/v/f/'dé‘ viene &/ ;0/'/75’/ de todo este pro
ceso. |

Queremos senalar Que [as  otes His-
foricas en /os d/;f”erémlea Jextos | usus/
memze solo citon el Ju/y/'m/‘@nﬁ de /os
complesos , dejando i lector [a impre-
sion de '?ae este volo hecho 50757[0//05?
[ &C@D?zcw‘/os Y emzender“/oa

Los (oncelofos matemnalrcos sorn el

resulfodo de ung sere de abstracciones.
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& poso de un nivel de shstraccion 9/
siquiente por /0 yeﬂef&/ frene su origern
en lo imposibrlidad de resolver deter
miNados /pfob/ema.s_ Creemos Que Jos con
cep%as Son IS )pd/c/' Imente entendibles
er /6) medrda cfzge S€ conoce e/ /Jroceo‘o
de <su desarrollo.

For otro lado L en el mismo desarrollo
historico hemos senalado slgunos de Jos
pmb/emas concretos que reguirreron o/
uso de los com/p/ey'os Yy gue /Dro,b/'cz'arm
su  desarrollo. En esta paw(e nos  hemos
encontrade con un pfob/ema serro .Juce
de que, por gemplo, en Hidrodinem/rcs
clertos /DFOb/é’D’?c'?S flevan & determinadds
ecusciones en derivadas /acaro‘d/es. De
@?w’, cle glguna forms, e/ /orob/ema ge
C/escom/bor)e en otros mas \5,‘mp/es,¢mo
de los  cuales es evalusr crertos inte-
grales | 4 &gu/' es donde Jurgé /a necé
sidad de ulilrzar ndmeros Com/?/e/'os_
Furdenternente ) estd /D@rfe solo es It -
aa g o desarrollade en el Zﬁwgaejb PS5~

Lorico.



(%)

)Dosfer/brmem[e, en el desarrollo del
rabsjo vamos seAslando s relacion de
los com/b/gbs con 18 Solucion de ecus-
- crones &{gebfd/tc?s . s //'m/'/c?éfb//J que
hene e/ %/@bcy'o es 5o contener S L~
cren tes @p//‘cacfones, limitacion que hu
biesernos guer/do evitar, pero que por
diversas rozones po pudimos. Fsto de
ninguna  (Maners SIgnIFIcs  que 1o se pue
da hecer  al contrario es /Jo._w'b/e g de-
seable /ﬁresemfar d’p//'Cd?cz'ones neluso
puers de /o materndiccs. Fre los intere
sados en esto /,ooa’emo& recomendar <
J. Budden . Mumeres Complesos . £d. Alhem
bra S.A4. (/9?/), cfnge condrene uns buena N
hided de ap//c&czbnes o ramas 7ales co
mo /’//eca}n/'ca/ Electricidad , Lerodinamt-
o g Geomet'a.

ﬁ) Creerrios gzue los cor;ce/o:lo.r ﬁueden
ser /me/por gsimiledos cuando se pre-
sentan como surgidos de necesidades
95/090;[‘/‘(&5 — gue sdemras como Y he
/7705 C//'Cholc‘w// es corne  hHorn &urgf'do

— esfo pefm/'/e /,O/C:m%eaf objetives cle

7



()
05 pare un cUrso. , es base & los cUI-
fes  pueder @/_aarecer de uns maners
clore caminos pare su solucion. Je es
/5 menere cada conce/oz‘o , cade  pIso S

ofro nivel de cib.S‘?Z/‘d?CC/'o}n/ coda resul-
/ddo) Liene und rozon de ser. £&n /o con
crefo Jratemas de partir de & inturcion,
de lo inventiva de los estudiantes, Al
7ES de emﬁ/ea/‘ /4 deduccion.

Una /Ofé?,CILfCé? usual es la de pre-
sentor los femas en su rorms ocabg
da , con dn enpogue netomente de -
ducle/':/o,j en dodo caso se den SlgunNas
c’.?fj//'C&C/d/)&S‘ de (& Jeoris. Una mg/y,m'e-
Jud externsds por UCNOS éj%adl'&/)?zé’\j’
es /g de que no enlienden las degrins
ciones, Y no asta’ en derminos pormales,
S/ /70 que no entiender o ?ue /7:95: detro's
de la c/ech'n/‘C/'ofr) s en comnseclenci® /o S
mo sucede con los feoremeas derivedos
de /as depiniciones .

L el ceso de/ for@m/’)zze trobs)o
hermmos o,b%c?do /70/“ /presenzz@r e/ /pmé)/e-

ma de /s resoluciorn de ecuaciones -
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jeb/’c?/'c&es, Y ,aar:l/'cu/@rmen/e la resoly
clon de ecuaciones @{gebr@fcds de gro-
do Jres,. corro hilo conductor de| Fra-
50/}9 ) esto es, hemos Jorrado el /pmb/_e
ma  histsrico c7:;a€ dio’ /uyar &) SUr-
3/'/77/19/7710 de Jos cam,b/g/'o\? .EV{den%e-
men/e e/ m/ﬂo?,ae no es el ed%rz‘cz‘@mep
fe b/s/a}/'co,yd’ que , co/mo hemos dicho
en el pum[o (A) el desarrollo historico
/prmen%@ /ﬁmb/emas letnrcos delicaodos.
Sin embargo, « /yar#/‘r del| problema de
la resolucion de la ecud cion d’{gebra(—
c® de 3&90)0 tres | /podemos coms Fraclr

Iodas lo deoris de los humeros com-
/b/to/bs de wune maners “ndtural ' sro

embargo hemos tenido el cuidodo de
hacer ver gue el desarrollo de los rcl-
meros  cornplejos, no hs correspondcdo

exactamente o este esquernds.

Oro &Jpec%o/ ga/'zcsz' Meros  /17pPor
fonte gue los @nferrores, es el Siguren
fe : en Slgunds Par%e_v hemos utilizado

perramients  no Slgebrolcd e5fo obede

ce & dos 1a82ones. U/?:? de ellas es
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?ue /Dm/gorcx'or)a @gumenzlo: /nturtrvos
que qyudan 9 entender mejor 15 pro-
blernatrca ex/bue\sf@. Lo otrea a5 el con
vericirmirento  de gue desde hace Hrem
po no  podemos hablar de /0/’05/6’/7’)6.5

paramemle &@ebra/‘cos — o de cac?/gzu/‘éf o
ke rema — wimno que ern ellos es /?W,O@f/d*_’?
le el concurso de ofras remas , no pode
/77 05 o‘za’op/c?/_‘ ure Sctitud ;Ou/"/;?izc? “ cree-
mos  Que  es Sl tsmente pro vechoso dr én
fogue multipecetico . Los /prob/emas la
codes con Ssterisco hacen uso de herre-

mfen/@ 20 necesan’amen%e csz/jvebr@/‘c@‘.

Estamos  concientes de que esle Arobayo
o esks scabado, que es Soleomente un P -
so en (@ a’f'r'ec.jc/o'n omrrba rndicads. [Br ofre
/@do) hemnaos @X/DL{&’J?ZO Jé/o c?{?d/?c?d /dess  de
nuesto fbum% de vists — ¢ muy wgzuema;l/‘cq

mente — acerca de ls emnsehanize de las ate-

matrcos. ¥

#* /Q‘{gumem‘os ma*:s. eleoborodos Fueden encontrarse en uns
reciente blicscish : Kline, M." £ Fracaso de la Hatemns'tr-
co [federna @j/o aXT , /1976.
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Queremos  senalar que en jener@/ asle es el
pumzo de vists del Grupo de Ensensnze de /95
Moternsticas de la Faculiad de Ciencios de /3
UNRIT , 4 gue no & solo de este grupo ,@smo
fambien de un buen numero de profesores

de malematicas no Solo de lo Focultad de

Crencras.

Zinalmente guerernos hacer pawze/)%e Que
bs /deas rectores de aste %rdlba/'o son el pro
ducto de un Jf&bcyb de eguipo g en base I
eXpeNénc/@J en el curso de ﬁ/_gebrc? Superior
T en lo Foculted de Ciencies de la CUMNAH. A

W/Jefbf/'c:/o;') de 6.5‘7[8 ‘/fci)bajb e&%qu & @Go

de los profevsores Jefperson €. King L. J Hurp

berto Madrid de la Vef@.



CAPITULO T
Desarrorio HisTorico

Los numeros c'magc'r)am'os sparecen por /_‘)rc'—
mera vez en la solucion de ecuaciones de sequndo
q fercer grado, g prnes del \sfj/o XV Y /orc'ncfpc'os de/
XV, €n esos #z'empos /o resolucion de ecuaciones 2/lge

brarcas era uno de los ibrobfemas centrales de) 5I/j€’~

brs.

la ecuacion de se(g_undo 9rado se sabia resolver
descle J/'emﬁoos de los Griegos  por e) método dle

”C'omp/ezlar cuadrados ”j desde entonces solo se e
Solvia para e/ caso en gue e/ discrimonante era no
ﬂeyo')z’ivo. £n C3Aso Comlf&ffo Se decla Que /3 ecuscon
o #enc’a' solucion ¥ sz'm/o/emenrle Se OJEJQ&r?l&b&. /7/5?
ala e/ \sz‘j/o XV se dan cuenia que ,dungue e/ drs
crz’ma‘m;mle SeQ nega%/'t/o) /o ecuacion /ouea‘e lener
solucrenes Fungue ostas soluciones resultan ser en-

' 174 / /
fes desconocidos ; veamos como s esto :



£/ a/gebrals‘?ld Girolamo (ardano ,en el «
Pﬁ[u/o 372 de su libro Hrs Magna (45¢5)
resuelve e/ /Dmb/ema de "dividir /0 en
dos /Jari‘es Tales que Su pmduc}o sea Yo!
Quncywe dichos reales no 6’)’!67[6’{? (ardano
obtiene /a5 soluciones de la ecuacion x(10-x)
= c/o gue son S +#V-I15 ¢ S-vFi5 Y dice ¢
%/ac;endo & un lado [ss Horfures menta
les envuelias al mu#/‘}o//tdr (5+/-/5)(5-!/—75j
oblenemos I5- (-i5) =40 4 SU Suma evidente-
mente es /0.

En cuanto @ Il ecuscion de lercer gr&do (Hama
de tambien 1o cibica), se habisn resueltfo glgunos casos
io&r#/'cu/@fes pero no e habia encontrado un metodo
36/7@&3} Que pua'/‘ercp utilizarse P resolver Cé{cP/-
%u/er cubrca . Esto se /ogr& hasts el \53/0 XVT cusnm-
do los matematicos Falianos descubren un proce-
dimiento pars resolver ecuaciones del 74/50:

x‘5+/ox+<7:;«= T T £
DIC}?O ,proce dimiento Q/D/lCo?do g/ caso generd/ (1) nos

0’& /3 J/gu/en¥e expr&sxon p&ra /3 go/ac;on

x= St o) A ()7 + Y = S(32) % e L L)

¥ El PFOCEdIMJEﬂle /o mas%rdmos con delalle en el J/jwemle c(.;/g,%a_
/o pags 3¢, 35 .
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Ests exprecstofn shors se conoce como pormula
de (ardano.** Lun a:.sz', con este gran &gvance,
no se resolvia fotslmente el problema . (oo pode-
mos obServar en la expre\r/o’n (2), la wolucion so-
o /o podz’an caleulor cuando (%)% (Fs)7= 0.

Por g/'emp/o, /3 ecuacz'o;) '

YI_JEx -4 = O . (B
no 5 pudt'eron resolver pues la solucion que

da /o 7Do’rmu/o? de Cardano en este coso €s:
x= V2 v/ + Ja /il

2 3
Al caso en que (%)% (%} <0 le llamaron
CASO IRREDUC/BLE DE LR ECUACION DE TERCER GRADO,
£ Jas rolces de ndmeros /76957‘/'1/05 les /lamaron
) “& : ' ‘ bles | no solo
NUMeros zmaﬁmaf‘zo‘r o C/?’)/)DJ(. es ., /oue.s
no se concebia gue erz‘szlf'er@n nimeros 7ales

que su cusdredo fuers negativo, sino que nd

% ¥ Este descubrimients se debe primeramente al matemaiics dtaliane
‘Qaupro dle/ Ferro guwen no lo Pub/f(oz pero se lo comunico’ @ uno de
sus puptlos anfes de su rmuerte. .De‘spu_g:y de /o muerte de del
Ferro , dicho '/(::u/b;}’a rete’ & TEFfagh'a (uno de /los grendes metemaiticos
dolianos ) @ resolver una serie de ecusciones de fercer grado ;
BGrlsglia acepte g unes diss sntes de fa compe terncia /oyro’reso/uer-
lss. Yo en I3 camfoefena'a, Tortaglia reselvid' Hodes /las problemas da su
opornente en R horas. Posletiormente Cardano (Frojesor ae Firca y Hafe-.
maticss en Hf'/an) convencis a 7§f/‘a_9/fa ole que le cemunicore su des
cubn‘m;’enz“a . Tc?f'ltaj/t'o? &C‘E/DILO‘ Corn lo CDnd/'C!—a:f,- de Fue /o jdardara en
secreto , Cardane viole” e/ ocuerde y /o ,ouélr'co’ en wu (ibro "Ars Heogne Y
qungue en 241z Pub/:'ﬂ&c[an menciong Yods esh historra,



4
5&?0{:’9/‘5 se compren dian 71025//77@/77'@ los numeres
nega 7l/'uos.

Un srgumento inferesonte contra los ndmeros
neyaﬁuos (conocidos comro numeres fla):o.si) pue 0
do por Antoine HBrnsuld (1612~ 169¢). £/ cues-
Lrona 13 t'gu&/d&'d ~i = Y, diciendo 1 & Como
es gue und canirdad menor es & und magok
como una mayor es a und mener ¢

Todavie en el sglo XVl se Fensaba que
e/ uso de negatives llevsba a conclusiones pal
s3s. En el sigl XIZ De Morgan dice ensu libro
"On the study and Dr}ﬁ;:‘cal#e.s of Msth "z "dos
numeros (maginarias y los negativos frenen
cierla <emejan2d, ambos gparecen en /s olu-
LIS A ,orob!emas ’%’"? cndican glguna dncon-
scstencieo o absurdo'’ g lo L'[u\{?l('é’ con el si°-
juz'enfe ej'em Jo

Un padre Hiene $6 afios, su hijo 29,
z'z!ua:ndo el /.aadre %endra' el doble de it hi‘/};f

Resuelve la ecudcion $6+x= 2 (19+x) 4
obfiene X=-2 y dr&:e-?ue el resuitfodo es 3b-
surdo ya ?qe el problema esta’ mal P/an#ﬁ*c?do;
pues P/&m‘eado asi » o cuanto hace que e padre
Huve el doble de edad que uu hiyo 7 nos Que-
daria : 56 -x =2 (29- x) yen%bnce.r obtendria-
mos X=2.

Pero no 716!"616[‘0/7 &n dc?f\)‘e C&fﬁ%@ ?LA(‘_’ Pl-e_

cz;s&men}e cugndo dparecen numeros LMa gena-
2 3 ,

rios, o sea, cuahdo (?/1) * (’%) <O la cubica

Lliene 3 soluciones reales.™

¥ Ma's adelante, en 13 pag 33, demostraremos este resultodo.



)

For g/'emp/o) las soluciones de la ecuscion (3)
son : |

Yy, J3-2, V3 -2.

De fal porma que por un lado Htenien ex-
Fresada una Solucion de I ecuacion (3) en
ferminos de (maqinarios (r=vJ2+W+/m,-
Y por Fro l3do, dicha solucion /'Jporzosameﬁfe
tenia que ser real !

Es?le em'ﬂma §orlbre/7dz'o’cg /os a/_yebrc;sﬁ?s
del sg/o Ey /Dé'éo/mucbo %zémlpo anles de

gue /Dudr'ercm resolver/o.

En uno de Asnlos infentos por resolver/o se
dieron cuenis ?ue St O/Oeraban Jos c'mag:’n&rr'os
como numeros redles oblenlon una solucion :
A Lines del J{g/@ Y/ Bombellr (c?/yebrcls?[& (folia
no dz;slé}}ou/o de (ardano ) observs que

Vaxyaar = X EJ-1,

yd? ?ue
(247 812 (R T+ 6(F)7 /-1
= 22 M/~
= 2 £J/=ral’

por Jo que :
z=\/32+m+m= 2t /T a-ST=4 1
De esla manera en o?lgunos caS0S /oafavlzfcq
Jares  logran oblener une @iz res] operando
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con ndmeros "magqLnartos " como s{ puesen nume-
ros 'comunes y corrcentes

Mos encontramos pues gque hasla esle momenio
los numeros complejos (ésto es , numeros de le for-
ma O.+blf——11) habian apareado €xc/usf'1fé’m€n7Le en re
lacion con r&so/uc}én de ecuaciones c;?/f;ebrcn'-
cgs . / Prec&samemle es en la cubica donde sur
ge la necestdad de ‘nfroducir dichos numeros.
En el coso dreducible, la pormuls de (ardano
-gfem/b/’e nos da une exprwz’én qe esle 74/'00 :

v = Va+b/T + Ja-bV T,
Y Para oblener el real ﬁue nos represen?l& esta

expresion NECESARIRHENTE hay gque cwlculor ls

rafe cubtca de un numero comple/o.
fareciera  Qque este  hecho obligards & los ma
—z[emé#cé_s de [a e’poca e desarrollar estos 'miste-
riosos” nameros g &C@/of@r/o.s,' pues para resolver
el /)rob/ema de 18 rai'z cubice de un comple-
o ES MNECESARIAR sSu Eepresen}acfo/n ge@me’-

trica Jo de sus operacmne.s, o —al menos—

la represenfaczb;q po/ar' de un comp/ejb g el Feore
ma de De Mocvre * pero e’\s}[o_ no Sucedio ast’,

la razon ;und@mem‘a/ por /3 gue 10 /ograh
resolver Jafz'sycacfora'dmenfe el "enigma”de di-

x Ver CaP Ir, pag & - 7L
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chos numerocs en el cs{g)o TVUT os esencialmente que e/

e

grado de desarrollo y madurez malematica slcanzados
hesta ese momento no eran suficienfes. Reinaba en ¢/

espz?z'vlu de esa e;ooca ls actilud de rechazo no solo ha

cd /05 "(Ma_gz'nc?rt'as” Sl dombren hacla los NEGRTIVOS .,

Una muestra clara de esto es Ia Jagut'enfe
declaracion tipica Que hizo wun matematico ¥en
/1759 acerca de los numeros nega%r‘ros : "Sirven
solo, hesta dende yo soy (gpa 2 de Jjuzgdr, pars
embrollar foda 15 feorca de ecuaciones y pare
velver osturds g mols?Len‘o.ras cOSIPS ?Ae de manera

intrinseca eran sumamenie sencillas ... Se hubie
se deseado, por Jo tonto que las raices ﬂe?a}'ﬂ)as
nunea hubiteran sido admitidas en e/ a'/jebra o

que fuesen una vez ms's descorladss porgue s
ésto hubiers sido hecho, hay una buena razon para
‘magindrselo, /as objeciones gue muchos eraditos
g hombres (ngeniosos hacen hoy en dis o las com
pufacx'one.s cp/gebrac'ca: ... serdon descarfades. Es
verdad gQue e/ algebre o la se/tmetica universsal

es, en su Propes naturaleiq , und dencia no menos
simple , clara y paz de demostracion gue lo geo

metris !

Esfe rechazo hacia los nega%’vas} Qe les /la-
maban numeros "palsos’ [m/go.sc'b:'/c‘l[c?b& la com-
/Dféﬂélb;? y ace}p?l@czb;j de concep/LN tales como
la rerz de un numero negaﬁw, por lo que el
desarrollo de éstes "nuevos entes ” Juvo que es-

perar ; en pafﬁ'cu/@r, Su c'nfer’orez‘acfo}y jeome’_

¥ Baron Fronc's Maseres, miembro de la “Roysl Soclety” y socis de
“(are (ollege” en Cambridge . _
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Lrica se descubre hasla alrededor de /#00. Y pare
ello pue necesarco no solo /3 acepf‘acio'n de los ne
38*1'1/05 sino tambien su repr‘esemlacz'o’n en lo rec
t9 numerica

Tovreron gue %rénscurrc‘r maiS de 2 GLg/os /Dara
que los numeros compb/e/bs fueran @Cepfc?gjos y
comprendz'do: en su tolalidad. Para esho pLue ne-
cesario  gue dichos ndameros aparecieran en uns
multtud de Iorob/emas de diversa (ndole.

No fue stno hasta /702 que los (mMaqLnarcos
reaparecen chora en prob/emas de caleular (nte-
gra/es por el mélodo de praccrones parcza/es.

Porg'emp/o pars caleulor la M}egra}
dx

X< 1

necea{;/dban caleular s z’nilegr@/

el %
x4+ V=T

a ue
j ? ol % -1 i _ !
XZ+1 2V (If\f:l—' x_./_T‘)dZ .

Lecbniz y Bernoulld no vacilaron en resolver

este -A)DO ce c'mtegfa/es *F eph‘cando la regla del
/ogarizzmo S peccw" de /a 'con,ﬁu‘sz‘o/m ezzlsfem[e

% Ver mas adelante, pP3g /e

% % Bernoulld #fransporma ls infegral f—__qd;‘ en /.Z;b%d?t'-‘ T
=

(d-1) VT . 42422
2= YT la resuelve _medcam‘e foga-rnimo.r. De poso muesatra
lo relacion entre el fa_garu‘mo de un (meginario gy la Luncion

reo r‘angemle.
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acercd de /os nega%r'uos e c'magmarz'os, de +al 7Dorm«sl

que asle problems Jos llevo directamente @ tratar
Je DEFINIR LOGARITMO DE NUMEROS NEGRTIVOS
E - JMAGINARIOS .

Es ¢ntleresante ver como se nicia lo discu-
Jlb;’) ?ue g€ 36/’)8!‘6) 607[1‘6 A&lén[% q 5ernoa//c'
S| res/)c?cfo . &l segundo Jos%z'ene ?,ue s/ erz:wle
el /ogarc'zlmo de /os neg&fll'md (en el sentido de

. . d .
C%ae es Un rea/) /Due\sfo ?ae d;f' = ——5 ) mtemlras

que lechniz Sostiene que no (en el sentido de
?ue 28 cmagé'narc‘o), /ow?&?[o %?,ue St ex:ir:zx'era,
entonces 4 log (1) = log V=77, lo cual es obsurdo.

Durante 16 meses debaten por carla ests
d/}oerencza SN /ogrcar reJo/ver/a 5577.570@c¥on‘c9~
mente . Es hasta [1747-%9 que leonard Euler
/0gra extender adecuasdamente el concep%a de
/o‘gdrc?[mo p&ra neyc‘.’}/'m.? Y 'c:om/D/cg/'OJ/ pero
SUN //egar g entender ?Lue’ eran los nume-
s complejos. S EHBARGO, A pAIZ2 DE ESTE
PPOBLEMNA SE LOGRAN ESTARLECER UNA SE
PIE DE RESULTADOS CORRECTOS QUE MNO
PUEDEN SER OBTENIDOS TAN FAULMEMNTE
poOR OTROS CAMINOS.

Entre olras cosas se logra establecer la re-
. * 3
/&czon en?Lre la punuon exlbonencfa] y las ]Euncr'o-
nes 1’n30nome'¥n'cas de /a \sz'gaz'enfe forma : ol re-



/0

4
o . . d
solver la ecuacion diperencsl a‘xi.z"“_'f'—’o Euler se s
VTt -xJ=r
cuenle que 4= RCosX 4y y=e€ '+ e Sopombes

s
i s or /o que deben ser guales de GJIlU
soluciones , p ? XVT - XU g )x‘g:.f_‘__ o ¥ VT
conc/uge gue cos X = = 4 SO X & F=a
ol o ~ -
Tambrer De Mocure obliene (3 relacivn eptre los ver

senos (versx=1-cos«) X y 4 de R arcos quie estar en

la razon 4 @ "n", eliminendoz en Jas sagw‘en%e\r e-
euaciones -
/-22" 2% =~ 22"
- Ar 2t -2z,
En este resullaclo ests’ {}WPJI’CI'ZIC? /3 Jzolrmu/a de De
Morvre ; <e oblene -hacrendo ¥= /-cos® F = /-cosng,
Quien /a ;ormu/o' exph'c:'r[amem‘e pue Euler.

Tombien, lo actitud general gue existis de o-

mar s reglas derivadas de un caso ﬁganf/cu/w
g @/)//tcyr/o?s en general, cambey & raiz de és-
7o forob/ema T Ls /Drechs@menfe g /p@m‘/r de 1
confroversia Sopre /09@/“[7[0905 — 8 cual 6’9/'%0}67
los moTematicos ddrante mas de un 5/9/0-;2&@
nace el J@ﬂ%}'m(emlo de que o validez de los
NUMEros /789@71/1/0.5 4 (om/b/g/'os clebe ver de-
mos%r&da, no é’sumz'd@ B ?ue /35 /"69/@5 de o/be_

/“c?c/o}? con dichos humercs rec;,cu‘eren demos-

Fracion *%

* Esta achtud gue en el siglo XVIL es mas pronundada ,bosfen'or-
mente se le lNams "El principio de /3 permanena'@ de leyes ?[’ormaz'e.so

formas € ?Lu'va)en tes #

¥ * Zn el st'gfo VAT varies matematicos, incluso Aaplace, dratoron de de-
mostrar 13 fegle de las signos  para el frodu,cfo de dos numeros
negaltives ; procesaren . Ver F. (gjord, " History op hogaréthms Y Americon Mz
+hematical M'onﬁ:/y, XX | (1913), # 2, poag 34— €7,
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A raiz del mismo prob}ema de ch%egrda'o/n por
praccrones p@rcza/ea se llega &l resultado de gue /o
c'mlegrd/ cle aud/gw‘er ]Du/?cz'o}n racional se puede ex-
/Dredar en ferminos de ol Luncrones %rf'gonome’r/r_c‘
&N Y /Ojﬁc?rz'/mt'cc?s. )'//puea%o f%ue e) denominador
puede ser cu@/?w'ér po//'/;om[o, o demostracion de
dicho resultado depende  dle/ hecho de que CUAL-
QUIER POLINOMIO CON COEFICIENTES REALES PUEDE
SER EXPPESADO COMO PRODUCTO DE FACTORES Ll-
WEALES y CUADPATICOS CoN COEFICIENTES CERLEST
El centro de lo dernosTracion de este ulirmo re-
sultado consiste en prob@r Que T70DO POLINOMIO TIE-
NE AL MENOS oUNMNA RAIR REHL O COMPLEJA.
la pruebs de dicho resultado | bautizado como
el Teoremd Fundementa| del @@ebm, se conviro en
el mayor oZy'e%/m pars los matematicos de o epocs.
la premers pruebs substancial s da Gauss en
17299, 1o cual necesara’ameﬂ/e.c}efende del reco
noc/m[f’mlo de Jlos numeros com/o/e/‘os. A de/nos

tracion consisle esoncialmente en : considersar

¥ Leibniz Pensabé’ e afe olimo resullede no ers crerto pues 0o
pudo poctorizar de d’th‘i—ﬁxOfma 2%+ af dg poctorizecicn gue obly
voes (2+a W )(X- a ) (x4 a o) (- aV-FT) y dice , euales-
wiers dos de estas pactores multiplicsdos no ds un poctor edadredo
con coepicentes reales - OSin emborgo, re,e/‘r:'e'ndose 8 las «maginariosds
ce gue son “un recurse elegonte y bello del (ntelecto clivino, un nact-
miento inatural en el reino def penmmt'enfo, @st un antibio entre el
ser g no ser”. Ao ractortzacion eorrects es (a% x* taxvd)(a* 2% axva),
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complera la variable z del polinomio P(z), entonces
lo puede expresar a5/

P(x+y/T) = wix y)+ v v(x,y)
donde w y U son punciones  reales . Lazggo demues -
s que los curves u=o 4 U=o se intersecton.™

Es7le resultado pfue un qran acomleu‘mfemlo foara
foda Is mstematica . Con €/ e estabs der;mr%femdo Ve

u?‘/%"dc?d /Dra'c}fcé de los numeros com/o/{a/'os, Furaue
no los entendreran. e esilaba‘n demo\s:?lfcmdo resu l7ados
gue 10 Jenian nada de "wrresl | como es el poder expre
Sar un Po/:ham/’o con coeficientes redles como /omduczé;
de faczlore.'.s lineales  y cusdratices , y por ende el ca/ -
culsr irlegrales “reales” yia num eros complejos .

La utilidad /brcsfc:[z'ca de los complejod es
e/ unico cemINo gue /podzlerf'ormemle [levaria &
Su dce/ofdcfo;m

Fdernas I demastracion que hace Gauss
c'/)acgura un nNuUueve criterio para Iz esz;Len cla
en ma%ema'%jcas, Haste entonces /las cdlernos-
Jrscjones eran construckives e existencia de ol-
ja’n elernerts erg establecids por medio de obtener

o exhibir dicho elernento. Ar e/ermplo, lo exrs-

k fhles de éslo qa se habia demostrado e expresiones obtenidas
de &'plrcar ’c/cerac!'cneJ gloebralicds & ndmeros comp/?/b'-‘? /e -
pre se POdHn llevar @ la porma a+bV-T,
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lencry de /las <Soluciones de e@@cfbngs de “204369’
40 j’mdo hobls sido esteblecds mediante wna
pdrmu/& a/gebrac'ca PSrS diches soluciones . Esto
no  era lbwz'zﬁ)e pars ecustiones de grado ma-
yor gue Y ;. sin embargo, el Jeorems Fundsmen-
tal del Rlgebrs ssegureby la existencia de Solu-
ciones para  ouslgquier ecuacion de cudlquier grg
doldun?ae no erd ninguna @yad@ pIre obtener
/as. /%ro @ ralz de &to es ?,ue ponen Fodos
SUS &5 UEr20S  en resolver é’/yebraz‘camemle /as e
cugciones de grodo mRyor de ¥. Letbniz es de
los prc'mt?mé‘ ?u@ realrze sertos PJ]DLZQI"E'O-S =/
(?J’DBC‘/JLO . RECONSIDERA EL CASO (RREDUCIBLE DE
LA edG/CQ y SE CONVENCE DE QUE NO SE |
PUEDE PRESCINDIR DE LO0S NUMEROS COMPLETOS
PARA RESOLVERLO.

E/ /omb/emo‘? de resolver lo ecuacion de grg
do n se cen#ra por un %/‘Qm/?o er resolver
el dsO =84 Y muewlran Usondo nudmeros
comﬁ/g/os que resolver ests ecuacion es e%“'“"
v@/en?le o dividir e/ cireulo en /Dar?‘e\; Z‘?a@
Jes.

Embz’e% en este \'SI;?/O ( Xvii) ya e empeid-
ba Limidamente a considerar #unabneg oe -

riable comp/e‘/a (dé hecho en demoﬂlracfoln
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el Teorems Furdamentsl del Blgebra se hace €tho ), Eu-
ler ¢ Bernoulll /las utilizaron para construir cartas”
3@0_9[’&301‘6&5 ( mapeos conpormes) ; d'Blembert (en /75R)
las wkiliza en sus ensayos en hidrodindmics ; Euler
5 Lap}ace mue.sfr@n Co'/no u.s&r/as par@ evaluar z'n/g
jfa/_es reales.

Cermro podemw ver, clurante todo el \5/_’9/0 pa/
apareez'eron los numeros comp/e/‘os j;’ueron utr-
/izados correc7c?m907!e en muchos /Drob/emcvs. £n
la medida en que los resultados obtenidos eran co
rrectos , se chan convenciendo de /s uklided de
dichos niameros. Era lo dnica forma por /8 Que
Sé /Dodz’& cambiar la gclitud de rechazo hacia
ellos.

Es necesario fodo un siglo pora que los nu-
IMEeros com/o/e]bd‘ se  utilicen Jibremente, como su-
cecle &l inicio del J/‘y/o XX cuondo se lenzan a-
lrevidamente & considersar puncones de varioble
camp/g'a) VARL coneiban los complejos como un
recurse tecnico dentro de 195 Malematicas.

laplace, re,c/‘r/'e;ado.re 9 la Franspormacion de nte
grales reales en compleyss parg poder evslusr
las  dice : "Esta transicton de lo rea) o lo cma-
g/nsro puede estimarse como un mefodo heu-
riskco, como el metodo de induceion fan usado
por [os matematicos. Como quiera gque ses, S¢
se usa con mucho cuidodo y restriceron, siem
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pre sera posible comprobar Jos resuliados obte-
'k

nidos ",
Qungue Lodavie en este siglo los propesores de la (/-
niversidad de Cambndge mantenten “uns cnvencible repp‘»a/-

sion al re/)roch&b/e /1, ado/of@ndo f’as%fd:bm: artime -

— . 1 = il
fies  pare evifor su sparccion o uso dondeguiers gue

Luera Pmib/e TR sctitud 3ener<ﬂ/ & fpn‘na'p/m del
ng/o XX ya ers otra ; la podemas ver en el [rbro de
De Morgan "On  the Study end Digpreuliies op Mathema
Fres "

Mosotros hemos mostrado gue V=Q no e -

ne sentido, mejor dicho, es abiurdo y con

Fradictorio en s/ mismo. Sin embargo,

per medio de fales Simbolos, una /par}Le

del a’/’gebra es esiablecida | lo cusl es de

gran utilidad. Depende del hecho, Que

debe ser compmz_’)&a’o por le experiencid,

de que Jas regles comunes del @lgebrs

pueden Ser c?/p/f'cadas 5 estes expresiones

. # W
sin levarnos a resultados 7['@!605,*

af:’-_ql/erlﬁ/om'.s Kline , " Mathematical Thought prom HAncent {o Medern
Times ", /972 | Oxporel University Fress £2g 62°. ,

%% Kline, Op.cit., (sp ’7, pog $95.

¥ X% Kline, Op. it , (ap 27, Pag S96 .
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Como  culminacion de lodo asle /{Jroc&so Ju,['fz'do por

los numeros wmplesos durante el siglo XVl ,se da su
re,oresenfacmb jveome'#r/c@, en 797 por C@Jpar Wessel g

Po:ferf'ormenfe por Qrgand. Esle hecho fue un gran J-

contecimiento en la historia de las Maternatiess .

Qrgdnd. observa Que los numeros nega:‘ivo: Son
una erfension de los , Po&/'/f';/a.r resultante de combinar
majnizlua’f’.s con direcciones, /uejo se pmjun/a Sise po-
dran extender los resles infroduciendo @lgun cance/:r‘a
nuevo . fors esto considers 1a sucesion 4, z,-1 N4 Zrats
de encoritrar ung O/Jef&-CJO’fJ Que lleve 13 X 4 que,
splicada de nueve, lleve x & -L . Je da cuenis Que
dsto lo hoce la rolacion de 90° -

<4 K

¢ N

v -

-1 1.

Hace nolar que VIl = ST g gue RTWVED= -,
asi que x= /T, Esto le /Jermc.'zle ¢'m‘er/:refczr la
ma/z‘fp/rc@cfo’n de VoI cono wuna rotecion de 70° g
ubicar o V=7 como wun /Jun/za en el Iolaﬁo- 36:/:5{6.3}
para enlender el wignipicado operscional de los comn
P/e‘?/b:sj fos expresq en su ferma Po/ar‘.

. Vs
Gauss (ncluso ya mane/a A rqoreséﬁf@czon
geamefvzf/’ca, aun?ue no de und Lormsd 7an exp/:’cz'-

13 como Hrgand. - De hecho, /a dernosTracion del
leorema ?und@men%@/ del ﬁ/j»ebra descansa en dicha

A, f‘erpre?lacxb;v .
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En 1831 Gauss dice — repiriendose a lor comple

Jb.s — ?ue mz'en?tfas /cjo‘ NUMeros 2L‘A"c’:lcc:fonc?rf::):s,. ne-
9679!/05 j reg/es eran Y9 bien Comf?renc/idoer, las
comp/ey’os erarn meramenle folersdos , a pesar de
su gren volor. Fara machos @pareu&n como un
juego de simbolos. Poro, repiriendese o lo repre-
seniacion 960/}98’#{(&, drce ?ue en ella uno en-
cuentra ‘el J{?ﬂ/;ﬁ’}tc?do z’mzuz'zlfua de los comple-

jos Fota)mente eslobleciclo g 70 e necesita Na-
de mas pard sdmitir dichas cantidades en el
dominio ce la Britmétrca 7 »{ae_?o dlice ?“‘-’ SL &
Jas unidades 2,1 g4 V=1 po les hubiersn dado
Jos .nombres de pmi:@'u&, neg&%fv& e (maginaria,
SCNo c]we'/e.; hubieran Hamedo directs , inversa
4 laleral , /3 ﬁenfe no hubiers tenido /s cmpre
Stoh de %ae f)dg a/go obscuro 5’ masferz'oso en cld-
chas NUMEros. |

La re/aresen?ac;b’n geome'zzrf'ca no solo vino @ serel
elernento  decisivo parg el recono cimienlo de las nume
ros comple/os dentro de Ja melems?ics, sino gue A
bien pue /3 base para e/ desarrolle de toda una nue-

va /eorc'és cu :fds c.?F/ /caclonés eran de f erme3nNan fes en

los cnieros del \r/_'g/o XIX * lo feorcd de punciones de

Vorcable Complesa.
HGD‘JO.S mencienads Y (f)cs"'?ma /3) ?ae de he-
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cho desde el siglo XVl pueron utilizadas /35 punclo-
nes de ch'ab/é compleja, pero de maners muy Lt -
fada . Lo Fue hacian ers Separar eslas Luncioneés éen
SUS par?’es real e «maguneris 4 emplear /o feorda
de punciones resles : esto es , no consideraban &
las fUnc/'omes de varioble coméo}e‘zj'd como enti-
dades .FN’O/DLS?.S. No pue S(10 hasts /P21 en qQue
Cauchy comien® desarrollar en s/ la feords
de varwable compless, dedicondole & o5k alrede -
dor de 5 snos obientendo los prc'ncr'poﬂe.s rescw/%
dos de este feors.

por otro /&daJ [os z'mp/;‘cac/one\: dentro de /3
Jeortd de ecusciones a/gebfon'cd’d‘ fueron de un /-
conce exitraordinario . El Tecremsa Zwundsmen i) de/
ﬁf?/jebra (nougUre una NuUeVy era en los demos tra -
crones : Jos cle e,w;sf'f’ncz‘cp. Llento cos por este re-
sullodeo cntentan encontrar ]ao’rmu/a.s pre cleter
minar las raices. Pers a1 Frabajo srtfesonal de en-
contror seluciones & 18s ecuscionés &/_glebrdcbcv.s,di'
jae un %fé’bayo ledrico mes elsborsdo , un SIS
g/;silém&'//'ca de los pmb/em&u /p/&//)feo?das. £En esta
direccion horer veliosas a/porfc?czbnes Z&gmnye,
Visndermonde | Rurpinc , Abel 4 pinslmente Galocs.
Todos esios 72/&5:?/'04" dese mbocarsr ern /s Creqcion

de lo feoris de Grapos g de compos conmutativos.
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El o.r'g}o xix /ore\sehci'@‘ un-a (nusilods erpan&bh
do las malematicos. Durante este Siglo son erploradas
Slrededor de cien ramas de s> malematicas. £1 &-
vance Y /3 }Dro}[’unofl'z"dC/'O;? en el sober matematsco
C/ea tombiern un mow'm;‘emlo tendiente & ordersr
/oS conocimientos matematicos c?dQufr/'a’o_r@/& fe-
cha . \De\y/bue:s de 2,000 cios de hsber ’oerdz'do
de vists el rigor en /o5 o/emo\}?[r@c}'omﬂs, este
pue remnlroduciclo en este xS/_'g)/o.

Como  hemos mencionado anteriormente (pa-
9/n3 /0), la wctitud de 3enerd/z‘2q?r,de buenas
/orz'mards, las regles o,aer&czbn&/e.r no resulto na-
lural &l 4rater de drabajar con bgan’%mo: de
nuUMeros ne_gﬁzlz'uos o comp/e;/bc:. Esto 4 muchos
olros hechos, crearon uUna c:orn‘emle %endc,'en}e
— en par;@'cu/ar — o siTematizar la RAritmetica ¥
el Q/jebra. Imlenzfanj por .gy:g‘m/b/o, axmmaf/'.ac?r
el Q/ﬁebra. £ medisdos del J{?/O E} los QX710 -~

mas gener&/memle '&ce/:fado.r ersn los J{j'ul'Ef')zzf’.S' :

1.- Cantidades (uales sumadas & ung tercers, re-
sultan canltidades quales.

2. - (a_+b)+c = a+ (b*rc)

3- a+b=b+a

o .- Canhdade: cguaféd SuUumadas a canticlades -

quales , da contidodes tguales .
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S.— Cantidades 1guales sumadas @ contidedes dest-
3uales, da cam[fdcvdes de.s:_'gud/es,
6.~ a(bc)= (able
Z- ob=ba
- a(bi+c)=ab + ac
E| principro de permanencis de lo porma (pa-
3z'nal /10 ) descansa éen estos Sxiomas.
MNaturalmente, los sequidores de este corrcente
no pueden conpormarse con /OJ‘ 7DurJdc’»?f}’?e!’nttw de
los numeros Com’b/f‘B/'OJ) ?ue ge basen en I3 cnkud -
cion gebme@‘n'w . Homilton ,en P37 envu ardlcule
”C'On_j'ugafe Funclions end on Q/jebra o5 the Science
OF /Dure /ime ”, C'DJLerpr’e)lc"-’ & los nUmercs comp/e_
JoS como  parefss de numeros redles , cleprne la su-
ma 4 el Froduc%o en ferminos de estos dltimos
y demuearzra /s validez de las O/ﬁé’f&Cibnc”J con /o
nimeros Ccomplejos. &n ofras polabras, construye
los numeros COMF/Q/'OJ enn bdse & los numeros
reales . Con Q:SILO, e/ POCO mfmlerz'o ?ue Podn’@ 9u§
dorle o V-1 ?,aed@ comp/e%emeo?’*e sclaradeo. Desde
ese momento el fermino "imaginario” Queds desd-
nc'rlr'vamen}“e obsolketo ,aungue sée usado aun en nues
7Lro,_§ dl,é?-f.

Esfa (_on.s%rucct'ofq marce @dema’\s el prc'mef" ﬁah

% - P . 7 ;
SO éen /3 Jﬁorma/zzaczon de los J/erm@: NUIMer;cos,
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Hocia 1972 ya era posible construcr los enteros a par.

lir de los na?larc?/e.s , los rocionales & P&r}f'r de los en-
7!er05/ Jos reales o /p&r}/'r de los racionales y, por su
,buesuLo, los complejos f;cmi/r de los resles. Es cm-
porz%«*mle hscer notar qu historicamente, el orclen
en ?,u.z se danr o579 mns%ruccz'one.s es esenciglmen-
Jo en orden conirerio ol orden /oigfco.

L3 rigueza del resultado de Hemilton no quedaris
alll. Otros resultados dentro de la misms malematica
no se hicieron esperar. Citaremos algunos de ellos.

“Se busca COr;\s%rac'f“ oyfrog J/;‘y][emag NnuMmericos
(caMpos) & partir de los nidmeros reales pero por pro
cedimientos disiintos al de la (ntreduccion de VT. E/
mismo Gauss eslaba convencido de /a c}nposx'b/'//'d&d de
estas exfensiones 4, erectivamen le, esto sera’ demostra-
do zgosfen'ormem!e por Wecerstrass .

Jambien e intents exlender los complesos , pero
prom[o se daran cuenta que esto es cm/bo.sr'b/e & me-

nos de que e /):'erda @/_guna de las /Qropiedd?des.

/—?6/1, el mismo Hamilton inlents construir un ena-

logo espaecal de los complejos ; motivado por esto
crea Jos cuaterniones, primer ejemplo de un carPo
/0 conmu%ahz/o. Ifobem‘us demoa/-rara' POJ;ZQ/'/G/‘UJE_/?
fe que es el wnico con eSS caracterisiicas . For el

camino de los cuaterniones se //egara'c? fos espa
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Cios vecforiales de n dimensiones gy al gnalrsis vecto-

rial, entre otras cosas .
ude\spués de ung serie de replexroneés sobre /s

naturaleza de los imagrnarios [---3, los algebris
o5 de la escuela inglesa pueron o5 primeros enlle
gar, entre 1830 y 1850, @ ls pocion sbstracla de /ey

e com,bos.f‘cx'ab e (nmedistomente c?mp/fén el cam-
po del Algebra splicando ests nouon & uns mul-
#tud de nueves enfes matemdticos : ﬁ/_gebra de /3
Ao_’gi'ca con Boole, vectores, cuaterniones g sistemss
hipercompleos con Hamilton, matrices 4 leyes no

asociativas con Ca_g}ey. Una evelucion ,paraiefa va 1‘5
nlendo lugar (nde/oend[em’emen:‘e en el continente,sq
bre fodo en lo gue se repiere al Calculo Veclorisl (Msbirs,
Bellavitis), el Rlgebra Lineal gy los sisternas hipercomple
Jos (Grassmann)' ¥

Hemos yisto como los numeres camp/fybs sparecen
por pn‘mera vez en /prob/emas relacrionados con (3 réso-
lucion de ecuaciones a/gebfa:‘c&s. Fodlemos decrr que
este erq un pmb/ema petamente matematrco. Srn em-
65{70 no es de /a N?uef@ sugiciente cormo para gque
los numerss cgmp/g/b& Sean Com/j-rend/'da.s,.se desarro -
llen g se czc%b%en cormo numerss,

Viene /ueﬂo una Segand& 6716706’ en lo euzl) Jlos com
lo/e/os se ganan & /bu/.so SuU reco nac[m/'en;}-o. &£/ carnino
?ue recorren én esta 671@/09 es arduo 9 %orzlaa:o.kjuq
Vlided en /a ’:prat}/‘ca" hizo que ve Jes &cep%d.re —-a

menudo & r?_g@ﬁadz'enrlés Y on /‘e/bugnanda — Ccohno Un

¥ N, Bourbak: . Elemenios de Historiz de Jas Malema'ticas. Rlranza Editorsal
(1972) , pag 1.
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mero "recurso Hecnico’.

Conviene decir olgunss /o&/abfa.s gcerca de dicha
"pra’cf/‘ca”. En su gran pam’e jos problemas en gue se ven
involucrados los ndmeros complejos Son problemas fisi=
Cos , que.& su vez provienen de problemss tecnolo'g (-
cos. Fbr g/'em,o/o los pmb/pmas cle chfegracfo;w Apore
cen en relscion 3 fgrob/emas de Hidrodinamica , Kesis
fencia de Flurdos , Car%ogra;/'a Y orlf&\s mas . /%r gérp
Pfo, Euler @p//‘ca /2 variable Com/oféy'é* en el estudio
ce /a Car%ogfo?;/b Zan necesaria en la n&yegaa‘o};}
d'Alembert s 13 resistencia ce pluidos y Cauchy
a Jnvestigaciones en Hidrodinamica. Mo debemos o/
vidar gue esTamos en la erq de la Kevolucion In
dustrial, en /a efapa de expa)om'ofq Y conso licla cion
de/ C@,bi#&/z'amo. fodermss decir @ grosso modo que
Puerzas externads o la matematica generan un pro
ceso cle conocim/'enrio Y iproﬁundffam'or’] de [os nd-
meros complejos, ungue won reconocidos rnersmen

; J
Lo como wun “recurso teenico

Estas dos corrientes : una, lo interna,abstrac
78 | dendro de) mrsmo ambito de s ma;lemé%/'ca‘)
/9 0711"5’, externa, Pr@’d/'ca J cor)cre%a, pfoyen,'en#e &
p:‘na! de cuentos de 13 expansj'o:q /'/)dumln'cs?/) fes)
baran por darle @ los numeros complejos U cor

L ! !
Ja Qe ciudadania dentro de /a matema'tica ,sin
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m’ngcin m.r's;zer/o,sz‘n m’nﬁane m;ferprefacfob me}@,@;’:f.
cs , Cormo una resultente de esto , ve dars’ un con-
siclerable t'm’bu/so 5 la matemaitrice, sobre fodo en
Jos Herrenos del @/99,23/’6? - que d@/bré?’ ce ser s/m-
/b/ememle e estudrio de ecusciones ol/ge brarces—
g del Andlisrs . £ su vez estos resuliedos sbstrac
los redundaran en benefrcio de /a pr@’c%/‘ca,
Una O'b/'n,*oj‘? &/ respecfo ?ue j 5(4/7?1,15 nos /Dc?rec‘e
exagerada, nos revele [a /mpor?‘ancﬁa de aslos re
sultedos abstrectos en la ,Dfa'c#/‘cc?,ea la de John
Von Meumann :

"Hace 150 anos, uno de los prob/emas_
Mas .:'mpor?’an%es de la crencis opli-
cada —de /s ?ué defbend;}a‘ e/ desa-
rrolle en la industria , comercio Y

3obl‘emo — erg e/ prob/emo? cle /-
var vidas en el mar. Las estadists
cgs sobre esas perdidas eran Lerre-
bles . &/ dinero y los espuerzos em
pleados en resolver el problema em=n
form bren krrz'p;'cos [---], los matems
Licos desarrollaban una herramients
que salvarls mas wdas que /&S Que
esperab& salvar el 9rupo de excentricos

‘nveniores. Esa herramienta es /o gue
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Se //ego’o" conocer como /8 Teoris de
Funciones en una Veriable Comple/a.
Entre los muchas aplicaciones de es
7o nocién puramen%e matematics,
una de /3s mas 7[’[1[6:!/;0?/’6’:5 es /3

/ . ./ A
Jeoris de !d cormunicacion por rodiso.

¥ Criado por Foul P Halmes "Innovatien in Mathematres ' en
"Mathematics in the Modern terld ". W. H. Freeman and Company
(19¢7), Pag 6.
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CAPITULO T

Ya hemos mencionsde gque los ndmeres "imagina-
rios" (raices de numeros neﬁa%:'vos)c;parecen en relacion
S/ Froblema de encontrar las soluciones reales de /la cu
bico y que los primeros pasos en este sentrdo se dieron
con ecuaciones del 71//'00 :

XFEpX A£G = O (1)

los matemsticos de epoca yo tordaron en darse

cuenis gue resoluiendo esfe coso ?uedaé:a resuelto el
caso genera} de la cibica con Coqa/'a'em[e.s reales :

QX%+ QX%+ QX £ Qo =0, G

pues esta siempre Se paede reducir @ una ecudcion

del #f‘pa (1). En erecto, dividiendo (k) entre C{j*nas

?ueda wuna ecuacion de/ 74/'00 S
X2+ ar2+bx + ¢ = o. pexe aws n v s {3)

Y haciendo el combro de vercable x= y- Y5 I3

ccuacion (3) se nos reduce & una de /& porms (1),

¥ £5 evidenle gque ay#o pues en caso contrario (2) seris uns e
cuscion de grado menor fue tres.
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(vesse el eferaucio L, pag 4! ).

En viste de lo anterior es ‘su,c'f'cl'em}e con centrar
nuesira atencion en Jratar cle resolver la ecuacion ()
}grob/ema gue, como Veremos, requiere de intreduet’r
los [llamados /UU'HEA?OS COMPLEITOS /;)@r& Ju Comf/e/‘a
r’eso/c_ccfdn AR pues, el oéy'ez‘/‘m de este capfiia/o
¢s resolver dicho ioroé/ema Y desarrollar, en #orne

g €, el fema de los “misieriosos” plmeros complejos.

12 FPARTE

La Cusica
4. Un analisrs _yeome’:‘rz’co.

Ontes de buscar las soluciones reales de i@ e-
cugaion (1) es conveniente snalizar s Liene sentr -
do  pablar de Hles soluciones ; es decir, es con-
vencente averiguar de cp/_quna' manerd osi dichads so-
Juciones exislen. Fara ello procederemos gl onalc-
Shs ”580m9¥ﬁ'60 Y de la 70gncz'o;’3

/:(ZJ=z‘5’+/gz;$ C e e om tox a8
5t{scand0 /Drc'ncz'/aa/menfe EVIDENCIAR (o %ae dec:_'
mos sin  pretender dermostrario 7ﬁorma//n@wle.

El joro,oo'dz'rlo ?U‘? pemegw'mw es  conyencernos de
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Jos resulfados g st ésto lo /gyrcszmos, el (ector podr@'
cu,o//'r por su cuenﬁﬂ los detalles de los demos-
traciones co rrespon dientes.

Bien, empecemos.

Es eV/'dEf)?lé’ Qque /= ;’unc{ofq (¥) es continus
¥ es?s’ dezé'/'/w'a’a P& fodos Jlos numeres resles .
ﬁdemag, paro valores de x muy "grondes "en va-
lor absoluto, e/ com,bor]fgm/en/o de puna'ob e -

79" determinsdo por el termino x% Pr ests ra-

.?o?), F(x) 4iende @ oo cusndo X tiende § = Y

F(x) Fiende & =-oo cuando x +/ende & —eo (vease
ejercicio &, pag “1) .

F&X) ~

e

F{g wra A
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_ IQ«(E.SZLO que F as una 70unciob continus, toma
fodbs los vslores entre - oo g o ¥ lo cual nos dse
gurs  que la gra;cz'ca de-/a )ﬁuna‘oh CORTA &l efe
X en algu’n /ounfo . £s decer, exisle d/_qu}o numero
real X, 1ol gue F(#)=0 (pig 1) . Dicho numero
real es solucion de la ecuacion (1). En ofres pala-
bras, hemos esfoblecido el §/9w'en/)‘e resultsdo :

LA cuBlca SIEMPRE TIENE AL MENOS UNA

SOLUCION REARL.

A

a. F(x)= X

b, F(x)= x7-x

¥ Esto es consecuencia inmecdiats del Teorema del Valer Intermedyeo.



o0 F(x)= % ¥x%3%-2

Y

Figura 2.

La pfiqura & nos muesra que las cubicas pueden
lener mas de und solucion real. En Za. la Solucion
es Au'm‘ca) en b. hay fres soluciones distintes yen
2. }vay dos soluciones. ¢ Seran eslas fodas las po-
sibilidedes ¢ Las Lrguras 3a. g 3b. nos muestran
dos puncones con 7 ralces cada una i Fuede haber cu-

bicos osi ¢

P
g
>
>

Fijura- .
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4 ! ’ 7 i . ¥ !
Mas aun ghabra dlgun crt#erco c%ue nos c'nd/'cywe de sn-

M

Jemano” cusntas raices tlene una cubica 2

Lo ?ue Jz‘jae es dar re.s,oue.st? s fodas eastes
c'm’erroganfes. En Ferminos precisos, buscamos resolver
Jas d{gu/'emléé‘ dos caasz[/‘one.s N

;) ¢ Cual es e/ MAXIMO NUMERO de raices Que pue
de fener une cubicd @

’i) ¢ @aj'o ?ae’ condiciones sucede gque 3 cubr-
05 diene una raiz, dos raices, ete. T &s decir, Z como
CARACTERIZAR 195 diferentes posibilidsdes

Es evidente que el numero de raices de und
punuon /ouede esiar relacionado con el numero de
maximos 4 minimos (relotivos) Jue a5 ko puede yfgner
Las po//'/?omzas ® L }paercu/ar la cubrca —son
f‘una'on&r ?ue #/énen derivadaes continues de to -

dos Jos ordenes (ésto descarta sutoma dicamente
el caso 5b.)}de modo  gue el analisis de sus
maximos y minimos lo podemes emprender & Are-
ves de las ralces de sus derivades ; en nuestro
caso, /o derivada de F es

Fi(z) = Sx= + p,

Paewlo Que e] maximo numero de ralces de F'

LIy

al‘ex/ore.sfones de /la porma plx) = Qnx”+...+ QX+ Qs donde 'n" es un
numeroe natural.
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es dos, una cubrca A L0 MAS puede Zener tres rarces
(8./30'” gue’f), Con esto ?ueda resuelts la premers
CMEJZL!bb (en par;l;‘cu/dry /a puna'c;n en /a',t’;;g. Ja. MO
Es una cibrca). |

Pc?-semos ahora @ ver bdj'o c}ue’ condi'ciones &
chbrcoa diene una, dos o tres raices. Estas condicro
nes se desprenden , esencidlmente, de analizar les dis
tintos  casos para las  reices de F' R saber:

a. Que no existan,
b. Que sea unica.
Q. @ue séan dos d/‘s%z‘mlc?s.

Como no €S nu,e\s?zro Prof;olg'f}[o nacer 65716 @na'/x.‘s;‘s |
delalla demente, nos centraremos, con objeto de )‘/a._s }
trar el metodo gue debe \Sfigw'r.se, en enconltrar |
conclircionés necesartads j \sujc/'a'emles fara ?ue /a3
cubica Jenga emo?Ldmenfe tres  rsrces d.r'\szl/'m[e.r. Lo

dernas /o dg&imoo‘ o) lector en gérc/‘cz'oJ =l prnal

de /& Jecc:'oz"} .

Ilgura 4,
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Empecemos por nOIZc?r ?,ue una cond/'cfoln necesa -

ria (moés no supiciente) pIra que o cubrcs fenga
mas de und rai’2  es que NY2 _grcs"p/‘ca Seq Cosmno en
g pig. Ya. Ellbo c'mio/:'c‘c? Que Ja derivade debe
fener dos raices distintes ((;'PO,— que’ P): dichas
F&JIC&S Soh /:?5-\ g - \/:F/;‘*— Mas aun ,en ./%‘
Jenernos un maximo relativo g en ~VB5 un mint-

mo relativo ya gue F'(/F8) = 6/-fis >0 d
Fu(__m)-_—_é\/:-/?/;<o.

Dhore bien, Jo cubica diene exoclamente 3 ralces

g 1 . i . ! i .
St y c‘so/@ St e/ maeximo ff el minimo sen de diferen-

fe \‘S{?}OO. Es decir, sucede sc yso'/o St

F(JF3)F(-/F5) < ©.

Haciendo rspidas cslculos , tenemos :
F(JFE)F(-/7z)= 9% 4(£)°
4 [(2)%6)]
Hemos, pues, oblenido el siguiente resultedo :

LA ECUACION (1) TIENE EXACTAMENTE TRES SOLUC/ONES

REALES DISTINTAS SI Y SOLO Si (3/,1)2-1- (Fs)’°< 0.

Do maners ensloga podemos conclucr que 9 ecus

c;‘o/n (1) lrene 2 sSolucionés dr'perenfe.s Sy solo s

¥ Qbservese que en esfe aso, necessriomente sucede gue p<o (para
el coso p20 ver problemd 3, pag 1),
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(E’t/z) 2}4- (P/j)Jz O = (Ver g/'era'a'o - pag 4/-2).
Bien . Esto es Fodo lo que necesitamos saber so-
bre Jg exislencia de [3s soluciones de /3 ecuacion
(1) por /o que Y9 podemos “entrarle " al pmb/ema

7
de como calcularlas *¥.

2. En busca de las soluciones.

LA FOoRMULA DE CARDANO ...ENn el caf;:’rlu/o anterior men-
cionamos gue desde el ~/glo IV se encontre /e Siguien

fe pormula  pars resolver ecudciones del J;/‘oo (1) :

¥ = %W.z +\/('9/.2)'2+(P/.5)?+J"_g/z*/(?/a)a* (Fa)3 - - - - (J)

la maners como obiuvieron (5) es /@ siguienie:

Mediante el cambio de varisble x=ut+v, la ecus eron
(1) se +ransporma en /3 Siquiente ecuacion con L /n-
(ofgm'/ds :
u?# V"’f-?,-f- (3uw+p)(u+v)=o e e ()
De ests porma el Probiema se reduce a resolver
uns ecuacion con R incogpifds le cusl Fene uns in
pinidad de soluciones (u,v) ; pers fedas esltes solucio
nes son fales que urv es wolucidn de (1. for lo gue,

tror

,oara encon/rar una solucion de (1) bas te con encon?
una soluelon /;ar}.r’r,u}ar- de (a). bars esto haeemos

3u_v_4p =0

# Excluimos el csse frivial pg=9.

X % Todo esle endlisis sobre la exislencia de las soluciones de ls ecuacion
(1) se puede hocer para Jo ecuacion genera) de la cdbica CU_f,reJencfa/-
mente e5 el mismo . Decicimos hacerlo pars el caso reducide 1) Jf'mplé’meg
te por comadl'a’.ad_,dun?,ue tom bien por congruencig hisko'rica.
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enfonces (a) nes gueds osi' :
w?+vis—-gq,

per lo gue una soelucion del sistema
Juv=-p
ude yiz - q_

es solucton par:L:'aJJar de (a). Dicho sistema lo poclemos

“3*’3“(%)3} L (®

alrvi= - g

reescribir Qs :

resolver este sislema es el problema de enconirar &
ndmerss «* y ¥4, tales gue Su Sums sea -9 y Su pro-
ducto = (fl3)? Dichos nuimeros sen las Soluciones de la
stquiente ecuscion de <° gredo :

2%+ 9z - (7s)° = o.
las soluciones de esta ecuacion wen -

wi= = Yo+ (32)*+ (Fln)3

vz - %a - J(#2) %+ (*s)? :
de donde 13 solucion de (1) es:

=Y Hy ST e () + 352 Sl ()

Esla rormula, conocida como pormula de Car-
dano, nos da una solucion real pare el caso en
que A = (3/-1) 11‘.(6/3)3'30. En 'epec#o, st A>0 se
puade pmbar ?ae /a ecuacion #/‘ene Solamen -
fe une osolucion real (epercicio S, pag ¥2). la obfe
nemos directamente @ lraves dle /a Lormela

de Cardono. Sc¢ A=0, se demuestrs gue, o &

¥* Cardano utilize s sustilucion X=u-v y reeurre 9 a{_gu:’nao 6::?umem‘0J
9eame'=’fn'cos. Vesnse Smith:"A source book in mathermstics Zover (1959) ,
pp-203-205 bien , Cardano * "The Great Art or fhe rules op Rlgebra”, MIT Fress
(19¢2) po F6~109. Lajrdnge }1’533 & Ja misma pormula pero utilrzando etra sush

%uu‘o’n- Vesse el ejeracio 7, pag 42,
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el caso trivial (p=g=o), o bien la ecuacion
tiene dos Soluciones reales distintas gue won
] m y T/% (Ejercicio ¥, pag ¥2)

@dedé’, /Dues) TOTALMENTE recuello el f/‘ob/e-
ma de caleular /as soluciones de 1a cubico en
el caso en gue A20 . El cds0 en Que A<o, co-
nocido como el CASO IRREDUCIBLE de lo clbics,
es el Prob/ema’#/'co pues, por und parte, en /g
formule de (ardsno gparecen humeros (Mg -
nar/'os“_g, IDor otra /Damle, como acabamos de
ver /Drea‘samenfe en esie caso ls ecusocion

Liene F woluciones reales distintas.

CASO [RREDUCIBLE. Sin embargo, como
ya mencionamos en el ca/of?zu/o onterior, los
malematicos de @o epocs no fardsron en
darse cuen}a que operando los "nd’?g/‘ndr/bs”
como reales /Uod/én obfener la solucion desea
da. Veamos esto con las J/;guz'emle\y eCUACIONES -

x3-15x - 14 =0 x%-63x -~ /62 = O

utilizando [a ,Po’rngg]a de (ardano #enernosﬁﬁcrzae;

T 1 4 ‘ w - g A\
x=ﬂ2+J-/;;l + \/i-: V=12 |} X st Ll +,/~.2¥Oo' +{/PJ—-:J-,2?00' '
A Pl e 4‘

- =

por ofro lodo observemos Que :
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atjad = 2t/ T 7012300 = - 3% 2T
4a %ue

(/)%= 120m-0 2/ | (-3¢ AVE) 3= - 274 54 [T 100 2405

=2t u/r = ] =30 V3"
= 2 * V-2l = ol £\/J-2700
de donde
X= Q4T+ 2-VT = ¢ " X==3+2/3%(-3-2V3)=-6%

Da la /'mpresién de que en general I ror:
muls de (ardano TFambien. nos da une solu -
cidn real dungue aparezcan nd meros (magt-
naries, s los operamos como reales.

Y€l Hecho - nos dice Spivak = Que
una de estas races reales se obtiene
de una expresion que depende de nu
meros complejos es Supicienternen fe im
pre:sz’onanfe para sugerz'r que el uso
de ndmerg.s complejos  no paede Jer

comple tamente absurdo "***

# las ofras deos seluciones son \/3-'--2,1 ¥ las otras dos soluciones son 9,-3.
-(V3+2),

* % M. Spivak, "Caleulus *, W- A. @e?/bma'n, INC., (967, pag. ¥37.

# % % Estos nueves nlmeros fuefon acepfados en la matematice en la medida
en que sw ukilizecdn daba resultsdos /oosa'h'uos. ﬁun?ue Son numeros
8 c'mPo.sc'b)e: " son de udiidad /ara'c/f'ca . Vea'mos este con un efemplo de prac
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Con esto se nos presen?la una alternativs pars resol-
ver el coso crreducible - Encontrar el numero real
(o0 los numeros reales) que neS represents /o expre
sion  V~%a + ST) T (Fz)7 + V-~ (9) (Pl)°
caso en que (% )%+ (Fls)’<o0.

El problems de eslo reside en poder caley

en e/

lar |5 raiz cibica de caa/?m'er'/pdmem g
/3 porm@ a F VXY donde Qﬁf XY Son reales
y X>0. Este forob/e/na /o /ooc/ema.r formu -
lar de o?L/’é? manera ; <S¢ cbseryamos gzqe X
c'magc‘narz'os los hemos esiado ofoerdndo &st
=12l = V-1 dc/ /2700 = 30 V-3
entonces ca@/gu,uer cmaginario lo podemos ex-
’pr“esar‘ Corno Un rea/ Por v-1. Con é’d]lci' com/encmn
el /omb/ema que carea forma/ado as/
CALCULAR LA RAIZ cuBicA DE CURL QUIER UUHE
00 DE LA FORMA a+bJT DONDE a g b oM REALES.

c/ones parcfales R
x+3 . - Bx+0 *.DZi-E

(x- f)(’x*-u)*’- x-1i 22+ (xtas)®
Hq/;’:/o/fcando por (x-:)(x#r)‘j haciends x=| obfenemos gue A=t. Hacrlen

de x=1 oblenemos :
S+ 7= (E+DV)(/Tlt) = ~(E+D)+(E-PIVI ;

o Sea !

G+ (e+D) = [(e~D) 1] /T,
lo sl implica gue: €+D=~3 4 E-D=l (¢por gué¢).De donde &=-/, D=
Susiituyende los valores de R, Dy & nos ue’da
X4d = (2301)%+ (5:*:){: Dlxes) = (Rze) (x-1),

jdesarrallanda
~y¥t = Bx¥+(C-B) X ¢ (@) 2* +(C-5)x-C,

lo cual J'.mphr.d ?u.d. B=03) (e,por ?ug 7,)
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i

A estos “nuevos numeros * gue won de la porms
un real mas un "'c}nayz‘narz'o " Jos Mamaremos MNUME -
RoS COMPLEJOS. |
Galculor 3 rai'z cubica de un complejo es
resolver la ecuacion
X3=Q.+b\/:l—'........_(5)
la solucion de esla ecuacion no /buede ser
un real (& menos gque b=o) pues un real sl cu
bo nos da siempre ofro resl. Tompoco puede
Ser un  (magLnadrio (a menos que a=0) pues
cualguier imaginario al cubo nos da otro ¢~
maﬁc'nan'o s (VFx) s /o Por /o que nece
éarcamenfe /o Solucion es un ndmero com-
/D/e/o. Enlonces, 18 ecuacion (5)-/?05 gaedd &5/
(x+y/=T)% a+ bV=7" .. - - (¢)
Szbfefl'zdndoj para resolver Comla/efc?meﬁf’ie
la cdbica necesitarnos resolver (6). O /ojrc?mw
eis?Lo, nuestro /prob/em& central habra’ gaed&
do reqme/%o. YY) emba/:qo, N{S paede /’>70$71f6r‘
que resolver lo ecuacion (6), ut/lizando /os
Uprocedimientos ususles " del Flgebra | nos condy
ce exactamente al pun%o cle fozr%/a/a. Es decr;
nos conduce exacfdme/)fe a resolver la cubicy

or:’g inal.



Vea'mos asto cen ef Jljufenfe efemplo
22-32+1 =0,
la solucion que nos da (o pdrmula de Cardsno enes
fe caso es : . _
2= T~ 1+ (BRIT + /-t - (L )T

pora encontrar CXP/IEI'T{QME}’HLG dicha sclucion #er;_e

mog e resolver /5 ecuascion :
(x+gv) 2= =1y + (VE/ )T
Desarro/landols tenemos gque
(¥r3xg%) + (GrYy -y = Vo + (Vo )V-T"

lo cual implico gue :

13_3;(5&':-"7_1 R -9
3v% - g3 = By .o (8)
(z‘po.r ?ue'?). Resolviendo para _y‘a en (a) Zenemos oue
2 ’xI+i
j = F : " " “ om & & a (Q)
ghota, /3 ecudgcioh (b) se pusde escriber osi
3(\52-?..__‘7-?.) - @/{. v e i . & & (d)

Su.szl;‘:!uyendo (c) en ) Henemos :
o i),

Y resolvicndo Fara _7" nos gweda :

IVIlx
vV ey
por lo ?_u_g _-a 23 2
Iyuafando asls ecuacichn een (c) nos ?ueda 5
(p23)%% 3(02%)% 24(2x%) +1 = O,
haciendo (= PxF nos ?Jxﬂdd‘ /2 \rrgu:'em‘e ecus -
cion de 3% grado -
ud +3u*~ ¥a+l{=0.
Birs eliminar el termine de 2° gra do hacerros
w=v-1/, y oS ?u_gda #
vd - 22y - 27 = O
y haciendo V=-32 frnalmente nos Queds
29 -3z +/ =0,
2 eusl ed ls ecuacion erigingl de lo gut parkc-
mos (1)

Y0
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Lste "circulo vicioso' nos ob/rja a buscar otros

cOmines  para /ooder* resolver & ecuscion 1€) ¢ @

ello nos dedicaremos & contnuacion .

PROBLEMABS.
1.(z) Verz'}e/‘car que el cambio de varcable z= y- %Y

dransporma 13 ecuacion general de lo cdbrca
X7 4 axr*rbx+C en una ecuaciorn PEDUCIDA de /3
porma y3+/oy +$ :
% (rg) Justipicor por ?ae' utilrzamos precz;rcamem‘e
ese cambio de varrable.
SUGERENCIR. La dranspormaecion x= Y-V re,bré.rep
la une #raslacion zausl es 7. Observese que en
X = %J /3 Jeﬁund@ derivada de f(x)= XiraxZtbx+c
se gnula e'gme’ t‘mp/rcc? esto @l desarrollar [ en
serte de 7:9_9/0.*' glrededor de x= Y P
2. Considerese /3 puncfo’n Flx)s 224+px+ g. De -

maafrar ?ue [irn F(x) = oo .

r—+ oo

TLrar* cf‘,ue oS¢ /DEO, /3 ecuacz'o’n

3. () Demos
X3+ px+9=0 Lene uns wunica <olucion real.
Tlustrar yeome’/r/'camem‘e los dos cI503.

(77) Dar un e/'emp/o de unée ecuacion gue



A

t’enga una dnica Solucion Y Qque p<o. a'Conzlrg
dice &sto ¢! inciso ()7 |

Y. () la ecuacion 23+ prig=0 con p g g NOSL-
multoneamente cero tiene dos soluciones reales
sty solo st A= (%h)% (P/a)"’:,o. Demestrar que di-
chas ralces <son < m o TR

Observocion.- 4=0 => p<o & p=g=o,

susErpeNciA. Una de las raices o da lo pormuia
de (ardanc. Ld ofre se puede obfener recurriep
do @ 18 primers derivads de f(x): 27t pz+ 9.

I . Demos?tfaf‘ ?ue 23+/DZ+9=0 frene una ans-
5 roiz real St y solo st A=(%)% (Fis)°>0 o
p=g=o.

6. Hnalizer 7eome'7[n'camenfe cada ung de /s

srquien tes cubicos Y encon lrar sus Solucio-

rres.,
o) 27 (x3-x¥+9x-/=0 d) ¥’ éx%3x-670
b) X7+ 3x%+t 3x=10=0 e)FxT ¢t x-2x -5z 0

¢) ST a/F xR 6/Fx +6+G<0 }) xTr6x7-36 =O.
= Demuéstrese Que /3 pormule de (ardano puede
ser derivada tambien mediante /& Sushitucrion

x:y—-f’/jy) en la cubica X*’?-f,az-fg:o,
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2% PARTE

los MNuvveros CoHpPreTos.
4. Aritmeética de Jos <comp lejos .

Faora  buscar ofros caminos que  nos [leven

Q@ resolver la ecuacion
(X+jl/7')d = q+ bVT

es necesario entender /o gue on Jos ndmeros
de I porma a+ov-I" ] necesi ta@mos /brealsar
?,ue' estomos haciendo @l elevar ! cubo  un
com/olg_:/'o/ para lo cusl /7&3 que determinar el
S1gnificado cle/ /Dmdua‘o de dichos ndmeros .

Empe%afemos por e&f&b/ecer‘ corno e ope
ran Jlos nbmeros Com,plﬁybs en puncioj/},de /3
manerd en gue lss hemos Vvenido mane/&ndo,
Zaego /Dasaremos s s /Omfo/ed@des de clichas o

Fé'fc? ClONES .

Ry

Jim/o}emenfe por notacion /lemaremos "t
g V1" (nada mals recordemos gue (% ~1). Enton

ces Jos numeros comf;/e/'os son de & porma

. ) ¥
a+b7 donde a v b son ndmerss reales.

# Observemos gue los  resles estan confenidos en los com/a/e_/b\r,



Yy

g(’qdndo diremos gue dos numeros comple-
Jfos  a+be 7 ctdi son quales 7 En viste de
gue /os hemos venido mene/endo como Niimeros
realkes /;:D_odemos parrl/'r de /o J{ya/'enzle ;

a+ bt = crdd =y a-¢ = (d-b) V=7 .

la  unica porm@ en Que &st’a Jegunda c‘?ad/ddd
Se cump/@ es Qae
a-c¢c = d-b6 = O,

ﬁa g;ue S/ o ]Caer@ oS/ /endnémos wurn rea/

C_?ad/ g un mIginario (Z'/DOF gue’?).
De esla maners, /3 cjua!dad entre ndme

ros Com/p/e/as LA  DEFIN/MHOS como Srgde :
a+bi=e+dd <= a=c¢ g4 b=d. ... .. (1)
Antes de pasIr o /3s /pra/o/'ed@o’es de /ds

gperaciones, recordemos Qque los  hemos verido

sumando ¢ mu/%/)o/z'c&ndo o5/
(a+bi) + (c+di) = (atc) + (b+d) ¢ } W@
(a+bi)(erdc) = (ac-ba)+ (ad+be)i
de donde podemos ver gue los complefos son
cerrddos 5@/'0 /& Sumao Y e/ produc}o.

Las /Oro,p/'edades e /& suma g el pro-

ducto /as resumiremos en el siguien te Hfeorems

gue N1 demaes%ra & ﬁpo')rri/'r de (1) ¥ () :
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JTEOREHA [. Yean <., 2, _gligz numeros
ComF/e/'os orbitrarros. Entonces :
o) 2o+ 2, = Ft 2o
b) 2o+ (2,+2)= (2+ 2,) * 2,
¢) Crisle el neutro /96/0 /a ‘Jum@ ¥ osag ",
d) fara todo C()m/p/e‘/'o 2z exisle su cnver
so bsjo 18 Suma, gue clepotsremos por
2 . (S¢ 2=a+b7 ,entonces -2=-a +(-b) ).
e) 2,2, 32 2
L) 7 (22) = (R2)2,
j) Existe el neutro éaaf/‘o e/ /Droduc%o : tror”
h) %r@ fedo Com/ﬁ/g'o 2HAO+OT existe s
(nverso bajo el producto.

Z) Zo (‘%J+2_2) = —Zc-‘g,.'/' 502‘2

la demostracion de eslas /Dro/a/'ed@dé’s we
/a dejgmos g/ lector. @?w’ sélo  demostraremos
la H). |
Lado el comple/o z = a+bt, d/,oeren%e cle/
Comp/g'o cero , /o Quie haremos 6s encontrar
2o Sea Z27'= x+yl, entonces
(q+bz‘)(x+ya') =1,

O Séa -

(Qz~by)+ (va‘él) T 1%01')
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o cual /'/7’)/0//'&9 gue
ax - by = 7
ay + bx =0 ,

/"/u/#/'/p//‘cc?ﬁdo /& /br/'merc? ecuaCcIon por a g /5

éegunda por b rnos %uedé?
Q=x - Czb_y =
aby +&6%x = O,

Sumandolas tenermos Qae

oL b3

A =

9 mu_/#/)b//‘cando /3 /br/'merﬁ por -b g /9 Segun-
aa por o denerros -

5”13 _abx=--5b

a®y sabx =0

Sumandolds  nos ?aed&:

=5
g at b ’

por /o que
Ly - _ o & )
(CL+ ) a2+ b* ? (a“%sz ‘-

)?esu/%& pues, Jue la suma y el ,proa’uc%a

¥ a*+b<Zo Pue;%o gue arbi #a.
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en los numeros complejos tieners Bs mismas
prjb/‘edades gue en Jos re_a/es (11). Hdemss,
EST7IS /Ofop/lea’é’dé’s son 1as ?ae nos /Derm/'%en
que se pueasn depinir s custro operscio-
nes bssrcas. £s ez//'denile ?ue /5 rests R4 /S
division /parc? /oS ‘Com/b/:e/'o.r 0 &5/ :

Sesn 2 K w comp/e/bs &rb/'y/r&r/'osj entorces:

z-w = 2+ (-wW)

E/w = :;‘w"’,*‘

PROBLEMAS .
1. Expresar los 5{9(4:’9/}%5 complejos de g porma
a+ bt !
() (#5+00)" (o) 2
(&) () R
() (%! (k) Fisr
(@) (15e)’ () 25wt
© a3z m) s 5
B (-1e+())” (n) 23+
(9) (55)" (o) L=
(h) (a+hi)’ () (=5)°

& Lyidenfemente w#o.
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at+tbe : (a+bc)le-dd)
(g) (r) (Q'Lb‘)(a—b‘)(c,tdd ozl .-

a-b6¢

" Oean 50&( 2, n&mero.s Comp/fy'os_ $emoaz‘rar:
But R, = O @S 2,=0 o &,=0,
3. Encontrar valores reales de X g 9 toles que
(140)(x+2g)- (3-2c)(x~4) = 2+ 3¢ .
d-  Encontrar soluciones reales de
(14E)x Ty (142D X2 (1rye) x-1+0 = O
S 2 pu@’n#&s valores distintos foma " pare

neZr-’
4. Encom[far“ b Y 9 13 )es que (5+?:)(p+¢'g)sea
g‘maj/’nar/'o - B ' '

-

£, @emoa%rar; usando complejos, Fue .
(4 2e5)(2%3Y= (23% 2%)
Sugerenc/s Ve r que (445c)(2-3¢) = 23-3; ; de tgusl
horma descomponer 3+

Hagase lo mismo  parg expressr (937 '?)(? 25%)
comno suma de & cuadrodos.

J. Dado el Com/b/@/b arbl encontror Xg Y Foles
gue : (X%ja'){’:aﬁt.éc'_
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Z. /?epresenfacio'n geom efrica.

LIno de los hechos determinantes , no solo

pare el desarrollo de /los numeros complesos,

sino Fambren para su o‘?ce/bf&c/o'n g compren

5/"0/:7/ 7[’016 S /’e/ore.se/)fc?-c/o/n 3e'o_me/7/r/'a9. En

l3s obras de Goauss (1231) encontramos o ot~

ju/@/?%@ /s
'Chn ests re/aresenf&q'ob j@ome’#m‘ca uno
encuen%fa e/ 6{7)7/70/'@0’0 cntuctivo de los
numeros complefos comnpletarmente &ty
blecido ¢ no e necesite  mes pars |
sdmitir estas conkidades eneldo
rinio de /o Britmeética ... La infer
/Dreﬂs?cfo}? 3Qome’7lrf'ca pone lo verda-
dera me%@p’\s/c@ de los numeros ¢-

e

mé?ﬂé'n@/’/f—)i?/ b@/o wrn NUevo €n7fo§7,{/z€ .

Rysandose ern el hecho de gue cads nume-

ro comp/g/'o a+tbt esta com/b/e%camen%e determinNg
v

do /)or dos reales (Qj b)), [/ re,oresemdchob

geomelvzr/t@ Cong'/;wle \S/m/p/emer)%e er c?socfo?r/e &2

cada  numero de estos , el pun%o (oyector) (a,b)

* Kline, op. C/:f., pag. 631,
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en el p/ano,,

F@Ufc? =3

De 867Lé? meners, (oS /DunvLOé‘ Sobre e/ ee de s
IbsSC/SIS , gue lloameremos  ere Kesl, correspon-
den & /los numeros regles gue won de s porms
X407 g /oS puntos Sobre el ¢e de ks orde-
ﬂa’dc?sj %L(,ze //amareb’)os e/'e Z_m@jz'/’)@!‘/‘o , Corrées
ponden 4 los numeros (MIGINArIas Que son de
/& porma O+4t. E n p&r#ﬁ‘ca‘/am e/ puano' (0,1)
rgrgregen%‘z’ </ comp/e/'o <. /Q\S/// g?,ueda @J?l@bKect'-
da una correspondencid brunivoca entre €l con

J'un%o ce los rndmeros comp/@'os g e/ p/@}oo.

%def’ﬂos ver de cnmediato de /3 defin’
cx‘o’n a)jebrd/'c& ce lo suma /b@r@ cem/o/g./b$,
gue su ch%erpre%acjofo 3eome’¥m‘ca os /@ rmrsma
gue  pard vectores. Es decir, dados los comp/»_e

Jos 2 d W, e/ Com/b/eg/‘o 24+ U correa,bonde @2/
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veclor  resultante de la suma de los vectores asociados

a 2 y W,
FS
[N N Y ) PO 2+ W
- S
it 1 .
& Ao g™ /!
S
] L]
1 / 1
) / :
b i-f e
. I
[ 1
. d L 4\‘,
e o, ot
F{Ejura b,

& c'nferprefacz'o'n 3eome'7/n'ca del fgrodac-‘io no es
fon inmedieta de su def/'nf'cfo;? glgebraica . Fars e
gar @ dicha c'n%erpre%c?cfo{o,yeamo.s Pn‘mcm/ le mal
#F/;'cacz‘oh de un res/ K por un comp/gfo z= a+ b,
Dicho /oroduczlv es
Kz = k(atbt) = ka+ kb,
y su ,@Presemz&cfc;n ﬁeome'¥rr°ca en el csso en gue

A )

B 1o o mome mmm o K2

h 4




s

o sed 7que e/ 'com/o/g/'o £z correslboncle & un vector
en ls misma direccion que e/ Vector asociods a R pe
ro ”ci?/argado ke veces ”. En epecto, s depinimos & mag
nitud (o mo'du/o> de un CO/”/D/Q’/'O 2= a+ b como
Jz2] = Var +54%

j s¢ K es CUALQuUIER real, entonces l€z/= /k//i}/_

Phora veamos ?ue/ \Sr"gm')c/‘ca mu);i//'o//'car un com
/3/@/&3 por un c'/r?éffv'nan'o , para esto Mu/;i//a//]'guemos
/0/’/'/7282’0 So/o por g 5

(2= ¢(atbs) = —b+at

que represen todo jeame}/ﬁ'c@mem‘e os

v

Froure 4.
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/0 CL(J/ 6/:?/7/.7[‘/'&9 ?ae MUOLTIPLICRR UN CoqdPLETO
poe ¢ £s "porARLo” F0°.% Hhora, mualtiplicar por
wun c'maginarr'o cua/gw'eré jz' es rotar 9o° Kt /aéjo

1" 1
g/a rgar

(9i)2 = g (i2)

ge2

F/"gur& 9,

Qbora »:5/’/ VeIImas ?ue/ ﬁgm‘f/ca ma/ylll‘p/r'car on
comﬁ}g'o 2 por otro complejo W= cide
w-2 = (e+di) 2

/@ﬂpresen tando esto geame'#/'ca'memle fenemos /3 S~

gut enite ;’/c'gur@ ;

# Ohservernos ?ue |cz] = /=] .
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w2 = 0 +diz

Ffjura 10 .

El problems &5 deferminar cuanto se 'slargo”y cusnto
”31}”0' "z &l mu/,lz‘fo//'car/o por @ .

En la ]D:'jur& Podemos observar (Teorema de A%

30&5’5) que - |
Jwz) = [ez]| ™ [diz]* !

= (e%a3d) /z/*
= Jw/?]z]%
fo  cual /‘mp//‘ca que
Jw-z) = /wllzl.
Esto quiere decir gue AL MULTIPLICAR 2 COHFLE
JOS, SUS MAGNITUDES SE MULTIPLICAN .
Aniles de ver cuanio j/'ro' z2, hagamos J7 s

9uz'em‘e convencion . Rl &faga/o O determinado por

la  parte positiva del &e real y un compleso udo
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le llamaremos "ArsuUMENTDO DE W " g lo odenoieremos

como /951 w= 6&.

b g

/:./;g ure 11.

Observacion : El argumento de cudlguier namere complefo pue
de fomar una <(npinidad de valeres 43 gue
Qr_c] U= Q¢ KT , pare caa/?u;‘er K entero. & ar-
jumemlo de cuslguier res) distinto de cero es
cero . £/ ergumento del complefo cero o ests’ dle
pinido ( Ver f/'era'cf'o z pag 52 )

fAhora s/, queremos cleterminar cuanto ‘?{ro'z 7/
multiplicorle por & ; &S clecir, queresnos determinar
el d}zju/o /@ que aparece en VE Froura 10 (fgaj.fsf}.la

MISMma ,{*f_gura Nos mue.sz‘ra ?ae :
o eA L
cos B = J5llz] " 1w

olzl  d
Sen B = G5TT=l T jwl

o Seqa gue /@ es  PRECISAMENTE el af?umem[o de w.

|




J6

-, e o m me o e

N+

/:i'gum 12 .

J)e eJ?La manerg AL MULTIPLICAR D0Ss COMPLE.

JOS SE SUMAN SUS ARGUMENTOS,

Joclo e’s%a Jo /;odemo.s resumir en e/&jw‘em’e

resu /taodo
LA MAGNITUD DEL PRODUCTO D& Dos MNUMEELEOS |

COMPLETOS £S5 EL PRODUCTO DE SUS MARGNITUDES Y EL

BARGUMENTO, LA SUMA DE Sus ARGUMENTOS,

Ffjum 13- °¢+l@

h 4

[zw/] = [2]/w]

Q{?(E-QJ)-—- 'eri + Arg w.
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Con el resultade snterior has Quedado comple

tamente resuelto el /prab/ema de /7 fo}ér/oreyl@cxb’n

5eome'7[r/ca de’ /omduczlo Far& NUMeros COmp/zbe.

- £s /mPorfé?mLe hacer notar que en la drscu-
sion onterior hemos usado fmﬁo/z'c/z‘c?me’n%e el hecho
de que Jodo numers complejo ests fotelmente
determinado Por S majniyzad Yy Su @rjumén:[o. &
é’/’éézlo, sC U= Xx+yt 75?/?9/7?0-5' que

X= Jlu/cos O
Yy = Ju ] sen ©
donde ©=Arg a ; es decrr:
w= Jl (cos@ + csen @),

"
E@f@ expresion S conoece como FORMA POLRR”T de/

comp/@/o w. ©

Y

;L_/jum i

* [y form3 /Jo/ar de un camp!g’o o es tnice pu&r e/ argu-
mento puede fomer and rnpinidad de valores (pag. $5).
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la nueva re/;resenfc?cz‘ob para los numeros complejos
(su ;'ormal polar ) nos /Jermhze obfener direclamente
/3 f'nferpre%acz'o}) ?eame'%rz‘ca de/ prodac/’o ;2 Oean
2 = /2] (cos e+ 2sen )
w=lwl (cos@+ isen @)
Muldiplicondo obtenermnos :
w2 = [Iw](cossisena)] [12] (cos s +Esen=)]
- Jwllz] (cosp+isens) (cosac+ ¢ sen)
= Jwllz] (cos@ cosec-sen s sen )+ (cosp sen«+seng cos )
= Jw/iz/ [COS (G+x) + Tsen (,a+e-<)].
O sea :
wz=[wllz] [cos (/3+oe.) +L(5en (/@+a¢)],

La fnfer/arefac/oln jeome'%r/'ca del ,Orodua[o, /9/@5—
mada en ests ultimea ex/cre.s'/.:;n, es uno de los resul-
fades mas /m/borfan%es de los numeros complejos pues
nos va & perm/'/r'r calcular Y comprender ?ae'\soo
/95 raices cubicas de un numers ComF/g/’o. I@dem&’is;
de ahi/ se derivan slgunos de Jos Feoremas mas im-

porfdnfes Sobre  estes numeros.

Pntes de 6@(/”'/‘ odelonte es conveniente deter-
minar [3s pro,bied&des basicas de /s ma_gm‘y[ud pe
ra Com/b/e/’os e ch%roduc_z'r urn nNUEevo concelbrlo : E

COfB/u‘?é’dO de un numero Gom/b/\?/b. Ello /Derm/?ze
g/'mp//]ﬁ/'car considerablermente el mangjo de dichos nume

oS,



PROBLE MAS.
1. Discutir por cjuze' el arjumenfo cle| comp[gy'o‘cero /0

ests’ de,m'm‘do. Observese en par%x'cu/c’zr Que o es ne

cesario o/e,c/'n Jrlo.

2. Oerivar de /s in%erprefac/o}; jeome'#/‘c@ del produc
fo que s w#o,entonces :
[ %] = "* /1w
g HAmg Yw = Arg 2- Arg w .

* 3 Sean 2 ¢ W < com/o/f;/'os 7/6’/66 _/C,aqe 64);—‘0‘@37/‘3_’"

minNnxr en e/ P/aﬁo}con re_g/c;' _7 Comfbc?:S‘J /OG‘ fja/;_.

7/05 Jsociddos & /os CO/??,@/&/&DS =t 2 g f/cd.

% 2)6/270572&9/" 9ra;£‘/‘camer)7ze que :
) J2,-2/%= [2-2)"+ J2,-2,) % <=> ZmR.= A (z-2,)

donde 1 es un real.

Sugerencic : Hultiplicar por ¢ egw'va/e & roter 70°

. ) Z, + 22
) S [a]=/2:] = Z Tz es maginario

\SL{ " . ). 4 L
o adeaiia ik U’d’{’ce /3 /m{er/orefaaon jeome'/r.r'ca de la drvi-

s/on

k=i , |
(t) e pard cudlguier K regl  corresponde 8 un

PumLo en el ,a/ano sobre el cireulo unilario
con centro en el cﬁr:'jen.
s, Descrrbrir e/ (oxy'unfio de fodos los comple/oS Z
ales que :
o) /2-~a)= /2-b] (a, b e R)
b) /7-a)+t/2-4/=c (a,b,ce IR).



&0

4. Ef centro de un cuodrado es -z2+¢. Un verisce es

1i3e . Hallense /Jos otros vertices.

£. @'emaefs/rese que S¢ ) #o
Q) i/w s c'majmcin‘o S 9 solo i 2 Vs W) Son or;(g
gonales (Eslto es |, 2= Acw , e R)

’

b) Y es res/ \5'/'_7 sdlo ¢ 2y Jon parc/elos (&s

#o es, Z=Jw , A€ IR).
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I Prolm‘e dades de /o magni/ad 9
el coz_:/'agado.

La c/e;/m'cfob de méigm'fud de un numero
Comp/c’/b que 43 dimmos  es /g qs/‘gu/'en;'[e g

Sea :Zzavuéz'lcm Com/b/'ey'o. La Mé’jm'/ud (o

modulo) de # es el real no f)ch'hZ/'Vo:

/2] = m,

Esta de;/'m'cz'ob 85 egu:’m/em&e & la de mag.
nitud de vectores en e/ /J/cmo, por (o ue es
de 95/091’6’1’56 que 7/817_957 /DS mISMIS /bro,b/'eda—
des. En ejaecrlc, /as \Sfju/'envzes prolm‘edadm pore

los complejos son consecuencis de esle hecho:

TEOREMA 2.

() /220 parg fodo compleso 2 ;

i) [Rl=0 ¢ Y Solo s 2=0 ;

pare 2 g w compleos orbitrarios

ii7) [2rw] £ /2] + /W)

iv) Jz-w]=[/17]-1wl],

De cua/?wer Lorma /oodemcs ver que (l)cy
(:7) se sfjuen inmediatamente de /@ de;/mcmn
de majmyzud. lg demostracion de (i) 1@ dess -
mos @/ Jeclor h c?gw’ demostraremos (2 propie-

daol (cci), so/o que ontes ¢niroduciremos un



el

COOCE’/KJ?!O UV ?,ue Jole) \so’/o 0S5 Vg & }l’c?C/.//'/d’r‘

/3 demostracion de estss pro/o/edades, S/no gue
en  general ~simplifrcd /6 manipulecion de /los

co)wp/e/os. |
Dicho concefb/zo C@/}J/‘@?le ﬁsz/emenfe €77 c/eﬂ/

nic gl comis/@b a-bi como el CONTUGADO de/

CO/Y&D/?'O Z:Q%Az' Y 7¢zu€ Q/:?/:Jo%&f“emo& cm/ &

He &= 8,
L 2
|
|
I
I
L a .
|
|
,
|
_5 _______ 1 -
=
Frours 15.

Nota. Dado e/ cwomplejo z=a+bs, al real a we le /g
ma (3 pamle real del com/o/e/'o z g b su par
fe imaginaria g se denoton as/ : Re(z)=a
gy Im(2)=b.

De esta J/m,a/e de,oz'm'cfob se derivan  los S¢
3w'emles /bro/o/edc?des gue expondr@mos ern un

feorema
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%)

TEOREMA 3. Sean z y w complejos arbitre

Entonces :

i) 2+ = 2+ W

v) (%) = o para W #o,
vE) 2+ Z =2 Re(2);

ric) 22 = /2)°;

gire) 1&8/= tef.

Todas  eslas pro/o/'edcvdes son (nmediatss de

/ . . /
(2 dejm'm'cz'on de conjuyado Y Su demomfr&aom

/a dejgmos o/ Jectsr,

Ohora ' demostrarermos e/ rnckso (ci) del

Jeorerna 2. -

Demn.

X Vs

(2+w) (z+w)

(2 +w) (Z+ D)

s Jzew)

l

I

22+ 22U+ IWr WD

= J2)%+ (2D +2D) + [wl?
= [2/%+ 2Re (@) +/w)*
2 2]t 2 )2m) 4 Jw)? T
= J2)% 4 2/2])D]+ 1w/

= Jz2)%+ 2]z ]w] +]w]*

que Re (=)< /2]



oY

= (121 +/w])*
de donqge - /»'3+a)/ = /5/*/“)/

PROBLEMNAS .

1. Sean 2Z PR numeros mmp/gbj CU&/eaF?c;u/‘erc?.
Demostrar que :
(a) /-z2] = /2] ;
() In (2) < /2] ;
() 2-Z = 20Im (%)
@) Fw = % (w#o)
(&) 2z = %1y=
(r) /z-w/ £/2)+/w],
2. Uhilrzando s /pro,px'ed@des de/ ca;y'qgao/o de -

}’)7057!&;91’“ ?ae o
/rw/] = /2l /w/

3. Demostrar gque : |
Jaew) %y J2-wl®= 2 [12/%+ Jw]3]
e cbr‘er/;refar‘ 9eome'7zn'camem’e e] resultado.
4. ¢ Ouando se da I8 1gualdad en VER \sgzw'em[és

de\sfga&/d@des <
[2+w/ £ /2)+ /) |

/2"&)/&//%/—/(4)//)
/| R-w/] < 7]+ 1wl
e (z), Im(2) < /Z/ .
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5. Sc 2 e un COm/p/g'o 2/ gue /2] ¢ 2 z'(’g@’/ es
o] valor maximo de [/+2+z% 27/ g pore g?ae' Z

se alconza 7

6 . Hecer ver ?ae los Sclucrones de /9 ecucyc/'o’r)
(Dc-f_yz“)'z—: a+ be
(obteniclas ern el g'era'c/o V4 pag )-.SE /oaede/)
expressr st +

# T/ +

Va2 (1] +Re ()

si lwl + Pelw) # O

o * lwr st Jw)+ Fel(w) = O

donde &) = C?.v.L bd-_

z. Describir el ca/y'am[o de numeros complesos =

7aJes gue :
(o) z=2

(b) Z=-2
(a) Z2=-2"'

d) Z2</-Relz),
). Fncontrar un complejo = 7o/ gue -
/2] =1 4 e (2%) = O
9. o Cusles son o9 comp/e‘/'os 7@les gue :
(a) son (gquales @l cuadrodo de s« conyugado s
(6) son cgusles @/ cubo de su conjugdo .

10. {Demoo‘?[rd?r ?uf s¢ 2, = arbl es Solucirorn de

a2 ecuacion con a:e,pfc/en%es LERLES :



1.

dd

4.

k4

I

(14

QO+Q,£+---+QHE”=OJ

e

entonces Z.=a-bl Tadmbien es solucion .,

Demostrar que (=14 5c) " (~1-/5c) " es real
pare cua/gw‘er n natursl.

@emo&ffar Quée RV f/é'/?‘ /7’/531’-//, ew/oncej
/2/=¢4.
Oblener el co/y'um‘o de /OU/N[&.S 2= Xty 7 les

?ue ;

(a) 2%= é-'z')'
/2=
(&) Jz77 = <

Mostrar gue /@ b/pe’rbo/a 2% g% 1 se puede
escribrr @si’ |

2T s 2% =2
Sugerencia : Ussr problema 4(e) ¢4 leo 3 ().
Considerese un complejo & Aol Que /z2/<1 . Des
cribiremes una meners de localrzer geometr
camente </ compleso Jz . Pm/o’njuese /e lined
az . Bor 2 tracese /o }perpendr‘cu/@r a 0% gue
intersecta </ creulo um'/dr/'o en o« . Pr« 7//22'
cese A %anyenﬂe &l circulo wunitario g seq
B 15 interseccion de le 7ongente con (3

/jro/onyacfob de O, como muestre /s

\s/"yu fente 70/57 ure :



éF

- !

(a) Demue'strese que &= Z

= Z

Sugerencis : (8] =[] -
/
(6) OOnszzrdyase ﬁeome%[r/camenfe = cuando 12/=1

9 /2/>1 .
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4, Pofenaas g raices de
complgos

POTENCIAS, Kecordemos gue nuestro problems
es calculor /o raixz cubrca de un complejo ; esto
es, cdado el complejo 2, encontrar el complejo
(o Jos Camfc/ej/‘as) W Fol que

wv =z

Elevar al cubo un complejo significd Sumsr

I veces Su &f:gumen%o 5% elevar <! cubo su nor-

<

2

Frgure 216 .
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Esto es consecuencia inmediata de /a /nter-
pre?‘acz’o’b jeome'vfn'ca del produc%o.

Eslo es, Si orgw =g entonces

w?=[lw](cos p+sen )] = [w]? (cosip+ dsendp)
yc? gue g/ mu/fl/;o//car 4 comp/e_f‘/bs € SUman Sus
grgumentos g se muldiplicon sus normas.

Un resultado mas geners/ oblenrde me-
diante el mirsmo razonamiento es el J{gu/'emze
%eofema :

TEOREMA 4. Sea Q:z‘?«'yif Y 7 un numero
natursl. Entonces:

z”=[/s/(cos@+ (sen Q)]n: /27 (cos n © + csen nB) .
 la demestracion se hoce por (nduccion P /a
dejsmos &l lector.

Este resultado es de bastante /'m/porfcmcfa
pues 7105 /)efmf/@ calcular dzc?/gzufer /oofenc/c? de
cusl gurer comp/e/b en una Lorma sencitlla,

@'em/a/o Z. Calecular (1+) M,
(140) 4= vz ' (cos Ty v isen The) '

256 ( cos Y77 ¢ ¢ ser £7r)

I

56

I

I+ L

7 ' ,

Filgurs 1£.

¥
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QCJEMéS un coroldrio cnmeédiato de este
71801’@:7’75?4r s¢ fomamos 2 un;'f’ar/o, es /@ S{guz'eff
fe fo'rmu/'a conocidae como FORMULA DE DE MOIVEE:

(cos@ +isen© ) =cosn®+isen nO
Qrs 7 un numers netural.

Este resultado tambien +4rene wsu z'm/:orfanc;'a
pues entre otras cosas nos perm/%e encontrar po'r
mulas para  cos ne g sen n8 en termines de
cos 8 v sen g. _

Ejernplo. Encontrar pormules pors cosTO gy
sen J9 .

(cos @+ (sen ©)” = cos IO + ( Sen 36
pero tarm bren
(cos© + csen ©)%= (o5 © -3 cos G sen@) +(3cos*Csend -sern@)i
de donde .
aos 30 = co5"Q - 3sen?@ cos @

sen 30 = @530 sen© — sen” o,

Tonto e] Jecrema ¥ como (6 pormula de De

Moivre valen pors e,vponeﬂ%es /75_?&71/'1/0\? (Ver ejercicro

aea./oaj, £3 ).

RAO|2 cuBicA DE UN oMPLETO. Ahors s/ resol-
vamos el ,orob/éma de calcular /o reiz cubrca

de un com/o/_e/b 2, pues%o gue /2 rere o raices
cubrcds de =2 son 195 Soluciornes de 7o RAE
eanoﬂce.S .

w3 = [w? =/2/
g Jﬁr_yw:ﬁrga)‘sz Frg z+ K77



+

/oard ‘Cudlguier enfero k . Esto implica gue :
Jwl = Vrar
¢ /7)’,3 G = 9!’9% . csz
pard cuc?/gzuz'er entero K. Lo cusl Gurere dec/r gque,

St ﬁ,’rjz:x LW clebe ser cle /& rorma.

i == W[ca:(%+'2k%)+t'sen (%+'2t7r/3)]' Ce e (3

Par@ cual ?,u/’e,* e;mlero t\”. /%ro €S7l& expfeszb'n nos 4do s

Va Jor €és distntes pors W gue son :

v/ (;os o + [ cen )

¢U¢ =
W, = W{Cos (%6+ 2% )+ sen (q/-?’“z%))
Wy = Vizl (Cos (Ve YT5)+ sen (Yt g%))
£
A
) Ejura 1.
2% =
Wa
-L/3
7
27
4 Z_, clrewlo  de radie V/z)
Wy

¥ Menos en el casa en gue Z=0. cRr gae’g’



4

pues  para cua/?u;‘er ofro  valor de Kk /@ expresz‘o'n @)
nes de el mismo compleso gue wo , W, o wy. Vew-
mos coo es eslo. & enlero ¥ es porzosa mente de
Lorm& 3n, 3n+l o Gn+l  para olgdn vlor entero de 7 ;
s K=3n
e R = %Y+ 267,
por /o que parg cualguier n enfero :
Wy = V7T o5 (Yar2nm)+ isen (%o 2am)]
=W[COS Yo+ (sen Sa] = s,
Le ,_«'jucp/ Aorme podemoo‘ ver ?ae Wspps =, 1
Wipeg = Wa , pare cua/ Quier valor entero de n.

C'ona/uyendo) poderrnos reswumir &to en el sc-

jaz'en%e feorems :
TEQREHMA 5. Tods namero compleo T#0
liene exactamenlte 3 ra/ces cubicas gue
vienen dadas por /& exlpre:jo;a s
Wy = f//}?[cos (""/37& ‘:’“"%)-f- L sen (%f‘ZKZ)]
para K=0,0,2 y donde o= Prg = .

Con este resultodo Quedd esencialmente cu-
bierto nuestro objetivo pues 4 podenos resol -
ver el caso crreducible de o cubics , volo gue
ontes veremos un eemplo g I/guros resu /s -
dos sobre las ralces cidbrcos cle un compleo, gue

. - / =
hos 7[’6‘C//filc?/’c‘>’n e/ resolver a‘e;/m‘%u/dmen% nues -



£3

{ro oé/'evl/'t/o.
E/'Qm/b/o 2. (slcular Jos resces cubrcos cle 1
1= 1 (cos 0°+ (sen o°) |

/%LS /E?/QZEKS SO/ L

(@) .
cos Yz +csen U =1
; i # YT
cos 2w sern 27 = —
. 77 — ) = 31,
cos Y4 sen /,3-‘:__/7‘/‘5_‘,
1
-/ #VETC
T
*ﬂ
120° £ ’
720°
-1 =3
2
Figura 17.

£ es?le _ay’em/b/o /Ooc/emos ver gque los I rasces cg’

i P i / F "
brcos de la unidad dividen &/ crrculo wunilsrio en 3

’ ool e .
/Dd/"7"es (guales . Ademass (-‘L‘_z'{i—".) = ‘L—T@i/ por /o gue

s¢  hacemos
=]+ 3
f- Tz
endonces las 3 rolces elbicos de unided sen 1,

P IS

Ln [a frgura /P (/Daj J/)Podema,s ver gue los rel-

e
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ces cubrcos de cuc?/gu/er comple)o hombren dividen
g un circulo en 3 /gcs?rfas c\?ua/es. Oses, dada wunra
rarz cubice de un compleso, /05 dernds fos pode-
mos oblener rofondo dicha rerz /0°. ) como ro-
for /:0° es e?gaz'uc?/enfe a ma/rfr}a//bc?/“ por /JJ Y2
?ae f es gm'/c?r/o (c/e m@jn/‘/ud .f) g s &’:94‘
mento es /20°; entonces dade wnad /o2 cubrea
Jos demas [ds oblenemos ma///p//'candOporf.
Fs decir

TEOREMB 6. S w & uwna de /las raices cu

é)/'cas de 2/ é/”}'aZO/PCE’J /s o%ras dos son LOf
1+ /3

y wps donde  p=—73

Otro  resultado mey sencillo es el gue nos
rolscions  /a9s  re/ces cubicds  de uUn compleso
corn /as de su Caxy'&j@do.

Dice as/ :

TEOREMA Z. S w es raiz cubice de =,
entonces &0 es rarz cubrco de Z.

Fste resultsdo nos sers Gt/ P e/ cIso
irreducible de /e cdbico pues /9 Zﬂo?ma/@ de
Cardanc nos da wUnd éﬁpr‘ewb/n cle! Lripo
x=9Yz '+ VE. /for ofro Jado,su dermostracion
es  muy sencille : |

Derm ostracion : St w es rua cubricad de =
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entonces
wi=z2
g como
(w3 = (@)
entonces
(©)°= Z

por /o que W oes ral2 cubico de z. ?-“—’-d'

SOLUCION DEL CASO /BREDUCIBLE JE LA CUB/CA.
Empezarermos resolviendo un caso /oopmi;'cu/ap;
X2 - 3x + V2l = O,

56_3&!/!’? /@ fo’fmu/& de Cardane, /as vsoluciones

vrenen dadaes pol .

—
va Yzt 4 fy‘_/.:i_
vzl viovar o .

Caleu lemos [1as railces cubircas de %—, Ve mas

?ue: /-f/;/fi »
g Arg ()< 74 .

A
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0 Seéa .

- : Fi7; . Fi7/
I+ cos T4 # ¢ sen 7
va

De donde una raiz cubica es:

) 77, . T/ 14£E
) = coes /slftcre.f? /-51 = Ty 7

por /o gue Jos olras dos rasces <son :
10 [t V3 oS+ (1) ¢
“p = (./_z‘)( 2 )‘ 2 /z
2 (VF-1) - (1#VF)c
wp = 5 .
Lhora, /35 raices clbrcas de ‘i/:_?_{,' son :
[=¢ - (1= @) (V3-1) € (V3o1) (14 V) C
vz 2vZ ’ VR ’

48 CYJ;ue son /los Cory'a_gcvdoo" de /(o5 srnterrores. Ek
nos da 7 pos/'é;‘//'d@des para x, de las cusles 3 son

reales

Ud. mismo podra’. comprobar gque epecti Ve -
mente estss von [as fres soluciones de & cu -
brea.

fhora resolvernos el caso geners] de cubr-
09 crreducs ble

X4 px+ g =0
donde (#2)%+ (F5)7< 0.
la formuls de Cardano nos dice gue
Y A Y S IR R (O

Esta ex/breszb;’) nos Ada 9/005/5/65 valores /parx,q’e

los cuales 3 <son reales.
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Sea W una raiz cubrca del complejo '_%f‘/_(%)z_(%)ﬂ{)

entonces /los J"/ow/'é/ed volores reales parg x son
X, = W+

Wp u_T/E: WP aj/o%

Xy = a)/o*"+ wpr = q)_/o“?-+ @D P

/%ra dejar‘ %oﬁ?/meﬁ#e resuel o éJ/e caso Fere-

<
M
"

705 ;iae demo&#rc?f“ ?ue es?LOJ I valores <son Soler-

clones, § gue Son dirperenies .

/%ra_ ver: ?(Ae von Solucrones éas/a con com -

probar que X, , Xz g A5 sotispacen O cdbicd.

Agul solo o haremos pors x, ; 19 comprobacion

/> C?’?/'d?mos @/ lector.

/.’/’@r@ Z{jf /Yj
(w+c5)°+ /D(w% o) f g =
cw” + cE‘jqac?[w"chLw(@)'a]v&/b(wTL@)vL;z

Wos (W) #3 [T + (w2@) [+ plw+ D)+ 2
2R (w3)+3[aRe(wia)]+plwrD)rg
2 (‘%) + 6 Ke (/cu/*’-w)*+ p(mm)%;
- A+ G /2 Re (w) + p[2Re ()]tE
_—[6/-’«0/""7‘2,0]/{96 (w)

= Je (P r2p]Re ()T "= 0

g

i

¥ Yo gque fw2D ] = fwl?=liwiRw] ¢ Arg (Wid)=2Argw+ Argio =
= Arg w =

x % Y gue lwl= /-Fl3 pues
Jwl? = J( B e ()= (Fa)7 = S (Fl3)7

.Qr‘_g/od/'aa.).




&

/

/%f‘c? ver ;zue Z,,X{j Xy won oh'f‘erenzles 8!711!"6.5/1
\su'/zongamos gue

w= a+bd

2

€n7ZO/}C€S
X, = La

Fd

X5 = (a+£¢')jﬁ o+~ (a—bc')/:a__ ..Q.,[,l/_}"“
% & (Cn‘—br.')jo'?‘% (a-bc)p = —q +bV/3

es cloro gue X # X, pues b#0, Y5 gue W es /a
rarz cubrco de un compleso.

Rhore supongarmos Que X=X, , entonces

= =gl " s
por /o gue
W o=a (1- 7)),
fo  cual implica  gue
wi- a? (/- |/37«.’)3:- - P&

Jo cual es @bsurdo, pues w no es res/.
. CON ESTO QUEDA DEHOSTRADO QUE, EFES
TIVAMENTE, LA FOPMULRA DE CRARDANO HNOS DA
F SOLUCIOMES PEALES DISTINTRS EN £EL CRASO
JRREDUCIBLE .

ODEMAS QUEDA TOTRLMENTE RESUELTO €4
PROBLEMA DE ENCONTRARR KAS SOLUCIONES £EA

LES DE CUBLPUIER CUBICA.



7
ROICES ENESIMAS DE UN COMPAETO. £/ resul-
- 7ado gue obluvimos Sobre 195 ralces cubrcas de
un comp/e 0 (a/er leorema &) , se pqede 5@,78,—@/,-_
29r S/ Mayor prob/ema 08rs  [3ices enesimes .
Vegmos como es esto .
las rarlces enesimas de un complejo 2 son
los soluciones de lo ecuacion
W’ = 2.
Dichas soluciones <son fales que
Jw) "= Tw? = /7],
¥ nﬁfj w = Hrg w = Qr3£+a?.!<77‘
para cud?/gaufer eniero K . Esto implica gue /es so
luciones « von & les ?ue :
law) = Jiz/
Arg w= 202 257

g

2%

o,
T Fzﬁ'eura 27 .

o

N

i '

L; CI]fCu/O de rdd,'o 0/2/
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ZO ‘CUQ/ ?U/;E’/? clecir %aé, St /Q/}?,{f—m—o(/ s S
lucrones sorn de /9 Lorma ;

We = ,n//z/ /COS (if,-+ .zﬁ?r)+ dsen (i;"‘-?- # ‘“77) ,

e

‘donde ¥ es un entero.

Lsts ex[;resz'ob nos da volamente n valores
a’/}c‘erenzles para  w. Lo porma de demosirar—
lo es , primero, hocer ver que o Jo mas son
n Y, despue’s, Que estos n son d/iﬂ@feﬁrleo‘ en—
tre s/ .

Sea K un entero orbitrario . For el @/yom'#mo

de l division Henemos que

K= ng + r . 0Z2r<n.
Entonces
g . __eé_ - 2 kT
rg W = Th e
“ 20ng+r) T
= "n n
ol 27 r i
SIS + 0 LT

= )0-/:9 W + 272 .
Lo cual /‘mp//'c& Que  Wi=wp pare algdn valor
oe r entre © g - inclusive . Esto \5/‘30/}0/‘(6 QUE
bhasla corn Hfomer K=o,t,---, n-1- Lhorea demos-
71/’&!1'6/’?70.5 70,(/(.8 L By = wly donde 0= t<n-1,ne
cesariarmente s=t. |

Tomemss pues dos vaelores enteros Hales ou
F Gue

0 £s,t <,



£/

j’ Jupony&moa ggue &l = Ly Entonces :
Arg ws = HArg wy + 2mTT
perd @fgunc‘? m enters . Esto es :
I 2T = Yy p 2T, 4 AT
/o cua) /'m/b/z'ca que
s=t = np?
pora algun valor entero m. Esto qu/ere decir
que S-t & un mci/#/‘p/o de n o 77=0. /2 ro
como O£ s,t <7 ,en%onces /s-¢t) & lo mas
fﬂuea’e veler n-1, /Dor /o ?ae ez Jrene gue
ser cero. Do donde s=T.
fesurmiendo  esle resulteodo Fenemos :

TEOREMA . Todo numero com,o/g'o

240 Frene exactamente n raices e

nesimas  distintes 4 vienen dadas

por /& J/jc//'e/?zze expres[o/n :

Wy = W/fos("‘/mL Qk%)%(den('%;jLM%)]

para =01, 771 S g donde Arg z = .

Lyemplo 3. Oolcular #odas /los soluciones de
2= 1.

{ = cos 0°+ (sen 0°, Las solucioneés vrenen

dadas Por:

K7, : s
wp = €COs /é ~ L Sen % /gara Ez O Vs i

0 S€EQ



Wy = 1 = =y ady

W, = l/}’-;‘ = Wy we
w, = Hi_?’g o, y s i
Wy = A = —wg

Wy = ~/4-ZM3’¢‘ e wdiy

Wy = _@j{" = - w, i

2

Observacion - lodas estss soluciones dividen & cireulo

um‘?zc?n'o en X parfe.s I:?uc')’/e-S.

E/iem/g/o <. (alculsr ./fomc'.

P VI92 e = 16 (eos 60°+ ¢ sen 60°) . Llas roices son:

W, = R (eos I5°+i sen /5°)
W, = 2 [eos (/524 ) + ¢ sen (15° %) [
w, = 2 [cos (1524 7) + ¢ sen (i5°+7) [

= -a[cos (15%49%4) + [ sen (154 d%)]

Wy =
4 core
50 /4 VF"
cos /A = .2!/:2-—;
Wz =1
(=]
Ssen /ST = 2 Vo
EI’??LOI’?CES.‘
. - (1+VF) 4 (G-1)C
° - va?!
— (UF-1) + (1#V3) L
@ = 7z
e — (1 2vT) = (VE =10t
- R Vo - '
3 =

vz

N CE
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PROBLEMAS .
7. Caleulsr - ,
o l/'—-, 3{. 10
a) (f5i) o) (ZEE)

é) (l/j (/+¢}~J+¢) 34

2. a) Demostror g ue s¢ 2=/2(cos @+ sen Q) entonces

= /i‘/n(eos ng + ¢ sen n@)

/Oc?ra N cu@/gu:'@r EMTELO.

b) Utilice este rasu/%ado paro ver gue
27 27"
<

((277—2")
sen nQ = =

cos n @ =

pare  cuslguier 2 fal gue /2/=1.
3. Derivar /las c/yuz'en%es zﬁ’o’rmu/&.sJ con N Un nume-

ro nalursl

sen (n-%) @
| +RcosQ+R0ees RO + ... + eos (n-1)0 = sen 4O
cos 5@ - cos (n-/2)8
sen © + sen 28 4+ ...+ sen (nN-1)6 -~ = san Vo O

n=t a _
) /- x iy .
Sugerencia . bs pormuls KZ/ X = o= dambien vale para complesos.
o

y.  Medisnte wun /pmcedr'm/'enfo an@'/ogo & géra'cz‘o

anfler/'dr, derivar Rs »:ilj*wen}es porma/cw‘.

] — eos XnE

sen @ + sen SO + .. .+ Sesr (*n-1)Q T T 3 5
sen In@
Cos O + Cos FOQ # -+ - + Cos (R~1)0 = ~ 550, O |

Y, Derivar s S uren tes formwulas pars sen J&
g cos SO
sen SO = 16 sen”© - 20 sen’o + & sen @

dos SO = /6 s O - 20 cos’O© + Scas O,



}¢

i) Uilizar estas rormulas para mostrar que

?77 : V5t
oS 5 = 7

, ) .
\Sujeren cig & Sen 15 es Jolucion de Il ecuacion
16 xY-20x%+ 5 =0,

6. Expresar cos’@ en Herminos de 553&/03 mal
J;;o/es. Compruebe el resultado con Slgunos
valores de &.

Sujere_nc:'a : Uhlizsr el eercicio 2 (b).

Z. \Demu e.szlre gue

n n né e . o
(/+00sO~-(sen®@) "= 2" aos Z (Go: 5 ¢ Jen%)_
p. Demuesirese Gue
y n;
n-clnd+ond-— Gn;'j'" . = 52/‘2&56/7 /sz}

er

—

9 a’eferm/’ne.se' el wltinmo Le'rmino del/
miembro de /8 igualdad.
9. (slcular /o5 \S@ur’enhss rai'ces :
o) Vasdi e) Vei-i e) LI
L) Yo  d)YiSEC
10. FEncontrar fodas [las soluciones (rea/esj cor

F/L?/é?s ) de (as J/fu/'en les ecuociones

a) x-6x- ¥=o0 d) x°= -6V
b) 27 Gyt 6 =0 e) x¥=1
¢) x°: ¢ £) Sxte 3+l
11. Ses ﬁ: cos '%}2””-"5?” '“ETJ?J, Demostrar gue Z,

f1=1

_/D’_/)i e, P Son Jodes las rosrces de o



&s

ecuscion x"= 1.

lz. S w, es 79/ que (wo) =2, demostrar %ae
los  demas soluciones de ls ecuscion w”=2
Son de /o formg a)gj)". /b@ra &/_guna J' em!re
O g -1 (tnclusive) .

n S n/k

73. Demostrar gue -
) ”f’x"/’zﬂ'“?'f - [o s¢ ntk .
() Observese que ,en par%l'cu/ar‘) la suma de.
las 0 reilces enesimas de la wunidad ds cero.

14. JDemostrar que m+m Lome erac
tamente n valores reales.

15, F/ centro de un hexaqono reqular es /= Je.
Un vérlice es -2-¢ . Encuenirense los ofros ver
Jrces.

1¢. ¢ £s cierfo Que ~/= V-1 /-1 = Jentn =4F
Exp/r'?ue.

17, Sean R,,25 4 Z5 nameros complejos fo les
gue : [2,] = /2,) =125/ = 4
4 2,+ 2; t %z = 9.
\Demo\s%rdr 7‘2&(@ 73”2_?_ y 23 SON Ve’r;j/'ce_v de

tn vlr/'a’/)ju /o e;zaa' Jalero.



19.

/7.

20

{b
Y FINALMENTE .
//emo.s resuelto (@ ecuacicn W=z donde = erun
numero complejo . E| Feocrema & (/Jag 21) nos 2seqy
ra ?ae St f#o/ esflé maa‘o’n v.zféne n rairces clis-
tintas. Fn /gar#/cu I3 sC K es un redl pleistinds
cle cero, /3 ewau'ofo 5 Liene n .ra/'ces d/l_s
Lintas . Demostrar gue la ecuacion 2=k don
de k#o, Liene wuna solucioyn real g dos camp/e—
Jas.
Considerese /o cubica Z34p1f§3=o , donde
A = (ﬂl}ﬂ (%)530 . Demos}r@r %ue eote cubica
{iene una raiz real y dos compleds, Jas Fres da
cdas /bor /a fo’rmu/e cde Cardano | Esfo demues
tra que la }%}mu/a de (Cardano es ls 790’/mu-
la general para encontrar las faices de cual
Y%Lz'er“ cubtca. |
[a ecuscion 2=1 es /gam‘r'c:u/armen#e Lmpot-
lante . las ralces de esta ecuacion edlan so-
bre el cireulo un[?/c?rc'o,ggon los vertices de
wun ,po//jgono reqular de n laclos . Por el fecrema

8 (paj o), los Ve’mi/'ces Vienern dados pof“

) S kT
£ Sen .

_ AR
2y 5 2bE “p—

)%p,l,‘endo ce 537[@ exforaﬂ‘ofo, Gauss dernarrlroffgucf

un /30//9000 reqular de n lados e corstralble



2
con regla y comﬁ&fs sty solo s n= 92{70, Pue fr
clonde cada ’Pﬂ' 29 cle [a 7zaorma 92'24./, Stenclo
A g b enteros no negaz{z'uos. Como <aso particu lar
Se Liene Gue el /bo/z;wno rzyu/ar de /7 /[ados es cons
lradchble  con /'ej*/'a g Cam’pa’s. Lo zm/borémzﬁe de esto
e que , 3 pesar de gue descle los 14'8/77/90\? cle
EFuclides eran cenocdos un buen numero de /go//’ﬁg_
1os regu/aré,s COF)SJZK’LLA'!D/&S con reja/a % comp&/s,é/’?
2,000 shos o se habla desau brerto n/bgu//) otro .
Escrebir un ensayo sobre eote temma. Una poscble re
ferena'a eqa Ore,0; Number 7/760{3 ancl ihs #/szLorj X
Me Graw Hill (19ve).
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