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Advertencia Preliminar

El presente trabajo contiene una seleccién de ejercicios sobre el tema de la medida e integracién de Lebesgue,
mismosque he discutido con mis estudiantes durante varios semestres en los que he impartido el curso
correspondiente. La mayoria de los ejercicios han sido provistos de sugerencias que tienen la finalidad de
facilitar su solucién, aunque el camino sugerido no es por lo general el inico y otros métodos son deseables.

Por otro lado he tratado de mantener uniforme el grado de dificultad de los ejercicios; sin embargo,
algunos me parecen més complejos que otros, pero he optado por no distinguirlos para no prejuiciar al lector.
También es importante sefialar que existe interdependencia entre algunos ejercicios por lo que sugiero que
éstos sean resueltos en orden, aunque en varios casos pueda no ser necesario.

Procuré mantener la notacién lo més apegado posible a la generalmente acepatada; de cualquier manera,
se incluye una breve lista de sfmbolos y su significado, asf como una bibliografia recomendada.

Considero un grato deber el expresar mi agradecimiento a Guillermo J. Correa G. por su estupendo
trabajo al frente del sistema TEX.

Abril de 1987
G. Grabinsky
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Notacién

A = élgebra de subconjuntos de X. Si X =R, entonces A es el dlgebra del ejercicio (5).
A(E) = élgebra generada por la familia E.

A* = o-flgebra de los p®*-medibles.

Bx = o-&lgebra de Borel del espacio topolégico (X, 7).

2 : A* = R = la medida de Lebesgue sobre los Lebesgue-medibles de R.

M(X, S); M* (X, S) = clase de funciones f : X — R que son S-medibles; clase de funciones no-negativas
en M(X, S).

g una casi-medida = una funcién conjuntista no-negativa o-aditiva y con p(#) = 0 cuyo dominio es un
élgebra.

p* = la medida exterior : P(X) — R, generada por la casi-medida p.

% = la restriccién de p* a A*.

P(X) = el conjunto potencia de X. |
R = recta real extendida, R U {+00, —co}. i
S ® S' = o-4lgebra producto. (= o-dlgebra generada por S x S={Ex E': E€ S, E' € §'}). |

S; S(E) = o-élgebra; o-dlgebra generada por la familia E.
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EJERCICIOS

(1) Sea R C P(X) una familia cerrada bajo uniones finitas y diferencias. Sea (4,){° una sucesién de elementos
de R. Pruebe que existe una sucesién (E,);° de elementos de R con las siguientes propiedades:

i)E,C A, Vn

#w E,NE, =10 Vn#m

ey ™ m oo oo
#1) "LleE,. = nL=J1 A, VmeN {5 uLleE,. = nL=Jl A,)
(Sugerencia: Sea Ey = A1 y B, = Ap — nL_Jl1 A;sin>2)
’:

(2) Si 4 € P(X) es un 4lgebra con la propiedad de que si para cualquier sucesién de subconjuntos disjuntos
(E,)3® de A se tiene que tjl E,, € 4, entonces pruebe A es una o-élgebra
(Sugerencia: Use el ejercicio (1).)

(3) Pruebe con un ejemplo que una familia no vacia de subconjuntos de X, cerrada bajo intersecciones numerables
y diferencia simétrica no es necesariamente un o-anillo.

(4) Compruebe que la operacién diferencia simétrica A satisface las siguientes propiedades:
§)AABCc(AAC)U(C A B).
i) (A1 U A3) A (B1UBy) € (A1 A By) U (43 A By).
i) (A1 N A3) A (By N By) € (41 A By)U (A2 A By).
iv) (A1 — A2) A (By — B;) € (A1 A By) U (43 A By).

(Sugerencia: Si z & A; A B; entonces X4, (z) = x5,(z) (1 =1,2) .)
(5) Sea X =R y sea
A = {unién finita disjunta de intervalos de la forma (a,b], (—o0,b] ¥y (a,+00)}.

Pruebe que 4 es un 4lgebra, pero no una o-élgebra.

(6) Sea E = {A;, As,...,An} C P(X) dada, denotamos

A"={A' sia=0;

A, sia=1.
Para cada a = (ay, @3,...,a,) € {0,1}" definimos E, = AT N A7? N---N A", Pruebe:

i) A(E) = {agn E,: D c {0,1}"} (convenimos en poner aLéJG E,=40)

ii) Concluya que #(A(E)) < 22".

~ (Sugerencia: para probar la cerradura bajo complementacién en (), empiece con E, y luego trate el caso
general.)

(7) Sea A4 C P(X) un &lgebra con un nimero finito de elementos. Pruebe que #(A) es una potencia de 2.
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(Sugerencia: Sean E, ,.Ez, <.+, Ep aquéllos elementos diferentes del vacio obtenidos por el método del ‘ejercicio
anterior con E = A. Pruebe que 4 = A({E\, E;,... E,}), el cual puede ponerse en correspondencia biunfvoca
con {0,1}7.)

(8) Si #(X) > e, construya un &lgebra A, C P(X) con #(4A,) =27 Vp€ {1,2,...,4}.

(9) Sea S C P(X) una o-&lgebra con un nimero infinito de elementos. Pruebe que S es no-numerable (i.e. no
hay o-4lgebra numerable infinita.)

(Sugerencia: Sea {A;, Az,...} C S un conjunto infinito. Imitando la construccién de los conjuntos E, como
en (6) pero ahora con « € {0, 1}N , obtenga una familia numerable infinita { E;, E3,...} de subconjuntos en
S no vacios y ajenos. Halle una funcién inyectiva ¢ : {0, l}N — 8.

(10) Sea E c P(X) fija. Pruebe que YA € S(E), existe una subfamilia numerable Eq C E tal que A € S(Ep).

(Sugerencia: Sea S = U{S(E') : E' C E y E' es numerable }. Pruebe que S es una o-dlgebra y que EC § =
S(E).)

(NOTA: En general unién de o-élgebras puede no ser una o-élgebra.) .

(11) Sea R € P(X) no vacfa dada. Pruebe: R es un anillo ¢ {X4 : A € R} es un anillo algebraico (con las
operaciones de suma y producto médulo 2.)

(12) Sea (E,)$° una sucesién de subconjuntos de X. Definimos el limite inferior y el limite superior de (E,)
denotados: lim (E,) y lim (E,) respectivamente como los subconjuntos de X definidos por:

=+ 00 n—o0
lim (E,)= U N E y Im(E)=1n U E.
n— oo n=1k=n n— 00 n=1lk=n

Pruebe:

i)z€ lim (E,) © 3n=n(z) talquez € E,, VYm2>n.

n— 00

i) z € Iim (E,) ¢ z € E, para una infinidad de n’s.

n— 00

#ii) lim (E,) € Iim (E,). (Dé un ejemplo en el que la contencién sea propia.)
=00 n—o0

fv) X — lim (E,) = E(X—E,,)‘yX— lim (E,) = lim (X — E,).

n—co n— oo n—oo n—o0

v)SiE,CEpy1 Vn o E,DEn; Vn,entonces lim (E,)= Iim (E,,)

i— 00 n—oo
(18) Sean (E,){° y (Fn)f® dos sucesiones de subconjuntos de X. Pruebe:

¢§) Iim (B, NF,) c Iim (E,)N Iim (F,). Dé un ejemplo en el que la contencién sea propia y pruebe

que la igualdad se da si N se reemplaza por U.

#1) lim (E,)U lm (F,) € lim (E,UF,). Dé un ejemplo en el que la contencién sea propia y pruebe
— — 00 n— oo
que la ignua.iﬁud se d: si U se reemplaza por N.

(14) Sea (a,) una sucesién de nimeros reales (extendidos), definimos el limite Inferior y el limite superior

denotados lim @, y lim a, respectivamente como los niimeros reales (extendidos) a, y a* respectivamente
n—o0 n—+0o0
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dados por:
a,=sup inf{ax} y @° = inf sup{ax}.
n2lk2n n>1k>n

(CONVENCION: Si S € R no es acotado superiormente definimos sup § = +co. Anélogamente, si S no
. esta acotado inferiormente, definimos inf § = —o0). Pruebe:

i) a, y a* siempre existen en Ry a, <a".
#1) (an) converge a a € Rea, =a=a".
(15) Sea (E,)$° una sucesién de subconjuntos de X. Pruebe:

")Xu_m(s,.)=n1;%,xs.yxﬁ(s..)=n]j_ﬂox

R=co a0

Eg’

i) (Xg,){° converge < lim (E,) = Hm (E,). En cuyo caso lim X

o it o X(ga) = X tim (Ea)"

R—+CO

(16) Sea (E,)° una sucesién de subconjuntos de X. Definimos D; = E;, D3 = D; A E3 y en general Dyyq =
D,.AE, ,paran=1,2,.... Pruebe: lim (D,)= lim (D,) & lm (E,) = lim (E,) =40
n—o00 l— 00 n—00 n—0o0

(Sugerencia: use el anterior.)

(17) Sea f : X — Y una funcién y sea B C P(Y) dado. Pruebe que:
A(FB) =f71AM®) vy S(7(B) = 71(8(B))

(Sugerencia: Considere a la familia K = {D c Y : f~1(D) € A(f~(B))} y andlogamente con S(f~*(B)).)

(18) Sea X =Ry S = {A € R: #(4) < Ro 6 #(R— A) < Ro}. Describa a las funciones f : X — R que son
S-medibles.

(19) Sea (X, S) un espacio medible y sea f : X — R una funcién S-medible, pruebe que {z € X : f(z) = a} €

S  Va €R. Dé un ejemplo de una funcién f: X =R talque {z€X:f(z)=a}€S VaeR pero
que no sea S-medible.

(20) Sea (X,S) un espacio medible. Sea f: X — R una funcién S-medible. Definimos % : X — R como sigue:

f
L 0, si f(z) =0, too;
(?) (=)= { ?(1;}": si f(z) # 0, %oo.
Pruebe que ?’- es S-medible.

(21) Sea f: R — R diferenciable. Pruebe que f’ : R — R es Borel medible.

(Sugerencia: f'(z) = lim n{f(z+ 1)— f(z)} (z €R). Pruebe que g,(z) = f(z + a) es Borel medible, para
cada a €R fija.) y
(22) Sea (f.) una sucesién de funciones de X en Ry sea A = {z € X : (f.(z)) converge en R}. Pruebe que:
oo o0 o0 1
A=UN {::EX: |£a(z) = fats(z)| < I}'
k=1n=1p=1
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(28) Hipétesis como en el anterior. Si d €R es dada, entonces:

o 00 ©0

{zeX: ,f,.(:),c.a}—UﬂU{xex 1fi(z) —a| > = }

k=1ln=1l=n

(24) Sean X =Ny § = P(N). Pruebe que toda medida en (X, S) se obtiene a partir de una iinica sucesién de
reales extendidos no-negativos (a,) como sigue:

0, 8i E = @;
#(E)={ Y a,, siE#0.
ncEE

Pruebe ademés que: |
o0
i) p es finita & 3 a, < +oo.
1

ii) p es o-finita > a, < +oo0 Vn€N.

(25) (La parte fécil del Lema de Borel-Cantelli)
Sea (X, S, p) un espacio de medida y (E,) una sucesién de elementos de S tales que 2 p(Ep) < +oo.

Pruebe que p( Iim E,)=0.

n—+ 00
(26) Sea (X, S, ) un espacio de medida y (E,) una sucesién de elementos de S. Pruebe:

i) p( lim E,) < lim p(E,). Dé un ejemplo en el que la desigualdad sea estricta.

n— 00 n—+oo

1) Si p,( U E,) < +co entonces lim p(E,) < p( im E,). Dé un ejemplo en el que la desigualdad sea
— 00 n— 00
estricta.

iii) Pruebe con un ejemplo que (4} puede ser falso si p( otjl E,) =+

(27) Sea (X, S, _u) un espacio de medida y sea ¥ = {A € S : p(A) < +oco}. Definimos una relacién ~ en 7 x 7
poniendo: A~ B (A,B€ 7) & u(A A B)=0.

i) Pruebe que ~ es una relacién de equivalencia.

i) Denotamos por 7 el conjunto de clases de equivalencia y por [4] la clase de equivalencia de 4 € F.

Pruebe que d : ¥ x 7 — R dada por d([A],[B]) = p(4 A B) esta bien definida y que (7,d) es un espacio
métrico completo.

(Sugerencia: Si ([4,])22, es una sucesién d-Cauchy, halle una subsucesién ([4n,])52, tal que
d([An,]: [Anysa]) < 3. Sea A, = lim A4,,. Pruebe que 4, € F y d([An.], [As]) F— 0. Concluya que
—+00

d({4a}[4) — 0) o

(NOTA: Si A* = Tim A,, entonces, A* € 7 y también [4°] = [4,].)

k—oo

(28) Hipétesis y notacién como el anterior. Pruebe que las operaciones: Fx 7 — 7 con valores: [A A B|, [AUB,
[ANB]y|[A—B]en ([A] I.B]) € 7 x  son d-uniformemente continuas. Si (X} < +oo, pruebe lo anélogo
para la operacién: [A
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(Sugerencia: Use el ejercicio (4).)
(29) (La completacién de un espacio de medida)

Sea (X, S, u) un espacio de medida y sea N = {N € § : y(N) = 0} el o-anillo de conjuntos S-medibles de
medida cero. Definimos

S={(EuM,)-M;:EeSyM,cN,eN (i=12)}.
Pruebe:

i) FES & F=EUM,con E€ Sy M un subconjunto de algin No € N. (E y No no son
necesariamente tnicos.)

1) S es una o-dlgebra y S C 5. (Sugerencia: use (i).)
i%i) i : § — R dada por E(E U Mp) = p(E) esta bien definida, es una medida en 5 y f|s = p.
(30) Hipétesis y notacién como en el anterior. Pruebe:
i)Si F €5 es tal que i(F) =0, entonces A€ S VA C F. Més generalmente:
i#)SiEC ACF,con E, F €5 y i(F — E) =0, entonces A € 5.
(NOTA: La propiedad (i) justifica el nombre de p-completacién que se le da al espacio de medida (X, S,m).)

(31) Sea (X, S) un espacio medible y sea g : S — R una funcién no negativa y aditiva. Pruebe que las siguientes
condiciones son equivalentes para sucesiones (Ay) de elementos de S:

8) u( T Ak) = 3 #(4e) (AN A= 0,1 k) (o-aditivided).
= k=1
b)SiA; D A3 D--ryA= k?%l Ay entonces: p(A) = lim p(Ax) (semicontinuidad por arriba).
= kloo

c)SiAdiCcAyC-ryA= :Gl Ay entonces: p(A) = lim u(Ax) (semicontinuidad por abajo).
= ktoco
d) p( lim Ax) = lim p(Ag) (continuidad).
k—oco k—oo

(NOTA: En (d) se supone que (Ag) es tal que lim A = Iim Az y lim Aj denota al conjunto comin.)

k—oo k— o0 k—o00

(32) Sea (X, S,g) un espacio de medida o-finita y sea D C 5 una familia consistente de conjuntos ajenos entre si.
Sea £ € S con p(E) > 0 fijo. Pruebe que la familia Dz = {D € D : p(E N D) > 0} es a lo sumo numerable.

(Sugerencia: Empiece con el caso u(E) < +co.)

(33) Sea (X, S, u) un espacio de medida o-finita y sea f : X — R una funcién S-medible. Pruebe que existe una
sucesién de funciones S-simples (s,)$° tales que: &,(z) — f(z) Vz € X y p({z € X : s.(z) # 0}) < oo Vn.

(34) Sean (X, S, ) un espacio de medida y f € M¥(X, S) dados. Pruebe que la funcién g : § — R definida por
py(E) = [ fdp (E € S) es una medida con la propiedad de que uy(E) = 0 si p(E) = 0.
E

(Sugerencia: Use el teorema de la convergencia monétona.)
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(85) Sea f € M*(X, S) tal que [ fdp < +oo. PfueBe:
i) u({z€ X : f(z) = +o0}) = 0. |

i) {z € X : f(z) > 0} es o-finito.

(38) Si u(X) < +oo, entonces f € M*(X, S) satisface [ fdp < +oo & f: 2*u({z € X : f(z) > 2"}) < +oo.
n=0

(87) Si f eM*(X,S) es acotada, entonces [ fdu < +oo & i ~u({zeX: f(z) > 3=}) < +oo.
n=0

(OBSERVACION: puede asumirse que p(X) = +0c0.)

(38) Pruebe:

ffdg:aup{ffdp:EeS,p(E)<+oo} vVf e Mt (X, S) con ffa'.,u<+oo.
E

(39) Sea f € M*(X,5) dada. Si P = (0 =y < t; < ---) es una particién de [0,+00), denotaremos ||P| =

(=]
sup{tr+1 — tx}. Pruebe que si [ fdu < +oo, entonces: [ fdu= lm 3 qp({ze€ X :tx < f(z) <tr+1})
k | P|j—0 k=0

con {¢:} cualquier conjunto de puntos satisfaciendo ¢o =0si k =0y ¢ € [tx,tx+1) 5i k > 1. (Cada una de
las sumas anteriores se conocen como suma de Lebesgue.)

(40) §) Pruebe con contraejemplos que no hay equivalente al teorema de la convergencia monétona si la sucesién
de funciones (f,) es mondtona decreciente. Sin embargo, pruebe que si f; > fo > -+ >0y [ fidp < 400
entonces:

lim fodp= lim [ f,dp.

n— oo n— 00

i) Pruebe que el lema de P. Fatou puede fallar si no se requiere que | fa20.
(41) Asuma el lema de P. Fatou y pruebe el teorema de la convergencia monétona.
(42) Pruebe:
i) Si (f.) es una sucesién de elementos en M(X,S) y si 3g € M*(X,S) con [gdy < +oo tal que
fa > —g (c.d. rel. p) en E € S, entonces: [ lim fndp < lim [ fndp.

E n—oo n—oo

#) 8i 3g € M¥ (X, S) con [gdyu < +oo tal que fo < g (c.d. rel. p) en E € § entonces:

Lim fadp < lim Jndp.

n— 00 n— oo
E

(43) (Lema del promedio)
Sea f € L41(X,S,p) dada, tal que
Pruebe que |f| < k (c.d. rel. p).

-ﬂlf)-ffdp‘ < k con k > 0 constante, YE € § con 0 < g(E) < +oo.
E

(Sugerencia: Empiece probando que si f € £1(X, S, p), entonces p({z € X : |f(z)| > a}) < +oo, Va > 0.)
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(44) Sea (f,) una sucesién de funciones de £,(X, S, u) tal que 3 J |fn]dp < +oco. Pruebe que la serie
n=1

n=1

converge a una funcién f € £4(X, S, p) que satisface:

/fd#=g/fnd#-

i Qué significa lo anterior si X = N, § = P(N) y g es la medida de conteo ?

(45) (Generalizacién del teorema de la convergencia dominada de H. Lebesgue)
Sea (gn) una sucesién de elementos de LT(X,S,p)talesque g, — g € LY (X, S,u) (c.d. rel. p). Sea (fn) una
sucesién en M(X, S) tal que |fu| < gn ¥ fao — f €M(X, S) (c.d. rel. ). Entonces si Jgdp= lim [g,dy,

pruebe que f € £1(X,S,4) y [ fdp = lim [ fndp. T

n— 00

(Sugerencia: Examine la prueba del teorema de la convergencia dominada.)

(46) Sea (f,) una sucesién de elementos de M* (X, S) tal que: f, — f (c.d. rel. )Y [ fndp — [ fdp < +co.
Pruebe que [ fodp — [fduVEE S
E E

(Sugerencia: Aplique el lema de Fatou a las sucesiones (fuX£) ¥ (fuXx-E).)

(47) (El teorema de H. Lebesgue)
Para f:[a,b] = R y 6§ > 0 fijas, sea gs(t) = inf{f(z) : z € (t — §,¢ + ) N [a,b]} y sea hs(t) = sup{f(z): z €
(t — 6,t + &) N [a,b]}. Definimos la envoltura inferior de f y la envoltura superior de f como sigue:

g(t) =limgs(t) y  h(t) =limhs(2). (respectivamente)
610 &0

Pruebe:

i) gy h son Borel-medibles (Sugerencia: Pruebe que g7 ({e,+00)) y h~'((—o0, a)) son abiertos relativos
de [a,b], Va €R.)

i) g < f < h. Ademds g(t) = f(t) = h(t) ¢ f es continua en ¢.

b b
iii) Si f es acotada y no-megativa, entonces B [ fdt = [ gdiy [ hd\ = R [ fdt, en donde A
a |a,8] |a,b] a

denota la medida de Lebesgue en B, 3 v £ J, R[ denotan la integral inferior y superior de Riemann
(respectivamente).

(Sugerencia: Sea (Py) una sucesién de particiones de [a,b] con Pp £ Pry1 ¥y [|Pn]l = 0. 8i P = (a=
i <t} < ..o < tp = 0b) defina e,(t) = inf{f(¢) : ¢ € (t?,t%,)} ¥ Enlt) = sup{f(¢) : ¢ € (#7,t2,)
en(t) = g(t), En(t) = h(t) sit =t para algunas € {0,1,...,k,}. Pruebe quee, 1 g, E, | hy use el T.C.M.
y el ejercicio (38) inciso (3).) ‘
iv) f es Riemann-integrable <+ f es continua (c.d. rel A) (Teorema de Lebesgue).
b
v) Si f es Borel-medible y Riemann-integrable entonces R Jrdt= [ fdX. (ver el (72) inciso (ii).)
@ la.b]
1
(48) Pruebe que [ 1sen(})adt existe como integral impropia de Riemann, sin embargo pruebe que 1sen(}) ¢

0
£ ((0,1),B(0,1), ). ; Contradice esto el ejercicio (45) inciso (v) ?

G.G.S. 7
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(49) Sea f: R — R Borel-medible tal que su restriccién a [a,b] es Riemann-integrable Va < b € R. Suponga que
lim R [ |f(z)|dz < +oco. Pruebe que f € L1(X) y que:

n—0c0 -7

Jfdr=R T f(z) dz (ver el ejercicio (72) inciso (%ii).)
R - 00

(50) Pruebe el ejercicio (27) usando la completes de Li(X,S,p)

(Sugerencia: p(A A B) = [|xa — xp|dp (A,B € S). Si [|xa, — fldp — 0 (n — +o0), pruebe que
fAe Li(p) y que [|Xa, — f?|du — O también).

51) Sea (X, S, ) un espacio de medida. Si f € Lp, (1) N Lp, () con 1 < p; < p2 < +o00, entonces pruebe que
P P
fe 'Ep(ﬂ')v Vp € (Plipz)'

(Sugerencia: p = apy + (1 — &)p; para cierta a € (0,1). Note que 1 y 1 son exponentes conjugados.)

(52) (Generalizacién de la desigualdad de Hdlder)
Sea (X, S, 1) un espacio de medida, p1,p3,...,Pn € (1,400) tales que: FIT + % R ;—n =1y f; € L,,(p)
(t=1,2,...,n). Pruebe que: '
i) fr- faeee fn € La(n).
6) [|fo-fa-- fuldpe < || frllps - || f2llps == | fnllpa- (Sugerencia: Induccién matemética.)

(53) Sean (X, S,u) un espacio de medida finita y p € (0,4co] dados. Pruebe que si r € (0,p) y f € Lp(s),
entonces f € L. (1) ¥ ||fllr < [|flp(X)* con s =21 — :—,. (Sugerencia: Aplique la designaldad de Hélder a

|ff yag=1).

(54) Sea X = (0,1), S =B(o,1) y # = medida de Lebesgue. Pruebe que L(g) & [ L.(#) ¥p >0 fija.
0<r<p

(Sugereneia: Si p = 1, considere f(z) = 1.)

(55) Sean (X, S,x) un espacio de medida finita y f € Loo(p) dados. Pruebe que: |[flleo = lim |[f||,. (Si
p— o0

#(X) = 1 entonces por el ejercicio (50), el limite es creciente.)
(56) Sea X = (0,+00), § = B(o,+00) ¥ # = medida de Lebesgue. Sea p € (0, +co) fija.

i) Pruebe que existe fp : X — R continua con la siguiente propiedad:
fo € Lo(w) (g€ (0,+00)) had g=p.
(Sugerencia: Sip = 1, considere a la funcién fy(z) = ?(ﬁﬂ!ns_zn" Examine los casos z € (0,1) y z € (1, +00)
para concluir que f; € L1(p). Utilice la desigualdad p(14 logt) <t? (t > 1, p € (0,1)), para ¢ = % sig>1
yz€ (0,1);yparat=1z,sig€ (0,1) y z > L) ,

#i) Pruebe que existe f : X — R continua tal que f & Lo(n) Vg € (0,4+00). (Sugerencia: f(z) = el/=)

(57) (X, S, ) como en el ejercicio (54). Sea p € (0,+00) fija y pruebe: |J Lg(#) & Lp(n)-
p<q

(Sugerencia: Considere f,(z) = m’ sip=1)

(58) Hipétesis y notacién como en el (54). Pruebe que Loo(e) G N Lp(n)
0<p<+o0
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(Sugerencia: E * < +o0 Vp € (O, +oo) )
(59) Sea (X, S,p) un espacio de medida finita con p(X) = 1. Definimos log(0) = —oo y exp(—oo0) = 0. Sea
f € Li(p) y pruebe:

i) [log|f|du < log(f|f|dp). La igualdad ocurre 4> |f| es constante (c.d. rel. g). (Sugerencia:
Verifique la desigualdad: log(t) < t—1sit € [0,+00), con igualdad < ¢ = 1. Sustituya ¢ con [Hffh e integre.)

i) lim || f||» = exp (f log | f| di). Compare con el (55).
rl0

(Sugerencia: Pruebe que ©=L | logt (r | 0) V¢ € [0,~+00) para obtener: hm L(fIfI"dp— 1) = [log|f|dp.

Use (i) para concluir que £ ([ |f|"dp—1) > Llog [ |f|"dp > L [log|f|" dp [ log|f|dp.)

(60) Pruebe directamente que el espacio métrico (£, | ||p) (1 < p < +00) es completo.
(61) Pruebe que:

i)4,S N & Vp> 0 fja.

0<p<r
) |(za)lly < [l(zn)llp 8i (zn) €& ¥y 0 < p < r < +00. (Sugerencia: Pruebe que basta considerar los
casos 1 =p < ry p < r = 1. Para establecerlos es itil la desigualdad (1+¢)* > 1+¢t* (t>0)sis>11a
cual se invierte si s € (0,1)). Compare con el ejercicio (53).

(62) Sea (X, S,p) un espacio de medida, f € Ly(p) (0 < p < +00) y € > 0 dadas. Pruebe que:

i) Existe g € Lp(p)NLoo(p) tal que: ||f—g||p < &. (Sugerencia: Sea (g,) una sucesién de truncamientos
de f con g, — f. Observe que |gn| < |f| ¥ |[f —gn| S |fI VR EN.)

#1) Existe s € Lp(p) simple tal que: ||f — 3], <e.

(83) (Reciproco de la desigualdad de Holder)
Sean (X, S,p) un espacio de medida o-finita y g € M(X, S) tales que: gs € L,(p) Vs simple en £,(u)

(p € (1,+00) fijo). Suponga que IM > 0 tal que |[gsdu| < M|s|, Vs. Pruebe que g € Ly() (con
24+1=1)yquelglly <M.

(Sugerencia: Halle una sucesién de funciones simples (t,) tal que 0 < ¢, <t — |g|? ¥ p({z € X :
ta(z) # 0}) < 400 Vn (ver el ejercicio (38)). Si s, = (t.)!/Psgn g entonces s,, es simple, pertenece a L, (x)
¥ tn < g8,. Use la hipétesis y el teorema de convergencia monétona aplicado a la desigualdad anterior.)

(64) Establezca el siguiente resultado de F. Riesz.
Sea p € [1,+00) fija y (fn) una sucesién de funciones de L,(u) tal que f, — f € Ly(p) (c.d. rel. p).
Entonces ||fn — fllp = 0 (» — 00) ¢ [|fallp = [|f]lp (» — o0).
(Sugerencia: El ejercicio (45) es 1til.)
(65) Sea u: A — R una casi-medida y p* : P(X) — R la medida exterior generada. Pruebe:
i)VE € A* con p*(E) < +ooy Ve >0 3JA = A(e) € A tal que p*(E A A) <.

ii) Inversamente, si E C X es tal que Ve > 0 34 = A(e) € 4 con u*(E A A) < ¢, entonces E € A°.
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(68) Sea X =R, S = IE a—ﬂgebra de Lebesgue y p = la medida de Lebesgue sobre S. Pruebe que el esbacio
métrico asociado (7,d) (ver el (27)) es separable.

(Sugerencia: Use el anterior inciso (3).)

(67) (Cubiertas y niicleos medibles)
Hipétesis y notacién como en el ejercicio (85).

a) Pruebe:

) VB C X con p*(B) < +oo, existe C € S(A) tal que: a) BC Cyb) SiDc C—BconDe S(A)
entonces (D) = 0 (O se llama una cubierta medible para B) y ademés z(C) = p*(B).

i) VB C X con p*(B) < +oo, existe E € S(A) tal que: a) EC By b) Si Fc B— E con F € S(4)
entonces E(F) = 0 (E se llama un niicleo medible para B). (Sugerencia: Si C es una cubierta medible para
B y C' una cubierta medible para C — B, tome E = C — C".)

3ti) Pruebe que si C y O’ son cubiertas medibles de B, entonces 7i(C A C') = 0 (Anédlogamente con
niicleos medibles).

b) Asuma que p es o-finita y pruebe los incisos anteriores si u*(B) = +oo.

(68) Hipédtesis y notacién como en el (65). Para B C X defina:
ps(B) =sup{E(F): F c B, F € S(4)}. Pruebe:

i) pe(B) = E(E) VE nicleo medible para B (compare con el anterior, inciso (3)).
it) Si p*(B) < +o0, entonces B € A* 4 p*(B) = p.(B). (g« se llama la medida interior).

(69) Sean p: A — R una casi-medida o-finita, u* y g, : P(X) — R las medidas exterior e interior generadas por
£y (Bn)$® una sucesién de subconjuntos de X. Pruebe:

1) Si By C By C - -+, entonces: p*( ¥] B,) = lim p*(B,).
n=1 ntoo
4)8i By D By D -+ y p*(Bm) < +oo para alguna m, entonces: g, Dr'c{l B,) = lim p.(B,).
n= 7l

oo o0
#1s) Si B, N By, = 0 (n # m), entonces: g, (ﬂgl B,) > 21 s (By) (o-sobre-aditividad).
n=

(Sugerencia: Use cubiertas y niicleos medibles.)

(70) Hipétesis y notacién como en el (65). Sea A € A" con E(A) < +co y sea B C A. Pruebe: B € A* &
B(4) = u*(B) + u*(A - B).

(Sugerencia: Use el (68) inciso (3%).)

(71) Pruebe que si ¢ es o-finita, entonces la completacién de S(A) con respecto a p*| s(4) coincide con A" (ver el

(29)).
(72) Asuma que g : 4 — R es o-finita. Pruebe:

i) f: X — R es A"-medible ¢ f =g (c.d. rel p) con g : X — R alguna funcién S(A)-medible.
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(NOTA: En particular una funcién es Lebesgue-medible 4+ es igual casi dondequiera u.runal. funcién
Borel-medible.)

(Sugerencia: Para cadar € Q sea E, = {z € X : f(z) > r}. Por el ejercicio anterior E, = A, U M, con
A € S(A), M, c N, € S(A) y p(N,) =0. Sea N= U N, y defina g(z) = f(z) siz € N y g(z) = 0si

z € N. Inversamente, si N = {z € X : f(z) ;é‘ g(z)} reitonces Va€R: {zeX: f(z) >a}=({zeX:
g(z) >a}u{zeN:f(z) >a})—{z€N: f(z) < a}.)

b
i) Si f : [a,b] — R es Riemann-integrable entonces f es Lebesgue-medible y R [ fdt = [ fdX. (ver
a [a.8]
el (47)).

#if) Pruebe el ejercicio (49), pero sin asumir que f es Borel-medible.
(73) Hipétesis y notacién como en el ejercicio (68) y el (27). Pruebe que (#, d) es conexo. (Sugerencia: Para cada
[A] € 7 fija, defina « : [0,4+00) — F como sigue: 7(s) = [A N (—s, s)] pruebe que 7 es continua, 7(0) = [0]
y d(7(e),[A]) — 0 (s — +00). Use la conexidad de [0,+c0)). Pruebe que de hecho (7, d) es conectable por

trayectorias.

(74) Pruebe que (7,d) puede no ser compacto aidn si p(X) < +oo, (ver el (27)). (Sugerencia: Sea X = [0,1],
n—1

2
S = Bjp,;) y # = medida de Lebesgue. Considere A, = |J [2.31,2%] (n > 1) y pruebe que d([4,], [Am]) =
k=1

1 (n # m)). Més generalmente, pruebe que puede no ser localmente compacto.

(75) Sea T : R — R la transformacién afin T(z) = az + f con a,f € R a # 0. Observe que si T3(z) = z + 8,
T3(z)=—2zy Ts(z) =azsia>0,entonces T=TyoTysia>00T =T oTy0Ts 5i @ <0. Pruebe:

i) T;(Bg) =BR f = 1,2,3. En general, si b : R — R es un homeomorfismo entonces k(Bg) = BR.
#)VECR: A*(Ti(E)) = A*(E) i =1,2y X*(T5(E)) = aX*(E).
i) T:(AR) = AR ¢ = 1,2,8. (NOTA: Existen homeomorfismos tales que h(AR) # AR (ver el (83)).
iv) VE € AR : A(T(E)) = |o]A(E).
(76) Hipétesis y_nota.cién como en el ejercicio anterior. Pruebe: Si E€ AR v f € L1(X), entonces fo T € L1(})
y[foTdx=l|a|! [ fdX.
E T(E)

(77) (Teorema de H. Steinhauss)
Sean A,B € AR dados con A(A) < +co0 y A(B) < +co. Defina 245 : R — R como sigue: A4,5(z) =
MAN(B+z)) endonde B+z={b+z:be B}. Pruebe que A4 5 es continua y concluya que si A(4) >0
entonces 36 > 0 tal que A(AN(A+z)) > 0si|z|<fyque A— A= {a—a':a,a' € A} contiene al intervalo
abierto (-4, ). ‘

(Sugerencia: Empiece con A y B igual a intervalos, luego con A y B igual a unién finita disjunta de intervalos
y por aproximacién (ver el (85)) trate el caso general.)

(78) Denote por z = .zyz3++- la expansién decimal (sin cola de nueves) de z € [0, 1). Sean A; = {z € [0,1) : z; #

TVieN} y A = {z €[0,1) : si z; = 3 entonces 3 < j tal que z; = 2}. Pruebe que A; y Ay pertenecen a
Blo,1) ¥ halle X(4;) (i = 1,2) (Solucidn: X(4;) =0, A(4z) = 1).
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(79)

(80)

(81)

(82)

i) Va € (0,1) construya un boreliano C, C [0,1] que sea: a) denso en ‘nix;gulia. parte b) perfecto y c)
A(Ca) = a (Sugerencia: Imite la construccién del conjunto ternario de Cantor, pero omitiendo subintervalos
abiertos més pequefios.)

#i) Pruebe que [0, 1] contiene un subconjunto P de primera categoria tal que P € ARy A([0,1]-P) =0.
(i.e. P es la unién numerable de conjuntos densos en ninguna parte.)

#11) Generalice el inciso anterior como sigue: VE € Aﬁ, dJPCE, Pe ﬂﬁ de primera categorfa tal que:
AE-P)=0.

i) Concluya que todo E € AR puede escribirse como: E = PUN con P, N en AR, ajenos entre sf y
tales que P es de primera categorfa y A(N) = 0.

i) SiV C [0,1] es un conjunto no-medible de Vitaliy F c V, F € AR entonces A(F) = 0. (Sugereneia: Si
F, = F+r;, r; € @n[—1,1], entonces F C |J F; (disjuntos); o bien, pruebe que V — V no puede contener
re

intervalos y use el ejercicio (77).)
i) 8i A*(E) > 0 (E C R), entonces IM C E con M & AR (Teo. de H. Rademacher. 1916).

(Sugerencia: Si E C (0,1) considere M; = (V+r)NE r, € QNn[-1,1]. Si E ¢ (0,1), existe n € N
tal que A*(EN(—n,n)) > 0. Halle una transformacién afin que lleve (—n,n) en (0, 1), use el ejercicio (75)
y el caso anterior.)

En 1908 F. Bernstein construyé un conjunto B C R con las siguientes propiedades: Si C C R es cerrado y
no-numerable arbitrario, entonces: CNB # @ y ¢ — B # 0. Pruebe:

i) B & AR (Sugerencia: Si B € AR, entonces A(B)=sup{X(C):Cc B ,C cerrado}.)
1) Pruebe el inciso (¥} del ejercicio anterior usando a B.

La funcién “escalera” de Cantor.
00
Para cada z € [0, 1], sea .cr103 . . . 8u expansién ternaria (i.e. z= ) $f cona; =0,102). Sea N = N(z) €N

i=1
el primer {ndice para el que oy = 1. (Si no hay tal N, sea N = +co0). Defina ¢ : [0,1] — [0,1] la lamada
escalera de Cantor como sigue:

N-1 5 1 e
¢’(3)=E2—:+2—N Conﬁ.'=-§-
i=1
Sea C el conjunto ternario de Cantor. Pruebe que:

t) ¢ esta bien definida (i.e. ¥(z) no depende de las posibles expansiones de z) y que ¢ es no decreciente.
1

#1) ¢ es continua, ¢'(t) =0Ve g Cy [¢(t)dt = 1.

' 0

#4) h : [0,1] — [0, 1] definida por h(z) = 1(z + ¢(z)) es un homeomorfismo.
iv) A(([0,1] — C) = 1 = X((C)).

(Sugerencia: Pruebe que ¢([0,1] — C) es un conjunto numerable, con cada uno de los valores tomado en
cada intervalo abierto del complemento de C. Note también que h(C) y k([0,1] — C) € B|,y} ¥ son ajenos.)

(OBSERVACION: A(C) es denso en ninguna parte y de medida positiva.)
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(83) Pruebe:

i) Existen homeomorfismos tales que h(A4jo,1)) # Afo,1)- (Sugerencia: Sea h como en el ejercicio anterior.
Halle por el ejercicio (80) inciso (%) un subconjunto no-medible M contenido en h(C).)

i) Bjo,1) & Ajo,1) (Sugerencia: Considere h~*(M), con h y M los sugeridos en (i).)
(NOTA: Puede probarse que #(BR) = ¢ y #(4R) = 2°.)

(84) (Desigualdad de P. Tchebyshev)
Sean (X, S, ) un espacio de medida y ¢ : [0, +00) — [0, +00) una funcién no decreciente y mayor que cero
en (0,+o0) dada. Si f € M(X, S) es tal que o |f| € L1() entonces Va > 0:

u{z € X :|f(z)] = a}) < ﬁ o |f|du

(85) Séa. (X, S, 1) un espacio de medida finita. Para cada f € M(X, S) defina r(f) = [ IJ"gflﬂ dp. Pruebe:

i) r(f) < +oo y d(f,g) = r(f — g) define una pseudo-métrica en M(X, S).

1) d(fn, f) = 0 (n — +00) & fn . f (n — +00). (Sugerencia: p(t) = {15 satisface las condiciones

del ejercicio anterior.)

#1¢) Si (fn) es una sucesién d-Cauchy en M(X, S), entonces 3f € M(X,S) tal que d(fs,f) — 0
(n — +o0).

(86) Pruebe que el lema de Fatou continda siendo vélido si “convergencia ¢.d.” se reemplaza por “convergencia
en medida” en el siguiente sentido: Si (f,) es una sucesién de funciones en M* (X, S) y f, — f, entonces:
=

[ fdu < lim J fn dp. Enuncie el andlogo al teorema de convergencia dominada y pruébelo.

n—oo
(87) Sea (X, S, i) un espacio de medida finita. Pruebe:

fa = f c.u. (casi uniformemente) < Ve > 0 fija, p(Bn(e)) — 0 (n — +o0) con B,(e) = |J {z € X:
k>n
|fu(z) - f(z)| > €}

(88) ¢) Sea X = [0,7], S = Bjg,n] ¥ ## = la medida de Lebesgue. Defina f,(z) = i —, Dada € > 0, Halle
explicitamente un conjunto de Egorov E, con u(E,) < € tal que (f,) converge uniformemente en X — E,.

#1) Muestre con ejemplos que el teorema de Egorov puede fallar si u(X) = +oo

(89) Pruebe el teorema de N. N. Lugzin (1913):

i) f : R = R es Lebesgue-medible < Ve > 0 3E = E(e) abierto con X(E) < e y tal que flr_g :
R — E — R es continua.

(Sugerencia: Sea {U;}$2, una base numerable para la topologfa de R y € > 0 dadas. Como f~1(U;) € AR,
existe un cerrado F; y un abierto G; talque F; ¢ f™'(U;) € G; y A(Gi — Fi) < & (i € N). Sea

E = |J(G; = F;). Inversamente sea E; abierto con A(E;) < 1 (i € N) y eon f; = fIR—E; continua. Si
i=1

E= ﬁ E; entonces A(E) =0y f~}(U) - E = G f71(U) VU C R abierto.)
i=1

i=1
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)?; f : R — R es Lebesgue-medible <+ Ve > 0 existe g, : R — R continua, tal que: A{{z € R : f(z) #
7:(z)}) <e. :

(Sugerencia: Use el inciso anterior y el teorema de extensién de Tietze. Inversamente, sean E, = {z € X :

f(z) # y#(z)} y E= Lm E,. Pruebe que f = Iim g en X - E.)

n—00 n— o0

(90) Pruebe el teorema de M. Frechet:
J : R —= R es Lebesgue-medible < 3 una sucesién de funciones continuas (f,)° tal que fp, — f (c.d. rel
A) (fn:R—R).

(Sugerencia: Ver el anterior.)

(91) $) Pruebe que f:[0,1] — R dada por
0, siz=0;

f(z) = {% siz#0.
es Borel-medible, pero no existe una funcién continua g: [0,1] = R tal que f=g (c.d. rel. X).
i) Halle f : [0,1] — R Borel-medible y acotada tal que |f — g||s >0 Vg:[0,1] — R continua.
(92) Sean f € ﬂ,(R,Aﬁ,X], p €{1,+c0) y € > 0 dadas:
i) Pruebe que 34 = A(e) > 0y g: R — R continua con g(z) =0Vz & [—A, A] tal que |f—g|, <e.
i) Pruebe que 3g escalonada (o lineal por tramos o bien diferenciable) tal que ||f— g|p <e.

(93) Sean f € L,(R, AR/, A) ¥ p € [1,+00) fijas. Defina f;(z) = f(t + z) V¢ € R. Pruebe que f; € £,(}) y que:
lim ||f; — f||, = 0. Mas atin, pruebe que la funcién: R — £,(}) dada por ¢ -+ f; es uniformemente continua.
—1—0

ugerencia: Empiece asumiendo que f es continua e igual a cero en R — [—A, A] > 0). Use el ejercicio
S ta: Empi iend f i igual R A Al (A Use el
anterior inciso (3).)
(94) Pruebe el lema de Riemann-Lebesgue: Si f € £4(R, A'R,X), entonces:
. cosnz | ~
nli,]l /(z) {sen nz } =0

El mismo resultado se tiene si n — oo, con n € R — N.

(Sugerencia: Empiece asumiendo que f es escalonada e igual a cero en R — [— A, 4] (4 > 0). Use el gjercicio

(92).)

(95) Sea X = (0,+0), § = Ax y p = X. Para f € £,(X,5,p) (p € (1,+00)), defina F : X — R poniendo:

F(z) = %(Df) fdX. Pruebe la desigualdad de G. Hardy: ||F|, < 21l fllp- La igualdad ocurre < f =0
, &

(c.d. rel. X)
(Sugerencia: Suponga que f es continua, f > 0y f(z) =0siz > A (A > 0). Integrando por partes obtenga:
==} o =]
f FP(z)dz = —p [ FP~1(z) -z - F'(z) dz < +oco. Observe que z - F' = f — F; sustituya en la integral y
0 o
aplique la desigualdad de Holder a FP~! y f. Concluya el caso general con ayuda del ejercicio (92) inciso

(i).)
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(96) Una familia de funciones {f;};er en'L; () se lama uniformemente integrable si Lim sup [ |filde=0.
' e—o00 €T {|f;|>c)
Pruebe: :

i) Si I es finito 6 si 3g € L4(p) tal que |f;| < g Vi € I, entonces {f; }ics es uniformemente integrable.

i) Si (fn) es una sucesién de elementos en L,(p) (p € [1,+00) fija) tal que f, —r’c f, entonces
f 4
{lfn IP}“EN es uniformemente integrable.

(Sugerencia: VE € S se tiene: [ |falPdp <2° [|fo — fIPdu+ 27 [ |f|Pdp y pruebe que dadas g € L,(u) y
E E
€>036 =6(c) >0 tal que sip(E) < §, entonces [ [g|Pdp < e.)
E

#11) Dé un ejemplo de una sucesién de funciones en L1(p) que no esté dominada en valor absoluto por
una funcién en L] (u), pero que sea uniformemente integrable.

_n
logn

(Sugerencia: Sean X = [0,1], S = Bo,1, # = medida de Lebesgue y f, =

b 1
E: nlogn = +°°')

X[o,1/n) # = 2. Note que

(97) Pruebe el siguiente resultado de G. Vitali:
Sean (X, S, u) un espacio de medida finita y p € [1, +00) fijos. Si (f,) es una sucesién de funciones en L, (x)
tal que fn — f € Ly(n) ¥ {|fn|P},eN es uniformemente integrable entonces || fn — f||p — 0 (n — +o0).
B

(Sugerencia: Pruebe que (gn = |fa—f ?),.cN es uniformemente integrable. Por el teorema de F. Riesz existe
una subsucesién (f,,) tal que: f,, — f (c.d. rel. p) y en medida.)

(98) Sean (X, S) un espacio medible y p : § — R una medida con signo, entonces YE € §: p* (E) = sup{p(F) :
“FCE,FeS}yp (E)=—inf{p(F): F CE, F € §}. Ademés —p~(E) < p(E) < p*(E). Concluya que
lp(E)| < |pl(E).

(99) Sea p una medida con signo o-finita sobre (X, S). Pruebe:

i) |p|(E) = max {‘i |p(F:)| : {F;}5° particién numerable de E (F; € S)}

#i) |p|(E) = sup {_Ef fdp: feliel), |fl < 1} VE € § fijo. Si |p|(E) < +co, entonces en (7i) sup puede

reemplazarse por max.
(NOTA: En (4) se ha definido [ fdp como [ fdp* —.[ fdp~. Observe que f € Ly(|p]) & f € Li(p?) ¥
fe i) ’ T
(100) Sean g y v medidas con signo sobre (X, S). Pruebe que las siguientes condiciones son equivalentes:
s)v<pb) vt <pyr < pyc) v < |y

(101) Sean g, y pz dos medidas sobre (X, S) (alguna de ellas finita) y sea p = p; — pp Pruebe: p* = p; vy p~ = o
< p1 L p.

(102) Sea (X,S) un espacio medible fijo. Denotamos por M(X, S) el conjunto de medidas con signo finitas en
(X,S). Pruebe que M(X,S) es un espacio de Banach sobre R, bajo las operaciones: (u; + p2)(E) =
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(103)

(104)

(105)

(106)

(107)

(108)

41(E) + pa(E), | (ap)(E) = ap(E) (E€S)  y con la norma ||u|| = |g|(X).

Sea (X, S, p) un espacio de medida. Para f; € £,(u) (¢ = 1,2) fijas, defina dos medidas con signo finitas
pi : S — R (i = 1,2) como sigue: p;(E) = [ fidp (E € S). Pruebe: p; = p; & p({z € X : fi(z) =0} A
E

{z€ X : fa(z) =0}) =0.

(Sugerencia: Observe que |p;|(-) = [ |fi|dp y pruebe la afirmacién para |g;| (£ = 1,2).)
)

Hipétesis y notacién como en el anterior. Si p; = p3 halle explicitamente la derivada de Radon-Nikodjm
5511. ! Seré cierto que p; L p3 & p({z€X: fi(z) =0} A{zeX: fa(z) #0}) =07

Sean p, v medidas con signo o-finitas sobre (X, S) tales que: ¥ < u. Pruebe:
t)v({zeX: :—:(z) =0}) =0.

#)SifeLi(lv]) y p(E)=[ fdv (E€S), entonces p< p y g& = f%.
E

Sean (X, S, u) un espacio de medida finita y f € £y(p) dados. Sea p: S — R definida por: p(E) = [ fdu
E

(E € S). Halle la descomposicién de Lebesgue o = po + p; de u con respecto a p, con po L py py < p.
Describa a %Tl en términos de f. ; Que condicién debe satisfacer f para que p=pu ?

Sea pu : B — R una medida o-finita. Defina g : R — R poniendo g(z) = p((—o0, z]) (z € R). Pruebe que g es
no-decreciente, continua por la derecha, u((a,b]) = g(b) — g(a) y (R) = lim g(z) (g se lama la distribucién

zoo
de p). Inversamente, sea g : R — R no-decreciente, continua por la derecha. Sea 4 C P(R) el &lgebra del
ejercicio (5), defina A, : 4 — R extendiendo aditivamente los siguientes valores: A,((a,d]) = g(b) — g(a),

Ag((=00,8]) = g(b) — lim g(z), A((e,00]) = lim g(z) — g(a) ¥ Ap((~00,+00)) = i olz) — lim gfz).

z]—o00 z|—o00
Pruebe que existe una tnica medida A, definida en una o-4lgebra completa A7 que contiene a BR. (A :
Br — R se llama la medida de Lebesgue-Stieltjes generada por g).

(Sugerencia: Use el teorema de extensién de Hahn-Caratheodory. La continuidad por la derecha de g es
indispensable para probar que ), es una casi-medida.)

(OBSERVACION: }, es o-finita y X, es finita <> g es acotada. Ademés, Ag({z}) =0 > g es continua en z.)
Sea A, : Br — R la medida de Lebesgue-Stieltjes generada por g (como en el ejercicio anterior). Pruebe:

i) A; < X (medida de Lebesgue) ¢ Ya < ben Ry Ve > 036 = §(¢,0,b) tal que si {(as,bi)},cp denota
cualquier coleccién numerable disjunta de subintervalos abiertos contenidos en [a,b] tal que : 3 (b;—a;) <

i€
& entonces: ), (g(b;) — g(ai)) < . (NOTA: g : R — R que satisface la propiedad anterior se llama
ieN

absolutamente continua. (G. Vitali, 1905))
#) Si %, < X, entonces: ¢’ = 2 (c.d. rel. A).

(Sugerencia: Si g es no-decreciente, entonces ¢’ existe (c.d. rel. 1) y es integrable en cualquier intervalo [a, b]

b
(Teorema de Lebesgue). Recuerde la siguiente propiedad de las integrales de Riemann-Stieltjes: [ fdg =
a
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(109)

(110)

(111)

(112)

(113)

(114)

(115)

ffg' dt, Vf 1. [a,b] — R continua.)

Sea ¢ : [0,1] — [0, 1] la funcién escalera de Cantor (ejercicio (82)).
a) Pruebe que ¢(3z) = 3¢(z) v (3 +3z)=1+1¢(z) (z<]0,1)).

b) Extienda ¢ a todo R poniendo 4(z) =0siz < 0y y(z) = 1si z > 1y pruebe que si A, es la medida
de Lebesgue-Stieltjes generada por t entonces:

i) [ e*=dx, =e2/? ﬁ cosh (&) (coseno hiperbélico).
[0,1] k=1

ii) [ senwzdly = ﬁ cos ().
10.1] k=1

(Sugerencia: Denote por p(a) a la integral en (i). Observe que Ay((3,2)) = 0, por lo que basta considerar
a la integral sobre [0, 2] y [2,1] y use el inciso (a) para obtener: p(a) = e®/® cosh (£) p (). Procediendo de
manera inductiva obtenga p(a) = e®/%e2/ ... ca/8" H_’;:] cosh (3‘—‘,—) p (g";) . Justifique el hecho de que p(a) — 1
sia — 0. (i7) Se sigue de (1} si se consideran valores particulares para a € (.)

Pruebe que Bgnim = B ® Bpm.

i) Sea (X, p) un espacio métrico separable. Pruebe que: D = {(z,z) : z € X}, la diagonal de X x X,
pertenece a By ® Bx.

1i) Sea X no-numerable y § = {A C X : #(A4) < Rg o #(X — A) < Ny}. Pruebe que D S ® S.

(Sugerencia: Si D € S ® S, entonces D € S(Ep), para alguna subfamilia numerable Eq € S x S (ver el
ejercicio (10)). Por definicién de S, Eo puede tomarse igual a {(Zm,%n) : m,n € N} para algin conjunto
numerable {z,,} C X. Obtenga de esto una contradiccién.)
Enuncie y pruebe los resultados andlogos a los de los ejercicios (75) y (76) para transformaciones afines
T : R™ — R™. (Sugerencia: Sea T(Z) = AZ + b; Si det(A) # 0, entonces A corresponde a una matriz que
puede ser llevada a la matriz identidad mediante una composicién de transformaciones elementales aplicadas
a sus renglones. Examine el efecto de éstas sobre celdas n-dimensionales.)

Enuncie y pruebe los resultados anélogos a los incisos del ejercicio (79) para subconjuntos de R™ (n > 1).

Imitando la construccién de G. Vitali, obtenga un subconjunto no-medible contenido en [0,1] X --- x [0,1]
(n-factores).

Sea (X, S, u) un espacio de medida y v : P(N) — R la medida de conteo. Pruebe:

t) EcS® PN) < E"€S,VneN.
i) p@ v(E) = Z“‘Eﬂ) (E€5®P(N)).

iit) f: X XN — R es § ® P(N)-medible < f" es S-medible Yn € N. (f™ denota la n-seccién de f).
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w)felipov) e X [|f"|dp < +oo, en cuyo caso:
n=1 i

/ fd(ﬂ®V)=§ff"dn=fif“dy-

xxN

Enuncie cada uno de los incisos anteriores para el caso en el que X =N, S = P(N) y p=v.

(116) Sean (X, S, 1) un espacio de medida y f € M* (X, S) dados. Defina 0,(f) = {(z,t) e X xR:0< ¢t < f(z)}

(117)

(118)

el conjunto ordenado Inferior de f. Pruebe:
i) 0.(f) es S ® Bp-medible.
i) [ fdu=p®A(0u(f)). (-~ la integral es el “4rea bajo la curva”).
i) T(f) = {(z,) : t = f(z)} es S ® Bg-medible y si f € £;(u) entonces: p ® »(I'(f)) =0

(Sugerencia: En (i) y (i) empiece con f una funcién S-simple y aproxime. Para (iii) considere {(z,t) : 0 <

t < f(=)}.)

Sean (X, S, u) un espacio de medida, 1,3 : X — R funciones S-medibles y acotadas con p;1(z) < 2(z)
VieXyE={(z,t) e XxR:z€X, ¢,(z) <t< pz(z)}. Pruebe:

i) E € S®BR. (Sugerencia: Aproxime ¢y y 32 con funciones S-simples, acotadas s y &' con: & <
p1<p2<4.)
1) SiF : E — ResS®Bg-medibley F € £;(2®2X), entonces [ F(z,t) d(p®X) = [ [ F(z,t)dX\dp.
E X [p1(=).a2(=)]

(Sugerencia: Considere las z-secciones de Xg.)

iii) Sea ¢ € (0, 1) fijo. Defina F : R* — R como sigue:

[~
F(:r.,y):{(i_:E) ’ Bi0£y<z,0<z_<_1;
) si no.

Pruebe que F € £;1(A ® A) y halle [ F(z,y) d(A ® X). (Sugerencia: Una de las integrales iteradas es mas
E

sencilla. Solucién = ﬂﬁr)

VE C R defina v(E) = {(z,y) € R*: z — y € E}. Pruebe:

+) 8i E € BR, entonces 7(E) € Bpa (Sugerencia: Verifique que D : R? — R dada por D(z,y) =z —y
es una funcién abierta.)

ii) Si A(E) = 0, entonces v(E) € ARp2- (Sugerencia: Pruebe que (A ® A)*(v(E)) =0.)

i) i f : R — R es Ap-medible, entonces la funcién F : R x R — R definida por F(z,y) = f(z — y) es
ARz-medible. (Sugerencia: Use el (72) inciso (i) y los incisos anteriores.)

iv) Si A, B € AR son tales que: A(4) < +coy A(B) < +oco, entonces [ A(AN(B+z))dz = A(A4)A(B)
(Ver el ejercicio (77)). -
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v)Si f,g:R— R son Ap-medibles e integr#blea, entonces la funcién f * g : R — R definida mediante
la férmula: f % g(z) = [ f(z — y)9(v) dA(y) (= € R) es Ap-medible, es finita (c.d. rel. Ny [(f*g)dX = |

(f 74%) (f 9d¥). Aden?‘s 17 * gllx < £l llglls-
(NOTA: La funcién f * g se llama la convolucién de f con g.)
(119) Compruebe las siguientes propiedades de la convolucién:
i) fxg=g+/f.
W) fa(geh)=(f*g)*h
W) f+(g+h) = (f=g)+(f*h)
(Sugerencia: En (i), (i) y (i) usar el teorema de Fubini.)

l'v)fa—*fwn?y(n—'+°°) entonces f, * g, — f*g.
i

-cl 1

(120) Enuncie y pruebe los resultados andlogos a los dos ejercicios anteriores para convoluciones de sucesiones de
nimeros reales.
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