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CONJUNTOS

INTRODUCCION

La teoria de conjuntos nacidé del analisis. En matematicas es
comin gue no se sepa por donde va a saltar la liebre y un buen
ejemplo de esto fue el nacimientec de la teoria de conjuntos.
Edward Heine, wun matemadtico de la Universidad de Halle, Alemania,
le propuso a George Cantor (1845 - 1918), considerado el fundador
de la teoria de conjuntos, el siguiente problema planteado por
Riemann (1826 - 1866): dada una funcidn arbitraria, representada
por una serie trigonométrica jes necesariamente Unica esta
representacién? Con wuna visién distinta de 1la de sus
predecescores, Cantor planteé el problema de una manera totalmente
original, traduciendo el lenguaje de sucesiones al lenguaje de
conjuntos de puntos infinitos. Con este lenguaje pudo demostrar
el teorema de la unicidad de la representacién, pero para hacer

una demostracién que le resultara plenamente satisfactoria

requeria de una rigurosa teoria de los numeros reales. Si bien
los conjuntos infinitos habian aparecido en los trabajos de
Bolzano y de Riemann, su analisis no habia sido rigurosec y su

estudio no pasaba de una simple mencién. Cantor se dio cuenta de
que, los numeros reales, al igual que los nuUmeros naturales o
los numeros racionales forman un conjunto infinito pero su
naturaleza es distinta. La diferencia reside en la cardinalidad
de estos conjuntos. Cantor concentré todo su esfuerzo en
sistematizar el estudio de la cardinalidad, creando asi la teoria
de los numeros transfinitos.

El lenguaje de los conjuntos no era nuevo. Come dijimos antes,
Bolzano ya habia usado conjuntos de puntos infinitos y ciertos
conjuntos de puntos fueron utilizados por Dirichlet, Riemann,
Lipschitz y Hankel pero fue Cantor quien sistematizé su estudio y
elaboré la primer teoria formal sobre ellos. Este trabajo que
rompia con la concepcidén que se tenia sobre lo que debia ser el

trabajo matematico contenia, ademas, una serie de



contradicciones que provocaron una violenta reaccién en el medio
matematico dividiéndose éste en dos bandos: los gue defendian el
trabajo iniciado por Cantor y los que lo atacaban.

Entre sus defensores se encontraba el matematico Zermelo quien se
adbocd a la tarea de eliminar las contradicciones. Para ello tomd
el modelo légico que se habia seguido en geometria y en algunos
sistemas numéricos y tratdé de dar definiciones y axiomas due
contenian los conceptos fundamentales y las relaciones Jque se
admitian dentro del sistema; el plan de Zermelo fue admitir
dentro de la teoria sélo lo que no se prestara a contradicciones.
Estos axiomas fueron mejorados por Abraham Fraenkel (1891 - 1965)
y Von Neumann les hizo cambios adicionales.

Desarrollaremos aqui los axiomas de Zermelo, acompafiados con

ejemplos que nos faciliten su comprensién.

Por otra parte, desde hace algunos afiocs se introdujo en los
planes de estudio de la escuela primaria y de la escuela
secundaria, la ensefianza de 1los conjuntos. Nunca ha quedado
plenamente claro el porqué. La forma y la profundidad con que se
tratan estos temas varia de escuela a escuela y la pregunta que se
hacen muchos profesores universitarios de cursos basicos es ;que
se les debe ensefiar a los estudiantes de teoria de conjuntos para
que puedan entender otras ideas en matematicas? Segun comenta
P.Halmos en su libro TEORIA INTUITIVA DE CONJUNTOS (Editorial
CECSA) : los matemiticos estan de acuerdo en que cada uno de
ellos debe saber algo de teoria de conjuntos; el desacuerdo
comienza al tratar de decidir qué tanto es algo.

Sin embargo, casi todos los matematicos estaran de acuerdo en que
para hacer matemdticas se requiere desarrollar el razonamiento
légico y poseer un lenguaje que permita expresarse de manera
concisa.

El lenguaje que han utilizado los matematicos en los ultimos
tiempos, para desarrollar su trabajo, toma como base la teoria
de conjuntos.

Trataremos, por lo tanto, de dar las bases de este lenguaje para

poder definir de manera precisa, todos los conceptos que



utilizaremos en matematicas y que nos permitan también a partir
de las definiciones, demostrar teoremas.
Partiremos de cierta nocidon intuitiva de conjunto y de la relacién

de pertenencia o ser elemento de y daremos axlomas o reglas que

nos permitan trabajar con estos conceptos. Existen muchas
dificultades para dar una definicién precisa de conjunto, es
decir, una definicién que no resulte ambigua. Este ha sido un

dolor de cabeza para la gente que trabaja en los fundamentos
loégicos de las matematicas. Sin embargo, podemos dar una
definicién intuitiva lo suficientemente clara para seguir

trabajando en esta direccién.

Entendemos por conjunto a una coleccién o familia de objetos.
- Los alumnos de la Facultad de Ciencias.
- Los numeros naturales.

- Las mujeres que han estado en Jupiter.

Estos objetos o elementos determinan al conjunto: si Luis Orozco
es alumno de la Facultad de Ciencias, Luis Orozce es un elemento
del conjunto de alumnos de la Facultad de Ciencias; como 3 es un
numero natural, 3 pertenece al conjunto de los numeros naturales.
Esto es, el concepto principal en la determinacién de un conjunto
es el de pertenencia.

Acordaremos pues, decir que A es un conjunto cuando dado un
objeto x podamos decir, con toda precisidén, si x pertenece o no
a A. Denotaremos x € A para indicar que x es un elemento de A vy
X € A para indicar que x no es un objeto de A.

Al conjunto de elementos de A lo denotaremos:

{ x € A} 0 { x / x e A}

EJEMPLOS
1.- Sea F el conjunto de alumnos de la Facultad de Ciencias, ie,
F= {x/ % es un alumnoe de la Facultad de Ciencias}

entonces, Luis Orozco € F pero 3 ¢ F.



2.- Las 10 mejores canciones no es un conjunto porque dado un
objeto cualquiera no podriamos decidir si pertenece o no a esta
coleccién. En este caso no existe un criterio unico para
determinar cuales son las 10 mejores canciones y aqui lo que se

busca es evitar ambigliedades.

3.- Las mujeres gque han estado en Jupiter si es un conjunto.

AXTOMA 1. AXIOMA DE EXTENSIONALIDAD.

Dos conjuntos son iguales si tienen los mismos elementos.

EJEMPLOS

1.- { o/15, 4/4, 6, V1 } =4{0, 1}

2.- Sea A =411, 2, 3} vy sea B el conjunto de numeros enteros

mayores que 0 y menores o iguales que 3. Entonces A = B.

B

3.- Si A= {1, 2}, B =4{a, b} y si sabemos que A
entonces a=1yb=2 6 a=2yb-=1.

Observemos que si A = B entonces A y B siempre tienen los mismos
elementos. Esta es una verdad puramente légica, que en

particular es cierta para los conjuntos.

DEFINICION

A es un subconjunto de B o A estd contenido en B si y sélo si todo
elemento de A es elemento de B.

A ¢ B denota que A es un subconjunto de B o que A estd contenido
en B, también pcdemos escribirlo como B > A para indicar que B

contiene a A.



EJEMPLOS

Denotaremos N = {1, 2, 3, ...} al conjunto de los numeros
naturales vy Z =4 ...-3, -2, -1, 0, 1, 2, ...} al conjunto de

los numeros enteros.

1= N ¢ Z . El conjunto de los numeros naturales es un

subconjunto del conjunto de los numeros enteros.

2.—- La recta cuya ecuacidén es y = 2 x + 3 es un subconjunto del
planc cartesiano. Este conjunto se puede escribir como

{(x, v) € plano cartesiano/ y = 2 x + 3}

3.- {-2 } es un subconjunto del conjunto solucién de la ecuacién
x°- 4 = 0.

4.- lLas vocales forman un subconjunto del abecedario.

5.- Sea P el conjunto de nimeros naturales menores o iguales a 4

y sea Q = { 1, 2, 3}. Entonces Q ¢ P pero Q # P. En este caso
diremos que Q es un subconjunto propio de P, Todo conjunto es
subconjunte de si mismo A € A. En este caso diremos que A es un

subcon junto impropio de A.

PROPIEDADES

i. - A cByBcC entonces A c C.
ii.- Si Ac By B c A entonces A = B.

Demostracidén

i. - Sea x € A, como todo elemento de A es elemento de B, x € B
y como todo elemento de B es elemento de C, x € C. Por lo tanto
A c C.

ii.- Como todo elemento de A es elemento de B y todo elemento de B

es elemento de A, por el axioma 1, A = B.



A continuacién daremos una serie de definiciones que resultaran

utiles para entender el axioma 2.

DEFINICION

Una proposicién es una frase P que es cierta o falsa (pero no

ambas cosas).

EJEMPLOS

1.- m es un numero irracional.

2, - Los numeros enteros son un subconjunto de 1los nuUmeros
naturales.

DEFINICION

Sea A un conjunto. Una condicién S(x) en A es una frase respecto
a x (no se puede decir si es cierta o falsa) tal que si
sustituimos x por un elementeo arbitrario a € A obtenemos una
proposicién S(a).

Llamaremos, indistintamente, a una condicidén proposicién libre o

abierta en A.
EJEMPLOS
1.- Sea A =Ny sea S(x) :=x > 2 una condicidén en A.

X > 2 no es una proposicién porque no es cierta ni falsa, pero si

sustituimos x por cualquier numero natural obtendremos una

proposicién.
Six=4 entonces S(4):= 4 > 2 es verdadera.
Si x =1 entonces S(1):=1 > 2 es falsa.

2.- 81 A=0 yS(x):=2x -3 =5 entonces S(4) = 2.4 - 3 =5 es

verdadera mientras que S(2/5) es falsa.

AXIOMA 2. AXIOMA DE LA ESPECIFICACION

Sea A un conjunto y S(x) una proposicién abierta en A, entonces

existe un conjunto B cuyos elementos son, precisamente, aquellos



elementos de A que satisfacen o hacen verdadera S(x), y se

{ x e A/ S(x)}.

denota B
EJEMPLOS

1.- A=N vy Sl(x) (=R >R

B= {x¢eA/ Sl(x)} = {xeN/x>2y=A{3, 4, ...}

2.- Si A es el conjunto de letras del abecedario y SZ(xJ es la
condicién := x es una letra de la palabra GUADALAJARA entonces:
B=4{xe A Sz(X)} ={G, U, A, D, L, J, R}

3.- A=N S,(x) 1= x" - 144 = 0
B={xeA/ SB(X)} ={ 12 }

Observemos que si A = Z se obtiene otro conjunto:
B ={xeZ/s(x)}={-12, 12}

4.- Si A =N vy S2(x) es la condicién del ejemplo 2 entonces
B

={xeN/ Sg(x)} = { } no tiene elementos.
Dado un conjunto B, siempre obtenemos una condicién S(x):= x € B.

DEFINICION
Decimos que dos condiciones en A: S(x) y S’ (x) son equivalentes

si definen el mismo conjunto.

EJEMPLOS
S(x) := x> -4 =0 S'(x) := 1< x < 3
Si A =N entonces { x ¢ A / S(x)} ={xe A/ S (x)}). Por lo

tanto, S(x) y S’(x) son equivalentes.

51 consideramos como iguales a las condiciones equivalentes,
obtenemos una correspondencia uno a uno entre condiciones vy
con juntos: fijando al conjunto A, dada la condicién S(x)
obtenemos al conjunto B y dade el conjunto B, obtenemos una

condicién en A.



OBSERVACION

Si S(x) es una condicién entonces { x / S(x)} es una clase. Una
clase no necesariamente es un conjunto. La diferencia entre estos

dos conceptos origindé parte de los problemas légicos de Cantor.

JQué sucederia si hubiera un conjunto U que tiene a todos los

conjuntos comoc elementos?

Supongamos que tal conjunte existe y consideremos en U la

condicién S(x): x ¢ x. Por el axioma 2 existe un conjunto
B:={xeU/ S(x)} = {xelU/x¢x}

Como B es un conjunto, dado un cbjeto cualquiera z podemos decir

con toda precisién si z € B o z ¢ B. En particular, dado B se

tendra que B € B o B ¢ B.

Si B € B entonces B ¢ B lo cual es una contradiccidn; si B g B

entonces B € B lo cual es otra contradiccién.

Suponer que el conjunto U existe nos lleva a una situacidén ambigua

que es precisamente lo que queremos evitar. Por lo tanto el

conjunto U no existe. El razonamiento anterior se conoce como la

paradoja de Russell y en la literatura de la légica toma muchas

formas equivalentes a la que hemos planteado aqui.

Las dificultades aparecen al definir conjuntos muy grandes, asi
que se procedera a la inversa, garantizando, per medio de
axiomas la existencia de conjuntos minimos y la obtencién nuevos

conjuntos a partir de éstos mediante las operaciones usuales de la

teoria de conjuntos.

AXIOMA 3

Existe al menos un conjunto.

Sea A un conjunto: su existencia estd garantizada por el axioma 3

y sea S(x) := x # X. El axioma 2 asegura la existencia del
conjunto { x e A/ S(x)} = {xe€e A/ x#x} . Este conjunto no
tiene elementos, lo llamaremos conjunto vacio y lo denotaremos:
@ =4{} ={xe A/ x+# x}. Obsérvese que @ = { @ }.



PROPOSICION

Cualquier conjunto contiene al @. En particular el @ es unico.
DEMOSTRACION

Sea B un conjunto y sea p la proposicién:

l|G c Bll

Para demostrar que p es verdadera bastard demostrar que la

negacién de p es falsa. La negacién de p es: existe una
elemento del @ que no estid en B. Como @ no tiene elementos, la
negacién de p es falsa, por lo tanto p es verdadera (estas

demostraciones se llaman demostraciones por vacuidad pues resulta

imposible exhibir un elemento del @ que no esté en B).

Si @y & son dos conjuntos vacios, © £ @ y © < @, por lo

bl

tanto @ = @’ .

Queremos ahora construir nuevos conjuntos a partir de conjuntos
dados (como el unico conjunto que tenemos es el @, partiremos de

él)
AXIOMA 4 ( DE LAS PAREJAS)

Sean @ y B conjuntos. Existe un conjunto X que tiene a & y a B

como elementos

Por medio del axioma 4 construimos X = { A, B } de la siguiente

manera: { #, Bl={xeX/x=%8 o x=81}

EJEMPLOS

1.-S1 A=8B=9g entonces {&#A, Blt={xeX/x=8}={a}
Notese que @ es diferente de { @ } ya que @ no tiene elementos y

{ @ } tiene un elemento.

2.-Si A=y B={2 } entonces X={w@, {2 }}



De esta manera construimos torres de conjuntos: @, {@}, {{@}},

R R 0~ 3 A sSon conjuntos distintos? Intente dar una

demostracién.

3.- Sea @ = B un conjunto. Entonces X = { # } = { B }. Esto

significa que un conjunto puede ser, a la vez, elemento de otro

conjunte.

Si A y B son conjuntos, queremos reunir a sus elementos en un
solo conjunto. Este conjunto es diferente del que se construydé en
el axioma 4, mientras los elementos del axioma 4 son los
conjuntos A y B, nuestro nuevo conjunto tendrd por elementos a
los elementos de A yv de B. Por ejemplo: si A= {1, 2} y B = {a}
entonces {{1, 2}, {a}} = {1, 2, a}.

AXIOMA 5 (DE LAS UNIONES)

Sea € un conjunto de conjuntos. Existe un conjunto X que tiene a

todos los elementos que pertenecen a algun conjunto de €.

DEFINICION

Sea € un conjunto de conjuntos. Definimes UE€ o UY como:
Yel

UE= {xeX/ xeY para alguna Y € € }

Si € # @ definimos nN€ o ny
Ye€
NE€= {xeX/xeY para toda Y e C }

EJEMPLOS

1.- Si € = { A } entonces:
UE={xeX/xeA}l=A=n¢C

2.- Si €E=4{4, B} entonces:
€E=U{A B}=AuB={xeX/xeA o xeB}
N{A Br=AnB

{xeX/xeA y xeB}

10



3- 81 € ={A/ 1€ I} donde la I denota un conjunto que nos
1
sirve para distinguir a los elementos de € entonces
UE :=U A ={x/ x e A para alguna i € I}
1 1
iel

N € .= N Ai

iel

{x/ x¢€ Ai para toda i € I}

OPERACIONES CON CONJUNTOS

Detengamonos un momento en el conjunto:
AuB={x/xehA o x e B}

Este nuevo conjunto tiene algunas propledades faciles de

demostrar.

1.- Ave = A

2.- AuB = BUA Conmutatividad
3.- AuA = A Idempotencia
4.- Auvu (BuC)=(AuB)uC Asociatividad
5- AS AUB v B AuUuB

6.- A cCcBsiysdlosi AvuB=RB

Veamos cual seria la técnica para demostrar la propiedad 6.
Observemos que esta propledad consta de dos proposiciones:
"3". ) Si A c B entonces A uB =28

"«".) Si Au B =B entonces A ¢ B

"2") Tenemos que demostrar que A v B = B; por el axioma 1 esto

equivale a decir que AU B c By que B c A v B.

Sea x un elemento arbitrario de A u B; eso significa que x € A o
x € B. Si x € B habremos terminado porque eso significa que
cualquier elemento que esté en A v B esta en B. S1 x € A, la

hipétesis A ¢ B nos indica que x € B y por lo tanto A v B ¢ B en
ambos casos.

Por la propiedad 5 B ¢ A v B de donde B = A v B.

"&")Supongamos que A v B = B . Sea x € A entonces x € A v B = B,

es decir, x € B. Por lo tanto A c B.

11



EJEMPLOS

1.- Sea A={xeN/x<10} yseaB={xelN/ - 144 = 0}
AuB=4{1 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 12 }

1l

2.- SeaM={ (x, y) e R/ y =3 x }
N { (%, y) e R%/ x° + y2 =11}
MuUuN-=/{ (%, y) € R%/ y =3 x o x +y =11}

]

En este caso, un dibujo describe mejor el nuevo conjunto que

estamos construyendo.

3.- Como N ¢ R tenemos que N v R = R.

4,- Sea P
I

Il
-~

x €N/ x es par}

1]
-

x e N/ x es impar}

Entonces P U I = N.

Consideremos ahora la interseccién de dos conjuntos A y B:

AnB={x/xeAyxeB}t={xeA/xeB={xeB/x €A}

Algunas propiedades de este conjunto son:

l.- Anwe =2

2.-— AnB=BnA conmutatividad
3.- An A=A idempotencia
4.- An (BnC)=((AnB)ncC asociatividad
S5.- AnBcA y AnBcB

6.- A cCc B siysdlosi AnB=A

DEFINICION

Dos conjunto A y B son ajenos (disjuntos) si A n B = .

12



EJEMPLOS

5- SeaA={xeN/x<10} ysealC={xeN/3=x=12}
AnC=423, 4, 5, 6, 7, 8 91}

6.- Sean M y N los conjuntos del ejemplo 2
N =1 (x, y) / x> + y2 =1 v y =3x }
M nN={ (V10/10, 3¥10/10), (-¥10/10, -3V10/10)}

=
>

7.- RnN-=N

8. - Sean P e I los conjuntos del ejemplo 4; entonces Pn I =@

Dos propiedades importantes que relacionan uniones e

intersecciones con las leyes distributivas:

(AnB)u (AnC)
(AUuB)n (AvuC)

1.- A n (BuZC)
2.- Avu (BnC)

DEMOSTRACION

Por el axioma 1 tenemos que demostrar que:
a.) An(BuC)c (AnB)u (AnDC) y que
b.) (AnB)u(AnC)cAn (BucC)

a.) Sea x € An (BuCC), eso significa que x € Ay que xe€ BuvuC,

ie, xe€eB o x eC.

Si xeB, comoxe A, x€ AnBypor lo tanto,

x € (AnB)u (AnC).

Si xe(C, comoxe A, xe AnC, vy de ahi que

x e (AnB) v (An Q).

b.) Seaxe (AnB) u(AnC), esdecir, x e AnBd&dxeAnC.
Si x € A n B, entonces x € Ay x € B, de donde, x € B u C,
ie, x € An (BuC).

Si x e An C, entonces x € Ay x € C, de donde, x € B u(C,
ie, x e An (BuCC).

Por lo tanto (AnB) u (AnC) cAn (BuC).

De a.) y b.) concluimos que An (BuC) = (AnB)u (AnC).

13



2.- Ejercicio.

Dados dos conjuntos A y B podemos de nuevo utilizar el axioma 2 de
la especificacién para definir un nuevo conjunte llamado la

diferencia entre A y B vy que denotaremos A \ B, e,

ANB=4{xe A/ x ¢ B}

EJEMPLOS

1.- Sea A={xeN/x <10} yseaB={x€Z/ x es par}
Entonces ANB=49{1, 3, 5, 7, 9 }

2.—- Sea A ={ x / x es una letra del abecedario} y sea

B={x/ x es una vocal}
BNA=g
Al realizar alguna actividad se tiene como referencia, explicita

o implicitamente, un universc del discurso; es decir, un marco
de referencia dentro del cual se trabaja. Este universo del
discurso incluye a todos los elementos al cual nos referimos en
una situacién explicita y es, por lo tanto, un conjunto. A este
conjunto lo 1llamaremos conjunto universal o wuniverso y Ilo

denotaremos con la letra U.

Si A ¢ U podemos definir el conjunto:
A’ =UNA={xeU/ x & A}
A este conjunto lo llamaremos el complemento de A (con respecto a

u).

Este conjunto tiene las siguientes propiedades:

1.- (A”) = A

2, = @’ =U v U =p

3.- AnA =op vy AuA =U

4.- A cB siysolosi B cA&A

5.- (AuB) =A nB v (AnB)'=A UPF leyes de Morgan.

14



DEMOSTRACION DE 4

"s",) Supongamos que A ¢ B. Sea x € B, 1le, x ¢ B, como A c B,
entonces x ¢ A de donde, x € A’. Por lo tanto B’ < A’.
"<",) Supongamos que B’ ¢ A’. Sea y € A, ie, y & A", como

B’ ¢ A’, entonces, y ¢ B’, de donde, y € B. Por lo tanto A < B.

Observemos que:
ANB={xeA/xe¢Bt={xeA/xeB}=AnPE
Ademas A ¢ B si y solo si AN B = @.

AXIOMA 6 (DE LAS POTENCIAS)

Para todo conjunto A existe un conjuntoe X que tiene, como

elementos a los subconjuntos de A.

DEFINICION
X =PA) =4{a /ac A}

Llamaremos a ?(A) la potencia de A.

EJEMPLOS

1.- Si A = @ entonces P(A) = P(v) = { @ }.

2.- Si A= { x} entonces P(A) = { @, A}.

3.- Si A =4{x y} entonces P(A) = { @, {x}, {y}, A}.

4.- Si A = { %, y, z} entonces P(A) = { @, {x}, {y}, {z},
{x, vy}, {x 2z} {y, z}, A}

REPRESENTACION DE 7(A) MEDIANTE UN DIAGRAMA

A
P
{x, v} Ax,z} Ady,z}
1 X1
{x?} {y}

{z}

N/

15



PROPIEDADES

1.- PLE) & PLF) = P(E n F)
2.~ P(E) v P(F) ¢ P(EVF)

DEMOSTRACION
1.- AePE)NPF) « AcPE)yAeP(F) « AcEyAcFes

AcEnFe Ae PEnNF).

Veamos a través de un ejemplo que en 2 no se tiene la igualdad:
Sea E {1, 2y v F={a, b, c}

EuF=4{1, 2, a, b, c}

entonces { 1, a} € P(EUF) pero { 1, a} ¢ P(E) y { 1, a} ¢ P(F).

PAREJAS ORDENADAS

{ a } es el conjunto singular que sbélo tiene a a por elemento.
Observese que { a, a } = { a }.

Ademas, { a } < { a, b}

DEFINICION

La pareja ordenada con primera coordenada a y segunda coordenada b

es el conjunto definide de la forma:

(a, b) :={{ a}, { a, b}}

Observese que si a = b entonces:
(a, a) = {{a}, {a, art ={{ a}, {a}}={{a}}

es un conjunto singular.

Sean ( a, b) y ( x, y) dos parejas. Demostraremos que

(a, b) =(x, y) siysdélosia=x y b=y
i. ) Sia=Dbentonces (a, a)=1(x% vy ) siy sélo si

{{a}} = {{ x }, { %, y}} pero el segundo miembro de la igualdad

es un conjunto singular, por lo tanto { x } ={ %, v }, ie, x =y
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en este caso tendremos:
{{ a }} = {{x}, {x, x}} = {{x}, {x}} = {{x}} 1lo cual implica que
Yy = X = a, ie,

(a, a) = (%, x) siy sb6lo si a=x

ii. ) Supongamos que a # b y que ( a, b) = ( x, y). En este caso
{a}=4{{x ) porque si { a } = { x, y} tendriamos que { x, y}
seria un conjunto singular y en este casc { a, b} también seria
singular, 1ie, a = b lo cual es una contradiccién. Por lo tanto
{a}=1x1 ijie., a=x y{a b}=4x%x vy}, ie, Db e

{ %, vy }. Como x =a # b entonces b =y. Por lo tanto:

(a, b)=(x, y) siysolosia=x y b=y

Sean A v B conjuntos. Si a € A y b € B entonces { a } ¢ Ay
{b} e By {a, b} c AuB.

Por lo tanto { a } € # (A v Bly {a, b} € P (A v B) y
(a, b) = {{a}, {a b} e PF(AuUB))

NOTA

Menciona Paul R. Halmos en su libro TEORIA INTUITIVA DE CONJUNTOS
(Editorial CECSA) que algunos eruditos pensaban que la teoria de
conjuntos era una enfermedad de la cual era deseable que las
matematicas se recobrasen pronto. Por ello algunas

consideraciones fueron llamadas patolégicas. La definicién

(a, b) := { a, {a, b}} entra dentro de esta clase.
Sea A x B :={ x / x = (a, b) para alguna a € A, b € B} el
conjunto que relne a todas estas parejas ordenadas. A este

conjunto lo llamaremos el producto cartesiano de A y B.

Si A, B y C son conjuntoes, para cada a € A, b e ByceC
podemos definir, de manera andloga:

(a, b, ¢ ) :={{a}, {a, b}, {a, b, c}} (%)
y denotamcs al conjunto de ternas A x B x C.

Si A es un conjunto, entonces A" = A x A x A ...x A n veces
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denota al conjunto de n - adas ( I R an]
generalizacién de (*).
Ejemplos de conjuntos de este tipo son Rz, Rs,..., R".

EJEMPLOS
1.- SeaA={1, 2, 3}y y B={a, b} entonces
AxB={ (1, a), (1, b), (2, a), (2, b), (3, a), (3, b)}

2.- Si A=2 o B =@ entonces A x B = @.
PROPIEDADES
1.- (AuB)xC=(AxC)vu(BxOC)

(AxC)n (BxC)

2.- (AnB) xC

3.- (AnB) x (Xn¥Y)=(AxX)n (BxY)

4.- (ANB) x X = (A x X))\ (BxX).

es

una

El siguiente axicma es util para demostrar que existen conjuntos

infinitos y se utiliza en una de las construccicnes de los numeros

naturales.

AXIOMA 7 ( AXIOMA DEL INFINITO)
Existe un conjunto W tal que
i.) @eW

ii.) Si w e W entonces wu { w } e W

Observemos que si @ € W entonces s u { @ } ={ @ } € W.

Como { @ } € W entonces {@} v {{@}} =4{ a3, { @ }} e W, etc.
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AXIOMA 8 ( AXIOMA DE ELECCION)

Sea § una coleccidén distinta del vacio de conjuntos diferentes del

vacio. En cada conjunto A € E podemos elegir un elemento fA € A.

Estos ocho axiomas fueron dados por primera vez por Zermelo vy
permiten construir toda la matematica a través de la teoria de
conjuntos, es decir, todas las definicicnes, proposiciones y
teoremas se dan partiendo uUnicamente de conjuntos.

De estos axiomas el ocho es el mds profundo y el que mas
controversias ha suscitado y resulta equivalente a otros axiomas
ampliamente utilizados en la matematica.

Estos axiomas evitan dificultades como la paradoja de Rusell y no
se han encontrado contradicciones en su uso.

Sin embargo K. GBdel demostrdé que no se puede demostrar que no
conducen a contradicciones y que es imposible demostrar que

ciertas afirmaciones son verdaderas o falsas.

EJERCICIOS

1. - Diga cuales de las siguientes expresiones son correctas y

cudles son falsa. Si la expresion es falsa, explique porqué.

a.- A>ao b.- 5=4{51}

c.- {red{wo} d.- @c{}

e.-— 3e€{3 5} f.- {3} e{ 3, 5}

g.- 14,8 2° 3}1=+K2)" 8, 3}

h.- {a, b, c}t={¢c b, d, a}

i.- A>U j.- Dew

k.- 4 e {{1, 4}, {2, 4}} 1.- {2, 4}ry=4{2%} {4}}
m- {w@ 0 1})=4{{@ 1} n- {e}=4{01%

o.- {xeN/x<3}=+42, 1}

p.- {xeN/1<x<2}={0}

2, - Indique las relaciones de inclusién que existen entre los

siguientes conjuntos:
N Z Q R
A={xeZ/ x es par}
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B={neR/n=mn me?Z}
C={xeR/x= y2 y e}
={xelN/x= yz— n yeR nelZ}

3.- SeaU=N A={nelN/nes par; B={neN/n< 10 }

Determine los siguientes conjuntos:

a.- AnB b.- AUB
c.— A uPB d.- A" nB
e.— (A n B)’ f.- ANB

4.- SeaU=R={ (x, y) /X, y €R }

A={(x, y) /y - x= 0} B={(x, y) /y+x-1=0}
Determine los conjuntos:

a.- AnB b.- B\ A

c.— ANB d - AUB

5. - Determine cuadles de las siguientes proposiciones son
verdaderas y cuales son falsas. Si solo un lado de una doble

implicacién es cierta, decir en que sentido si lo es. Justifique
sus respuestas haciendo demostraciones en los casos en que se
pueda y dando contraejemplos en los casos necesarios.

Sean A, B y C conjuntos

a.— CcA 0 CcB siysolosi CcAuB

b.- Si AnBcC entonces AcCyBcC

c.— AN(BNA)=ANB

g~ AN AREB =8

e.— A cB sl ysolosi A <¢B

f.- An(BNC)=(AnB)N(ANC)

g.-— (AnB)u (ANB) =A

h.- AcCy BcDsiysolosi AxBcCxD

i.- CcA o CcB siysolosi AnB>C

- Si AuB cC entonces AcCoBcC

J

k.- (AxB)u(CxD)=(AucC)x (Bub)
.- Ax (BNC)=(A=xB)\N (AxC)

m- (AxB)NI((CxD)=(ANC) x (B\ND)
6.— Sean A, B y C conjuntos. Demuestre que:
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- AU (A’ nB) =AUB

a.
b.- An (A" uB) =AnB

c.- Auvu[Bn (AuC)]l =Au(BnC)

d.- AuB=(A-B)u (B-A)u (AnB)

e.~ (AnB)u (BnClulCnA)=(AuB)ln(BuC)n (CuaA)
f.- A= (AnB) v (AnB)

g.= (ANC)N(BNC)=(ANBINC

h.- (ANB) N (ANC) =An (CNB)

i.- (ANB)YnNn (AN C)=AN(BuLC)

jo- ANB=AN(AnB)=(AUB)\B

k.- (ANB)U(ANC) =AN((BNCQC)

.- (ANC)u (BNC)=(AuB)\NC

m—- (ANC)n (BNC)=(AnB)\NC

n.- A" \XB” =B\NA

7.- Sea X un conjunto tal que A < X y B ¢ X

i. Demuestre que si A U B = X entonces A’ ¢ B

ii. Demuestre que si A n B = @ entonces B c A’

iii. Utilizando los incisos anteriores demuestre que B = A’ si y

solo si AuB=X v AnB-=a.
8.- Demuestre que si A £ C entonces Au (BnC) =(AuB)nC
;Sera cierto este resultado si se suprime la hipdtesis A € C?

Demuestre que A € C si y solo si Au (BnC) = (AuB)nC.

9.- Sean A y B conjuntos. Se define A @ B := (An B ) u (A’ nB)

Demuestre:

a.- Ao A=go b.- Ae@=A

c.- (AeB)eC=Ae (Bao C)

d.- An(BweC)= (A n B) @ (AnC)

e.-— S5i Ae B=A®C entonces B=C

A ® se le llama la diferencia simétrica: A ® B = (AN B) U (B \ A)
10. - Demuestre

a.- {a}=9{b, ¢} siysolosia=Dhb=c

b.- { {a}, {a,b}} = {{c}, {c,d}} si y solosi a=cyb-=4d

c.- Ac{ A }siysolosi A=mp

21



d.- AxB=@sil ysolosi A=g o B=2o
(A xB)u (AxC)
(A xB)n (AxC)

1l

e.~ Ax (Buc(C)

Ax (BnC)
f.- Si A c B entonces P(A) < P(B)
P(A n B) = P(A) n P(B)

s
|

11.- Diga cuadles de los siguientes conjuntos son finiteo e indique

su cardinalidad:

a.- {neN/n< 100 } b.- {neN/n=2361}
c.- {neN/neNyn® =236} d.- {neN/n° =236}
e.- {neZ/n<5} f.- {neN/n®-3=0}
f.- { (x, vy, z) /7 xeA{0, 1, 2}, ye {3, 4}, =z e {0, 2, 4}}
g.- { (x, yJ /7 xed{0, 1, 2}, yeN}

h.- {xe@/0<x<11}
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