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PROLOGO

El propésito fundamental de esta parte consiste en introducir un nuevo tipo de
transformacion en el espacio bidimensional: las rotaciones, mostrando su importancia en el
estudio de la ecuacion general de segundo grado en dos variables. También en este
contexto, se presenta una introduccion al tema de valores y vectores propios, de gran
relevancia en matematicas.

Siguen siendo bienvenidas las criticas, sugerencias y comentarios a las direcciones de
COrTeo:

rmalvarezmx@yahoo.com.mx y grajedaf@ciencias.unam.mx
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CAPITULO IV

Las conicas revisitadas

IV.1 Parabolas, elipses e hipérbolas: segunda variacion.

Para los propdsitos de esta seccion, trabajaremos sélo con la elipse, pues el estudio que
haremos de ella puede generalizarse a las otras conicas.
Iniciemos con la siguiente grafica:

YN

GraficalV.1.1

Es claro que a esta elipse no le corresponde ninguna de las ecuaciones asociadas a ella, que
hemos estudiado antes; sin embargo, si la consideramos en el marco del sistema
5"=[0,e", ¢! | como se muestra enseguida:



GraficalV.1.2

resulta que la ecuacion de la elipse con respecto a S" es :

"2 "2

P y
é b =1 IvV.1.1
612 bz

Pregunta: ;qué ecuacioén tiene £ con respecto al sistema S'= [0 ; B 5 €5 ]? Para responder

esto, tomemos un punte P"(x", y")e ", como se ilustra a continuacion:

"N

GraficalV.1.3



Establezcamos ahora la forma de las coordenadas de P” en relacion con los sistemas S y
S". Para ello, consideremos el esquema siguiente:

GraficaIV.1.4

A P" lo llamaremos P, considerado en el contexto del sistema S = [O , € 58, ] Si hacemos
‘Pﬂ

formado por P" con respecto al eje x, resulta que:

=r,y dado que ¢ es el angulo formado por los ejes de ambos sistemas y y el angulo

Si P"(x",y")eS"=P(x,y)eS, entonces

i g cos(y) V19

y=rsen(y) h
y

=y cos(}/—go) V13

" =rsen(y - ). h
Pero:

cos(y —@)=cos(y)cos(p)+ sen(y)sen(p) 'y
sen(y — @) = sen(y Jeos(p)—cos(y )sen(p).

Sustituyendo esto en [V.1.3, tenemos:



x" = rcos(y)cos(p)+r sen(y )sen(p)
y" =rsen(y)cos(p)—rcos(y )sen(p)

Ahora, usando IV.1.2, llegamos a:

x" = xcos(p)+ ysen(p)

IvV.14
y" =—xsen(p)+ ycos(p)

Si en IV.1.4 consideramos conocidos ¢ ,x" y »" y resolvemos para x y y, resulta:

x = x"cos(p)— 3" sen(p)

IV.1.5
y=x"sen(p)+ y"cos(p)

Si sustituimos ahora IV.1.4 en IV.1.1, se tiene:

(x cos(q))+ b Sen(¢))2 L (— p 59”(@)+ Yy COS(@))Z ~1
a’ b?

b*(xcos(p)+ ysen(p)) +a*(—xsen(p)+ ycos(p)) —a’b* =0 <

bz(x2 cos’(p)+2xy sen(p)cos(p) + y* sen’ (ga))+
az(x2 sen’ (¢)—2xy sen(ep)cos(p)+ y° cosz(gf)))—aza_‘)2 = =

(az sen’(p)+b? cos (gp))f - 2(1)2 sen(p)cos(p)-a* sen(@)cos(@)}x y+
(b2 sen’ (ep)+ a’ cos’ (gp))y2 -a’b* =0

Que podemos reescribir como:
$:Ax* +2Bxy+Cy* + F =0 IV.1.6

De igual manera, a partir de I'V.1.1 se tiene:

b*x" +a*y" —1=0 , o bien:



A+ Gy F =0 Iv.1.7

Asi, las ecuaciones IV.1.6 y IV.1.7 representan a la elipse ilustrada en la grafica IV.1.3,
referida a los sistemas S=[0,¢,,¢e, | y 8"=[0,e!", ¢! ], respectivamente.

De manera anéloga, si se parte de la hipérbola dada por:

n2 w2

X ¥ 0

aZ bZ

se llega nuevamente a una ecuacion de la forma IV.1.6, mientras que si partimos de la
parabola cuya ecuacion es
x"=4¢y", en S",

se obtiene una en S, de la forma:
Ax* +2Bxy+Cy* +Dx+Ey=0.
IV.2 Rotaciones en £,

Lo anterior podemos resumirlo como sigue: Dados los sistemas S y S de E,, tales que
Lle, .e!)=Z(e, ,e})= ¢, existe una transformacién R:E, — E, que llamaremos rotacién,
tal que si P"(x",y")e E,, entonces RP" = P(x,y); esto es, R transforma las coordenadas
(x".»") de P" consideradas con respecto al sistema S”, en las coordenadas (x,y),

consideradas en referencia al sistema S, via las ecuaciones I'V.1.5.

Anélogamente, las ecuaciones IV.1.4 corresponden a la rotacién, denotada como R', que
asocia a las coordenadas (x , y) de P, tomadas con respecto al sistema S, las coordenadas

(x",»"), correspondientes al sistema S”; esto es, R' P = P"(x",").

Observacion importante. Tanto Pcomo P" son el mismo punto de £E,, esto es,
P(x: y):P”(x”, y"), s6lo que lo llamamos P cuando estd pensado en el contexto del

sistema S=[0,¢,,¢, |,y P" cuando lo consideramos en relacién con S" = [0,e, el

Forma matricial de las rotaciones en £,

Utilizando el lenguaje de las matrices, las ecuaciones IV.1.4 y IV.1.5 pueden escribirse

Ccomo:



cosp senplx) (x"
—senp cosp\y) y' )’

o0 bien
R F=p Iv.2.1
Y
cosp —senp\x") (x
senp cosp |\ ' B )
0
RP'= P, Iv.2.2

Asi, las matrices R y R" representan a las rotaciones dadas por las ecuaciones IV.1.4 y
IV.1.5 respectivamente.

Veamos ahora algunas propiedades de R y R', aunque sélo trabajaremos con R, la cual
reescribiremos como R=(r, ,,), donde , es la primer columna de R y r, la segunda.

PR.1 7 y 7, son ortonormales.

La prueba es inmediata.

PR2 det(R)=| 7 T

senp  cosg

Definicion IV.2.1 Una matriz cuadrada con columnas ortonormales y determinante igual a
uno, se dice que es una matriz de rotacion, o que representa a una rotacion.

Asi pues, tanto R como R representan rotaciones. Pero hay mas.

PR3 Si By P,cE,,entonces d(P , P,)=d(RP, , RP,), y se dice que la rotacién dada

por R esuna isometria. Veamos:

Sean P,(x, , »,), P,(x, . ¥,). Entonces:



RP - cosp —seng| x| (X COSQ — ysenp
b senp  cos@ Ay, B X, sen@ Yy, cos@

COSQp — X, COSQ —V,Sen
RP, = ( P vengp][xz J - ( 2 CO8¢ ), @] , de donde:
senp  cos@ \ y, X,5en® Y, COS@

_ _((xz —x,)eosgp— (v, -y )Senqﬂ]
2 1 ’

(x2 —X )SBHQ_’) + (yz —yl)COS(D

Ahora:

(x, —x,)eos @ = (v, =, Jseng
(:vc2 -, )Sengo + (y2 —yl)cosqa

d(RP, , RP,)=|RP, - RR|=

2

\/(x2 =3 (senzq:wtcos2 go)+ (v, —») (S€n2g9+0082 gp) = \/(x2 -x, )V +(,-y) =
|7, -~ |=d(p . P,).

PR.4 Dados Py P,ekE, y a,,a, € R, se cumple: R(czlP1 +a2Pz):a1RP] +a,RP,, ¥ se

dice que la rotacién dada por R es una transformacion lineal.

Para probar esto, tomemos A, y P, € E, y «, ,, € R. Entonces:

cos —5e ax, +a,x,
R(alamwz):[ g q’]{ ]

senp  cose oy, +a,y,

(a]x] COSP + O, X, COSQ — O, Y, Sen — azyzsenqu B
O\ X\ SenQ + &, X,5enP — &, Y, COSP — A, Y, COS P

10



X, COSQ — y,seny X, COSQ — y,5enQ
o +a
'\ x,5enp + y, cos g | x,5en@ + y, cosg

(cos @ — sen go}[zq J (cos @— senn;oj(xz ]
a, +a,

senp +cos@ | ¥, senp+coso \ y,
o, RP +a,RP,. . R eslineal

Nota. El concepto de transformacion lineal se refiere no solamente a las rotaciones, que
constituyen un caso especial en el ambito de las transformaciones lineales.

PR.5 RR" =R"R=1,estoes, R y R' son inversas una de la otra.
La prueba es inmediata.

EIV.2.1 Consideremos que nuestra elipse en S” tiene por ecuacion:

=1 = 4x"°+9y" -36=0 IvV.2.3 |

Si queremos “ver” a ¢ desde la perspectiva del sistema S, sustituyamos en £ las

ecuaciones IV.1.4. Tenemos entonces, si suponemos que @ =45:

2 2
1 1 1 1
Y —x+—3| +9 ——=x+—=p| —-36=0 =
(ﬁ ﬁy] ( 2 ﬁyj
4 lx2+x +l 2j+9 lx2 —-X +lvzj—36~0 <>
2 ¥ 2y 2 ¥ 27

13 x ]3 2
—Xx" =Sxy+—y —-36=0 =
2 rTg

¢ :13x* -10xy+13y* -72=0. IV.2.4

IV.2.4 es la ecuacion de la elipse en el sistema §'.

11



En términos matriciales, este proceso puede verse como sigue:

£ 4x" +9y" -36=0 =2

4 0)x"
(x" " * 1 36=0 =
0 9 y”

# T ~rpr _ "o__ 4 0
P"Q"P"-36=0,donde Q"= 0 9l

Ahora, usando IV.2.1, resulta

(RTP)'Q'R"P-36=0 <
PIRT) Q'R"P-36=0 o
PTRO'R'P-36=0

a cosp —senp\4 0) cosp senp\ x A
4 senp cos@ \O 9\ —senp cose )y o

Como elegimos ¢ = 45", se tiene: |

x

[ J—36=0 o=
¥

X

( }—36:0 =

y

X
[ J—36:0 =
y

ol -
|

(x »

N
=
<

SN A

)
O

SRR
5~ &1

—
('S )]
)
3

=
e

; |
W B

SIEV N

Sle Bl v

- 1=
sl %1~
e Sl
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2 T2

(x » e
77x - m—
5 T

3,5 § 13,
e Do Teu S0up Be B s
2 ¥ T TR

13x2 =10xy +13y* =72=0,
que es exactamente la ecuacion de £ dada por 1V.2.4, y puede escribirse en forma

13 -5
matricial como PTOP—72=0, donde Q:( ; I3J'

Nota: el proceso anterior lo simbolizaremos como
R'(¢")=¢ IV.2.5

Cabe ahora preguntar: /si queremos recorrer el camino inverso, esto es, partir de ¢ para

recuperar ", qué debemos hacer?

La respuesta natural parte de suponer que, si usando R' transformamos ¢” en ¢,
aplicando ahora R a ¢ debemos recuperar £ pues, seglin sabemos: RR' =17. Con base

en esto, partimos ahora de ¢ :13x”>-10xy+13y° —72=0 que, como ya vimos, puede
13 -5

escribirse en forma matricial como P'QP-72=0, donde O :[ : 13J :

Ahora, aplicando IV.2.2 resulta:

(RP")'QRP"-72=0

P'TRIORP"-T2=0 &

13



8 0 n
" 5" Tlen-0 e
0 18 )"

8”
@ ) T l-;2=0 e
18y"

8x" +18y" -72=0 <

TSR

" 4x" +9y" -36=0,

que es nuestra ecuacion de origen. Un programa en Matlab que ilustra lo anterior es:

R R R R AR AR R L e R R R E R R R R e e e
%

% Programa que ilustra la rotacidén realizada

% respecto de la ecuacidn IV.2.3

%

SRR R R R AR AR AR A R b LR R e e e e e L R e
ezplot ('13%*x."2 -10%*x.*y +13*y."2 - 72')

hold on;fplot('0',[-6 6],'k")

hold on;plot([0 0],[-6 6],'k")

axis off

%

% Grafica de ejes a 45 grados

%

hold on

fplot('x',[-6.3 6.3],'k")

hold on

fplot('-x',[-6.3 6.3],'k")

gtext('0'")

print -dbitmap pruebal

14



8/
K

Si adicionalmente aplicamos a ¢” una traslaciéon dada por las ecuaciones x"=x"+2,
v"=y"+1, obtenemos
x'+2) +9(y'+1) -36=0 <

4(x +4x' +4)+9(y +2y' +1)-36=0
& :4x +9y"7 +16x' +18y —11=0.

El programa y la grafica correspondientes se muestran en seguida:

SRR R R R A A R R R AR R AR R R LA R R R R R R R R R R R R
%

% Programa que ilustra las transformaciones realizadas

% respecto de la ecuacidn IV.2.3

%

CEE AR AR R AR AR R AR R b R R R R R R R o e h
ezplot ("13%x. "2 ~10%*x.*y +13*%y."*2 - 72')

hold on;fplot('07,[-6 6], 'k")

hold on;plot ([0 0],[-6 61, k")

axis off

%

% dibujando ejes rotados a 45 grados
%

hold on

fplot('x",[-6.3 6.3],'k")
hold on

fplot('-x"',[-6.3 6.3], k")
%

% dibujando los otros ejes
%

fplot("x+1",[-6.3 6.3],'k")

15



CAPITULO V

La ecuacion general de segundo grado en dos variables

V.1 Formulacién general

De lo visto en los dos capitulos anteriores, resulta que cualquier circunferencia, pardbola,
elipse o hipérbola, tiene asociada una ecuacion que es un caso particular de:

& Ax* +2Bxy+Cy* + Dx+Ey+F =0 V.1.1

También hemos mostrado que las ecuaciones de cualquiera de las curvas mencionadas
adopta una forma més o menos simple o complicada, dependiendo del sistema de referencia
desde el que se la mire, cuestion directamente relacionada con el uso de traslaciones y
rotaciones. Para mostrar esto de forma panoramica te invitamos a acompafiarnos en el
siguiente recorrido:

EV.1.1 Partiremos de la hipérbola con ecuacion:

gh:x?—)f:l =

x*-4y"—4=0 <o V.1.2
oy Y -

0 -4y

&, :PTOP-4=0,

Ahora:
1. Construyamos la matriz de rotaciéon R asociada al angulo @ =45 y apliquémosla a

£, para obtener R(Q’ . )=¢7. Como ya sabemos, para este dngulo resulta:
Lt
7 h
R= ;
Ll s
22
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hold on

fplot(*~x+2',[-6.3 6.31,'k")
gtext('07) ;gtext (0" ")
print -dbitmap pruebal 2

RY” ¥ Y/\ ><' A1

16



Para obtener ¢ , apliquemos la ecuacion RP'=P que, al sustituirla en £, nos

produce:
(RP')'QRP'-4=0 &
P"R'ORP'-4=0 =
é—}; :P’TQ’P’—‘I-:O,
donde
RIS R s
1 0 "2 3
RS CAE) R 53
Z & Z & 2
Sustituyendo, obtenemos:
A
& o . 2] -4=0 =4
2 2R
2 2
é’,;:—%x’z—ﬁx'y’—%y'z—4:0 & V.1.3

"3x" +10xy +39"* +8=0.
b Y y

2. Abhora, dado el nuevo origen O’(l , 1) , apliquemos la traslacién 7' dada por las

ecuaciones X’ =x"+1, ' = y"+1, para obtener T(R(¢,))=T(¢})=¢7 .

Veamos:
3" +1) +10(x" + )" + 1)+ 30" +1) +8=0

3(x"2 +2x" +1)+10(x"y" +X"+ Y +1)+ 3(})"2 + 2y”+1)+ 8=0 =

7:3x" +10x"y" +3y" +16x"+16)"+24=0 < V.1.4

3 5)x" x"
(x" y")( J{ "J+(16 16{ ”J+24=0 =
5 3Ny y

18



LIPTTO' P + S TP 424 =0

Un programa en Matlab que permite ilustrar graficamente el proceso llevado a cabo hasta

ahora es el siguiente:

EEE R AR R A AR AR AR R AR AL AR AR AR AR R R R R R R R ok
%

% Programa que ilustra las transformaciones realizadas
% a partir de la ecuacidén del ejemplo EV.1.1

%

R R R A A R A A AR A R R A AR AR R R R R R R R R R LR AR R R R R AR Rt
ezplot('x. "2 —-4%y. "2 - 4')

hold on;fplot('0',[-6 6]1,'k")

hold on;plot([0 0],[-6 6],'k")

axis off

%

% dibujando ejes rotados a 45 grados

%

hold on

fplot('x',[-6.3 6.3],'k")

hold on

fplot('-x',[-6.3 6.3]1,'k")

%

fplot('x+1"',[-6.3 6.3],'k")

hold on

fplot('-x+1"',[-6.3 6.3],'k")

gtext('0'") ;gtext('0" ")

print -dbitmap prueba5 1

>/I yu v A x’f X!
K\x“ ) /
"‘\\\ o p /
y. N > X
; -
= “‘\
“k\‘%‘-

19



Llegados a este punto, la propuesta es recuperar ¢, , cosa que puede hacerse de mas de una
forma. La mas facil es, en forma esquemadtica:

k
2! ¢ Sy
h T h

Esquema V.1.1

T

donde, de acuerdo a lo que ya sabemos:

1
R'= \El J]E , usando R'P=P'.

B

Te invitamos amigo lector a transitar por este camino, y por nuestra parte proponemos otra
estrategia sintetizada en el diagrama:

20



- .
by

< é’-;,

Py

R

Esquema V.1.2

En este caso, tanto X como 7' deberan ser determinadas, lo que requiere de un desarrollo
cuya descripcidn general presentamos a continuacion.

V.2 Ecuaciones cuadraticas, rotaciones y el problema de valores y vectores propios

En esta parte describiremos una estrategia de cardcter general para la construccion de la
rotacion K. Para ello, partiremos de la ecuacion V.l.1, esto es:

¢ Ax* +2Bxy+Cy’ + Dx+Ey+ F =0, y el problema es determinar la rotacion R que
permita eliminar el término xy de ¢, o bien R(¢)=¢": A% +Cy* + D'+ EY +F'=0.

En lenguaje matricial tenemos:

A BYx X . .
¢ (x y)( j{ }r(p E)( J+F=0, o ¢:PTQP+S'P+F=0,
B Cly h%

y buscamos R que permita obtener
' ' ! A’ O x’ ’ ! x" ' i 17 i 1T pr i
<i(x - |+(@ E)T |+F'=0, o <:PTQP+STP+F =0.
¥ ¥

En sintesis: se trata de determinar la rotacién R que permita diagonalizar la matriz (. Para

ello, usemos la ecuacién RP' = P. Entonces:

21



£:P'OP+S'P+F=0 < (RP)QRP+S'RP+F' =0 <

PR'ORP'+S"RP'+F'=0.

R e A 0
Hagamos O' = R'Q K . Nuestro problema es entonces lograr que X' Q R=0' = (O C'J .

Si hacemos R =(r, #,) donde # y 7, son las columnas de R y multiplicamos la igualdad

anterior por R, resulta:

QFzR(AI UJQQ(Fl ‘Vz):(rl ”Z{A’ Ojc}(er Qr2)=(A'r| C’rz)‘::’

0o ' 0 C'
Or, =A'r,
Or, =CT,

Obsérvese que estas ultimas igualdades tienen la forma:

Qv=21v, V.21

La ecuacion V.2.1 es de gran relevancia en matematicas, pues es la formulacion de un
problema importante: el problema de valores y vectores propios o caracteristicos, que en
términos generales puede enunciarse como sigue: dada una transformacion lineal (en
nuestro caso representada por la matriz (), determinar la pareja 4 y v que satisfacen

V.2.1,con v=0.

A y v se conocen como valor y vector propios o caracteristicos asociados a la

transformacion lineal.

En términos geométricos de lo que se trata es de determinar el vector v que, al aplicarle O,

va a dar en un paralelo a si mismo, por lo que este problema también puede interpretarse
como el de determinar direcciones invariantes. Veamos un par de propiedades.

PA1. Si v es el vector propio asociado a A, también #v, con re R, lo es, dado que

Otv)=10v =tiv = Aw).

22



PAi2. Si Qv,=A4v, vy Ov,=4,v, con A #4, y Q simétrica (Q=Q"), entonces

T _
vy, =0,

Tenemos:
a) Ov, =4v, ©v,0v, =4v,v,. Pero:

b) vi Ov, = (V?QV] ) = vf[Qj Yy = ""IFQV2 = ’12V1Tv2 .
De a) y b) se tiene Aviv, = Av/v, = Aviv, & (4, -4, W v, =0=v/v, =0.
Ejemplos:
_ 1 0 it : -
EV.21 Si O=1= g 1) el tnico valor propio es 1 y todo vector distinto de cero es

vector propio, ya que Ir =r, esto es, toda direccion es invariante bajo 7 .

0
EV.2.2 Si Q=(g] /12}’ Ay A, son valores propios de la transformacion lineal

representada por (0, y en este caso, las direcciones invariantes estan dadas por los vectores
canénicos e, y e,, ya que:

A0 Y1 4 1 A 00 0 0
= = /?’l = = /12 .
0 4,00 0 0 0 4, A1 Ay 1
En este caso no hay mas direcciones invariantes, ya que cualquier vector » no paralelo a e,
. v ) (A 0w [(Av.
0 e, tiene la forma v= y = =V, que no es de la forma Av o

v, 0 LA\v) (A,
AV,

2

Como se observa, en los casos anteriores la forma de O nos da directamente los valores
propios y las direcciones invariantes; esto es, si O es diagonal, tener sus valores y vectores

propios o caracteristicos es inmediato.
;Qué pasa entonces para una (J en general, donde todos sus elementos sean distintos de

cero? Para responder a esto, volvamos al sistema V.2.1. Tenemos que:

OQv=iv & Qv-iv=0 < (0-AI)v=0 V.22

23



Se sabe que V.2.2 tiene solucion distinta de cero, que es el caso que nos interesa, si y solo

Sl

-
det(Q-A1)=0 < lA CB A‘:o & (4-ifCc-1)-B'=0 <
22 —(4+C)a+(ac-B*)=0 V.23

La expresion de la izquierda en V.2.3 se conoce como polinomio caracteristico, se escribe
P(2)=# -(4+C)i+(4C-B*)=0 V.24

y sus raices, que llamaremos 4, y 4, son los valores propios de QO y al sustituirlos en

V.2.1 nos permiten calcular los vectores propios v, y v, que nos dan las direcciones

invariantes. Esto es, sustituyendo 4, y 4, en:

(A=A, +Bv, =0

obtenemos v, v v,.
Bvx+(C—/1)vy=0 1 4

Ahora, regresando a nuestro problema de construir R =(r, r), ésta se obtiene
normalizando v, y v, y colocidndolos de tal forma que det(ﬁ):l. Para aterrizar esto,
volvamos a nuestro ejemplo EV.1.1, después de haber aplicado la rotacién y la traslacion
antes vistas.
Tenemos la ecuacién V.1.4 (pagina 18):

Cr3x™ +10x""+3y" +16x"+16y"+24=0 &

3 5 xrr xﬂ
(x" y"){ }{ ,,]+(16 16{ ”J+24=0 =
S 30y y

£ PO P ST P 4 24=0.

Se trata entonces de determinar R tal que R(¢")=¢":P7QP'+S"P+F' =0 &
' r r 4 0 x' ' x' '
g +HD' E) 7, |+F'=0.
0 CAY y
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Para lograr esto, de lo visto anteriormente, debemos:
1) Calcular las raices de

A-A B
B C-4

P(ﬁ):‘

J:o e P(A)=(3-1)3-1)-25=0 <

P -64-16=0 < (A+2)1-8)=0 o 4 =-2,4,=8.

2) Usando estos valores de 1, y A,, resolver:

a) Para 4, =-2:
S5v.+5v, =0
vV, =-V,.
5v,+5v,=0 ' g
1
Podemos tomar v, ={ J.
b) Para 4, =8:
=5v, +5v, =0
' = V.=V,
5v,—5v,=0
Tomemos v, = :
Ahora, las columnas de R las tenemos haciendo:
1 1
_nmo_| V2 _v |2
NS
2 2
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1
22 ; o .
De esta manera obtenemos R = : , que satisface las condiciones de una matriz

=
g

de rotacion.

Si volvemos ahora a la ecuacién &) :P"'Q"P"+S""P"+24=0 , y usamos RP'=P",
resulta: (RP') Q"RP'+S""RP'+24=0 < P R'Q'RP'+S""RP'+24=0 &
£ PTQP + 8T P +24=0, donde

1 1

12 <:>S’T=(O 2}.

23 V2
5

0

SJ y S"=8"R=(16 16

o -2
OI—RT ;?ﬂ‘PI_-[
0

ol

Sustituyendo esto, resulta:

-2 0Yx 32\ x' 5 ; 32
calxt +0 — +24=0 < < :-2x"+8y " +—=y' +24=0.
gh ()C y{ 0 8](}/’} [ \/E](JJ gh X y \Ey

Finalmente debemos determinar las ecuaciones de la traslacion 7 que nos permitan
recuperar £,. Para ello propongamos 7 :x'=x—h,y =y—k. Sustituyendo en ¢,

obtenemos:

—2(x—h) +8(y—k) +£ —k)+24=0 <

2

2x® — 2k + 12 4 8(y? — 2y + k7 2y - 22

—k+24=0 <
2

N )

32 32
—-2x" +8)° +4hx+| —=—16k |y+| —2h* +8k* ——=k +24 |=0.
g [ﬁ ]y ( 2 ]

; ; 2 2
Para que el coeficiente de y sea cero se necesita que AL =16k = k=— , y para que el

72 7

coeficiente de x sea cero, debe tenerse /= 0. Sustituyendo estos valores, obtenemos:
—2x* +8y* +8=0. Ahora, como al aplicar la rotacién R ala ecuacién V.1.2 para obtener
V.2.3 multiplicamos por -2 (pag. 18), si dividimos por -2 obtenemos finalmente:
&, :x*—4y* —4=0.
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A continuacion un programa y la grafica correspondientes a este proceso.

SRR R R R R A A A R AR R R AR R AR R AR R AR LR R Rt R
%

% Programa que ilustra la aplicacidén del esquema V.1.2
% para recuperar la hipérbola del ejemplo EV.1.1

%

TRt T E E R A T N R I A TR I TR T LRI LI LHIHLHNSS
ezplot('x."2 —-4%y. "2 - 4')

hold on;fplot('0',[-6 6],'k")

hold on;plot([0 O0],[-6 6],'k")

axis off

%

% dibujando nuevos ejes

%

hold on

fplot('1',[-6 6],'k")

hold on

%

fplot('x+1',[-6.3 6.3],'k")

hold on

fplot('-x+1',[-6.3 6.3],'k")

gtext('07) ;gtext (0" )

print -dbitmap pruebaé6 1

Y’ AY
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V.3 Clasificacion de las conicas

Para concluir este capitulo, volvamos a nuestra ya conocida ecuacién V.1.1,
¢ :Ax” +2Bxy+Cy’ + Dx+Ey+F =0, y preguntémonos en general, ;qué tipo de lugar

geométrico representa?

Para avanzar en la respuesta, apliquemos a ¢ la rotacion dada por las ecuaciones IV.1.5,

esto es:

A(x" cos(g0)~ ' Sen(ga))z +
2B(x"cos(p)— y" sen(p))x" sen(p)+ y" cos(p))+ C(x" sen(p)+ y" cos(p))’ +
D(x"cos(p)—y" sen(p))+ E(x" sen(p)+ y"cos(p))+ F =0 <

A(x"z cos® @ —2x"y"sengcos g + y”senzgo)qh
2B(x”2sen¢9 cos@+x"y"cos’ p—x"y"sen’ p—y" sengcos qp)+
" "2

C(x”zsenzgo+2x 'y'senpcos@ + y"’ cos’ ga)+ Dx"cosgp—Dy"senp +
Ex"senp+Ey'cosp+F=0 < ..o

(A cos’ @+ Csen’ @ +2Bsengcos (p)x"z +

(2B cos’ @ —2Bsen’ @ —2Asenpcos @+ 2Cseng cos qa}\c”y" +
(Asenzqo —2Bsengcos@ +C cos’ gz))y”z +

(Dcosg+ Eseng)x" +(E cosp— Dsenp)y"+F =0 <

A"x"* +2B"x"y" +C"y"* + D'x"+ E"y" + F" = 0, donde:
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A" = Acos® p+ Csen’ @+ 2Bsenpcos g,

B" =2Bcos’ ¢ —2Bsen’p — 2 Asenpcos @ + 2Csenp cos @
=(C - A)senpcos o + B(cos2 @ — sen2¢>) :

C" = Asen’ p —2Bsenpcosp+Ccos’ ¢, V.3.1

D" = Dcos@+ Eseng ,

E"=FEcosp— Dseng ,

F'=F,

n_.n

Si nos planteamos ahora eliminar el término en x"y", debemos hacer

B" =2Bcos® p—2Bsen’p —2Asenpcosp + 2Csenpcosp =0 . V3.2

Notese que si A =C en la expresion para B” en V.3.1, resulta:

B(cos2 Q- sen2q9)= 0, V.3.3
y si suponemos B # 0 (que es lo natural en nuestro contexto), V.3.2 se satisface cuando, en
particular, ¢ =45" = %

Ahora, si 4+ C y dividimos la expresion (C — 4)sengpcos@ + Blcos” ¢ — sen’p)=0 entre
@ @

cos’ ¢, resulta:

Btan’ ¢ +(4-C)tanp -~ B =0, V.34

que es una cuadratica en tan ¢, cuyas raices pueden obtenerse de la conocida formula:

C-A+~)(4-C) +4B>
o J(ZB) |

y como hemos supuesto B # (), tenemos entonces que siempre es posible eliminar el
coeficiente B” y transformar la ecuacion V.1.1 en una del tipo

gn : Arrxrrz +Crfya}2 +Drrxn+Erfyn+Frr — 0 V35

y a partir de ésta, identificar la conica de que se trate, lo que puede resumirse como sigue:
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a) ¢ representa una circunferencia, un punto o ningin lugar geométrico real, si
A" =E",

b) ¢" representa una pardbola, dos rectas paralelas, una recta o ningun lugar
geomeétrico real, si 4" o C" son cero (A"C” = 0).

¢) <" representa una elipse, un punto o ningin lugar geométrico real, si A" #C" y
A"C">0.

d) ¢ representa una hipérbola o dos rectas que se cortan, si 4"C" < 0.

Veamos por ejemplo, la prueba correspondiente al inciso b). Tenemos A"C"=0 y
supondremos A" =0,C"#0 ( El caso 4" #0,C" =0 es totalmente analogo). Entonces

V.3.5 se torna en:

C.uyrr2 +Dﬂxn+Enyn+Fﬂ = 0 o

" r N2 "2
C"(y”2+E y”"'[ E ] J+Drrx"+Frr_4EC =O =

Crn 2C" "
"\ 2 " "2

(ynz_'_ E ] =_D xrr+F"__E )
20" " 4C"

Claramente, la ecuacién anterior tiene la forma (y” —k)* = —4¢(x" — k) que como sabemos,

corresponde a una parabola.

Ahora bien, si ademas de las hipdtesis que hemos considerado agregamos la de que D" =0,
n mw2

entonces, directamente de V.3.5 se obtiene: C"y"* + E"y" + F" =0, que es una cuadratica

en y". Sillamamos k, y k, a sus raices, resulta que V.3.5 representa:

a) Unarecta,si k; =k, =ke'R,estoes, larecta y=k.
b) Dos rectas paralelas si las raices son reales.
¢) Dos rectas imaginarias si k; y k, son imaginarias.

La prueba de las demas afirmaciones la dejamos a nuestros lectores, y por nuestra parte
veremos como identificar el tipo de lugar geométrico que representa la ecuacion V.1.1, sin

necesidad de llevarla a la forma V.3.4. Para ello volvamos a las igualdades V.3.1, de las
que resulta:

A"+ C" = A(sen2¢)+cosz go)+ C(S€H2(0+C052 go)= A+C . V.3.6
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También, haciendo algunas cuentas y usando identidades trigonométricas se llega a:
A"C"-B" = AC-B’. V3.7
Tanto V.3.6 como V.3.7 nos “hablan™ de expresiones que permanecen invariantes bajo

rotaciones, lo que resulta importante en nuestro contexto pues ya hemos visto que siempre
podemos hacer B” =0. Si hacemos esto, V.3.7 toma la forma:

A"C"=AC-B*,

y dado lo que ya sabemos con respecto a la ecuacién V.3.5, expresado en los incisos b), ¢) y
d) anteriores, tenemos entonces que V.1.1:

& Ax* +2Bxy+Cy* + Dx+ Ey+ F =0 es:

a) De tipo parabdlico si 4C—B* =0.
b) De tipo eliptico si AC-B* >0.
¢) De tipo hiperbélico si 4C—B* <0

En particular, la ecuacién ¢ :13x” —10xy+13y>—72=0 que aparece en el capitulo IV

corresponde efectivamente a una elipse y satisface: 13*13-10% >0, mientras que la
ecuacion ¢ :3x” +10xy+3y° +16x+16y+24=0 (ejemplo EV.1.1), representa una

hipérbola y satisface: 3*3-10" <0.

En el lenguaje matricial de valores y vectores propios, si partimos de la ecuacién V.1.1,
escrita en la forma:

A B x %
£z y)[ ]( J+(D E)( J+F:0 o PIQP+SP+F =0
B CAy y

y usamos la rotacion dada por RP”" =P para eliminar el término en xy siguiendo el

procedimiento visto antes, se llega a:

érrr . Prr?‘QnPff+SrfPiy+ Frf e 0

donde
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siendo 4, , 4, los valores propios de Q.

La ecuacion general de " es, en estos términos:
;«n - /'lerr?_ +/12y”2 +Drrx”+Eﬂj}"+Fﬂ - 0,
que es de la forma V.3.5 y por lo tanto se tiene que £ representa:

a) Una circunferencia, un punto o ningtn lugar geométrico real si 4, = 4, .

b) Una pardbola, dos rectas paralelas, una recta o ningun lugar geométrico real si
A A, =0.

c¢) Una elipse, un punto o ningtn lugar geométrico real si 4, 4, > 0.

d) Una hipérbola o dos rectas que se cortan si 4, 4, <0.

Veamos dos ejemplos.

EV.3.1 Sea:

a) ¢":y"" —4y"—8x"+28=0.Tenemosque: 4, =0,4, =1,= 44, =0.
Ahora: y"* —4y"—8x"+28=0< (y—2)’ =8(x-3), que es la ecuacién de una

parébola con vértice en (2, 3).

b) Si consideramos la variante ¢":p"? —4y"+28=0, tenemos el caso
LA, =0,D"=0, de donde £" debe representar dos rectas imaginarias, dado que

las raices de y"* —4y" +28 =0 son imaginarias.

¢) Parael caso ¢”:y"* —4y"—12 =0, las correspondientes rafces son 6 y -2, dado que

Y —4y"-12= (y - 6)(y +2), de donde ¢ representa las rectas paralelas:
Hiy' =6 , Biy'=-2,

32



A continuacion un programa que ilustra los incisos a) y ¢).

T Tt T E T E AL T LR T L AL YA L AN HERYY

%

% Programa que ilustra los incisos a) y c) del ejemplo

% EV.3.1

%

SRR R R R R R bR R bR R R R R R R R R R AR R R R R R R R R Rk b R AR R A R R R
%

% Grafica de la parabola

%

ezplot('y."2-4*y-8*x+28")
hold on;fplot('0',[-2 10],
hold on;plot([0 0],[-4 8],
axis ([-2 10 -4 B])

%

% Graficas de las rectas

%

hold on;fplot('6',[-2 10],'k")

hold on;fplot('-2',[-2 10],'k")

gtext('y = 6') ;gtext('y = - 2") ;gtext('0")
print —-dbitmap prueba7

lk!)
lkl’)

10
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EV.3.2 Sea:
a) ¢":4x"* —9y"* —16x" +54y" —101=0. Se tiene que:

A=4,0,=-9,= Al <0.

2

" 2 " _
Pero 4x"2—9y"2—16x"+54y"—101:0<:>(x 92) —( 43) =1, que es la

ecuacion de una hipérbola con centro en (2, 3) .
b) Si consideramos la variante de " con D" = E" = F" =0, se tiene:
£":4x" -9y" =0 < (2x"+3y"N2x"-3y") =0 2x"+3y"=0,2x"-3y" =0,

4 2 " " 2 r
de donde, " representa lasrectas: r,:y"'==x" , r:y"= —Ex .

Un programa que ilustra ambos incisos es:

R R R R R R R R R R R R R R R R R e e e R e LT e T T
%

% Programa que ilustra los incisos a) y b) del ejemplo

% EV.3.2

%

SRR R R R e e R R R e e e R L LR R R L R R
%

% Grafica de la hipérbola

%

ezplot ('4d*x."2-9%y *2-16*x+54%y-101")

hold on;fplot('0',[-3 8],'k")

hold on;plot([0 0],[-4 6]1,'k")

axis ([-3 B8 -3 6])

%

% Graficas de las rectas

%

hold on;fplot('2*x/37,[-3 8],'k")

hold on;fplot('-2*x/3',[-3 8], 'k")

gtext ('y=2x/3") ;gtext ('y=-2x/3") ;gtext('0")

print —-dbitmap prueba8
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Ejercicios

L.

S

Si R=(r, r,) es la rotacién dada por la ecuacién 1V.2.2, verifica que Re, =7 y

Re, =7,.
Construye ejemplos que ilustren las propiedades PR3 y PR4 de las rotaciones.

Prueba que las traslaciones también son isométricas. Construye ejemplos.

Aplica el esquema V.1.1 para, a partir de la  ecuacién
7:3x" +10x"y" +3y"* +16x" +16y" +24 =0, recuperar la ecuacion original ¢

del ejemplo EV.1.1.

Dada la ecuacion &": A"x"> +C"y"* + D"x" + E"y" + F" = 0, prueba que representa:

a) Una elipse, un punto o ningtn lugar geométrico real, si A" = C" vy A"C" > 0.
b) Una hipérbola o dos rectas que se cortan, si 4"C" <0.

Partiendo de las ecuaciones V.3.1, prueba la igualdad V.3.7.

Da la ecuacion de una pardbola de la forma ¢ : y* = —4cx ; después:
a) Daun origen O'(h , k), con k., k distintas de cero y construye las ecuaciones de

la traslacion 7 correspondiente.
b) Aplica T' a  para obtener T(;‘ ): L

¢) Da un 4dngulo ¢ que no sea de la forma in% y construye la rotacién R

correspondiente.
d) Aplica R a &' para obtener R(¢')=¢".
e) Haz un dibujo que ilustre el proceso descrito en los incisos a) — d).
f) Aplica los esquemas V.1.1 y V.1.2 a £" para recuperar & .

Prueba que en general: T(R(P))# R(T(P)). Construye ejemplos e incluye un dibujo

para cada caso.
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