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Relaciones I

Uno de los principales objetivos de la matemadtica discreta es atacar problemas donde
podemos contar (o enumerar) sus soluciones (en muchas ocasiones, simplemente saber el
nimero de soluciones posibles es la solucion al problema planteado). Para considerar todas
las soluciones posibles a un problema dado puede ser conveniente el uso de conjuntos. En
otros casos nos interesa cdmo se asocian entre si los elementos de estos conjuntos. Para
ello son titiles las nociones matemdticas de funcidn y relacion'.

El mundo de las ciencias de la computacion abunda en relaciones litiles, incluyendo
aquellas que vienen de matematicas entre los nimeros enteros, entre lenguajes de progra-
macién y los programas escritos en éstos, individuos y la informacién que tenemos sobre
ellos, conjuntos formados con elementos relacionados entre si, y asi sucesivamente.

En este capitulo estudiaremos dos relaciones importantes, las relaciones de equivalencia
y las relaciones de orden. Empezaremos por definir lo que es una relacion.

| 1.1. Producto cartesiano

Si Ay B son conjuntos cualesquiera, el producto cartesiano de estos conjuntos —denotado
por A x B- consiste del conjunto de todas las parejas ordenadas (a, b), tales que a € Ay
be B.

Ejemplo 1.1. Si A ={0,5,2,8}y B = {1, 3,4, 7}, entonces
Ax B ={(0,1),(0,3),(0,4),(0,7), (5,1), (5,3), (5,4), (5,7),
(27 1)? (2} 3)7 (21 4)? (2? 7)3 (8? 1)7 (85 3)’ (8’ 4)’ (87 7)}

IJsaremos el término relacién de manera informal, con su significado usuval, hasta que lo definamos
matemadticamente.
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Ejemplo 1.2. Si A consiste de todos los nimeros naturales, podemos pensar en el producto carte-
siano de los naturales consigo mismos:

Ax A=NxN={(1,1),(1,2),(21),(272),(1,3),
(2,3),(3,1),(3,2)(3,3), (1,4), ...
}

En este caso, como N es un conjunto infinito, el producto cartesiano también es infinito.
Para describirlo usamos la siguiente notacion:

A=NxN = {(a,b);a,be N}

Ejemplo 1.3. Si pensamos en parejas formadas por los invitados a una fiesta, donde ponemos en
un conjunto a los hombres y en otro a las mujeres:

H = {Juan, Pedro, M ario, Arturo} M = {Ana, Rosa, Margarita}

Las posibles parejas de hombre y mujer que pueden bailar en la fiesta corresponden al
producto cartesiano H x M y son:

H x M = {(Juan, Ana), (Juan, Rosa), (Juan, Margarita),
(Pedro, Ana), (Pedro, Rosa), (Pedro, Margarita),
(Mario, Ana), (Mario, Rosa), (Mario, Margarita),
(Arturo, Ana), (Arturo, Rosa), (Arturo, Margarita)

}

El orden en cada pareja es particularmente importante cuando los conjuntos sobre los
que se toma el producto cartesiano no son iguales o no se repite el mismo conjunto, pues
el primer elemento de la pareja es de un conjunto y el segundo de otro, o juegan un distinto
papel.

Podemos extender el producto cartesiano a tres conjuntos. A cada elemento de este
producto cartesiano le llamamos tripleta en lugar de pareja.

Ejemplo 1.4. Queremos organizar una competencia entre equipos que tengan dos adultos y un
nifio (identificaremos a cada uno por su inicial). Tenemos el conjunto de los adultos y el
conjunto de los nifios:

A={M,J,P,A}, N={M,JP)

3

Los equipos estaran formados por un adulto, que serd el capitdn, otro adulto, que ser el su-
plente, y un nifio; los equipos serdn tomados del producto cartesiano A x A x [NV —ignoraremos
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por el momento el problema de tener dos veces al mismo adulto—. Nuevamente, el orden en
que aparecen los jugadores dentro del equipo es importante, pues de eso depende el papel
que van a tomar dentro del mismo y de cuél de los conjuntos provienen. El nimero inicial
de equipos es 48, que resulta de asociar a cada adulto con cada uno de los elementos del
conjunto de adultos (4 x 4 = 16 parejas) y a cada una de estas parejas con cada uno de los
nifios (16 x 3 = 48 equipos).
Equipos =Ax Ax N={(M,M,M),(M,J,M),(M,P,M),(M,A, M),
(J,M, M), (J,J,M),(J,P,M),(J,A, M),
(P,M,M),(P,J,M),(P,P,M),(P,A, M),
(A, M, M), (A, J, M), (A, P,M), (A, A, M),
(M, M,J),(M,J,J),(M,P,J),(M,A,J),
(s M JY; (Lo Yslds B )i, 2 T,
(P M) (Pl ol (P, P ) [P A s
(A, M, J), (A, J, ), (AP J), (A A J),
(M, M, P),(M,J,P),(M,P,P),(M,A,P),
(J, M, P),(J,J,P),(J,P,P),(J, A, P),
(P,M,P),(P,J, P),(P,P P),(PAP),
(A,M,P),(A, J P),(A P P),(AAP)}

Hay varias tripletas que no son vilidas, ya que el mismo adulto aparece como capitin
y suplente. Si ponemos restricciones a cémo se forman las parejas de adultos, entonces
no tenemos al producto cartesiano como relacion, sino a un subconjunto de éste. Por eso
decimos que una relacion es un subconjunto del producto cartesiano. Si usamos el criterio
de que un mismo adulto sélo puede aparecer una vez, tendremos a cada adulto formando
pareja con los tres restantes (4 x 3 = 12 parejas, ya que eliminamos a las cuatro parejas
formadas con el mismo adulto) y a cada una de estas parejas con cada uno de los nifios
(12 x 3 = 36 equipos), por lo que del conjunto anterior de equipos eliminamos 12 tripletas,
que es la cuarta parte de las originales.

Ejemplo 1.5. Supongamos ahora que tenemos un conjunto formado con las asignaturas obligatorias
de la licenciatura en Matemdticas (M) y definimos una relacién S < M x M, donde
(my1,my) € S si la asignatura m, es prerrequisito directo para la asignatura m,. En este
contexto no es valido que tanto (mq,my) como (msg, my) estén en S —;ven por qué’?—.
Podemos tener a una asignatura m, relacionada con dos o mds materias distintas, o a varias
materias distintas relacionadas con una misma asignatura ms.

Por ejemplo, Algebra Superior I (AS1) es prerrequisito de Célculo Diferencial e Inte-
gral IT (CDI2)y de Algebra Superior I (AS2), pero también Clculo Diferencial e Integral
I (CDI1)y Geometria Analitica I (G A1) son prerrequisitos para Cdlculo Diferencial e In-
tegral II. De lo anterior tenemos las siguientes parejas que pertenecen a la relacién S:
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§ 2 { (AS1, AS2), (AS1,CDI2), (CDI1,CDI2), (GA1,CDI2)}

Podemos generalizar el producto cartesiano a que sean n—adas (eneadas) ordenadas
donde el i-ésimo elemento pertenece al i-ésimo conjunto:

C=A x Ay x...x Ay ={(a1,00,...,0,); 0; € As}

De los ejemplos anteriores debe quedar claro que los conjuntos A; pueden o no ser dis-
tintos entre si. Si n = 2 los elementos del producto cartesiano son parejas; con . = 3

los elementos son tripletas (o triples); y asf sucesivamente, usando el término genérico de
eneadas para el producto cartesiano de n conjuntos.

Definicion 1.1. Una relacidn es un conjunto que es subconjunto del producto cartesiano. Una relacion
es un conjunto de n-adas ordenadas en la que cada n-eada cumple con una cierta
propiedad que define a la relacién y que posee cada uno de los miembros de la misma.

Definicion 1.2. Decimos que un a relacién es binaria si es subconjunto del producto cartesiano de dos
conjuntos; es terciaria si es subconjunto del producto cartesiano de tres conjuntos;
en general, es n-aria si es subconjunto del producto cartesiano de n conjuntos.

Ejemplo 1.6. En el ejemplo 5 no podemos pensar en n-adas para definir que cada materia esté re-
lacionadas con todas aquellas para las que es prerrequisito, porque como este nimero no
es el mismo para todas las asignaturas, no tendriamos la misma n para todas las n-adas.
Sin embargo, podemos elegir todas las parejas que tengan a un mismo primer elemento
(todas las parejas que tengan a esa asignatura como prerrequisito) o todas las parejas que
tengan a un mismo segundo elemento (todas aquellas asignaturas que sean prerrequisito de
la asignatura dada). Podemos denotarlo asi:

PCDI2 C S = {(m,CDI2) € S} = {(AS1,CDI2),(CDI1,CDI2),(GAl,CDI2)}

Ejemplo 1.7. Denotemos a R € N x N, R = {(a,b); @ < b}. Esta relacién consiste de todas las
parejas de enteros en los que el primer elemento es menor que el segundo. No todos los
elementos del producto cartesiano N x N estdn en la relacién.

Ejemplo 1.8. El conjunto A consiste de todos aquellos individuos que tienen Lopez como primer
o segundo apellido. Consideremos F € A x A, F' = {(p, h); p es padre de h}. En esta
relacién, si (Juan, Pedro) € F, entonces (Pedro, Juan) ¢ F'. Es claroque R < A x A,

Ejemplo 1.9. Consideremos el producto cartesiano N x N x Ny la relacion suma € N x N x N,
suma = {(r,s,t);r + s = t}. Algunas de las tripletas que estdn en suma son (1,2,3),
(4,2,6), (2,4,6), (10,10,20). La segunda y tercera tripleta son distintas, pues en el caso de
relaciones (y del producto cartesiano) el orden es importante.
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Una relacién binaria se puede representar como lo hemos hecho hasta ahora, con la no-
tacién usual de conjuntos, ya sea listando todos sus elementos —esto es posible sélo en los
conjuntos finitos—, indicando con puntos sucesivos a un conjunto infinito cuyos elementos
siguen el patrén dado o describiendo la propiedad que deben cumplir; sin embargo, esta
notacién es poco operativa cuando queremos manipular de alguna manera a la relacion. Te-
nemos otras opciones para el caso en que los conjuntos en los que se define la relacion sean
finitos. La primera de ellas es una tabla con un renglén para cada elemento de A; y una
columna para cada elemento de A;. Se marcan aquellos elementos que estén en la relacion
(con una cruz, un 1 o con el valor booleano verdadero). En el caso de conjuntos infinitos,
la tabla se puede dejar indicada.

Ejemplo 1.10. Usemos los conjuntos A y IV del ejemplo (4). Queremos formar las parejas posibles
donde el primer elemento de la pareja es un adulto y el segundo un nifio. La relacién esté de-
finida por aquellas parejas cuyos elementos tengan distinto nombre. La tabla se muestra a

continuacion:
Adultos| Rizos— | M J P
M X X
J L X
P pe X
A X X

Otra forma de representar relaciones es mediante una grafica dirigida. La definicion
de una grdfica dirigida es G = (V, A) donde V' corresponde a vértices, nodos o puntos
(elementos de un conjunto), y A corresponde a parejas ordenadas extraidas de V' x V'y
que indican que el primer vértice estd relacionado con el segundo de la pareja. En general
se muestran visualmente como circulos o puntos representando a los elementos de V' y si
(v1, 'Ug) € A tenemos una flecha que sale de vy y llega a vy —la forma particular de la flecha
no importa, excepto que tiene que mostrar conexién y direccién—. En el caso de relaciones
binarias A x B, V = A|JB —cada elemento de cada uno de los conjuntos corresponde a un
vértice de la grafica— y cada arco, que es un elemento de A x B y corresponde a parejas
de la forma (a, b) donde a € Ay b € B. Cuando la relacién tiene alguna pareja (a, a), se
dibuja un arco que sale y llega al mismo vértice, a lo que llamamos un bucle.

Ejemplo 1.11. La grifica correspondiente al ejemplo (10) se muestra a continuacién, donde indi-
camos con subindice el conjunto al que pertenece cada elemento para distinguirlo del que
se llama igual en el otro conjunto.
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Adicionalmente, parecido a las tablas pero méds manejables matematicamente hablando,
podemos representar a una relacién con una matriz booleana: en cada posicién (3, j) de la
matriz se pone un 1 si los elementos a; ¥ a; estan en la relacién y 0 si no. Al igual que en
las tablas, los conjuntos infinitos pueden quedar indicados. Es importante mencionar que
si el producto cartesiano corresponde a una relacién binaria sobre el mismo conjunto, o si
ambos conjuntos tienen el mismo nimero de elementos, estas matrices son cuadradas.

Ejemplo 1.12. La matriz booleana correspondiente al ejemplo 10 se encuentra a continuacion:

S IS
== O

O
I—'(Dl—-‘l—”‘g

En lo que sigue hablaremos de relaciones binarias refiriéndonos a ellas simplemente co-
mo relaciones. Cuando la relacién no sea binaria, haremos explicito el indice de la relacién.

Diagramas de coordenadas

Cuando tenemos relaciones binarias entre conjuntos de nimeros, particularmente N o
Z*, podemos representar la relacién como puntos en un plano, donde los ejes del plano
estdn etiquetados a distancias constantes por los elementos del conjunto listados en un
cierto orden.

Ejemplo 1.13. Supongamos tenemos el conjunto A = {1,2,3,4,5,6,7} y la relacién mult de
A x A definida como (a,b) € mult si b = k x a. Podemos representar esta relacion con un
plano cuyos ejes estan etiquetados con los enteros 1,2,...,7 y los que estdn relacionados
entre si se representan con un punto en las coordenadas (a, b):

% . .

BN W R Y )
!
[ ]
®
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Este tipo de diagramas se puede aplicar, en general, siempre que podamos dar un orden
a cada uno de los conjuntos de la relacién, para que uno se coloque en el eje horizontal y

el otro en el eje vertical.
Tenemos dos relaciones especiales, la relacién identidad y la relacion universal defini-

das sobre A, un conjunto cualquiera (finito):

Definicién 1.3. La relacion identidad sobre un conjunto A, denotada por I 4, es la relacion de igualdad
definida por T4 = {(a,b); a,b € A,a = b}, es decir, todo elemento estd relacionado
consigo mismo nada mas.

La matriz definida para 4 es la que tiene 1 en la diagonal y O en el resto de las posi-
ciones, mientras que la grafica dirigida correspondiente a esta relacion tiene tantos vértices
como elementos hay en el conjunto y cada vértice tiene un bucle, pero no hay arcos que no
sean bucles.

Definicién 1.4. La relacién universal sobre un conjunto A, denotada por Uy, es la relacién definida
por Us = {(a,b); Va,b € A}. Esto es, cada elemento estd relacionado con todos los
demas, inclusive consigo mismo.

La matriz definida para U4 tiene dnicamente 1 en todas las posiciones, mientras que la
gréfica tiene un arco entre cualesquiera dos vértices, ademas de un bucle para cada vértice.

1.1.1.- Para cada una de las relaciones que siguen, R = A x A, dibuja

(a) el diagrama de coordenadas,
(b) la gréfica dirigida y
(c) la matriz booleana.

() A=1{1,2,3,4,5,6,7,8}, (a,b)e Rsiys6losia < b.

(b) A ={1,2,3,4,5,6,7,8}, (a,b) € Rsiysélosia=b.

(c) A={a,b,c de, f}, (a,b) € Rsiysolosiaybsonambas vocales o ay b son
ambas consonantes.

(d) Sea A = {1,2,3} y consideremos p(A) = {todos los subconjuntos de A}.
(a,b) e Rsiysélosia < b.

(e) A={a,b,c,d}. |
R ={(a,b),(a,c),(a,¢€),(b,a), (b,d), (c,b), (d, a), (d, d)}.
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1.1.2.- Tenemos las siguientes matrices Mg y Mg que denotan a dos relaciones binarias [t
y S respectivamente:

[ 00000 11111
101 01 00000
Mrp=1] 1 1 0 1 0 y Ms=| 1 110 0
11101 1 00 11

\ 100 10 00000

(a) Enumera los elementos de Ry S.
(b) Dibuja las grificas dirigidas de Ry S.

1.1.3.- Una relacién R sobre el conjunto A = {a, b, ¢, d, e} tiene la gréfica dirigida que se
muestra a continuacion:

bj-

>
w

o
'y
&

(a) Lista los elementos de A.
(b) Escribe la matriz booleana de .

L14- Sea A = {1,2,3} y B = p(A) = {2, {a}, {8}, {c}, {a,b}, {a, c}, {b,c}, {a,b,¢}}.
Sea R una relacién entre A y B, denotada por la siguiente matriz booleana:

01001011
001 01101
0001 0111

Lista los elementos de R, suponiendo que los renglones y las columnas estdn etique-
tadas en el orden en que aparecen los elementos de A y B respectivamente.

1.1.5.- Tenemos cuatro equipos de fiitbol, A, B, C, y D, que juegan cada uno contra los
otro tres equipos dos partidos, uno en casa y otro en la casa del oponente. Una rela-
cién R en el conjunto J = {A, B, C, D} estd definida de la siguiente manera:

(X,Y) e Rsiysélosi X le ganaaY cuando X juega en casa.

El siguiente diagrama es la gréfica dirigida de R.
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Lista los elementos de R y escribe su matriz booleana.

'1.2. Relaciones en un conjunto

En general podemos hablar de relaciones en un conjunto, lo que quiere decir que tanto
el primer como el segundo elemento de la pareja pertenecen al mismo conjunto, esto es,
son subconjuntos del producto cartesiano de un conjunto consigo mismo.

Ejemplo 1.14. Si tomamos al producto cartesiano en los nimeros enteros, podemos listar las si-
guientes relaciones:
R; ={(a,b); a,be Z,a < b}
Ry ={(a,b); a,be Z,a < b}

R3={( b); a,be Z,a = b} |
={(a,b); a,be Z,amod ¢ = bmod c} |
={(a,b); a,beZ,c>1,(a+c)=(b+c) < b} donde + es cociente entero
={(a,b); a,be Z,adivideab (a; b)}

R7 ={(a,b); a,b € Z, a no es miltiplo de b}

Daremos algunos ejemplos de parejas que se encuentran en las relaciones del ejemplo
anterior; sin embargo, como todas estas relaciones son infinitas, no podremos mds que dar
una pequefia lista de ejemplos, terminando la descripcion con puntos sucesivos indicando
que siguen un nimero infinito de parejas que estan en la relacién definida.

Ejemplo 1.15. Volvemos a tomar el producto cartesiano de los niimeros enteros y definimos las
siguientes relaciones:

Ry=1{...(-1,0),(-2,-1),(-2,0),(1,2),(1,3),(1,4),...,(2,3),(2,4),.. .}
Rg = R (L, 1), {2,2); (3,8); « o}
Ry =1{(1,1),(2,2),(3,3),...}
R, = Si consideramos, por ejemplo, ¢ = 5, entonces
{ (5,25),(7,12),(2,7),(127,20422), ...}
R5; = Siconsideramos, por ejemplo, ¢ = 3, entonces
{(15, 15), (15, 16), (15,17),(9,9), (9, 10), (9, 11), ...}
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Rs = {(2,2),(2,4),(2,6),...,(3,3),(3,6),(3,9),.. }
Ry = { Cualquier pareja donde a < b cumple con esto}
U Rg donde Rs = { (a,b) ; a es multiplo de b}

1.2.1. Propiedades de relaciones
_ p

Consideremos a los siguientes conjuntos de parejas tomadas de N x N, pensando en
ellas como relaciones (con un nimero finito de elementos):

Ry ={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,4), (4.1), (4,4)}

Ry ={(1,1),(1,2), (2, 1)}

R :{(11 1): (L 2): (1:4): (27 1): (2: 2): (31 3): (4: 1): (4? 4)}

Ry ={(2,1),(3,1),(3,2),(4,1),(4,2), (4,3)}

Rs ={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4), (3,3), (3,4), (4, 4)}
Rg ={(3,4)}

Veamos ahora distintas propiedades que se puedan presentar; asimismo examinaremos
los conjuntos dados arriba para ver cudles de ellos cumplen cada una de las propiedades.

Reflexiva: Va € A, ((a,a) € R). Todo elemento estd relacionado consigo mismo.

» R, noesreflexiva. A = {1,2,3,4} yla pareja (3,3) ¢ Ry, aunque 3 € A.

» Para R, tenemos A = {1, 2}, pero (2,2) ¢ R», por lo que tampoco es reflexiva.

= Rj3 se define en A = {1,2,3,4} y aunque no tiene todas las posibles parejas
formadas con estos elementos, si cumple con ser reflexiva, ya que las parejas
(1,1),(2,2),(3,3) y (4,4) estan en Rj.

= R, se define en A = {I,2,3,4} pero no es reflexiva porque no contiene a
ninguna pareja (a, a). '

» Ry estd definidaen A = {1,2,3,4} y cumple con ser reflexiva.

s Rg estd definidaen A = {3,4} y no es reflexiva.

Simétrica: (a,b) € R < (b,a) € R. Para toda pareja, su inverso estd en la relacion.

= Ry no es simétrica pues estd la pareja (3, 4) pero no la (4, 3).
= R, si es simétrica, pues tenemos la pareja (2,1) y (1,2). La pareja (1,1) es

igual a su inverso, por lo con que su inverso esté en la relacion.

= Rj3 si es simétrica pues para cada pareja (a,b) se encuentra en la relacién la
pareja (b, a) —(1,4) y (4,1); (1,2) y (2,1) y las parejas de la forma (a, a)-.

» R4 no es simétrica. Es mds, para ninguna pareja (a, b), (b, a) est en la relacion.

s Ry tampoco es simétrica y sucede lo mismo que en ;.

= Ry no es simétrica pues la pareja (4, 3) ¢ Rs.
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Antisimétrica: (a,b) € RA (b,a) € R — a = b. Si ambas parejas (a,b) y (b, a) estdn en
la relacién es porque a y b son el mismo elemento.

R; no es antisimétrica, pues para las parejas (1,2) y (2,1) € Ry pero 2 # 1.
R, tampoco es antisimétrica por la misma razén que I?;.

R3 tampoco es antisimétrica por la misma razén que I7;.

R, es antisimétrica por vacuidad. Como para ninguna pareja tenemos la simétri-
ca y falso implica cualquier cosa, entonces f24 s antisimétrica.

Rj es antisimétrica por la misma razén que 4.

Rg es antisimétrica por la misma razon que Ry.

Transitiva: (a,b) € R A (b,c) € R — (a,c) € R.

Ry no es transitiva. Tenemos a las parejas (3,4) y (4,1) y no a la pareja (3, 1),
por ejemplo.

R, no es transitiva, pues si tomamos a las parejas (2, 1) y (1, 2), la pareja (2,2)
que resulta de la transitividad, no estd en la relacion.

R; es transitiva, pues para aquellas parejas (a, b) y (b, ¢), que cumplen con que
el segundo elemento de la primera pareja sea igual al primero de la segunda,
la pareja (a,c) estd en la relacién. Por ejemplo: (1,4),(4,1) y (1,1) € Rs;
(1,4),(4,4) y (1,4) € R;.

R, es transitiva. Las parejas que podemos probar para la transitividad son aque-
llas donde el segundo elemento de la primera coincida con el primer elemento
de la segunda. Por ejemplo, (3,1) y (1,2) y la pareja (3,2) € Ry; (3,2) y (2,1)
y tenemos a (3,1) € Ry; (4,3)y (3,2) y tenemos a (4,2) € R;. Dejamos co-
mo ejercicio verificar que se cumple para todas las posibles parejas con estas
caracteristicas en f,.

R es transitiva. Dejamos como ejercicio corroborar esta afirmacion.

Ry es transitiva, dado que sélo hay una pareja y se cumple por vacuidad.

1.2.2. Operaciones con relaciones binarias

e

Sean R; € A x B, Ry = {(a,b); Pi(a,b)} y Ro € C x D,y Ry = {(c,d); Pa(c,d)}.

Unién: Como en conjuntos, la unién de Ry y Ry estd definida en (A x B)J(C x D)y
consiste de:

RiURs = {(z,9); (z,y) € RV (z,y) € Ra}

Interseccion: Dado que las relaciones son conjuntos de parejas, en RN\, estardn todas
aquellas parejas que estén en ambas relaciones. Para facilitar las cosas y sin pérdida
de generalidad podemos suponer que R1(\R, estd definidaen (A x B)U(C x D)y
consiste de:

RiNR, = {(z,); (z,y) € R1A (,y) € Ry}
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Diferencia: R;\R,: quitamos de R; lo correspondiente a Ry. R;\R; estd definida en
(A x B)Y(C x D)y consiste de:
R\R; = {(z,9); (z,y) € B1A (z,y) ¢ Ra}
O exclusivo: R, @ R, (exclusive or) se define sobre (A x B)J(C x D)y consiste de todas
las parejas que estén en alguna de las dos relaciones pero no en ambas:
Ri@®Ry = {(z,v); (z,y) € RV (&,9) € R))A ~((2,9) € RiA (2,y) € R2))}
Composicién®: R, o Ry, dados (a,b) € Ry (b,¢) € Ry, (a,c) € Ry o Ry. Estd definida en
A x B.
RioR; = {('E:y)a (QL',Z) € Ry A\ (Zry) € RQ}
Potencia : Definimos la potencia de una relacién de la siguiente manera:

R =g
R'=R
RFH = RPoR

Esta definicién recursiva indica que apliquemos la “composicién” a los elementos de
R™ con R para obtener la nueva relacion.

Es importante notar que en todas estas operaciones nunca se afectan las relaciones ori-
ginales sino que se produce una nueva relacién, un nuevo conjunto de parejas, que puede o
no coincidir con alguna de las relaciones originales. A este tipo de aplicacion de operadores
se le conoce como funcional.

Veamos algunos ejemplos con estas operaciones, aunque obviaremos las que corres-
ponden a la unién e interseccién, por comportarse éstas exactamente como lo hacen con
conjuntos arbitrarios. Usaremos las relaciones que se encuentran en la seccion 1.2.1, a me-
nos que indiquemos explicitamente cudles son las relaciones con las que se va a operar.

Ejemplo 1.16. Sean R, y R3 los de la seccion 1.2.1. Calcular Ry @ Rs.

Solucién: R, @ Rj estd definida en (A x B)\J(C x D) y consiste de todas las parejas de
R, y todas las parejas de Rs, pero excluyendo aquellas que estdn en ambas:

R @ R3 Z{(’l’u/l)/ Qlfgj?@;j/)} @
® A1 A1), (1,4)4271),(2,2),(3,3), (4, 1), (4,4)}
:{(la 4)1 (2: 2): (37 3)7 (4: 1): (4; 4)}

Ejemplo 1.17.
Sean R; = {(1,1),(1,4),(2,3),(3,1),(3,4)} y Ry = {(1,0),(2,0),(3,1),(3,2),(4,1)}.
Calcular R = R; o Rs.

2Se parece a la transitividad, excepto que la composicién es una operacién que crea una nueva relacién
que contiene Unicamente al resultado de la operacidn, mientras que la transitividad es una propiedad de los
elementos de la relacién. Ninguna de las dos altera las relaciones con las que trabaja.
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Solucién: Como dijimos antes, se trata de construir una nueva relacién con aquellas pare-
jas en las que coincida el segundo elemento de las parejas en F; con el primero en
las parejas de Fy: :

= Las parejas (1,1) € Ry, (1,0) € Ry, por lo que la pareja (1,0) € Ry o Ry. N
hay ninguna otra pareja que tenga a 1 como primer elemento en Fj.

s La pareja (1,4) € R, junto con la pareja (4,1) € R, agregan a R la pareja
(1,1).

» Lapareja (2,3) € Ry con las parejas (3, 1) y (3,2) € Ry agregan a It las parejas
(2,1)y (2,2).

» La pareja (3,1) € R, con la pareja (1,0) € R, agrega a R la pareja (3, 0).

» La pareja (3,4) € R; con la pareja (4, 1) € R, agregan a R la pareja (3, 1).

» Ya no hay mas parejas que agregar pues ya agotamos a f7;.

De esto, R queda como sigue:

R=RioRy,={(1,0),(1,1),(2,1),(2,2),(3,0), (3, 1)}.

Ejemplo 1.18. Sea R = {(1,1),(2,1), (3,2), (4,3)}. Encontrar R? R, ...
Solucion :
R? :R*=RoR=1{(1,1),(2,1),(3,1),(4,2)}.
R? :R*=R’o0R=1{(1,1),(2,1),(3,1),(4,1)}.
R* :R'=RoR={(1,1),(2,1),(3,1), (4,1}
Noten que en este punto, R* = R*. A esto es a lo que llamamos un punto fijo; ya no
tiene caso calcular R®, RS, ..., pues si R* = R7,i > 3,7 > i, vamos a obtener el mismo
resultado, pues ambos lados del operador son iguales.

Teorema 1.1 R es transitiva si y sélo si R* € Rparan = 2,3, .. ..

Demostracion.

=: Por demostrar: R es transitiva, entonces " € Rparan = 2,3, .. ..
Demostraremos este teorema por induccidn sobre 7.

Base P(2):
Supongamos que R es transitiva. Esto quiere decir que para todo par de parejas
(a,b) y (b,c) € R (que coinciden el segundo elemento de la primera y el primer
elemento de la segunda), (a,c) € R.
Al calcular R o R, agregamos a R? el elemento (a,c) cuando (a,b) y (b,c) € R.
Pero esta pareja ya estd en R por ser esta relacién transitiva, por lo que R? < R.
R podria tener parejas “aisladas” que no presenten transitividad, pero estas parejas
no estén en R? por lo que R? < R.

H.I. Supongamos R" € R.

P.I. Veamos qué pasa con B! = R" o R.
Como R™ < Ry por cémo se construye R"*1, para toda pareja (a,b) € R"y
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(b,c) € R, (a,¢) € R"**. Como R" € R, las parejas tomadas de R™ estdn todas

en R —lo mismo pasa, por supuesto, con las parejas tomadas de R—. Como R es
transitiva, la pareja (a, ¢) también estd en R.

.. ¥n(Si R es transitiva, entonces Rl R)

<: Supongamos ahora que Vn, R* € R. Por demostrar que entonces /i es transitiva.
Haremos la demostracién por induccién en n.

Base: P(2):si R? © Rentonces R es transitiva.

Como R? estd definida como el conjunto de parejas (a, c) tales que (a,b) y (b,c) €
R,y como R? < R, tenemos que la pareja (a,c) € R, por lo que R es transitiva,

H.I. P(n):Si R™ < R entonces R es transitiva.

P.IL: Veamos qué pasa si R"*! < R. Como los elementos de R™" son parejas de la
forma (a,c) donde (a,b) € R"y (b,c) € R; y como R**! < R, tenemos que
(a,c) € R. Ademds. como R" € Ry R es transitiva, tenemos que tanto (a, b)
como (b, c¢) € R.

. ¥n(Si R" € R, entonces R es transitiva)

J

También se puede determinar si una relacion binaria cumple o no alguna de las propie-
dades observando su representacién como grafica dirigida o matriz booleana.

Reflexividad: En el caso de la gréfica dirigida, para que la relacién sea reflexiva cada nodo
debe tener un bucle. Por ejemplo, dada la grafica para
Rs = {(15 1): (15 2)> (1: 4): (2: l): (21 2): (3: 3): (47 1): (4: 4)}’
la grafica queda como se muestra a continuacion.

Dado que todos los elementos tienen bucle, sabemos que esta relacion es reflexiva.

Para el caso de la matriz booleana, la relacién es reflexiva si tiene unos en la diagonal.
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La matriz correspondiente a la relacién anterior la damos a continuacion:

= L
O O = =
o - O O
—_ O O =

Como esta matriz tiene, en efecto, unos en la diagonal, la relacién es reflexiva, como
ya vimos con la gréfica.

1.2.1.- Sea A el conjunto de todas las paginas web en existencia. Definimos las siguientes
relaciones sobre A:
(a) aR1b si todo el que ha visitado la pagina web o también ha visitado la pigina
web b.

(b) aRyb si existe una pdgina web que contiene ligas (/ink) tanto a la pigina web a
como a la pagina web b.

(¢) aRs3b si no existe ninguna liga en comun en las paginas web a y b.

(d) aR4b sihay al menos una liga en comiin en la pigina web a y la pdgina web b.

Determina, para cada una de estas relaciones, si cumplen o no con la propiedad de
ser reflexiva, simétrica, antisimétrica y/o transitiva.

1.2.2.- Sea A el conjunto de todas las personas. Definimos las siguientes relaciones so-
bre A:
(a) aRb siaes mis alto que b.

(b) aRb siay bnacieron el mismo dia.
(c) aRbsiay bsellaman igual.

(d) aRbsiay btienen un abuelo en comun.

Determina, para cada una de estas relaciones, si cumplen o no con la propiedad de
ser reflexiva, simétrica, antisimétrica y/o transitiva.

1.2.3.- Para las siguientes relaciones, argumenta si cumplen o no con las propiedades de
reflexividad, simetria, antisimetria y transitividad.

(a) Sea R una relacién definida en los nimeros reales
TRy siysolosiz < y.
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(b) Sean A = {a,b,c,d}y
R = {(a,a), (a,b), (a,c), (b,a), (b,b), (b,c), (b,d), (d,d)}.
(¢) Sea A = Z* x Z* y R larelacién definida por
(a,b) R (c,d) si y solo si a+d=b+c
(d) Sea B = {falso,verdadero} y A= B x B. Sean a I siy sdlo si
(@ = b)A (a — —b) es verdadero.

1.2.4.- Dadas las siguientes relaciones:

(@) R ={(a,a),(a,b),(a,c), (b a),(bb),(bc), (b d),(dd)},
con A = {a,b,c,d}y RS A x A.

(b) Ry ={(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,3),(3,4)},
con A={1,2,3,4yRc Ax A

(C) RS - {(2:4): (37 9): (4: 16): (41 2)) (9: 3)1 (16, 4)}!
con A={1,2,3,4,9,16} y RS A x A.

(d) Ry = {(a,b),(b,d),(c, [),(d,h),(a,a),(c,c), (ba)},
con A = {a,b,c,d,e,f,g,h}y RS Ax A

Da el resultado de las siguientes operaciones entre ellas:

(a) RiNRy @) £ 0 Ha
(b) Ro\Rs (e) 13
() Ri® Ry

1.2.5.- ;Puede una relacion en un conjunto no ser ni reflexiva n i antirreflexiva? Justifica.

1.2.6.- Sea A = {1,2,3,4,5} y Rlarelacién que contiene a las parejas (1, 1), (1,2), (1, 3),
(2,3), (2,4), (3,1), (3,4). (3,5), (4,2), (4,5), (5,1), (5,2) y (5,4)-
Encuentra: (a) R%. (b) R3. (c) R*. (d) R>.

1.2.7.- Tenemos las siguientes relaciones sobre los niimeros reales:

(2) Ri = {(a,b); a> b}. (@ Ry ={(a,b); a < b},

(b) Ry ={(a,b); a> b} (e) Rs = {(a,b); a = b}.

(¢) Rs; ={(a,b); a < b}. () Rg = {(a,b); a! =b}.
Encuentra:

(a) R;URs. (e) RoNRy4.

(b) RiURs. (f) Rs3NRs.

(c) R3\URy. (g) RsNHe.

(d) Rs\URs. (h) RsNRs.
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1.2.8.- Con las relaciones del ejercicio 1.2.7, encuentra:

(a) Ri\Rs. (e) R1® Rs.
(b) Ru\R;. (f) Ry @ Ry.
(¢) Rs\Rs. (g) R2® Rs.
(d) Rg\Rs. (h) R; ® Rs.
1.2.9.- Con las relaciones del ejercicio 1.2.7, encuentra:
(a) RyoR;. (e) Rso R;.
(b) Rjo Rs. (f) Rso Rs.
(c) RyoRs. (g) Rso Rs.
(d) Rso Rs. (h) R4 o Rg.

1.2.10.- Sea A = Ny aR,bsiadivide a b (esto es, al dividir b entre a el residuo es cero) y
aRyb si a es miltiplo de b (esto es, al dividir a entre b el residuo es cero). Encuentra:

(a) RiUR,. (d) RiNR;.
(b) RI\RZ- (e) RE\RI-
(c) R @ Ro.

1.2.11.- Lista las 16 relaciones binarias diferentes sobre el conjunto { f, t}.

1.2.12.- ;Cudles de las 16 relaciones binarias diferentes sobre el conjunto { f, t} contienen
a(f,t)?
1.2.13.- Sea A = {a,b,c,d}.
(a) ¢(Cuéntas relaciones diferentes hay sobre A?
(b) ;Cudntas de esas relaciones contienen a (a, a).
(c) (Cuadles de ellas son reflexivas?
(d) ;Cudles de ellas son simétricas?
(e) (Cuadles de ellas son antisimétricas?

(f) (Cudles de ellas son transitivas?

1.2.14.- Sea R una relacién reflexiva sobre un conjunto A. Muestra que R" es reflexiva
para toda n € N.

1.2.15.- Supone que la relacién R sobre un conjunto A no es reflexiva. ;Qué puedes decir
respecto a si R? tampoco es reflexiva? Justifica.
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| 1.3. Relaciones n-arias

Las relaciones n—arias son aquellas que tienen tuplas con n elementos, esto es F es
n—ariasi R € A; x Ay x ... x A,. Nuevamente, el orden es muy importante y los conjuntos
A; pueden o no coincidir para dos o mds indices.

Ejemplo 1.19. A continuacién listamos varias relaciones n—arias.
» suma(a,b,c) € Rsia,b,ce Z;a+ b= c. Tres enteros estdn en la relacion R si la
suma de los dos primeros es igual al tercero. Por ejemplo, (-5, 5, 0), (3,4, 7), (4,3,7)
son algunas de las tripletas de esta relacién. En ésta no tiene mucho sentido preguntar
si cumplen con reflexividad, simetrfa, antisimetria o transitividad ya que no es una
relacién binaria. Es una relacién de indice 3 o terciaria.

= menor(a,b,c). Una triada (a, b, ¢) estd en la relacion si cumple a < b <cya,b,c€
R. Por ejemplo, (5.0,7.0,7.00001) € menor.

» R={(zy,2);z,y,2 € Ryy = (z — 2)/2. Ejemplos de tripletas que estdn en esta
relacién son (9,2,5), (17,6, 5), (2435, 0.5,2434).

Definicién 1.5. Sea R < A; x Ay x ... x A,. Entonces Ay, Ay, ..., A, corresponden a los dominios
de la relacion y n es el grado (indice, aridad) de la relacién..

Todas las relaciones que hemos definido hasta ahora se dan entre niimeros, pero €sto no
tiene por qué ser asi. Los conjuntos sobre los que se toma el producto cartesiano pueden
ser de lo més variados, exigiéndose Unicamente, como la definicién dice, que el elemento
1—€simo de la n—eada sea del conjunto A; sobre el que se estd tomando el producto carte-
siano.

i 1.3.1. Bases de datos relacionales

Una base de datos es un conjunto de informacién organizada de cierta manera, que permita
acceso, insercion, remocion y bisqueda de elementos particulares de forma eficiente y
correcta.

Una base de datos relacional se define como una relacion n—aria sobre A;, As, ..., A,,
generalmente conjuntos distintos entre si. Se acostumbra mostrar la base de datos como
una tabla, donde cada columna tiene el nombre del dominio y cada renglén contiene a un

elemento de la relacién, con los valores correspondientes para A;, As, ..., A,, por lo que
muchas veces se usa directamente este apelativo (fabla) para referirse a una base de datos
relacional.

A cada rengldn de la tabla de la relacién se le conoce como registro y a cada columna
como atributo, pensando en que cumple con una cierta limitacién que se dio sobre cada
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conjunto A;. Al producto cartesiano A; x Ap x ... x A, se le llama la intencidn de la base
de datos, mientras que a la tabla se le llama la extensidn de la base de datos.

Una llave primaria se refiere a alguno de los dominios A;, cuando el valor de este
atributo determina univocamente al registro. En otras palabras, un dominio A; corresponde
a una llave primaria cuando no hay dos elementos de la relacién que tengan el mismo valor
en este dominio.

Una lave compuesta es aquella que estd definida para dos o mds atributos que juntos
identifican univocamente a cada registro.

Ejemplo 1.20. Supongamos una base de datos (o tabla) con la siguiente informacion:

Tabla 1.1.

Base de datos de alumnos

Nombre | Num. Cta. | Carrera Promedio
Avella 924273894 | Matematicas 9.75
Aguilar | 958395179 | Actuaria 8.50
Medina | 067493208 | Actuaria 8.00
Morales | 105730762 | Fisica 8.40
Padilla 103726591 | C. de la Computacién 8.50
Vazquez | 966429754 | Actuaria 9,73
Zuazua | 102582843 | Matematicas 9.50

Consideremos que la relacién ya no va a cambiar. La intencidn de la tabla (el dominio
de la relacion) es el producto cartesiano Nombre x Num.Cta. x Carrera x Promedio,
mientras que la extension es el contenido de la tabla.

En ella vemos que el nombre es nico para todos los elementos de la tabla, por lo
que podria ser una llave primaria. Asimismo, el nimero de cuenta es unico y podria ser
otra llave primaria. Una llave compuesta podria ser la carrera junto con el promedio que
también identifican univocamente a cada registro.

También podemos usar como llave primaria de una base de datos al producto cartesiano
de dos o mis de los dominios, siempre que este producto garantice que ninguna combina-
cién de valores obtenidos de esta forma aparece duplicado.

Las bases de datos se comportan como un algebra de relaciones (relacional), y como tal
tienen asociadas las siguientes operaciones, que se aplican a cualquier relacion n—aria:

Operaciones del algebra relacional

Ademas de las relaciones de conjuntos, que ya vimos, el dlgebra relacional presenta tres
operaciones que no provienen de operaciones de conjuntos y que no usan la composicion
—ya que ésta sélo esta definida para relaciones binarias—.
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select: (s¢) Elige los registros que cumplan con la condicién €'y forman con ella otra
relacién n-aria, que es un subconjunto de la relacién original.

Ejemplo 1.21. Tenemos la relacion suma(a,b,c), donde a, b y c estin en suma si
a + b = ¢, que consiste Gnicamente de las tripletas (2,4, 6), (5, —3,2), (8,2,10), (3,4,7) y
(8,—2,6).

S(az0) = {(2:4,6),(8,2,10),(3,4,7)}, mientras que s(az=1) = &

ya que ninguna de las parejas de la relacién tiene como tercer componente a 4.

Otra forma de representar una seleccién es colocando directamente la condicién como
argumento al select: select(suma, az = 4), que indica seleccionar de la relacion suma a
aquellos registros donde el tercer atributo sea 4.

Ejemplo 1.22. Tomemos la base de datos mostrada en la tabla 1.1.
select(tabla, promedio = 9.00) = { (Avella, 924273894, Matematicas, 9.75),
(Vézquez, 966429754, Actuaria, 9.75),
(Zuazua, 102582843, Matemticas, 9.50)

Proyeccion: (P, i;....i, (1,825« 5 Qp), b1 <z <...<lm, m < n). A partir de
todas las n-adas (a1, as, - . . , G,) en la relacién original, se obtienen los registros
de aridad m, tomando dnicamente los atributos a;, . Esto es, a partir de todas las
n—adas de la relacién construimos una nueva relacion A;, x A;, x ... x A;
que contiene el mismo nimero de n—adas que la relacién original, pero la nueva
relacion tiene aridad m.

Ejemplo 1.23. Sea R = {(8,5,7,9),(3,4,3,2),(7,5,2,9), (3,4, 5,6)} una relacién. Entonces
P4 =4(5,9),(4,2),(5,9),(4,6)}, pero como estamos hablando de conjuntos y el primer
y tercer elemento de la proyeccidn es el mismo, tenemos

P, ={(5,9),(4,2), (4,6)}.

Ejemplo 1.24. Usemos nuevamente la tabla 1.1. En ella, P, 4 resulta en la subtabla que se encuentra
en la tabla 1.2.
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Tabla 1.2. Proyeccion de la base de datos de alumnos

Tabla: Estudiantessy
Nuam. Cta. I Promedio
924273894 9.75
958395179 8.50
067493208 8.00
105730762 8.40
103726591 8.50
966429754 9,75
102582843 9.50

Join: (J,(R,S)). Tenemos dos relaciones, la primera de ellas con indice m y la se-
gunda con indice n. Se cumple p < m, p < n.Sea R = {(a1,...,a,);a; € A;,
i=1,...,n}yS = (by,...,bn);b; € Bj,j =1,...,m}. Definimos

Joing(R,S) ={(a1,...,Gm-p,C1, -, Cp, b1, ..., bpp)
| (a1,...,@m—p,c1,...,¢) € R,
(C], -3 Cpy bl: Ve ;bn—p) € S}
En otras palabras, son aquellas tuplas donde los p elementos al final de una

tupla en R coinciden, en los valores, con los p elementos del principio de una
tupla en S.

Ejemplo 1.25. Sean R € N x Ny S € N x N dos relaciones definidas como sigue:
R={(1,2,3,4,5), (5,8,3,4,5), (8, 16,24, 32, 40), (4, 6, 12, 16, 20),
(5, 10,15, 20,25}
S ={(3,4,5,6,8,10), (3,4,5, 25,30, 35), (24, 32, 40, 48, 56, 64),
(4,6,12, 16, 20, 24), (6, 12, 18, 24, 30, 36)

Entonces, el ndmero de elementos en cada tupla del conjunto Joins(R,S) es
5+ (6 — 3) = 8; a continuacién mostramos esta relacion.

tupla Viene de:
R S
{ (1,2,3,4,5,6,8,10), (1,2,3,4,5) (3,4,5,6,8,10)
(1,2,3,4,5,25,30,35), (1,2,3,4,5) (3,4, b, 25, 30, 35)
(5,8,3,4,5,6,8,10), (5,8,3,4,5) (3,4,5,6,8,10)
(5,8,3,4,5,25,30,35), (5,8,3,4,5) (3,4,5,25,30,35)
(8,16, 24, 32,40,48,56,64) (8,16,24,32,40) (24,32,40,48,56,64)

}
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No hay ninguna otra tupla que pertenezca a Joing(R, §) ya que ninguna tupla en R termina
con los mismos tres ndmeros con los que empieza alguna tupla en .S.

Aunque hemos utilizado casi exclusivamente productos cartesianos del mismo conjun-
to, lo més comun es que cada relacion esté definida en el producto cartesiano de conjun-
tos distintos, sobre todo si hablamos en el contexto de bases de datos. Siendo asi habria
que redefinir la operacién Join, pues no tendria sentido hablar de comparar peras con
manzanas. En este caso no nos interesa la posicién del atributo sino su dominio. Supon-
gamos que R estd definida en A; x Ay x ... x A, —pudiendo o no ser distintos entre
sf los conjuntos A~y S estd definido en By x By x ... x B, —pudiendo o no ser dis-
tintos entre si los conjuntos B;—; supongamos asimismo que la cardinalidad del conjunto
[Ay, Ay sy AN B1, Bo, . . . 185} es pi Consideremos B = {Bj,, By « ooy B, } 108
atributos de S que no estdn en la interseccion de atributos. En este caso Join(R, S) estd de-
finido sobre el producto cartesiano A; x Ay x ... x A, x By x ... x B;, _ y consiste
de las tuplas que contienen tanto a los atributos de R como a los de .S pero que contienen
valores iguales en los atributos en los que coinciden.

Ejemplo 1.26. Supongamos que tenemos una relacién

Salones € edi ficio x nim x tipo x capacidad x equipo

donde:
edificio= {0O,P,Bl1,B2,F, A T,S}
num= N
tipo = {lab, taller, salon, aula, auditorio}

capacidad = N
equipo = {falso,verdadero}

Para que estén en la relacién tendrdn que cumplir condiciones como que el nimero de
salén sélo puede ser uno de los que existen; si el salén es 1 no podrd estar ni en O ni en
P; la capacidad también debera estar limitada y de acuerdo al nimero de sal6n. El atributo
equipo serd verdadero cuando el salén cuente con computadoras y falso cuando no. Por
ejemplo, en el caso de la Facultad de Ciencias de la UNAM, tres de las tuplas que estdn en
esta relacion son

(0,101, salén, 80, falso), (0,124, salén, 56, falso), (T, 201, taller, 30, verdadero)
Supongamos una relacién C'ursos definida en

lice x clave x grupo x creds x horario x dias x edificio x num x prof

donde
lice = {act, bio, cc, ct, fis, ms, mat}

clave = N
grupo = N
creds = N
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Tabla 1.4.

horario =
dias =
edi ficio =
num =
prof =

tiempos

{lu, ma, mi, ju, vi, sa}

{O,P.B1,B2,F AT, S}

N

{caracteres}

Supongamos que las extensiones respectivas de nuestras relaciones son:

Tabla 1.5.

lice | clave | grupo | creds | horario | dias edificio | ndam | prof
mat 7| 4010 10| 10all |lumamijuvi| O 106 | AMV
bio | 7126 | 5050 12| 12al15 |[luju A 25 ABR
bio | 7230 [ 5010 121 7al0 ma vi B 10 RRR
act | 1167 | 6120 10| 7a8 lumamijuvi | O 106 | JVA

act 1065 | 6041 10 | 8a9 lumamijuvi | O 110 | MCC
cc 287 | 7020 10 | 425:30 | lumi T 218 | FSC

ct 1040 1010 12 [ 12a14 | majuvi B 12 OPC

fis 2010 | 8060 914a530 |luju 0] 130 | MLF
act 987 1021 10 (192420 |lumamijuvi | O 110 | AMR
bio 451 | 5010 9116al9 |luju B 10 MM
fis 322 | 8040 9| 7a8:30 | lumivi O 130 | AZR

edi ficio ‘ num ’ tipo | capacidad | equipo
0] 106 | salén | 64 F
0] 130 salén | 32 F
T 215 | taller | 30 T
T 8 salén | 70 F
A 25 lab 25 F
B 10 lab 25 F

23
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Veamos algunas operaciones sobre estas relaciones. Por ejemplo, si usamos la opera-
cién select(Cursos,creds, 10), construye una tabla que tiene tinicamente a los renglones que
tienen 10 en el atributo creds, que son 5, y con todas las columnas:

Tabla 1.6.
lice | clave | grupo | creds | horario | dias edificio | num | prof
mat 7| 4010 10| 10all |lumamijuvi | O 106 | AMV
act 1167 | 6120 10| 7a8 lumamijuvi | O 106 | JVA
act 1065 | 6041 10| 8§a9 lumamijuvi | O 110 | MCC
ce 287 | 7020 10 | 425:30 | lumi T 218 | FsSC
act 987 1021 1019220 |lumamijuvi | O 110 | AMR

Ejemplo 1.27. La proyeccion Pyupo,dias(Cursos) queda de la siguiente manera: se eligen
las columnas correspondientes al atributo grupo y al atributo dias de la relacién C'ursos,
dejando una tabla con dos columnas y los mismos once renglones que la relacién original:

Tabla 1.7.

grupo | dias

4010 | lu ma mi ju vi |
5050 | luju |
5010 | ma vi

6120 | lu ma mi ju vi

6041 | lu ma mi ju vi

7020 | lu mi

1010 | ma ju vi

8060 | 1uju

1021 | lu ma mi ju vi
5010 | luju

8040 | Tu mi vi

Ejemplo 1.28. Por dltimo daremos un ejemplo de la operacién Join. Esta operacion determina
cudles son las columnas a unir, pero hay que decirle si hay alguna condicion. Si le solicita-
mos Join(Cursos, Salones) nos debe regresar aquellos registros en los que las columnas
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(atributos) en comin tienen el mismo valor. Como columnas tiene la unién de las columnas
de las dos relaciones (12 columnas) y como renglones los que coinciden en los atributos
comunes (siete renglones) que se muestra a continuacion.

Tabla 1.8.

lt’cé ‘ cldve l grupo | creds l hoﬁ“aﬁo dfas . | edificio | nuwm | profm | tipo | capacidad | equipos
mat 7| 4010 10| 10all | lumamijuvi | O 106 | AMV | salén | 64 F
bio | 7230 | 35010 12 | 7al0 ma vi B 10 ABR | lab 25 F
bio | 7230 | 5010 12 | 7a10 ma vi B 10 RRR | lab 25 F
act 1167 6120 10| 7a8 lumamijuvi | O 106 | JVA salén | 64 F
fis 2010 8060 9| 4a530 | luju 0 130 | MLF | salén | 32 F
bio 451 5010 9116al19 | luju B 10 IMM | lab 25 F
fis 322 | 8040 9| 7a830 | lumivi ] 130 | AZR | salén | 32 F

Ejemplo 1.29. Queremos de las tablas anteriores extraer el grupo, los dias y horas a las que
estd asignado un salén registrado, junto con su capacidad y si tiene o no computadoras.
(Cuales son las operaciones a realizar?

Solucién: Primero hacemos una proyeccion en la tabla Cursos sacando las columnas que
nos interesan, grupo, horario, dias y nim. Esta operacion nos dejaria la siguiente tabla:

Tabla 1.9.

grupo | horario ‘ dias | nim
4010 | 10al1l | lumamijuvi 106
5050 | 12al15 | luju 23
5010 | 7a10 ma vi 10
6120 | 7a8 lu ma mi ju vi 106
6041 | 8a9 lu ma mi ju vi 110
7020 | 4a5:30 | lumi 218
1010 | 12214 | majuvi 12
8060 | 4a5:30 | luju 130
1021 | 19220 | lumamijuvi 110
5010 | 16a19 | luju 10
8040 | 7a8:30 | lumivi 130

Elegimos también de la tabla salones, mediante proyeccion, las columnas correspon-
dientes a num, capacidad y equipos:
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Tabla 1.10.

capacidad
106 64
130 32
215 30
8 70
25 25
10 25

Relaciones

Para nuestro propésito original podemos hacer un Join de estas dos tablas y nos que-
daria la siguiente tabla:

Tabla 1.11.

grupo | horario | dias num | capacidad equipo
4010 | 10a 1l | lumamiju vi 106 64 F
5010 | 7a10 ma vi 10 25 F
5010 | 7a10 ma vi 10 25 F
6120 | 7a8 lu ma mi ju vi 106 64 F
8060 | 4a5:30 | luju 130 32 F
5010 | 16219 | luju 10 25 F
8040 | 7a8:30 | lumivi 130 32 F

Podemos observar que si bien sigui6 eligiendo a aquellos que contienen un niimero de

salén valido, muestra menos campos y ya no fueron las tablas completas las que se unieron.

Observaciones:

= Sien el Join no hay atributos en comiin en las tablas solicitadas, la operacion regre-
sard un conjunto vacio.

= Si p= las columnas con el mismo atributo, y n y m el nimero de columnas de las
tablas originales, Join regresa una tabla con n + m — p columnas y, a lo mais, el
nimero de renglones de la primera tabla.

» Como tanto la seleccién como la proyeccion y el Join regresan tablas (relaciones)

se pueden componer directamente o bien darle identificadores a las tablas que se van
creando, algo que no hicimos acé.

Regresaremos ahora a las relaciones binarias.
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1.3.1.- Tenemos cuéddruplas en una relacién de indice 4 que representan los atributos de
los libros publicados: (titulo, ISBN, fecha de publicacién, nimero de paginas).
(Cual es una posible llave primaria?

1.3.2.- Tenemos quintuplas en una relacién de indice 5 que contiene (nombre, direccion,
RFC, ciudad, estado) de todos los habitantes del pais.

(a) (Cudl podria ser una llave primaria para esta relacion?
(b) ;Bajo qué condiciones la pareja (nombre,direccién) podria ser una llave com-

puesta?
(c) {Bajo qué condiciones la tripleta (nombre, direccién, ciudad) podrian configu-

rar unas llave compuesta?
1.3.3.- Tenemos la siguiente tabla de los vuelos de companias aéreas.

Aerolinea | Num. Vuelo | Puerta | Destino Hora
Viva 122 12 Acapulco | 08:10
Aerobus 221 22 Tapachula | 08:17
Aerobus 122 11 Mazatlan | 08:22
Aerobus 323 12 La Paz 08:30
Viva 212 08 Acapulco | 08:47
Aerobus 122 22 Tapachula | 09:10
Viva 212 08 Acapulco | 09:44

Supongamos que el contenido ya no se va a modificar. Encuentra una llave compues-
ta de dos atributos que incluya al nombre de la Aerolinea.

1.3.4.- ;Por qué para definir una llave primaria o compuesta hemos tenido que suponer que
la extensidn de una base de datos ya no se va a modificar?

1.3.5.- ;Qué obtienes cuando aplicas la proyeccién Fs 5 a la relacion
R == {(a’l bﬂcl d?e)i (f!glhli'?j)?ﬁ (a’g:lc?zje)}?
1.3.6.- Supongamos que tenemos una tabla de empleados de una empresa que contiene los

atributos N x E x G x C x Em x EM donde

N Nombre del empleado C  Numero de hijos
E Edad del empleado Em Edad minima de los hijos
G Género del empleado EM Edad maxima de los hijos

En el caso de edades minimas y maximas el campo valdrd cero cuando no aplique.
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Tenemos una segunda tabla que tiene los atributos N x n x eh con un registro por

cada hijo de cada empleado, donde,

N  Nombre del empleado

eh

Edad del hijo

n Nombre del hijo

;. Qué operacion u operaciones debemos realizar para obtener a todos los empleados
hombres que tengan hijos menores de 10 afos?

1.3.7.- Supongamos las tablas con las inscripciones de los estudiantes a distintos grupos y
la asignaci6n de salones a los distintos grupos que se encuentran en la figura 1.1.

(a) (Cuadl es el resultado de aplicar P, 5 a la tabla de inscripciones?
(b) ¢Cuadl es el resultado de aplicar Join, a las tablas inscripciones y asignacion de

salones en la figura 1.17

(¢) ¢(Qué operacién u operaciones debemos hacer para obtener los alumnos inscri-

tos en cursos que se llevan a cabo antes de las 11:00?

(d) ;Qué operacién u operaciones debemos realizar para obtener los estudiantes de

Actuaria que toman clase en el salén P1057

Figura 1.1. Tablas Inscripciones de estudiantes y asignacion de salones

Nombre | Carrera Curso
Avella Matemaéticas 3045
Avella Matematicas 3054
Aguilar | Actuaria 1050
Medina | Actuaria 1128
Medina | Actuaria 1217
Medina | Actuaria 1333
Morales | Fisica 2543
Padilla C.dela Comp. | 7001
Padilla C.dela Comp. | 7051
Padilla C.dela Comp. | 7047
Viazquez | Actuaria 1231
Vézquez | Actuaria 1132
Zuazua | Matematicas 3128

Carrera Curso | Salén | Hora
Actuaria 1333 P105 8:00
C.delaComp. | 7001 | O127 | 8:00
Matematicas 3054 | TOO1 | 10:00
Actuaria 1128 P105 9:00
Matematicas 3045 0122 | 11:00
Fisica 2223 | 0214 | 7:00
C.dela Comp. | 7051 | T212 | 10:00
Actuaria 1231 | P105 | 16:00
Actuaria 1132 0127 | 18:00
Matematicas 3128 TOO1 | 15:00
Fisica 2543 | P105 | 14:00
Actuaria 1217 | O122 | 12:00
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1.3.8.- Tenemos las siguientes tablas de una bodega:

Tabla: Partesnecesarias | | Tabla: Partesen .
Proveedor | # Parte] Proyecto [ # Nec. # Parte | Proyecto ‘ Cant. { Cod. color

23 1092 1 5 1001 1 14 8

23 1101 3 2 1092 1 2 2

23 9048 4 8 1101 3 1 1

31 4975 3 9 3477 2 25 2

31 3477 2 3 4975 3 6 2

32 6984 4 2 6984 4 10 1

32 9191 2 3 9048 4 12 2

33 1001 1 25 9191 2 80 4

(a) Construye la tabla que se obtiene de aplicar Joins a estas tablas.
(b) ;Qué operacién u operaciones debemos realizar para que tengamos una lista de

aquellos proyectos a los que les faltan partes en existencia y a qué proveedor

solicitarlas?
(c) (Qué operacién u operaciones debemos realizar para saber cudntos y cudles

proyectos pueden ser completados con las partes que hay en existencia?

1.3.9.- Muestra que si C; y (5 son condiciones que los elementos de una relacién n-aria
deben satisfacer, entonces s, ., (R) = s¢, (¢, (R))-

1.3.10.- Muestra que si C; y C son condiciones que los elementos de una relacién n-aria
deben satisfacer, entonces s¢, (s¢,(R)) = sa,(s¢, (R)).

1.3.11.- Muestra que si C' es una condicién que todos los elementos de las relaciones
n-arias Ry S deben satisfacer, entonces sg(R\S) = sc(R)\sc(5).

1.3.12.- Muestra que si C' es una condicién que los elementos de las relaciones n-arias 12
y S pueden satisfacer, entonces s¢(RUS) = sc(R)Usc(9).

1.4. Relaciones de equivalencia

Definiciéon 1.6. Una relacion de equivalencia es una relacién binaria en la que se cumplen las propie-
dades de reflexividad, simetria y transitividad.

Revisemos nuevamente algunos de los gjemplos que hemos dado para determinar cudles
de ellos conforman una relacién de equivalencia. Empezaremos por la seccién 1.2.1, para
los que ya determinamos cudles son las propiedades que cumplen —recurrir a esta seccion
para ver de qué relaciones se trata—.
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» R;y Ry no son relaciones de equivalencia, pues la primera no cumple ninguna de las
propiedades y la segunda es reflexiva y transitiva pero no simétrica.

» Rj es una relacién de equivalencia pues cumple con ser reflexiva, simétrica y transi-
tiva.

s R4y Rg no son reflexivas (tampoco simétricas o transitivas) por lo que no son una

relacion de equivalencia.
» Rj es reflexiva y transitiva pero no es simétrica, por lo que tampoco es una relacién

de equivalencia.
Estos ejemplos nos dan explicitamente la relacién, por lo que simplemente hay que
revisar cudles son las parejas que se encuentran en ella. Definamos si una relacion es o no
de equivalencia cuando se da en términos de los predicados que deben cumplir.

Ejemplo 1.30. Determinar si la relacién Ry = {(a,b); a,b € Z,a < b} es o no una relacién de
equivalencia.
Solucién:
» Reflexividad: No la cumple pues ningtin niimero es estrictamente menor que si mis-

mo.
s Simetria:Tampoco la cumple pues si @ < b entonces b no puede ser estrictamente

menor que a.
» Transitividad: Esta propiedad si la tiene pues sia < by b < c sabemos que a < c.

En realidad deberiamos haber parado con la primera propiedad, ya que con una pro-
piedad que no cumpla es suficiente, pero seguimos adelante para dar una exposicion mas
completa

Ejemplo 1.31. Determinar si la relacién Ry = {(a,b); a,b € Z,a < b} es o no una relacién de
equivalencia.
Solucion:
= Reflexividad: Todo nimero es menor o igual a si mismo (en particular igual).
= Simetria: No la cumple. Por ejemplo 7 < 9 pero 9 € 7.
» Transitividad: Esta propiedad si la tiene pues sia < by b < c sabemos que a < c.

De donde esta relacidn no es una relacién de equivalencia.

Ejemplo 1.32. Determinar si la relacién R; = {(a,b); a,b € Z,a = b} es o no una relacién de
equivalencia.
Solucion:
» Reflexividad: Es claro que todo nimero igual a si mismo, por lo que la pareja (a, a) €
R3.
= Simetria: También es una relacion simétrica, pues si a = b sabemos que b = a y por
lo tanto ambas parejas (a, b), (b, a) € Rs.
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» Transitividad: Esta propiedad también la tiene R3, pues si a = by b = ¢ sabemos
que a = c.
Rj es una relacién de equivalencia, lo que no resulta raro pues de cierta manera inspira
el nombre de esta relacion.

Ejemplo 1.33. Determinar si la relacién Ry = {(a,b); a,b,c € Z, (a modc) = (b modc)} es o
no una relacién de equivalencia.
Solucién:

Podemos notar que en este caso estamos apelando a una constante ¢ independiente de
la pareja, la misma para todas las parejas, aunque cada constante c distinta nos definiria una
relacién de equivalencia distinta. Recordemos también que a mod c es el residuo entero de
dividir a entre ¢ y que siempre debe ser menor a c.

= Reflexividad: Por supuesto que el residuo entero de dividir a un nimero entre ¢ no
cambia para el mismo nimero.

» Simetrfa: También es una relacién simétrica, pues si ¢ modc = b mod ¢, como la
igualdad es simétrica, tendremos también b mod ¢ = @ mod ¢, por lo que ambas pa-
rejas, (a,b), (b,a) € Ry.

» Transitividad: Esta propiedad también se presenta en [24.

Supongamos a mod ¢ = b mod c. Esto quiere decir que 30 <k < ctal que se cumple
amodec =k ybmodc = k; si b modc = d modc entonces d mod ¢ = k también.
Por lo tanto, @ mod ¢ = d mod ¢; resumiendo, si (a, b), (b, d) € R, entonces (a,d) €
Ry.

R, es una relacién de equivalencia, de suma importancia y que se utiliza mucho. Tam-
bién hay que notar que para toda a hay una infinidad de b que estdn relacionados con a.

Ejemplo 1.34. Determinar si la relacién Rs = {(a,b) ; a,b€ Z,c > l,a+c=b=+¢,(a+c) < b},
con c fija, es o no una relacién de equivalencia.

Solucién:

Recordemos que la operacién = se refiere al cociente entero de una divisién. Por un
lado estamos solicitando que el cociente sea el mismo, pero también que éste sea menor
que el segundo elemento de la pareja.

= Reflexividad: Tenemos que a + ¢ = a + ¢ < a, lo cual se cumple, ya que ¢ > 1. Por
lo que Rj es reflexiva.

» Simetria: Comoc > l,a+c¢c < ayb+c < b Si(a,b) € R quiere decir que
a+c¢ = +c < b. Para que (b,a) € Rs, se requiere que b +~ ¢ = a + ¢ < a. Por
la observacién hecha al principio, si se cumple para (a,b) también se cumple para
(b, a), por lo que la relacién es reflexiva.
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» Transitividad: Esta propiedad también se presenta en Rs. Como estan relacionadas
por dar un resultado igual, y por la observacién hecha al principio de la propiedad
anterior, la transitividad se cumple trivialmente.

". R5 es unarelacién de equivalencia.

Ejemplo 1.35. Determinar si la relacién Rg = {(a,b); a,b € Z,a divideab (a|b)} es 0 no una
relacién de equivalencia.

Solucién:
Recordemos la definicién de a ; b, que nos dice que esto es verdadero siy sélosib = ka
para alguna k& > 0, k € Z.
= Reflexividad: Por supuesto que a; a pues a = (1)a.
= Simetria; La relacién no es simétrica, es antisimétrica:
Sia:bentonces b = ka,k > 0,k € Z. Si b; a entonces tenemos a = mb,m >
0,m € Z. Pero de esto, sustituyendo tenemos que b = ka = kmb = (km)b, con
km > 0, km € Z. Pero esto sélo es posible si km = 1, lo que darfa antisimetria.

» Transitividad: Esta propiedad se presenta en Rg. pues si a; b quiere decir que b =
ka,k > 0,k € Z. Si b; c entonces ¢ = mb,m > 0, m € Z. Sustituyendo tenemos
c = m(b) = m(ka) = (mk)a,(mk) = k' > 0,k' e Z.Deestoa; c.

". Rg no es una relacién de equivalencia.

Ejemplo 1.36. Determinar si la relacién B; = {(a,b); a,b € Z,a no es miltiplode b} es o no
una relacién de equivalencia.

Seolucién:

Un ndmero a es miltiplo de un nimero b si a = kb, k > 0, k € Z. Noten que se parece
mucho a la relacién “divide a” pues habla del residuo, aunque en este caso pide que el
residuo sea distinto de 0.

Cuando decimos que un nimero no es miltiplo de otro, esto lo podemos expresar di-
ciendo que cumple alguna de las siguiente condiciones:

= b { a.bnodivide a a.

» g mod b # 0A a = b. Al dividir al primero entre el segundo el residuo no es 0, pero
el primero debe ser mayor o igual al segundo.

» g < b. Si el primero es menor que el segundo no puede ser miltiplo del segundo.

Podemos verificar ahora las propiedades para que una relacién sea de equivalencia.

» Reflexividad: Esta propiedad no la tiene ninguna a € Z, pues todo entero es multiplo
de s{ mismo con el factor 1.
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» Simetria: La relacién no es simétrica. Supongamos (a, b) € R7, de donde se cumple
alguna de las tres condiciones que dimos. En particular si a < b, por ejemplo (4, 8) €
Ry pero (8,4) ¢ R, yaque 8 es multiplo de 4.

» Transitividad: Tampoco es transitiva y para mostrarlo usaremos un contraejemplo:
Seaa = 8,b = 10,c = 4. Las parejas (a,b) € R; pues 8 no es miiltiplo de 10 y 10
no es multiplo de 4. Sin embargo (8,4) ¢ Ry, pues 8 es miiltiplo de 4.

.". R7 no es una relacién de equivalencia.

Ejemplo 1.37. Sea A # @ un conjunto arbitrario de personas. La relacion 12 en A se define como
aRb siy s6lo si a y b tienen la misma edad (en afios). Demuestra que 1 es una relacion de

equivalencia.
Solucién:
Debemos ver que R cumple las propiedades para ser una relacion de equivalencia:
» Reflexividad: Obviamente toda persona tiene la misma edad que ella misma, por lo
que Ya € a, alia.
x Simetria: Si a tiene la misma edad que b, entonces b tiene la misma edad que a,
Ya,be A,aRb < bRa.
» Transitividad: Es claro que si a tiene la misma edad que b y b tiene la misma edad
que c, entonces a y ¢ tienen la misma edad: Va,b,c € A,aRbA bRc — aRc.

.. R es una relacion de equivalencia.

1.4.1. Clases de equivalencia
; q

Definicion 1.7. Una particion de un conjunto S es una coleccién de subconjuntos Sy, S, . . ., Sk que
cumplen con:

i.S:USq; it. S;NS; = & parai # j
i1

La primera regla nos dice que el conjunto .S se obtiene de unir a todos los subconjun-
tos, 0 sea que cada elemento de .S estd en algln subconjunto. La segunda regla nos
dice que ningtin elemento puede estar en mis de un subconjunto.

Cuando tenemos una relacién de equivalencia en un conjunto, la relacién induce una
particién en el conjunto, donde quedan en un mismo subconjunto aquellos elementos que
son equivalentes. A cada uno de estos subconjuntos es a lo que llamamos clase de equiva-
lencia.

Si queremos representar a alguna de la clases de equivalencia, lo hacemos con lo que
se conoce como un representante y se denota con [a], lo que quiere decir que todos los
elementos presentes en esta clase son equivalentes al elemento a.
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De las relaciones de equivalencia que acabamos de revisar, tratemos de definir cuédntas
o cudles clases de equivalencia inducen y qué forma tienen.

Ejemplo 1.38. Determina las clases de equivalencia para B3 = {(a,b); a,b € Z,a = b} del
ejemplo 32.

Solucion:

En el caso de los enteros cada elemento estd en su propia clase, ya que no hay ningiin
elemento que sea igual a otro. Por lo tanto el nimero de clases es infinito y cada clase
contiene a un unico elemento.

Si tomdramos a,b € @, los racionales, entonces tendriamos a un nimero infinito de
elementos en cada clase de equivalencia, pues un racional puede ser igual a otro teniendo
distintos numerador y denominador y representar al mismo valor.

Ejemplo 1.39. Describe las clases de equivalencia para Ry = {(a,b); a,b € Z,a mod ¢ = b mod ¢}
en el ejemplo 33.

Solucién:

Hay c distintos valores paran modc (0,1,...,c—1), porlo que, dada una c particular,
todos los enteros se van a acomodar en alguna de estas clases. Ningtn entero puede estar
en més de una clase, pues al dividirlo entre ¢ no puede dar residuos enteros distintos. De
esto S;NS; =@,0<i<c,0sj<ci#7.

Adicionalmente, como cada entero estd en una de las clases de equivalencia,

-y

Ejemplo 1.40. Consideremos la relacién de equivalencia del ejemplo 33. Describe las clases de
equivalencia para esta relacion.
Solucién:

Dados a,b € Z y ¢ > 1, tenemos que para que a ~ ¢ = b + ¢, b tiene que cumplir

a < b < a+c— 1, pues es en estos casos en que el cociente entero va a ser el mismo
con a = ¢ que con b = ¢. Sin embargo, también hay que cumplir la condicién a + ¢ < b.
Si a < 0 entonces forzosamente b < 0 para que se mantenga el signo del cociente entero.
Dada ¢ > 1 tenemos una clase de equivalencia para cada a que sea multiplo de ¢ y en esa
misma clase estin a+1,a+2, ... a+c— 1. Por lo anterior, hay tantas clases de equivalencia
como enteros, una por cada miltiplo de c.

Ejemplo 1.41. Consideremos la relacién de equivalencia del ejemplo 37. Describe las clases de
equivalencia para esta relacion.
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Solucién:
Cada clase de equivalencia est4 dada por un entero e = 0 que corresponde a la edad, en
afios, que pueda tener una persona. Podemos pensar en una edad mdxima de 150 afios, por

lo que tendriamos 151 clases de equivalencia, [0], [1], 2], . - -, [149], [150].

Ejemplo 1.42. Consideremos nuevamente A # @ un conjunto arbitrario de personas y la relacién
R definida de la siguiente manera: R = {(a,b); a,b € A, ay b nacieron en el mismo pafs}.
Describe las clases de equivalencia y cuéntas de ellas puede haber.

Solucion:

Cada pafs corresponde a una clase de equivalencia; por ejemplo [México], [Francia],
[Ttalia], por mencionar algunas. El niimero de clases de equivalencia es, como méximo, el
niimero de paises en el mundo, aunque como A es un conjunto arbitrario podrian no haber
representantes de todas las posibles clases de equivalencia.

Ejemplo 1.43.
Sea R una relacién definidaen R, R = {(z,7) e R x R; (z = 0 = y)V (zy > 0)}.
Se deja como ejercicio demostrar que R es una relacion de equivalencia. ;Cudles son las
clases de equivalencia definidas por esta relacién?

Solucion:
La estrategia que vamos a seguir en este caso es la siguiente:
(a) Elegir a € R y definir quién esté en esta clase de equivalencia ([a]).
(b) Elegirb e R,b ¢ [a] y definir [b].
(c) Elegir ce R, c ¢ [a]U[b] y definir [c].
(d) Proseguir de esta forma hasta que no se puedan encontrar elementos que no estén
todavia en ninguna de las clases ya determinadas.

s Primero elegimos arbitrariamente a = 1.0. Como no cumple la primera condicién, a
estd relacionado con toda y > 0, de donde [1.0] = {y e R; y > 0} = R*.

» Seleccionamos ahora b ¢ [1], por ejemplo b = —1.0. Como se requiere que el
producto sea positivo, b estd relacionada con toda y € R con y < 0, de donde
[-1.0] ={yeR; y <0}

= Con esto ya tenemos a R* y R™. El tinico elemento que nos falta es a = 0.0. Pero
en esta clase sdlo estd y = 0, de donde [0.0] = {0.0}, lo que se conoce como un
conjunto unitario.

14.1- Sea A = R, el conjunto de niimeros reales, y definimos R = {(z,4);z* = 3°}.
Demuestra que R es una relacion de equivalencia.
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1.4.2.- Sea R una relacién definidaenR, R = {(z,y); z,y e R, (z =0 =y)V (zy > 0)}.
Demuestra que 1 es una relacién de equivalencia.
Nota: Como la definicién tiene dos casos, la demostracién deberd hacerse tomando
en cuenta cada uno de los casos.

1.4.3.- Sea R una relacién definidaen R, R = {(z,9); =,y € R, [2z] = [2y]}>.

(a) Verifica que R sea una relacién de equivalencia.
(b) Determina las clases de equivalencia de 1/4y 1/2.
(c) Describe la particion de R en clases de equivalencia.

1.4.4.- Sea S unarelacién definidaen R, S = {(z,y); z,y € R, |3z] = |3y]}. Determina
la particién de R en las clases de equivalencia de .S.

1.4.5.- Demuestra que [4 y Ua (como se definieron en 1.3 y 1.4) son relaciones de equiva-
lencia.

1.4.6.- ;Como son las clases de equivalencia de /47 ;Y las de Uy?

1.4.7.- Definimos la relacién congruencia médulo n, denotada por a=, b, donde a estd re-
lacionado con b si el residuo entero al dividir a entre n es el mismo que el residuo
entero al dividir b entre n ((@ mod n) = (b mod n)). Este residuo (o médulo como
se conoce generalmente) puede tomar n — 1 valores distintos, de 0 a n — 1 (a es-
ta relacion se le conoce como Z,). Demuestra que para una n fija, la relacién de
congruencia es una relacion de equivalencia.

1.4.8.- Muestra que la suma y la multiplicacion con $“Z'n$ esté bien definida; esto es, de-
muestra que
si [a]=[o] y la]=[d]

entonces [a+b]=[a"+¥] y [ab]=[a'V]

1.4.9.- Elabora las tablas de suma y multiplicacién paran = 3,4,5y 7.

1.4.10.- Supongamos que tenemos un lenguaje de programacion donde s6lo se consideran
los primeros k caracteres para distinguir identificadores. De esta manera, si k = 4 por
ejemplo, el identificador casaChica es el mismo que casaGrande. Supongamos s
y t cadenas, donde se distinguen maytsculas y mindsculas, de tamafio arbitrario y
denotemos con |x| el tamafio de una cadena x. Sea st la relacién que tomaa sy ¢
como el mismo identificador si:

s |s| = k, |[t| = k y los primeros k caracteres coinciden, o bien

" 5=t ) . . :
Demuestra que R es una relacion de equivalencia para una k& fija..

1.4.11.- Tomemos la relacion de equivalencia entre las palabras del espafiol y decimos que
zRw siy solo si |z| = |w|. {Es esta una relacién de equivalencia? Justifica.

3|z| corresponde al entero mayor i € Z, tal que ¢ <z y para toda j € Z tal que j < x, entonces j < i.
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1.4.12.- Define tres relaciones de equivalencia entre los estudiantes de tu curso de Estruc-
turas Discretas.

1.4.13.- Sea R la relacién en el conjunto de todas las URL (o direcciones en el web) si y
s6lo si la pagina web en z es la misma que la pdgina web en y. Muestra que R es una
relacién de equivalencia.

1.4.14.- ;Cudles de las siguientes colecciones de subconjuntos son particiones del conjunto
de cadenas de tamafio 8?

a) El conjunto de cadenas de bits que empiezan con 1, el de las que empiezan con
00 y el de las que empiezan con O1.

b) El conjunto de cadenas de bits que tienen como subcadena a 00, el conjunto de
cadenas de bits que tienen como subcadena a 01, el conjunto de cadenas de bits
que tienen como subcadena a 10 y el conjunto de cadenas de bits que tienen
como subcadena a 11.

¢) El conjunto de cadenas de bits que terminan con 00, el conjunto de cadenas de
bits que terminan con 01, el conjunto de cadenas de bits que terminan con 10,
el conjunto de cadenas de bits que terminan con 11.

d) El conjunto de cadenas de bits que terminan con 111, el conjunto de cadenas
de bits que terminan con 011 y el conjunto de cadenas de bits que terminan con
00.

e) El conjunto de cadenas de bits que tienen 3k unos,e donde k& = 0, el conjunto
de cadenas de bits que tienen 3k + 1 unos y el conjunto de cadenas de bits que
tienen 3%k + 2 unos.

1.4.15.- Una particién P; es un refinamiento de la particién P, si cada conjunto en P es
subconjunto de algin conjunto en F». Muestra que la particién formada por las clases
de congruencia mddulo 6 es un refinamiento de la particién formada por las clases
de congruencia médulo 3.

1.4.16.- Sea Rg la relacién de equivalencia entre identificadores de un lenguaje de progra-
macién como la definimos en el ejercicio 1.4.10, con & = 8. Supongamos que con el
paso del tiempo las clases de equivalencia se definen con k& = 31 (R3;). Demuestra
que Rg es un refinamiento de Ra;.

1.5. Relaciones de orden

Muchos conjuntos presentan un orden natural entre sus elementos, como es el caso de
las letras del alfabeto, el orden impuesto por los c6digos de los caracteres en un sistema o
lenguaje de programacion (los cédigos ASCII o UTFS por ejemplo), los niimeros naturales
(Z), enteros (N) y reales (R), las palabras en un diccionario o los nombres en un directorio
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telefénico (estas tltimas dependen del orden dado a los caracteres). Las relaciones de orden
se representan, en general, como una pareja con el conjunto al que se aplica la relacién y la
relacién particular; (N, <), (Z, <), (R. <), (Al fabeto, <) son algunos de estos casos.

Decimos que una relacién es de orden si la relacién cumple con ser reflexiva, anti-
simétrica y transitiva. Es de orden total si Va,b € A, (a,b) € R. Si hay parejas que no
aparecen en la relacién, decimos que R es una relacion de orden parcial*.

Denotamos a una relacién de orden sobre un conjunto A con (A, rel), donde rel es la
comparacién que se hace entre los elementos. Posibles valores para rel son <, € o podemos
denotarla de manera general como <.

Ejemplo 1.44. Supongamos A = {s; s es una cadena de ceros y unos de tamafio 5}. Denotamos

como s[#] al digito binario en la posicién ¢, contadas de izquierda a derecha empezando en

1. Denotamos con afi...j], 1 < i < j < 5 como la subcadena que va de la posicién i a la

posicién j inclusives; si j < ¢ entonces la cadena no incluye a ningtin simbolo. Definimos

la relacién (A, <) de la siguiente manera. s < ¢ si:

(a) s =1.
®) s[l...5]=t[1...7]ys[j+1] <t[j+1],1<j<5.
donde a < b,a,be {0,1},sia=0yb=1
Notemos que A es un conjunto finito; en particular tiene 2° elementos, que van del

00000 al 11111 con un orden total definido entre ellos. Para demostrarlo, veamos que cum-

ple las tres propiedades mencionadas.

Reflexiva: Como s < t si s = t, por el inciso a todo elemento estd en la relacién de orden
Consigo mismo.

Antisimétrica: Supongamos s <ty t < s. La primera opcidén es que se cumpla el inci-
so a, s = t y se cumple la antisimetria.
Por contrapositivo, supongamos s # t. Entonces, para alguna j < 5, s[1...j] =
t[1...7]y s[j+1] < t[j+1]. Pero como también ¢ < s, tenemos t[7 +1] < s[j+1]
—tiene que ser la misma j por la primera parte de la definiciéon—, lo cual no puede
suceder. Asi que no puede ser s # t.

Transitividad: Supongamos s <t yt < u.Si s=1 entonces s < uy se cumple la transi-
tividad. Lo mismo sucede si ¢ = u.
Supongamos entonces que s #ty s # u. Como s # { y s < ¢, para alguna j < 5,
s[1...5]=t[l...5] ¥y s[j+1] <t[j+1].Como ¢t < u para alguna k < 5,
t[l...k]=ul[l...k] yt[k] < u[k]. Sea i = min(j, k). Entonces

[1 B =41, ] =l . )

Sij=i,s[i+1]= [ + 1], pero t[i + 1] < u[i + 1], de donde s[¢ + 1] < u[i + 1].
Sik =i, s[1...i] =t[...i] = u[l...q]. También tenemos s[i + 1] = t[i + 1] y
t[i + 1] < w[i + 1], por lo que s[i + 1] < u[i + 1], de donde s < u, que es lo que
queriamos demostrar.

“En inglés posets de Partially Ordered Sets
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Definicién 1.8. Sea (A, <) un conjunto parcialmente ordenado. Decimos que a, b € A son compara-
bles si a < bobien b < a. Si no es asi, decimos que a y b son incomparables.

1.5.1. Relaciones de orden parcial
alednied P

Revisemos algunos ejemplos de 6rdenes parciales junto con las graficas que las representan.

Ejemplo 1.45. Pensemos en la construccién de una casa y consideremos A = {Actividades a realizar}.
Por ejemplo, tenemos la siguiente lista de actividades, junto con cudles pasos deben estar
terminados antes de empezar esta actividad.

Tarea Tiempo en dias | Pasos previos

A Preparacién del terreno - -

B Cimientos 6 A

C Tuberias y servicios 3 A

D Columnas 10 B

E Techo 5 D

F Ventanas 2 E

G Plomeria 4 C,E

H Electricidad ] E

I Impermeabilizacion 2 G H

J Muros 6 F |
K Enyesado 5 LJ .
L Limpieza y pintura 3 K |
M Pisos y detalles 4 L

N Inspeccion 10 1

Definimos la relacién de orden parcial de la siguiente manera:

Rc Ax A R={(a,b); laactividad a es la misma que la actividad b
o precede a la actividad b}

Podemos ver que R es una relacién de orden parcial pues cumple:
(a) Reflexividad: Todas las parejas (a,a) € R pues todas son iguales a s mismas.
(b) Antisimetria: Silas parejas (a,b) y (b,a) € R, como no puede ser que la primera sea
necesaria para la segunda y la segunda para la primera, porque la construccion nunca
se podria llevar a cabo, se tiene que a y b deben ser la misma tarea.
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(c) Transitividad: Si la tarea a tiene que realizarse antes que la b, y la b, a su vez, tiene
que realizarse antes que la ¢, a tarea a tiene que realizarse antes que la c.

Independientemente del tiempo que le lleve a cada tarea, podemos escribir la relacion en
una tabla, donde el renglén indica la tarea necesaria y la columna indica quién la necesita.
La tabla queda como sigue:

[A[B[C[D/E[F|G[H[I[J[K|L|M[N]
VARY

v

L LN

ZIB e Rl —~Z Q1o alw
< |=

En este caso podemos ver que la tabla que describe a la relacién estd poco densa (tiene
pocas entradas). Veamos la descripcidn de la relacién con la grafica correspondiente:

A B D M

.——P.—i—.—b—.—h—.—h—.—b—.——-’.%.

L ]
C N
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Ejemplo 1.46. La relacién de igualdad entre los elementos de cualquier conjunto es una relacion
de orden parcial, pues es reflexiva (todo elemento es igual a si mismo), antisimétrica y
transitiva.

Ejemplo 1.47. Sea S una coleccién de conjuntos arbitrarios, donde S;RS; si S; = S;. Esta
relacién es un orden parcial. Si ARBy BRA quiere decir que A € By B € A, por lo que
tienen que ser el mismo conjunto y cumplen la propiedad de antisimetria. Todo conjunto
estd contenido en si mismo, por lo que cumple la propiedad de reflexividad. Por dltimo, si
A< By B < Ctenemos A < C por lo que también cumple la propiedad de transitividad.
Es claro que no todos los conjuntos estdn en la relacién, por lo que se trata de un orden
parcial.

Ejemplo 1.48. Sea A = Ny definimos R = {(a,b); a,b € N, a divide a b} (denotada por a| b).
Esta es una relacién de orden parcial (no toda pareja de naturales esté en la relacién). Com-
probemos que posee las tres propiedades mencionadas, recordando que si a | b entonces
b = ka para alguna k € N, k > 0.

(a) Reflexividad: a = 1-a porlo que VYa € N,a]| a.

(b) Antisimetria: Supongamos a | by b| a. Entonces, por la primera pareja, b = & - a,
k > 0. Porque la segunda pareja estd presente, a = m - b. Deesto, b = k-a =
k- (m - b); por lo que b = (km)b; de donde k£ y m tienen que ser 1; por lo que
(al b) A (b] a)a=b.

(c) Transitividad: Supongamos a | by b| c. La primera pareja nos dice que b = k - a. La
segunda pareja nos dice que ¢ = m - b De esto tenemos ¢ = m(k - a) = (m - k)a.
Comom > 0y k > 0, mk > 0y esta es la definicion de que a| c.

1.5.2. Diagramas de Hasse
[ g

Los diagramas de Hasse nos sirven para representar graficamente las relaciones de or-
den parcial; son similares a la grafica que mostramos en el ejemplo 45.

Supongamos que tenemos una relacién de orden parcial R sobre un un conjunto S. Para
construir el diagrama de Hasse representamos a cada elemento de S como un punto en el
diagrama. Dibujamos un arco (o flecha) de z a y siempre que x Ry y no exista s € S tal que
xRs y sRy (sélo dibujamos las relaciones de orden “directas”). Finalmente organizamos
el diagrama de tal manera que cuando una flecha va de = a y, « estd en un rengldn abajo
de aquel en el que estd y. Por dltimo, como el orden de la relacién estd dado visualmente,
no requerimos tener direccién en las flechas. El diagrama de Hasse del ejercicio citado se
encuentra a continuacién y resulta ser una rotacién de 90°.
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Figura 1.2. Diagrama de Hasse para el orden parcial del ejercicio 45

. oN
Ls

K4
JO\'I
I
1t
De *C
Be

El orden de la relacién es muy claro pues siempre va del nodo que estd més bajo al nodo
que estd mas alto. En este tipo de diagramas es muy facil detectar mdximos y minimos, si es
que los hay, pues el maximo es el que esta hasta arriba y el minimo el que estd hasta abajo.
Noten que no dibujamos aristas totalmente horizontales. Daremos ahora una definicion més |
formal de lo que es el maximo en una relacién de orden (parcial o total): |

Definicién 1.9. « € S es el elemento mdximo —o simplemente mdximo— de S bajo la relacién R si
Ya € S, aRa.

Noten de la definicién anterior que el maximo puede no existir, ya que podriamos tener,
adn con la propiedad de transitividad, que no todos los elementos estén relacionados con
uno en particular. En el diagrama de Hasse que elaboramos para la relacién del ejercicio 45
ni M ni N son elementos maximos ya que no estdn relacionados entre si.

Similarmente definimos el minimo de un conjunto bajo la relacion R.

Definicion 1.10. 3 € S es el elemento minimo —o simplemente el minimo— de S bajo la relacién R si
Ya € S, fRa.

En la figura 1.2 podemos observar que A es el minimo, pues es el que se encuentra mas
bajo en el diagrama.

Por ejemplo, un conjunto finito de enteros bajo la relacién < tiene minimo y maximo.
Los niimeros naturales tienen minimo (el 0 o el 1, dependiendo de cémo se considera a los
naturales) pero no tiene maximo. Un intervalo cerrado de los niimeros reales también tiene
méximo y minimo, pero si el intervalo es abierto no los tiene.
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Una exigencia clara para el mdximo y minimo de un conjunto bajo una relacion es que

éstos pertenezcan al conjunto.
Tenemos otros dos conceptos relacionados con méximo y minimo de un conjunto bajo

una relacion:

Definicién 1.11. « € S bajo la relacién R, es un elemento maximal —o simplemente maximal— si no
existe a € S tal que aRa.

En la figura 1.2 tenemos dos elementos maximales, M y N, ya que no hay ningdn otro
elemento en el conjunto que, bajo esta relacién, esté mas arriba que M o V.

Definicién 1.12. 3 € S bajo la relacién R es un elemento minimal —o simplemente minimal— si no
existe a € S tal que aRp.

En el caso de la figura 1.2 el Ginico elemento minimal es A, que también es minimo.

La exigencia para el mdximo y minimo es mayor que para los elementos maximales y
minimales. El maximo (minimo) es tnico y todos los elementos del conjunto tienen que
estar relacionados con €él, ya sea directamente (que es la dnica relacién que se dibuja en
un Diagrama de Hasse) o utilizando la transitividad, mientras que el maximal (minimal)
simplemente exige que no haya ningtin elemento con el que el maximal (minimal) esté re-
lacionado.

Veamos algunos ejemplos de diagramas de Hasse para érdenes parciales.

Ejemplo 1.49. Un ejemplo clésico de orden parcial es la relacion que existe entre un conjunto y
sus subconjuntos dada por la relacién <. Sea S = {a, b, c}. El Diagrama de Hasse para la
relacién € se encuentra en la figura 1.3.

Figura 1.3. Diagrama de Hasse para subconjuntos del conjunto {a, b, ¢}

{a,b,c}

AN

{a,b) fa,0) {b,c)

En este ejemplo podemos ver claramente que el elemento maximo es el conjunto mis-
mo, que también es maximal. El minimo es el conjunto vacfo, que también es minimal. Si
hay un maximo, ése es minimal y lo mismo con el minimo. Pero al revés no. Puede haber
elementos maximales y no haber maximo y similarmente con los elementos minimales.
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Ejemplo 1.50. Podemos hacer un ejercicio similar al del ejemplo anterior, pero la relacion va a

Figura 1.4.

Figura 1.5.

Listado 1.1.

ser la de subconjuntos propios. El Diagrama de Hasse correspondiente se encuentra en la
figura 1.4.

Diagrama de Hasse para subconjuntos propios de {a, b, c}

En este ejemplo tenemos tres maximales, {a, b}, {a, ¢} y {b, ¢} ya que ninguno de ellos
tiene a nadie arriba. Ninguno de ellos es médximo, ya que no estdn relacionados entre si. La
relacién tiene minimo, que es &, pues estd contenido propiamente en cualquier conjunto.
También es minimal, pues no hay ningtn otro conjunto contenido propiamente en €l.

Regresemos a la pregunta acerca de la construccién de una casa y cudl es el orden en
que deben realizarse las tareas para que todo se realice en el menor tiempo posible. Lo que
deseamos es, a partir del orden parcial dado, construir un orden total. A este proceso se
le conoce como ordenamiento topoldgico. El algoritmo para ordenamiento topolégico se
encuentra a continuacion.

Ordenamiento topoldgico

Objetivo: Producir un orden total a partir de una relacién de orden parcial.
Salida: Un orden total 7" sobre el conjunto S.

Entrada: Un orden parcial R en un conjunto finito .S.

Método: Se encuentra en el listado 1.1.

Ordenamiento topolégico

1 // Inicializacion

2 k=1; Sp=S; s=new array(|S]|);

3 // Elige el siguiente elemento
4 while (Sp != @)

5 s[k] = Cualquier elemento minimal de Sp;
6 Sp = Sp — s[k]

7 K++

8 // Define T

9 T={(s[i].s[j]) | i<j}

Si aplicamos el algoritmo de ordenamiento topoldgico al conjunto de tareas del ejem-
plo 45, estos son los estados por los que pasa el algoritmo.
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Listado 1.2. Ejecucion del ordenamiento topologico

I k=1; Sp={{a.,b,c}.{a,b}.{a,c}.{b,c}.{a}.{b} . {c},&};
2s(1]=2

3 Sp={{a.,b,c}.,{a,b} ,{a,c}.{b,c},{a}.{b} {c}}
4 k=2

5 s[2]={a}

6 Sp={{a,b,c}.{a,b}.{a,c}.{b,c}.{b},{c}}
7 k=3

8§ s[3]={c}

9 Sp={{a,b,c}.{a,b}.{a,c}.,{b,c},{b}}

10 k=4

11 s[4]={b}

12 Sp={{a.b,c} {2 ,b} {a.c}.{b,c}}

13 k=5

14 s[5]={a,c}

15 Sp={{a,b,c},{a,b},{b,c}}

16 k=6

17 s[6]={a,b}

18 Sp={{a,b,c},{b.c}}

19 k=7

20 s[7]={b,c}

21 Sp={{a.,b,c}}

22 k=8 .

23 s[8]={a,b,c}

24 Sp=2

25 T={w,{a},{c},{b}.,{a,c},{a,b},{b,c},{a,b,c}} en este orden

i 1.5.3. Reticulas

Podemos definir en un conjunto parcialmente ordenado el concepto de minima cota
superior para una pareja en la relacion, que corresponde a una cota superior tinica que es
menor que cualquier otra cota superior. Similarmente podemos definir una mdxima cota
inferior de una pareja en la relacién. De cierta manera, tanto la minima cota superior como
la méxima cota inferior son las cotas (respectivamente) mds cercanas a ambos elementos
de la pareja.

Definicién 1.13. Una reticula® es un conjunto parcialmente ordenado para el cual, para cada pareja
en la relacién, existe una minima cota superior y una mixima cota inferior.

SEn inglés lattice
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Ejemplo 1.51. De los siguientes diagramas de Hasse, ;cudles corresponden a reticulas?

(a)

(b)

(c)

(d)

(4 a

DAY
NS

°d

AV

(a) (b) (c) ()

Este conjunto parcialmente ordenado corresponde a una reticula. Cualesquiera dos
elementos tienen una minima cota superior y una mdxima cota inferior en el conjunto.
Habrdn notado que este diagrama corresponde a la relaciéon < de los subconjuntos
de S = {a,b, c}. La minima cota superior para cualquier par de ellos corresponde a
la unién de los subconjuntos, mientras que la méxima cota inferior corresponde a la
interseccion de los mismos.

Este diagrama también corresponde a una reticula. Para cualesquiera dos elementos,
si estdn conectados, la minima cota superior es el maximo de ellos; esto s6lo deja a
la pareja (¢, d) cuya minima cota superior es b y su mixima cota inferior es e.

En este diagrama de Hasse, si observamos d y e, no tienen una minima cota superior
tnica, pues ¢, b y a son cotas superiores para esta pareja, y ninguno de ellos es menor
que los otros dos.

Este diagrama de Hasse también corresponde a una reticula, pues como en el caso
del diagrama (b), todas las parejas directamente conectadas tienen su minima cota
superior en el mayor de ellos y su mdxima cota inferior en el menor de ellos. Para
las parejas (b, ¢), (b,d), (¢,d), (e, f), (f,9) ¥ (e, g) la minima cota superior es a y
la méxima cota inferior es h. Para todas estas parejas no existe ningin elemento del
conjuntos que sea mayor que ambos elementos o menor que ambos elementos, por
lo que estos valores son tinicos.

Ejemplo 1.52. Consideremos los conjuntos de enteros S7 = {1,2,3,4,5} y Sy = {1,2,4,8, 16}
con la relacioén de divisibilidad —los diagramas de Hasse correspondientes se muestran a
continuacion—.
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4 16

= N = 0

La primera relacién no corresponde a una reticula porque 2 y 3 no tienen un elemento
mAximo y tampoco tienen una minima cota superior. El segundo diagrama si corresponde
a una reticula.

1.5.1.- Sea < la relacién de orden sobre A = {s; s es una cadena formada con 4 letras}.
s <t,syte A, sisvaantes o en la misma posicién que ¢, las posiciones dadas por
el orden alfabético normal (a lo que se conoce como orden lexicogrdfico).

(a) (Es A finito o infinito?
(b) ;(Es un orden total o parcial? Justifica.

1.5.2.- Sea A un conjunto arbitrario de personas y sea £ una relacion, tal que pfig si la
edad de p es menor o igual que la edad de q.

(a) ;Es A finito o infinito?
(b) (Es E un orden total o parcial? Justifica.

1.5.3.- Sea A c Ny aRbsia|b. Supongamos
A={neN;n<29,n=2kVn =3k para alguna k}.
(a) Lista los elementos de A.

(b) Haz el diagrama de Hasse correspondiente a esta relacion.
(c) ¢Es ono unareticula? Justifica.

1.5.4.- Dibuja el diagrama de Hasse para el conjunto A = {1,2,3,4,6,8} y la relacién
(a,b) € R sia| b (adivide a b).

1.55.- Sea S < A, x Ay, A, A, © N. Definimos el orden lexicogrifico < en S de la
siguiente manera: (ay,by) < (az,b3), con aj,as € Ay, by, by € Ay siysélosia; <
ao, O bien, si a; = ao entonces b; < by. Podemos agregar la igualdad diciendo
que (ai,b1) = (ag, be) si y s6lo si a3 = as y by = by. Demuestra que el orden
lexicografico definido de esta manera es un orden parcial.
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1.5.6.- Para el orden lexicografico definido en el ejercicio anterior, y si .S € N x N, jcuales
son la parejas (a,b) que cumplen con (a,b) < (4,2)?

1.5.7.- Consideremos un conjunto S = {a, b, ¢} y la relacién de orden R = (A, <), donde
A consiste de los subconjuntos propios de 5.

(a) ¢Es R unarelacién de orden? Si lo es, ;total o parcial?
(b) ¢Es una reticula? Justifica.

1.5.8.- Demuestra que si (A4, <) es un conjunto parcialmente ordenado que tiene a un ele-
mento miximo «, entonces « es maximal y no existe ningiin otro elemento maximal.

1.5.9.- Sea A = {2,3,4,5,6,7,8,9,10} un conjunto y la relacién de orden definida como
a<bsia=~kbabeAkeN,k=1,osea,siaes miltiplo de b.

(a) Demuestra que (A, <) es un conjunto parcialmente ordenado.

(b) Dibuja el diagrama de Hasse de esta relacion.

(c) ¢;Tiene esta relacién un elemento méximo? Si es asi, ;cual?

(d) ;Tiene esta relacién un elemento minimo? Si es asi, jcudl?

(e) (Tiene esta relacién elemento(s) maximal(es)? Si es asi, ;cudl(es)?
(f) ¢Tiene esta relacién elemento(s) minimal(es)? Si es asi, ;cudl(es)?
(g) ;Corresponde esta relacion a una reticula? Justifica.

1.5.10.- Tomemos el conjunto A consistiendo de las cadenas de tres digitos binarios, y
definimos s < t de la misma manera que en el ejemplo 44. Dibuja el diagrama de
Hasse para esta relacién de orden.

1.5.11.- Sea R = (R x R, <) donde (x1,y1) < (z2,y2) siysdlosizy < 22y y1 < 4.
Demuestra que este es un orden parcial pero no es un orden total.

1.5.12.- Sea F una familia de conjuntos finitos tales que no hay dos conjuntos con el
mismo niimero de elementos, y para dos conjuntos A y B, AR B si |A] < |B| (el
nimero de elementos en A, su cardinalidad, es menor o igual que la cardinalidad 7).

(a) Demuestra que R es una relacion de orden total.
(b) ;Tiene elemento maximo? Si es asi, cudl?
(c) ¢Tiene elemento minimo? Si es asi, ;cudl?

1.5.13.- Dada una relacién R en A x B, la relacion inversa R~ se define como:
yR7'z siysélosi zRy.
Demuestra que si R es una relacion de orden parcial, también lo es R1L.

1.5.14.- ;Existe un elemento maximo en el conjunto parcialmente ordenado (Z7, |)? Jus-
tifica.
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1.5.15.- Un buen orden es un orden total en un conjunto A, si y sélo si cualquier subcon-
junto no vacio de A contiene a un elemento minimo con respecto a .

(a) Muestra que todo orden total en un conjunto finito A es un buen orden.

(b) Da un ejemplo de un conjunto infinito con un buen orden.

(c) Muestra que la relacién de orden (total) usual < no constituye un buen orden
enZoenRt,

1.5.16.- En un intervalo abierto (z,y) de R,

(a) ;Tiene elementos mdximo y minimo? Justifica.

(b) ;Tiene elementos maximal y minimal? Justifica.

(c) Dados dos elementos arbitrarios en el intervalo, ;existe una cota superior mini-
ma? ;Existe una cota inferior mdxima? Justifica.

(d) Demuestra que si el intervalo es cerrado la respuesta a todas las preguntas ante-
riores es afirmativa.
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