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Enlre los diversos poderes, escog? el saber ...

-Historia del Rey Transparente (Rosa Montero)-

Prefacio

A grandes rasgos, las funciones elipticas son funciones de variable compleja
que, en cierto sentido, generalizan a las funciones trigonométricas usuales.
En [18], [20] y [15] el lector podra encontrar informacién interesante sobre la
historia de las funciones elipticas, pero aqui me limito a decir que, a lo largo
del siglo XIX, surgi6 y se desarroll6 la llamada Teoria Cldsica de Funciones
Elipticas en los trabajos de Adrien-Marie Legendre (1752-1833), Johann C.
F. Gauss (1777-1855), Niels H. Abel (1802-1829), Carl G. J. Jacobi (1804-
1851), Evariste Galois (1811-1832) y Karl T. W. Weierstrass (1815-1897),
entre otros (ver, por ejemplo, [13], [1] ¥ [7] ). En dicha teoria aparece una
combinacién de temas que eran fundamentales para las Matematicas de esa
época: Teorfa de Funciones de Variable Compleja, Geometria y Aritmética.

Estas notas representan una version corregida y aumentada de la tesina que
presenté, en el 2004, para obtener el grado de Maestra en Ciencias Matema-
ticas por parte de la Universidad Nacional Auténoma de México. j Por qué
elegi como tema de dicha tesina a las funciones elipticas ? Por lo siguiente:

eHace muchos, muchos, afios (ver |16]) me encontré frente a frente con el
grupo modular
PSL(2,Z) := SL(2,Z)/{ £ (}?) }
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el cual aparece al analizar al espacio de méduli de superficies de Riemann
compactas de género g = 1, mejor conocidas como toros (ver §2 y §4 de
estas notas).

eLa funcién modular J : H — C definida como

g3(7)

T —
g3(7) — 27g2(7)

donde H := { 7€ C|0<Im(7) } Y 95, 9s : H — C son funciones analiticas
en H, se construye de modo que distingue a las distintas clases de equivalencia.
conforme de toros (ver [5]). Esto es,

J(r)=J(r") siysolosi 7 = f(r) para alguna f € PSL(2,7Z)

Las funciones g, y g, también aparecen en la ecuacion diferencial que relacio-
na a la funcion pe de Weierstrass y su derivada, a las cuales se les denota por
@y ¢, respectivamente (ver 2], [11] y §4 de estas notas). Tanto p como g’
son ejemplos de funciones elipticas y, por esta razon, me interesé en estudiar
de manera més formal a dicha clase de funciones.

Estas notas sélo pretenden introducir al lector al, desde mi punto de vista,
maravilloso tema de las funciones elipticas. Este trabajo estd muy alejado
de abarcar la totalidad de dicho tema, pero es una amable invitacién a que
el lector interesado busque mas informacioén en las referencias bibliograficas
(las cuales son faciles de conseguir) que aparecen al final de estas notas y en
aquellas que, a su vez, se mencionan en dichas referencias.

Asumimos que el lector conoce el material visto en los primeros cursos de Va-
riable Compleja, Topologia v Algebra Moderna. Estas notas estan divididas
en 6 secciones, la tltima de las cuales es un Apéndice que contiene los resul-
tados sobre convergencia de sucesiones y series de funciones meromorfas que
se han utilizado en §3 y §4. Se incluyen las demostraciones de, practicamente,
todos los resultados que se enuncian en las primeras 5 secciones. Brevemen-
te, el contenido de este trabajo es el siguiente: En §1 y §2 se encuentran las
definiciones y resultados sobre funciones doblemente periédicas y reticulas
que necesitaremos en lo subsecuente. En §3 se presenta una recopilacién de
las propiedades generales de las funciones elipticas, las cuales utilizaremos



intensivamente en §4, en donde discutimos algunos aspectos de la Teoria de
Funciones Elipticas formulada por K. Weierstrass. En §5 nos enfocamos por
completo a enunciar y demostrar una caracterizacién, en términos de las
funcion p de Weierstrass (y su derivada '), de todas las funciones elipticas
respecto a una reticula dada.

Para concluir este Prefacio, me gustarfa mencionar que, recientemente, tuve
la oportunidad de asistir a un excelente minicurso sobre Dindmica de Fun-
ciones Elipticas, el cual fue impartido por la Dra. Ménica Moreno Rocha del
Centro de Investigacion en Matemadticas. Al lector interesado en los aspectos
de la dindmica holomorfa de funciones elipticas, le recomiendo ampliamen-
te que contacte a la Dra. Moreno (mmoreno@cimat.mx) para obtener méas
informacion.

1. Funciones doblemente peritdicas

El primer concepto relevante que necesitamos entender es el de funcidn do-
blemente periddica, lo cual haremos en esta seccién. En todo lo que sigue,
denotaremos por C a la esfera de Riemann (o plano complejo extendido)
CuU{oo}, y por C* al cilindro (o plano complejo perforado) C — {0}.

Definicién 1.1. Sean f : C — C una funcién definida en C y w € C.
Decimos que w es un periodo de f si y sdlo si f(z +w) = f(2) para todo
z€ C.

Sea f : C — C cualquier funcién definida en C. Definimos
Q, :={w € C|wes un periodo de f }

Dado que f(z + 0) = f(z) para todo z € C, tenemos que 0 € Q. Es
decir, el conjunto Q, siempre es distinto del conjunto vacio. Las funciones
definidas en C que tienen, ademas, algtin periodo distinto de cero, reciben
un nombre especial.

Definicién 1.2. Decimos que una funcion f : C — C definida en C es una
funcion periédica si y sdlo si eziste w € C* tal que w € 2.

Por ejemplo, 27 € C* es periodo de las funciones z — cos(z) y z — sen(z).
Otro ejemplo importante de una funcién periédica es z — exp(z), la cual



tiene como periodo a i2m € C*. Por tanto, si w € C*, entonces la funcién
12wz
Z — exp
w

es periddica con w como un periodo.

Lema 1.3. Sea f : C — C una funcién definida en C. Entonces, [ es una
Juncidn constante si y sélo si ), = C.

Demostracion: Supongamos que f es una funcién constante. Entonces, existe
c € C tal que f(z) = ¢ = f(2 + w) para todo z,w € C. Por tanto, C C Q¥
tenemos que {1, = C. Reciprocamente, si 2, = C, entonces f(z) = f(z+0) =
f(0) para todo z € C. Denotando a := f(0) € C, obtenemos que f es la
funcién constante a. 1

Recordamos que, bajo la suma usual de nimeros complejos y con la topo-
logia usual, C forma un grupo topolégico abeliano. El siguiente resultado
proporciona una caracterizacion muy 1util de los conjuntos de la forma -

Lema 1.4. Sea f : C — C una funcién definida en C. Entonces, se cumple
lo siguiente:

1) Q. es un subgrupo aditivo de C.
s

(2) Si f es meromorfa y no constante, entonces §2 s €s un subgrupo aditivo
discreto de C.

Demostracion: Dada una funcién f definida en C con imagen contenida en
C, sabemos que 0 € §) ;- Sean w,n € Q. Para cada z € C, obtenemos que

fle+w+n)=fl(z+w)+n) =flz+w)=f(z) yque

flz=w) = [z —w) +w) = f(z + (w —w)) = f(2)

Por lo tanto, 2, es cerrado bajo la suma y bajo la toma de inversos aditivos
en C, y hemos probado (1). Supongamos que f es meromorfa y no constante,
y que €, C C no es discreto. Entonces, existe w € ; tal que w es punto
de acumulacién de Q ;- En consecuencia, existe una sucesiéon no constante



{wn | n € N} C §2, que converge a w y, de hecho, podemos elegir a esta
sucesion de modo que w, # w para todon € N. Para cadan € N, tenemos que

fw,) = flw, +w) = f(w)

Si f(w) = oo, entonces f tiene una sucesion convergente de polos en C, lo
cual contradice que f es meromorfa. Por lo tanto, f(w) # oco. Definimos
F : C — C como

F(z) = f(z) = f(w)

para cada z € C. Entonces, /~ es meromorfa y {w, | n € N} es una sucesién
convergente de ceros de F en C. Esto implica que F es idénticamente cero.
Es decir, f es la funcién constante ¢ := f(w), lo cual es una contradiccién.
Concluimos que €, es discreto en C, y hemos probado (2). O

El siguiente resultado proporciona una clasificacion completa de todos los
subgrupos aditivos discretos de C. La primera demostracién de este resultado,
de la cual se tenga un registro escrito, la proporcioné Jacobi en [10] (ver [2],

[11] y [185]).

Teorema 1.5. Sea Q un subgrupo aditivo discreto de C. Entonces, se cumple
una y sélo una de las siguientes afirmaciones:

(1) 2 ={0}.
(2) @ =TZw:={nw|neZ} para algin w € C*.

(8) U = Zw® Zn := {nw+mn | n,m € Z} para algunos w,n € C*
linealmente independientes sobre R (esto es, 2¢R).

Demostracion: Es claro que {0}, Zw con w € C*, y Zw @ Zn con w,n € C*
linealmente independientes sobre R, son subgrupos aditivos discretos de C, y
que son distintos por pares. Para cada £ € Cy r € R con 0 < r, denotaremos

D) i={z€C||z—¢ <r}

Sea ) cualquier subgrupo aditivo discreto de C. Sabemos que 0 € €. Si
Q= {0}, entonces tenemos la afirmacién (1). Supongamos, entonces, que {2
contiene elementos distintos de 0. Dado que Q2 C C es discreto, sabemos que
existe 0 < ¢ tal que o & D(0, ¢) para todo o € @—{0}. Sean 0,0’ € Q—{0}



tales que ¢ # ¢’. Dado que  es un subgrupo aditivo de C, tenemos que
o'—c € Q—{0}. Por lo tanto, ¢’ — o no pertenece a D(0, ¢). En consecuencia,
se cumple que

D(a,%) ﬂD(U',%)z@

para todo o, ¢’ € {2 distintos. Sin embargo, podemos elegir 0 < p tal que

D (g, %) c D(0, p)

para algin o € 2 — {0 }. Dado que el area de D(0, p) es mp® < oo, sabemos
que el conjunto

B::{JEQ—{OHD(U,g) CD(U,p)}

es finito. Por lo tanto, existe w € B C C* tal que |w| < |¢| para todo ¢ € B
con 0 # dw. Dado que w € Q — {0}, tenemos que Zw := {nw [ n € Z} es
un subgrupo aditivo no trivial de . Sea L := {sw ' sE R} C C la linea real
generada por w. Entonces, Zw C Q2N L. Dado que L no es un subconjunto
discreto de C, tenemos que 2 # L. Existen dos posibilidades:

(I) 2 C L. Supongamos que 2 # Zw. Entonces, existe o € 2 tal que

(IT)

o # nw para todo n € Z. Dado que o € L, tenemos que existe s € R
tal que o = sw. Por tanto, s ¢ Z y sabemos que existe m € Z tal que
m < s <m+ 1. En consecuencia,

0 < |o—mw|l =|(s—mw| < |w|

Dado que mw,o € Q y que §) es un subgrupo aditivo de C, tenemos
que o — mw € (2, lo cual contradice nuestra eleccién de w € B < C*.
Concluimos que Q2 = Zw y, por tanto, tenemos la afirmacién (2).

Q0 ¢ L. Utilizando un procedimiento anélogo al que seguimos para
elegir a w, podemos elegir 17 € 2 tal que n & L y tal que |5| < |o| para
todoo € Qcono # £ny o ¢ L. Dado que n ¢ L, tenemos que 7 # sw
para todo s € R. Por tanto, w,n € C* son linealmente independientes
sobre R. Es decir, {w, n} es una base para C como espacio vectorial
sobre R. Dado que w,n € ), obtenemos que Zw & Zn := { nw + m |
n,mez } es un subgrupo no trivial de (.
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Supongamos que §} # Zw & Zn. Entonces, existe ¢ € ) tal que o #
nw + mn para todo n,m € Z. Dado que ¢ € C, sabemos que existen
5,1 € R no ambos enteros y tales que o = sw + 5. Dado que o,w,n €
2, podemos sumar a ¢ un elemento adecuado nw + mn de Zw & Zn
para obtener

1
o'=sw+tneQ donde ,'€R sontales que |, || < 5

(a) Sit' =0, entonces ¢’ = s'w € L. Tenemos que |o’| = [s'w| < |w].
Por la minimalidad de |w|, obtenemos que ¢’ = 0 € Zw & Zn. En
consecuencia, ¢ € Zw & Zn, lo cual contradice nuestra eleccion de
o. Concluimos que t' # 0.

(b) Si s’ = 0, entonces ¢’ = t'. Tenemos que o' ¢ L y que |o/| =
|t'n] < |n|. Por la minimalidad de |5|, obtenemos que ¢/ = 0 €
Zw® Zn. Bn consecuencia, ¢ € Zw & Zn, lo cual contradice nuestra
eleccién de o. Concluimos que s' # 0.

Por (a) y (b), obtenemos que s'w,t'n # 0 y, por tanto, son linealmente
independientes sobre R. Entonces, ¢’ ¢ L y tenemos que

o] < [s'llw] + 1110l < ('] + E'Dlnl < |l

lo cual contradice nuestra eleccion de 1. Concluimos que Q = Zw D Zn,
con lo cual tenemos la afirmacion (3). O

Sea f: C — C una funcién definida en C. Si ; = Zw para algin w € C*,
entonces €2, es isomorfo (como grupo abeliano discreto) a Z. Si ), = Zw®Zn
para algunos w,n € C* linealmente independientes sobre R, entonces ; €8
isomorfo a Z x Z.

Definicién 1.6. Sea f: C — C una funcidn no constante definida en C.
(a) Decimos que f es una funcidn simplemente periédica si y sélo si Q, =Z.

(b) Decimos que f es una funcidn doblemente periddica si y sdlo si Q "
ZxZ.



Observacion 1.7. §i g : C — C es una funcidn constante definida en
C, entonces sabermos que Q, = C. En particular, nw + mn € Q, para todo
n,m € Z y para todo w,n € C* linealmente independientes sobre R. Es en
este sentido que pensamos en g como una funcidn simplemente y doblemente
periodica (ver §3 y §5 de estas notas).

Recomendamos la lectura de [2] y [11] para un estudio detallado de las fun-
ciones simplemente periddicas. En todo lo que sigue, estaremos interesados
Gnicamente en las funciones doblemente periodicas.

2. Reticulas

Dado que nos interesa estudiar funciones doblemente periédicas, en esta sec-
cién discutiremos algunos aspectos sobre conjuntos de la forma Q ; donde [ es
una funcién (no constante) doblemente periédica. Es decir, sobre conjuntos de
la forma Q = Zw & Zn donde w, 7 € C* son linealmente independientes sobre
R. Sabemos que estos conjuntos de periodos son isomorfos (como subgrupos
aditivos discretos de C) a Z x Z y, por tanto, son conjuntos numerables.

Definicion 2.1. Sean w,n € C* linealmente independientes sobre R. Deci-
mos que el subgrupo aditivo discreto Zw & Zn es una reticula o un médulo
discreto en C.

Dada una reticula Q@ = Zw @ Zn, sabemos que {w;n} es una base para
C como espacio vectorial sobre R. Ademés, dado ¢ € Q, sabemos que ¢ se
escribe de manera tinica como combinacion lineal, con coeficientes enteros,
dew yn.

Definicién 2.2. Sea Q = Zw & Zn una reticula. Entonces, decimos que )
estd generada por w y 1. Equivalenternente, decimos que {w, 7]} es una base
para €. Denotamos este hecho por Q@ = Q(w, 7).

El siguiente resultado proporciona una caracterizacién completa de todas las
parejas de elementos de una reticula 2 que forman una base para la misma.

Teorema 2.3. Sea Q) = Q(w,n) una reticula. Sean ' = aw+bn yn' = cw+dy
dos elementos de Q. Entonces, {w’,n’} es una base para € si y sdlo si se
cumple que ad — bc = £1.



Demostracion: Definimos A := (¢}). Entonces, A € M(2,Z), det(A) =
ad —bey (:‘;,) = A(‘;;)
Supongamos que {w’, :q’} es una base para {1. Dado que w,n € 2, sabemos

que existe B € M(2,Z) tal que (‘;;) = B(‘;:) En consecuencia,

(2)=24)

Dado que { w,n } es una base para C como espacio vectorial real, la igualdad
anterior implica que BA € M(2,Z) induce a la transformacién identidad en
C. Por lo tanto, det(B) det(A4) = det(BA) = 1. Dado que los coeficientes
tanto de B como de A son nameros enteros, necesariamente ocurre que ad —
be = det(A) = det(B) = +1.

Reciprocamente, supongamos que ad — bc = £1. Entonces, A es una matriz
invertible y, por tanto, {w’ ; 7}’} = . ({ W, N }) es una base para C como es-
pacio vectorial real. En particular, w’, 5" € C* son linealmente independientes
sobre R. Sea ¢ = nw +mn € Q. Dado que, dependiendo del signo de ad — b,

tenemos que
w) g—py (&
(n) =25 (n’

obtenemos que ¢ = n'w’ +m'7’, donde n' = +(nd — mc) y m' = £(ma — nb)
estan determinados de manera tinica por a, b, ¢, d,n,m € Z. Concluimos que
{w’, 1’ } es una base para 0. O

A las transformaciones lineales A : C — C donde A € M(2,Z) es tal
que det(A) = +1 se acostumbra llamarlas transformaciones unimodulares. Las
transformaciones unimodulares cuyo determinante es igual a 1 forman un
grupo bajo el producto usual de matrices (equivalentemente, bajo la compo-
sicion usual de funciones), el cual se denota por SL(2,7Z). Al grupo

PSL(2,Z) :=SL(2,Z)/{ £(}9) }
se le conoce como el grupo modular (ver |5], [14], [8], [2] v [15]).

Definicion 2.4. Sean Q = Q(w,n) una reticula y 2,2 € C. Decimos que z
y 2’ son congruentes médulo ) si y sdlo si 2 — z € Q. Denotamos este hecho



por z =2 (mdd Q).

Por ejemplo, dados una reticula 2 = Q(w,n) y z € C, tenemos que z =
—z (mod §) si y sélo si z = 'W;ﬂ = n% + mi para algunos n,m € Z
(utilizaremos este hecho en §4).

Sea 2 = (}(w, 1) una reticula. Entonces, la congruencia médulo §2 define una
relacion de equivalencia en C. Para cada z € C, denotamos por [z] a la clase
de equivalencia (o de congruencia) de z. Es decir,

[[l={z+(w+mn) |n,meZ}=2+0Q
Consideremos al conjunto de clases de equivalencia
T,:=C/Q={[]|2eC}

Bajo la suma usual de clases de equivalencia, T, forma un grupo abeliano.
Definimos 7 : C — T, como z +— [z]. La funcién 7 (a la cual se acos-
tumbra llamar proyeccién canénica) nos permite inducir una topologia en Teis
declarando que U C T, es abierto si y sélo si 7~ (U) es abierto en C (con la
topologfa usual). La intencion al dotar a T,, con esta topologia, es forzar a
que 7 sea una funcién continua y abierta y, por tanto, que T, sea un espacio
de Hausdorff. Ademas, se puede probar (ver [6]) que T, es una superficie de
Riemann compacta de género g = 1 (a la cual se acostumbra llamar toro)
yque m: C — T es una aplicacién cubriente no ramificada y con una
cantidad numerable de hojas.

Mas adelante, discutiremos otros aspectos de las superficies de la forma T,,.
Para concluir esta seccién, damos la siguiente definicién, la cual serd de gran
utilidad en la siguiente seccién cuando demostremos algunas propiedades
generales de las llamadas funciones elipticas.

Definicién 2.5. Sean Q2 una reticule y P C C un conjunto no vacio, cerrado
y conezo. Decimos que P es una regién fundamental para §) si y sdlo si se
cumple lo siguiente:

(1) Para todo z € C existe, al menos, un punto £ € P tal que z = £ (mdd Q).
(2) Para cualesquiera & y £ en el interior de P y distintos, no ocurre que

£=¢ (madd Q).
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Por ejemplo, si £2 = Q(w, n) es una reticula, entonces la regién acotada de C
cuya frontera es el cuadrilatero con vértices en 0, w,w + 7 y 1, es una regién
fundamental para £). Observamos que si P es una regién fundamental para
2y si b e C, entonces el conjunto

P:=P+b={¢(+b|teP}

también es una region fundamental para 2 (ver [11]). Utilizaremos este hecho
cuando sea conveniente evitar o incluir ciertos puntos en la frontera topolo-
gica de una regién fundamental dada.

3. Funciones elipticas

Una vez que tenemos a nuestra disposicién los conceptos de funcidn doble-
mente periddica y el de reticula, en esta seccidn estamos en condiciones de
iniciar la discusién de aquello que da titulo a estas notas: las propiedades
generales de funciones elipticas.

Sean () una reticula y f : C — C una funcién definida en C tal que £1 C Q.
Entonces, para todo z € C, se cumple que f(z +¢) = f(z) para cada s € Q.
En este caso, decimos que f es doblemente periédica respecto a € (comparar
con la Definicién 1.6 y la Observacion 1.7).

Definicién 3.1. Sean Q una reticula y f : C — C una funcidn definida
en C. Decimos que f es eliptica respecto a Q) si y sélo si f es meromorfa y
doblemente periddica respecto a 2.

Observacion 3.2. Como consecuencia inmediata de la definicidn anterior,
tenemos que toda funcidn constante (definida en C) es eliptica respecto a
cualquier reticula.

Para cada reticula  C C, definimos
E(Q):={f:C— C| f es eliptica respecto a Q}

Sea (1 una reticula. Consideremos a f € E(Q), al conjunto T, de clases
de congruencia médulo 2 y a P C C una regién fundamental para ). Si
a € Cy 2z € [a], entonces existe ¢ € Q tal que z = a + 5. Por tanto,
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f(z) = fla+<) = f(a). Es decir, f es constante en cada clase de congruencia
moédulo £2. En consecuencia,

FP)={f)1¢eP}={f(a)|la] €T, } = f(T,)
y JC©={fa)lzeC}={f(a)|[a] €T, }=f(T,)

Por lo tanto, podemos considerar a toda funcién f € E (€2) como una funcién
holomorfa definida en el toro T,,. Reciprocamente, toda funcién holomorfa
g definida en T, se puede pensar como un elemento de E(Q) (ver [6]). Si
J € E(£) es no constante y ¢ € C, entonces el conjunto

{lal €T, | f(la]) =c}

es finito y consiste s6lo de puntos aislados (recuerde la manera en la que
inducimos una topologfa en T, en la seccién anterior). Ademas, cada una de
las soluciones de la ecuacién f([a]) = ¢ tiene multiplicidad finita. Esta breve
discusién nos permite dar la siguiente

Definicion 3.3. Sean Q una reticula y f € E (Q). A la suma de las multipli-
cidades de todas las soluciones en T, de la ecuacion f([a]) = oo se le llama
el orden de f respecto a 2, y lo denotamos por ord(f).

En virtud de la Observacién 3.2, un problema muy importante e interesante es
el de construir explicitamente funciones elipticas no constantes. Para resolver
dicho problema, consideraremos primero algunas propiedades bésicas que
debe cumplir toda funcién eliptica.

Lema 3.4. Sean Q0 una reticula y f € E(Q). Entonces, f es constante si y
sdlo st ord(f) = 0.

Demostracion: Sabemos que f : C — C es una funcién meromorfa (definida
en C). Si f es constante, entonces f no tiene polos en C. Esto implica que
ord(f) = 0.

Reciprocamente, si ord(f) = 0, entonces f no tiene polos en C. Por lo tanto,
J es una funcién entera. Dado que T, es compacto y dado que f(C) = £(T,),
obtenemos que [ esta acotada en C. Por el Teorema de Liouville, concluimos
que f es una funcién constante. O

Observacion 3.5. Recordemos que si f : C — C es una funcidn meromorfa
definida en C, y sia € C es un polo de f de orden k, entonces existen U C C
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vecindad abierta de a y constantes ¢, € C, con —k < j € Z, lales que
c . #0yflz)=32" ,c.(2—a) para todo z € U. En estas circunstancias,

J=—k i
decimos que
-1

Z ¢,(z—a)

j=—k
es la parte principal de f en a (ver, por ejemplo, §4.5 de [2] 0 §1.8 de [11]).

Corolario 3.6. Sean Q una reticula y f,g € E(Q). Suponga que f y g tienen
polos en los mismos puntos de C y con las mismas partes principales en dichos
puntos. Entonces, existe una constante ¢ € C tal que f(z) = g(z) + ¢ para
todo z € C.

Demostracion: Definimos h : C — C como h(z) = f(z) — g(z) para cada
z € C. Entonces, h € E(Q) y h es entera. Por el Lema 3.4, existe ¢ € C tal
que h(z) = c para todo z € C. En consecuencia, f(z) = g(z) + ¢ para todo
€L, O

En pocas palabras, el Corolario 3.6 nos dice que, salvo constantes (complejas)
aditivas, las funciones elipticas estan determinadas por sus partes principales.

Corolario 3.7. Sean Q2 una reticula y f,g € E (Q). Suponga que f y g tienen
ceros y polos en los mismos puntos de C y con las mismas multiplicidades.
Entonces, existe una constante b € C* tal que f(z) = bg(z) para todo » € C.

Demostracion: Si g es idénticamente cero, entonces f es idénticamente cero
también. Por tanto, para todo b € C*, tenemos que f(z) = bg(z) para todo
z € C. Supongamos, entonces, que g no es la constante cero. Por tanto, f
tampoco se anula idénticamente y consideramos a la funcién ¢ : C — C
definida como ¢(z) = -‘;—c% para todo z € C. Entonces, ¢ € E (Q) y ord(¢) = 0.
Por el Lema 3.4, obtenemos que ¢ es la funcién constante b, para algan b € C.
Dado que f(z) = bg(z) para todo z € C, y que f no es la funcién constante

cero, concluimos que b € C*. O

Dado que toda funcién eliptica es meromorfa, una cuestién importante es la
de conocer el valor de la suma de los residuos de dicha funcién. El siguiente
resultado resuelve, de una manera muy agradable, dicha cuestion.

Proposicion 3.8. Sean Q = Q(w,n) una reticula y f € E(Q). Entonces, la
suma de los residuos de [ es igual a cero.
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Demostracion: Sea b € C tal que la frontera de la regién fundamental (para
Q1) P, dada por

b+n s b+w+n
/Y4 /
U 7, b+ w

no contiene a ningtn polo de f. Entonces, para calcular la suma de los resi-
duos de f en C, basta con calcular la suma de los residuos de f en el interior
de F,. Dado que la frontera P, es una curva cerrada, rectificable, homéloga
a 0 en C, y dado que f es analitica en OP,, el Teorema del Residuo implica
que la suma de los residuos de f es igual a

4

|
I IRICLEDY ( L | f(z)dz)

j=1

Dado que —w y 7 son periodos de f, obtenemos que (ver figura anterior)

/ fuz=— [ fetndern = [ f)s

y que Flz)ds= L,—w flz—w)d(z —w) = —/ f(z)dz

Yy Yo

Por lo tanto, o [,, f(2)dz =0y hemos probado el resultado. O
b

Una consecuencia muy importante de la Proposicion 3.8 es el siguiente
Corolario 3.9. No ezisten funciones elipticas de orden uno.

Demostracion: Sea €) cualquier reticula y supongamos que existe f € [ (1)
tal que ord(f) = 1. Entonces, existe una tnica clase de congruencia de polos
de f, digamos [b] € T,,, y dichos polos son simples. Sea P ¢ C una regién
fundamental para {2 tal que su frontera dP no contiene a ningtn polo de
[. Bsto implica que existen £ € [b] tal que £ € P — 9P y V C P vecindad
abierta de ¢ tales que, para todo z € V, se cumple que



donde a, € C para todo j, y a , # 0. Por lo tanto, la suma de los residuos
de f es igual a a_,. Por la Proposicién 3.8, obtenemos que a_, =0, lo cual
es una contradiccion. Concluimos que no existen funciones elipticas de orden
uno. O

Sean €2 una reticula y f € E (£2). Entonces, f es una funcién meromorfa defi-
nida en C y, por tanto, su derivada f’ también lo es. Nos preguntamos, ahora,
si dicha derivada es eliptica respecto a 2. Es decir, nos interesa determinar
si f" es doblemente periodica respecto a Q. El siguiente resultado responde
esta cuestion.

Lema 3.10. Sean Q una reticula y f € E(Q). Entonces, se cumple lo si-

guiente:
(1) f' € E(Q).
(2) Los inicos polos de la funcion £ := —-j:ﬂ son los ceros y polos de la funcidn

[, y dichos polos son simples.

Demostracion: Sabemos que f’ es una funcién meromorfa en C. Para todo
z € CycgeQ, tenemos que

J(z+9)+h) = fz+59)
h

flz+h) — 1(2) g

= limh_;.g h, = fl(Z)

f’(z + S’) = Eimh__,()

Por lo tanto, f’ es doblemente periodica respecto a €2. Es decir, f' € E(Q) y
hemos probado (1). Sabemos que los polos de f” coinciden con aquellos de f.
Dado que los polos de la funcién £ := —£ son los ceros de [ v los polos de f/,
tenemos que los tinicos polos de £ son los ceros y los polos de f. Verifiquemos
que dichos polos son simples. Sea P C C una region fundamental para  tal

que su frontera P no contiene a ningn cero ni a ningin polo de la funcion f.

(I) Supongamos que ¢ € P — 9P es un cero de multiplicidad & de f.
Entonces, existe V' C P vecindad abierta de ¢ tal que, para todo
z € V, se cumple que

gk g
D= ==



donde g : V' — C es una funcién analitica en V y g(€) # 0. Por lo
tanto, £ es un polo simple (con residuo k) de la funcién £.

(II) Supongamos que x € P — &P es un polo de multiplicidad k de f.
Entonces, existe U C P vecindad abierta de x tal que, para todo
z € U, se cumple que

M@k H()
T T a—x W)

4(z)

donde % : U — C es una funcién analitica en U y h(x) # 0. Por lo
tanto, x es un polo simple (con residuo —%) de la funcién .

Por (I) y (II), hemos probado (2). [

En el Corolario 3.9 establecimos la no existencia de funciones elipticas de
orden uno. Todavia no hemos demostrado la existencia de funciones elipticas
no constantes (las cuales, necesariamente, deberan tener orden mayor o igual
que 2), pero los siguientes dos resultados nos proporcionan informacién sobre
la manera en la que deben comportarse dichas funciones.

Proposicién 3.11. Sean Q una reticula y f € E () no constante. Entonces,
[ toma cada valor c € C ezactamente N = ord(f) veces.

Demostracion: Sea c¢ € C. Consideremos los tres posibles casos:

(1) Si ¢ = oo, entonces, por definicién de N, sabemos que f toma el valor co
exactamente N veces.

(2) Sic=0, entonces consideramos a la funcién £ := Tff’ la cual pertenece
a E () por el Lema 3.10. Sea P C C una regién fundamental para Q
tal que su frontera 0P no contiene a ningtin cero ni a ningan polo de 4.
Sea { &1RjRg } C P — JP el conjunto de todos los distintos ceros
de f en P, cada uno de ellos con correspondiente multiplicidad ;. Sea
{ X; |1<j<r } C P — 3P el conjunto de todos los distintos polos de f
en P, cada uno de ellos con correspondiente multiplicidad v,. Entonces,
N = Z;zl v,. Por el Lema 3.10 y la Proposicién 3.8, obtenemos que

Dby = D v =0
j=1 j=1
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Por lo tanto, N = 3%, uu., y f toma el valor 0 exactamente N veces.

(3) Si ¢ € C*, entonces consideramos a la funcién i : C —» T definida
como h(z) = f(z) — ¢, para todo z € C. Entonces, h € E () es no
constante y ord(h) = ord(f) = N. Por el inciso anterior, obtenemos que
h toma el valor 0 exactamente N veces. En consecuencia, f toma el valor
c exactamente N veces, y tenemos el resultado. O

Una consecuencia inmediata de la proposicién anterior es el

Corolario 3.12. Sean ) una reticula y f € E () no constante. Entonces,
[ tiene tantos ceros como polos en C.

Terminamos esta seccién utilizando lo que hemos aprendido sobre funciones
elipticas, y los resultados contenidos en §6 de estas notas, para demostrar la
existencla de funciones elipticas no constantes.

Teorema 3.13. Sean Q una reticula y N € N con 3 < N. Definimos F,, :

C — C como 3
Fy(z) = Zm

SEN

Entonces, F, € E(Q2) y ord(F,) = N.
Demostracion: Para cada ¢ € €2, definimos g, : C — C como

1 |
(2 — ) |

Sea K C C compacto y tal que K N2 = &. Entonces, para cada ¢ € §),
tenemos que g_ es una funcién analitica y acotada en K. Dado que K es un
conjunto acotado, obtenemos que 2|z| < |¢| para todo z € K y, salvo un
numero finito, para todo ¢ € . Definimos

PN S

A i={ceQ | 22| <[] para todo z € K }
Entonces, para todo z € K y para todo ¢ € A, , se cumple que

B<id -t <l
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Esto implica (ver Definicién 6.1) que

0.1 = sup{ lo,(2) | z€ K} < (E)N

<]

para todo ¢ € A,.. Dado que 2 < N, el Lema 6.7 implica que la serie

> ol

e

converge en R. Por el Criterio M de Weierstrass (ver Teorema 6.5), tenemos

que la serie
> =E

sef)

converge uniformemente en K. Recordando que 2 es un conjunto numerable,
el Teorema 6.6 implica que F, es una funcién analitica en C — €. Tenemos
que los tnicos polos de F, son los puntos ¢ € €2 (es decir, la clase de con-
gruencia [0] € T,), y que cada uno de dichos polos tiene multiplicidad N.
En consecuencia, F, es meromorfa en C. Verifiquemos que F,, es doblemente
periddica respecto a Q. Sean ¢ € (& y 2 € C — Q. El Criterio del rearreglo
(ver Teorema 6.4) implica que

1 1
Flz+¢)=)" CERERL > L =F,(z2)

4=9) <'efd

donde ¢’ := ¢ — ( para todo ¢ € Q. Si 2,{ € , entonces z+( € Q y

tenemos que
Fy(z+4() =00 = F,(2)

Por tanto, hemos probado que F, (z + ¢) = F,(z), para todo z € C y
para todo ¢ € ). En consecuencia, ¥, € E (). Dado que la tnica clase de
congruencia formada por polos de F,, es Q = [0] € T,, y que cada uno de
dichos polos tiene multiplicidad N, concluimos que ord(F,) = N. O

4. TFunciones elipticas de Weierstrass

Dada una reticula €, en la seccién anterior probamos que cualquier funcién
f € E(Q) no constante necesariamente cumple que 2 < ord(f). El Teore-
ma 3.13 representa un método para construir elementos de E (Q2) con orden
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mayor o igual que 3. Dicho método no se puede aplicar directamente para
construir elementos de E (Q) con orden igual a 2 (ver Lema 6.7). Esto no es
tan desafortunado como pudiera parecer a primera vista y, como descubrire-
mos a lo largo de esta seccion, el construir explicitamente funciones elipticas
de orden 2 es sumamente interesante y nos proporciona informacién muy ttil
para entender mejor a todas las funciones elipticas (ver siguiente secci6n).

Sea () una reticula. Supongamos que f € E () es tal que ord(f) = 2. Por
la Proposicion 3.8, sabemos entonces que se satisface una y solo una de las
siguientes afirmaciones:

(W) Existe una tnica clase de congruencia de polos de f en T, cada uno
de dichos polos es doble y tiene residuo cero.

(J) Existen dos clases de congruencia de polos de f distintas [a], [b] € T,
cada una de dichas clases consiste de polos simples y Res(f;z,) =
—Res(f;z,), para todo z, € [a] y 2, € [b].

En esta seccién, mantendremos en un primer plano a la Teoria de Funcio-
nes Elipticas propuesta por Karl Weierstrass (ver [22], 23| y [24]), la cual
se refiere a la afirmaciéon (W). Hemos elegido este enfoque por considerarlo
més accesible, en un primer acercamiento, al estudio sistematico de funciones
clipticas. La afirmacién (J) nos lleva al estudio detallado de funciones elipti-
cas desde el punto de vista desarrollado por Carl Jacobi. Desde 1825, Jacobi
estudio de manera sisteméatica a las llamadas series o funciones @, y con ellas
fundé su Teoria de Funciones Elipticas en la obra monumental Fundamen-
ta nova theoriae functionarum ellipticarum de 1829 (ver [10]). La Teorfa de
Funciones Elipticas introducida por Jacobi antecede a la de Weierstrass por
unos 30 anos. Recomendamos la lectura de [21], [19], [3], [12] y [15], en donde
se expone la importante y hermosa teoria de Jacobi, asi como la relacién
entre dicha teoria y la de Weierstrass.

En todo lo que sigue, para cada reticula (2, denotamos Q* := Q — {0}.

Definiciéon 4.1. Sea Q C C una reticula. Definimos g, : C — C como

Sl (o)

cEn*

La funcién g, se conoce como funcién pe de Weierstrass asociada a Q.
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Nuestro primer objetivo serd demostrar que, para cada reticula 2, se cumple
que p, € E (), que ord(p,) = 2, y que cada uno de los polos de g, es doble
con residuo igual a cero.

Proposicién 4.2. Sea §) una reticula. Entonces, se cumple lo siguiente:
(1) La funcion g, es meromorfa en C.

(2) Los tinicos polos de p,, son los puntos ¢ € Q. Cada uno de dichos polos
es doble y tiene residuo cero.

Demostracion: Para cada ¢ € 0¥, definimos g, : C — C como

1 1

zZ o — — —
(z—¢)2 2

Entonces, para cada ¢ € 2%, tenemos que g_ es una funcién meromorfa en C,
que g (0) = 0, que g_(z) = oo si y s6lo si z = ¢, y que dicho polo es doble
con residuo cero.

Sea K C C compacto tal que K N Q* = @. Entonces, se cumple lo siguiente: |
(a) Existe 0 < M tal que |2| < M, para todo z € K.

(b) Para todo z € K y, excepto un ntimero finito, para cada ¢ € * tenemos
que 2|z| < [¢].

Sea ¢ € 2" tal que satisface (b). Para cada z € K, tenemos que

<]

I Il _ 8l
2

Sle—ol yaque [2-z<2|+T =
Por tanto, si ¢ € * y satisface (b), entonces

z||2¢ — 2| _ 10M
- <
l2:(2) |z —c?[s]2 — [gf?

El Lema 6.7 implica que la serie

> g

cEn*
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converge en R. El Criterio M de Weierstrass implica que la serie

> e

sefn*

converge uniformemente en K y, por el Teorema 6.6, tenemos que esta serie
converge en C a una funcién meromorfa. Sea F : C — C dicha funcién
limite. Entonces, sabemos que F(0) = 0, que los tinicos polos de F en C son
los puntos ¢ € (1, y que cada uno de dichos polos es doble y tiene residuo
cero. Dado que, para cada z € C, se cumple que

oal) =5+ 3 8(2) = % +F(2)
cEN*

concluimos que g, es meromorfa en C, que los iinicos polos de esta funcién
son los puntos en 0" U {0} = Q, que cada uno de dichos polos es doble y
tiene residuo cero. [l

Invitamos al lector a comparar la demostracién anterior con aquella del Teo-
rema 3.13. El siguiente resultado es el eslabén que nos falta para poder
concluir que p,, € E (£2) para toda reticula (.

Lema 4.3. Sea Q) una reticula. Entonces, la funcidn p, es par.

Demostracion: Sea z € C. De la demostracién de la Proposicion 4.2, sabe-
mos que

Pa(—2) = =t F(-2)
Por el Criterio del rearreglo, obtenemos que

P2 =2 (ﬁ ) 9 -2 ((z = 2 (;)2) — e

gen*

donde ¢’ = —¢ para cada ¢ € Q*. Es decir, F es una funcién par. En conse-

cuencia,
1 1
pn(_z) - (_—2_)2 +F(_z) = W +F(Z) = Soﬂ(z)

para todo z € C, y tenemos que g, es una funcién par. O
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Proposicion 4.4. Sea Q una reticula. Entonces, la funcidn g, es doblemente
periddica respecto a §2.

Demostracicn.: Sea z € C. Sabemos que

El Teorema 6.6 implica que podemos derivar término a término, respecto a
z, a la serie de funciones que define a F para obtener que

, —2
P& =2

ceQ*

En consecuencia, para todo z € C tenemos que

oA =5+ 2 e = 2R

donde F, : C — C es la funcién eliptica respecto a (), de orden 3, que
construimos con el Teorema 3.13. Por otra parte, sea ¢, € {1 fijo. Definimos
f:C — C como

z ﬁan(z+§o) - pn(z)

Entonces, f es una funcién meromorfa en C. Para cada z € C, tenemos que
F'(2) =2(Fy(2) - (2 +)) =0
pues F, € E(Q) y ¢, € . Por lo tanto, f es constante en C. El Lema 4.3

implica que
—Sa < —$
f( 2) = pq (50)—509( 2) =0

Por lo tanto, para todo z € C y para todo ¢ € (1, se cumple que

L2 (Z = q) = g (z)

Es decir, la funcién g, es doblemente periddica respecto a (. O

Como una consecuencia de todo lo que hemos aprendido hasta ahora, tenemos
el importante

22



Corolario 4.5. Para toda reticula } C C, se cumple lo siguiente:

(1) p, € E(Q), ord(p,) =2 y p, es una funcidn par.

(2) g, € E(Q), ord(p)) = 3 y g!, es una funcién impar.

Demostracidn: Las proposiciones 4.2 y 4.4, y el Lema 4.3 establecen (1). Por el
Lema 3.10, tenemos que g/, € E(Q). En la demostracion de la Proposicion 4.4

establecimos que g = —2F,. Por tanto, ord(g]) = 3. Sea z € C. Entonces,
por el Criterio del rearreglo, obtenemos que

6 (=) = 2By (~2) =2} s =2 ) o = 2() = ()

cERN s'eQd

donde ¢’ = —¢ para cada ¢ € 2. Es decir, g/ es una funcién impar, y hemos
establecido (2). O

En lo que resta de esta seccion, nos interesa discutir algunas propiedades mas
tanto de una reticula Q € C, como de la funcién g, y su derivada.

Definicién 4.6. Sean Q una reticule y k € N. La k-ésima serie homogénea
de Eisenstein para §) se define como

G, () := Z qik '

cEN*
Lema 4.7. Sean Q) una reticula y k € N impar. Entonces, G, (Q) = 0.

Demostracion: Sabemos que k = 2m + 1 para algin m € N. Sea ¢ € Q*.
Entonces, —¢ € Q* y tenemos que
1 1 =1

= (Pl ¢

Por tanto,

Gk(ﬂ)=2$=2(%+(_#g)k):o

cefl* ceN*
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Observacion 4.8. Dada una reticula Q, los lemas 4.7 y 6.7 implican que
G, () es una serie absolutamente convergente para todo k € N con 3 < k.
Se puede probar (ver [2] y [11]) que, para todo z € C, se cumple que

1 ,
pillz) = s + Z(Qk —1)G, (222 y que
k=2

’ 2
(04(2))" = 4(pa(2))” = 9,00(2) — g,
donde g, = 60G, () y g, = 140G,(Q). A la ecuacion diferencial de pri-
mer orden

(05)? =49} ~ 900 — 9,
se le conoce como la ecuacién diferencial para g, y ¢,
Al lector interesado en un estudio detallado de las series de Eisenstein, le
recomendamos la lectura de [19].

Dado cualquier polinomio ctbico p € C|[z] de la forma
z — 4 —c,z—c,

tal que sus tres raices son distintas, existe una reticula Q C C tal que ¢, =
60G,(2) y ¢, = 140G,(Q) (ver [11]). Un poco més adelante (ver Teorema
4.13), enunciamos y demostramos el resultado reciproco. Para llegar a esto,
necesitaremos los siguientes cuatro resultados.

Lema 4.9. Sean Q = Q(w,,w,) = Zw, ® Zw, una reticula y w, = w, + w,.
Entonces, los unicos ceros de la funcidn @, en T, son [%l] para j =1,2,3,
y cada uno de dichos ceros es simple.

Demostracion: Sea ¢ € Q). Sabemos que § = =5 (mod €2). Por tanto, 2 (%) =
#,, (=5). Dado que g/, es una funcién impar, tenemos que

r (S _ (TSN (S
Ba (5) P73 T (5)
En consecuencia, o bien g/ (%) =00 g (%) = oo para todo ¢ € 2. Dado

que €2 = [0] es el tinico polo de !, en T,, y que, para j = 1,2, 3, tenemos que

%1 no es congruente con 0 médulo 2, obtenemos que g/, (%”) = (. Como
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ord(p)) = 3 y dado que {%‘}, [%J y [w—ﬂ son conjuntos ajenos por pares,
tenemos el resultado. O
Lema 4.10. Sean Q = Q(w,,w,) una reticula y w, ‘= w, +w,. Para j =
1,2,3, definimos e, := p, (%’) Entonces, e, ,e,,e, € C son mutuamente
distintos.

Demostracion: Para j = 1,2,3, sabemos que “;—” & Q y, por tanto, e; # oo.
Para cada j = 1,2, 3, definimos f, : C — C como

2 —  pa(z)— e
Entonces, f, € E(Q) y ord(f,) = ord(p,,) = 2. Esto implica que el conjunto
{[eT, | fi([e)) =0}

o bien consiste de un tnico punto y dicho cero es doble, o consiste de dos

puntos distintos y cada uno de dichos ceros es simple. Para cada j = 1,2, 3,

tenemos que f, ( %’—D = 0. Dado que fjf = pl, el Lema 4.9 implica que

I (ﬁ—’D = (. Por tanto, [%L] € T, es un cero doble de f, y, por consi-

7
guiente, es el tinico cero en T, de T

Por otra parte, sabemos que [%L}, [g—‘*], [%1] € T,, son conjuntos ajenos por

1) =

para todo j, k € { ;2.8 }, concluimos que e, # e, siempre que j # k. 1

pares. Dado que

Lema 4.11. Sean = Q(w,,w,) una reticule y w, = w, + w,. Suponga
que z € C es tal que z no es congruente con 0, f‘—g—, %1 nt con %1 mddulo .
Entonces, z no es congruente con —z mdodulo .

Demostracion: Supongamos que existe z € C tal que 2 no es congruente con
W w, W q
0, 5, = ni con <, pero se cumple que z = —z (mod £2). Entonces, sabemos
s -+ . . « .
que existen n,m € Z tales que z = =122 Consideremos los siguientes

2
cuatro posibles casos:

(a) Si n,m € Z son ambos pares, entonces z € ) = [0], lo cual es una
contradiccién.
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. . w, P
(b) Sin,m € Z son ambos impares, entonces z = = (m6d ), lo cual es una
contradiccion.

(c) Sin es par, entonces (por (a)) tenemos que m es impar. Obtenemos que
z= "2 (mod Q), lo cual es una contradiccion.

(d) Sin esimpar, entonces (por (b)) tenemos que m es par. Obtenemos que
z =% (mo6d Q), lo cual es una contradiccion.

Por (a) — (d), concluimos que z no es congruente con —z maédulo (2. O

Dados una reticula Q y ¢ € C, estamos en condiciones de discutir al conjunto
{[2] € T, | p,([z]) =c}, lo cual hacemos a continuacion.

Proposicion 4.12. Sean = Q(w,,w,) una reticula, w, == w, +w, yc € C.

Para j = 1,2,3, denolamos e, := p, (%) Entonces, se cumple lo siguiente:

(1) Sice {e, e, e,00}, entonces la ecuacion p,([2]) = ¢ tiene una tnica
solucion en T, la cual es doble.

(2) Sic#e,,e,,e,,00, entonces la ecuacion p,([z]) = ¢ liene dos soluciones
simples en T,.

Demostracién: Sea ¢ € C. Si ¢ = oo, entonces la Proposicién 4.2 implica que
{2 = [0] es la tinica solucién en T, de la ecuacion g, ([z]) = oo, que dicho polo
es doble y que tiene residuo cero. Para ¢ = e, con j = 1,2, 3, el Lema 4.10

implica que [%’—} es la tnica solucién en T, de la ecuacién p,([2]) = e,;. Dado

que ord(gp,) = 2, tenemos que dicha solucién es doble, y hemos probado ( 1).
Sic#e,,e,,e,,00, entonces definimos ¢ : C — C como

g — pfz)—ec

para todo z € C. Tenemos que ¢ € E (2), que ord(®) = ord(p,) = 2 y que
es una funcién par. Por tanto, la Proposicién 3.11 implica que existe a € C*

tal que ®(+a) = 0. Si +a € [%—] para alguna 7 € { 1,23 }, entonces ¢ = e,

. (o S hJj
lo cual es una contradiccién. En consecuencia, tenemos que +a ¢ — | para

j =1,2,3. El Lema 4.9 implica que ®'(+a) = p/ (£a) # 0. Es decir, -a es un
cero simple de la funcién ®. Dado que ¢ # e, , e,, ,, 00, el Lema 4.11 implica
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que @ no es congruente con —a moédulo . Dado que ord(®) = 2, obtenemos
que [a] y [—a] son las tinicas soluciones en T,, de la ecuacién p,([2]) =cy
son soluciones simples, con lo cual hemos probado (2). ]

Teorema 4.13. Sean ) = Q(w,,w,) una reticules, w, = w, +w,, g, =
60G,(Q) y g, = 140G, (82), donde G,(2), G,(Q) € C son, respectivamente,
la cuarta y la sexta series homogéneas de Fisenstein para (). Entonces, el
polinomio cibico p, € C[z| definido como

z — 48 —g,z—g,
tiene tres raices distintas en C.

Demaostracion: Por la Observacion 4.8, sabemos que

(0L, (121))? = 4 (pa ([2]))° — G0 ([2]) — g4

para todo [z] € T,,. El Lema 4.9 implica que

pale) =pa (o ([31)) = (51 ([3)) =0

para j = 1,2,3. Por el Lema 4.10, obtenemos que e ,e, v e, son las tres
raices distintas de p,, en C. O

4.1.  Curvas Elipticas

No lenfan miedo, sdlo estaban asustados de su propio valor.

-Memorial del convento (José Saramago)-

Después de tanto ajetreo, queremos invitar al lector a que se relaje un poco
antes de entrar de lleno a la altima seccion de estas notas. Lo que le propone-
mos es recurrir a todo lo que hemos aprendido, hasta ahora, sobre funciones
elipticas y que miremos a los toros con otros ojos.

Consideremos a C con la topologia usual. Definamos A = { UcC|

U es abierto } y A :=={VU{o0} |V = C—K para algin K C C compacto }.

Inducimos una topologia en C declarando a cada elemento de la familia 2 :=
AU A, como abierto, y dotamos a C x C con la topologia producto. Sean
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Q2 una reticula, g, := 60G,(Q) v g, := 140G, (£2). Consideremos al polinomio
cibico p,(z) = 42* — g,z — g, y definamos

E, ={(X,Y)eCxTC|Y?*=p,(X) }

Dotamos a E_ con la topologia que hereda como subconjunto de C x C. Por
la Observacion 4.8, sabemos que (p,([2]), ¢/, ([2])) € E,, para todo [z] € T,
El siguiente resultado nos dice un poco més sobre la relacion entre E, y el
toro T,,.

Teorema 4.14. Sean ) = Q(w,,w,) una reticula y w, := w, +w,. Definimos
H:T, — E, como

[z — (palle) ,([eD)
Entonces, H es un homeomorfismo.

Demostracion: Dado que p,,, p!, € E(Q2), sabemos que ambas funciones son
constantes en cada clase de congruencia mddulo 2. Por lo tanto, H es una
funcién bien definida (es decir, su valor no depende de la eleccién que hagamos
del representante de cada clase de congruencia médulo €2). Sea (X,Y) € E,,.
Tenemos tres posibles casos:

(1) Si (X,Y) = (00,00), entonces sabemos que H([0]) = (X,Y) y que
H([z]) # (X,Y) para todo [2] € T, — {[0] }.

(2) 8i (X,Y)={(e,,0) = (gon (%) ,D) para algin j € {1,2,3 }, entonces el
Lema 4.9 y la Proposicion 4.12 implican que H ([%’D = (e,,0) y que
H([z]) # (e,,0) para todo [z] € T, — { [%] }

(3) Si (X,Y) ¢ { (c0,00),(e,,0), (e,,0), (e,,0) }, entonces, dado que X #
00, €,, €,,€,, la Proposicién 4.12 implica que existe

aet {0 3] 3] [3]}

tal que [a] y [—a] son las Gnicas soluciones distintas en T, de la ecuacion
Pa([2]) = X. Supongamos que g ([—a]) = ¢ ([a]). Dado que g es
una funcién impar, tenemos que g/ ([a]) = —g/,([a]). Entonces, o bien
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([a]) = 0 0 g ([a]) = oo, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
([=a]) # @, ([a]). Por otro lado, dado que Y # 0,00 y que

(0, ([£a]))® = Pq (o ([£a])) = Pa(X) = ¥?

obtenemos que g/ ([a]) =Y o g/, ([~a]) =Y. En consecuencia:
oH([a]) = (X,Y) y H([]) # (X,Y) para todo [2] € T, — {[a] }, 0

eH([~a]) = (X,Y) y H([) # (X, ¥) para todo [-] € T, — { [a] }.

Por tanto, tenemos que H es una biyeccién. Dado que g, y ¢!, son funciones
holomorfas y no constantes en T,,, entonces son continuas y abiertas en T,,.
Concluimos que H es un homeomorfismo. ]

Para cada reticula €2, el toro E, es un ejemplo de las llamadas curvas elipticas.
Referimos al lector a [15| para un estudio detallado y muy agradable de las
curvas elipticas,

5. El campo de funciones elipticas E ()

Como avisamos al principio de la seccién anterior, el haber construido a la
funcién p,,, para una reticula (2, nos proporciona informacién muy util para
entender mejor a todos los elementos de E (2). En esta seccién, precisare-
mos esta afirmacién al discutir al campo de funciones elipticas respecto a
una reticula.

Para cada ¢ € C, definimos f, : C — C como
z — ¢

Es decir, f, es la funcién constante c definida en C. En lo que sigue, denota-
remos a f, y a f, por 0 y 1, respectivamente. Consideremos al conjunto

C:={f|ceC}
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Tenemos que C forma un campo bajo la suma y el producto usuales de
funciones. Ademas, la funcién ¥ : C — C dada por

C ._> fC

define un isomorfismo de campos. Para toda reticula (2, sabemos que C C
E () y, por esta razon, consideramos a C como un subconjunto de E (). El
siguiente resultado establece que podemos decir mucho més sobre la estruc-
tura algebraica del conjunto E ().

Proposicién 5.1. Sea §) una reticula. Entonces, el conjunto E (Q) forma un
campo bajo la suma y el producto usuales de funciones.

Demostracion: Sabemos que la suma y el producto usuales de funciones son
operaciones conmutativas y asociativas, y que el producto se distribuye sobre
la. suma. También sabemos que E(Q) es cerrado bajo dichas operaciones.
Tenemos que 0,1 € E (2) son, respectivamente, el elemento neutro aditivo
y el elemento neutro para el producto. Para f € E (), denotamos por —f y

por % a las funciones, definidas en C y con valores en C, dadas por

L
/(z)

respectivamente. Sea f € E (£2). Dado que —f € E(Q) y que f+(—f) =0=
(—f)+f, tenemos que E () es cerrado bajo la toma de inversos aditivos. Sea

g € E(Q) — {0}. Entonces, % es una funcién meromorfa en C. Tenemos que

z — —(f(2)) y =z

1(z+*)— 11
A TERIS BPTE)

para todo z € C y para todo ¢ € Q. Por tanto, é € E(9). Sea a € C un cero

(respectivamente, un polo) de multiplicidad & de g. Entonces, a es un polo
(respectivamente, un cero) de multiplicidad k& de %. Por tanto,

B

y tenemos que E (£2) es cerrado bajo la toma de inversos para el producto.
Por todo lo anterior, concluimos que E (Q2) forma un campo bajo la suma y
el producto usuales de funciones. [l
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Observacion 5.2. Sea Q una reticula. Dado que C C E(Q), la Proposicidn
5.1 establece que E (1) es un campo de extension de C y, por tanto, tiene
caracteristica cero. A E(Q2) se le denomina el campo de funciones elipticas
respecto a §l.

Sea () una reticula. Para proseguir nuestra discusién sobre el campo E (Q),
nos interesa describir a dos subcampos de E (£2) que resultan ser particular-
mente importantes (ver Teorema 5.7). Definimos

E, (Q):={f€E(Q)]| f es una funcién par }

Dado que p, € E, (), tenemos que E, (©2) # @. Sabemos que f, € E ()
para todo ¢ € C (en particular, 0,1 € E (), y que E, (2) es cerrado bajo
la suma y el producto usuales de funciones. También tenemos que — f, % €
E, (Q2) para todo f € E, () y para todo g € E_ (€2)—{0}. En consecuencia,
E_ (©) es un subcampo de E (£2). Por otro lado, dado que p, € E, (Q) y que
C CE, (), tenemos que

C(pg,) = { % | P,@Q € Clz] y Q no es el polinomio cero}

es un subconjunto de I, (£2). Tenemos que C C C(g,,) (los polinomios cons-
tantes) y que C (p,) es cerrado bajo la suma y el producto usuales de fun-
ciones.

S1 P(PQ)

Tlog) < C (p,,), entonces

Pl —Plpd . Ples)
Qlon) ~ Qlen) ~ —Qlpy) < C 00

Si, ademas, P no es el polinomio cero, entonces

1 Qp,)
=28l c g (p,)
(gey) Flow)

En consecuencia, tenemos que C (g,,) es un subcampo de E_ (Q).

Observacion 5.3. Dada una reticula Q, tenemos que C(p,) es el menor
campo que contiene a todas las funciones constantes C ~ C y a la funcidn
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p,- Este campo se conoce como el campo de funciones racionales de p,, con
coeficientes complejos.

Proposicion 5.4. Sea 2 = Q(w,,w,) una reticula. Entonces, se cumple que
Ep (Q) =C (pn)

Demostracion: Sabemos que C (p,) C E, (Q2). Sea f € E, (©2). Si f es una
funcién constante, entonces f € C(p,,). Supongamos, entonces, que f no es
constante. Entonces, f' # 0 y, por el Lema 3.10, tenemos que f' € E(Q).
Denotamos N := ord(f) y M := ord(f’). Por el Corolario 3.9, tenemos que
2 < N, M. Por la Proposicién 3.11 tenemos que, contando multiplicidades,
existen exactamente M clases de congruencia (2], [2,], ..., [2,,] € T, tales que
f'([z,]) =0 para j=1,2,.., M.

Sea ¢ € C. De nuevo, por la Proposicion 3.11, sabemos que, contando mul-
tiplicidades, la ecuacién f([z]) = c tiene exactamente N soluciones en T,.
Dado que una tal solucién [z] es multiple sélo si f'([z]) = 0, tenemos que,
excepto para un numero finito de valores de ¢ € C, todas las soluciones en
T, de la ecuacion f([z]) = ¢ son simples. En consecuencia, podemos elegir
c,d € C distintos y tales que:

(1) Todas las soluciones en T, de las ecuaciones f([z]) = cy f([z]) = d
son simples.
(2) Ninguna de las soluciones en C de Las ecuaciones f(z) =cy f(z) =d es
e Wi P e B

congruente con 0, 5+, =% 0 < := 152 médulo ().

Dado que f € E (Q), sabemos que f(z) = ¢ implica que f(—2z) = ¢ también.
Por (2) y el Lema 4.11, tenemos que una tal solucién z € C no es congruente

con —z médulo 2. En consecuencia, N es par y existen a,,...,a, € C tales
b

que { [+a,] | 1 < j < &} es el conjunto de todas las soluciones distintas en
T, de la ecuacién f([z]) = ¢. Con un razonamiento analogo, obtenemos que
existen b, ..., b%; e C tales que {[£b,] | 1 < j < &} es el conjunto de todas

las soluciones distintas en T, de la ecuacion f([z]) = d.

Dado que ¢ # d, para todo 1 < j < -‘z—r, tenemos que [a;] N [£b,] = @ y que
[~a,] N [£b,] = @. Definimos g : C — C como




Entonces, g € E (). Ademas, { [+a,] |1 < j < ¥} es el conjunto de todos
los ceros distintos de g en Ty, los cuales son simples, y { [£b,] |1 <j <&}
es el conjunto de todos los polos distintos de g en T,, los cuales son simples
también (en particular, ord(g) = ord(f) = N). Definimos h : C — C como

l
:j vl

Q(Z) - pn(a_—;)
n(z) - pn(bj)

J=1

Entonces h € C(p,). Dado que ord(p,) = 2 y que p, € E, (), por (2)
obtenemos que:

(1’) Para cada 1 < j < %, se cumple que [ta,] son las tnicas soluciones

]
distintas en T,, de la ecuacién g, ([2z]) = p,(a,), las cuales son simples.

(2) Para cada 1 < j < &, se cumple que [£b,] son las tnicas soluciones

distintas en T,, de la ecuacion g, ([2]) = @, (b,), las cuales son simples.
En consecuencia, {[£a,] | 1 < j < &£}y {[£b] |1 < j < Z} son,
respectivamente, el conjunto de todos los ceros distintos y de todos los polos
distintos de h en T, los cuales son simples. Dado que g,h € [E(92) tienen

ceros y polos en los mismos puntos de C y con las mismas multiplicidades,
el Corolario 3.7 implica que existe A € C* tal que g = Ah. Por tanto,

_c—dAh(2)
1@ =T

para todo z € C y obtenemos que f € C(gp,). En consecuencia, E () C
C (pg) y concluimos que E, (Q) = C (). O

Sea {) una reticula. En cuanto a la relacién entre C (p,,) v €l conjunto de los
elementos de [E (Q1) que son funciones impares, tenemos el siguiente

Corolario 5.5. Sea Q0 una reticula. Si f € E(Q) es una funcidn impar,
entonces existe R € C(p,) tal que f = g R.

Demostracion: Sea [ € E(Q) una funcién impar. Dado que g/ € E ()
también es una funcién impar, tenemos que R : C —+ C definida como

f(z)
@ (2)
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pertenece a E, (Q2). Entonces, f = p! R y, por la Proposicién 5.4, tenemos
que R € C(p,). O

Sea () una reticula. Para poder dar la caracterizacién que nos interesa de
todos los elementos de E (2), nos hace falta describir a otro subcampo de
E (©2). Dado que g, g, € E(Q), entonces

P
C (pq, pl) = { M | P,@Q € Clz,y] y @ no es el polinomio cero }
Q(pq; ©,)

es un subconjunto de [E (€2). Usando un argumento anélogo al que utilizamos
en el caso de C(p,) = E, (Q2), obtenemos que C (p,, 5021) es un subcampo
de E (Q).

Observacién 5.6. Dada una reticula 0, tenemos que C (gaﬂ, go;z) es el menor

campo que contiene a todas las funciones constantes C =~ C y a las funciones
©q ¥ ©),. Este campo se denomina el campo de funciones racionales de g, y
@, con coeficientes complejos.

Concluimos esta seccion precisando la afirmacion de que, para toda reticula
2, el haber construido a la funcién g, (y analizado varias de sus propiedades)
nos permite conocer a todos los elementos de E (£2).

Teorema 5.7. (Caracterizacion de funciones elipticas) Sean §) una reticula
y f € E(Q). Entonces, existen R,,R, € C(p,) = E, (Q) tales que f =
R, + ¢/ R,. En consecuencia, E (O } C (Par0,) -

Demostracidn: Sabemos que C (p,, pl,) C E(2). Sea f € E(Q). Definimos
fo.f.:C —+ C como

[ (2) —sz(_—z) y f.(2)= fz#

Entonces, f,,f. € E(Q), f, € E () y f_ es una funcién impar. Por la
Proposicién 5.4 y el Corolario 5.5, sabemos que R, := f, € C(p,) y que
existe F, € C(p,) tal que f_ = p! R,. Dado que f = f,_ + f_, obtenemos
que f = R+ R, € C (p,, . )- Por tanto, E (22) € C (p,, p;) y concluimos
queE(Q):C(@wsolg)' =
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6. Apéndice: Convergencia de sucesiones y series de funciones me-
romorfas

Este Apéndice contiene las definiciones y los enunciados de los resultados
sobre convergencia de sucesiones y series de funciones meromorfas que hemos
utilizado en las secciones 3 y 4. Omitimos las demostraciones, las cuales se
pueden encontrar, por ejemplo, en [9], [4] ¥ [17].

Definicién 6.1. Sea D C C no wvacio.

(a) Dada una funcién f : D — C definida en D, definimos la norma de f
respecto a D como |f|, = sup{|f(2)| | z € D} (observamos que |f]|,
puede tomar el valor 0o ).

(b) Para cadan € N, sea f, : D — C una funcion definida en D. Decimos
que la serie y - f. converge en norma en D, si y sdlo si para cada
z € D emiste una vecindad abierta z € U C D tal que la serie Y - o |f. |,
converge en R.

Definicién 6.2. Sea D C C no vacio. Para cadan € N, sea f, : D — C
una funcion definida en D.

(a) Decimos que la sucesidn { f.|neN } es uniformemente convergente
en D a una funcion f : D — T si y sdlo si para todo 0 < € eziste
N = N(e) € N tal que |f(z) — f,(2)| < € para todo N < n y para todo
ze D.

. . 00 . s

(b) Decimos que la serie )~ f, converge uniformemente en D a una f'zrfncwn
; . - . ‘s - - 7

f: D — C siy sdlo si la sucesion de sumas parciales {sm = w k|

m e N} es uniformemente convergente en D a la funcidn f.

En ambos casos, tenemos que la funcidn f estd determinada de manera tinica
por las funciones f,, y decimos que f es la funcién limite.

Definicién 6.3. Sea D C C no vacio. Para cadan € N, sea f, : D — C
una funcién definida en D. Decimos que la serie y - [, converge compac-
tamente en D st y sdlo si para todo K C D compacto la sucesion de sumas

; il ;
parciales { S = Y i fan | m e N} converge uniformemente en K.
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Teorema 6.4. (Criterio del rearreglo) Sea D C C no vacio. Para cadan € N,
sea f, : D — C una funcidn definida en D. Suponga que la serie > oo f.
converge en norma en D a una funcion f : D —» C. Entonces, para toda
biyeccion ¢ : N — N, la serie )~ también converge en norma en D
a lo funcion f.

Teorema 6.5. (Criterio M de Weierstrass) Sea D C C no vacio. Para cada
n €N, sea f, : D — C una funcién definida en D. Suponga que existe una
sucesion de nimeros reales no negativos {M n e N} tal que |f,|, < M,
para cada n € N, y tal que la serie Zf;o M, converge en R. Entonces, la

serie Y oo o [, converge uniformemente en D.

Teorema 6.6. Sea D C C no vacio. Para cadan € N, sea f, : D — C
una funcidn meromorfa (respectivamente, holomorfa) definida en D. Suponga
que la serie Y - f. converge compactamente en D a una funcidn f : D —»
C. Entonces, [ es meromorfa (respectivamente, holomorfa) en D y la serie
Yoo [ converge compactamente en D a la funcion f'.

#(n)

Lema 6.7. Sean £ una reticula, * =Q — {0} y s € R. Entonces, la serie
Pt ﬁ converge si y solo si 2 < s.
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