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Prefacio

El interés fundamental de este trabajo, es actualizar un sistema para gene-
racién de mallas estructuradas sobre regiones planas irregulares, que requiera
un minimo de recursos del sistema de computo, en este caso del sistema MS-
DOS'. En este sistema, la actualizacién consiste en implantar algunos de los
nuevos funcionales de drea y Cuasi-Armoénicos que son muy eficientes en regiones
irregulares.

En el primer capitulo hacemos una introduccién y una historia del problema
de generaciéon de mallas estructuradas sobre una regién plana.

En el segundo capitulo, presentamos los métodos variacionales continuos
que son el punto de partida para muchos de los métodos m4ds recientes. La idea
es elegir de todos los mapeos del cuadrado unitario en la regiéon dada, aquel
que optimice alguna propiedad geométrica y resolver la ecuacién diferencial que
caracteriza el mapeo 6ptimo.

En el tercer capitulo, desarrollamos la teorfa bdsica de los métodos varia-
cionales discretos, que se deducen siguiendo la teorfa que Ivanenko aplicé al
funcional de suavidad o arménico, como lo llamaremos de ahora en adelante. La
idea fundamental consiste en discretizar el funcional en lugar de las ecuaciones
de Euler-Lagrange, asf en vez de resolver un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales, lo que haremos serd resolver un problema de optimizacién de gran
escala.

En el capitulo cuatro consideramos el problema de generar mallas arménicas
minimizando ciertos funcionales que hacen sencilla la implementacién del algo-
ritmo de minimizacién y que ademds producen resultados adecuados. Ademéds
se introduce el concepto de e-convexidad, que permite eliminar la inestabilidad
numérica que se presenta al generar mallas convexas con la condicién de que el
drea de los tridngulos sea positiva para todos los tridngulos de la malla.

IMS-DOS son las siglas de MicroSoft Disk Operating System, Sistema operativo de disco
de Microsoft. Es un sistema operativo comercializado por Microsoft perteneciente a la familia
DOS. Fue un sistema operativo para el IBM PC que alcanzé gran difusién
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En el capitulo cinco explicamos las herramientas que se usan para obtener
mallas estructuradas armonicas de manera eficiente.

Primero damos las férmulas de la interpolacién transfinita, que se usan para
construir una malla inicial, luego se explica como para combinar funcionales es
necesario normalizarlas y como se lleva a cabo esta normalizacién, al final se
explica como se utiliza el método de Newton punto a punto para realizar la
optimizacién de un problema de gran escala.

En el capitulo seis, se presenta la descripcién del sistema.
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Capitulo 1

Conceptos Preliminares
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1.1. Solucién de ecuaciones diferenciales parciales

La modelacién matemédtica de problemas de la fisica y la ingenierfa da lugar
a ecuaciones diferenciales parciales sobre una regién en el plano o en el espacio
(region fisica) donde el modelo estd definido.

El problema de resolver numéricamente ecuaciones diferenciales parciales
surge del hecho de que las ecuaciones diferenciales parciales sélo se pueden
resolver de manera analitica para casos muy simples, por lo que es necesario
desarrollar métodos numéricos que proporcionen buenas aproximaciones y sean
lo mas eficientes posible.

La solucién de sistemas de ecuaciones diferenciales parciales por lo general
requiere de la discretizaciéon del dominio en un conjunto de celdas en las cuales se
realizan aproximaciones que transforman la ecuacién diferencial en un sistema
algebraico de ecuaciones el cual se resuelve numéricamente.

1.2. Discretizacion del dominio

La discretizacién de la regién de interés consiste en dividir la regién en
pequenas regiones elementales, llamadas celdas, estas celdas son tridngulos,
cuadrildteros, hexdgonos, etc. En el caso de regiones en el espacio son tetraedros,
hexaedros, prismas, etc. En este trabajo solo estamos interesados en regiones
planas, esto es dividir regiones planas en celdas, es decir, si 2 es la region de
interés entonces
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N
Q= UQ,

i=1

donde N es el nimero de elementos en que se divide (2.
Este problema puede ser trivial, como seria el caso de dividir el cuadrado uni-

tario en rectdngulos o muy dificil si la regién es muy irregular como la superficie
de la repiblica mexicana.

Discretizacién de una regién Trivial — Discretizacién de una regién Complicada

En los tltimos 30 afnos se ha empezado a desarrollar software que construye
estas divisiones y el drea que aborda esta temadtica se conoce como generacién
de mallas, ya que a la regién con subdivisiones en celdas se le llama una malla
de la region.
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1.3. Generacion de mallas

Una regién se puede mallar de varias formas: en tridngulos ¢ rectdngulos 6
cuadrados.

Cuadrilateros

Fig. tomada de
http :  //www.scielo.cl/ fbpe/img/infotec/v1Tn3/ figl6 — 1.5pg

Fig. tomada de
hitp : //mapserver.inegi.gob.mz/geogra fia/espanol /normatividad/mde/mde01.jpg
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Tridngulos:
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Fig. tomada de

www.research.ibm.com/.../srf fit/sf prb.gifejemplos

Fig. tomada de

www.uoguelph.ca/ mgarvie/mesh_temp.jpg

Dos métodos numéricos fundamentales en la solucién de ecuaciones diferen-
ciales parciales son los de diferencias finitas y el método de elemento finito.
Algunas personas prefieren el método de diferencias finitas porque es muy fa-
cil numerar los nodos y las celdas y los sistemas algebraicos resultantes tienen
matrices con estructuras de tipo banda por bloques y otras propiedades que
resultan muy ttiles en la solucién numérica.

El problema que presenta la solucién usando diferencias finitas es que no se
puede aplicar ficilmente en regiones irregulares. Sin embargo desde hace apro-
ximadamente medio siglo se propuso usar cambio de variables y transformar un
problema sobre una regién arbitraria a un problema sobre el cuadrado unitario.
Para poder aplicar este método, es necesario construir una transformacién suave
y biyectiva entre la regién de interés y el cuadrado unitario. Este es el proble-
ma que abordaremos en los capitulos siguientes y se conoce con el nombre de
generacion numérica de mallas estructuradas sobre regiones planas irregulares.
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Otras personas prefieren el Método del elemento finito porque se puede
aplicar en mallas que no tienen que ser estructuradas.

1.4. Mallas estructuradas

Llamamos mallas estructuradas en una regiéon a una transformacién del
cuadrado unitario sobre la regién. Las regiones estandar son usualmente bo-
las unitarias bajo alguna norma. Nosotros consideraremos como regién estandar
al conjunto By = [0,1] x [0,1]. Pero de aqui en adelante usaremos el témino
bola unitaria.

1.4.1. Meétodos para generar mallas estructuradas
Métodos Algebraicos

Se basan en la transformacién de coordenadas de un dominio fisico; dada su
naturaleza algebraica se han aprovechado sus caracteristicas de célculo rdpido
con el que se generan en comparacién con los métodos que utilizan ecuaciones
diferenciales parciales; sin embargo este tipo de métodos no garantizan suavi-
dad de la malla. Entre los métodos més utilizados en la generacién de mallas
algebraicas se puede mencionar al método de interpolacién Lagrange, la inter-
polacién de Hermite, Splines o bien la interpolacién Transfinita (TFI por sus
siglas del inglés).

A continuacién se presentan algunas mallas generadas por medio de inter-
polacién transfinita (TFI).

Mallas generadas con TFI

[]

Regiones simples
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Mallas generadas con TFI

] I iz

il
A Y

Regiones Complicadas

Meétodos que utilizan Ecuaciones Diferenciales.

Meétodos Elipticos Los métodos elipticos se basan en la solucién de ecua-
ciones diferenciales parciales elipticas con algunas condiciones sobre ellas que
son los llamados términos fuerza (forcing terms). Este problema es formulado
por medio de un conjunto de ecuaciones de Poisson (ver Thompson 1977). La
solucién del sistema puede ser obtenida por medio de un método iterativo, por
ejemplo el método de sobrerelajaciones (SOR) o bien algin otro método ite-
rativo. Los sistemas elipticos producen mallas muy suaves, ademds pueden ser
utilizadas para suavizar mallas con picos.

Malla generada utilizando la ecuacién de Laplace

Meétodos Hiperbdlicos Los métodos hiperbolicos se basan en la solucién
de ecuaciones diferenciales del tipo hiperbdlico, estas son resueltas hacia afuera
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de la frontera del dominio.

La idea de utilizar ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlicas es muy
efectiva para flujos externos donde se tiene paredes en las fronteras.

La formulacién basica de mallas hiperbdlicas sienta su base en condiciones
sobre la ortogonalidad y el drea de las celdas. Estos métodos operan suavizando
lineas en la malla y checando la ortogonalidad de las celdas.

Métodos Ortogonales Tinoco[24] define a las mallas ortogonales como:

Las mallas que tienen la propiedad de que sus lineas coordenadas son ortogo-
nales (6 casi ortogonales) son preferidas en la solucidn numérica de ecuaciones
diferenciales parciales, debido a que con tales mallas el error de truncamiento
se ve reducido. También tienen la ventaja de que al transformar la ecuacion a
resolver, aparecen menos términos que para una malla no ortogonal y que las
condiciones de frontera se pueden representar mds facilmente. Una desventaja
es que requieren de una parametrizacion muy particular en la frontera. En la
practica, el encontrar una malla ortogonal para una region dada puede ser ex-
tremadamente dificil. Los sistemas ortogonales no mecesitan ser conformes, y
pueden ser generados tanto por sistemas hiperbolicos como elipticos.

Métodos Variacionales De entre los métodos que se han desarrollado en es-
ta drea estamos interesados en los que se obtienen por medio de una formulacién
variacional de las propiedades geométricas de la malla deseada. A esta rama se
le conoce como Generacién Variacional de Mallas.

Dentro de esta formulacién variacional se puede hacer una gran subdivisién
entre los métodos continuos y los discretos.

Métodos Variacionales Continuos Los métodos variacionales continuos para
la generacién de mallas fueron introducidos por Winslow en 1967 [27]. Brack-
bill y Saltzman 1982 [9] retoman el trabajo de Winslow y proponen un método
adaptivo de zona, con el propésito de tratar de obtener una malla m&s suave.
Mi4s tarde Roche y Steinberg' hacen una formulacién novedosa.

Métodos Variacionales Discretos Castillo? [11] propone construir ma-
llas optimizando funciones que midan las propiedades geométricas de las celdas,
a estas funciones se les llama las funcionales y solo dependen de los vértices de las
celdas de la malla, asi si uno desea una malla de m x n entonces la funcién solo
depende de los puntos internos de la malla (m-2) (n-2) y entonces el problema
que se tiene es el de encontrar el minimo de una funcién 2(m-2)(n-2) variables,
para lo cual se usa un método de optimizacién de gran escala, como el gradiente
conjugado no lineal o memoria limitada de Nocedal.

Thttp://www.math.unm.edu/stanly/
Zhttp://www-rohan.sdsu.edu/ ~castillo/
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Castillo [11] introduce las funcionales® de longitud drea y de ortogonalidad
y usando combinaciones lineales de ellas puede generar mallas sobre regiones
no muy complicadas, sobre regiones irregulares es muy dificil encontrar una
combinacién que produzca mallas no dobladas®.

Generacion de mallas

Malla generada con el funcional de suavidad, con el generador TTM

Generacion de mallas

Malla generada con el funcional de drea+longitud+ortogonalidad

utilizando el generador TTM

3Un funcional I(zx) es una funcién definida sobre los mapeos = que pertenecen a un sub-
conjunto de un espacio de funciones.
4Celdas no convexas
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El grupo UNAMALLA I

Facultad de Ciencias
Universidad Nacional Auténoma de México

Inicio Estudiantes Académicos Areas Investigacion Biblioteca Public nes Organigrama Directorio

Foaultod de

Clencias
Fisico-Matemgficos

e300 2 i s Wi Mg Ecasin s

" s M.

Instituciones que participan en el grupo UNAMALLA

En la facultad de ciencias de la UNAM?®, el grupo de trabajo UNAMAL-
LA ha desarrollado una linea de investigacién sobre generacién de mallas es-
tructuradas desde finales de los anos 80’s, con la colaboracion del Instituto de
Cibernética, Matemética y Fisica (ICIMAF) de Cuba®, la Universidad Michoa-
cana de San Nicolas de Hidalgo (U.M.S.N.H)" y La Universidad Auténoma de
Cohahuila (UAdeC)®. Uno de los principales frutos obtenido de estas colabora-
ciones es el sistema de cémputo UNAMALLA.

Esta drea de trabajo de generacién de mallas ha resultado muy fértil. Se han
obtenido buenos resultados en la creacién de nuevos funcionales (ver Barrera’
[1][8][7], Tinoco'®[24], Dominguez-Mota!! ) para la generaciéon de mallas y asf

Shttp://www.fciencias.unam.mx/
Shttp://www.icmf.inf.cu/
Thttp://www.fismat.umich.mx/web/
Shttp://www.mate.uadec.mx/
Yhttp://www.matematicas.unam.mx/pablo/
Ohttp://garota.fismat.umich.mx/~jtinoco/
http://fismat.umich.mx/~dmota/
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resolver el problema de celdas dobladas que se presentan en regiones irregulares.

También se le ha dado segumiento a la implementaciéon de métodos eficientes
de optimizacién a gran escala. Para resolver el problema de generacién de ma-
llas, se utiliza un método de 6ptimizaciéon (ver Garcfa '?[13], Castellanos'?),
donde se inicia el proceso con una malla inicial. Entre los métodos que se han
implementado para este desarrollo en las diferentes versiones del sistema, es-
tan los métodos llamados de gran escala'* como son el método de Gradiente
conjugado no lineal , L-BFGS, Newton -Truncado, Newton punto a punto (ver
Nocedal ), TRON'® (Ver More, Barrerra ).

Por ultimo la parte fundamental es el ensamblaje de todos estos elementos
en el sistema de computo UNAMALLA en sus diferentes plataformas (ver Gén-
zalez!% [14, 15], Uribe , Ojedal”, Garcfa [13], Barrera, Castellanos ). Una de las
principales bondades del sistema es que es capaz de generar mallas en regiones
muy irregulares con excelentes resultados.

El sistema puede ser obtenido de la pagina del grupo'® , ademss podemos
obtener informacion adicional del grupo de trabajo y publicaciones relacionadas
con el sistema.

El sistema ha sido utilizado para obtener mallas éptimas sobre las cuales se
resuelven algunos problemas modelo de ecuaciones diferenciales parciales (Ver
Vazquez [26], Uribe, Chdvez).

2http:/ /www.cima.uadec.mx/index.php?seccion=igarcia

3http://www.icmf.inf.cu/grupos3_matematica.htm

MEstos métodos son excelentes en problemas que tienen un gran ndimero de variables y
cuando se tienen pocos recursos ademds de aprovechar la estructura generada por la funcién
que se desea resolver.

15Este es un método de regién de confianza que se utiliza en problemas de gran escala,
utiliza un método de proyeccién, para generar un paso de Cauchy, ademds de un método
de gradiente conjugado precondicionado, con una factorizacién incompleta de Cholesky para
generar la direccion, esto hace que sea un método éficaz que requiere de pocas iteraciones.

16http://www.matematicas.unam.mx/gfgf/
IThttp://www.cima.uadec.mx/index.php?seccion=rina_ojeda
18http://www.mathmoo.unam.mx/unamalla/downloads.html



Capitulo 2

Métodos Variacionales
Continuos

El problema de generacién de mallas estructuradas se puede plantear co-
mo el problema de construir transformaciones suaves y biyectivas del cuadrado
unitario en una regién dada. En este capitulo presentaremos los métodos varia-
cionales continuos que son el punto de partida para muchos de los métodos maés
recientes. La idea de estos métodos es elegir, de todos los mapeos del cuadrado
unitario en la regién dada, aquel que optimice alguna propiedad geométrica y
resolver la ecuacién diferencial que caracteriza el mapeo 6ptimo. La funcién a
optimizar se le llama funcional debido a que su dominio de definicién es un espa-
cio de funciones y asi presentaremos las funcionales de longitud, drea y suavidad
ademds de algunos ejemplos.

2.1. Meétodos Variacionales

Dada una region  en el plano estamos interesados en encontrar soluciones
al siguiente problema.

2.1.1. Problema

Encontrar un difeomorfismo de la bola unitaria By sobre {2 que mapee la
frontera de By a la frontera de €2; es decir:

Encontrar
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tal que

1. Z(90Bs2) = 90.
2. T es biyectiva.
3. T es CL.

En general este problema puede tener muchas soluciones.
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2.1.2. Ejemplo

A continuacién mostramos diferentes mallas sobre una misma region.
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Por lo general necesitamos algin criterio para elegir una solucién. Lo maés
usual en este caso es construir una medida de alguna propiedad geométrica de
la malla que nos interese y obtener una solucién que optimicé esta medida sobre
la region. Asi que usualmente las medidas son de la forma:

donde

13
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y fenCL

De lo anterior concluimos la siguiente definicién

Definicién 1 Un método variacional continuo para la gemeracion de mallas
estructuradas sobre 0 es uno que busca una solucion del problema variacional

siguiente:
i ([ £ (@e.w,) déd
= JJ

donde
e T:By—0Q

tal que

o T(9By) =09

f es una funcién dada de clase C*.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange del problema anterior son:

of d of d of

Oy  d§dye  dnOyy

2.2. Funcional de Longitud

Uno de los primeros intereses es que la malla sea suave y para esto se propuso
inicialmente controlar la longitud de los segmentos verticales y horizontales de
la malla por lo que el funcional de longitud se define como

i@ = [ [ (Il + o)) dedn
Ba

= //(m§+y§+x§+y§)d§dn
B2

entonces si deseamos encontrar T tal que:

min/; (z)
€T

sujeto a
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7 (0By) 00

Usualmente esta tiltima condicién se elige también y lo méds comin es indicando
como se van a corresponder las fronteras.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange de este problema son:
xgé + m%n =0
Vee T y72m =0
T(0B) = 09

Como podemos observar las ecuaciones de Euler Lagrange son las ecuaciones de

Laplace para las componentes T = (z,y)

Vz? = 0 Y Vy?=0

z(0Bz2) = x(99); y  y(0Bz) =y(99)

Por lo que el problema se puede escribir como

vVt = 0
T (0B3) 2)9)
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Por lo que se obtienen problemas que son muy fdciles de resolver numeéri-
camente. Sin embargo las soluciones de este problema no son uno a uno en
regiones no convexas, por lo que para usar este funcional en la prictica, es
necesario combinarlo con algin otro funcional como el de &rea.

La solucién de T nos proporciona un mapeo suave, por tal motivo en la
literatura se considera como un funcional de suavidad.

2.3. Funcional de Area

Otro de los objetivos en la generacién de mallas es el de tratar de obtener
celdas que tengan aproximadamente la misma drea, por lo cual se busca mini-
mizar:

L@ = 5[ [P endsn=; [ [ e den
Bs Bs

Las ecuaciones de Euler Lagrange de este funcional son:

d (0J? d [0J?

(= )+r=([Z==)=0

dé \ Ox¢ dn \ Oz,

d <8J2) d (8]2)

- — + — [ — i O

d§ \ Oy dn \ Oy,
Como

a.J? 9 aJ?

== = 9J
6:05 Yn 8.%77 Ye
0J? 0.J?

ayé K 8y7] ¢

sustituyendo obtendremos:

d aJ’ d(2Jy,)

d€ dxe d¢

dJ
2Jyen + 2ynd—5
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d 9J? d(=2Jye)
dn Oy, dn

dJ
= —2Jye, — QyECTn

doJ*  d(=2Jzy)
dg Oye dg
dJ
= —2Jzey — 2znd—5
i@iﬂ o d(—Qng)
dn 9y, dn
dJ

2Jxgy + 2 %

Entonces las ecuaciones de Euler Lagrange pueden ser reescritas como

d d dJ dJ
Tz (2Jyy,) + i (—2Jye) (yn T dn) 0
d d dJ dJ
& (—2Jzy) + an (2Jze) = 2 <_x"d§ + x£d77> =0

o bien, en forma matricial por
o 5 ()= (3)
Yn o Y Iy 0
Si

entonces

M(syJ) =0

donde J es el Jacobiano es decir
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J = weyn — wqye

es facil ver que

2
Je¢ = Tecyy + Tene — Tnele — TnYee

Iy = Ynne + Teynn — TyplYe — TyYne

de donde J
VJ = ( f)
Iy
M ( TeeYy + TeYne — TneYe — TnYee ) _0
YnTne + TeYnn — TynYe — TnYne
Jeyn — Jnye = (Teeln + TeYne — TngYe — TnYee)Yn
—(Ten¥n + TeYnn — TonYe — TnYen)Ye
T T
= (y'r2/a - xnyn) ( 55) + (_Qxfynv TelYn +xny5) < 57]>
Yee Yen
€T,
+ (¥, —weye) ( '"’)
Ynm
—Jewy + Jywe = —(Teeyy + TeYne — Tnele — TyYee)Ty

—(Tenyn + TeYnn — TonYe — TnYen)Te

x x
= (7x77y7]a xf]) ( EE) + (@eyn + Tnye,  — 2eyy) < 577)
Yee Yen

+<7l’§yf, Ig) <$7]71)

Ynm

( yg _xgyn ) ( Tee ) + ( —2ynye TeYn + TnYe > ( Ten )
—YnTy Ty Yee Teyy + TyYe  —2anTe Yen
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2
()
—YeTe Le Y

ahora que esto se puede escribir en la forma

Pzee + Qe + Rxyyy = 0
Donde
2

P = < Yn _xgyn>
—Ynyy Ty

0 = ( —2y Y fﬂsyn+xnys>
TeYn + TnYe —2xyTe
y2 —weye

R - 5 2
—Yee T

El problema que presentan éstas ecuaciones es que no se puede garantizar la
existencia de soluciones.

2.4. Funcional de Suavidad

La idea es considerar el mapeo de la region dada €2, en el cuadrado unitario
y pedir que este mapeo sea arménico es decir, pedir que minimice

|
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Is(@ = // (€2 + € + 1P +17) dédn

Q

sobre la regién. Obsérvese el parecido con el funcional de longitud, en ese caso el
mapeo que es armoénico es el del cuadrado unitario en la regién €2, la desventaja
de esta formulacién es que nosotros lo que necesitamos es el mapeo del cuadrado
unitario en la regién, sin embargo la teorfa no nos garantiza que el mapeo
sea 1 — 1 para el funcional de longitud y si lo garantiza para el funcional de
suavidad Ig, que llamaremos la funcional arménica. Hay toda una teoria sobre
los mapeos armoénicos, pero que aqui no nos detendremos en revisarla. Méds
adelante indicaremos como podemos lograr mapeos 1 — 1 y suaves usando la
version discreta de este funcional en los capitulos siguientes.

Para obtener el mapeo de interés lo que haremos es hacer un cambio de va-
riable para que la integral transformada esté definida sobre el cuadrado unitario.
Para ello nos ser4 titil el siguiente lema:

Lema2 :Si2:Q — By es 1-1 y C?, si 7 = (£(x,9),n(x,y)) y el mapeo
mnverso es

T=(@T) ' :By—Q

y st ademas.
Q=R

en C?, entonces :

1.
foo = (ynfe—yefy) I
fy = (wefy—anfe) I
donde
Jo= reyy — e
2.
few = (Unfee = 2yeynSen + Y2 Fan) T2 + [ (Vnvee — 29eYnyen + Y£Ymn)

(T fe — zefy) + (Ypmee — 2eynTey + Yexnn) (Wefy — ynfe)] T2
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2 2 2 2
foy = (xnféé = 2zexy fen + ngfm) J7+] (xnyEE — 2xeTnYen + xgynn)
(xnfe — xe fn) + (2hee — 2wemn@ey + TEwny) Yefoy — ynfe)] T2

La demostracién se omite por ser muy tediosa.

Usaremos ahora el lema anterior para transformar las ecuaciones de Euler-
Lagrange:

New T Myy

o

sujeto a las correspondientes condiciones a la frontera, en ecuaciones para el
mapeo

que van a ser de la forma

azee — 2Bxey + YTy
ayee — 2BYen + VYnn =

Hagamos f = £ entonces aplicando el lema tenemos:

S(lj = y’l’]‘]_l; gy = _an—l
J = meyy — Tyye
Donde
§ow = [(97273/66 = 2Yeynyen + ygyrm)xn —Yn (yﬁxsg — 2yt Ten + yngvﬂ J?

_ 2 2 2 2
Epy = [mn(mnyéé = 2Z¢TnYen + TeYnn) — Yn (mnx§§ — 2Tex 1Ty + xgxnn)} J



22 2. METODOS VARIACIONALES CONTINUOS

Si ahora tomamos f =1, nos queda :

Ne = —yeJ n, =xeJ

New = [—%e (Ynyee — 29eynYen + Yeynn) + Ve (YnTee — 2Yeynten + Yeny)] T2

Ny = [—2e (Thyee — 2wewnyen + Tym) + ye (Three — 2rexyten + aiay,)] J°

de donde sustituyendo

J? (fu + 6yy) = Iy [ (373; + y727) Yee — 2 (xfxn + yﬁyn) Yen
+ (93? +y§) Ynn] — Yn | (%27 "‘yf]) Teg
- (.’Z?{.Tn + yﬁyn) Ten + (xg + yg) wn'n]

Si hacemos
o = iy
B = eyt yeyn
v o= 2y
entonces
J? (é-:cw + fyy) = [zy (ayee — 2BYen + VYny)]

— yn (amee — 2Bxey + Y1)

de manera parecida obtenemos:

I? (Now +11yy) = [—2e (wee — 2Byen +VYmn))
+ [ye (azee — 2Bxey + YT0)]

como

§ow T8y = 0



2.4. FUNCIONAL DE SUAVIDAD

23

sustituyendo en la ecuacién anterior y haciendo

er = axge — 2Bxey + Yy
€2 = Wee — 2BYen + Yy

implican

In€2 — Ynel

—1‘562 — ygel =

El determinante del sistema es

TnYe — TeYn = — (Teyn — Tpye) = —J

Si J#0 sobre By, es decir siel mapeo es 1 — 1 y sobre, entonces

€1 = 6220.

asi que para obtener el mapeo tenemos que resolver el sistema:

aree — 2Bxey + YTy
ee — 2BYen + VYnn =

sujeto a las condiciones a la frontera

T(0By) = 09
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2.5. Funcional de Ortogonalidad

Entre los sistemas curvilineos més usados estdn aquellos que son ortogonales,
ya que son muy tutiles en la solucién de ecuaciones diferenciales. La condicién
para que los vectores tangentes Z¢, T, en el punto x({,n) sean ortogonales es
que

de aqui que es natural buscar en mapeos ZT(£,n) que sean lo més ortogonales

posibles dadas las condiciones a la frontera, esto nos lleva a considerar la fun-
cional:

L@ = 5/ [(@ew)aan
B>

1
= 5//($§y£+fﬂnyn)2d€dn
By

a la cual se le conoce como la funcional de ortogonalidad.

El problema de minimizar

min I, (T)
Z(OB2)=0Q

da lugar a las ecuaciones de Euler-Lagrange

(e 'En)fn)g + (e 'fn)fn)n =0

Desarrollando y agrupando obtenemos

Pzee + Qrey + Rrpy +5 = 0
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Donde P,Q,R,S son las matrices

TeYn + TpYe  AYeyy + 2TeTy

0 - ( drery + 2Yeyn  Teyn + TyYe )
( 3 x5y5>
TeYe

0

Este sistema de ecuaciones diferenciales, es cuasilineal no eliptico, por lo que
no es posible garantizar solucién ain en casos sencillos, razén por la cual este
funcional siempre se utiliza combinado con otra funcional, ya sea con la de drea,
6 la de longitud 6 ambas.
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Ejemplos

2.6.
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Capitulo 3

Métodos Variacionales
Discretos

En este capitulo desarrollaremos la teoria bésica de los métodos variacionales
discretos. Estos métodos se deducen siguiendo las ideas que Ivanenko aplicé al
funcional de suavidad o arménico como lo llamaremos de ahora en adelante, la
idea fundamental consiste en discretizar el funcional en lugar de las ecuaciones
de Euler-Lagrange, asi en vez de resolver un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales lo que haremos serd resolver un problema de optimizacién de gran es-
cala. Empezaremos por formular el problema y después veremos las propiedades
del mapeo bilineal que jugard un papel fundamental en el procedimiento general
y por tltimo lo aplicaremos a las funcionales de longitud area y suavidad.

3.1. Formulacién del Problema
El problema que tenemos de construir una malla estructurada sobre una

region (2, simplemente conexa, se puede plantear, de la manera siguiente:

Problema 3 (A) Dada una region ), encontrar un mapeo suave 1 — 1 del
cuadrado unitario sobre Q; de tal forma que las fronteras se correspondan, es
decir, encontrar

S
I

(x(&m),y(&m)

27
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Tal que
1. T es C!
2. T es 1-1
3. T (9B3) =00.
n 4 y
X

e V

Otra forma de plantear el problema es la siguiente:

Problema 4 (B) Construir un homeomorfismo ¢ de la frontera del cuadrado
unitario en la frontera de €.

¢ : 8BQ—>Q

y ademds construir una extension del mapeo ¢ a todo Bs, es decir, encontrar

T : By —Q

1—-1, C' y tal que

T(0By) = ¢(0By) = 00

Usualmente ¢ se construye eligiendo cuatro puntos en la frontera de Q que
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indican como se van a corresponder las fronteras del cuadrado y las de €.

Cl’

El problema que tenemos es como garantizamos que el mapeo que obtenga-
mos sea 1 — 1. Para ello necesitaremos que el Jacobiano

J(&m)

TelYn — Tnle

sea positivo en la regién y si las orientaciones se preservan, entonces tenemos el
siguiente teorema:

Teorema 5 Si T: By — ), C', satisface

T(0By) = 09
‘](5577) > 0 V(fﬂ?) S B2

Entonces T (§,7) es un homeomorfismo de Bs sobre §2.
Este resultado es dificil de usar en la préctica ya que no se cuenta con una
expresion analitica del Jacobiano por lo que buscaremos dividir la regién Bs en

regiones sencillas donde sea facil evaluar Jacobiano.

Si consideramos una malla {B;;} sobre el cuadrado unitario

1

|
—

n
m

Bs

I

1
1

[N
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B, ==

LJ

Tenemos el siguiente resultado

Teorema 6 Sea

T:By —

continuo y {Z;;} las restricciones de T a las celdas, es decir

Eij X | Bij I Q
si {T;;} son de clase C*, parai=1,...,m —1; j=1,...,n—1 con
Z(0By) = 09Q.

y si los Jacobianos J;; de T;; satisfacen

Jij > 0, 1=1,..m-1 j=1..,n—1

entonces, T es un homehomorfismo de By sobre 2.

Este resultado es el que vamos a usar en la préctica, para ello nos restringire-
mos a regiones {2 con frontera poligonal, simplemente conexas, y elegiremos los
mapeos T;; como funciones bilineales, asi que empezaremos por considerar el
mapeo bilineal.
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3.2.

3.3.

El Mapeo Bilineal

La regién plana més simple para construir una malla es un cuadrildtero y la
transformacién més simple que transforma el cuadrado unitario en un cuadri-
latero arbitrario PQRS, es el mapeo bilineal

7: By — OPQRS

que podemos reescribir en su forma vectorial como

donde

_ aq
a = ,
(e)]

Calculemos los
Bs se transformen

] B |

=3I

F=a-+bs+ct+dst

() =) 2=()

coeficientes, imponiendo la condicién de que los vértices de
en los vértices del OPQRS

b:

C =

(0,00 = a=P

(1,00 = @+b=Q donde b=Q — P

(1,1) = a+b+c+d=R

(0,1) = a+c=S5 dondec=S5-P
D=R-a-b-c¢

—R-P—(Q-P)—(S-P)
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=R-Q-S+P

sustituyendo se tiene que

7(s,t) = P4+(Q—P)s+(S—P)t+[R+P—(S+Q)st
que también se puede escribir como
= P(l—s—t+st)+Q(s—st)+ Rst+ S(t — st)
= P(1—s)(1—1t)+Qs(1—t)+ Rst+ St(1—s)

El mapeo bilineal se puede obtener también de la forma siguiente; el lado
PS del cuadrildtero PQRS se puede reescribir como
T (t)=(1—-t)P+tS

S

De manera similar el lado QR se puede escribir, para 0 <¢ <1,

T, (1) = (1-1)Q +tR.
R

tad]
-
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Por tanto, el segmento T, (t) , T, (t) se puede ahora escribir como

r(s,t) = (1—28)7(t)+ sz (t) 0<s,t<1

Es facil probar que este mapeo satisface las condiciones de frontera, es decir,
que la frontera de By va en la frontera de OPQRS.

7(s,t) = (1-s)1-t)P+(1—-9)tS+s(1—-1t)Q+ stR

Un procedimiento similar puede ser aplicado para unir un punto xj (s) en la
subfrontera z;, y un punto x, (s) en la subfrontera .
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x.(s)
R, * s

r(s, t)

P——Q
xb(5)

r(s,t) = (1 —t)xp(s) + z,(s)

(0,1) (1,1)

(0,0) (1,0)

Nuestro siguiente punto a tratar serd estudiar las propiedades del mapeo
bilineal definido anteriormente.
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Iniciaremos discutiendo de manera breve la definicién de tridngulos orienta-
dos y sus dreas, que son parte esencial de nuestro estudio.

Diremos que un tridngulo ABC est4 orientado positivamente si cuando nos
movemos sobre su frontera en el orden ABC el interior queda a mano izquierda,
en caso contrario, diremos que estéd orientado negativamente.

\

e i

A C

Orientacién en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj (Orientacién
negativa) AABC (6 ABCA 6 ACAB).

C

Podemos resumir esto diciendo que, un tridngulo orientado no se determina
simplemente por sus vértices, sino también por los tres vértices dados en cierto
orden.

Definicién 7 Por drea orientada de un triangulo orientado AABC, debe en-
tenderse aquel numero cuyo valor absoluto, es igual al drea del triangulo (no
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orientado) que tiene los vértices A,B,C; el drea orientada del tridngulo es pos-
itiva, st el tridngulo estd orientado en sentido contrario al movimiento de las
manecillas del reloj y negativa si el tridngulo estd orientado en el sentido del
movimiento de las manecillas del reloj.

A
B

Area positiva del triangulo que tiene los vértices A,B,C

£ M

- c

A

Area negativa del tridngulo que tiene los vértices A,B,C

Cuando consideremos el drea de un tridngulo siempre se referird al drea
orientada.

Es fécil demostrar que:
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area(A, B,C) = %det (B—A,C—-A)

Th— Lo Te— Ta
Y = Ya  Ye — Ya

(B— A" 1, (C - A),

= N

donde

Definicion 8

a (A, B,C) =2area(A (A, B,())

Si consideramos el cuadrildtero PQ RS orientado por el orden de sus vértices,
entonces este induce la orientacién en los 4 tridngulos:

Ay A (S, P,Q)
Ay A(P,Q,R)
As : A(Q,R,S)
Ay : A(R,S,P)



38

3. METODOS VARIACIONALES DISCRETOS




3.3. EL MAPEO BILINEAL 39

ASP@Q — orientado positivamente.
APQR — orientado positivamente.
AQRS —— orientado positivamente.

ARSP — orientado negativamente.

Nos interesa la relacién de las dreas con el Jacobiano por lo que calculamos,
para el mapeo,

T(5,) =P+ (Q—P)s+(S—P)t+[R+P—(S+Q) st

Los vectores tangentes estan dados por:

% — 7 (,)=Q—-P+[R+P—(S+Q)t
%i: Fi(s,6) =S —P+[R+P—(S+Q)s
¢
 (=(s,t)
o0 = (50))
 [zs(s,1)
Ts(s?t) - <y5(37t)>
zs(s,t) = xg—xp+ [T+ ap — (T5+ 39|t
Be(t) = Bam U Do+ v (0 + )]

De manera similar,
zi(s,t) = zs—xp+ [T +xp— (s +3y)t
Y (s,t) = ys —Up+ [Ur +yp — (s +yg)l s
Como sabemos el jacobiano estd dado por

J (Sa t) = TsYt — TtYs,

por lo que si sustituimos las parciales en el jacobiano, tendremos:
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J(s,t) (Iq —Tp+ [Ir +zp — (zs + xq)] t) * (ys —Yp + [yr + Yp — (ys + yq)] 5)

—(Ts —xp + [2r +3p — (Ts + 2] 8) * (Yg — Yp + [Yr + Yp — (Us +Yg)] 5)
= AO + A18 + Agf

Evaluando el Jacobiano en las esquinas del cuadrildtero unitario tenemos

J(0,0) = —(=zp+x5)(~yp +yq) + (—2p + 2¢) (~Yp + Ys)
= (zq—2p) (Ys — ¥p) — (Yg — ¥p) (s — 7p)

Tg—Tp Ts—Tp
Yg —Yp Ys —Yp

= det(P—Q,5—P)

= 2area(ASPQ)

S

= Q(Sa P,Q) = J(an) = A0~

Andlogamente,
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J(1,0)

J(0,1)

—(—2q + 2 )(—yp + yg) + (—2p + 2¢) (—Yp + yr)
(Tr = 2¢)(Yp — Yq) — (Yr — Yg) (Tp — T4)

Tp —Tg Tp— Tq

Y =Yg Yp —Yq

det(R— Q. P~ Q)
= 2area(APQR)
R
A
A
e
P

- O((P,Q,R):J(17O):A0—|—A1

—(=2p +25) (Yr — Ys) + (Tr — 25) (=Yp + Ys)
(xp — 2s)(Yr — Ys) — (Up — Ys) (@7 — T)
Tp—Ts Ty — Ty
Yp —Ys  Yr — Ys

det(P—-S,R—295)
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J(

1,1

)

= 2area(ARSP)

= CU(R,S,P):J(O,].)ZA()-FAQ

(@r = 25) (=Yg + yr) — (—=2g + 2) (Yr — Ys)

Ts — Ty Tq— Ty
Ys — Yr yq*yr

det(S — R,Q — R)
= 2area(AQRS)

&)

< A
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= Oé(Q,R7S) :J(l,l) =Ag+ A + Ay

Estos célculos se resumen en el siguiente teorema:

Teorema 9 FEl Jacobiano del mapeo bilineal es lineal sobre un cuadrildtero y
estd determinado por su valor sobre tres puntos distintos en Bs. En particular
el Jacobiano de la transformacion puede escribirse de la forma:

J(s,t) =(1—s—1t)J(0,0) + sJ(1,0) +¢J(0,1)
Demostracién. Como ya vimos J(s,t) es lineal,
J(S,t) = AO + SAl + tAQ

con Ay, A; y As numeros reales. Los valores del Jacobiano en las esquinas,
bajo esta esta representacién, son:

J(0,0) = A

J(1,0) = Ao+ A
J(1,1) = Ag+ A1+ Ay
J(0,1) = A+ A

considerando que J(1,1) = J(1,0) 4+ J(0,1) — J(0,0) si se sustituyen las
expresiones anteriores, se obtiene que

Ay = J(0,0)
A = J(1,0) — J(0,0)
Ay = J(0,1) = J(0,0)

Asi que si se sustituyen estos valores se tiene que
J(s,t) = J(0,0)+s[J(1,0)— J(0,0)] +¢t[J(0,1) — J(0,0)]
= (1-s—1)J(0,0)+sJ(1,0)+¢tJ(0,1)
]
La validez del corolario que sigue se basa en el hecho de que la gréfica de J

estd sobre un plano. De la misma linealidad del Jacobiano se tiene que su valor
menor se alcanza en algunas de las esquinas de Bs.

Corolario 10

minJ(s,t) = min {J(0,0), J(1,0), J(1,1), J(0,1)}

s,t
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Por tanto podemos concluir que el Jacobiano es positivo solo si lo es en
cada una de sus esquinas, es decir JPQRS es convexo si y sélo si los cuatro
tridngulos tienen drea positiva.

Este serfa un criterio muy 1til en la practica para saber si una malla es
convexa.

3.4. Discretizacion General

Procederemos ahora a describir un procedimiento general para obtener una
funcional discreta a partir de una continua.

Consideremos la funcional
I(z) = //f (ff@;)dﬁdn
B2

y una malla uniforme de m x n sobre By y sean {B;;}, 1 =1,2,..,my
j=1,2,...,n, las celdas de la malla, entonces como By = UDB,; ;
i,j

n n
1@ = Y3 [[ £ @em,) dean
1=175=1 Bi;
Ahora, hacemos una primera aproximacién, el mapeo
T : By —Q,
vamos a aproximarlo por un mapeo

T : By —Q

donde 7 es bilineal por pedazos, es decir, en cada celda B;;,. 7 estd dado por un
mapeo bilineal 7.
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Prasyer
P:' J¥+1 7
fio |
B 5] ‘ Ci j ‘
| |

P../P:m

entonces

Iy = [[r@emdsin= [[1,0r,,) dan
Bij By

y esta iltima integral la aproximamos por la regla de cuadratura de los cuatro
puntos, que es el promedio de los valores en los cuatro vértices de Bj;.

Obtenemos

[f (?ijg (P) 7Fijn (P)) + f (Fijg (Q) 771';‘7, (Q)) +

B~

Iij ~

f (?ijg (R) 7Fij71 (R)) + f (Fijs (S> 7Fijn (S))] = Iij7
donde

P = Pj;, Q=P,n, R=Pii111, S=P;u

finalmente, nos queda

m—1 n

1@ ~ Y Y Iy;=

i=1j=1

- izz V I:Fijs (PiJ) 7Fijn (PLJ)H + [? I:Fijg (Pi-i-l,j) ’Fijn (Pi-l-l,j)]]

i=1j=1

+ [7 [Fijé (Pi+1,j+1) 7Fijn (H+17j+1)” + E I:?ijg (Pi,jJrl) 7?1']‘77 (PiajJrl)]]

(1>

1a({Pi;})
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La simbolo en la tultima relacién significa que esta expresién va a ser el funcional
discreto asociado al funcional continio discretizado.

I;({P;;}) esunafuncién de los puntos P; j, y lo que queremos es determinar
los puntos {P; ;} de la malla de tal forma que optimice el funcional I;({P;;}),
como suponemos de entrada que se tiene un homeomorfismo de la frontera de
B5 en la frontera de €2, esto significa que los puntos de las fronteras de la region

L = {Pi1,Pr1,...; Ppat,
lo = {Pn1,Pn2,,Pan},
I3 = {Pl,n,PQ,n, ...,Pm,n} ,
ly, = {Pi1,Pia,...Pin}.

son conocidos (ver figura).

Pi.n PI“ T P: " ses Pr—1n p
mn

‘Di.n—i

P]__Jv P P"‘l]
Pi.:
Piy Pau T T P11 P

),

Definicién 11 Una malla estructurada G de €2, de m X n es una coleccion
{P,;} de puntos de R* tales que los puntos

= {Pi1,P1,....Pn1},
= {Pn1,Pn2 -, Punt,
{PinsPanysoey Pun}
= {Pi1,Pi2,...Pin}.

o~
w

~ Y~~~

— — ~— —

estan sobre la frontera de G.
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13(G)
\ L 1,(6)
54(6) \‘-. \ )
y ,//_iﬁ"‘—-_ 11__/‘.]
| 1,(6)

Asi, el problema que tenemos es determinar los puntos interiores de G, de tal
forma que la malla G tenga propiedades geométricas adecuadas.
Es decir, tenemos que resolver el problema

min I (G)
G

sobre todas las mallas G de m X n con los mismos puntos en la frontera de 2.

Pasaremos ahora a aplicar el procedimiento anterior para obtener los fun-
cionales discretos asociados a los funcionales continuos del capitulo anterior.

Como necesitamos formulas precisas y el manejo de los indices debe ser muy
cuidadoso, usaremos un esquema general de tal forma que las funcionales queden
en la forma mads clara y compacta que sea posible.

Es decir, necesitamos unas férmulas sencillas para los mapeos bilineales,

Ty By — Cy,

donde B;; es la celda ij de By y C; es la celda i de 2 .

Como ya tenemos el mapeo T (s,t) bilineal de By en el cuadrildtero PQRS,
entonces, podemos obtener el mapeo 7;; primero escalando la celda B;; a B,

Q5 Bij — B2

y luego aplicar el mapeo 7 (s, t); donde el cuadrildtero PQRS es la celda C;j,
es decir, (vease la figura siguiente).
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P = Py Q=Py1, R=Pij; S=Py
) ey = S ‘ |
.r:}_ -’f‘-'_j(s, t) ‘
‘ }:;j(s) t)
Buylem) — | |
Py = Q
t’*.}*] [H—ll)_ P'u" =P
(0,1) 1,1 _
7(s,t)
BZ(S, t)
Donde:
xa‘.j(-% t) = xij(S(f-’?)rt(f-ﬂ))
(00, (10) Yes(s,8) = vy (s@Em), £2m)
esto es,
7(s,t) = P(1—s)(1—1t)+St(1—s)+Qs(1—t)+ Rst.
Entonces tenemos:
7(0,0) = P=PF;
7(1,0) = Q@ = P
T(L,1) = R= Pyijn
r (Oa 1) S = Pi,j+1

To(s,t) =Rt —P(1—t)— St +Q(1—1)
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Fe(s,t)=Rs—P(1—3s)+S(1—3s)—Qs

75 (0,0) Q—-—P = PFi;—F
7(1,0) = Q —P = Py, — Py
Ts(1,1) = R—-S = Piijn—Pijn
75(0,1) = R-S = P —Pijn
74 (0,0) S—P= P jn— P
7(1,0) = S —P = PP,
T (1,1) = R-Q= Piijp— P
7(0,1) = R-Q = P41 — Py

La matriz Jacobiana esta dada por

7 (5,1) = (Ts (5,1) | T (5,1)),
y entonces

7 (0,00=[Q—P|S— P

J(0,0) = det7 (0,0) =det[Q — P | S — P] = 2area (P,Q, S)

7 (1,0)=[Q—-P|R-Q]

J(1,0) = det7 (1,0) =det [R— Q | P — Q] = 2areaA (Q, R, P)

7 (1,1)=[R-S|R-Q)

J(1,1) =det7 (1,1) =det[R— Q | P — Q] = 2area (R, S, Q)

7(0,1)=[R—5|S—P)

J(0,1) =det7 (0,1) =det [P — S| R — S] = 2areaA (S, P, R).

Pasemos ahora al mapeo a;;.
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B;J. — Bo(&n)

an 1y (0,0) (1,0)

m'n

S
<
—
M
=
|
N
NN
7a%
|
S~3
3k
~~_

La primera columna es:

da;j — —— ('m
aé- - a‘ijs_ 0

La segunda columna es:

daizjz — — (0
o Gijt =\ o,

Entonces el mapeo 7;; que queremos estd dado por

Tij = T(ai; (§n))

y entonces
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Jij = det (a;j> =mn

Tii = T(aij(fan))aij

= T,(az’j)(yg 2)

m 0

= r’(ag(&ﬁ))( 0 n

)

rig (6m) = [Fige | Tagn] = [Fige (€m) | Figy (€,m)]
= )
Tien = e dy e (o)

Recordando que

entonces

8rij ) j . ’ / 1
o€ <m’n) = T(an)'aij O>

I
—~
=l

(=)
Nd

I
—~
\t—‘

(==}
=
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Andlogamente
8n
j ( ) = (Q—P)m= (P, — P j)m
Ori; (i+1 j
agﬂ ( J - ) = (R-8)m=(Pit14+1 — Pijt1)m
8€J (m’ jn> = (R=S)m= (Pis1j+1 = Pijr)m
an‘j _ a L.
877 (5,7]) = 87’177’ (a'L] (5,77))
ori;

S = v Em)-dyen- (] ).
Entonces tenemos

87"”' ) ] o or
an <mn> = ng (00

= n(S—P)=n(Pi1;— Pij)

de manera semejante,

Ori; (i+1 j — P
on ; ( ’n> = n(S—P)=n(Pi1,;— Pij)
or; P,
7“] ( ’ ) n(R—Q)=n(Pit1,+1 — Pi+1,5)
or; P
7"7 ( i ) n(R— Q) =n(Pit1,j+1 — Piy1,5)-

Pasemos ahora a la integral

//f (TijesTijn) d€dn

Bij

%//f (rs,r¢) dsdt
B,
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3.4.1. Discretizacién de la Funcional de Longitud

Aplicaremos ahora el proceso anterior a la funcional de longitud

— 2 — 12
[ [ (el + 11?) dedn
B>
n—1lm—1

S5 [ [ (1l + 17 2) agan.

7, (Z)

i=1 j=1

Si ahora aplicamos la aproximacién sobre B;; donde

jz?ij

entonces tenemos que

[ (el + 1) dedn [ [ (Irisel® + 1rs51?) e
Bij Bij

si efectuamos ahora el cambio de variables
Ti; = (aij(s,1))

tenemos

2 2
2 e 2 1 _ m ,/ 0
// (||7"ij§|| + HrijnH )dsdt = %// T (aij)( 0 > + || (aij)( n ) dsdt.
B,;J' Bs
Aproximando por la regla de cuadratura de los 4 puntos
1 7 m 2 s 0 2

2

7 (1,0) ( o ) 2+ r'(l,o)(

S © 3o 3 o

donde
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1
= P
Q=PI m*+ S = P°n

1Q =PI m? + ||k — Q" n* +
[ = S|° m? + [k — Q| n® +
[ R = S”m? + |5 = P|* n?]

Foiell? o 1T |12 _ 1 2 2 2
[ [ (el + ronl®) dsan = o f2m? [I1Q =PI + [ = || +

Bij
2 2
2lIs =PI + IR - QI ]
1
= o [m* |lQ-PI* + R -S| +
nﬁw PIP + IR~ QI]]
donde
P = P R=Pi1jn
Q = PiJrl,j S:Pi’j+1.
Sustituyendo P, @, R, S por sus valores
m—1n—1 1 m—1n—1
2
Z // lzel* + [l )d§d77 ey > (m? [||Pi+1,j = Piill” + 1Pi1,1 — Pi7.j+1H2} +
J=1 ij=1

2 2
n? [|Prjin = Pyl + [P gn = Py gl
definimos el funcional discreto de longitud como

—1,n
1
(@) = 5 E: [ 2 [1Pisss = Pugll® + 1 Povagn — Prall’] +

2
[||Pz',j+1 — Pyj|* + 1Pip1g41 — Piprgl?|]

Fijemos ahora el primer término, asi obtenemos que este es la suma de todos
los segmentos horizontales de la malla por lo que es natural definir
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m—1,n—1
2 2
Su(G) = Y [Py = Piyll* + 1Per i = P ll”]
ij—1

efectuamos un proceso andlogo para el segundo término que representa los seg-
mentos verticales.

m—1n—1

So(G) = D [IPijs1 = Pijl* + 1Piyrjsr — Pijrall®]
ij=1

Asi que podemos escribir el funcional como

I (G) = 5 (m*Sy () +n*Sy (G)) -

3.4.2. Discretizacién de la Funcional de Area

L@ = [ [7 e

B>
//(xgynfxnygfdfdn
B2

/B / (2L Iy dédn,

donde

—t _ 0 1 - Ty
l‘g - (xfﬁyf)a J2 - ( -1 0 .'1777 - yT] )

entonces

aproximando ¥ sobre B;; por 7;

jij/(ngéxn)ngdn

Q

//@&h@ﬂ%mn

Bij
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y utilizando el cambio de variables

rij = T(aij (s,1))

entonces obtenemos

/BJ/ (ﬁjf*]ﬁijn)Qdfd?? = ”1”/32/ l(r/ (aij) ( 73 ))th (r/ (aiz) ( 2 ))rdsdt.

Si ahora aproximamos por la regla de cuadratura de los cuatro puntos tendremos
que

[ 1l ot dean = St [(F @0mer) s (7 ©0.00mes)] 4
Bij
_(F/ (1,O)m61)t Jo (?’ (1,0) nez)_ i n

’

:(r/ (1,1) mel)t Jo (7" (1,1) neg)_ +

:(7“/ (0,1) mel>t Jo (F, (0,1) neg)_ ]

= o [(@-P)R(s—P)Y +
(@ - P)*Ja(R—Q))* +
(R—=8)*12(R—Q))* +
((R—=8)*J2(S — P))*] - m*n?
donde
P Pij R=Pii11
Q = Pip1y S=PF i
m2n2
= oo LU(Q@=P)J2 (S—P))?*+
(Q—P)*J2(R—Q))* +
(R=9)*J2(R—Q))* +
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- _ 2 mn
//(szsbrijn) dédn =~ e [W@a(P,J»P+1Jva‘,j+1)2+

2 2
area(Piy1 4, Piv1j41, Pig)” + area(Piy i1, Pijra, Py )
+area(P g1, Pij, Pir1,+1)°]

Si nombramos los tridngulos como

Tijl = AP, Pit1;,Pijn

Tij2 = AP, P11, P
Ti,jg = APit1j+1, Pijy1, Pit1j
T.} = Pij+1,Pij, Pig1j,

Podemos definir la funcional de area discreto

m—1,n—1

14 (G) Z Zarea

1,j=1 k=1

en la préactica usaremos « (Tk) = 2area (TZ;) y entonces

N
= Za (Tq)i

q=1

donde N es el nimero total de tridngulos de G.

3.4.3. Discretizacién de la Funcional de Ortogonalidad

Io = //(fﬁ'fn)dgdn
m—1,n—1

Z //xgmndgd

3,j=1

Si aproximamos Z (§,m) por T;; (s,t) en B;; tenemos

m—1,n—1

Z // Tije TLJ'I] dfdn

1,j=1
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Utilizando el cambio de variable

| [ e rnragan = - | [0 (@) men) - (7 (0 mea) dsdt,
B;j B

aproximando por la regla de cuadratura

nin/B/ (7 (aij) mer) - (F (aij) nes)]” dsdt =~ ﬁ KF' (0,0) mel) . (;’ (0,0) ne2>r

[(f’ (1,O)m61) - (?’ (1,0) negﬂ2 +
(7 (L )mes) - (7 (L omea)] +
[(Fl (0, 1)mel) . (?, (0,1) neg)r]

= TE@Q-P) (S -P)*+
(P=Q) - (R— Q)+

(5-R)'- Q- R)*+

(B=9)"-(P=8)7].

Si ahora utilizamos

P = P, R= P11
Q = Py S = PFij1,

para aproximar el funcional de ortogonalidad por los nodos interiores de la malla
tendremos

mn
= 7 [(Pipry = Piy ) (Prjer— Pij )+
((Pij = Pis1,)" - (Pis1js1 — Pig1y )+

(

((Pijs1 = Pip1g41)" - (Praj — Pip1g4))? +
(P11 = Pijen)' - (Pij = Pigi))?] = %9(%)
y entonces definimos el funcional discreto de ortogonalidad como
m—1,n—1

Io(@)= ) 0(c)
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donde
0(cij) = [(Prj—Pij ) (Pijp1—Pij))*+
((Pij — Piy1,)" (P1j11 — Piv1j ))* +
((Pyj1— Pir1j+1) - (Pigrj — Piy1j)* +
(Pig1,j41 — Pijp) - (Pij — Piji))*]
3.4.4. Discretizacion de la Funcional de Suavidad

// x£+w +y5+yn dedn Z/ ||J:5H

+ |17,
déd
oz, gdn

Si ahora aproximamos T ~ T;; en Bj;

— 12 — 2
[1Zell™ + 1|zl
T o,

donde

m—1,n—

2

7,7=1

haciendo el cambio de variable

ﬁms/

||7ﬂ1]§|| + ||T'L]77|| dgd

zg{JZTUU
Bij

1

/1

2 = 2
IPizell” + IPignll
?I;ngQFijn

dédn

2
+

2

r’ (aij) < 2 )

dsdt

o3 |o3

) (e (1))
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’ 2 ’
1 mzHr (0,0)melH +n? Hr (0,0)’I’L€2H

Amn " (((0.0) men)*  ( (0.0 mea)

’ 2 ’
m2Hr (LO)melH +n? Hr (1,0) negH

- mn ((r' (1,0) mey)" Jo (' (1,0) neg))

! 2 ’
m? Hr (1,1)m61H +n? Hr (l,l)negH

mn ((r' (1,1) mel)t Jo (r' (1,1) ne2))

’ 2 ’
m? Hr (0,1)m61H +n? Hr (0, 1)n62H

mn (0, 1)mer)" Jo (1 (0, 1) nes))

Sustituyendo

P = P, R=Pii1+1

Pit1 S=Pijn

O
|

tenemos

— 2 —
/] IPige I + il e L m2IQ =PI 0?1 =PI
. TijeJaTijn dmn mn (Q — P)t J2 (S = P)

m?|Q = P|I* +n*|R - Q|
mn (P - Q)" J2 (R— Q)

m?[|R - S| + n? |R - QI
mn (S — R)" J5 (Q — R)

m?||R - S|* +n?|S - P|
mn(R — S)2Jy(P — 5) ]

1 [%HQ—PH%%HS—PHQ 2Q - P+ 2 |R- Q|
dmn' (Q— P)' Jy(S— P) (P-Q) 2 (R-Q)
RIR-SIP+ 2 IR-QI°  RIR-SI"+ 32 HS—PII2]
(S—R)" J»(Q — R) (R—S)2Jy(P - 5) ’

sustituyendo P, @, R, S por sus valores y si tomamos el caso particular en el

que m = n tendremos que
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2 2
/ Hrwf” +||7’zm|| dedny =~ Z 1 HPZ+1] HH +||P,]+1_Pi7j”
4

5 TUEJ2TZJ77 mn (PH-l g ) J2 ( i,j+1 Pi,j)
ij

Pty — Pigl® + 1Piv1ge1 — Piprgl
(Pij — Pir1,3)" Jo (P11 — Piv1j)

2 2
| Piv1j+1 = Pijoall” + [1Piv1 1 — Pl

+

(Pijs1 — Pi+1,j+1) J2 (Piy1,j — Pig1,j+41)

2
IPi+1,541 — Pijial® +||P‘j+1* Pyl

Jr
(Piy1,j+1 — Pijp1)tJ2(Psj — Piji1)

Como podemos observar el funcional de suavidad se aproxima por los nodos
interiores de la malla.

Definimos
m 2 n 2
L(G) - Z ||Pz+1,J Bill” + % 1Pije1 = Pl
4 Pip1j— Pij)' T2 (Prjp1 — Pij)
;HPHM* Pijll? + ZPig1j1 — Pyl
(Pij = Pis1)" J2 (Pip1j41 — Pig1y)
+% P11 — Prjaall” + 2 | Pivrjer — Pyl
(Pij41 — Pip1ji1)’ J2( i+1,5 — Pit1,j+1)
Lo P11 — Piynll® + 2 ||P‘,j+1 - Pyl .
(Pit1j+1 — Pt Jz( — P j+1)

Si Ay es un tridngulo genérico de GG, entonces definimos

| + 2 |[5, | al
U(A,) = ” J2 ; =I1,(G) = Z\y (A,).
q

de otra manera:

Dado un tridngulo A,, consideramos las funciones

_ — 2
LA = agl” + [[o
a (D) = 2area(A;) = alJab,
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donde

A

Qq

ag, by son los lados del tridngulo que forman parte de la malla y o (A,) es el
doble de la drea orientada. Escribiremos el funcional arménico como

N
HO) =30

q=1
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3.5. Ejemplos Funcionales Clasicos Discretos

En esta seccién se presentan algunos ejemplos de los funcionales clésicos
como son suavidad, drea y ortogonalidad'.

Ejemplos Funcional de Area'

Mallas 6ptimas generadas con el funciona lde drea discreto.

1Para la generacién de estos ejemplos se utilizé Software creado por el grupo UNAMALLA.
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Ejemplos Funcional de Suavidad. I

— 4
1

T

H H T
i TR
U
nibinies

amwa

z '_;'_.;,,_r

A AREEARARNINN]

mu

-

Mallas 6ptimas generadas con el funcional de Suavidad discreto.



Capitulo 4

Funcionales
Cuasi-Armodnicos y
Epsilon-Convexidad

En este capitulo consideramos el problema de generar mallas arménicas
usando funcionales que sean muy sencillos de implementar y que produzcan
resultados confiables. Ademds, se introducird el concepto de e-convexidad que
permitird eliminar la inestabilidad numérica que se presenta al generar mallas
convexas con la condicién de que el drea de los tridngulos sea positiva para todos
los tridngulos de la malla, es decir, que el problema no esté bien planteado.
4.1. Generacién numeérica de mallas

El procedimiento usual para obtener una malla sera:

= Construir una malla inicial Gg, por algin procedimiento algebraico.

= Seleccionar un funcional discreto, que generalmente serd una combinacién
de la forma

F = a1F1 +042F2
donde
a1 +ay = 1

65
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y Fi,F> son dos funcionales que reflejan las propiedades geométricas
deseadas y a1 ¥y a9 son los pesos que les asignaremos en base a las
propiedades anteriores y a la dificultad del problema.

= Posteriormente se resuelve el problema de optimizacién
mén F(G) = F(G)

donde G* es la malla generada con las propiedades deseadas.

Con frecuencia la suavidad y ortogonalidad de la malla 6ptima son las
propiedades mds requeridas tomando en cuenta que la convexidad de la malla
es esencial.

4.2. e-Convexidad

Un indicador de que la condicién para la convexidad de la malla era inadecua-
da, es que sobre algunas regiones muy irregulares se obtenfan mallas convexas,
que al guardarlas en un archivo se modificaban un poco debido al redondeo y
al leerlas después no resultaban convexas.

Una primera idea para corregir este problema serfa elegir un nimero pequeno
€ > 0 y cambiar la condicién

a(Ay) > 0 VA, € G".
por
a(Ag) > € VA, € G™.

sin embargo, el problema es cémo elegir la €, ya que se ve que la escala juega
un papel central y necesitamos que la seleccién de la € sea robusta, es decir
independiente de la escala.

Una clave para la eleccién de una e adecuada, es la siguiente propiedad de
las mallas.
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n—1l,m—1
area(G) = Z area(c;;)

i,j=1

y si G es una malla orientada, de €2, es decir si las celdas c¢;; de G tienen
orientacién inducida por la frontera de ) entonces

area(G) = area(Q)

y si @(G) es el promedio del drea de los tridngulos de las celdas de la malla,
entonces

area())

(@) m—Dn-1

area (¢;;) = area (T;) + area (T:}) + area (T:j) +area (T4-)

ij

4

2area (c;j) = Zarea (T;;)

k=1

Ql
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Corolario 12 @(G) es independiente de G, sdlo depende de m,n y por lo tanto
escribimos

porque m,n estardn fijas.

Si
A : R>— R?

es lineal y no-singular, entonces si G = A(G)

(&) s

a(@ ~ @)

Demostraciéon. Si 51 = A(A;) donde A; es un tridngulo de G y ﬁl es su
imagen, entonces es fdcil verificar que

o (zi) = det(A)a(A),

lo que implica

Ql

a(é) — det(A)a(q).
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es decir, el cociente

a@

es independiente de la escala. m

Definiciéon 13 Una malla G de € es e-convexra si

« (Aq)
a@ €

vV A, eq.

La expresion anterior se puede escribir en forma compacta si introducimos

a (G) = mina(A)
at (G) = méxa(A,)

Definiciéon 14 Una malla G de Q es e-convezxa si

a_ (G)
a@ = ¢
Como
a_(G) < @(Q) <oy (G)
entonces
a_ (Q)
a@ =1

lo que significa que para que existan mallas € — convexas es necesario que € < 1.
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Asi que de ahora en adelante estaremos interesados en generar mallas e-
convexas, lo cual puede ser un problema muy dificil numéricamente si el valor
Si

L Ja (@)
max{ =) | G; malla de Q}

es muy pequeno.

Definicion 15

a_ (G)
(@)

kE(G) = méx{ | G; malla de Q}

es el nimero de condicion de la malla.
Si k(G) << 1, el problema de generar mallas e-convexa es muy sensible a

errores.

4.2.1. Funcionales Cuasi—Armodnicos

Una malla G de €2 se dice que es armédnica si es un minimo de la funcional
armonica, es decir si

donde

N
1@ = 3

q=1

dado que las mallas arménicas, son usualmente suaves, estamos interesados en
calcular G de manera econdémica.

El problema practico que se presenta, al tratar de calcular el minimo del
funcional arménico es que la funcional sélo tiene minimizadores sobre el conjunto
de mallas G que sean convexas.

Sea

My () = {G| G es una malla de m x n de Q convexa} .



4.2. <-CONVEXIDAD 71

Como vamos a calcular el minimo del funcional arménico por medio de un méto-
do iterativo, necesitamos un método que dado una malla inicial Gy convexa, Gg
€ My (), genere una sucesién Gp, Ga, ..., G, de mallas convexas que converjan
a G. Un método de optimizacién que realizara el problema anterior no seria muy
econémico ya que seria un método de optimizacién con restricciones, a(A,) > 0

v, €G.

Adems3s de que, el costo de generar G inicial convexa puede ser muy alto si
la region €2 es muy irregular.

En 1996, Tinoco construyé una familia de funcionales que dependen de un
pardmetro k,

YA,
@ = Yoy

y demostré que es posible obtener econdmicamente una malla cuasi arménica G
a partir de cualquier malla inicial es decir

G = min{H,(@)|a_(G)>0 y |kl <<1}.
La idea es la siguiente dada una malla inicial Gg elegir kg tal que
ko+a(ly) > 0 VA, € Go.
y calcular el minimo G del funcional
i (G1) = Bsoe (@)
Tinoco demostré que
a_ (G1) > a_(Go),

asf que elige k1 < kg, tal que

ky + a (él) > 0.
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empleando (G; como malla inicial y se calcula el minimo de la funcional

H = { H
Ky (G2) o uin Hy, (@)

y demostré que este proceso, en un nimero finito de pasos, obtiene una G tal
que

v kn| << 1.

A continuacién, veremos que es posible construir otra familia de funcionales
que dependan de un pardmetro de tal forma que al cabo de un nimero finito
de optimizaciones sencillas, se obtenga una malla armdnica. La idea bésica de

la familia de funcionales es cambiar el denominador por una funcién

1
. . . a(Ag) .
parecida pero que penalice las dreas negativas y gradualmente penalice més
cuando el pardmetro se acerque a cero.

pla) =

Sea ¢, («) la funcién dada por
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1
donde I, (@) es la recta que pasa por (w, ) v tiene la misma tangente
w

que ese punto es decir

1 1
b@ = (o) @)
1 o 1
w w w
_ z_£_2w—a
T ow w2 w?

con esta familia ¢, (a) definiremos la familia de funcionales

A estos funcionales los llamaremos cuasi-drmonicos debido a la siguiente propiedad.

Si G es una malla arménica convexa, entonces es posible elegir w > 0 tal
que la funcional F, (G) y H (G) coincidan en G, es decir que G es una malla

6ptima de las dos

Demostracion.

Fo(G)=H(G) si  a_ (é) > w.
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Algoritmo para generar mallas Arménicas usando el funcional
Cuasi-Arménico Hy:

Dada una malla inicial Gy elija
wp <1
calcule G1 = argminHuwyg (G)
G
con (G como condicién micial

St a_(G1)<0
Go — G1
wp «— ¢
repita el proceso
sta_ (Gq) >0, (G;  es una malla arménica.

4.3. Nuevo Funcional de Area

Como el problema de generacién de mallas convexas es central en este tra-
bajo, a continuacién se presentan los nuevos funcionales que son mads simples y
mas econémicos.

Los funcionales discretos de drea se originan en los trabajos de Castillo e
Ivanenko. Sin embargo el enfoque de este tltimo ha sido el mds efectivo por lo
que lo consideraremos a continuacion. Siguiendo el procedimiento estructural
para la construccién de funcionales discretos, el funcional de drea queda como:

pero este funcional no genera celdas convexas sobre regiones irregulares, por lo
que fue necesario hacer una modificacién. Tinoco en su tesis doctoral y otros
trabajos encontré que una funcional efectiva para la generacién de mallas es-
tructuradas convexas era la k — Area funcional que es totalmente similar a la
de k — suavidad, y es la siguiente
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- 1
A (@) = Z;kJra(Aq)

donde k£ > 0 es un pardmetro que se elige para penalizar las celdas de area
negativa, la idea es la siguiente:

Dada G¢ una malla inicial elegir ko de tal forma que ko + a (A,) > 0, para
toda A, de la malla, encontrar el minimo de la funcional G, Ak, (G) y usar
este como nueva condicién inicial, eligiendo k1 < kg y repitiendo el proceso hasta
que al cabo de un nimero finito de pasos se obtiene k,, < 0, esto quiere decir
que hemos obtenido una malla convexa .

Recientemente Dominguez-Mota, en su trabajo de doctorado buscaba
generar mallas convexas lo mds ortogonales posibles, para ello observé que tenfa
que combinar el funcional de ortogonalidad con una funcional que garantice cel-
das convexas. El tnico conocido hasta entonces era el funcional de k — area de
Tinoco, por lo que se planteé el problema de si este era el tinico y qué propiedad
tenfa que le permitia generar mallas convexas. Dominguez-Mota encontré que
una de las propiedades fundamentales es que la funcién

1
k+a

para « > —k es convexa y monétona decreciente, por lo que propuso sustituirla
por una funcién convexa y monétona decreciente para toda «a, como por ejemplo
e~  esoes

n

A (G) =) 8

q=1

y encontré que esta, en efecto, cuando se optimizaba a partir de una malla
inicial GGp, obtenia una malla 6ptima (G, con un nimero menor de celdas no
convexas, pero que aln no era convexa completamente dado que esta funcién no
tiene ningin pardametro, la idea que propuso entonces era recalcular el problema
para que las celdas no convexas "sean mds no convexas", si aplicamos ahora el
funcional siguiente:

As. (G) = ZefM(Aq)

aplicamos ahora el proceso de optimizacién con malla inicial G; = CA}'O. Vemos
que en efecto la nueva malla 6ptima G; es mucho mejor, Dominguez-Mota de-
muestra que si el problema tiene solucién, entonces el proceso anterior, en un
nimero finito de repeticiones, produce una malla éptima G convexa.

Finalmente Dominguez-Mota hace notar que es posible usar una funcién mas
econémica de evaluar que la exponencial y propone la funcién
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gz) =1~ (a—1)+ (a—1)?

y se obtiene el funcional Ass

N
Asy (G) =) s3(ag).

q=1

Dominguez-Mota demuestra que si existe una malla convexa G de €2, entonces
para un valor suficientemente grande de ¢, la funcional

Ass (tG) = ZSB (ta (Ag)),

alcanza sus minimos en mallas convexas.

Algoritmo para generar mallas & — convexas usando el
funcional Asz(G)

Dada una malla inicial Gy, ¢ >0 y ¢=1

calcule G = argminds;(iG)
G

con Gy como malla nicial

gr a-(G1) .
SI K(E] <~ €
Hacer
Go — G
t— 2¢

y repita el proceso

a-(Gy) . -
> €, Terminamos.

Si



Capitulo 5

Herramientas esenciales
para generar mallas
Armonicas y
Cuasi-Armonicas de manera
eficiente

En este capitulo explicaremos las herramientas que usamos para obtener ma-
llas estructuradas armoénicas de manera eficiente.Primero daremos las férmulas
de la interpolacién transfinita, que se usan para construir una malla inicial,
luego, se explica, como al combinar funcionales es necesario normalizarlos y
como se lleva acabo esta normalizacién y al final, se explica como se utiliza el
método de Newton punto a punto para realizar la optimizacién de un problema
de gran escala.

En nuestro caso elegimos esta opcién por que el objetivo de este trabajo
fue el diseno de un sistema de software que sea sumamente econémico y no
requiera de grandes recursos de cémputo. Nuestro sistema corre en cualquier
computadora con sistema operativo MS-DOS.

5.1. El Método de Interpolaciéon Transfinita

Los métodos mas simples usados en la generacién de mallas son los basados
en interpolacién. A continuacién presentaremos la definicién de Interpolacién
transfinita.

El método de interpolacién transfinita tiene la ventaja de ser de facil imple-
mentacién y muy rapido en comparacién con los métodos variacionales continuos

7
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y discretos que veremos mas adelante. Tienen sin embargo la desventaja de que
transmiten la falta de suavidad de la frontera hacia el interior y atun mads, para
regiones que no sean convexas, a menudo dan lugar a mallas dobladas; esto es
a mapeos que no son 1 — 1. Sin embargo debido a que estos métodos son usados
extensivamente en Diseno Asistido por Computadora (CAD) y a que las mallas
que producen son usadas como punto de partida por los métodos que se estudi-
an mds adelante, es conveniente revisar al menos la versién maés usada de ellos:
el llamado método de interpolacién transfinita (TFI). El lector interesado en
obtener una mayor familiaridad con estos métodos algebraicos puede consultar
[11, 16, 18, 24, ?].

Para generar una malla sobre una regién € es necesario conocer las imagenes
de los lados del cuadrado unitario; esto es, se requiere del conocimiento de las
cuatro partes en las cuales la frontera de 2 es dividida y que son imdgenes
de los correspondientes cuatros segmentos de frontera de Us. Supdngase que la
descripcién de la frontera de €2 estd dada por cuatro ecuaciones paramétricas:

Lp (f) s Tt (f) ) 0

IN

£<1

z (n), z, (), 0 < <1

Aqui los subindices b, r, t, [ son abreviaturas en inglés de bottom, right,
top y left. Por supuesto que se debe conservar la orientaciéon y, para que x
sea continua, se debe cumplir que en las esquinas los correspondientes mapeos
coincidan; es decir,

7 (0) = 2;(0) = 200
xp (1) = x.(0) =zq0
z. (1) = x:(1)=a1
2 (0) = (1) =zn

La férmula bésica de la interpolacién transfinita usa estos cuatro mapeos
para generar una malla sobre :

z(&mn) = (L=n)a (&) +nz (§) + A =&z (n) + &xr (n) —
[Enze (1) + &M =)z (1) + 7 (1 =&z (0) + (1 =€) (1 —n) x5 (0)]

y se obtiene de combinar la interpolacién lineal vertical

Ty (§m) = (L =n) Ty (§) + 1T ()

y la interpolacién lineal horizontal

Ty (&m) = (1 =T () +E7r ()



5.2. COMBINACIONES INTERESANTES ENTRE FUNCIONALES NUEVOS Y
CLASICOS 79

y corregir con la interpolacién bilineal sobre el cuadrilatero o, T10, T11, To1

wpir (§,m) = (1= &) (1 =) Too + & (1 — 1) T1o + 1zt (§) + EnT1a + (1 — &) nZor-

es facil checar que coinciden con  zy (§), x¢ (§), 1 (n), z-(n) sobre la
frontera.

":(f)

x,(1) )

(= ’ﬁb(f)

Segmentos de frontera de 92

El tdnico uso que le daremos a este método es el de generar una malla inicial
para el proceso de optimizacién, aunque, para regiones sencillas, generalmente
es la mejor opcion.

5.2. Combinaciones interesantes entre funcionales
Nuevos y Clasicos

Cuando describimos los funcionales cldsicos hicimos hincapié en la necesi-
dad de realizar combinaciones que nos conduzcan a resultados adecuados a las
propiedades geométricas deseadas. En el transcurso del capitulo anterior descri-
bimos funcionales que de manera automética nos conducen a mallas convexas,
tal es el caso de los funcionales S3 y H,,; ahora combinaremos sus propiedades
con la de los funcionales cldsicos.

La combinacién de funcionales logra generar mallas con caracteristicas de-
seables acordes a la ponderacién de ellos. Para contar con una buena combi-
nacion es imprecindible lograr una buena normalizacién de los funcionales con
el fin de que los elementos involucrados se encuentren en un mismo plano de
valores.
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Castillo y Barrera observaron la necesidad de combinaciones convexas entre
funcionales de valores semejantes

F.=0F +(1—-o0)Fs.

Cada uno de los funcionales, ain contando con el mismo dominio de defini-
ci6on miden propiedades geométricas de magnitudes reales muy distintas; si de-
seamos combinar propiedades para trabajar con diversos funcionales, las mag-
nitudes de los valores deben ser semejantes, ver [14, 15].

Utilizando una adecuada normalizacién }7”1, ﬁg de los funcionales involucra-
dos estamos en condiciones de llevar a cabo una combinacién objetiva de las
propiedades geométricas a observar. Para contar con una combinacién en por-
centajes, usaremos la combinacién convexa descrita anteriormente

a8 N[ N

f 4
\ f
1+ \ 1
1 \\\f:\/ :
1 h [ A
T f
N B B s B B B =ttt
\# w
Funcionales con orden de magnitud distinta. Funcionales con orden de magnitud igual
F, = Uﬁl-i-(l—O')ﬁg 0<o<1

y de esta forma ponderar los funcionales F; y F5 normalizados obteniendo la
combinacién promedio deseada. Un problema interesante es cémo encontrar una
normalizacién lo mds adecuada posible.

5.2.1. Normalizaciéon de Funcionales

La forma mas sencilla de normalizar valores de los funcionales es hacerlo
con respecto al valor esperado o deseado que se alcance en el minimo. En el



5.2. COMBINACIONES INTERESANTES ENTRE FUNCIONALES NUEVOS Y
CLASICOS 81

caso del funcional de Area es clave para entender esta idea. En [3] se mostré
que el 6ptimo de éste funcional tiende a construir configuraciones donde los
tridngulos cuentan con drea uniforme. De ésta manera, en regiones regulares y
en configuraciones donde es posible conseguirlo. El valor del funcional I4 (G)
6ptimo es

por lo que el funcional normalizado de drea vendria dado por

1
Na?

I, (G) = I4(G)
1
- Na?

En combinacién con otros funcionales, como por ejemplo Longitud 6 k—Suavidad,

debemos ser muy cuidadosos al medir el rango de valores donde se espera en-
contrar cada funcional.

Fa.

Barrera y Tinoco sugieren observar al funcional de Longitud de la siguiente
forma

N
I (G) = Zl (Ag);  L(Ag) =1g;

q=1
N N N
= Zlq — QZaq +2) aq
q=1 q=1 q=1
N
= (lg = 2aq) + 8area (£2)
qg=1
donde
[(AA1ArAs) = || Ay — Ao||® + || A3 — Ao ?
y

para de esta forma relacionarlo con el drea de la regién. Por una parte,

lg =20 > 0
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luego el valor minimo posible para Iy, (G) vendria cuando [, — 2, = 0 y en con-
secuencia el valor 6ptimo esperado serfa 8 - area(€2), por lo que la normalizacién
del funcional queda

- 1 N
ILG) = §aream 2l

Para el caso de la funcional de Suavidad, observemos el su valor sobre un
tridngulo estd dado por

se sabe que f (A) alcanza un valor minimo de 2 sobre los tridngulos rectdngulos
isésceles[24], por lo que el funcional cuasi-arménico H,,(G) queda normalizado
con

En lo sucesivo cuando hablemos de estos funcionales tendremos en mente a los
ya normalizados, a menos que explicitamente se comente lo contrario.

5.3. Método de Newton punto a punto

Cuando se trabajan funciones con un gran nimero de variables, debemos
tratar de explotar cualquier estructura que presente la funcién para tener algo-
ritmos mas econémicos. Muchas de las funciones de gran escala que aparecen
en la practica poseen una propiedad conocida como separabilidad parcial y en
los tltimos anos se han desarrollado métodos que explotan esta estructura en la
funcién objetivo.

En un problema de optimizaciéon separable la funcién objetivo puede des-
componerse en una suma de funciones simples que pueden optimizarse de forma
independiente, si tenemos
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flx) = fi(@)+ fa(z2) + o+ fo (z0)

entonces podemos encontrar el éptimo de f(x) minimizando cada funcién f;,
i = 1,...,n, de manera independiente. En muchos casos, realizar n minimiza-
ciones unidimensionales es mds econémico que el realizar una minimizacién
n—dimensional.

En muchos problemas de gran escala, la funcién objetivo
fR" =R

no es separable, pero puede escribirse como suma de funciones simples conocidas
como funciones elementales. Para cada funcién elemental es posible definir una
base ortogonal en R" de tal forma que el valor de la funcién no varie al movernos
sobre estas direcciones base. Si esta propiedad se satisface para todas las fun-
ciones elementales decimos que f es parcialmente separable. Todas las funciones
cuyas Hessianas son sparse son parcialmente separables, pero también existe la
separabilidad parcial en funciones cuyas Hessianas no son sparse.

La forma mds simple de separabilidad parcial aparece cuando la funcién
objetivo puede escribirse como

f@) = Y

donde ne es el nimero de funciones elementales y cada f; () depende solo de
unos cuantas componentes de la variable x, entonces los gradientes V f; y las
matrices Hessianas V 2 f; de cada funcién elemental tipicamente contendran solo
unos cuantos elementos distintos de cero. El gradiente y la matriz Hessiana de
la funcién f estdan dados por

Vi o= ) Vi)
=1

Vi o= > Vi)
=1

y si se aplica un método tipo Quasi-Newton para resolver el problema de opti-
mizacion es mas econémico actualizar por el método Quasi-Newton cada matriz
Hessiana elemental /2 f; (z) en lugar de actualizar toda la matriz Hessiana total.
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En el problema que tenemos de generacién de mallas, podemos observar que
el funcional total a optimizar se describe como la suma de un funcional aplicado
a cada celda o a cada tridngulo de la malla, esto es, el funcional total a optimizar
trabajando por celdas, es de la forma

Ne
F@ = > 5@
=1

con

donde c¢; es una celda representativa de la malla y N, es el nimero total de
celdas, esto es, el funcional es parcialmente separable.

Los funcionales a optimizar para generar las mallas éptimas, como ya hemos
mencionado, son funciones parcialmente separables, tienen un subespacio in-
variante grande, entonces se pensé en realizar una optimizacién considerando la
funcién como una funcién separable, donde cada funcién elemental dependiera
solo de dos variables: las coordenadas de un nodo interior; esto es, se propone
una optimizacién nodo a nodo.

La idea es la siguiente:

Al optimizar una malla los nodos a la frontera permanecen fijos y solo nos
interesa realizar la optimizacién para los nodos interiores de la malla. Si conside-
ramos una malla de 3 X 3 como en la figura , entonces al realizar la optimizacién
resulta un problema de dos variables:

z = (z1,22) € R%

Malla de 3 x 3.
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Si tenemos una malla de m x n el valor de un funcional sobre una submalla
de 3 x 3 no varfa si movemos un nodo interior de la malla ajeno a esta submalla
de 3 x 3, entonces resulta razonable realizar la optimizacién del funcional solo de
manera local, esto es, para cada nodo interior P;; extraemos la submalla de 3 x 3
formada por sus nodos vecinos, como se muestra en la figura B.2, y optimizamos
el funcional restringido a esta submalla de 3 x 3 como ya mencionamos se realiza
una optimizacién de solo dos variables.

Una vez realizada la optimizacién sobre este nodo se reinserta la submalla
de 3 x 3 ya optimizada a su posicién en la malla original, de esta forma solo se
altera el nodo P;; en toda la malla.

H‘LJ I+1J P'+1.j+1
) < /\ <
.'_1 -
g P:—l,j Pi—l.j+1

Malla de 3x3 con nodos vecinos del punto Pj;.

Este proceso se hace para cada nodo interior de la malla, con lo que los
requerimientos de memoria son muy bajos, no necesitamos almacenar matrices
de grandes dimensiones, solo vectores y matrices de 2 x 2 que se utilizan en la
optimizacion local.
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86
5.3.1. Optimizacién local
Veamos ahora como es el proceso de optimizacién local. Tenemos una malla

de 3 x 3 y una funcional definida sobre los tridngulos de sus celdas.

Insercién de una submalla de 3x3.
Hay 12 tridngulos en la malla de 3 x 3 en los que interviene el nodo interior P,

éstos se ilustran en la figura.

Tridngulos asociados al punto Pjj;.

Entonces el funcional local por optimizar es de la forma
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f o= Zf(A»

con f (4A;) el funcional sobre el tridngulo A;. Calculando el gradiente y la matriz
Hessiana locales de 2 x 2 analfticamente, el sistema hace la optimizacién local
utilizando algunas iteraciones del método de Newton en dos dimensiones, por
lo que como ya mencionamos, no necesitamos almacenar mas que un vector de
grandes dimensiones el vector de variables totales, localmente solo se trabajan
vectores y matrices de 2 X 2, por lo que el sistema puede operar con pocos
recursos.

Los resultados obtenidos han sido muy satisfactorios, hemos generado mallas
6ptimas de grandes dimensiones con este proceso de optimizacién punto a punto.

Algunas veces cuando la funcién a minimizar es mds dificil, conviene modi-
ficar el método de Newton usando una regla de seleccién del tamano del paso,
véase [12].

En nuestro caso utilizamos un proceso de seleccién del tamano del paso, que
se conoce como “regla de Armijo” que es muy ttil y sencillo de implantar.

Si en xy la correccién de Newton es pr y x4+ = xx + pr no decrece el valor
de la funcién, entonces se aplica el procedimiento:

Seaa=1 y ¢€(0,1) ( usualmente ¢=10"%)

Repita hasta que
flae+ape) < f(zi) +caVi

a+— 1a

fin
Termina con a; = a,
y entonces la nueva correccién estd dada por

T4l = Tp + QpPi-
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Capitulo 6

Diseno e implementacién de
un sistema para la
generacion de mallas
estructuradas armonicas

6.1. Ciclo de vida de un sistema de informacion

El ciclo de vida de un sistema de informacién es un enfoque por fases del
andlisis y diseno que sostiene que los sistemas son desarrollados de mejor manera
mediante el uso de un ciclo especifico de actividades del analista y del usuario.

Existen tres estrategias para el desarrollo de sistemas: el método cldsico del
ciclo de vida de desarrollo de sistemas, el método de desarrollo por analisis
estructurado y el método de construccién de prototipos de sistemas.

El método de ciclo de vida para el desarrollo de sistemas es el conjunto de
actividades que los analistas, diseiadores y usuarios realizan para desarrollar e
implementar un sistema de informacién.

Al ciclo de vida de los sistemas de informacién también se le denomina ciclo
de vida de desarrollo del software. Las etapas tipicas del ciclo de vida de desa-
rrollo del software son: la investigacién preliminar, la definicién de objetivos, el
analisis de actividades, identificacién de los requisitos, identificacién de las es-
trategias para cumplir los requisitos, planificacién, diseno(incluyendo el diseno
de la base de datos), creacién de prototipos, implementacién, revisién y man-
tenimiento. Este ciclo de vida hace énfasis en la identificacién de las funciones
que realiza la institucién que desea implementar el sistema ya sea educativa (o
bien una empresa) y en el desarrollo de las aplicaciones que lleven a cabo estas
funciones.
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Podemos decir que €l ciclo de vida de desarrollo del software sigue un enfoque
orientado a funciones, ya que los sistemas se ven desde el punto de vista de las
funciones que se llevan a cabo. Por esta razén, el andlisis estructurado hace
énfasis en los diagramas de flujo de datos, siguiendo el movimiento de los datos
a través de una secuencia de transformaciones, y refinando éstas a través de una
serie de niveles.

Lo mismo ocurre en el diseno estructurado, que ve a un sistema como una
funcién que se descompone sucesivamente en niveles o subfunciones, concen-
trandose en las funciones donde la estructura de los datos son manipulados por
las funciones. Sin embargo estos sistemas tienen valor durante poco tiempo en
relacion con las necesidades de los usuarios a largo plazo. Esto sucede debido
a que al poco tiempo de haber instalado un sistema, las funciones implemen-
tadas son en realidad un subconjunto de las funciones que los usuarios realmente
desean. Casi inmediatamente, los usuarios descubren una gran variedad de ser-
vicios adicionales que quisieran incorporar al sistema. Estas necesidades causan
problemas a los sistemas obtenidos con un disefio orientado a funciones, puesto
que este diseno puede requerir una revisiéon importante para acomodar las fun-
ciones adicionales.

En contraste, el enfoque orientado a datos centra el foco de atencién en el
andlisis de los datos utilizados por las funciones. Esto tiene dos ventajas. La
primera es que los datos son una parte considerablemente més estable que las
funciones. La segunda ventaja es que la propia estructura de un esquema de
base de datos (archivo) requiere de un andlisis sofisticado de los datos y de sus
relaciones. Una vez que se haya construido un esquema para el archivo de datos,
se disenaran las funciones que sean necesarias para sacar provecho del mismo. Sin
embargo, sin un esquema, el archivo de datos sélo podria ser 1til para una tnica
aplicacién. Por lo tanto, el enfoque orientado a funciones puede ser bueno para
el desarrollo a corto plazo, pero pierde su valor real a largo plazo. Usaremos un
enfoque orientado a datos, los datos pasan a ser los cimientos sobre los cuales se
puede construir una gran variedad de funciones diferentes. Por lo tanto, en este
capitulo se van a estudiar cada una de las etapas del ciclo de vida de desarrollo
del software desde la perspectiva del desarrollo de una aplicacién de bases de
datos, siguiendo un enfoque orientado a datos. Las etapas que seguiremos para
el diseno y la implementacién del sistema se muestran a continuacion.
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6.2. Etapa A : Investigacién Preliminar

El grupo de generacién de mallas del departamento de mateméticas de la
facultad de ciencias de la UNAM se crea a finales de los anos 80’s y con ello
el desarrollo de software debido a la necesidad de automatizar los procesos de
generacion de mallas, en el ano de 1989 se desarrolla el primer programa GRID
en el cual se plantea la necesidad de diseniar e implementar un sistema que tu-
viera la capacidad de resolver el problema sobre la bahfa de La Habana; este
sistema primario considera la generacién de una malla a partir de una coleccién
de tridngulos orientados que permita resolver un problema de minimizacién de
dreas hasta obtener una malla convexa; otra aportaciéon fundamental de este
sistema fue la implementacion del funcional de drea Barrera—Pérez, el cual fue
comparado con el funcional de Area de Castillo. Este sistema fue escrito en
lenguaje FORTRAN 77 las rutinas fundamentales y en lenguaje C, el programa
principal, se utilizé un graficador independiente elaborado en QUICKBASIC,
esto implementado en sistema operativo MS-DOS, uno de los principales logros
alcanzados por este sistema fue poder implementar rutinas de interpolacién, op-
timizacién a gran escala con tan escasos recursos logrando excelentes resultados.

Después en el afio 90 se crea el sistema MALLA 1.0, el cual fue elaborado en
PASCAL, el graficador de mallas en Lenguaje C haciendo uso de la biblioteca
grafica de Microsoft. Las aportaciones de este sistema radicaron en definir los
archivos de entrada y salida del contorno de una regién poligonal asi como
aceptar regiones que contengan agujeros; los funcionales que se consideraron
fueron el funcional de drea de Barrera-Pérez y el funcional de longitud. Se utiliza
la idea de usar nuevamente tridangulos orientados ademds de utilizar trapecios,
se integraron los mdédulos de generacién inicial de la malla y de optimizacién.
Paralelamente se desarrolla el sistema SEGRED que permite suavizar los datos
de la regién por medio de un proceso de interpolacién lineal y splines ctibicos
paramétricos. Esto permite suavizar los datos de una regién poligonal antes de
construir una malla sobre ella. Este programa fue escrito en FORTRAN 77, la
interaccion del sistema se efectiia en PASCAL. Paralelamente de desarrollaron
moédulos de Optimizacién los cuales fueron utilizados para resolver el problema
de generacion de mallas. Se utiliza el compilador de Fortran Lahey que permite
trabajar en una PC y en una estacién de trabajo, se desarrollan las bibliotecas
graficas con lo que se permite visualizar el proceso de optimizacién de mallas.

Hacia el afio de 1994 se desarrolla la versién del sistema UNAMALLA 1.0
en esta versién se incorporan todas las ideas hasta el momento estudiadas, se
incorporan las utilerias para la creacién y edicién grafica de los contornos, se
incorpora la generacién de malla inicial mediante el método de interpolacién
transfinita (TFI); es posible visualizar graficamente el proceso de optimizacion;
se incorpora el proceso de optimizacién de Memoria Limitada de Nocedal. Més
tarde se desarrollaron sistemas experimentales para el suavizamiento de con-
tornos utilizando splines racionales, lo que dio como resultado la generacién de
mallas suaves y convexas sobre algunas regiones usando el funcional de Area-
Ortogonalidad y de Suavidad Regularizado.
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A mediados de la decada de los 90’s se desarrolls y se validé el sistema
TRIANG el cual utiliza triangulaciones de Delaunay con el propésito de com-
parar los resultados con los funcionales de Barrera-Pérez y suavidad formulados
sobre tridngulos orientados. Este sistema fue desarrollado en lenguaje C ANSI
haciendo uso de las bibliotecas graficas de Microsoft 6.0 se consideré un for-
mato sencillo para el intercambio de archivos el cual pudo ser utilizado para
la resolucién de algunas ecuaciones diferenciales parciales utilizando el toolbox
PDETOOLS de MATLAB.

UMALLA es el resultado de los estudios realizados por Gerardo Tinoco, en
este programa se desarrollan funcionales Adaptivos de Area y de Suavidad,
se considera una modalidad de optimizacién puntual que permite manejar ma-
llas de grandes dimensiones este sistema fue escrito en lenguaje FORTRAN de
Lahey, haciendo uso de las bibliotecas graficas desarrolladas hasta entonces.

En 1998 Irma Garcia desarrolla un sistema UNAMALLA v.2.0 para PC. que
incorpora los nuevos funcionales de drea y de suavidad en combinacién con los
funcionales cldsicos, en el cual se incorpora la optimizacién puntual de Newton,
se incorpora una modalidad de homotopia para lograr la combinacién convexa
de los funcionales adaptivos de drea con longitud y el adaptivo de suavidad con
drea cldsica. Se implanté la interfase con el usuario de forma que fuera la més
manejable posible, se incorporé al sistema una modalidad de suavizamiento
que consiste en aplicarle a la malla algunos pasos del optimizador utilizando
el funcional de longitud para eliminar muchas celdas no convexas en mallas
dobladas.

M3s tarde en 2005 Guilmer Gonzalez Flores desarrolla el sistema UNAMA-
LLA v.2.0 para X-Windows, donde el sistema puede ser utilizado en UNIX y per-
mite utilizar bibliotecas graficas de libre distribucién y portables; se implemen-
taron los funcionales desarrollados por Tinoco. Hacia Finales de los 90’s se inicia
con la programacion del sistema UNAMALLA utilizando MATLAB aprovechan-
do que varias de las rutinas creadas tanto en Fortran como en Lenguaje C pueden
ser compiladas en MATLAB obteniendo resultados gréficos de excelente calidad,
esto permite elaborar pruebas rapidas para la implementaciéon de nuevos fun-
cionales asf como distintos métodos de optimizacion.

En 2005 Adriana de la Cruz elabora un sistema en MATLAB para la gene-
racion numeérica de mallas Armonicas-Adaptivas.

En el mismo ano Francisco Dominguez Mota desarrolla en su trabajo Doc-
toral métodos efectivos para generar mallas estructuradas, convexas y casi or-
togonales en regiones irregulares y propone los nuevos funcionales de drea que
generan y mantienen la convexidad de las mallas, que son C? en todo el dominio.

Recientemente en 2008 César Carreén Otanez adicioné un médulo para el
tratamiento de contornos en el sistema UNAMALLA 3.0 para MATLAB

Actualmente se trabaja en el desarrollo del sistema UNAMALLA 3.0 para
varias plataformas como parte del Macroproyecto: Tecnologias para la Universi-
dad de la Informacién y la Computacion de la UNAM en colaboracién con El
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Instituto de Cibernética, Matematica y Fisica (ICIMAF) de Cuba. Este traba-
jo es el que ha motivado a seguir desarrollando la implementacién del sistema
UNAMALLA, el propésito de construir un sistema de informacién para PC
titulado UNAMALLA 3.0, es aprovechar las rutinas elaboradas dada su modu-
laridad y portabilidad y asi poder observar, como un sistema que requiere de
escasos recursos de equipo de computo puede utilizar métodos de optimizacion,
métodos de interpolacion y nuevos funcionales sofisticados y modernos que per-
miten resolver el problema de generacién de mallas en regiones irregulares de
una manera eficiente, y que puede ser utilizado por instituciones educativas para
resolver problemas de manera sencilla. Las versiones de los sistemas elaborados
por el grupo UNAMALLA de la facultad de Ciencias de la UNAM han sido
utilizados en diferentes instituciones del mundo en paises como son Alemania,
Estados Unidos en donde generalmente los avances tecnolégicos y cientificos es-
tdn a la vanguardia en esta &drea; es por esto que el desarrollo de este sistema
resulta atractivo. Sin embargo un paso fundamental para el éxito del desarro-
llo del sistema es la validacién de la calidad del software que se implementa
mediante un buen planteamiento de proyecto del sistema.

6.3. Objetivos de la investigacion

6.3.1. Objetivo General

= Disenar e implementar el sistema UNAMALLA 3.0 para PC para la ge-
neracién de mallas estructuradas armoénicas.

6.3.2. Objetivos Especificos

= Establecer la sustentacién tedrica del sistema, para la generacién de mallas
estructuradas arménicas.

= Disenar un sistema para la generaciéon de mallas estructuradas armonicas
lo mas funcional posible.

= Implementar el sistema en lenguajes de programacién Fortran y C.

= Evaluar la eficiencia y la eficacia del sistema mediante pruebas de labora-
torio elaborando reportes escritos.

6.4. Etapa B : Andlisis de las actividades

6.4.1. Documentacion descriptiva de los procesos

La programacion del sistema UNAMALLA 3.0 para PC, tiene como obje-
tivo la implementacién de los nuevos funcionales desarrollados; en particular
el funcional Cuasi-Arménico (Barrera 2007) y el funcional S3 (Domingez-Mota
y Barrera 2001). Dichos funcionales actuan como métodos de barrera cuando
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se resuelve el problema de generacién de mallas. Una de sus principales ca-
racteristicas de estos funcionales es que al combinarse con algunos funcionales
cldsicos permiten obtener mallas convexas en regiones muy irregulares; entre las
combinaciones de funcionales que se consideraran en la implementacién serdn

S3 — Longitud

S3 — Ortogonalidad

Ss — area — Ortogonalidad
Hws — area

Huws — Ortogonalidad

Hws — area — Ortogonalidad

Para alcanzar este objetivo principal se desarrollaran dos médulos el primero
para la generacién de contornos y el segundo para la generacién de mallas.

= Mdédulo de generacién de contornos: Debe considerar la opcién de crear el
contorno y decidir cuando el contorno es convexo.

= Mddulo para la generacién de mallas: Se debe considerar crear un menu
que sea capaz de leer contornos previamente definidos, asi como un sub-
moédulo para la optimizaciéon donde se elegird el tipo de funcional el cual
puede ser Casi-Arménico y funcional de drea tipo Ss.

6.4.2. Clasificacion de las actividades

El sistema de generacién de mallas estructuradas arménicas se basard en el
modelo conceptual que parte de un modelo simbdlico que contiene el modelo
matematico y las reglas que se seguirdn para implementar el sistema. A su
vez el modelo matemédtico serd estatico, este es el que se ha desarrollado para
modelar el problema de generacién de mallas y el modelo dindmico en el cual
se considera el modelo numérico que serd utilizado para resolver de manera
eficiente el problema de generaciéon de mallas numéricas.

Nuestras dos principales dreas como mencionamos serdn la construccién de
dos médulos principales: el médulo de generacién de mallas y el médulo de
generacion de contornos.

= Mdédulo de generacién de contornos:

Debemos hacer la lectura de los datos de un contorno desde un archivo
6 bien debemos poder definirlo. Los contornos deben ser cerrados, el usuario
podrd definirlos con la ayuda del mouse y el teclado marcando los puntos en los
lugares que desee definir su regién la cual puede ser lo més irregular posible.
Una vez definido el contorno deberd ser suavizado a través de un proceso de
interpolacion.
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= Mddulo de generaciéon de mallas.

Debemos permitir leer archivos de mallas existentes para poderlas gene-
rar de manera 6ptima o bien se debe permitir reutilizar mallas ya generadas
previamente y volverlas a utilizar. Debemos generar cédigos que contengan la
implementacién de los nuevos funcionales; es decir, desarrollaremos cédigos 6p-
timos. Debemos generar archivos con la informacién de las mallas éptimas con
el objetivo de poder ser reutilizadas.

Consideraremos las necesidades de todos los tipos de usuarios que utilizardn
el sistema UNAMALLA 3.0, debemos considerar a 2 tipos de usuarios los ex-
pertos que modificardan con facilidad cada uno de los procesos y los inexpertos
que generalmente serdn aquellos que tendran que aprender a modificar los para-
metros a través de la experiencia, realizando varias pruebas con el sistema y el
manual de uso del sistema, este tipo de usuarios generalmente serdn estudiantes
entusiastas que desean aprender el proceso de la generacién de mallas o bien
usuarios de la rama de ingenierfa que necesitan generar una malla inicial para
la solucién de algtin problema especifico. En la siguiente subseccién se presenta
el mapa de procesos que seguiremos en el diseno e implementacién del sistema
UNAMALLA 3.0 para PC.

ISTEMma de
Generacion de
Mallas
Estructuradas
Armonicas

Modelo
Simbdlico.

Reglas a seguir

Modelo
Matematico.

parael sistema Modelo - S
(Modelo Matematico. Estatico Dinamico
Numeérico).
i
Analitico
Numérico

Generacion
Numérica de
Mallas



97

6.4. ETAPA B : ANALISIS DE LAS ACTIVIDADES

Mapa de procesos

6.4.3.

S0

1 1
PENS3L 3P SOAIYIIY

1 1
SOAIY DAY 1337

1
s051pod Jeaauany

BI04
|2p uoianjos

B[Ol |30
uoian|os
=2p ope}s3

‘sopeEulWIEEpasd
naweled 50| JEZAN B EYWI| 35

opadxau] ouensn

ugzeziwndo mﬁ.:.

s3[RUCDUNy 50| 3p souaawesed

S0

BZaLE3  UOD  BIPON

<«

opadxg ouensn

> _ epljes uku?.:EeCEu:T 7

= Thu—tfn& 3p s3UCIIRIYPOW 7

1
s081p0o] Jei3uag 7

1
SOAIYIIY 1337 7

olIENsSN |3p pERIS3IaN

50532014 ap edey

Mapa de procesos para el disefio del sistema UNAMALLA 3.0



6. DISENO E IMPLEMENTACION DE UN SISTEMA PARA LA GENERACION DE
98 MALLAS ESTRUCTURADAS ARMONICAS

6.5. Etapa C : Identificacion de los Requisitos

6.5.1. Rango de alcance del sistema

El uso de tecnologias informédticas y de automatizaciéon dentro de la inves-
tigacion cientifica abarca actualmente espacios muy importantes por la amplia
posibilidad que se aporta en la generacién y transmisién de los conocimientos
debido a que este tipo de tecnologias requieren que sean dirigidas hacia la efi-
ciencia, esto implica que debamos prever este aspecto, el tipo de tecnologia a
utilizar y el alcance dentro del proyecto que estamos planteando.

Por tanto nosotros estamos interesados en que el sistema UNAMALLA 3.0
para PC, se disene e implemente con los méds importantes avances tecnolégicos
tanto en la construccién de nuevos funcionales, como en los métodos utilizados
para el proceso de optimizacién de tal manera que el sistema en su conjunto sea
lo més econémico y eficiente posible, esto deberd ser respaldado por las deci-
siones de los modeladores mateméticos y los desarrolladores de Software, para
que la resolucién de generacién de mallas sea lo méds amigable posible para los
usuarios potenciales. Como usuarios potenciales se consideran a estudiantes uni-
versitarios y a cientificos de las dreas relacionadas con problemas que requieran
de una generacién de mallas.

En el drea educativa sentaremos nuestra atencién en fomentar en los es-
tudiantes una actitud y capacidad intelectual amplia y diversa sobre tépicos
de la generacién de mallas estructuradas armoénicas, asi como en los conceptos
bésicos de optimizacién para adquirir experiencia en el manejo de los pardmetros
necesarios para los procesos que se desarrollan en el sistema.

En el drea cientifica se pretende que especialistas en el tema se interesen
en los métodos utilizados para obtener mallas eficientes a través del sistema,
ademds de interesarse por los aspectos considerados en la calidad de las malla
(convexidad, drea, ortogonalidad, Epsilon—Convexidad); asi como en los procesos
de optimizacién.

* Para que el alumno se familiarice con problemas cientificos y asi
obtener de manera facil y dptima una malla estructurada.

s Adquirir experiencia en el uso de pardmetros en rutinas de
optimizacién y de los nuevos funcionales y poder comparar los
resultados con versiones anteriores del sistema.

/

\

+ Implementacién de Funcionales Sofisticados.
¢ Implementacion de métodos de optimizacion.

Alcances del sistema UNAMALLA 3.0
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El sistema UNAMALLA 3.0 como competidor potencial ante sistemas desarrollados a nivel
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6.5.2. Requisitos Especificos

Requisito funcional 1: Ménu Principal.
= Resumen: Requeriremos de un entorno de trabajo donde se visualicen
los submenus de contornos y mallas y la salida del sistema.

= Entrada: Para ejecutar el sistema el usuario no requiere de ningiin pardmetro
de entrada.

= Procedimiento: Controla y distribuye las tareas principales del sistema.

= Salida: Todo el trabajo se realiza en curso y sobre el sistema.

Requisito funcional 2: Construccién de contornos.

= Resumen: Requeriremos de una herramienta que nos permita la cons-
truccién de un contorno.

= Entrada: No hay elementos de entrada, puesto que se lleva acabo la
construccién de la regién de trabajo.

= Procedimiento: Se definen los segmentos de contornos introduciendo los
puntos, aqui se hard uso del mouse. Conforme se vayan introduciendo los
datos para el contorno estos se anadiran a una lista en memoria para
desplegar posteriormente estos datos en la pantalla ya enumerados. No se
debe permitir que haya puntos repetidos.

= Salida: Al finalizar la captura, de la informacién del contorno esta per-
manecerd en memoria y el usuario podra trabajar con ella durante su
ejecucion.

Requisito funcional 3: Lectura de contornos.

= Resumen: El sistema debe poder efectuar la llamada de un archivo exis-
tente de datos de una regién determinada.

» Entrada: Nombre del archivo.

= Procedimiento: Mediante un browser el usuario debe elegir el nombre
del archivo y senalar la ubicacién.

» Salida: El contorno en memoria.

Requisito funcional 4: Definicién de fronteras.

= Resumen: Se deberd asignar los segmentos de frontera de la regién que
serd mapeada a las correspondientes fronteras del cuadrado unitario.
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= Entrada: Un contorno que ha sido definido con anterioridad, ya sea en
pantalla o bien en un archivo. Si las fronteras ya estan asignadas se tendra
la libertad de modificarlas.

= Procedimiento: Se debe de tomar en cuenta una modalidad para elegir
automaticamente una distribucién de segmentos de frontera, buscando
uniformidad a 4 partes del contorno. Utilizando opciones de control y
campos de entrada para modificar la eleccién permitiendo elegir la opcién
para que sea aceptable.

= Salida: Se contard con un contorno donde no haya un pico hacia adentro

y en principio se pueda obtener una malla convexa; es decir que no se
doble.

Requisito funcional 5: Guardar informacién del contorno.

» Resumen: Una vez creado el contorno es itil contar con la informacién
en disco en formato [nombre del archivo].con.

= Entrada: La informacién del contorno en memoria y el nombre del archivo
que se desea guardar.

= Procedimiento: Se desplegars en pantalla la opcién de guardar contorno.

» Salida: El archivo del contorno en disco.

Requisito funcional 6: Generacién de la malla inicial.

= Resumen: Una vez que se cuenta con un contorno aceptable, podemos
generar una malla por interpolacién que nos permita usarla como punto
de partida o inicial para el procedimiento de optimizacién involucrado en
la generacién de la malla por métodos discretos. El método TFI de inter-
polacién permite conservar la frontera de la regién poligonal y propaga las
singularidades al interior de la regién.

= Entrada: Un contorno aceptable en la asignacién de la frontera y la di-
mensién de la malla.

= Procedimiento: Por medio del campo de entrada se introducira la di-
mension de la malla y se generard de manera automatica la malla inicial.

= Salida: Si la eleccién de dimension de la malla es adecuada para obtener
una malla que conserve la forma poligonal sin que el contorno deje de
ser aceptable, tendremos una malla inicial. En caso contrario no se podra
trabajar con el resultado.

Requisito funcional 7: Lectura de mallas.
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Resumen: Se requiere trabajar con mallas que se han generado previa-
mente o bien continuar con el trabajo que se realiza sobre ellas. Para llevar
a cabo este proceso se requerird llevar a la memoria una malla en disco.

Entrada: Un archivo de mallas en formato [nombre del archivol.red.

Procedimiento: Por medio del campo de entrada se introducira la di-
mensién de la malla y se generard de manera automatica la malla inicial.

Salida: Si la eleccién de dimensién de la malla es adecuada para obtener
una malla que conserve la forma poligonal sin que el contorno deje de
ser aceptable, tendremos una malla inicial. En caso contrario no se podra
trabajar con el resultado.

Requisito funcional 8: Herramientas de despliegue grafico.

Resumen: Una herramienta que ha abierto mucho el estudio posterior de
los métodos discretos es implementar la visualizacién de la malla conforme
se va obteniendo en la pantalla de la computadora, esto permitird observar
los puntos discretos y observar como se va obteniendo hasta que se obtenga
la convergencia, asi como para el andlisis de los resultados.

Entrada: Una malla en memoria.

Procedimiento: Con la malla en memoria se tendra una ventana subdivi-
dida en dos donde se desplegara la evolucién de la misma, en la subdivisién
continua se desplegara la informacién de los pardmetros més importantes.

Salida: Despliegue en pantalla.

Requisito funcional 9: Optimizacién de la malla.

Resumen: Una herramienta que ha abierto mucho el estudio posterior de
los métodos discretos es implementar la visualizacién de la malla conforme
se va obteniendo en la pantalla de la computadora, esto permitira observar
los puntos discretos y observar como se va obteniendo hasta que se obtenga
la convergencia, asi como para el andlisis de los resultados.

Entrada: Una malla en memoria.

Procedimiento: Con la malla en memoria se tendra una ventana subdivi-
dida en dos donde se desplegard la evolucién de la misma, en la subdivisién
continua se desplegard la informacién de los pardmetros més importantes.

Salida: Despliegue en pantalla.

Requisito funcional 10: Guardar informacién de la malla a disco.
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= Resumen: Una vez obtenida la malla serd necesario guardar la informa-
cién en disco para su uso posterior.

= Entrada: Una malla en memoria y el nombre del archivo donde se guardardn
los datos.

= Procedimiento: Se desplegard en pantalla la opcién de guardar archivo.

» Salida: El archivo de la malla en disco.

Requisito funcional 11: Eleccién del funcional a utilizar en la
optimizacién de la malla.

= Resumen: Antes de iniciar la optimizacién se debe elegir, un funcional
adecuado que serd utilizado como funcién objetivo en el proceso de la
optimizacion.

» Entrada: Una malla en memoria.

= Procedimiento: Se desplegard un submenu donde se debe elegir el fun-
cional a elegir.

= Salida: El funcional que se elige como funcién objetivo en el proceso de
optimizacion.

6.5.3. Requisitos de interfase externa

Interfase con el usuario.

1. La interfase con el usuario debe de ser amigable, se debe de utilizar recur-
sos como mouse y teclado.

2. Deseamos tener un sistema totalmente gréafico por lo que la interfase debe
de ficil manejable para el usuario.

3. Se debe tener interaccién entre las tareas de tal manera que los procesos
de contornos y mallas se encuentren totalmente identificados.

Interfase con el Hardware.
= Se debe contar con sistema operativo DOS.
Interfase con el Software.

= Para el despliegue grafico se utilizardn librerias creadas en lenguaje de
programacion C.
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6.5.4. Requisitos no funcionales

El sistema debe de contar con los siguientes atributos.

= Disponibilidad: El usuario debe de poder ejecutar el sistema en cualquier
momento, siempre y cuando se encuentre trabajando en el sistema de
ventanas de la computadora.

= Mantenimiento: El mantenimiento del sistema es un factor fundamental
en futuros desarrollos. Si se prevee que el sistema cuente con modulos
que puedan ser actualizados mediante la sustituciéon de sus componentes
esto permitird su crecimiento con un costo minimo. Ademés si se cuenta
con una documentacién adecuada permitiremos que un mayor nimero de
usuarios puedan participar en desarrollos futuros.

6.6. Etapa D : Evaluacién de los sistemas exis-
tentes

El sistema que se evalué fue el sistema UNAMALLA para PC. 2.0. Este
sistema resuelve el problema de generar mallas 6ptimas en regiones planas irre-
gulares la manera de generar es por medio de un proceso de optimizacién. El
problema de generacién de mallas se resuelve siguiendo el orden siguiente:

Primero se genera una malla inicial a través de TFI (Interpolacién transfini-
ta), después se optimiza algin funcional que refleja alguna propiedad geométrica
buscada en las mallas; después se genera una sucesién de mallas que convergen
a una malla éptima.

La programacion del sistema UNAMALLA para PC. 2.0. es modular lo que
permite que sea facil de modificar, este sistema tiene implementado el método
de Newton punto a punto para obtener mallas 6ptimas.

Este sistema considera 2 modos de interaccién el modo manual y el modo
automdtico; el modo automédtico contiene pardmetros determinados por tanto
no se requiere ser un usuario experto que domine los conceptos de generacién de
mallas, el modo manual permite que el usuario modifique parametros de acuerdo
a su experiencia en la generacién de mallas.

Este programa permite crear contornos y manejar contornos ya existentes,
ademds se pueden leer mallas 6ptimas y guardar mallas obtenidas; entre los
funcionales que se tienen implementados en esta versién del sistema se encuen-
tran disponibles cuatro combinaciones entre los funcionales bésicos de area, k
-Suavidad, Longitud, k-area y Ortogonalidad.
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w(k — Suavidad) + (1 — w)area
w(area) + (1 — w)Longitud
w(k — area) + (1 — w)Longitud

area — Ortogonalidad

El usuario debe de dar un peso asociado al primer funcional en la combi-
nacién convexa a trabajar la cual se escoge en el intervalo

0<w<0

Este sistema utiliza el método de Newton que requiere de utilizar la matriz
Hessiana y del gradiente del funcional calculados analiticamente esto permite
utilizar 2 métodos de solucién para resolver el sistema lineal, el método compo-
nente a componente y el método simultaneo.

Ahora se presenta una serie de ejemplos de mallas generadas por el sistema,
para llevar estos se utilizaron las combinaciones entre el funcional de k-Suavidad

y area Clésica con w = 0,25 y la combinacién entre k-area y Longitud con
w = 0,75.

Mallas obtenidas con los funcionales de k-Suavidad y area Cl;isica.
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Mallas obtenidas con los funcionales de k-area y Longitud. I
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6.7. Etapa E : Identificacion de las estrategias
para cumplir los requisitos

En esta seccién definiremos las estrategias necesarias para llevar a cabo cada
uno de los requisistos.

1. Hacer una detallada revisién del sistema UNAMALLA 2.0 para PC.

2. Identificaciéon de cada uno de los mdédulos del sistema UNAMALLA 2.0
para PC. (Generacién de la malla Inicial, proceso de optimizacién y la
eleccion del funcional)

3. Analizar con detalle el modulo del proceso de optimizacién sobre todo
dedicar tiempo en el anélisis del método de Newton y observar su evolucién
durante el proceso de generacién de mallas.

4. Implementacién de los funcionales Armonicos y Cuasi-armonicos.

5. Validacién de la implementacién de los funcionales haciendo una serie de
pruebas con diferentes contornos sencillos (Cuadrado, pentdgono etc); rea-
lizar el mismo proceso con regiones complicadas (la Habana, Sudamerica,
Rusia etc).

6. Si se detecta algiin problema en la solucién del problema de optimizacién
del tipo numérico solucionarlo de la manera mads eficiente.

7. Modificar salidas de resultados de tal manera que se obtengan ambientes
amigables que permitan que el usuario comprenda de manera sencilla cada
proceso que se involucra en el sistema.

6.8. Etapa F : Diseno del Sistema UNAMALLA
para PC 3.0

Para el diseno del sistema se debe de preservar la modularidad del sistema
en base a rutinas existentes de sistemas anteriores esto permite seguir agregando
modulos faciles de adaptar en sistemas posteriores. La base que se tomara serd
el sistema UNAMALLA para PC 3.0; ademds se adicionaran las Funcionales
Cuasi-Armoénicas y la Epsilon-Convexidad, se adicionaran

1. Tendremos un menu principal el cual contars con las opciones de contorno,
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malla y salida del sistema.

Contornos

Menui Principal

2. El ment contorno debe permitirnos contar con un submeni donde se ten-

drén las opciones de generar contorno, lectura de datos, guardar datos,
generar una malla inicial. Si nosotros deseamos generar un contorno se des-
plegard la opcién definir frontera, esta opcién deberd permitirnos definir
los segmentos de la frontera y hacer la definicién de las fronteras, la cual
podré ser manual o bien deberd contar con la elecciéon automadtica de la
definicién de fronteras. Se tendrd la opcién de continuar y después se
desplegard un submend para guardar la informacién, esta nos permitird
salvar el contorno que se ha definido por el usuario. Dentro de esta op-
cién también podremos proporcionar las dimensiones de la malla que sera
utilizada como malla inicial y a la cual se le aplicara una interpolacién
transfinita.

Generar . Definicion de

Contorno frontera

/

Lectura

Contornos

Guardar

“.| Generar Malla
Inicial

El mend malla nos deberd desplegar un submeni donde se desplegardn
las opciones de leer una malla existente, guardar una malla, optimizar,
definir el alfa limite y la opcién de salida. Si elegimos la opcién de leer
se desplegard el submend malla en este se tendran las opciones de dar
nombre, buscar un archivo existente y la opcién de salir. Ya que elegi-
mos el archivo se desplegard informacion de la malla en caso de leer un
archivo de una malla que fue creada con anterioridad. Si elegimos la op-
cién de optimizar se desplegard el tipo de funcional que se desea utilizar
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este puede ser Casi-Arménico o bien del tipo S3, se debera desplegar otro
submeni donde se preguntara si se desean definir los pardmetros para efec-
tuar la optimizacién esta podrd ser hecha manualmente o bien de forma
automética con pardmetros preestablecidos. Si se elige de forma manual
se tendran 2 subments uno para los funcionales Cuasi-Arménicos o bien
otro del tipo Ss. Se elegird el tipo de optimizaciéon que se desea hacer
Newton componente-componente o simultaneo, a su vez se tendra un sub-
menu donde se desplegara si se desea hacer la optimizacién utilizando las
condiciones de Armijo o bien sin las condiciones de Armijo.

Lectura

Graficas I
Mallas

Optimizacién

Guardar

Area

Cuasi-Armonico Ortogonalidad
— /
Onogonalldad
Optimizacién ‘ 1 ’
Longitud

53 Ortogonalidad

Area- /
Ortogonalidad|
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@—bl Newton

Comp-Comp

Simultaneo

Sin Armijo

Sin Armijo

4. Después de haber definidos los mdédulos del sistema estos serdan ensam-
blados en un programa principal donde se seguird la estructura que se

muestra a continuacion.

Menti Principal I

Generar
Contorno

Definicion de
frontera

Lectura

‘ Contornos

Guardar

Generar Malla
Inicial

| Lectura I

‘ Mallas

Graficas I

Optimizacion

Guardar
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6.9. Etapa G : Implementacién del Sistema

UNAMALLA: Generacidn de Mallas Sobre é}
Regiones Planas Irregulares

Malla
Salida

URL: http:“wwu.natematicas.unam.mx~unamalla

= El meni principal nos muestra las opciones de contorno, malla y salida
del sistema.

UNAMALLRA: Generacion de Mallas Sobre A.CON
Regiones Planas Irregulares

13 Segmentos
10 de Frontera

Def. Segmentos
1 Eleccion Auto.

= Si el usuario elige la funcién contorno se desplegara el subment segmentos
de frontera aqui podemos elegir las opciones: Definicién de segmentos, elec-
cién automdtica, una vez que hemos elegido la opcién deseada el usuario
podra elegir continuar
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UNAMALLA: Generacidn de Mallas Sobre A.CON
Regiones Planas Irregulares

13 Guardar Informacidn

Cont inuar

= Después el usuario podrd guardar la informacién generada, con la opcién
salvar contorno, por ultimo se seleccionard la opcién salvar contorno.

UNARHMALLA: Generacidn de Mallas Sobre A.CON
Regiones Planas Irregulares

10 Definicién de
las dinensiones
de la malla

3]
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UNAMALLA: Generacidn de Mallas Sobre A.CON
Regiones Planas Irregulares

1 Definicidn de
las dimensiones
de la malla

Dimension jl:
FEE |

= Debemos definir las dimensiones de la malla esto lo podremos hacer con
i, jl.

UNAMALLA: Generacidn de Mallas Sobre
Regiones Planas Irregulares

Malla
Salida

URL: http:\“uwy. matenat icas.unam. mx\unamalla

= Después de haber definido el contorno regresamos al menu principal po-
dremos elegir la opcién de malla.
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UNAKALLA: Generacidn de Mallas Sobre % 38
Regiones Planas Irregulares

:
i Burdar
\\%\\\\\ gpt iﬂ izar
“&\\\\\\ Salir
PSS

.#.EH Manual

—
T
S

Ahora se desplegara un submenu de malla donde se tienen las opciones

= Leer : en esta opcién se permite elegir un contorno
generado previamente o bien una malla generada previamente.

UNAMALLA: Generacidn de Mallas Sobre K % 38
Regiones Planas Irregulares

Guardar
Optimizar
fisigna a_lin
Salir

= Guardar :  nos permite guardar la malla generada.
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UNAMALLA: Generacion de Mallas Sobre % 38
Regiones Planas Irregulares
7 777
=X
=
t i ‘ Leer
\ Optinizar
\ fsigna a_lin
‘¢‘§‘ Salir
T
N
SO
IO
PTEE
VIS
il
7
Celdas vo convexas [
NOMBRE DEL ARCHIVO: 1
= Optimizar :  nos permite elegir el método para optimizar.
= Asigna a_limi : se define el valor de alfa minima, se despliega

un submenu donde se tienen las opciones para asignar el valor de alfa esta
puede ser de forma manual o bien de forma automatica.

UNAMALLA: Generacidn de Mallas Sobre % 38
Regiones Planas Irregulares

Leer
Guardar
Optimizar

Salir

Automatica

1 |

Celdas no convexas ]
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Generacion de Mallas Sobre % 38

UNANALLA:
Regiones Planas Irregulares

Leer

== \.ll
N

i
. s,
\§§§\ ‘\ﬁi Salir
1y I
\
i SR
ity \\\\\\\@@*\ Manual
e IR
L >

e

=
==

= Si el usuario elige la opcién de optimizar se desplegard un submenu donde
se podré elegir el tipo de funcional el cual puede ser del tipo arménico o
bien del tipo S3. Si es del tipo casi armédnico, se desplegaréd el submenu

donde se presentan las diferentes combinaciones.

S3 — Longitud
S3 — Ortogonalidad
Ss — area — Ortogonalidad

de la misma manera se despliega un menu similar para los funcionales del tipo

casi armonico.

Hws — area
Hws — Ortogonalidad
Hws — area — Ortogonalidad
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UNAKALLA: Generacidn de Mallas Sobre % 38
Regiones Planas Irregulares

HuS-Orto
HuS-A0

v

s

i
1
§

XX
=
ey

Fl siguiente meni que se desplegara serd el de la optimizacién la cual puede
efectuarse de manera automadtica donde se utilizaran los pardmetros determina-
dos, o bien de manera manual se desplegara un submenti con las opciones:

eMétodode Newton Componente a Componente

eMétodode Newton Simultaneo.

UNAMALLA: Generacién de Mallas Sobre x 38
Regiones Planas Irregulares

HuS-Orto
HuS-A0

Comp-Conp




6. DISENO E IMPLEMENTACION DE UN SISTEMA PARA LA GENERACION DE
118 MALLAS ESTRUCTURADAS ARMONICAS

6.10. Etapa H : Revisién posterior a la Imple-
mentacién

En esta etapa se efectuaron una serie de ejemplos; se eligieron 3 regiones
irregulares para nuestros ejemplos que son la regién de Sudamérica, Rusia y el
Cisne.

Primero se generaron mallas iniciales utilizando TFI, en ellas se observé que
las mallas no son convexas, después se procedié a optimizar las mallas utilizando
el método de Newton, se aplicaron 2 técnicas diferentes para resolver el sistema,
la componente a componente y el método simultaneo, el objetivo de utilizar
estos métodos es observar la eficiencia de ellos en la solucién de un problema de
gran escala como es la generacién de mallas.

Otro punto de interés tratado durante esta etapa fue observar la eficiencia
de utilizar tanto el funcional S3 como el funcional H,,.

Ejemplos S3 — Longitud I

UNAMALLA 3.8: Generacitn Mumerica de Mallas SUDE.RED  GE o« 38
zobre Regiones Planas lrregulares
FUNC =53 Lon
SICHA = | GHBBE.BR
HE T »HE 51N
CO 1J0
PLIM = E+Eh
PACT =

2

ATy Q‘H bt b
s A o NACTP = @
,q.n - hllg\?‘, ICOPT = &
K e THIE NITER = G
R R INDCON = 6
Sty ' - ' ' R F = . i57AE«#i
e T ‘g = 1B = 535HE-BZ
zj 1= J\_ ‘ 5 '—f’_—u’
Z . - arai TIEHPO = 6:31:60
RBuyyys I ESPACIO = PAUSA

TERHIME OPTIMIZACION
UPRIME UNA TECLA PARA CONTINUAR
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UNAMALLA 3.8: Generacidn Mumerica de Mallas H48_1.RED 40 % 48
sobre Regiones Planas Irregulares
e ““"’5 FUNC =53 - Lon
et IR SIGMA = .5BAAE-DA
i METODO=HEHTON C-C
A CON ARNLJD
ety PLIM = . 1BHQE 08
LY PACT = 31458404
i PANT = . 1573E44
T
i N ECONV= . 1G0E-63
Ay = |
Y o
i
i wor - 1
ST ICOPT = &
B NITER = 128
-f'v'ﬁ?'v:'i'rﬂ"'fﬂ:' INOCON = @
fitil
F = 14938481
116G} = .5Z66E-8Z
TIEMPO = 2:59:26
ESPACI0 = PAUSA
TERNINE OPTIMIZACION
OPRIME UNA TECLA PARA CONTINUAR

UNRMALLA 3.8: Gemeracidn Mumerica de Mallas CISNE4@.RED 44 x 48
sobre Regiones Planas Irregulares
1 FUNC =53 - Lon
A g SIGHA = 5A0E+60
e METODO=NENTON -C
ittty CON ARMLID
l'{‘fﬁvtlﬂ’ffﬁ;%%?.ﬂ?'#ﬂglﬁ“ PLIN = . 106OE+68
SR PACT = 39830404
\‘:&s’@sﬂw PANT = 19920404
el ECONU= . 10563
n ‘\“:\Q@N RHIN = 2376063
\Q \\\\\\\. AMAK = 704901
H.“\\T- ‘ W WCTP = 16
|§~\\\\\ [T = 6
.l R NITER = 136
II#'###%%‘E- il INOCON = ©
T
Il Ny upmsie el ‘1[1 ﬂm
II|..#|.§.1.%%,,%,;H’M = .2280E+01
‘I}ﬂ{"ﬂ,’%’;’#ﬂﬁﬁ%ﬂl PG = 8193682
el e rappzpggrareti
ﬂ}“iﬂﬂﬂ%ﬂ,ﬂf% TIEMPO = 5:45:44
R gy gl
i .
T ESPACIO = PAUSA
TERMINE QPTINIZACION
OPRIME UNA TECLA PARA CONTINUAR
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EJ emplos S3 — Ortogonalidad I

UHAHALLA 3.8: Goreracion Humerice de Hallas 038, RED % 38
sobre Regiones Planas Irregulares

FIKC =531 -0
SIGHA = | SHEAE-88
HETODO=SEUTUN 14
COH ARKLID
PLIH = 1B
PACT =
PAHT =
ECTINU=
FAHIN =
FHAX. =

HRCTE = 7

TIEMPD = Z:19; £

ESRACID = PRUSR

TERHIME OFTIHIZACION
(PR IKE UNA TECLA PARA COMT IMUAR

UNAMALLA 3.8: Generacion Mumerica de Mallas H4@_1.RED 44 « 4@
sobre Regiones Planas Irregulares

FUNC =53 - 0
SIGMA = . 5PAAE+BA
METODO=HENTON C-C
CON ARMIJO
PLIM = . 100OE+B3
PACT = . 4914E+62
PANT = . 2457E+62
ECONV= . 10BAE-63
AMIN = . 1716E-61
AMAX = . 1358E+62

NACTP = &
ICOPT = &
NITER = 7Z
INOCON = @
F = 7734E-81
WG = 4722882

TIEMPO = 4:15:60

ESPACID = PAUSA

TERMINE OPTIMIZACION
OPRIME UNA TECLA PARA CONTINUAR
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UNRMALLA 3.8: Gemeracidn Mumerica de Mallas CISNE48. RED % 44
sobre Regiones Planas I[rregulares

FUNC =
SIGMA =
METODO=

PLIM =
PACT =
PANT =
ECONV=
AMIN =
AHAX =

NACTP =
IC0PT =
NITER =
IHOCON = B

F
G

il
Al
7
FliiE

TIEMPO =

ESPACIO = PAUSA

TERMINE OPTIMIZACION
OPRIME UNA TECLA PARA CONTINUAR
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EJ emplos S3 — area — Ortogonalidad I

UNAMALLA 3.8: Generacidn Mumerica de Mallas SUD3a. RED % 38
sobre Regiones Plamas Irregulares
FINC =
i SIGHA =
f HETODO=
; PLIM =
i PACT =
7 ] PN -
= Mﬂh\l
L
Zrml -
=iy, fﬂ" ’””’m AMAX =
"l"m" ”’I’I’ "
s oo -
Sy ey ICOPT -
L S3 NITER -
St &S i
M INOCON = B
ey
i F -
) g -
‘%\‘\“‘i nli =
TIEMPD =
ESPACIO = PAUSA
TERMINE OPTIMIZACION
OPRIME UNA TECLA PARA CONTINUAR

UNAMALLA 3.8: Generacidn Mumerica de Mallas Hd8_1.RED % 48
sobre Regiones Planas Irregulares

FUNC
SIGMA
METODD

PLIM =
PACT =
PANT =
ECONV=
AMIN =
AMAX =

NACTP
ICOPT
NITER
INOCON

HHH

TIEMPO =

ESPACID = PAUSA

TERMINE OPTIMIZACION
OPRIME UNA TECLA PARA CONTINUAR
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UNAMALLA 3.8: Generacidn Mumerica de Mallas CI3NE4@. RED x 48
sobre Regiones Planas Irregulares

FUNC =

SIGMA =

HETODO-=|

PLIM =

PACT =
o PANT =
R e
". AMAX =
N -
e h -
MR :
LA .
IIIIIIIll'///jﬂlllmmmnmm :
Al e

ESPACID = PAUSA

TERMINE OPTIMIZACION
OPRIME UNA TECLA PARA CONTINUAR




6. DISENO E IMPLEMENTACION DE UN SISTEMA PARA LA GENERACION DE
MALLAS ESTRUCTURADAS ARMONICAS

124
Ejemplos Hws — area I
UNRMALLA 3.8: Gemeracidn Mumerica de Mallas SUD38. RED % 38
sobre Regiones Planas Irregulares
FUNC =
,'I, SIGMA =
METODO=
e
/ //fj;v'l PLIM =
‘“{‘ PACT =
/,y},yf.f;,-ifﬁﬂ‘\\\i PANT =
S 'l'a,'l';} ECONV-
il AN =
v ’III e ‘”ﬂ}[gﬁ?""" AMAX =
\ NACTP =
IC0PT =
NITER =
INOCON = @
F B
WG =
TIEMPO =
ESPACIO = PAUSA

INAKALLA 3.8: Generacidn Numerica de Mallas H48_1.RED x40
sobre Regiones Planas Irregulares
”] FINC =
"""'""""73}111 }.,"”, SIGHA
i ”"i’!ﬁzﬂtfi;”///ﬁ- NETODO-
il | BLIK -
Qb 0@,‘.1‘“\\
e SO, -
%ﬁ:ﬁ%{fﬁ%ﬂ%ﬂ%ﬂ]ﬁ N D =
Hin
o e =
il
i
2"""", o
NITER -
INOCON = @
P
Gl =
TIEMROD =
ESPACID = PAUSA
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[NAWALLA 3.8: Generacidn Nunerica de Mallas CISNE4D.RED 40 » 4
sobre Regiones Planas Irregulares
NG =
il \ SIcHh -
it lig .
it i || KON
Tl L -
s
i \\@W B -
i N BON:
fll \Mﬂ e
“ AHEX =
“] \\Q\\\\‘@ MO =
i Q\ ot -
i l \\ NITER =
N\ i MO = €
e ;
eyl
ly HN".‘?:'IZ?:’!/’/%”}#I% !
iyttt
I
Wl 1D =
I
,ml'l'nmmum'l,l, )
i ESPLID = SR
TERAINE OPTINTZACION
ERINE UM TECLA BARA CONTINUGR
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EJ emplos Hws — Ortogonalidad I

UNAMALLA 3.8: Generacidn Mumerica de Mallas SUD38. RED % 3
sobre Regiones Planas Irregulares
TN -
SIGHA =
METOD0-
i
I R
,y// M =
- Wl
;// /////;/I/Il;l//lmmf TN
7 B
,,;";;;’g/zzl,yj{’;ﬂ',',';l -
l',"llll, lllmm "lﬂ
l"m’,’"nl"','glm'ﬂ'ln VoD -
l b "“' o
NITER =
INDCON = 8
)
HGi =
TIEND =
ESPACIO = PAUSA
TERMINE OPTIMIZACION
OFRINE UNA TECLA PARA CONTINUAR

UNAKALLA 3.8: Generacidn Numerica de Mallas 148_1.RED x 48
sobre Regiones Planas Irrequlares

FUNG -
SIGHA =
HET000=

PLIN =
PACT =
PANT =
ECONV=
AHIN =
fHAX =

o\
o
lll ”,
i
. umﬂmmn

MCTP =
1C0PT =
NITER =
INDCON = 8
i =
TIEHPD =

ESPACIO = PAUSA

TERINE OPTINIZACION
OPRINE UNA TECLA PARA CONTINUAR
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UNAMALLA 3.8: Generacidn Mumerica de Mallas CISNE4D.RED 40 x 4@
sobre Regiones Planas Irregulares
T TN -
it Sl -
WM%Z//////,//{Z///I‘I‘“\‘ METOIL:
i -.'ml\‘\l
il % \§l| PLIHf
e O e
\ ECON=
N =
Y =
MCTP =
1o =
NIER =
|!§\ INDCON = 8
Tz P
Wi
W g 10 -
""”//////Illl//m%ﬁ%uﬂ",’
ESPACIO = PAUSA
TERNINE OPTIMIZACION
OPRIME UNA TECLA PARA CONTINUAR
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Ejemplos Hws — area — Ortogonalidad I

UNAMALLA 3.8: Generacidn Mumerica de Mallas

sobre Regiones Planas Irregulares

SUD38. RED ® 38

FUNC
SIGMA
METODO=

PFLIM
PACT
PANT
ECONV
AMIN
AMAX

NACTP
ICOPT
NITER
INOCON

TIEMPO =

ESPACID = PAUSA

TERHMINE OFTIMIZACION
OFRIME UNA TECLA PARA CONTINUAR

UNAMALLA 3.8: Generacion Numerica de Mallas H48_1. RED x 48
sobre Regiones Planas Irreqgulares
i FUNC =
:,',’.51’:?:"7;/%‘![}[]"”@ SIGMA f
.%égff:’;:%{ﬁgl‘;l////f‘; METODO=
L T
"‘""’35:’3353{4f‘l1//4' PLIM =
Sl -
B ] PACT =
AN PANT =
7 “‘“‘_{’\9 B
N ECONy-=
g AMIN =
S I AMAX =
i\
o e -
5 : NITER =
W INOCON = @
"Ilgéll
=l Fooo=
Gl =
TIEMPO =

ESPACIO = PAUSA
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UNAMALLA 3.8: Generacion Numerica de Mallas

CISNE48. RED

x 48
sobre Regiones Planas Irregulares
LR TR LI i
e erygg i gy ] SIGMA =
T LTI -
7 s PLIN =
N PACT =
PANT =
ECONU=
AMIN =
! AMAX =
i
i .-Iii" ; NACTP =
| ICOPT =
il NITER =
il
fff‘ INOCON = B
2R ﬂWﬂ =
s ;mwﬁgyﬁﬂﬂﬁw F
Wity ESPACIO = PAUSA
TERMINE OPTIMIZACION

OPRIME UNA TECLA PARA CONTINUAR
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Capitulo 7

Conclusiones

= Se describi6 con detalle la discretizacion de las funcionales continuas cldsi-
cas (Area, longitud, suavidad y ortogonalidad) y los discretas (Area, lon-
gitud, suavidad y ortogonalidad).

= Se estudi6 el concepto de e- convexidad y se aplico en la generacién de
mallas observdndose que se acelera el proceso de solucién y se evitan erro-
res numeéricos, es decir se elimina la inestabilidad numerica.

= Se aproveché la modularidad del sistema UNAMALLA 3.0 para PC en la
implementacién de los funcionales S5 y Hws.

= Se preservé la modularidad del sistema lo que permite que siga creciendo
constantemente.

= Se definieron los requerimientos y el diseno del sistema, describiéndose
cada médulo y la interaccién entre ellos.

= Se observé que el uso de las funcionales Armoénicas y Cuasi-Armonicas

garantizan la convexidad de las mallas. Las funcionales que se estudiaron
fueron

S3 — Longitud

S3 — Ortogonalidad

Sy — Area — Ortogonalidad

Huws — Area

Hws — Ortogonalidad

Huws — Area — Ortogonalidad

= Se generaron mallas Arménicas y Cuasi-Armoénicas en regiones irregulares
de manera eficiente.

Perspectivas para el desarrollo del sistema UNAMALLA para
PC.

En el desarrollo del Software:

131
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1. Implementacién de la redistribucién de puntos en el modulo contornos,
para generar mallas iniciales suaves de forma automética de tal forma que
la frontera de la regién plana irregular respete la forma de la regién.

2. Implementacién de nuevos funcionales discretos para 2D.

3. Implementacién de métodos adaptivos para la generaciéon de mallas.

En el uso del Software

1. Implementacién de ejercicios féciles e interesantes para que los estudiantes
de matemadticas aplicadas e ingenierfa se interesen en la generacién de
mallas en regiones irregulares.
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