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Prefacio

El interés fundamental de este trabajo, es actualizar un sistema para gene-
ración de mallas estructuradas sobre regiones planas irregulares, que requiera
un mínimo de recursos del sistema de cómputo, en este caso del sistema MS-
DOS1 . En este sistema, la actualización consiste en implantar algunos de los
nuevos funcionales de área y Cuasi-Armónicos que son muy e�cientes en regiones
irregulares.

En el primer capítulo hacemos una introducción y una historia del problema
de generación de mallas estructuradas sobre una región plana.

En el segundo capítulo, presentamos los métodos variacionales continuos
que son el punto de partida para muchos de los métodos más recientes. La idea
es elegir de todos los mapeos del cuadrado unitario en la región dada, aquel
que optimice alguna propiedad geométrica y resolver la ecuación diferencial que
caracteriza el mapeo óptimo.

En el tercer capítulo, desarrollamos la teoría básica de los métodos varia-
cionales discretos, que se deducen siguiendo la teoría que Ivanenko aplicó al
funcional de suavidad o armónico, como lo llamaremos de ahora en adelante. La
idea fundamental consiste en discretizar el funcional en lugar de las ecuaciones
de Euler-Lagrange, así en vez de resolver un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales, lo que haremos será resolver un problema de optimización de gran
escala.

En el capítulo cuatro consideramos el problema de generar mallas armónicas
minimizando ciertos funcionales que hacen sencilla la implementación del algo-
ritmo de minimización y que además producen resultados adecuados. Además
se introduce el concepto de �-convexidad, que permite eliminar la inestabilidad
numérica que se presenta al generar mallas convexas con la condición de que el
área de los triángulos sea positiva para todos los triángulos de la malla.

1MS-DOS son las siglas de MicroSoft Disk Operating System, Sistema operativo de disco
de Microsoft. Es un sistema operativo comercializado por Microsoft perteneciente a la familia
DOS. Fue un sistema operativo para el IBM PC que alcanzó gran difusión

v
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En el capítulo cinco explicamos las herramientas que se usan para obtener
mallas estructuradas armónicas de manera e�ciente.

Primero damos las fórmulas de la interpolación trans�nita, que se usan para
construir una malla inicial, luego se explica como para combinar funcionales es
necesario normalizarlas y como se lleva a cabo esta normalización, al �nal se
explica como se utiliza el método de Newton punto a punto para realizar la
optimización de un problema de gran escala.

En el capítulo seis, se presenta la descripción del sistema.
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Capítulo 1

Conceptos Preliminares
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1.1. Solución de ecuaciones diferenciales parciales

La modelación matemática de problemas de la física y la ingeniería da lugar
a ecuaciones diferenciales parciales sobre una región en el plano o en el espacio
(región física) donde el modelo está de�nido.

El problema de resolver numéricamente ecuaciones diferenciales parciales
surge del hecho de que las ecuaciones diferenciales parciales sólo se pueden
resolver de manera analítica para casos muy simples, por lo que es necesario
desarrollar métodos numéricos que proporcionen buenas aproximaciones y sean
lo más e�cientes posible.

La solución de sistemas de ecuaciones diferenciales parciales por lo general
requiere de la discretización del dominio en un conjunto de celdas en las cuales se
realizan aproximaciones que transforman la ecuación diferencial en un sistema
algebraico de ecuaciones el cual se resuelve numéricamente.

1.2. Discretización del dominio

La discretización de la región de interés consiste en dividir la región en
pequeñas regiones elementales, llamadas celdas, estas celdas son triángulos,
cuadriláteros, hexágonos, etc. En el caso de regiones en el espacio son tetraedros,
hexaedros, prismas, etc. En este trabajo solo estamos interesados en regiones
planas, esto es dividir regiones planas en celdas, es decir, si 
 es la región de
interés entonces

1
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donde N es el número de elementos en que se divide 
:

Este problema puede ser trivial, como sería el caso de dividir el cuadrado uni-
tario en rectángulos o muy difícil si la región es muy irregular como la super�cie
de la república mexicana.

Discretización de una región Trivial Discretización de una región Complicada

En los últimos 30 años se ha empezado a desarrollar software que construye
estas divisiones y el área que aborda esta temática se conoce como generación
de mallas, ya que a la región con subdivisiones en celdas se le llama una malla
de la región.
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1.3. Generación de mallas

Una región se puede mallar de varias formas: en triángulos ó rectángulos ó
cuadrados.

Ejemplos

Cuadriláteros

Fig. tomada de

http : ==www:scielo:cl=fbpe=img=infotec=v17n3=fig16� 1:jpg

Fig. tomada de

http : ==mapserver:inegi:gob:mx=geografia=espanol=normatividad=mde=mde01:jpg
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Triángulos:

Fig. tomada de

www:research:ibm:com=:::=srffit=sf_prb:gifejemplos

Fig. tomada de

www:uoguelph:ca=~mgarvie=mesh_temp:jpg

Dos métodos numéricos fundamentales en la solución de ecuaciones diferen-
ciales parciales son los de diferencias �nitas y el método de elemento �nito.
Algunas personas pre�eren el método de diferencias �nitas porque es muy fá-
cil numerar los nodos y las celdas y los sistemas algebraicos resultantes tienen
matrices con estructuras de tipo banda por bloques y otras propiedades que
resultan muy útiles en la solución numérica.

El problema que presenta la solución usando diferencias �nitas es que no se
puede aplicar fácilmente en regiones irregulares. Sin embargo desde hace apro-
ximadamente medio siglo se propuso usar cambio de variables y transformar un
problema sobre una región arbitraria a un problema sobre el cuadrado unitario.
Para poder aplicar este método, es necesario construir una transformación suave
y biyectiva entre la región de interés y el cuadrado unitario. Este es el proble-
ma que abordaremos en los capítulos siguientes y se conoce con el nombre de
generación numérica de mallas estructuradas sobre regiones planas irregulares.
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Otras personas pre�eren el Método del elemento �nito porque se puede
aplicar en mallas que no tienen que ser estructuradas.
.

1.4. Mallas estructuradas

Llamamos mallas estructuradas en una región a una transformación del
cuadrado unitario sobre la región. Las regiones estandar son usualmente bo-
las unitarias bajo alguna norma. Nosotros consideraremos como región estandar
al conjunto B2 = [0; 1] � [0; 1] : Pero de aquí en adelante usaremos el témino
bola unitaria.

1.4.1. Métodos para generar mallas estructuradas

Métodos Algebraicos

Se basan en la transformación de coordenadas de un dominio físico; dada su
naturaleza algebraica se han aprovechado sus características de cálculo rápido
con el que se generan en comparación con los métodos que utilizan ecuaciones
diferenciales parciales; sin embargo este tipo de métodos no garantizan suavi-
dad de la malla. Entre los métodos más utilizados en la generación de mallas
algebraicas se puede mencionar al método de interpolación Lagrange, la inter-
polación de Hermite, Splines o bien la interpolación Trans�nita (TFI por sus
siglas del inglés).

A continuación se presentan algunas mallas generadas por medio de inter-
polación trans�nita (TFI).

Mallas generadas con TFI

Regiones simples
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Mallas generadas con TFI

Regiones Complicadas

Métodos que utilizan Ecuaciones Diferenciales.

Métodos Elípticos Los métodos elípticos se basan en la solución de ecua-
ciones diferenciales parciales elípticas con algunas condiciones sobre ellas que
son los llamados términos fuerza (forcing terms). Este problema es formulado
por medio de un conjunto de ecuaciones de Poisson (ver Thompson 1977). La
solución del sistema puede ser obtenida por medio de un método iterativo, por
ejemplo el método de sobrerelajaciones (SOR) o bien algún otro método ite-
rativo. Los sistemas elípticos producen mallas muy suaves, además pueden ser
utilizadas para suavizar mallas con picos.

Malla generada utilizando la ecuación de Laplace

Métodos Hiperbólicos Los métodos hiperbólicos se basan en la solución
de ecuaciones diferenciales del tipo hiperbólico, estas son resueltas hacia afuera
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de la frontera del dominio.

La idea de utilizar ecuaciones diferenciales parciales hiperbólicas es muy
efectiva para �ujos externos donde se tiene paredes en las fronteras.

La formulación básica de mallas hiperbólicas sienta su base en condiciones
sobre la ortogonalidad y el área de las celdas. Estos métodos operan suavizando
líneas en la malla y checando la ortogonalidad de las celdas.

Métodos Ortogonales Tinoco[24] de�ne a las mallas ortogonales como:
Las mallas que tienen la propiedad de que sus líneas coordenadas son ortogo-

nales (ó casi ortogonales) son preferidas en la solución numérica de ecuaciones
diferenciales parciales, debido a que con tales mallas el error de truncamiento
se ve reducido. También tienen la ventaja de que al transformar la ecuación a
resolver, aparecen menos términos que para una malla no ortogonal y que las
condiciones de frontera se pueden representar más facilmente. Una desventaja
es que requieren de una parametrización muy particular en la frontera. En la
práctica, el encontrar una malla ortogonal para una región dada puede ser ex-
tremadamente difícil. Los sistemas ortogonales no necesitan ser conformes, y
pueden ser generados tanto por sistemas hiperbolicos como elípticos.

Métodos Variacionales De entre los métodos que se han desarrollado en es-
ta área estamos interesados en los que se obtienen por medio de una formulación
variacional de las propiedades geométricas de la malla deseada. A esta rama se
le conoce como Generación Variacional de Mallas.

Dentro de esta formulación variacional se puede hacer una gran subdivisión
entre los métodos continuos y los discretos.

Métodos Variacionales Continuos Los métodos variacionales continuos para
la generación de mallas fueron introducidos por Winslow en 1967 [27]. Brack-
bill y Saltzman 1982 [9] retoman el trabajo de Winslow y proponen un método
adaptivo de zona, con el propósito de tratar de obtener una malla más suave.
Más tarde Roche y Steinberg1 hacen una formulación novedosa.

Métodos Variacionales Discretos Castillo2 [11] propone construir ma-
llas optimizando funciones que midan las propiedades geométricas de las celdas,
a estas funciones se les llama las funcionales y solo dependen de los vértices de las
celdas de la malla, así si uno desea una malla de m x n entonces la función solo
depende de los puntos internos de la malla (m-2) (n-2) y entonces el problema
que se tiene es el de encontrar el mínimo de una función 2(m-2)(n-2) variables,
para lo cual se usa un método de optimización de gran escala, como el gradiente
conjugado no lineal o memoria limitada de Nocedal.

1http://www.math.unm.edu/~stanly/
2http://www-rohan.sdsu.edu/~castillo/
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Castillo [11] introduce las funcionales3 de longitud área y de ortogonalidad
y usando combinaciones lineales de ellas puede generar mallas sobre regiones
no muy complicadas, sobre regiones irregulares es muy difícil encontrar una
combinación que produzca mallas no dobladas4 .

Malla generada con el funcional de suavidad, con el generador TTM

Malla generada con el funcional de área+longitud+ortogonalidad

utilizando el generador TTM

3Un funcional I(x) es una función de�nida sobre los mapeos x que pertenecen a un sub-
conjunto de un espacio de funciones.

4Celdas no convexas
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El grupo UNAMALLA

Instituciones que participan en el grupo UNAMALLA

En la facultad de ciencias de la UNAM5 , el grupo de trabajo UNAMAL-
LA ha desarrollado una línea de investigación sobre generación de mallas es-
tructuradas desde �nales de los años 80�s, con la colaboracion del Instituto de
Cibernética, Matemática y Física (ICIMAF) de Cuba6 , la Universidad Michoa-
cana de San Nicolas de Hidalgo (U.M.S.N.H)7 y La Universidad Autónoma de
Cohahuila (UAdeC)8 . Uno de los principales frutos obtenido de estas colabora-
ciones es el sistema de cómputo UNAMALLA.

Esta área de trabajo de generación de mallas ha resultado muy fértil. Se han
obtenido buenos resultados en la creación de nuevos funcionales (ver Barrera9

[1][8][7], Tinoco10 [24], Domínguez-Mota11 ) para la generación de mallas y así

5http://www.fciencias.unam.mx/
6http://www.icmf.inf.cu/
7http://www.�smat.umich.mx/web/
8http://www.mate.uadec.mx/
9http://www.matematicas.unam.mx/pablo/
10http://garota.�smat.umich.mx/~jtinoco/
11http://�smat.umich.mx/~dmota/
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resolver el problema de celdas dobladas que se presentan en regiones irregulares.

También se le ha dado segumiento a la implementación de métodos e�cientes
de optimización a gran escala. Para resolver el problema de generación de ma-
llas, se utiliza un método de óptimización (ver García 12 [13], Castellanos13),
donde se inicia el proceso con una malla inicial. Entre los métodos que se han
implementado para este desarrollo en las diferentes versiones del sistema, es-
tan los métodos llamados de gran escala14 como son el método de Gradiente
conjugado no lineal , L-BFGS, Newton -Truncado, Newton punto a punto (ver
Nocedal ), TRON15 (Ver More, Barrerra ).

Por último la parte fundamental es el ensamblaje de todos estos elementos
en el sistema de cómputo UNAMALLA en sus diferentes plataformas (ver Gón-
zalez16 [14, 15], Uribe , Ojeda17 , García [13], Barrera, Castellanos ). Una de las
principales bondades del sistema es que es capaz de generar mallas en regiones
muy irregulares con excelentes resultados.

El sistema puede ser obtenido de la página del grupo18 , además podemos
obtener información adicional del grupo de trabajo y publicaciones relacionadas
con el sistema.

El sistema ha sido utilizado para obtener mallas óptimas sobre las cuales se
resuelven algunos problemas modelo de ecuaciones diferenciales parciales (Ver
Vázquez [26], Uribe, Chávez).

12http://www.cima.uadec.mx/index.php?seccion=igarcia
13http://www.icmf.inf.cu/grupos3_matematica.htm
14Estos métodos son excelentes en problemas que tienen un gran número de variables y

cuando se tienen pocos recursos además de aprovechar la estructura generada por la función
que se desea resolver.
15Este es un método de región de con�anza que se utiliza en problemas de gran escala,

utiliza un método de proyección, para generar un paso de Cauchy, además de un método
de gradiente conjugado precondicionado, con una factorización incompleta de Cholesky para
generar la dirección, esto hace que sea un método é�caz que requiere de pocas iteraciones.

16http://www.matematicas.unam.mx/gfgf/
17http://www.cima.uadec.mx/index.php?seccion=rina_ojeda
18http://www.mathmoo.unam.mx/unamalla/downloads.html



Capítulo 2

Métodos Variacionales
Continuos

El problema de generación de mallas estructuradas se puede plantear co-
mo el problema de construir transformaciones suaves y biyectivas del cuadrado
unitario en una región dada. En este capítulo presentaremos los métodos varia-
cionales continuos que son el punto de partida para muchos de los métodos más
recientes. La idea de estos métodos es elegir, de todos los mapeos del cuadrado
unitario en la región dada, aquel que optimice alguna propiedad geométrica y
resolver la ecuación diferencial que caracteriza el mapeo óptimo. La función a
optimizar se le llama funcional debido a que su dominio de de�nición es un espa-
cio de funciones y así presentaremos las funcionales de longitud, área y suavidad
además de algunos ejemplos.

2.1. Métodos Variacionales

Dada una región 
 en el plano estamos interesados en encontrar soluciones
al siguiente problema.

2.1.1. Problema

Encontrar un difeomor�smo de la bola unitaria B2 sobre 
 que mapee la
frontera de B2 a la frontera de 
; es decir:

Encontrar

x : B2 ! 


11



12 2. MÉTODOS VARIACIONALES CONTINUOS

tal que

1. x (@B2) = @
:

2. x es biyectiva.

3. x es C1:

En general este problema puede tener muchas soluciones.
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2.1.2. Ejemplo

A continuación mostramos diferentes mallas sobre una misma región.

Por lo general necesitamos algún criterio para elegir una solución. Lo más
usual en este caso es construir una medida de alguna propiedad geométrica de
la malla que nos interese y obtener una solución que optimicé esta medida sobre
la región. Así que usualmente las medidas son de la forma:

I [x] =

ZZ
B2

f (x�; x�) d�d�

donde

x� =

�
x� (�; �)

y� (�; �)

�
; x� =

�
x� (�; �)

y� (�; �)

�



14 2. MÉTODOS VARIACIONALES CONTINUOS

y f en C1:

De lo anterior concluimos la siguiente de�nición

De�nición 1 Un método variacional continuo para la generación de mallas
estructuradas sobre 
 es uno que busca una solución del problema variacional
siguiente:

m��n
x

ZZ
B2

f (x�; x�) d�d�

donde
� x : B2 ! 
:

tal que
� x (@B2) = @


f es una función dada de clase C1:

Las ecuaciones de Euler-Lagrange del problema anterior son:

@f

@x
� d

d�

@f

@x�
� d

d�

@f

@x�
= 0

@f

@y
� d

d�

@f

@y�
� d

d�

@f

@y�
= 0

2.2. Funcional de Longitud

Uno de los primeros intereses es que la malla sea suave y para esto se propuso
inicialmente controlar la longitud de los segmentos verticales y horizontales de
la malla por lo que el funcional de longitud se de�ne como

Il (x) =

Z Z
B2

�
kx�k2 + kx�k2

�
d�d�

=

Z Z
B2

�
x2� + y

2
� + x

2
� + y

2
�

�
d�d�

entonces si deseamos encontrar x tal que:

m��n
x
Il (x)

sujeto a
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x (@B2) = @


Usualmente esta última condición se elige también y lo más común es indicando
como se van a corresponder las fronteras.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange de este problema son:

x2�� + x
2
�� = 0

y2�� + y
2
�� = 0

x (@B2) = @


Como podemos observar las ecuaciones de Euler Lagrange son las ecuaciones de

Laplace para las componentes x = (x; y)

rx2 = 0 y ry2 = 0

x (@B2) = x(@
); y y (@B2) = y(@
)

Por lo que el problema se puede escribir como

rx2 = 0

x (@B2) = @
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Por lo que se obtienen problemas que son muy fáciles de resolver numéri-
camente. Sin embargo las soluciones de este problema no son uno a uno en
regiones no convexas, por lo que para usar este funcional en la práctica, es
necesario combinarlo con algún otro funcional como el de área.

La solución de x nos proporciona un mapeo suave, por tal motivo en la
literatura se considera como un funcional de suavidad.

2.3. Funcional de Área

Otro de los objetivos en la generación de mallas es el de tratar de obtener
celdas que tengan aproximadamente la misma área, por lo cual se busca mini-
mizar:

Ia (x) =
1

2

Z Z
B2

J2 (�; �) d�d� =
1

2

Z Z
B2

(x�y� � x�y�)2 d�d�

Las ecuaciones de Euler Lagrange de este funcional son:

d

d�

�
@J2

@x�

�
+
d

d�

�
@J2

@x�

�
= 0

d

d�

�
@J2

@y�

�
+
d

d�

�
@J2

@y�

�
= 0

Como

@J2

@x�
= 2Jy�

@J2

@x�
= �2Jy�

@J2

@y�
= �2Jx�

@J2

@y�
= 2Jx�

sustituyendo obtendremos:

d

d�

@J2

@x�
=

d (2Jy�)

d�

= 2Jy�� + 2y�
dJ

d�
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d

d�

@J2

@x�
=

d (�2Jy�)
d�

= �2Jy�� � 2y�
dJ

d�

d

d�

@J2

@y�
=

d (�2Jx�)
d�

= �2Jx�� � 2x�
dJ

d�

d

d�

@J2

@y�
=

d (�2Jx�)
d�

= 2Jx�� + 2x�
dJ

d�

Entonces las ecuaciones de Euler Lagrange pueden ser reescritas como

d

d�
(2Jy�) +

d

d�
(�2Jy�) = 2

�
y�
dJ

d�
� y�

dJ

d�

�
= 0

d

d�
(�2Jx�) +

d

d�
(2Jx�) = 2

�
�x�

dJ

d�
+ x�

dJ

d�

�
= 0

o bien, en forma matricial por�
�x� x�
y� �y�

��
J�
J�

�
=

�
0
0

�
Si

M =

�
�x� x�
y� �y�

�
entonces

M(5J) = 0

donde J es el Jacobiano es decir
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J = x�y� � x�y�

es fácil ver que

J� = x��y
2
� + x�y�� � x��y� � x�y��

J� = y�x�� + x�y�� � x��y� � x�yn�
de donde

rJ =
�
J�
J�

�

M

�
x��y

2
� + x�y�� � x��y� � x�y��

y�x�� + x�y�� � x��y� � x�yn�

�
= 0

J�y� � J�y� = (x��y� + x�y�� � x��y� � x�y��)y�

�(x��y� + x�y�� � x��y� � x�y��)y�

=
�
y2�; � x�y�

��x��
y��

�
+ (�2x�y�; x�y� + x�y�)

�
x��
y��

�

+
�
y2� ; � x�y�

��x��
y��

�

�J�x� + J�x� = �(x��y� + x�y�� � x��y� � x�y��)x�

�(x��y� + x�y�� � x��y� � x�y��)x�

=
�
�x�y�; x2�

��x��
y��

�
+ (x�y� + x�y�; � 2x�y�)

�
x��
y��

�

+
�
�x�y�; x2�

��x��
y��

�

�
y2� �x�y�

�y�x� x2�

��
x��
y��

�
+

�
�2y�y� x�y� + x�y�

x�y� + x�y� �2x�x�

��
x��
y��

�
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+

�
y2� �x�y�

�y�x� x2�

��
x��
y��

�
= 0

ahora que esto se puede escribir en la forma

Px�� +Qx�� +Rx�� = 0

Donde

P =

�
y2� �x�y�

�y�x� x2�

�

Q =

�
�2y�y� x�y� + x�y�

x�y� + x�y� �2x�x�

�

R =

�
y2� �x�y�

�y�x� x2�

�

El problema que presentan éstas ecuaciones es que no se puede garantizar la
existencia de soluciones.

2.4. Funcional de Suavidad

La idea es considerar el mapeo de la region dada 
; en el cuadrado unitario
y pedir que este mapeo sea armónico es decir, pedir que minimice
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IS (x) =

Z Z



�
�2x + �

2
y + �

2
x + �

2
y

�
d�d�

sobre la región. Obsérvese el parecido con el funcional de longitud, en ese caso el
mapeo que es armónico es el del cuadrado unitario en la región 
, la desventaja
de esta formulación es que nosotros lo que necesitamos es el mapeo del cuadrado
unitario en la región, sin embargo la teoría no nos garantiza que el mapeo
sea 1 � 1 para el funcional de longitud y sí lo garantiza para el funcional de
suavidad IS , que llamaremos la funcional armónica. Hay toda una teoría sobre
los mapeos armónicos, pero que aqui no nos detendremos en revisarla. Más
adelante indicaremos como podemos lograr mapeos 1 � 1 y suaves usando la
versión discreta de este funcional en los capítulos siguientes.

Para obtener el mapeo de interés lo que haremos es hacer un cambio de va-
riable para que la integral transformada esté de�nida sobre el cuadrado unitario.
Para ello nos será útil el siguiente lema:

Lema 2 : Si ex : 
 ! B2 es 1-1 y C2; si ex = (� (x; y) ; � (x; y)) y el mapeo
inverso es ex = (x)�1 : B2 ! 


y si ademas.
f : 
! R

en C2, entonces :

1.

fx = (y�f� � y�f�) J�1

fy = (x�f� � x�f�) J�1

donde

J = x�y� � x�y�

2.

fxx =
�
y2nf�� � 2y�y�f�� + y2�f��

�
J�2 + [

�
y2ny�� � 2y�y�y�� + y2�y��

�
(x�f� � x�f�) +

�
y2nx�� � 2y�y�x�� + y2�x��

�
(y�f� � y�f�) ] J�3
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fyy =
�
x2nf�� � 2x�x�f�� + x2�f��

�
J�2 + [

�
x2ny�� � 2x�x�y�� + x2�y��

�
(x�f� � x�f�) +

�
x2nx�� � 2x�x�x�� + x2�x��

�
(y�f� � y�f�) ] J�3

La demostración se omite por ser muy tediosa.

Usaremos ahora el lema anterior para transformar las ecuaciones de Euler-
Lagrange:

�xx + �yy = 0

�xx + �yy = 0

sujeto a las correspondientes condiciones a la frontera, en ecuaciones para el
mapeo

x = (x (�; �) ; y (�; �))

que van a ser de la forma

�x�� � 2�x�� + 
x�� = 0

�y�� � 2�y�� + 
y�� = 0

Hagamos f = � entonces aplicando el lema tenemos:

�x = y�J
�1; �y = �x�J�1

J = x�y� � x�y�

Donde

�xx =
�
(y2�y�� � 2y�y�y�� + y2�y��)x� � y�

�
y2�x�� � 2y�y1x�� + y2�x��

��
J�3

�yy =
�
x�(x

2
�y�� � 2x�x�y�� + x2�y��)� y�

�
x2�x�� � 2x�x1x�� + x2�x��

��
J�3
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Si ahora tomamos f = �; nos queda :

�x = �y�J�1 �y = x�J
�1

�xx =
�
�x�

�
y2�y�� � 2y�y�y�� + y2�y��

�
+ y�

�
y2�x�� � 2y�y�x�� + y2�x��

��
J�3

�yy =
�
�x�

�
x2�y�� � 2x�x�y�� + x2�y��

�
+ y�

�
x2�x�� � 2x�x�x�� + x2�x��

��
J�3

de donde sustituyendo

J3
�
�xx + �yy

�
= x� [

�
x2� + y

2
�

�
y�� � 2 (x�x� + y�y�) y��

+
�
x2� + y

2
�

�
y�� ] � y� [

�
x2� + y

2
�

�
x��

� (x�x� + y�y�)x�� +
�
x2� + y

2
�

�
x�� ]

Si hacemos

� = x2� + y
2
�

� = x�x� + y�y�


 = x2� + y
2
�

entonces

J3
�
�xx + �yy

�
= [x� (�y�� � 2�y�� + 
y��)]

� [y� (�x�� � 2�x�� + 
x��)]

de manera parecida obtenemos:

J3
�
�xx + �yy

�
= [�x� (�y�� � 2�y�� + 
y��)]

+ [y� (�x�� � 2�x�� + 
x��)]

como

�xx + �yy = 0

�xx + �yy = 0
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sustituyendo en la ecuación anterior y haciendo

e1 = �x�� � 2�x�� + 
x��
e2 = �y�� � 2�y�� + 
y��

implican

x�e2 � y�e1 = 0

�x�e2 � y�e1 = 0

El determinante del sistema es

x�y� � x�y� = � (x�y� � x�y�) = �J

Si J 6= 0 sobre B2, es decir si el mapeo es 1� 1 y sobre, entonces

e1 = e2 = 0:

así que para obtener el mapeo tenemos que resolver el sistema:

�x�� � 2�x�� + 
x�� = 0

�y�� � 2�y�� + 
y�� = 0

sujeto a las condiciones a la frontera

x (@B2) = @
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2.5. Funcional de Ortogonalidad

Entre los sistemas curvilineos más usados están aquellos que son ortogonales,
ya que son muy útiles en la solución de ecuaciones diferenciales. La condición
para que los vectores tangentes x�; x� en el punto x(�; �) sean ortogonales es
que

x�(�; �) � x�(�; �) = 0

de aqui que es natural buscar en mapeos x(�; �) que sean lo más ortogonales

posibles dadas las condiciones a la frontera, esto nos lleva a considerar la fun-
cional:

Io (x) =
1

2

Z Z
B2

(x� � x�)2 d�d�

=
1

2

Z Z
B2

(x�y� + x�y�)
2
d�d�

a la cual se le conoce como la funcional de ortogonalidad.

El problema de minimizar

m��n
x(@B2)=@


Io (x)

da lugar a las ecuaciones de Euler-Lagrange

((x� � x�)x�)� + ((x� � x�)x�)� = 0

Desarrollando y agrupando obtenemos

Px�� +Qx�� +Rx�� + S = 0
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Donde P;Q;R; S son las matrices

P =

�
x2� x�y�
x�y� y2�

�

Q =

�
4x�x� + 2y�y� x�y� + x�y�
x�y� + x�y� 4y�y� + 2x�x�

�

R =

�
x2� x�y�
x�y� y2�

�
S = 0

Este sistema de ecuaciones diferenciales, es cuasilineal no elíptico, por lo que
no es posible garantizar solución aún en casos sencillos, razón por la cual este
funcional siempre se utiliza combinado con otra funcional, ya sea con la de área,
ó la de longitud ó ambas.
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2.6. Ejemplos

Funcional combinado Área con longitud. Funcional de longitud.

Funcional de suavidad.



Capítulo 3

Métodos Variacionales
Discretos

En este capítulo desarrollaremos la teoría básica de los métodos variacionales
discretos. Estos métodos se deducen siguiendo las ideas que Ivanenko aplicó al
funcional de suavidad o armónico como lo llamaremos de ahora en adelante, la
idea fundamental consiste en discretizar el funcional en lugar de las ecuaciones
de Euler-Lagrange, así en vez de resolver un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales lo que haremos será resolver un problema de optimización de gran es-
cala. Empezaremos por formular el problema y después veremos las propiedades
del mapeo bilineal que jugará un papel fundamental en el procedimiento general
y por último lo aplicaremos a las funcionales de longitud área y suavidad.

3.1. Formulación del Problema

El problema que tenemos de construir una malla estructurada sobre una
región 
, simplemente conexa, se puede plantear, de la manera siguiente:

Problema 3 (A) Dada una región 
, encontrar un mapeo suave 1 � 1 del
cuadrado unitario sobre 
; de tal forma que las fronteras se correspondan, es
decir, encontrar

x = (x (�; �) ; y (�; �))

27
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Tal que

1: x es C1

2: x es 1� 1
3: x (@B2) = @
:

Otra forma de plantear el problema es la siguiente:

Problema 4 (B) Construir un homeomor�smo � de la frontera del cuadrado
unitario en la frontera de 
:

� : @B2 �! 


y además construir una extensión del mapeo � a todo B2, es decir, encontrar

x : B2 �! 


1� 1; C1 y tal que

x (@B2) = � (@B2) = @
:

Usualmente � se construye eligiendo cuatro puntos en la frontera de 
 que
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indican como se van a corresponder las fronteras del cuadrado y las de 
:

El problema que tenemos es como garantizamos que el mapeo que obtenga-
mos sea 1� 1. Para ello necesitaremos que el Jacobiano

J (�; �) = x�y� � x�y�

sea positivo en la región y si las orientaciones se preservan, entonces tenemos el
siguiente teorema:

Teorema 5 Si x : B2 �! 
; C1; satisface

x (@B2) = @


J(�; �) > 0 8 (�; �) 2 B2

Entonces x (�; �) es un homeomor�smo de B2 sobre 
.

Este resultado es difícil de usar en la práctica ya que no se cuenta con una
expresión analítica del Jacobiano por lo que buscaremos dividir la región B2 en
regiones sencillas donde sea fácil evaluar Jacobiano.

Si consideramos una malla fBijg sobre el cuadrado unitario

B2 =

n�1
m�1
[
i=1
j=1

Bij
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Tenemos el siguiente resultado

Teorema 6 Sea

x : B2 �! 


continuo y fxijg las restricciones de x a las celdas, es decir

xij : x j Bij �! 


si fxijg son de clase C1, para i = 1; :::;m� 1; j = 1; :::; n� 1 con

x (@B2) = @
:

y si los Jacobianos Jij de xij satisfacen

Jij > 0; i = 1; :::;m� 1; j = 1; :::; n� 1:

entonces, x es un homehomor�smo de B2 sobre 
.

Este resultado es el que vamos a usar en la práctica, para ello nos restringire-
mos a regiones 
 con frontera poligonal, simplemente conexas, y elegiremos los
mapeos xij como funciones bilineales, así que empezaremos por considerar el
mapeo bilineal.
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3.2.

3.3. El Mapeo Bilineal

La región plana más simple para construir una malla es un cuadrilátero y la
transformación más simple que transforma el cuadrado unitario en un cuadri-
latero arbitrario PQRS, es el mapeo bilineal

r : B2 �! �PQRS

que podemos reescribir en su forma vectorial como

r(s; t) =

�
x(s; t)

y(s; t)

�
donde

r = a+ bs+ ct+ dst

a =

�
�1
�2

�
; b =

�
�1
�2

�
; c =

�

1

2

�
; d =

�
�1
�2

�
;

Calculemos los coe�cientes, imponiendo la condición de que los vértices de
B2 se transformen en los vértices del �PQRS

r (0; 0) = a = P

r (1; 0) = a+ b = Q donde b = Q� P
r (1; 1) = a+ b+ c+ d = R

r (0; 1) = a+ c = S donde c = S � P

D = R� a� b� c

= R� P � (Q� P )� (S � P )
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= R�Q� S + P

sustituyendo se tiene que

r (s; t) = P + (Q� P )s+ (S � P ) t+ [R+ P � (S +Q)] st

que también se puede escribir como

= P (1� s� t+ st) +Q(s� st) +Rst+ S(t� st)

= P (1� s)(1� t) +Qs(1� t) +Rst+ St(1� s)

El mapeo bilineal se puede obtener también de la forma siguiente; el lado
PS del cuadrilátero PQRS se puede reescribir como

xl (t) = (1� t)P + tS
0 � t � 1:

De manera similar el lado QR se puede escribir, para 0 � t � 1;

xr (t) = (1� t)Q+ tR:
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Por tanto, el segmento xl (t) ; xr (t) se puede ahora escribir como

r (s; t) = (1� s)xl (t) + sxr (t) 0 � s; t � 1

Es fácil probar que este mapeo satisface las condiciones de frontera, es decir,
que la frontera de B2 va en la frontera de �PQRS.

r (s; t) = (1� s) (1� t)P + (1� s) tS + s (1� t)Q+ stR

Un procedimiento similar puede ser aplicado para unir un punto xb (s) en la
subfrontera xb y un punto x� (s) en la subfrontera x� :

xt (s) = (1� s)S + sR
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xb (s) = (1� s)P + sQ

r(s; t) = (1� t)xb(s) + x� (s)

Nuestro siguiente punto a tratar será estudiar las propiedades del mapeo
bilineal de�nido anteriormente.
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Iniciaremos discutiendo de manera breve la de�nición de triángulos orienta-
dos y sus áreas, que son parte esencial de nuestro estudio.

Diremos que un triángulo ABC está orientado positivamente si cuando nos
movemos sobre su frontera en el orden ABC el interior queda a mano izquierda,
en caso contrario, diremos que está orientado negativamente.

Orientación en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj (Orientación
negativa) �ABC (ó �BCA ó �CAB):

Podemos resumir esto diciendo que, un triángulo orientado no se determina
simplemente por sus vértices, sino también por los tres vértices dados en cierto
orden.

De�nición 7 Por área orientada de un triángulo orientado �ABC; debe en-
tenderse aquel número cuyo valor absoluto, es igual al área del triángulo (no
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orientado) que tiene los vértices A,B,C; el área orientada del triángulo es pos-
itiva, si el triángulo está orientado en sentido contrario al movimiento de las
manecillas del reloj y negativa si el triángulo está orientado en el sentido del
movimiento de las manecillas del reloj.

Área positiva del triángulo que tiene los vértices A,B,C

Área negativa del triángulo que tiene los vértices A,B,C

Cuando consideremos el área de un triángulo siempre se referirá al área
orientada.

Es fácil demostrar que:
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area(A;B;C) =
1

2
det (B �A;C �A)

=
1

2

���� xb � xa xc � xa
yb � ya yc � ya

����
=

1

2
(B �A)T J2 (C �A) ;

donde

J2 =

�
0 1
�1 0

�

De�nición 8

� (A;B;C) = 2area(� (A;B;C))

Si consideramos el cuadrilátero PQRS orientado por el orden de sus vértices,
entonces este induce la orientación en los 4 triángulos:

�1 : � (S; P;Q)

�2 : � (P;Q;R)

�3 : � (Q;R; S)

�4 : � (R;S; P )
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Ejemplo
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4SPQ �! orientado positivamente.

4PQR �! orientado positivamente.

4QRS �! orientado positivamente.

4RSP �! orientado negativamente.

Nos interesa la relación de las áreas con el Jacobiano por lo que calculamos,
para el mapeo,

r (s; t) = P + (Q� P )s+ (S � P ) t+ [R+ P � (S +Q)] st

Los vectores tangentes estan dados por:

@r

@s
= rs (s; t) = Q� P + [R+ P � (S +Q)] t

@r

@t
= rt (s; t) = S � P + [R+ P � (S +Q)] s

r(s; t) =

�
x(s; t)

y(s; t)

�
rs(s; t) =

�
xs(s; t)

ys(s; t)

�

xs (s; t) = xq � xp + [xr + xp � (xs + xq)] t
ys (s; t) = yq � yp + [yr + yp � (ys + yq)] s

De manera similar,

xt (s; t) = xs � xp + [xr + xp � (xs + xq)] t
yt (s; t) = ys � yp + [yr + yp � (ys + yq)] s

Como sabemos el jacobiano está dado por

J (s; t) = xsyt � xtys;

por lo que si sustituimos las parciales en el jacobiano, tendremos:
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J (s; t) = (xq � xp + [xr + xp � (xs + xq)] t) � (ys � yp + [yr + yp � (ys + yq)] s)
�(xs � xp + [xr + xp � (xs + xq)] t) � (yq � yp + [yr + yp � (ys + yq)] s)

= A0 +A1s+A2t:

Evaluando el Jacobiano en las esquinas del cuadrilátero unitario tenemos

J (0; 0) = �(�xp + xs)(�yp + yq) + (�xp + xq) (�yp + ys)
= (xq � xp) (ys � yp)� (yq � yp) (xs � xp)

=

���� xq � xp xs � xp
yq � yp ys � yp

����
= det(P �Q;S � P )

= 2area(�SPQ)

= �(S; P;Q) = J(0; 0) = A0:

Análogamente,
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J (1; 0) = �(�xq + xr)(�yp + yq) + (�xp + xq) (�yp + yr)
= (xr � xq)(yp � yq)� (yr � yq)(xp � xq)

=

���� xr � xq xp � xq
yr � yq yp � yq

����
= det(R�Q;P �Q)

= 2area(�PQR)

= �(P;Q;R) = J(1; 0) = A0 +A1

y

J (0; 1) = � (�xp + xs) (yr � ys) + (xr � xs) (�yp + ys)
= (xp � xs)(yr � ys)� (yp � ys)(xr � xs)

=

���� xp � xs xr � xs
yp � ys yr � ys

����
= det(P � S;R� S)
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= 2area(�RSP )

= �(R;S; P ) = J(0; 1) = A0 +A2

J (1; 1) = (xr � xs) (�yq + yr)� (�xq + xr) (yr � ys)

=

���� xs � xr xq � xr
ys � yr yq � yr

����
= det(S �R;Q�R)

= 2area(�QRS)
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= �(Q;R; S) = J(1; 1) = A0 +A1 +A2

Estos cálculos se resumen en el siguiente teorema:

Teorema 9 El Jacobiano del mapeo bilineal es lineal sobre un cuadrilátero y
está determinado por su valor sobre tres puntos distintos en B2: En particular
el Jacobiano de la transformación puede escribirse de la forma:

J(s; t) = (1� s� t)J(0; 0) + sJ(1; 0) + tJ(0; 1)

Demostración. Como ya vimos J(s; t) es lineal,

J(s; t) = A0 + sA1 + tA2

con A0; A1 y A2 números reales. Los valores del Jacobiano en las esquinas,
bajo esta esta representación, son:

J(0; 0) = A0

J(1; 0) = A0 +A1

J(1; 1) = A0 +A1 +A2

J(0; 1) = A0 +A2

considerando que J(1; 1) = J(1; 0) + J(0; 1) � J(0; 0) si se sustituyen las
expresiones anteriores, se obtiene que

A0 = J(0; 0)

A1 = J(1; 0)� J(0; 0)
A2 = J(0; 1)� J(0; 0)

Asi que si se sustituyen estos valores se tiene que

J(s; t) = J(0; 0) + s [J(1; 0)� J(0; 0)] + t [J(0; 1)� J(0; 0)]
= (1� s� t) J(0; 0) + sJ(1; 0) + tJ (0; 1)

La validez del corolario que sigue se basa en el hecho de que la grá�ca de J
está sobre un plano. De la misma linealidad del Jacobiano se tiene que su valor
menor se alcanza en algunas de las esquinas de B2:

Corolario 10

m��n
s;t
J(s; t) = m��n fJ(0; 0); J(1; 0); J(1; 1); J(0; 1)g
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Por tanto podemos concluir que el Jacobiano es positivo solo si lo es en
cada una de sus esquinas, es decir �PQRS es convexo si y sólo si los cuatro
triángulos tienen área positiva.

Este sería un criterio muy útil en la práctica para saber si una malla es
convexa.

3.4. Discretización General

Procederemos ahora a describir un procedimiento general para obtener una
funcional discreta a partir de una continua.

Consideremos la funcional

I(x) =

ZZ
B2

f (x�; x�) d�d�

y una malla uniforme de m � n sobre B2 y sean fBijg ; i = 1; 2; ::;m y
j = 1; 2; :::; n; las celdas de la malla, entonces como B2 = [

i;j
Bi;j

I (x) =

nX
i=1

nX
j=1

ZZ
Bij

f (x�; x�) d�d�:

Ahora, hacemos una primera aproximación, el mapeo

x : B2 �! 
;

vamos a aproximarlo por un mapeo

r : B2 �! 


donde r es bilineal por pedazos, es decir, en cada celda Bij ;. r está dado por un
mapeo bilineal rij :
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entonces

Iij =

ZZ
Bij

f (x�; x�) d�d� �
ZZ
Bij

f
�
r
ij�
; r

ij�

�
d�d�;

y esta última integral la aproximamos por la regla de cuadratura de los cuatro
puntos, que es el promedio de los valores en los cuatro vértices de Bij :

Obtenemos

Iij �
1

4

�
f
�
r
ij�
(P ) ; r

ij�
(P )

�
+ f

�
r
ij�
(Q) ; r

ij�
(Q)

�
+

f
�
r
ij�
(R) ; r

ij�
(R)

�
+ f

�
r
ij�
(S) ; r

ij�
(S)
�
] = eIij ;

donde

P = Pij ; Q = Pi;j+1; R = Pi+1;j+1; S = Pi;j+1

�nalmente, nos queda

I (ex) �
m�1X
i=1

nX
j=1

eIi;j =

=
1

4

nX
i=1

nX
j=1

�
f
�
r
ij�
(Pi;j) ; rij� (Pi;j)

��
+
�
f
�
r
ij�
(Pi+1;j) ; rij� (Pi+1;j)

��
+
�
f
�
r
ij�
(Pi+1;j+1) ; rij� (Pi+1;j+1)

��
+
�
f
�
r
ij�
(Pi;j+1) ; rij� (Pi;j+1)

��
, Id (fPi;jg)
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La símbolo en la última relación signi�ca que esta expresión va a ser el funcional
discreto asociado al funcional continúo discretizado.
Id (fPi;jg) es una función de los puntos Pi;j , y lo que queremos es determinar

los puntos fPi;jg de la malla de tal forma que optimice el funcional Id (fPi;jg),
como suponemos de entrada que se tiene un homeomor�smo de la frontera de
B2 en la frontera de 
, esto signi�ca que los puntos de las fronteras de la región

l1 = fP1;1; P2;1; :::; Pm;1g ;
l2 = fPm;1; Pm;2; :::; Pm;ng ;
l3 = fP1;n; P2;n; :::; Pm;ng ;
l4 = fP1;1; P1;2; :::; P1;ng :

son conocidos (ver �gura).

De�nición 11 Una malla estructurada G de 
; de m � n es una colección
fPi;jg de puntos de R2 tales que los puntos

l1(G) = fP1;1; P2;1; :::; Pm;1g ;
l2(G) = fPm;1; Pm;2; :::; Pm;ng ;
l3(G) = fP1;n; P2;n; :::; Pm;ng ;
l4(G) = fP1;1; P1;2; :::; P1;ng :

estan sobre la frontera de G.
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Así, el problema que tenemos es determinar los puntos interiores de G, de tal
forma que la malla G tenga propiedades geométricas adecuadas.
Es decir, tenemos que resolver el problema

m��n Id
G

(G)

sobre todas las mallas G de m� n con los mismos puntos en la frontera de 
:

Pasaremos ahora a aplicar el procedimiento anterior para obtener los fun-
cionales discretos asociados a los funcionales continuos del capítulo anterior.

Como necesitamos formulas precisas y el manejo de los indices debe ser muy
cuidadoso, usaremos un esquema general de tal forma que las funcionales queden
en la forma más clara y compacta que sea posible.

Es decir, necesitamos unas fórmulas sencillas para los mapeos bilineales,

rij : Bij �! Cij ;

donde Bij es la celda ij de B2 y Cij es la celda ij de 
 .

Como ya tenemos el mapeo r (s; t) bilineal de B2 en el cuadrilátero PQRS,
entonces, podemos obtener el mapeo rij primero escalando la celda Bij a B2,

aij : Bij �! B2

y luego aplicar el mapeo r(s; t); donde el cuadrilátero PQRS es la celda Cij ;
es decir, (vease la �gura siguiente).
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P = Pij ; Q = Pi+1j ; R = Pi+1j+1; S = Pi+1j

esto es,

r (s; t) = P (1� s)(1� t) + St(1� s) +Qs(1� t) +Rst:

Entonces tenemos:

r (0; 0) = P = Pij

r (1; 0) = Q = Pi+1;j

r (1; 1) = R = Pi+1;j+1

r (0; 1) = S = Pi;j+1

rs (s; t) = Rt� P (1� t)� St+Q (1� t)
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rt (s; t) = Rs� P (1� s) + S (1� s)�Qs

rs (0; 0) = Q� P = Pi+1;j � Pij
rs (1; 0) = Q � P = Pi+1;j � Pij
rs (1; 1) = R� S = Pi+1;j+1 � Pi;j+1
rs (0; 1) = R� S = Pi+1;j+1 � Pi;j+1

rt (0; 0) = S � P = Pi;j+1 � Pij
rt (1; 0) = S � P = Pi;j+1 � Pij
rt (1; 1) = R�Q = Pi+1;j+1 � Pi+1;j
rt (0; 1) = R�Q = Pi+1;j+1 � Pi+1;j

La matriz Jacobiana esta dada por

r
0
(s; t) = (rs (s; t) j rt (s; t)) ;

y entonces
r
0
(0; 0) = [Q� P j S � P ]

J (0; 0) = det r
0
(0; 0) = det [Q� P j S � P ] = 2area�(P;Q; S)

r
0
(1; 0) = [Q� P j R�Q]

J (1; 0) = det r
0
(1; 0) = det [R�Q j P �Q] = 2area�(Q;R; P )

r
0
(1; 1) = [R� S j R�Q]

J (1; 1) = det r
0
(1; 1) = det [R�Q j P �Q] = 2area�(R;S;Q)

r
0
(0; 1) = [R� S j S � P ]

J (0; 1) = det r
0
(0; 1) = det [P � S j R� S] = 2area�(S; P;R) :

Pasemos ahora al mapeo aij :
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aij (�; �) =

�
m
�
� � i

m

�
n
�
� � j

n

� �

La matriz Jacobiana es

a
0

ij (�; �) =

�
m 0
0 n

�
= a

0

ij

La primera columna es:

@aij
@�

= a
0
ijs =

�
m
0

�

La segunda columna es:

@aij
@�

= a
0
ijt =

�
0
n

�

Entonces el mapeo rij que queremos está dado por

rij = r (aij (�; �))

y entonces



3.4. DISCRETIZACIÓN GENERAL 51

Jij = det
�
a
0

ij

�
= mn

r
0

ij = r
0
(aij (�; �)) a

0

ij

= r
0
(aij)

�
m 0
0 n

�

= r
0
(aij (�; �))

�
m 0
0 n

�

r
0

ij (�; �) = [rij� j rij�] = [rij� (�; �) j rij� (�; �)]

@rij
@�

(�; �) =
@

@�
r (aij (�; �))

@rij
@�

(�; �) = r
0
(aij (�; �)) � a

0

ij (�; �) �
�
1
0

�

Recordando que

aij

�
i

m
;
j

n

�
= (0; 0)

aij

�
i� 1
m

;
j

n

�
= (1; 0)

aij

�
i+ 1

m
;
j + 1

n

�
= (1; 1)

aij

�
i

m
;
j + 1

n

�
= (0; 1)

entonces

@rij
@�

�
i

m
;
j

n

�
= r

0
(0; 0) � a

0

ij

�
1
0

�

=

�
@r

@s
(0; 0) j @r

@t
(0; 0)

��
m 0
0 n

��
0
1

�

= m
@r

@s
(0; 0)

= (Q� P )m = (Pi+1;j � Pi;j)m
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Análogamente

@rij
@�

�
i+ 1

m
;
j

n

�
= (Q� P )m = (Pi+1;j � Pi;j)m

@rij
@�

�
i+ 1

m
;
j + 1

n

�
= (R� S)m = (Pi+1;j+1 � Pi;j+1)m

@rij
@�

�
i

m
;
j + 1

n

�
= (R� S)m = (Pi+1;j+1 � Pi;j+1)m

@rij
@�

(�; �) =
@

@�
r (aij (�; �))

@rij
@�

(�; �) = r
0
(aij (�; �)) � a

0

ij (�; �) �
�
0
1

�
:

Entonces tenemos

@rij
@�

�
i

m
;
j

n

�
= n

@r

@t
(0; 0)

= n (S � P ) = n(Pi+1;j � Pi;j)

de manera semejante,

@rij
@�

�
i+ 1

m
;
j

n

�
= n (S � P ) = n(Pi+1;j � Pi;j)

@rij
@�

�
i+ 1

m
;
j + 1

n

�
= n (R�Q) = n(Pi+1;j+1 � Pi+1;j)

@rij
@�

�
i

m
;
j + 1

n

�
= n (R�Q) = n(Pi+1;j+1 � Pi+1;j):

Pasemos ahora a la integral

Z Z
Bij

f (rij�; rij�) d�d� =
1

mn

Z Z
B2

f (rs; rt) dsdt
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3.4.1. Discretización de la Funcional de Longitud

Aplicaremos ahora el proceso anterior a la funcional de longitud

Il (x) =

Z Z
B2

�
kx�k2 + kx�k2

�
d�d�

=
n�1X
i=1

m�1X
j=1

Z Z
Bij

�
kx�k2 + kx�k2

�
d�d�:

Si ahora aplicamos la aproximación sobre Bij donde

x � rij
entonces tenemos queZ Z

Bij

�
kx�k2 + kx�k2

�
d�d� �

Z Z
Bij

�
krij�k2 + krij�k2

�
d�d�;

si efectuamos ahora el cambio de variables

rij = (aij (s; t))

tenemos

Z Z
Bij

�
krij�k2 + krij�k2

�
dsdt =

1

mn

Z Z
B2





r0 (aij)� m
0

�



2 + 



r0 (aij)� 0
n

�



2 dsdt:
Aproximando por la regla de cuadratura de los 4 puntos

� 1

4mn
[





r0 (0; 0)� m
0

�



2 + 



r0 (0; 0)� 0
n

�



2 +



r0 (1; 0)� m
0

�



2 + 



r0 (1; 0)� 0
n

�



2 +



r0 (1; 1)� m
0

�



2 + 



r0 (1; 1)� 0
n

�



2 +



r0 (0; 1)� m
0

�



2 + 



r0 (0; 1)� 0
n

�



2 ] ;
donde
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=
1

4mn
[ kQ� Pk2m2 + kS � Pk2 n2 +

kQ� Pk2m2 + kR�Qk2 n2 +
kR� Sk2m2 + kR�Qk2 n2 +
kR� Sk2m2 + kS � Pk2 n2 ]

Z Z
Bij

�
krij�k2 + krij�k2

�
d�d� =

1

4mn
[ 2m2

h
kQ� Pk2 + kR� Sk2

i
+

2n2
h
kS � Pk2 + kR�Qk2

i
]

=
1

2mn
[ m2

h
kQ� Pk2 + kR� Sk2

i
+

n2
h
kS � Pk2 + kR�Qk2

i
]

donde

P = Pi;j R = Pi+1;j+1

Q = Pi+1;j S = Pi;j+1:

Sustituyendo P;Q;R; S por sus valores

m�1;n�1X
i;j=1

Z Z
Bij

�
kx�k2 + kx�k2

�
d�d� � 1

2mn

m�1;n�1X
i;j=1

[ m2
h
kPi+1;j � Pi;jk2 + kPi+1;j+1 � Pi;j+1k2

i
+

n2
h
kPi;j+1 � Pijk2 + kPi+1;j+1 � Pi+1;jk2

i
]

de�nimos el funcional discreto de longitud como

IL (G) =
1

2mn

m�1;n�1X
i;j=1

[ m2
h
kPi+1;j � Pi;jk2 + kPi+1;j+1 � Pi;j+1k2

i
+

n2
h
kPi;j+1 � Pi;jk2 + kPi+1;j+1 � Pi+1;jk2

i
]

Fijemos ahora el primer término, así obtenemos que este es la suma de todos
los segmentos horizontales de la malla por lo que es natural de�nir
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SH (G) =

m�1;n�1X
i;j=1

[ kPi+1;j � Pi;jk2 + kPi+1;j+1 � Pi;j+1k2 ]

efectuamos un proceso análogo para el segundo término que representa los seg-
mentos verticales.

Sv (G) =

m�1;n�1X
i;j=1

[ kPi;j+1 � Pi;jk2 + kPi+1;j+1 � Pi;j+1k2 ]

Asi que podemos escribir el funcional como

IL (G) =
1

2mn

�
m2SV (G) + n

2SH (G)
�
:

3.4.2. Discretización de la Funcional de Área

Ia (x) =

Z Z
B2

J2 (�; �) d�d�

=

Z Z
B2

(x�y� � x�y�)2 d�d�

=

Z Z
B2

(xt�J2x�)
2d�d�;

donde

xt� = (x�; y�); J2 =

�
0 1
�1 0

�
x� =

�
x�
y�

�
;

entonces

Ia (x) =
X
i;j

Z Z
Bij

(xt�J2x�)
2d�d�;

aproximando x sobre Bij por rij

Z Z
Bij

(xt�J2x�)
2d�d� �

Z Z
Bij

�
rtij�J2rij�

�2
d�d�
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y utilizando el cambio de variables

rij = r(aij (s; t))

entonces obtenemos

Z Z
Bij

�
rtij�J2rij�

�2
d�d� =

1

mn

Z Z
B2

"�
r
0
(aij)

�
m
0

��t
J2

�
r
0
(aij)

�
0
n

��#2
dsdt:

Si ahora aproximamos por la regla de cuadratura de los cuatro puntos tendremos
que

Z Z
Bij

krij�k2 + krij�k2 d�d� � 1

4mn
[

��
r
0
(0; 0)me1

�t
J2

�
r
0
(0; 0)ne2

��2
+

��
r
0
(1; 0)me1

�t
J2

�
r
0
(1; 0)ne2

��2
+��

r
0
(1; 1)me1

�t
J2

�
r
0
(1; 1)ne2

��2
+��

r
0
(0; 1)me1

�t
J2

�
r
0
(0; 1)ne2

��2
]

=
1

4mn
[ ((Q� P ) J2 (S � P ))2 +

((Q� P )2J2(R�Q))2 +
((R� S)2J2(R�Q))2 +
((R� S)2J2(S � P ))2 ] �m2n2

donde

P = Pi;j R = Pi+1;j+1

Q = Pi+1;j S = Pi;j+1

=
m2n2

4mn
[ ((Q� P ) J2 (S � P ))2 +

((Q� P )2J2(R�Q))2 +
((R� S)2J2(R�Q))2 +
((R� S)2J2(S � P ))2 ]
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Z Z
Bij

�
rtij�J2rij�

�2
d�d� � mn

4
[ area (Pi;j ; Pi+1;j ; Pi;j+1)

2
+

area(Pi+1;j ; Pi+1;j+1; Pi;j)
2 + area(Pi+1;j+1; Pi;j+1; Pi+1;j)

2

+area(Pi;j+1; Pi;j ; Pi+1;j+1)
2 ]

Si nombramos los triángulos como

T 1
ij = �Pi;j ; Pi+1;j ; Pi;j+1

T 2
ij = �Pi+1;j ; Pi+1;j+1; Pi;j

T 3
ij = �Pi+1;j+1; Pi;j+1; Pi+1;j

T 4
ij = Pi;j+1; Pi;j ; Pi+1;j+1;

Podemos de�nir la funcional de área discreto

IA (G) =

m�1;n�1X
i;j=1

4X
k=1

area
�
T kij
�2
;

en la práctica usaremos �
�
T kij
�
= 2area

�
T kij
�
y entonces

IA (G) =

NX
q=1

� (Tq)
2
q

donde N es el número total de triángulos de G.

3.4.3. Discretización de la Funcional de Ortogonalidad

IO =

Z Z
B2

(x� � x�) d�d�

=

m�1;n�1X
i;j=1

Z Z
Bij

(x� � x�) d�d�

Si aproximamos x (�; �) por rij (s; t) en Bij tenemos

IO �
m�1;n�1X
i;j=1

Z Z
Bij

(rij� � rij�)2 d�d�
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Utilizando el cambio de variable

Z Z
Bij

(rij� � rij�)2 d�d� =
1

mn

Z Z
B2

[(r (aij)me1) � (r (aij)ne2)]2 dsdt;

aproximando por la regla de cuadratura

1

mn

Z Z
B2

[(r (aij)me1) � (r (aij)ne2)]2 dsdt � 1

4mn

h�
r
0
(0; 0)me1

�
�
�
r
0
(0; 0)ne2

�i2
h�
r
0
(1; 0)me1

�
�
�
r
0
(1; 0)ne2

�i2
+h�

r
0
(1; 1)me1

�
�
�
r
0
(1; 1)ne2

�i2
+h�

r
0
(0; 1)me1

�
�
�
r
0
(0; 1)ne2

�i2
]

=
mn

4
[ ((Q� P )t � (S � P ))2 +

((P �Q)t � (R�Q))2 +
((S �R)t � (Q�R))2 +
((R� S)t � (P � S))2 ] :

Si ahora utilizamos

P = Pi;j R = Pi+1;j+1

Q = Pi+1;j S = Pi;j+1;

para aproximar el funcional de ortogonalidad por los nodos interiores de la malla
tendremos

=
mn

4
[ ((Pi+1;j � Pi;j )

t � (Pi;j+1 � Pi;j ))2 +

((Pi;j � Pi+1;j)t � (Pi+1;j+1 � Pi+1;j ))2 +
((Pi;j+1 � Pi+1;j+1)t � (Pi+1;j � Pi+1;j+1))2 +

((Pi+1;j+1 � Pi;j+1)t � (Pi;j � Pi;j+1))2 ] =
mn

4
� (cij)

y entonces de�nimos el funcional discreto de ortogonalidad como

IO (G) =

m�1;n�1X
i;j=1

� (cij)
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donde

� (cij) = [ ((Pi+1;j � Pi;j )
t � (Pi;j+1 � Pi;j ))2 +
((Pi;j � Pi+1;j)t � (Pi+1;j+1 � Pi+1;j ))2 +
((Pi;j+1 � Pi+1;j+1)t � (Pi+1;j � Pi+1;j+1))2 +
((Pi+1;j+1 � Pi;j+1)t � (Pi;j � Pi;j+1))2 ] :

3.4.4. Discretización de la Funcional de Suavidad

IS (x) =

Z Z
B2

�
x2� + x

2
� + y

2
� + y

2
�

�
J

d�d� =
X
i;j

Z Z
Bij

kx�k2 + kx�k2

xt�J2x�
d�d�

Si ahora aproximamos x � rij en Bij

Z
Bij

kx�k2 + kx�k2

xt�J2x�
d�d� �

Z Z
Bij

krij�k2 + krij�k2

rtij�J2rij�
d�d�;

donde

J2 =

�
0 1
�1 0

�

IS �
m�1;n�1X
i;j=1

Z Z
Bij

krij�k2 + krij�k2

rtij�J2rij�
d�d�

haciendo el cambio de variable

1

mn

Z Z
B2





r0 (aij)� m
0

�



2 + 



r0 (aij)� 0
n

�



2�
r0 (aij)

�
m
0

��t
J2

�
r0 (aij)

�
0
n

��dsdt
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� 1

4mn
[
m2



r0 (0; 0)me1


2 + n2 


r0 (0; 0)ne2




mn
�
(r0 (0; 0)me1)

t
J2 (r

0 (0; 0)ne2)
�

+
m2



r0 (1; 0)me1


2 + n2 


r0 (1; 0)ne2




mn
�
(r0 (1; 0)me1)

t
J2 (r

0 (1; 0)ne2)
�

+
m2



r0 (1; 1)me1


2 + n2 


r0 (1; 1)ne2




mn
�
(r0 (1; 1)me1)

t
J2 (r

0 (1; 1)ne2)
�

+
m2



r0 (0; 1)me1


2 + n2 


r0 (0; 1)ne2




mn
�
(r0 (0; 1)me1)

t
J2 (r

0 (0; 1)ne2)
� ] :

Sustituyendo

P = Pi;j R = Pi+1;j+1

Q = Pi+1;j S = Pi;j+1

tenemos

Z Z
Bij

krij�k2 + krij�k2

rij�J2rij�
d�d� � 1

4mn
[
m2 kQ� Pk2 + n2 kS � Pk2

mn (Q� P )t J2 (S � P )

+
m2 kQ� Pk2 + n2 kR�Qk2

mn (P �Q)t J2 (R�Q)

+
m2 kR� Sk2 + n2 kR�Qk2

mn (S �R)t J2 (Q�R)

+
m2 kR� Sk2 + n2 kS � Pk2

mn(R� S)2J2(P � S)
]

� 1

4mn
[
m
n kQ� Pk

2
+ n

m kS � Pk
2

(Q� P )t J2 (S � P )
+

m
n kQ� Pk

2
+ n

m kR�Qk
2

(P �Q)t J2 (R�Q)

+
m
n kR� Sk

2
+ n

m kR�Qk
2

(S �R)t J2 (Q�R)
+

m
n kR� Sk

2
+ n

m kS � Pk
2

(R� S)2J2(P � S)
] ;

sustituyendo P;Q;R; S por sus valores y si tomamos el caso particular en el
que m = n tendremos que
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Z Z
Bij

krij�k2 + krij�k2

rij�J2rij�
d�d� �

X 1

4mn
[
kPi+1;j � Pi;jk2 + kPi;j+1 � Pi;jk2

(Pi+1;j � Pi;j)t J2 (Pi;j+1 � Pi;j)

+
kPi+1;j � Pi;jk2 + kPi+1;j+1 � Pi+1;jk2

(Pi;j � Pi+1;j)t J2 (Pi+1;j+1 � Pi+1;j)

+
kPi+1;j+1 � Pi;j+1k2 + kPi+1;j+1 � Pi+1;jk2

(Pi;j+1 � Pi+1;j+1)t J2 (Pi+1;j � Pi+1;j+1)

+
kPi+1;j+1 � Pi;j+1k2 + kPi;j+1 � Pi;jk2

(Pi+1;j+1 � Pi;j+1)tJ2(Pi;j � Pi;j+1)
] :

Como podemos observar el funcional de suavidad se aproxima por los nodos
interiores de la malla.

De�nimos

Is (G) =
1

4

X
i;j

[
m
n kPi+1;j � Pi;jk

2
+ n

m kPi;j+1 � Pi;jk
2

(Pi+1;j � Pi;j)t J2 (Pi;j+1 � Pi;j)

+
m
n kPi+1;j � Pi;jk

2
+ n

m kPi+1;j+1 � Pi+1;jk
2

(Pi;j � Pi+1;j)t J2 (Pi+1;j+1 � Pi+1;j)

+
m
n kPi+1;j+1 � Pi;j+1k

2
+ n

m kPi+1;j+1 � Pi+1;jk
2

(Pi;j+1 � Pi+1;j+1)t J2 (Pi+1;j � Pi+1;j+1)

+
m
n kPi+1;j+1 � Pi;j+1k

2
+ n

m kPi;j+1 � Pi;jk
2

(Pi+1;j+1 � Pi;j+1)tJ2(Pi;j � Pi;j+1)
] :

Si �q es un triángulo genérico de G; entonces de�nimos

	(�q) =
m
n kaqk

2
+ n

m



bq

2
atqJ2bq

= Is (G) =
NX
q=1

	(�q) :

de otra manera:

Dado un triángulo �q; consideramos las funciones

l (�q) = kaqk2 +


bq

2

� (�q) = 2area (�q) = a
t
qJ2bq
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donde

aq; bq son los lados del triángulo que forman parte de la malla y � (�q) es el
doble de la área orientada. Escribiremos el funcional armónico como

H (G) =
NX
q=1

l (�q)

� (�q)
:



3.5. EJEMPLOS FUNCIONALES CLÁSICOS DISCRETOS
63

3.5. Ejemplos Funcionales Clásicos Discretos

En esta sección se presentan algunos ejemplos de los funcionales clásicos
como son suavidad, área y ortogonalidad1 .

Ejemplos Funcional de Área

Mallas óptimas generadas con el funciona lde área discreto.

1Para la generación de estos ejemplos se utilizó Software creado por el grupo UNAMALLA.
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Ejemplos Funcional de Suavidad.

Mallas óptimas generadas con el funcional de Suavidad discreto.



Capítulo 4

Funcionales
Cuasi-Armónicos y
Épsilon-Convexidad

En este capítulo consideramos el problema de generar mallas armónicas
usando funcionales que sean muy sencillos de implementar y que produzcan
resultados con�ables. Además, se introducirá el concepto de �-convexidad que
permitirá eliminar la inestabilidad numérica que se presenta al generar mallas
convexas con la condición de que el área de los triángulos sea positiva para todos
los triángulos de la malla, es decir, que el problema no esté bien planteado.

4.1. Generación numérica de mallas

El procedimiento usual para obtener una malla será:

Construir una malla inicial G0; por algún procedimiento algebraico.

Seleccionar un funcional discreto, que generalmente será una combinación
de la forma

F = �1F1 + �2F2

donde

�1 + �2 = 1

65
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y F1; F2 son dos funcionales que re�ejan las propiedades geométricas
deseadas y �1 y �2 son los pesos que les asignaremos en base a las
propiedades anteriores y a la di�cultad del problema.

Posteriormente se resuelve el problema de optimización

m��n
G
F (G) = F (G�)

donde G� es la malla generada con las propiedades deseadas.

Con frecuencia la suavidad y ortogonalidad de la malla óptima son las
propiedades más requeridas tomando en cuenta que la convexidad de la malla
es esencial.

4.2. �-Convexidad

Un indicador de que la condición para la convexidad de la malla era inadecua-
da, es que sobre algunas regiones muy irregulares se obtenían mallas convexas,
que al guardarlas en un archivo se modi�caban un poco debido al redondeo y
al leerlas después no resultaban convexas.

Una primera idea para corregir este problema sería elegir un número pequeño
� > 0 y cambiar la condición

� (�q) > 0 8�q 2 G�:

por

� (�q) > � 8�q 2 G�:

sin embargo, el problema es cómo elegir la �; ya que se ve que la escala juega
un papel central y necesitamos que la selección de la � sea robusta, es decir
independiente de la escala.

Una clave para la elección de una � adecuada, es la siguiente propiedad de
las mallas.
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Propiedad

Si

area(G) =

n�1;m�1X
i;j=1

area(cij)

y si G es una malla orientada, de 
; es decir si las celdas cij de G tienen
orientación inducida por la frontera de 
 entonces

area(G) = area(
)

y si �(G) es el promedio del área de los triángulos de las celdas de la malla,
entonces

�(G) =
area(
)

(m� 1) (n� 1) :

area (cij) = area
�
T
1

ij

�
+ area

�
T
3

ij

�
+ area

�
T
2

ij

�
+ area

�
T
4

ij

�

2area (cij) =

4X
k=1

area
�
T
k

ij

�

=) area (G) =
1

2

n�1;m�1X
i;j=1

4X
k=1

�
�
T
k

ij

�

=
1

2

NX
q=1

� (Tq)

NX
q=1

� (Tq) = 2area (
)

=) � (G) =
1

N

NX
q=1

� (Tq)

=
2area (
)

N

� (G) =
4

4

area (
)

(m� 1) (n� 1) =
area (
)

(m� 1) (n� 1) :
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Corolario 12 �(G) es independiente de G; sólo depende de m,n y por lo tanto
escribimos

�(G) = �(
;m; n) = �(
)

porque m;n estarán �jas.

Propiedad

Si

A : R2 �! R2

es lineal y no�singular, entonces si eG = A(G)
�
�e�i�
�
� eG� =

� (�i)

� (G)

Demostración. Si e�i = A (�i) donde �i es un triángulo de G y e�i es su
imagen, entonces es fácil veri�car que

�
�e�i� = det (A)� (�i) ;

lo que implica

�
� eG� = det (A)� (G) :

Dividiendo las igualdades anteriores

�
�e�i�
�
� eG� =

� (�i)

� (G)
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es decir, el cociente

� (�i)

� (G)
=

� (�i)

� (
)

es independiente de la escala.

De�nición 13 Una malla G de 
 es �-convexa si

� (�q)

� (
)
> � 8 �q 2 G:

La expresión anterior se puede escribir en forma compacta si introducimos

�_ (G) = m��n
�q2G

� (�q)

�+ (G) = m�ax
�q2G

� (�q)

De�nición 14 Una malla G de 
 es �-convexa si

�� (G)

� (
)
> �:

Como

�� (G) � � (
) � �+ (G)

entonces

�� (G)

� (
)
� 1:

lo que signi�ca que para que existan mallas ��convexas es necesario que � < 1:
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Asi que de ahora en adelante estaremos interesados en generar mallas �-
convexas, lo cual puede ser un problema muy dí�cil numéricamente si el valor
Si

m�ax

�
�� (G)

� (G)
j G; malla de 


�
es muy pequeño.

De�nición 15

k (G) = m�ax

�
�� (G)

� (G)
j G; malla de 


�

es el número de condición de la malla.

Si k (G) << 1; el problema de generar mallas �-convexa es muy sensible a
errores.

4.2.1. Funcionales Cuasi�Armónicos

Una malla bG de 
 se dice que es armónica si es un mínimo de la funcional
armónica, es decir si

H
� bG� = m��n

G
H (G)

donde

H (G) =

NX
q=1

l (�q)

� (�q)

dado que las mallas armónicas, son usualmente suaves, estamos interesados en
calcular bG de manera económica.
El problema práctico que se presenta, al tratar de calcular el mínimo del

funcional armónico es que la funcional sólo tiene mínimizadores sobre el conjunto
de mallas G que sean convexas.

Sea

M0 (
) = fG j G es una malla de m� n de 
 convexag :
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Como vamos a calcular el mínimo del funcional armónico por medio de un méto-
do iterativo, necesitamos un método que dado una malla inicial G0 convexa, G0
2M0 (
) ; genere una sucesión G1; G2; :::; Gn de mallas convexas que converjan
a bG: Un método de optimización que realizara el problema anterior no sería muy
económico ya que sería un método de optimización con restricciones, �(�q) > 0
8q 2 G:
Además de que, el costo de generar G0 inicial convexa puede ser muy alto si

la región 
 es muy irregular.

En 1996, Tinoco construyó una familia de funcionales que dependen de un
parámetro k,

Hk (G) =
NX
q=1

l (�q)

k + � (�q)
;

y demostró que es posible obtener económicamente una malla cuasi armónica eG
a partir de cualquier malla inicial es decir

eG = m��n fHk (G) j �� (G) > 0 y jkj << 1g :

La idea es la siguiente dada una malla inicial G0 elegir k0 tal que

k0 + � (4q) > 0 84q 2 G0:

y calcular el mínimo G1 del funcional

Hk0 (G1) = m��n
��(G)+k0>0

Hk0 (G)

Tinoco demostró que

�� (G1) > �� (G0) ;

así que elige k1 < k0; tal que

k1 + ��

� bG1� > 0:



72 4. FUNCIONALES CUASI-ARMÓNICOS Y ÉPSILON-CONVEXIDAD

empleando G1 como malla inicial y se calcula el mínimo de la funcional

Hk1 (G2) = m��n
��(G)+k1

Hk1 (G)

y demostró que este proceso, en un número �nito de pasos, obtiene una G tal
que

�� (Gn) > 0

y jknj << 1:
A continuación, veremos que es posible construir otra familia de funcionales

que dependan de un parámetro de tal forma que al cabo de un número �nito
de optimizaciones sencillas, se obtenga una malla armónica. La idea básica de

la familia de funcionales es cambiar el denominador
1

�(�q)
por una función

parecida pero que penalice las áreas negativas y gradualmente penalice más
cuando el parámetro se acerque a cero.

Sea '0 (�) la función dada por

'w (�) =

8<:
1
� � > w

lw (�) � � w
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donde lw (�) es la recta que pasa por
�
w;
1

w

�
y tiene la misma tangente

que ese punto es decir

lw (�) =
1

w
+

�
� 1

w2

�
(�� w)

=
1

w
+

�
� �

w2
+
1

w

�
=

2

w
� �

w2
=
2w � �
w2

;

con esta familia 'w (�) de�niremos la familia de funcionales

Fw (G) =

nX
q=1

l (�q)'w (�q) :

A estos funcionales los llamaremos cuasi-ármonicos debido a la siguiente propiedad.

Propiedad

Si bG es una malla armónica convexa, entonces es posible elegir w > 0 tal
que la funcional Fw (G) y H (G) coincidan en bG; es decir que bG es una malla
óptima de las dos

Fw

� bG� = H � bG�

Demostración.

Fw (G) = H (G) si ��

� bG� � w:
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4.3. Nuevo Funcional de Área

Como el problema de generación de mallas convexas es central en este tra-
bajo, a continuación se presentan los nuevos funcionales que son más simples y
más económicos.

Los funcionales discretos de área se originan en los trabajos de Castillo e
Ivanenko. Sin embargo el enfoque de este último ha sido el más efectivo por lo
que lo consideraremos a continuacion. Siguiendo el procedimiento estructural
para la construcción de funcionales discretos, el funcional de área queda como:

IA (G) =
nX
q=1

� (�q)
2

pero este funcional no genera celdas convexas sobre regiones irregulares, por lo
que fue necesario hacer una modi�cación. Tinoco en su tesis doctoral y otros
trabajos encontró que una funcional efectiva para la generación de mallas es-
tructuradas convexas era la k � �Area funcional que es totalmente similar a la
de k � suavidad, y es la siguiente
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Ak (G) =
nX
q=1

1

k + � (�q)

donde k > 0 es un parámetro que se elige para penalizar las celdas de área
negativa, la idea es la siguiente:

Dada G0 una malla inicial elegir k0 de tal forma que k0 + � (�q) > 0; para
toda �q de la malla, encontrar el mínimo de la funcional bG0; Ak0 (G) y usar
este como nueva condición inicial, eligiendo k1 < k0 y repitiendo el proceso hasta
que al cabo de un número �nito de pasos se obtiene kn � 0, esto quiere decir
que hemos obtenido una malla convexa .

Recientemente Domínguez-Mota, en su trabajo de doctorado buscaba
generar mallas convexas lo más ortogonales posibles, para ello observó que tenía
que combinar el funcional de ortogonalidad con una funcional que garantice cel-
das convexas. El único conocido hasta entonces era el funcional de k� area de
Tinoco, por lo que se planteó el problema de si este era el único y qué propiedad
tenía que le permitía generar mallas convexas. Domínguez-Mota encontró que
una de las propiedades fundamentales es que la función

1

k + �

para � � �k es convexa y monótona decreciente, por lo que propuso sustituirla
por una función convexa y monótona decreciente para toda �, como por ejemplo
e�� , eso es

Ae (G) =
nX
q=1

e��(�q)

y encontró que esta, en efecto, cuando se optimizaba a partir de una malla
inicial G0, obtenía una malla óptima bG0, con un número menor de celdas no
convexas, pero que aún no era convexa completamente dado que esta función no
tiene ningún parámetro, la idea que propuso entonces era recalcular el problema
para que las celdas no convexas "sean más no convexas", si aplicamos ahora el
funcional siguiente:

A2e (G) =
nX
q=1

e�2�(�q)

aplicamos ahora el proceso de optimización con malla inicial G1 = bG0. Vemos
que en efecto la nueva malla óptima bG1 es mucho mejor, Domínguez-Mota de-
muestra que si el problema tiene solución, entonces el proceso anterior, en un
número �nito de repeticiones, produce una malla óptima bG convexa.
Finalmente Domínguez-Mota hace notar que es posible usar una función más

económica de evaluar que la exponencial y propone la función
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s3 (�) =

8><>:
1

�
� � 1

q (�) � � 1

q(x) = 1� (�� 1) + (�� 1)2

y se obtiene el funcional As3

As3 (G) =
NX
q=1

s3 (�q) :

Dominguez-Mota demuestra que si existe una malla convexa G0 de 
, entonces
para un valor su�cientemente grande de t, la funcional

As3 (tG) =

NX
q=1

s3 (t� (�q)) ;

alcanza sus mínimos en mallas convexas.



Capítulo 5

Herramientas esenciales
para generar mallas
Armónicas y
Cuasi-Armónicas de manera
e�ciente

En este capítulo explicaremos las herramientas que usamos para obtener ma-
llas estructuradas armónicas de manera e�ciente.Primero daremos las fórmulas
de la interpolación trans�nita, que se usan para construir una malla inicial,
luego, se explica, como al combinar funcionales es necesario normalizarlos y
como se lleva acabo esta normalización y al �nal, se explica como se utiliza el
método de Newton punto a punto para realizar la optimización de un problema
de gran escala.
En nuestro caso elegimos esta opción por que el objetivo de este trabajo

fue el diseño de un sistema de software que sea sumamente económico y no
requiera de grandes recursos de cómputo. Nuestro sistema corre en cualquier
computadora con sistema operativo MS-DOS.

5.1. El Método de Interpolación Trans�nita

Los métodos más simples usados en la generación de mallas son los basados
en interpolación. A continuación presentaremos la de�nición de Interpolación
trans�nita.

El método de interpolación trans�nita tiene la ventaja de ser de fácil imple-
mentación y muy rápido en comparación con los métodos variacionales continuos
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y discretos que veremos más adelante. Tienen sin embargo la desventaja de que
transmiten la falta de suavidad de la frontera hacia el interior y aún más, para
regiones que no sean convexas, a menudo dan lugar a mallas dobladas; esto es
a mapeos que no son 1� 1. Sin embargo debido a que estos métodos son usados
extensivamente en Diseño Asistido por Computadora (CAD) y a que las mallas
que producen son usadas como punto de partida por los métodos que se estudi-
an más adelante, es conveniente revisar al menos la versión más usada de ellos:
el llamado método de interpolación trans�nita (TFI). El lector interesado en
obtener una mayor familiaridad con estos métodos algebraicos puede consultar
[11, 16, 18, 24, ?].

Para generar una malla sobre una región 
 es necesario conocer las imágenes
de los lados del cuadrado unitario; esto es, se requiere del conocimiento de las
cuatro partes en las cuales la frontera de 
 es dividida y que son imágenes
de los correspondientes cuatros segmentos de frontera de U2. Supóngase que la
descripción de la frontera de 
 está dada por cuatro ecuaciones paramétricas:

xb (�) ; xt (�) ; 0 � � � 1

xl (�) ; xr (�) ; 0 � � � 1

Aquí los subíndices b, r, t, l son abreviaturas en inglés de bottom, right,
top y left. Por supuesto que se debe conservar la orientación y, para que x
sea continua, se debe cumplir que en las esquinas los correspondientes mapeos
coincidan; es decir,

xb (0) = xl (0) = x00

xb (1) = xr (0) = x10

xr (1) = xt (1) = x11

xt (0) = xl (1) = x01

La fórmula básica de la interpolación trans�nita usa estos cuatro mapeos
para generar una malla sobre :

x (�; �) = (1� �)xb (�) + �xt (�) + (1� �)xl (�) + �xr (�)�
[��xt (1) + � (1� �)xb (1) + � (1� �)xt (0) + (1� �) (1� �)xb (0)]

y se obtiene de combinar la interpolación lineal vertical

xv (�; �) = (1� �)xb (�) + �xt (�)

y la interpolación lineal horizontal

x� (�; �) = (1� �)xl (�) + �xr (�)
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y corregir con la interpolación bilineal sobre el cuadrilatero x00; x10; x11; x01

xbil (�; �) = (1� �) (1� �)x00 + � (1� �)x10 + �xt (�) + ��x11 + (1� �) �x01:

es fácil checar que coinciden con xb (�) ; xt (�) ; xl (�) ; xr (�) sobre la
frontera.

Segmentos de frontera de @


El único uso que le daremos a este método es el de generar una malla inicial
para el proceso de optimización, aunque, para regiones sencillas, generalmente
es la mejor opción.

5.2. Combinaciones interesantes entre funcionales
Nuevos y Clásicos

Cuando describimos los funcionales clásicos hicimos hincapié en la necesi-
dad de realizar combinaciones que nos conduzcan a resultados adecuados a las
propiedades geométricas deseadas. En el transcurso del capítulo anterior descri-
bimos funcionales que de manera automática nos conducen a mallas convexas,
tal es el caso de los funcionales S3 y Hws; ahora combinaremos sus propiedades
con la de los funcionales clásicos.

La combinación de funcionales logra generar mallas con características de-
seables acordes a la ponderación de ellos. Para contar con una buena combi-
nación es imprecindible lograr una buena normalización de los funcionales con
el �n de que los elementos involucrados se encuentren en un mismo plano de
valores.
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Castillo y Barrera observaron la necesidad de combinaciones convexas entre
funcionales de valores semejantes

Fc = �F1 + (1� �)F2:

Cada uno de los funcionales, aún contando con el mismo dominio de de�ni-
ción miden propiedades geométricas de magnitudes reales muy distintas; si de-
seamos combinar propiedades para trabajar con diversos funcionales, las mag-
nitudes de los valores deben ser semejantes, ver [14, 15].
Utilizando una adecuada normalización eF1; eF2 de los funcionales involucra-

dos estamos en condiciones de llevar a cabo una combinación objetiva de las
propiedades geométricas a observar. Para contar con una combinación en por-
centajes, usaremos la combinación convexa descrita anteriormente

Funcionales con orden de magnitud distinta. Funcionales con orden de magnitud igual

eFc = � eF1 + (1� �) eF2 0 � � � 1

y de esta forma ponderar los funcionales eF1 y eF2 normalizados obteniendo la
combinación promedio deseada. Un problema interesante es cómo encontrar una
normalización lo más adecuada posible.

5.2.1. Normalización de Funcionales

La forma más sencilla de normalizar valores de los funcionales es hacerlo
con respecto al valor esperado o deseado que se alcance en el mínimo. En el



5.2. COMBINACIONES INTERESANTES ENTRE FUNCIONALES NUEVOS Y
CLÁSICOS 81

caso del funcional de Área es clave para entender esta idea. En [3] se mostró
que el óptimo de éste funcional tiende a construir con�guraciones donde los
triángulos cuentan con área uniforme. De ésta manera, en regiones regulares y
en con�guraciones donde es posible conseguirlo. El valor del funcional IA (G)
óptimo es

I�A = N�2

por lo que el funcional normalizado de área vendría dado por

eIA (G) = 1

N�2
IA (G)

=
1

N�2
FA:

En combinación con otros funcionales, como por ejemplo Longitud ó k�Suavidad,
debemos ser muy cuidadosos al medir el rango de valores donde se espera en-
contrar cada funcional.

Barrera y Tinoco sugieren observar al funcional de Longitud de la siguiente
forma

IL (G) =
NX
q=1

l (�q) ; l (�q) = lq;

=

NX
q=1

lq � 2
NX
q=1

�q + 2

NX
q=1

�q

=
NX
q=1

(lq � 2�q) + 8area (
)

donde
l (�A1A2A3) = kA1 �A2k2 + kA3 �A2k2

y

� (�q) = �q:

para de esta forma relacionarlo con el área de la región. Por una parte,

lq � 2�q � 0
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luego el valor mínimo posible para IL (G) vendría cuando lq�2�q = 0 y en con-
secuencia el valor óptimo esperado sería 8 �area(
), por lo que la normalización
del funcional queda

eIL (G) =
1

8 � area(
)

NX
q=1

lq

=
1

2Nb�
NX
q=1

lq

Para el caso de la funcional de Suavidad, observemos el su valor sobre un
triángulo está dado por

f (�) =
l (�)

� (�)
;

se sabe que f (�) alcanza un valor mínimo de 2 sobre los triángulos rectángulos
isósceles[24], por lo que el funcional cuasi-armónico Hw(G) queda normalizado
con

eHw(G) =
1

2N
Hw(G):

Como el funcional As3 es un funcional de área usamos la normalización.

eAs3 (G) =
�

N
As3 (G) :

En lo sucesivo cuando hablemos de estos funcionales tendremos en mente a los
ya normalizados, a menos que explícitamente se comente lo contrario.

5.3. Método de Newton punto a punto

Cuando se trabajan funciones con un gran número de variables, debemos
tratar de explotar cualquier estructura que presente la función para tener algo-
ritmos mas económicos. Muchas de las funciones de gran escala que aparecen
en la práctica poseen una propiedad conocida como separabilidad parcial y en
los últimos años se han desarrollado métodos que explotan esta estructura en la
función objetivo.

En un problema de optimización separable la función objetivo puede des-
componerse en una suma de funciones simples que pueden optimizarse de forma
independiente, si tenemos
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f(x) = f1 (x1) + f2 (x2) + :::+ fn (xn)

entonces podemos encontrar el óptimo de f(x) minimizando cada función fi,
i = 1; :::; n; de manera independiente. En muchos casos, realizar n minimiza-
ciones unidimensionales es más económico que el realizar una minimización
n�dimensional.
En muchos problemas de gran escala, la función objetivo

f : Rn ! R

no es separable, pero puede escribirse como suma de funciones simples conocidas
como funciones elementales. Para cada función elemental es posible de�nir una
base ortogonal en Rn de tal forma que el valor de la función no varíe al movernos
sobre estas direcciones base. Si esta propiedad se satisface para todas las fun-
ciones elementales decimos que f es parcialmente separable. Todas las funciones
cuyas Hessianas son sparse son parcialmente separables, pero también existe la
separabilidad parcial en funciones cuyas Hessianas no son sparse.

La forma más simple de separabilidad parcial aparece cuando la función
objetivo puede escribirse como

f(x) =

neX
i=1

fi (x)

donde ne es el número de funciones elementales y cada fi (x) depende solo de
unos cuantas componentes de la variable x, entonces los gradientes rfi y las
matrices Hessianas r 2fi de cada función elemental típicamente contendrán solo
unos cuantos elementos distintos de cero. El gradiente y la matriz Hessiana de
la función f están dados por

rf =
neX
5

i=1

fi (x)

r2f =
neX
52

i=1

fi (x)

y si se aplica un método tipo Quasi-Newton para resolver el problema de opti-
mización es mas económico actualizar por el método Quasi-Newton cada matriz
Hessiana elemental52fi (x) en lugar de actualizar toda la matriz Hessiana total.
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En el problema que tenemos de generación de mallas, podemos observar que
el funcional total a optimizar se describe como la suma de un funcional aplicado
a cada celda o a cada triángulo de la malla, esto es, el funcional total a optimizar
trabajando por celdas, es de la forma

F (x) =

NcX
i=1

fi (x)

con

fi (x) = f (ci)

donde ci es una celda representativa de la malla y Nc es el número total de
celdas, esto es, el funcional es parcialmente separable.

Los funcionales a optimizar para generar las mallas óptimas, como ya hemos
mencionado, son funciones parcialmente separables, tienen un subespacio in-
variante grande, entonces se pensó en realizar una optimización considerando la
función como una función separable, donde cada función elemental dependiera
solo de dos variables: las coordenadas de un nodo interior; esto es, se propone
una optimización nodo a nodo.

La idea es la siguiente:
Al optimizar una malla los nodos a la frontera permanecen �jos y solo nos

interesa realizar la optimización para los nodos interiores de la malla. Si conside-
ramos una malla de 3�3 como en la �gura , entonces al realizar la optimización
resulta un problema de dos variables:

z = (z1; z2) 2 R2:

Malla de 3� 3:
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Si tenemos una malla de m� n el valor de un funcional sobre una submalla
de 3� 3 no varía si movemos un nodo interior de la malla ajeno a esta submalla
de 3�3, entonces resulta razonable realizar la optimización del funcional solo de
manera local, esto es, para cada nodo interior Pij extraemos la submalla de 3�3
formada por sus nodos vecinos, como se muestra en la �gura B.2, y optimizamos
el funcional restringido a esta submalla de 3�3 como ya mencionamos se realiza
una optimización de solo dos variables.

Una vez realizada la optimización sobre este nodo se reinserta la submalla
de 3� 3 ya optimizada a su posición en la malla original, de esta forma solo se
altera el nodo Pij en toda la malla.

Malla de 3�3 con nodos vecinos del punto Pij .

Este proceso se hace para cada nodo interior de la malla, con lo que los
requerimientos de memoria son muy bajos, no necesitamos almacenar matrices
de grandes dimensiones, solo vectores y matrices de 2 � 2 que se utilizan en la
optimización local.
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5.3.1. Optimización local

Veamos ahora como es el proceso de optimización local. Tenemos una malla
de 3� 3 y una funcional de�nida sobre los triángulos de sus celdas.

Extracción de una submalla de 3�3:

Inserción de una submalla de 3�3:

Hay 12 triángulos en la malla de 3� 3 en los que interviene el nodo interior Pij ,
éstos se ilustran en la �gura.

Triángulos asociados al punto Pij .

Entonces el funcional local por optimizar es de la forma
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f =
12X
i=1

f (�i)

con f (�i) el funcional sobre el triángulo �i. Calculando el gradiente y la matriz
Hessiana locales de 2 � 2 analíticamente, el sistema hace la optimización local
utilizando algunas iteraciones del método de Newton en dos dimensiones, por
lo que como ya mencionamos, no necesitamos almacenar mas que un vector de
grandes dimensiones el vector de variables totales, localmente solo se trabajan
vectores y matrices de 2 � 2, por lo que el sistema puede operar con pocos
recursos.

Los resultados obtenidos han sido muy satisfactorios, hemos generado mallas
óptimas de grandes dimensiones con este proceso de optimización punto a punto.
Algunas veces cuando la función a minimizar es más difícil, conviene modi-

�car el método de Newton usando una regla de selección del tamaño del paso,
véase [12].
En nuestro caso utilizamos un proceso de selección del tamaño del paso, que

se conoce como �regla de Armijo�que es muy útil y sencillo de implantar.
Si en xk la corrección de Newton es pk y xk+i = xk + pk no decrece el valor

de la función, entonces se aplica el procedimiento:



88
5. HERRAMIENTAS ESENCIALES PARA GENERAR MALLAS ARMÓNICAS Y

CUASI-ARMÓNICAS DE MANERA EFICIENTE



Capítulo 6

Diseño e implementación de
un sistema para la
generación de mallas
estructuradas armónicas

6.1. Ciclo de vida de un sistema de información

El ciclo de vida de un sistema de información es un enfoque por fases del
análisis y diseño que sostiene que los sistemas son desarrollados de mejor manera
mediante el uso de un ciclo especi�co de actividades del analista y del usuario.

Existen tres estrategias para el desarrollo de sistemas: el método clásico del
ciclo de vida de desarrollo de sistemas, el método de desarrollo por análisis
estructurado y el método de construcción de prototipos de sistemas.

El método de ciclo de vida para el desarrollo de sistemas es el conjunto de
actividades que los analistas, diseñadores y usuarios realizan para desarrollar e
implementar un sistema de información.

Al ciclo de vida de los sistemas de información también se le denomina ciclo
de vida de desarrollo del software. Las etapas típicas del ciclo de vida de desa-
rrollo del software son: la investigación preliminar, la de�nición de objetivos, el
análisis de actividades, identi�cación de los requisitos, identi�cación de las es-
trategias para cumplir los requisitos, plani�cación, diseño(incluyendo el diseño
de la base de datos), creación de prototipos, implementación, revisión y man-
tenimiento. Este ciclo de vida hace énfasis en la identi�cación de las funciones
que realiza la institución que desea implementar el sistema ya sea educativa (o
bien una empresa) y en el desarrollo de las aplicaciones que lleven a cabo estas
funciones.
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Podemos decir que el ciclo de vida de desarrollo del software sigue un enfoque
orientado a funciones, ya que los sistemas se ven desde el punto de vista de las
funciones que se llevan a cabo. Por esta razón, el análisis estructurado hace
énfasis en los diagramas de �ujo de datos, siguiendo el movimiento de los datos
a través de una secuencia de transformaciones, y re�nando éstas a través de una
serie de niveles.

Lo mismo ocurre en el diseño estructurado, que ve a un sistema como una
función que se descompone sucesivamente en niveles o subfunciones, concen-
trándose en las funciones donde la estructura de los datos son manipulados por
las funciones. Sin embargo estos sistemas tienen valor durante poco tiempo en
relación con las necesidades de los usuarios a largo plazo. Esto sucede debido
a que al poco tiempo de haber instalado un sistema, las funciones implemen-
tadas son en realidad un subconjunto de las funciones que los usuarios realmente
desean. Casi inmediatamente, los usuarios descubren una gran variedad de ser-
vicios adicionales que quisieran incorporar al sistema. Estas necesidades causan
problemas a los sistemas obtenidos con un diseño orientado a funciones, puesto
que este diseño puede requerir una revisión importante para acomodar las fun-
ciones adicionales.

En contraste, el enfoque orientado a datos centra el foco de atención en el
análisis de los datos utilizados por las funciones. Esto tiene dos ventajas. La
primera es que los datos son una parte considerablemente más estable que las
funciones. La segunda ventaja es que la propia estructura de un esquema de
base de datos (archivo) requiere de un análisis so�sticado de los datos y de sus
relaciones. Una vez que se haya construido un esquema para el archivo de datos,
se diseñaran las funciones que sean necesarias para sacar provecho del mismo. Sin
embargo, sin un esquema, el archivo de datos sólo podría ser útil para una única
aplicación. Por lo tanto, el enfoque orientado a funciones puede ser bueno para
el desarrollo a corto plazo, pero pierde su valor real a largo plazo. Usaremos un
enfoque orientado a datos, los datos pasan a ser los cimientos sobre los cuales se
puede construir una gran variedad de funciones diferentes. Por lo tanto, en este
capítulo se van a estudiar cada una de las etapas del ciclo de vida de desarrollo
del software desde la perspectiva del desarrollo de una aplicación de bases de
datos, siguiendo un enfoque orientado a datos. Las etapas que seguiremos para
el diseño y la implementación del sistema se muestran a continuación.
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6.2. Etapa A : Investigación Preliminar

El grupo de generación de mallas del departamento de matemáticas de la
facultad de ciencias de la UNAM se crea a �nales de los años 80�s y con ello
el desarrollo de software debido a la necesidad de automatizar los procesos de
generación de mallas, en el año de 1989 se desarrolla el primer programa GRID
en el cual se plantea la necesidad de diseñar e implementar un sistema que tu-
viera la capacidad de resolver el problema sobre la bahía de La Habana; este
sistema primario considera la generación de una malla a partir de una colección
de triángulos orientados que permita resolver un problema de minimización de
áreas hasta obtener una malla convexa; otra aportación fundamental de este
sistema fue la implementación del funcional de área Barrera�Pérez, el cual fue
comparado con el funcional de Área de Castillo. Este sistema fue escrito en
lenguaje FORTRAN 77 las rutinas fundamentales y en lenguaje C, el programa
principal, se utilizó un gra�cador independiente elaborado en QUICKBASIC,
esto implementado en sistema operativo MS-DOS, uno de los principales logros
alcanzados por este sistema fue poder implementar rutinas de interpolación, op-
timización a gran escala con tan escasos recursos logrando excelentes resultados.

Después en el año 90 se crea el sistema MALLA 1.0, el cual fue elaborado en
PASCAL, el gra�cador de mallas en Lenguaje C haciendo uso de la biblioteca
grá�ca de Microsoft. Las aportaciones de este sistema radicaron en de�nir los
archivos de entrada y salida del contorno de una región poligonal así como
aceptar regiones que contengan agujeros; los funcionales que se consideraron
fueron el funcional de área de Barrera-Pérez y el funcional de longitud. Se utiliza
la idea de usar nuevamente triángulos orientados además de utilizar trapecios,
se integraron los módulos de generación inicial de la malla y de optimización.
Paralelamente se desarrolla el sistema SEGRED que permite suavizar los datos
de la región por medio de un proceso de interpolación lineal y splines cúbicos
paramétricos. Esto permite suavizar los datos de una región poligonal antes de
construir una malla sobre ella. Este programa fue escrito en FORTRAN 77, la
interacción del sistema se efectúa en PASCAL. Paralelamente de desarrollaron
módulos de Optimización los cuales fueron utilizados para resolver el problema
de generación de mallas. Se utiliza el compilador de Fortran Lahey que permite
trabajar en una PC y en una estación de trabajo, se desarrollan las bibliotecas
grá�cas con lo que se permite visualizar el proceso de optimización de mallas.

Hacia el año de 1994 se desarrolla la versión del sistema UNAMALLA 1.0
en esta versión se incorporan todas las ideas hasta el momento estudiadas, se
incorporan las utilerías para la creación y edición grá�ca de los contornos, se
incorpora la generación de malla inicial mediante el método de interpolación
trans�nita (TFI); es posible visualizar grá�camente el proceso de optimización;
se incorpora el proceso de optimización de Memoria Limitada de Nocedal. Más
tarde se desarrollaron sistemas experimentales para el suavizamiento de con-
tornos utilizando splines racionales, lo que dio como resultado la generación de
mallas suaves y convexas sobre algunas regiones usando el funcional de Área-
Ortogonalidad y de Suavidad Regularizado.
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A mediados de la decada de los 90�s se desarrolló y se validó el sistema
TRIANG el cual utiliza triangulaciones de Delaunay con el propósito de com-
parar los resultados con los funcionales de Barrera-Pérez y suavidad formulados
sobre triángulos orientados. Este sistema fue desarrollado en lenguaje C ANSI
haciendo uso de las bibliotecas grá�cas de Microsoft 6.0 se consideró un for-
mato sencillo para el intercambio de archivos el cual pudo ser utilizado para
la resolución de algunas ecuaciones diferenciales parciales utilizando el toolbox
PDETOOLS de MATLAB.

UMALLA es el resultado de los estudios realizados por Gerardo Tinoco, en
este programa se desarrollan funcionales Adaptivos de Área y de Suavidad,
se considera una modalidad de optimización puntual que permite manejar ma-
llas de grandes dimensiones este sistema fue escrito en lenguaje FORTRAN de
Lahey, haciendo uso de las bibliotecas gra�cas desarrolladas hasta entonces.

En 1998 Irma García desarrolla un sistema UNAMALLA v.2.0 para PC. que
incorpora los nuevos funcionales de área y de suavidad en combinación con los
funcionales clásicos, en el cual se incorpora la optimización puntual de Newton,
se incorpora una modalidad de homotopía para lograr la combinación convexa
de los funcionales adaptivos de área con longitud y el adaptivo de suavidad con
área clásica. Se implantó la interfase con el usuario de forma que fuera la más
manejable posible, se incorporó al sistema una modalidad de suavizamiento
que consiste en aplicarle a la malla algunos pasos del optimizador utilizando
el funcional de longitud para eliminar muchas celdas no convexas en mallas
dobladas.

Más tarde en 2005 Guilmer Gonzalez Flores desarrolla el sistema UNAMA-
LLA v.2.0 para X-Windows, donde el sistema puede ser utilizado en UNIX y per-
mite utilizar bibliotecas grá�cas de libre distribución y portables; se implemen-
taron los funcionales desarrollados por Tinoco. Hacia Finales de los 90�s se inicia
con la programación del sistema UNAMALLA utilizando MATLAB aprovechan-
do que varias de las rutinas creadas tanto en Fortran como en Lenguaje C pueden
ser compiladas en MATLAB obteniendo resultados grá�cos de excelente calidad,
esto permite elaborar pruebas rápidas para la implementación de nuevos fun-
cionales así como distintos métodos de optimización.

En 2005 Adriana de la Cruz elabora un sistema en MATLAB para la gene-
ración numérica de mallas Armónicas-Adaptivas.
En el mismo año Francisco Domínguez Mota desarrolla en su trabajo Doc-

toral métodos efectivos para generar mallas estructuradas, convexas y casi or-
togonales en regiones irregulares y propone los nuevos funcionales de área que
generan y mantienen la convexidad de las mallas, que son C 2 en todo el dominio.

Recientemente en 2008 César Carreón Otañez adicionó un módulo para el
tratamiento de contornos en el sistema UNAMALLA 3.0 para MATLAB

Actualmente se trabaja en el desarrollo del sistema UNAMALLA 3.0 para
varias plataformas como parte del Macroproyecto: Tecnologías para la Universi-
dad de la Información y la Computación de la UNAM en colaboración con El
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Instituto de Cibernética, Matemática y Física (ICIMAF) de Cuba. Este traba-
jo es el que ha motivado a seguir desarrollando la implementación del sistema
UNAMALLA, el propósito de construir un sistema de información para PC
titulado UNAMALLA 3.0, es aprovechar las rutinas elaboradas dada su modu-
laridad y portabilidad y así poder observar, como un sistema que requiere de
escasos recursos de equipo de cómputo puede utilizar métodos de optimización,
métodos de interpolación y nuevos funcionales so�sticados y modernos que per-
miten resolver el problema de generación de mallas en regiones irregulares de
una manera e�ciente, y que puede ser utilizado por instituciones educativas para
resolver problemas de manera sencilla. Las versiones de los sistemas elaborados
por el grupo UNAMALLA de la facultad de Ciencias de la UNAM han sido
utilizados en diferentes instituciones del mundo en países como son Alemania,
Estados Unidos en donde generalmente los avances tecnológicos y cientí�cos es-
tán a la vanguardia en esta área; es por esto que el desarrollo de este sistema
resulta atractivo. Sin embargo un paso fundamental para el éxito del desarro-
llo del sistema es la validación de la calidad del software que se implementa
mediante un buen planteamiento de proyecto del sistema.

6.3. Objetivos de la investigación

6.3.1. Objetivo General

Diseñar e implementar el sistema UNAMALLA 3.0 para PC para la ge-
neración de mallas estructuradas armónicas.

6.3.2. Objetivos Especí�cos

Establecer la sustentación teórica del sistema, para la generación de mallas
estructuradas armónicas.

Diseñar un sistema para la generación de mallas estructuradas armónicas
lo más funcional posible.

Implementar el sistema en lenguajes de programación Fortran y C.

Evaluar la e�ciencia y la e�cacia del sistema mediante pruebas de labora-
torio elaborando reportes escritos.

6.4. Etapa B : Análisis de las actividades

6.4.1. Documentación descriptiva de los procesos

La programación del sistema UNAMALLA 3.0 para PC, tiene como obje-
tivo la implementación de los nuevos funcionales desarrollados; en particular
el funcional Cuasi-Armónico (Barrera 2007) y el funcional S3 (Domingez-Mota
y Barrera 2001). Dichos funcionales actuan como métodos de barrera cuando
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se resuelve el problema de generación de mallas. Una de sus principales ca-
racterísticas de estos funcionales es que al combinarse con algunos funcionales
clásicos permiten obtener mallas convexas en regiones muy irregulares; entre las
combinaciones de funcionales que se consideraran en la implementación serán

S3 � Longitud
S3 �Ortogonalidad
S3 � area�Ortogonalidad
Hws � area
Hws�Ortogonalidad
Hws� area�Ortogonalidad

Para alcanzar este objetivo principal se desarrollaran dos módulos el primero
para la generación de contornos y el segundo para la generación de mallas.

Módulo de generación de contornos: Debe considerar la opción de crear el
contorno y decidir cuando el contorno es convexo.

Módulo para la generación de mallas: Se debe considerar crear un menú
que sea capaz de leer contornos previamente de�nidos, así como un sub-
módulo para la optimización donde se elegirá el tipo de funcional el cual
puede ser Casi-Armónico y funcional de área tipo S3.

6.4.2. Clasi�cación de las actividades

El sistema de generación de mallas estructuradas armónicas se basará en el
modelo conceptual que parte de un modelo simbólico que contiene el modelo
matemático y las reglas que se seguirán para implementar el sistema. A su
vez el modelo matemático será estático, este es el que se ha desarrollado para
modelar el problema de generación de mallas y el modelo dinámico en el cual
se considera el modelo numérico que será utilizado para resolver de manera
e�ciente el problema de generación de mallas numéricas.

Nuestras dos principales áreas como mencionamos serán la construcción de
dos módulos principales: el módulo de generación de mallas y el módulo de
generación de contornos.

Módulo de generación de contornos:

Debemos hacer la lectura de los datos de un contorno desde un archivo
ó bien debemos poder de�nirlo. Los contornos deben ser cerrados, el usuario
podrá de�nirlos con la ayuda del mouse y el teclado marcando los puntos en los
lugares que desee de�nir su región la cual puede ser lo más irregular posible.
Una vez de�nido el contorno deberá ser suavizado a través de un proceso de
interpolación.
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Módulo de generación de mallas.

Debemos permitir leer archivos de mallas existentes para poderlas gene-
rar de manera óptima o bien se debe permitir reutilizar mallas ya generadas
previamente y volverlas a utilizar. Debemos generar códigos que contengan la
implementación de los nuevos funcionales; es decir, desarrollaremos códigos óp-
timos. Debemos generar archivos con la información de las mallas óptimas con
el objetivo de poder ser reutilizadas.

Consideraremos las necesidades de todos los tipos de usuarios que utilizarán
el sistema UNAMALLA 3.0, debemos considerar a 2 tipos de usuarios los ex-
pertos que modi�carán con facilidad cada uno de los procesos y los inexpertos
que generalmente serán aquellos que tendrán que aprender a modi�car los pará-
metros a través de la experiencia, realizando varias pruebas con el sistema y el
manual de uso del sistema, este tipo de usuarios generalmente serán estudiantes
entusiastas que desean aprender el proceso de la generación de mallas o bien
usuarios de la rama de ingeniería que necesitan generar una malla inicial para
la solución de algún problema especi�co. En la siguiente subsección se presenta
el mapa de procesos que seguiremos en el diseño e implementación del sistema
UNAMALLA 3.0 para PC.
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6.4.3. Mapa de procesos

Mapa de procesos para el diseño del sistema UNAMALLA 3.0
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6.5. Etapa C : Identi�cación de los Requisitos

6.5.1. Rango de alcance del sistema

El uso de tecnologías informáticas y de automatización dentro de la inves-
tigación cientí�ca abarca actualmente espacios muy importantes por la amplia
posibilidad que se aporta en la generación y transmisión de los conocimientos
debido a que este tipo de tecnologías requieren que sean dirigidas hacia la e�-
ciencia, esto implica que debamos prever este aspecto, el tipo de tecnología a
utilizar y el alcance dentro del proyecto que estamos planteando.

Por tanto nosotros estamos interesados en que el sistema UNAMALLA 3.0
para PC, se diseñe e implemente con los más importantes avances tecnológicos
tanto en la construcción de nuevos funcionales, como en los métodos utilizados
para el proceso de optimización de tal manera que el sistema en su conjunto sea
lo más económico y e�ciente posible, esto deberá ser respaldado por las deci-
siones de los modeladores matemáticos y los desarrolladores de Software, para
que la resolución de generación de mallas sea lo más amigable posible para los
usuarios potenciales. Como usuarios potenciales se consideran a estudiantes uni-
versitarios y a cientí�cos de las áreas relacionadas con problemas que requieran
de una generación de mallas.

En el área educativa sentaremos nuestra atención en fomentar en los es-
tudiantes una actitud y capacidad intelectual amplia y diversa sobre tópicos
de la generación de mallas estructuradas armónicas, así como en los conceptos
básicos de optimización para adquirir experiencia en el manejo de los parámetros
necesarios para los procesos que se desarrollan en el sistema.

En el área cientí�ca se pretende que especialistas en el tema se interesen
en los métodos utilizados para obtener mallas e�cientes a través del sistema,
además de interesarse por los aspectos considerados en la calidad de las malla
(convexidad, área, ortogonalidad, Épsilon-Convexidad); así como en los procesos
de optimización.

Alcances del sistema UNAMALLA 3.0
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6.5.2. Requisitos Especi�cos

Requisito funcional 1: Ménu Principal.

Resumen: Requeriremos de un entorno de trabajo donde se visualicen
los submenus de contornos y mallas y la salida del sistema.

Entrada: Para ejecutar el sistema el usuario no requiere de ningún parámetro
de entrada.

Procedimiento: Controla y distribuye las tareas principales del sistema.

Salida: Todo el trabajo se realiza en curso y sobre el sistema.

Requisito funcional 2: Construcción de contornos.

Resumen: Requeriremos de una herramienta que nos permita la cons-
trucción de un contorno.

Entrada: No hay elementos de entrada, puesto que se lleva acabo la
construcción de la región de trabajo.

Procedimiento: Se de�nen los segmentos de contornos introduciendo los
puntos, aqui se hará uso del mouse. Conforme se vayan introduciendo los
datos para el contorno estos se añadiran a una lista en memoria para
desplegar posteriormente estos datos en la pantalla ya enumerados. No se
debe permitir que haya puntos repetidos.

Salida: Al �nalizar la captura, de la información del contorno esta per-
manecerá en memoria y el usuario podra trabajar con ella durante su
ejecución.

Requisito funcional 3: Lectura de contornos.

Resumen: El sistema debe poder efectuar la llamada de un archivo exis-
tente de datos de una región determinada.

Entrada: Nombre del archivo.

Procedimiento: Mediante un browser el usuario debe elegir el nombre
del archivo y señalar la ubicación.

Salida: El contorno en memoria.

Requisito funcional 4: De�nición de fronteras.

Resumen: Se deberá asignar los segmentos de frontera de la región que
será mapeada a las correspondientes fronteras del cuadrado unitario.
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Entrada: Un contorno que ha sido de�nido con anterioridad, ya sea en
pantalla o bien en un archivo. Si las fronteras ya estan asignadas se tendrá
la libertad de modi�carlas.

Procedimiento: Se debe de tomar en cuenta una modalidad para elegir
automaticamente una distribución de segmentos de frontera, buscando
uniformidad a 4 partes del contorno. Utilizando opciones de control y
campos de entrada para modi�car la elección permitiendo elegir la opción
para que sea aceptable.

Salida: Se contará con un contorno donde no haya un pico hacia adentro
y en principio se pueda obtener una malla convexa; es decir que no se
doble.

Requisito funcional 5: Guardar información del contorno.

Resumen: Una vez creado el contorno es útil contar con la información
en disco en formato [nombre del archivo].con.

Entrada: La información del contorno en memoria y el nombre del archivo
que se desea guardar.

Procedimiento: Se desplegará en pantalla la opción de guardar contorno.

Salida: El archivo del contorno en disco.

Requisito funcional 6: Generación de la malla inicial.

Resumen: Una vez que se cuenta con un contorno aceptable, podemos
generar una malla por interpolación que nos permita usarla como punto
de partida o inicial para el procedimiento de optimización involucrado en
la generación de la malla por métodos discretos. El método TFI de inter-
polación permite conservar la frontera de la región poligonal y propaga las
singularidades al interior de la región.

Entrada: Un contorno aceptable en la asignación de la frontera y la di-
mensión de la malla.

Procedimiento: Por medio del campo de entrada se introducira la di-
mensión de la malla y se generará de manera automatica la malla inicial.

Salida: Si la elección de dimensión de la malla es adecuada para obtener
una malla que conserve la forma poligonal sin que el contorno deje de
ser aceptable, tendremos una malla inicial. En caso contrario no se podrá
trabajar con el resultado.

Requisito funcional 7: Lectura de mallas.
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Resumen: Se requiere trabajar con mallas que se han generado previa-
mente o bien continuar con el trabajo que se realiza sobre ellas. Para llevar
a cabo este proceso se requerirá llevar a la memoria una malla en disco.

Entrada: Un archivo de mallas en formato [nombre del archivo].red.

Procedimiento: Por medio del campo de entrada se introducira la di-
mensión de la malla y se generará de manera automatica la malla inicial.

Salida: Si la elección de dimensión de la malla es adecuada para obtener
una malla que conserve la forma poligonal sin que el contorno deje de
ser aceptable, tendremos una malla inicial. En caso contrario no se podrá
trabajar con el resultado.

Requisito funcional 8: Herramientas de despliegue grá�co.

Resumen: Una herramienta que ha abierto mucho el estudio posterior de
los métodos discretos es implementar la visualización de la malla conforme
se va obteniendo en la pantalla de la computadora, esto permitirá observar
los puntos discretos y observar como se va obteniendo hasta que se obtenga
la convergencia, así como para el análisis de los resultados.

Entrada: Una malla en memoria.

Procedimiento: Con la malla en memoria se tendra una ventana subdivi-
dida en dos donde se desplegará la evolución de la misma, en la subdivisión
continua se desplegará la información de los parámetros más importantes.

Salida: Despliegue en pantalla.

Requisito funcional 9: Optimización de la malla.

Resumen: Una herramienta que ha abierto mucho el estudio posterior de
los métodos discretos es implementar la visualización de la malla conforme
se va obteniendo en la pantalla de la computadora, esto permitirá observar
los puntos discretos y observar como se va obteniendo hasta que se obtenga
la convergencia, así como para el análisis de los resultados.

Entrada: Una malla en memoria.

Procedimiento: Con la malla en memoria se tendra una ventana subdivi-
dida en dos donde se desplegará la evolución de la misma, en la subdivisión
continua se desplegará la información de los parámetros más importantes.

Salida: Despliegue en pantalla.

Requisito funcional 10: Guardar información de la malla a disco.
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Resumen: Una vez obtenida la malla será necesario guardar la informa-
ción en disco para su uso posterior.

Entrada:Una malla en memoria y el nombre del archivo donde se guardarán
los datos.

Procedimiento: Se desplegará en pantalla la opción de guardar archivo.

Salida: El archivo de la malla en disco.

Requisito funcional 11: Elección del funcional a utilizar en la
optimización de la malla.

Resumen: Antes de iniciar la optimización se debe elegir, un funcional
adecuado que será utilizado como función objetivo en el proceso de la
optimización.

Entrada: Una malla en memoria.

Procedimiento: Se desplegará un submenu donde se debe elegir el fun-
cional a elegir.

Salida: El funcional que se elige como función objetivo en el proceso de
optimización.

6.5.3. Requisitos de interfase externa

Interfase con el usuario.

1. La interfase con el usuario debe de ser amigable, se debe de utilizar recur-
sos como mouse y teclado.

2. Deseamos tener un sistema totalmente grá�co por lo que la interfase debe
de fácil manejable para el usuario.

3. Se debe tener interacción entre las tareas de tal manera que los procesos
de contornos y mallas se encuentren totalmente identi�cados.

Interfase con el Hardware.

Se debe contar con sistema operativo DOS.

Interfase con el Software.

Para el despliegue gra�co se utilizarán librerias creadas en lenguaje de
programación C.
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6.5.4. Requisitos no funcionales

El sistema debe de contar con los siguientes atributos.

Disponibilidad: El usuario debe de poder ejecutar el sistema en cualquier
momento, siempre y cuando se encuentre trabajando en el sistema de
ventanas de la computadora.

Mantenimiento: El mantenimiento del sistema es un factor fundamental
en futuros desarrollos. Si se prevee que el sistema cuente con modulos
que puedan ser actualizados mediante la sustitución de sus componentes
esto permitirá su crecimiento con un costo minimo. Además si se cuenta
con una documentación adecuada permitiremos que un mayor número de
usuarios puedan participar en desarrollos futuros.

6.6. Etapa D : Evaluación de los sistemas exis-
tentes

El sistema que se evaluó fue el sistema UNAMALLA para PC. 2.0. Este
sistema resuelve el problema de generar mallas óptimas en regiones planas irre-
gulares la manera de generar es por medio de un proceso de optimización. El
problema de generación de mallas se resuelve siguiendo el orden siguiente:

Primero se genera una malla inicial a través de TFI (Interpolación trans�ni-
ta), después se optimiza algún funcional que re�eja alguna propiedad geométrica
buscada en las mallas; después se genera una sucesión de mallas que convergen
a una malla óptima.

La programación del sistema UNAMALLA para PC. 2.0. es modular lo que
permite que sea fácil de modi�car, este sistema tiene implementado el método
de Newton punto a punto para obtener mallas óptimas.

Este sistema considera 2 modos de interacción el modo manual y el modo
automático; el modo automático contiene parámetros determinados por tanto
no se requiere ser un usuario experto que domine los conceptos de generación de
mallas, el modo manual permite que el usuario modi�que parámetros de acuerdo
a su experiencia en la generación de mallas.

Este programa permite crear contornos y manejar contornos ya existentes,
además se pueden leer mallas óptimas y guardar mallas obtenidas; entre los
funcionales que se tienen implementados en esta versión del sistema se encuen-
tran disponibles cuatro combinaciones entre los funcionales básicos de area, k
-Suavidad, Longitud, k-area y Ortogonalidad.
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w(k � Suavidad) + (1� w)area
w(area) + (1� w)Longitud
w(k � area) + (1� w)Longitud
area�Ortogonalidad

El usuario debe de dar un peso asociado al primer funcional en la combi-
nación convexa a trabajar la cual se escoge en el intervalo

0 � w � 0

Este sistema utiliza el método de Newton que requiere de utilizar la matriz
Hessiana y del gradiente del funcional calculados analíticamente esto permite
utilizar 2 métodos de solución para resolver el sistema lineal, el método compo-
nente a componente y el método simultaneo.

Ahora se presenta una serie de ejemplos de mallas generadas por el sistema,
para llevar estos se utilizaron las combinaciones entre el funcional de k-Suavidad
y area Clásica con w = 0;25 y la combinación entre k-area y Longitud con
w = 0;75.

Mallas obtenidas con los funcionales de k-Suavidad y area Clásica
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Mallas obtenidas con los funcionales de k-area y Longitud.
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6.7. Etapa E : Identi�cación de las estrategias
para cumplir los requisitos

En esta sección de�niremos las estrategias necesarias para llevar a cabo cada
uno de los requisistos.

1. Hacer una detallada revisión del sistema UNAMALLA 2.0 para PC.

2. Identi�cación de cada uno de los módulos del sistema UNAMALLA 2.0
para PC. (Generación de la malla Inicial, proceso de optimización y la
elección del funcional)

3. Analizar con detalle el modulo del proceso de optimización sobre todo
dedicar tiempo en el análisis del método de Newton y observar su evolución
durante el proceso de generación de mallas.

4. Implementación de los funcionales Armónicos y Cuasi-armónicos.

5. Validación de la implementación de los funcionales haciendo una serie de
pruebas con diferentes contornos sencillos (Cuadrado, pentágono etc); rea-
lizar el mismo proceso con regiones complicadas (la Habana, Sudamerica,
Rusia etc).

6. Si se detecta algún problema en la solución del problema de optimización
del tipo numérico solucionarlo de la manera más e�ciente.

7. Modi�car salidas de resultados de tal manera que se obtengan ambientes
amigables que permitan que el usuario comprenda de manera sencilla cada
proceso que se involucra en el sistema.

6.8. Etapa F : Diseño del Sistema UNAMALLA
para PC 3.0

Para el diseño del sistema se debe de preservar la modularidad del sistema
en base a rutinas existentes de sistemas anteriores esto permite seguir agregando
modulos faciles de adaptar en sistemas posteriores. La base que se tomara será
el sistema UNAMALLA para PC 3.0; además se adicionaran las Funcionales
Cuasi-Armónicas y la Épsilon-Convexidad, se adicionarán

1. Tendremos un menú principal el cual contará con las opciones de contorno,
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malla y salida del sistema.

2. El menú contorno debe permitirnos contar con un submenú donde se ten-
drán las opciones de generar contorno, lectura de datos, guardar datos,
generar una malla inicial. Si nosotros deseamos generar un contorno se des-
plegará la opción de�nir frontera, esta opción deberá permitirnos de�nir
los segmentos de la frontera y hacer la de�nición de las fronteras, la cual
podrá ser manual o bien deberá contar con la elección automática de la
de�nición de fronteras. Se tendrá la opción de continuar y después se
desplegará un submenú para guardar la información, esta nos permitirá
salvar el contorno que se ha de�nido por el usuario. Dentro de esta op-
ción también podremos proporcionar las dimensiones de la malla que será
utilizada como malla inicial y a la cual se le aplicara una interpolación
trans�nita.

3. El menú malla nos deberá desplegar un submenú donde se desplegarán
las opciones de leer una malla existente, guardar una malla, optimizar,
de�nir el alfa límite y la opción de salida. Si elegimos la opción de leer
se desplegará el submenú malla en este se tendrán las opciones de dar
nombre, buscar un archivo existente y la opción de salir. Ya que elegi-
mos el archivo se desplegará información de la malla en caso de leer un
archivo de una malla que fue creada con anterioridad. Si elegimos la op-
ción de optimizar se desplegará el tipo de funcional que se desea utilizar
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este puede ser Casi-Armónico o bien del tipo S3, se deberá desplegar otro
submenú donde se preguntará si se desean de�nir los parámetros para efec-
tuar la optimización esta podrá ser hecha manualmente o bien de forma
automática con parámetros preestablecidos. Si se elige de forma manual
se tendrán 2 submenús uno para los funcionales Cuasi-Armónicos o bien
otro del tipo S3. Se elegirá el tipo de optimización que se desea hacer
Newton componente-componente o simultaneo, a su vez se tendrá un sub-
menú donde se desplegará si se desea hacer la optimización utilizando las
condiciones de Armijo o bien sin las condiciones de Armijo.
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4. Después de haber de�nidos los módulos del sistema estos serán ensam-
blados en un programa principal donde se seguirá la estructura que se
muestra a continuación.
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6.9. Etapa G : Implementación del Sistema

El menú principal nos muestra las opciones de contorno, malla y salida
del sistema.

Si el usuario elige la función contorno se desplegará el submenú segmentos
de frontera aquí podemos elegir las opciones: De�nición de segmentos, elec-
ción automática, una vez que hemos elegido la opción deseada el usuario
podrá elegir continuar
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Después el usuario podrá guardar la información generada, con la opción
salvar contorno, por ultimo se seleccionará la opción salvar contorno.
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Debemos de�nir las dimensiones de la malla esto lo podremos hacer con
il, jl.

Después de haber de�nido el contorno regresamos al menú principal po-
dremos elegir la opción de malla.
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Ahora se desplegara un submenú de malla donde se tienen las opciones

Leer : en esta opción se permite elegir un contorno
generado previamente o bien una malla generada previamente.

Guardar : nos permite guardar la malla generada.
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Optimizar : nos permite elegir el método para optimizar.

Asigna a_limi : se de�ne el valor de alfa mínima, se despliega
un submenú donde se tienen las opciones para asignar el valor de alfa esta
puede ser de forma manual o bien de forma automática.
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Si el usuario elige la opción de optimizar se desplegará un submenú donde
se podrá elegir el tipo de funcional el cual puede ser del tipo armónico o
bien del tipo S3. Si es del tipo casi armónico, se desplegará el submenú
donde se presentan las diferentes combinaciones.

S3 � Longitud
S3 �Ortogonalidad
S3 � area�Ortogonalidad

de la misma manera se despliega un menu similar para los funcionales del tipo
casi armonico.

Hws � area
Hws�Ortogonalidad
Hws� area�Ortogonalidad
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El siguiente menú que se desplegara será el de la optimización la cual puede
efectuarse de manera automática donde se utilizarán los parámetros determina-
dos, o bien de manera manual se desplegara un submenú con las opciones:

�Métodode Newton Componente a Componente
�Métodode Newton Simultaneo.
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6.10. Etapa H : Revisión posterior a la Imple-
mentación

En esta etapa se efectuaron una serie de ejemplos; se eligieron 3 regiones
irregulares para nuestros ejemplos que son la región de Sudamérica, Rusia y el
Cisne.

Primero se generaron mallas iníciales utilizando TFI, en ellas se observó que
las mallas no son convexas, después se procedió a optimizar las mallas utilizando
el método de Newton, se aplicaron 2 técnicas diferentes para resolver el sistema
la componente a componente y el método simultaneo, el objetivo de utilizar
estos métodos es observar la e�ciencia de ellos en la solución de un problema de
gran escala como es la generación de mallas.

Otro punto de interés tratado durante esta etapa fue observar la e�ciencia
de utilizar tanto el funcional S3 como el funcional Hw.

Ejemplos S3 � Longitud
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Ejemplos S3 �Ortogonalidad



6.10. ETAPA H : REVISIÓN POSTERIOR A LA IMPLEMENTACIÓN 121



122
6. DISEÑO E IMPLEMENTACIÓN DE UN SISTEMA PARA LA GENERACIÓN DE

MALLAS ESTRUCTURADAS ARMÓNICAS

Ejemplos S3 � area�Ortogonalidad
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Ejemplos Hws� area
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Ejemplos Hws�Ortogonalidad
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Ejemplos Hws� area�Ortogonalidad
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Capítulo 7

Conclusiones

Se describió con detalle la discretización de las funcionales continuas clási-
cas (Área, longitud, suavidad y ortogonalidad) y los discretas (Área, lon-
gitud, suavidad y ortogonalidad).

Se estudió el concepto de �- convexidad y se aplico en la generación de
mallas observándose que se acelera el proceso de solución y se evitan erro-
res numéricos, es decir se elimina la inestabilidad numerica.

Se aprovechó la modularidad del sistema UNAMALLA 3.0 para PC en la
implementación de los funcionales S3 y Hws.

Se preservó la modularidad del sistema lo que permite que siga creciendo
constantemente.

Se de�nieron los requerimientos y el diseño del sistema, describiéndose
cada módulo y la interacción entre ellos.

Se observó que el uso de las funcionales Armónicas y Cuasi-Armónicas
garantizan la convexidad de las mallas. Las funcionales que se estudiaron
fueron

:

S3 � Longitud
S3 �Ortogonalidad
S3 � �Area�Ortogonalidad
Hws � �Area
Hws�Ortogonalidad
Hws� �Area�Ortogonalidad

Se generaron mallas Armónicas y Cuasi-Armónicas en regiones irregulares
de manera e�ciente.

Perspectivas para el desarrollo del sistema UNAMALLA para
PC.

En el desarrollo del Software:

131



132 7. CONCLUSIONES

1. Implementación de la redistribución de puntos en el modulo contornos,
para generar mallas iníciales suaves de forma automática de tal forma que
la frontera de la región plana irregular respete la forma de la región.

2. Implementación de nuevos funcionales discretos para 2D.

3. Implementación de métodos adaptivos para la generación de mallas.

En el uso del Software

1. Implementación de ejercicios fáciles e interesantes para que los estudiantes
de matemáticas aplicadas e ingeniería se interesen en la generación de
mallas en regiones irregulares.
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