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1 INTRODUCCION. 1

1. Introduccidn.

El sistema UNAMALLA es un software de generacién numérica de mallas
sobre regiones irregulares desarrollado en la Facultad de Ciencias de la UNAM
a lo largo de muchos anos de esfuerzo y trabajo conjunto con instituciones de
Meéxico y del extranjero.

La idea principal del sistema es tomar la regién fisica en la que se esta traba-
jando y efectuar una transformacion para llevarla al cuadrado unitario. Ya ahi,
es posible atacar el problema desde el punto de vista variacional eligiendo una
funcional que refleje las propiedades geométricas que se desea tener en la malla.
Sin embargo es necesario tener un control mas directo sobre los puntos de la
malla, para ello se trabaja con funcionales discretas, las cuales transforman el
problema de generacién numérica de mallas en un problema de optimizaciéon no
lineal, de gran escala, sin restricciones.

De entre los posibles métodos de optimizaciéon que pueden aplicarse para
resolver este problema, serd de nuestro particular interés el método de New-
ton truncado con regién de confianza, el cual evita el almacenamiento completo
de la matriz Hessiana mediante la utilizacién interna del método de gradiente
congujado, esto permite disminuir significativamente la cantidad de calculos rea-
lizados computacionalmente.

El principal objetivo del presente trabajo consiste en actualizar el médulo de
optimizacion del sistema UNAMALLA, implementando el método de Newton
Truncado con regién de confianza; para ello ilustraremos brevemente la teoria
bésica de la generacién de mallas, junto con su formulacién variacional, para
luego describir el método de Newton Truncado y presentar algunos ejemplos
ilustrativos de la implementacién del método al sistema UNAMALLA.
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2. Mallas estructuradas continuas.

En el caso continuo, una malla puede definirse como un mapeo que nos per-
mita llevar al cuadrado unitario a una regién mas compleja 2 en R?; es decir:

Definicién 1. Una malla X(£,m) sobre una region Q C R? es una funcion
continua

X:R—-Q (1)
donde R es el cuadrado unitario [0,1] x [0, 1].

X{&n

A e

R

i

Figura 1: Mapeo entre R y €.

Se restringird la atencién a funciones tales que
X(OR) = 09 (2)
es decir, aquellas que se ajustan a la frontera, o que conforman a ésta.

De las posibles mallas existentes en 2 que se ajustan a la frontera, seran de
interés aquellas que cumplan con ciertas propiedades:

1. Se requiere que diferentes puntos en R tengan como imagen puntos difer-
entes en ); esto implica que diferentes lineas coordenadas que no se cruzan
en R, tendran iméagenes que no se cruzan en ). Se requiere pues que x sea
1-1.

2. También es necesario que z llene a £2; es decir z debe ser un mapeo sobre.

3. Por otro lado, también es deseable que la imagen de una curva suave en
R sea una curva suave en (.

Las mallas que tienen las dos primeras propiedades se denominan mallas con-
vexas.
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Otra condicién importante es que el mapeo X (£, 7) tenga un Jacobiano de
rango completo y de determinante positivo, con el fin de preservar la orientacién
sobre R y € definida por la frontera, ademés de obtener convexidad en las celdas
de la malla. Por tanto, el problema a resolver es el siguiente:

Problema. Dada una regién simple Q € R? cuya frontera es una curva
poligonal y dado ¢ : IR — 02 un homeomorfismo, encontrar un mapeo X :
R — Q) tal que:

= X es una extension de ¢.

= X es un homeomorfismo.

= J(&m) >0, V(n) €R.

El siguiente teorema nos garantiza que bajo ciertas condiciones X es un ho-
meomorfismo de R en Q.

Teorema 2.1. Si se cumplen las siguientes condiciones:
a) X:R— Q.
b) X|OR = 09.

) J(&n) >0, VY(¢n)€R.

Entonces X (§,n) es un homeomorfismo de R en §.

Adema&s debemos presentar un teorema similar, pero tomando en cuenta las
celdas en que es dividida la malla, tal resultado es el siguiente.

Teorema 2.2. Sea R el cuarado unitario, el cual es dividido en n dominios
R; tales que

Si se cumplen las siguientes condiciones:
a) X : R —  continua.
b) X suave para cada R;.

d

)
)

¢) X; = X|R;.
) X : OR = 08 es un homeomorfismo.
)

€ Jz(fﬂ?)>0a V(fﬂ?)eRu V’L:L,TL

Entonces X (§,n) es un homeomorfismo de R en §.
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A las imédgenes del homeomorfismo aplicado sobre el cuadrado unitario uni-
forme se les denomina mallas estructuradas continuas, sin embargo, estamos
interesados en la generacion numérica de mallas; para ello utilizaremos mallas
estructuradas discretas.

3. Mallas estructuradas discretas.

Las mallas estructuradas discretas nos permitiran identificar de manera rapi-
da y practica los nodos de la malla. En este trabajo estamos interesados en
aquellas que tienen la propiedad de que todas sus celdas son convexas.

Si consideramos una regién €2 en el plano, definida por una curva poligonal
0 simple, cerrada y orientada en el sentido contrario de las manecillas del reloj,
cuyos vértices estdn dados por V' = {v1, v, ...v4}, definimos a una malla estruc-
turada discreta como sigue.

Definicion 2. Sean m y n nimeros naturales mayores que 2. Decimos que
el conjunto de puntos del plano

G={P,li=1,..,m;j=1,..,n} (3)

con fronteras

Li(G) {Piali=1,..,m}
Ly(G) = {Pnjli=1,...n}
L3(G) = {P,li=1,..,m}
Ly(G) = {Pilj=1,...,n}

es una malla estructurada admisible y discreta de orden m x n para €1, si se
satisface que

4
Ve JLi(@). (4)
i=1
Decimos ademds que la malla G es convexa si cada uno de los (m —1)(n — 1)
cuadrildteros (o celdas) ¢; ;j con vértices {P; j, Piy1,j, Pi j+1, Pit1,j41}, con 1 <
1<myl<j<n, es convezo.

A continuacién ilustraremos los procedimientos usuales para la generacién
de mallas estructuradas usando métodos variacionales continuos, asi como el
método general para obtener la discretizacién de los funcionales continuos apli-
cados mediante este enfoque; seguiremos el método utilizado por Ivanenko para
la discretizacién del funcional de suavidad [14].
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Figura 2: Un ejemplo de una malla estructurada.

4. Generacion variacional.

4.1. Generacién variacional continua.

Aunque la nocién de funcional continuo es mucho méas amplia, para los fines
que nos ocupan se entenderda por un funcional continuo a una funcién de la
forma

1 1
I(X) = / / L€ 2, s e, 2, e ) dé (5)

que a cada malla
X:R—Q

le asocia un numero real. De hecho, la mayoria de los funcionales que serdn
considerados tienen una forma maés simple,

I(X) = / / L(ze 2y, v, yy)dde (6)

donde L es una funcién que contendrd informacién acerca de ciertas propiedades
geométricas que se desean controlar con el objeto de generar mallas adecuadas
y que conformen a la frontera de €.

El problema de la generacién variacional continua de mallas consiste en
encontrar X* tal que conforme la frontera y que haga minimo el valor de I(X);
ademds X debe tener un valor predeterminado sobre la frontera de R. Del
célculo de variaciones ([12],[13]) se sigue que X debe ser solucién del problema
con valores a la frontera

d¢ \ Ox¢ dn \ Oz, B
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(YL (Y
d¢ \ Oye dn \ Oy
X(8R) = 89

el cual consta de un sistema de ecuaciones diferenciales parciales, comtinmente
acoplado y no lineal con condiciones a la frontera dadas por el valor de la malla
en la frontera. Estas condiciones son llamadas en conjunto Ecuaciones de Euler-
Lagrange.

con

Existen un buen niimero de funcionales continuos que pueden aplicarse al
problema de generacién de mallas, véase [18] para mds detalles acerca de es-
tos funcionales; a continuacién presentaremos el procedimiento para obtener
funcionales discretas a partir de ellos.

4.2. Generacién variacional discreta.

Si tomamos a L = f : R* — R de clase C' o mds y a X = d({,1) =
(x(&,m),y(&,m)), el funcional continuo con el que trabajaremos esta dado por:

1 1
() = / / F (e, 2y vy dnde

11
= || ftdesdu, a6 mp)an. 7)

o Jo
donde J(&,n) representa al Jacobiano sobre cada punto del cuadrado unitario.

Para hacer la discretizacién de este funcional, podemos considerar el caso
especial cuando 2 es un cuadrilatero con vértices P, @, R, S.

La forma més natural de mapear un cuadrado en un cuadrilitero es mediante
una funcién bilineal

r(&,n) = A+ B+ Cn+ Dén, (8)

donde los vectores A, B,C'y D se determinan a partir de los valores de r(£,n)
en los vértices del cuadrado, es decir, deben satisfacer las condiciones:

r(0,0) =P, r(1,0)=Q,
r(0,1) =5, r(,1) =R,

luego
r(&n) =P+ (Q—P)+ (S =P+ [(R-Q)+(P—5)n, 9)
y
re = (@-P)+[(R-Q)+ (P =S, (10)
o= (S=P)+[(R-Q)+ (P -9, (11)
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de donde
re(0,0) =Q — P, re(1,0)=Q - P
TT](O5O):S Pa Tﬁ(la()):R Qa
re(0,1) =R - S, re(1,1) =R - S, (12)
TT](O5 1):‘8 Pa Tﬁ(151>:R Qa

Es importante notar que 7¢(0,0) y 7,(0,0) dependen solamente de los puntos
S, Py Q, esto es del tridngulo ASPQ. Analogamente r¢(1,0) y r,(1,0) depen-
den sélo del triangulo APQR y asi sucesivamente.

El jacobiano de r es la magnitud

J(&n) = réJgrn
= (Q=P)' (S~ P)+(R- Q)" J2(S — P)¢
+ (Q@—P)'J2(R~S)n

JQ‘(—O1 (1)> (13)

Por tanto, los Jacobianos en cada vértice pueden expresarse como

donde

J(0,0) = 2area(ASPQ),
J(1,0) = 2area(APQR), (14)
J(1,1) = 2area(AQRS),
J(0,1) = 2area(ARSP).

Donde, como vimos en la secciéon 1, para obtener convexidad en las celdas
es necesario que J(£,7n) > 0, es decir, necesitamos que todas las dreas de los
tridangulos mencionados sean positivas.

Ademés, tomando el tridngulo orientado con vértices Q, P, R € R?, definimos
a las funciones A\ y o como sigue

MA@, P, R)) 1P = QI +|P - R|?
a(A(Q,P,R)) = (P—Q)'Jo(P - R) = 2area(A(Q,P,R))  (15)

Ahora, si aproximamos a d(£,7n) por r(£,n), entonces:

f(df’dﬁ) ~ f(Tg,Tn), (16)
f(dg, dy, J(d(&,m))) flre,my, J(r(§;m))), (17)

y usando (9)-(12) se tiene que:

J(r(&mn) =

Q

{
{

(
(x@ —xp) +[(vr —2qQ) + (xp —ws)InHys —ypr) + [(yr — y@) + (yr +ys)]E}
(Y@ —yp) + (yr — y@) + (yp —ys)InH{zs —xp) + [(xr — Q) + (zr + x5)|¢}
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con esto podemos construir una aproximacién de I[d] usando una regla de
cuadratura, en nuestro caso proponemos:

I[d] ~ i[f(rf(oa O)a Tﬁ(oa O)a J(T(Oa O))) + f(Tg(l, O)’ Tﬁ(la O)a J(T(la O)))

+ flre(1,1),my(1,1), J(r(1,1))) + f(re(0,1), (0, 1), J(r(0,1)))].
Si llamamos fq(P, @, R, S) a esta aproximacion, tenemos:
f(P.QRS) = 11fQ PS5~ Parea(ASPQ)) + f(@ ~ P, R~ Q,arca(APQR)
+ f(R=S,R—-Q,area(AQRS))+ f(R—S,S — P,area(ARSP))].

Finalmente, obtenemos una funcional discreta sobre una malla {P; ;} de
m X n como la suma de todas las celdas c; ; de la malla

La[{P;;}] = Zfd ivi» Pit1,5> Pit1,j+1, Pi ). (18)

Asi, tenemos la siguiente definicién.

Definicién 3. Una funcional discreta sobre una malla {P; ;} es una funcién
de la forma

I{Pi;}] = Zf i), (19)
donde c; ; denota a la ij-ésima celda de la malla y

f(cij) = f(Pij, Pis1,j, Pig1,j+1, Pij11), (20)

es una funcion que mide alguna propiedad geométrica de la red.

Por tanto el problema discreto de generacién de mallas puede ser expresado,
en general, como el problema de optimizacién de gran escala:

Problema.

Obtener : G* =arg ménz f(Ay) (21)

sobre el conjunto de mallas admisibles para una region.

A continuacién se mostraran las expresiones de algunos de los funcionales
discretos, asociados a los funcionales continuos més conocidos y reportados en
la literatura, utilizando el mapeo bilineal.
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4.2.1. Funcionales discrtetos para el mapeo bilineal.

Funcional de Longitud.
Esta funcional es una de las propuestas por Steinberg y Roache [18], permite
tener control sobre las lineas verticales y horizontales de la malla.

it = [ [ e+ a3+ 08 +42)) dean, (22)
en este caso se tiene
Fld(&,m)) = 2 + 23 + vg +up, (23)
de donde
fr(0,0)) = |Q = PIP+ IS = PI*,  f(r(1,0) = |Q - PI*+|IR - QI
Fr(0,1)) = [[R= S|P+ |IS=P|*, f(r(1,1)) =[R-SI +[IR- QI
por lo que, el valor para cada celda esta dado por:

1
AP,Q,R,S) = S[llQ—PIP+IIS—PI*+[IR—-S|*+[|R- Q|

INASPQ) + MAPQR) + M(AQRS) + A(ARSP)[24)

1 =N

Funcional de Area.
La formulacién variacional propuesta por Steinberg y Roache [18] para controlar
el area de las celdas esta dada por

1,[d] = /O 1 /O ' Jragdn, (25)

f(d(&m) = (zeyn — Tyye)?, (26)

y por tanto, para cada celda el valor esta dado por:

donde

fa(P,Q,R,S) = i [J2(r(0,0)) + J*(r(1,0)) 4+ J*(r(1,1)) + J*(r(0,1))] (27)
= i [0*(ASPQ) + o*(APQR) + o*(AQRS) 4+ o*(ARSP)]

Funcional de Suavidad.
La funcional que proporciona suavidad a las lineas de la malla es la siguiente,

1 1x2+y2+x2+y2
A A (28)

Empleando a y A, podemos escribir la expresion del funcional discreto de suavi-
dad en un triangulo:
AMASPQ)

s(ASPQ) = a(ASPQ)’

(29)
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que en la celda vale:

fs(P,Q,R,S) = [s(0,0) + s(1,0) + s(0,1) + s(1,1)]

[s(ASPQ) + s(APQR) + s(AQRS) + s(ARSP))(30)

Nl N

Funcional de Ortogonalidad.
La funcional que busca la ortogonalidad de las lineas de la malla es

11 11
loild) = [ [ edoyPdgin= [ [ (zemy +yewazan, 30)
o Jo o Jo
donde si definimos a o para el tridngulo ASPQ como
o(ASPQ) = (S - P)(Q~-P)

obtenemos la discretizacion del funcional f,.; como

fot(P.Q.R.S) = (P—8)(Q—P)?+ (@ P)(R—Q)>

4
+ (S=R)(P-9)°+((R-Q)'(S—R))?

= i(oQ(ASPQ) +0*(APQR)

+ 0*(ARSP) + 0*(AQRS)) (32)

Funcional de Area—Ortogonalidad.
Si se combinan los funcionales de Area y de Ortogonalidad en la forma:

1 1
—I,+ =Ipr, 33
5 + 5 fort (33)

se obtiene la forma variacional del funcional de Area-Ortogonalidad que propone
Knupp [16].

old) = | 1 / (a2 4 92) (a2 + ), (34)
y su discratizacién queda como:
Fr(0,0)) =1Q = PIPIIS = PI%,  f(r(1,0)) = [|Q - PII}|R - QII,
For(0,1) =[|R=SIP[IS = PI%,  f(r(1,1)) = [|[R = SIP[|R - Q%
faoP.Q. R,S) = 17n(P,Q. R, S) - fu(P.Q. R, S) (3)

donde
fo=11Q - P|>+|S - R|?

fv =lIR=QIF +[|P -S|

10
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4.2.2. Expresiones para los funcionales discretos.

Una vez definidos a, A y o para tridngulos, necesitamos escribir los fun-
cionales discretos considerando los cuatro tridngulos orientados en cada celda,
lo cual nos permitira tener control sobre la convexidad de las celdas de la malla.
Para esto, denotemos los tridngulos en la celda i, j con vértices P; ;Q; jR; ;S:;

como

ASi P Qg = A
AQ; jR; ;S ; A?yj
AP, ;Q; iR A}
AR; ;S ;P = A}

== R

Figura 3: Los cuatro triangulos orientados en la celda de la malla.

De tal manera que el funcional discreto sobre una malla G sea

7
.

] =

~
—
>
R
<.
~—

3
L

(36)

~
—
@Q
~—

s
Il
-
<.
Il
-
~
Il
-

Asi el funcional de longitud FJ,, el funcional de drea F4, el funcional de
ortogonalidad Fp y el funcional de suavidad de Winslow Fs estan dados como

m—1n—1 4
Fr = Z)\(Aﬁj)
i=1 j=1 k=1
m—1n—1 4
Fao= 33 Sl
i=1 j=1 k=1
m—1n—1 4
Fo = Y% Y (o(ak,)?
i=1 j=1 k=1
m—1ln—1 4 k
MAF .
. (21 37)
i=1 j=1k=1 a( ivj)

Al ultimo funcional Fis también se le conoce como el funcional Discreto Armédnico.
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Funcionales k-suavidad y k-area.
Estos funcionales fueron propuestos por Tinoco ([6],[7]) v tienen la ventaja de
generar mallas convexas de manera muy eficiente, incluso en regiones muy irre-
gulares. Para facilitar la notacién escribiremos los funcionales como:

N
IG) =) f(Ay) (38)

q=1

en donde N = 4(m — 1)(n — 1) es el total de tridngulos en la malla G y m, n
son el nimero de puntos horizontales y verticales de sus lados.

El funcional k-suavidad.
Este funcional tiene como motivacién principal el funcional de suavidad descrito
por (30). En 1992, Barrera [2] establecié el funcional

AA)

f(A) = (A’ (39)

el cual alcanza su valor 6ptimo sobre el conjunto de tridngulos con area orientada

positiva, en el conjunto de tridngulos rectangulos isoceles.

En 1996, Tinoco [6] extendié los resultados de Barrera e Ivanenko al establecer

que el funcional

AA) = 2a(A)
kE4+a(A)

considerado sobre todos los tridngulos A donde a(A) > —k, alcanza su valor
optimo en cualquier tridngulo rectangulo isoceles.

Empleando el funcional (40), se escribe al funcional k-suavidad para una malla
G como

f(A) = (40)

N
Sk(G) = Z )\(Aq) 20‘(Aq)'

K +_a(Aq) (41)

q=1
Aqui, la estrategia para generar mallas convexas con este funcional consiste en
aproximarse a la region convexa empleando el parametro k.

El funcional k-area.

En 1996, Tinoco [7] construyé un funcional de area basado en los denominadores
k + «, para el cual se cumplen resultados semejantes al funcional de k-suavidad,
el funcional k-area:

N
Ap=)" . (42)

k+ o4
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El funcional S,,.
Al realizar una anilisis exhaustivo de una familia de funcionales discretos de
area para resolver el problema de generacién de mallas convexas, Barrera y
Dominguez-Mota [4] probaron que si f es una funcién C? estrictamente decre-
ciente y acotada por abajo tal que f(a) — 0 cuando a — o0, entonces, si se
considera a

N
Su(G) = flwa(Aqg)) (43)

q=1

como la funcién objetivo del problema de minimizacién (21), alcanza su minimo
en mallas convezas para w > 0 suficientemente grande.

Es importante, por propdsitos numéricos, hacer una eleccién muy econémica
para f. En este caso se toma

fla) =

{(a—l)(a—2)+1, a<l1
1/a, a>1

El funcional H,,.
Barrera [4] propone un funcional Quasi-Arménico que depende de un pardmetro
w > 0 tal que alcanza el éptimo en mallas convexas para w suficientemente
pequeno. Este funcional esta dado por:

N
AAy)
Hu(G) =) —5, (44)
AO=25@,
La idea principal es elegir una funcién ¢, capaz de acutar como una barrera
continua, para fines numéricos se toma

(2w — a)/w?, a<w

Pu(a) = { 1/a, a>w

Se elige w > 0 de tal forma que en el proceso de optimizacién, el valor del
funcional sea siempre positivo, ademés cuando w es suficientemente pequeno, el
funcional coincide con el funcional Arménico.

13
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4.3. Mallas convexas.

Como ya hemos mencionado anteriormente, nuestro principal interés con-
siste en generar mallas que sean convexas, es decir mallas en las que cada una
de sus celdas sea convexa. Este tipo de mallas tiene la ventaja de no presentar
dobleces ademés de satisfacer la condicion de que el Jacobiano debe ser posi-
tivo, la cual es una de las principales condiciones para garantizar la existencia
del homeomorfismo que caracteriza a la malla G.

Sin embargo, la condicién de que el Jacobiano sea mayor que cero no es una
prueba numericamente estable, debido a que para algunas regiones irregulares
el problema de generar mallas convexas puede ser visto en el sentido de que el
valor critico

= max a_(G)
() = { ) ’G € M(Q)} (45)
puede ser muy pequeno, donde
a_(G) = min{a(Ay)|g=1,...,N} (46)
ot (G) =maz{a(Ag)|g=1,..,N} (47)
Y N
SR |  Area(Q)
a(Q) = N ZO‘(Aq) T m-Dn-1) (48)

Por tal motivo debemos proporcionar una definicién mas robusta de conve-
xidad, a esta definicion le llamaremos e-convexidad.

4.3.1. e-convexidad.

Como para cualquier malla convexa G tenemos que

se sigue que para una malla G que satisface

a_(G)
a(f)

€c > > € (50)

podemos establecer la siguiente definicién

Definicion 4. Una malla es e-conveza si y solo si
min{a(Ag) >e-a(Q)g=1,..., N} (51)

Note que esta definicién es independiente de la escala.
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5. El método de Newton Truncado.

El método de Newton es la base de muchos de los métodos de optimizacion,
esto es, métodos que aproximan f localmente por una funcién cuadratica ¥. Sin
embargo, si el nimero de variables n es grande, entonces el método de Newton
puede ser problemaético ya que requiere del calculo y almacenamiento de la ma-
triz Hessiana lo cual representa un gran costo en problemas de gran escala.

En esta seccién presentaremos una clase de métodos adecuados para proble-
mas de gran escala llamados métodos de Newton Truncado. Un algoritmo de
Newton Truncado se compone de dos subalgoritmos: un algoritmo externo no
lineal que controla la minimizacién y un algoritmo interno lineal para minimizar
aproximadamente W.

Recordemos que la minimizacién de la cuadratica ¥, que determina el paso
bésico de Newton p{cv se obtiene resolviendo el sistema lineal simétrico de n x n

V2 f(zi)pe = =V f(ak) (52)

el cual es conocido como las ecuaciones de Newton.

5.1. Descripcién basica del método.

La idea del método de Newton truncado es resolver las ecuaciones de New-
ton con mas exactitud en la medida en que estemos més cerca del éptimo, o lo
que es lo mismo, en la medida que la funcién se parezca més a una cuadratica.
Para ello, se han propuesto varios métodos para la iteracién interna, el més
recomendable para esta aplicacion es el algoritmo de gradiente conjugado lineal
debido a que tiene una convergencia en a lo mas n pasos y no requiere del al-
macenamiento explicito de la matriz del sistema, solo es necesaria una rutina
que realice el producto matriz-vector. Esta ultima caracteristica es de gran im-
portancia ya que usualmente, la minimizacién de los funcionales que vimos en
la seccién anterior producen matrices Hessianas sparse, es decir, matrices con
un gran numero de entradas igual a cero, por lo cual serfa demasiado costoso
calcular el producto completo.

Un requerimiento de este método es que la matriz de coeficientes debe ser
positiva definida, se sabe que la matriz Hessiana tiene la garantia de ser posi-
tiva semi-definida en la solucién del problema de minimizacién, pero puede ser
indefinida en cualquier otro lugar; por tanto, el método iterativo debe ser capaz
de detectar los sistemas indefinidos.

El método de Newton Truncado, al igual que el método de Newton estandar,

converge localmente, sin embargo, es posible aplicar estrategias como busqueda
lineal y regién de confianza para obtener convergencia global.

15



5.2 Terminacién del algoritmo lineal. 16

5.2. Terminacion del algoritmo lineal.

Una medida natural e independiente de la escala para terminar la iteracion
de las ecuaciones de Newton, es el residual relativo

|7kl
T (Tl (53)
IV f (@)l
donde si py es la direccién de descenso, entonces 7 esta dado por
ri = V2 f(zr)pr + V f () (54)

El método de Newton truncado se basa en ”truncar”la iteraciéon que resuelve
el sistema lineal cuando la solucién aproximada satisface

]
™ e =™ (55)

donde {7} es la llamada ”forcing sequence”, la cual controla la exactitud de la
solucién py, .

5.3. Eleccién de 7

La eleccién de 7y es importante ya que afecta directamente la razén de con-
vergencia del método. Un primer resultado, tomado de [17], muestra que se
puede obtener convergencia local si {nx} es acotada y no tiende a 1.

Teorema 5.1. Supongamos que V f(x) es continuamente diferenciable en
una vecindad del minimo z* y suponga que V2f(x*) es positiva definida. Con-
sidere la iteracion xp41 = xk + pr donde py satisface (55) y que nx < n para
alguna constante n € [0,1). Entonces, si se parte de un punto inicial suficiente-
mente cercano a x*, la sucesion {xy} converge linealmente a x*. Esto es, para
toda k suficientemente grande, tenemos que

|ze41 — 27| < cllze — 27, (56)
para alguna constante 0 < ¢ < 1.

Notemos que la condicién de ” forcing sequence” {n; } no es muy restrictiva en
el sentido de que si se debilita un poco, producird un algoritmo que no converge.
Especificamente, si se permiten 7, > 1 el paso py = 0 satisface (55) en cada ite-
racién, pero el método producird zj = zg para toda k y no habra convergencia
a la solucién.

Ahora, ya que hemos garantizado que existe convergencia, el siguiente re-

sultado (tomado también de [17]) nos proporciona la magnitud del radio de
convergencia.

16



5.4 Meétodo de Newton truncado con regién de confianza. 17

Teorema 5.2. Si se cumplen las condiciones del teorema 5.1 y si las i-
teraciones xi generadas por el método convergen a x*. Entonces el radio de
convergencia es superlineal si m, — 0 y cuadrdtico si n = O(||V f(xk)]])-

Por otro lado, como trabajamos con problemas de gran escala, usualmente
no tendremos recursos disponibles para almacenar la matriz hessiana, sin em-
bargo recordemos que la iteraciéon de gradiente conjugado lineal solo necesita
el producto matriz-vector, que en este caso se puede obtener aproximando las
diferencias

1
V2 f(xr)d = ;(Vf(xk +7d) = Vf(zk))
donde 7 se escoge tal que
eps)1/2
Y= (eps)
Il

De esta forma no tendremos que almacenar la matriz hessiana, pero necesitare-
mos una evaluacién extra del gradiente en cada iteracién del algoritmo de gra-
diente conjugado.

5.4. Meétodo de Newton truncado con regién de confianza.

Los métodos de regién de confianza obtienen una direccion de busqueda
tal que sea la solucion de las ecuaciones de Newton, solo cuando este vector
se encuentre dentro de una bola de radio V donde se confia que el modelo
cuadratico aproxima bien la funcién no lineal, de no ser este el caso, se toma
una direccién que sea una combinacién lineal de la direccién de Newton y la
de descenso mas rapido, tal que su longitud sea igual al radio de la regién de
confianza. De esta manera, el problema a resolver en cado paso es

i ¥(p) (57)

La solucién de (57) puede encontrarse utilizando un método de gradiente con-
jugado lineal modificado ya que el método de gradiente conjugado esta disenado
para resolver sistemas positivos definidos, y que la Hessiana puede tener eigen-
valores negativos lejos de la solucién. Por tanto, la iteracion de gradiente conju-
gado terminard tan pronto como se genere una direccion de curvatura negativa.
Esta adaptacién permite que la direccién py sea una direcciéon de descenso, y
que el radio de convergencia del método normal de Newton sea preservado.

La iteracién principal del método de Newton truncado con regién de confi-
anza puede escribirse de la siguiente forma.

Iteracién principal de Newton truncado con regién de confianza.
Dado xog y V >0
for k=0,1,2,...

Calcular una direccion de busqueda py, aplicando el método de gradiente

17



6 IMPLEMENTACION DEL METODO DE NEWTON
TRUNCADO AL SISTEMA UNAMALLA. 18

conjugado a V2 f(xy)pr = —V f(x), partiendo de z(©) = 0.
Termina cuando ||ri|| < min (0,5, \/||ka||) IV f(xp)ll,

0 si la curvatura es negativa.
Hacer x+1 = (k) + axpk, donde «y, satisface las condiciones
de Wolfe, Goldstein o Armijo.

end

Donde por fines numéricos se toma 7, = min (0,5, \/||ka||), ya que ob-

tenemos una convergencia superlineal, sin embargo pueden elegirse otros valores.

Existe una rutina en Fortran desarrollada por Jorge Moré que aplica el mé-
todo de Newton Truncado con regién de confianza para la solucién de problemas
de gran escala sin restricciones, tal rutina es conocida como TRON. Esta rutina
tiene también la ventaja de incorporar cotas en las variables, lo cual serda de
gran importancia en nuestro sistema.

A grandes rasgos, TRON utiliza un método de proyeccién de gradiente para
generar un paso de Cauchy, un método de gradiente conjugado precondicionado
con una factorizacién de Cholesky incompleta para generar una direccién, y una
buisqueda de proyeccién para calcular el paso. Esto le permite a TRON examinar
las caras del conjunto factible generando un menor ntimero de iteraciones, atin
para problemas con un gran nimero de variables, dando como resultado un
algoritmo muy eficiente.

6. Implementacién del método de Newton Trun-
cado al sistema UNAMALLA.

En esta seccién presentaremos la implementacién del método de Newton
Truncado con regién de confianza para resolver el problema de optimizacion:

N
Obtener : G* =arg mé:nzl f(Ay) (58)
=

sobre el conjunto de mallas admisibles para una region.

Esta formulacién tiene la ventaja de evitar restricciones en el problema, de
tal forma que estaremos trabajando con un problema de minimizacién de gran
escala sin restricciones, el cual es facil y rapido de calcular. Ademds, los fun-
cionales tienen matrices Hessianas sparse, lo cual permite un ahorro de memoria.

Para implementar el método se utilizara la minimizacién usual sobre todos

los puntos de la malla, este proceso tiene la ventaja de que el método de Newton
truncado con regién de confianza es econémico y muy réapido.

18



6.1 Ejemplos de mallas generadas numericamente. 19

El sistema UNAMALLA es un software de generacién de mallas que utiliza
el proceso brevemente descrito en este trabajo. Existen varias versiones del sis-
tema, entre las que destacan el UNAMALLA 2.0 para PC y Matlab 5.3. En la
actualidad se estan desarrollando nuevas versiones para PC y para Matlab 7, las
cuales implementen los funcionales discretos mas recientes y algunos métodos
de optimizacién a gran escala como Newton Truncado y L-BFGS-B (]10], [15]).
Para maés referencia sobre la historia y detalles del sistema puede consultarse la
pagina:

http://www.mathmoo.unam.mx/unamalla/new/

El funcionamiento basico del sistema es el siguiente: se elige una regién,
descrita por el usuario o predeterminada por el sistema, luego se utiliza in-
terpolacién transfinita [16] para generar la malla inicial, se ajustan las fron-
teras de ésta para después minimizar el funcional con las propiedades deseadas;
asi obtenemos como resultado la malla generada numericamente sobre la region.

Hasta este momento se ha realizado la implementacién del método de New-
ton Truncado en la versiéon del sistema UNAMALLA que funciona bajo Matlab
5.3, v se estd trabajando en la implementacién del método bajo Matlab 7.0. Con
el fin de ilustrar los avances realizados, presentaremos una serie de ejemplos de
mallas generadas numericamente utilizando este método. El equipo utilizado
fué una computadora genérica con un procesador Intel Pentium 4 a 2.40ghz y
memoria ram de 512ghz.

6.1. Ejemplos de mallas generadas numericamente.

Ejemplo 1: La Habana.
La primera malla con la que trabajaremos sera la malla de La Habana, cuya
malla inicial estd dada por la siguiente figura.

El recuadro a la derecha nos muestra las propiedades de la malla inicial, ahi
podemos observar las dimensiones de la malla, que en este caso es de 30 x 30, el
numero de celdas no convexas (209) y los valores de las dreas minima y maxima
de las celdas en la malla inicial. Podemos notar que como la malla no es convexa
existe un valor negativo en el drea minima, esto debido a los dobleces obtenidos
al generar la malla inicial mediante interpolacién transfinita.

19



6.1 Ejemplos de mallas generadas numericamente. 20

¢ Unamalla: An automatic system for Grid Generation =10l x|
Man Contor Mesh Information  Help

alpha_lim

Figura 4: Malla inicial de La Habana.

El funcional que se utilizo en este caso es el siguiente
F=05,4+1-0)fa (59)
con 0 = (,5; asi la malla calculada esta dada por:

4 |Unamalla: An automatic system for Grid Generation (=15

Man Contour Mesh Information Help

alpha aver
sipha_im

alpha min.

slpha ma;

//\ Close

Figura 5: Malla de La Habana generada numericamente.

Obervemos que todas las celdas de la malla generada son convexas. En este
caso el método tarda un poco menos de 1 minuto en optimizar la malla.

20



6.1 Ejemplos de mallas generadas numericamente. 21

Ejemplo 2: Rusia.
En este caso trabajaremos con la malla de Rusia, su malla inicial estd dada por
la siguiente figura

j{ + unamalla: An automatic system for Grid Generation -0l x|

| Mo ContourWiesh.nformeionelp

 Information.

alpha_lin

Close

Figura 6: Malla inicial de Rusia.

En este caso tenemos 531 celdas no convexas, aplicando el funcional
F=0S,+(1-0)F, (60)
con o = 0,3 obtenemos la siguiente malla:

4 |unamalla; An automatic system for Grid Generation -0l x|

Main Contour Mesh Information Help

IMesh Information

on
alpha aver
alpha min.
algha m

Close

Figura 7: Malla de Rusia generada numericamente.

En este caso el funcional tarda un poco mas de tiempo en optimizar la
malla, un poco menos de 7 minutos, pero calcula una solucién con todas las
celdas convexas.
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Ejemplo 3: México.
Ahora trabajaremos con la malla de México, su malla inicial estd dada por la
siguiente figura

+# Unamalla: An automatic system for Grid Generation E =lol x|

Main Contor Mesh Information Help

h Information

aloha aver

alpha_lim 0.00001000

alpha min.

Figura 8: Malla inicial de México.

En este caso tenemos 901 celdas no convexas, aplicando el funcional
F=0H,+ (1-0)F, (61)

con o = 0,001 obtenemos la siguiente malla:

4 Unamalla: An automatic system for Grid Generation 3 =] ]

Main Contour Mesh Information Help

aloha_lim

alpha min,

Figura 9: Malla de México generada numericamente.

Este es un caso méas complicado debido al mayor nimero de celdas no con-
vexas, sin embargo el método ofrece una malla éptima en un poco menos de 15
minutos aproximadamente.
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Ejemplo 4: Inglaterra.
Por dltimo trabajaremos con la malla de Inglaterra, su malla inicial estd dada
por la siguiente figura

+ Unamalla: An automatic system for Grid Generation i =10l x|
Main Contour Mesh | Information  Help

 Information

alpha aver
alpha_lim 000001000

alpha min,

alpha ma

Close

Figura 10: Malla inicial de Inglaterra.

En este caso tenemos 941 celdas no convexas, aplicando el funcional
F=0H,+ (1 -0)fao (62)
con o = 0,001 obtenemos la siguiente malla:

4 Unamalla: An automatic system for Grid Generation o [] ]

Man Contowr Mesh Information  Help

Mesh Information

engt red

Figura 11: Malla de Inglaterra generada numericamente.

Este también es un caso complicado debido al gran nimero de celdas no
convexas, sin embargo el método ofrece una malla éptima en un poco menos de
6 minutos aproximadamente.
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7. Conclusiones.

Las conclusiones que podemos ofrecer en base a lo realizado en este trabajo
son las siguientes:

1. La construccién de funcionales discretos a partir de su formulacién conti-
nua puede realizarse de manera rapida y segura mediante un proceso que
nos permita obtener ciertas porpiedades desadas sobre la malla generada
numericamente.

2. Los funcionales con los que se trabajo proporcionan mallas convexas para
valores de o que sean adecuados, esto es de suma importancia ya que es
el objetivo principal de la generacién numérica de mallas.

3. El método de Newton truncado proporciona un herramienta de gran im-
portancia computacional, debido al gran ahorro de cdlculos numéricos que
se llevan a cabo al tener en nuestro problema matrices Hessianas sparse y
calcular solo el producto matriz vector correspondiente.

4. La aplicaciéon del método de Newton truncado con regién de confianza,
al sistema UNAMALLA proporciona una forma eficiente de realizar la
generacién numérica de mallas en regiones irregulares, que aprovecha los
beneficios del método para economizar la cantidad de calculos realizados.
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