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Prefacio

El sistema UNAMALLA es el resultado de un enorme esfuerzo de un grupo de trabajo
al construir pequenos programas o modulos que realizan tareas especificas para la
generacién de mallas razonables en regiones planas. Veamos una breve resena de la
evolucion del sistema a lo largo de los dltimos anos.

GRID

El origen del sistema UNAMALLA se remonta al ano de 1989 cuando fue disenado el
programa GRID. Este sistema fue construido en la ciudad de la Habana por los profe-
sores Angel Pérez y Pablo Barrera [2] quienes abordaron el problema de la generacién
numérica de mallas para resolver un problema sobre la bahia de la Habana, ver
Figura 1.
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Figura 1: Una malla sobre la bahia de la Habana.

Aportaciones
Analizando con detenimiento la forma de atacar el problema discreto por Castillo [13]
consideraron la malla como una coleccién de triangulos estructurados y no de
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cuadrilateros. Propusieron el problema de minimizar la suma de cuadrados del area
para generar mallas convexas.

El principal aporte de este programa fue verificar mediante la computadora que
los resultados obtenidos por el funcional Area de Barrera-Pérez son superiores al fun-
cional de Area de Castillo. La malla inicial considerada por el sistema se genera por
interpolacion lineal entre fronteras. Dado que el problema de optimizacién involu-
crado es de gran escala, la generacién discreta de mallas resulté ser muy atractivo, ya
que permite analizar los métodos de optimizacién existentes y plantea la bisqueda
de un algoritmo eficiente para su resolucién.

Detalles técnicos y plataforma

Con este sistema experimentaron con tres diferentes métodos de optimizacion de gran
escala: Gradiente Conjugado de Fletcher-Reeves (1964), Memoria Limitada de No-
cedal (1980) y Newton Truncado con bisqueda en la linea (Dembo 1983). Observaron
los resultados obtenidos con cada uno de ellos. El programa estuvo escrito en lenguaje
FORTRAN 77, estando escrito en lenguaje C el programa principal y teniendo al grafi-
cador como programa independiente, escrito en QUICKBASIC, todo esto desde luego
para PC DOS.

Malla 1.0

Al ano siguiente y a través de un acuerdo de colaboraciéon entre la Academia de
Ciencias de Cuba y la Facultad de Ciencias de la UNAM, patrocinado por el CONA-
CyT en México se desarrolld la version del sistema MALLA 1.0 donde es mejorada la
interaccion del sistema con el usuario.

Aportaciones

Defininen los archivos de entrada del contorno de una regiéon poligonal asi como la
posibilidad de trabajar regiones con agujeros. De igual forma se define el archivo de
mallas logrando con ello contar con un mecanismo de entrada y salida de datos del
sistema, formato de uso directo para el usuario.

En el sistema MALLA 1.0 se elimina el uso del funcional de Castillo y sélo se
consideran los funcionales de Area de Barrera-Pérez y el funcional de Longitud con
los que Castillo ya habia trabajado. Son incorporados distintos tipos de topologias
de regiones de interés como triangulos y trapecios sobre las que se experimentan las
mallas.
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.Salida

Figura 2: Meu principal del sistema MALLA v. 1.0.

Detalles técnicos y plataforma

Este sistema integra los médulos de generacién inicial de la malla y de optimizacion,
de esta manera queda establecida la modalidad de generacion automatica de mallas.
El ambiente en que interactian los médulos fue escrito en PASCAL y el graficador de
mallas en lenguaje C haciendo uso de la biblioteca grafica de Microsoft.

SEGRED

En 1990, Rina Ojeda en sus tesis de maestria [37] continia estas ideas y constru-
ye el sistema SEGRED que permite darle un tratamiento a la frontera del contorno
de la region. Este tratamiento consiste en generar los puntos sobre la frontera
que permaneceran fijos. Esto lo logra usando interpolacién lineal, la interpolacion
cibica paramétrica o bien, a través del suavizamiento de datos por splines cibicos
paramétricos. De esta manera logra controlar y suavizar los datos de una region
poligonal antes de construir una malla sobre ella.

Aportaciones

Haciendo uso de éstas herramientas queda constituida la modalidad automatica de
particionamiento del contorno de la regiéon en subfronteras mediante un algoritmo
que involucra la longitud del contorno y la admisibilidad de la regién poligonal. La
malla inicial es obtenida al considerar aquella que por interpolacién entre fronteras
opuestas obtenga el menor nimero de celdas no convexas. Otro aporte de esta tesis
es el extender el funcional de Longitud como una suma ponderada entre el funcional
que mide la tensién de las lineas verticales y el que mide la tesién de las horizontales;
de ésta manera y mediante una eleccion adecuada del peso son tensadas unas lineas
mas que las otras.
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Detalles técnicos y plataforma

Los programas siguen estando escritos en lenguaje FORTRAN 77 y el despliegue gréfico
se integra como una opcion del ment principal lo que permite observar la malla tanto
al final del proceso de generacién inicial como al final de la optimizacién. La inter-
accion de los modulos se logra con un programa en Pascal. Todo esto en plataforma
para PC DOS.

Programas y moédulos experimentales

Entre 1991 y 1994 se experimenta con los programas del sistema como modulos sepa-
rados; son mejorados los métodos de optimizacion tenidos a prueba [12] y son estu-
diados las propiedades sobre regiones muy irregulares. Son comparados los resultados
obtenidos tanto para PC como con la SuperComputadora Cray.

Aportaciones

En estos sistemas experimentales se incorpora el funcional de Area-Ortogonalidad.
Se incorpora una regularizacién al funcional de discreto de Suavidad [5] logrando
con ello generar mallas suaves y convexas en algunas regiones irregulares pero con
la restriccién de iniciar el proceso de optimizacién con mallas de pocas celdas no
convexas. La generacion de mallas sobre regiones muy irregulares como la bahia de
la habana se torna un proceso laborioso al obtener una malla con pocas celdas no
convexas para tomarlo como partida de otro.

Detalles técnicos y plataforma

Los programas contintian escritos en lenguaje FORTRAN pero ahora se experimenta
con el compilador de Lahey que permite trabajar con PC y con Estacién de Trabajo
de manera transparente, excepto claro esta en las particularidades del sistema de
cada plataforma. Uno de los estudiantes de licenciatura de Barrera disena una bi-
blioteca genérica de graficacién para este compilador [25] para ser usado facilmente
en los cursos de Analisis Numérico que se imparte en la Facultad de Ciencias. En
1993 me incorporo al grupo de trabajo del profesor Barrera e integro esta biblioteca
grafica al programa experimental de mallas logrando con ello sea posible observar
la evolucion del proceso de generacion de mallas sobre la pantalla grafica; ya no
analizamos numeros a la salida, ahora observamos su evoluciéon durante el proceso.
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UNAMALLA 1.0

En 1994 mediante un convenio entre Cuba y México se desarrolla una versién pro-
fesional del sistema en lenguaje C facilitando al usuario la interaccion con el sistema
mediante opciones de ment integradas. Este seria el sistema UNAMALLA v. 1.0, ver
Figura 3.

LA MALLA

Generacion de Mallas sobre

Regiones Planas Irregulares k

Responsakle:

Corresponsakle:

Programacién y diseno!

Becarios:

Figura 3: Presentacion del sistema UNAMALLA v. 1.0.

Aportaciones

En esta versiéon se incorporan todas las ideas obtenidas de los experimentos realiza-
dos hasta entonces; se incorpora la modalidad automatica con las opciones de combi-
nacién convexa de funcionales que mejores resultados presentaron en la practica. Son
incorporadas utilerias para la creacién y edicién grafica de los contornos de regiones
mediante el teclado asi como la definicién de los segmentos de fronteras. Es posi-
ble observar graficamente el comportamiento del proceso de optimizacion y detenerlo
por instrucciones del teclado. La generacion inicial de la malla se logra mediante el
método algebraico TFI.

Detalles técnicos y plataforma

En esta version sélo se incorpora el método de optimizacién de Memoria Limitada
de Nocedal, siendo el principal interés lograr configuraciones razonables mediante la
optimizacion de funcionales discretos, se cambia la estructura empleada para el al-
macenamiento interno de la malla, ahorrando tiempo de ejecucion. De igual forma
se propone un nuevo formato de archivos de intercambio de informacion en disco.
Sin embargo, este sistema presenté serias dificultades de operacién. El diseno del
sistema resulté ser muy cerrado en el intercambio de informacion de las mallas en-
tre los médulos. Lo cual no permitié hacer experimentos con nuevos funcionales, con
ideas geométricas interesantes a observar en las mallas. Tampoco permitié incorporar
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los algoritmos de optimizacion que se estudiaban. Por otra parte, la interaccién del
sistema a archivos de informacion fue a través de proyectos de trabajo, su almace-
namiento conté con un formato que considera el contorno y la malla generada tanto
la inicial como aquella obtenida al final de la optimizacién. Debido a esta modalidad
el sistema resulté muy dificil de incorporar en aplicaciones especificas. El formato de
archivos fue deshechado en posteriores sistemas.

Sistemas experimentales

Posteriormente, se regresé a los sistemas experimentales programados en FORTRAN.
Para ello, usamos el compilador de Microsoft 5.1 el cual emplea de manera trans-
parente al usuario las bibliotecas graficas de C Microsoft 6.0. Se experimenta con
versiones de Newton Truncado con Region de Confianza y con Busqueda en la Linea.
En forma paralela, se continiia con los programas desarrollados para Lahey y se hace
uso de la memoria dindmica para generar mallas de dimensién grande. En la Figura 4
se muestra la pantalla de uno de los sistemas.

INNT' Sy stema?| cmd eee - PALSA

Generacion de nallas

Henu Princi

Coordenadaz de la red

Figura 4: Un sistema experimental para la generacion de mallas haciendo uso de los
funcionales discretos cldsicos, escrito en Fortran Lahey.

Se construye una utileria que permite suavizar contornos mediante splines cénicos,
ver Figura 5. Esta herramienta facilita la obtencién de mallas suaves y convexas al
eliminar la limitante de picos sobre todo en los segmentos concavos en la frontera,
pudiendo asi generar mallas suaves y convexas sobre algunas regiones usando los
funcionales de Area-Ortogonalidad y de Suavidad Regularizado [7].
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Figura 5: Un sistema experimental para la generacion de mallas iniciales, con suaviza-
miento NURBS en las fronteras de la region.
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Figura 6: Un sistema experimental para Windows.

TRIANG

La idea que llevé al profesor Barrera a considerar la malla como una coleccién de
triangulos estructurados le condujo a obtener resultados muy interesantes sobre ma-
llas convexas. Esta inquietud le hace proponer a Sergio Aguirre en 1995 como trabajo
de tesis el estudio de configuraciones 6ptimas de triangulaciones sobre regiones planas.
Trabajaron con las triangulaciones de Delaunay y compararon resultados con los fun-
cionales discretos de Barrera—Pérez y de Suavidad formulados ambos sobre tridngulos.
Construyeron un sistema TRIANG para observar el comportamiento de los funcionales.
En la Figura 7 se observa el sistema.
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Aportaciones

Son comparandos las configuraciones obtenidas con las triangulaciones de Delaunay
y de otros tipos obteniendo un resultado muy valioso: un 6ptimo del funcional de
Suavidad es una triangulaciéon de Delaunay.

Figura 7: Sistema de triangulaciones 6ptimas.

De igual forma son aplicadas las mallas obtenidas en la resoluciéon de algunas ecua-
ciones elipticas y se comparan los resultados sobre puntos especificos usando el Tool-
box PDETOOLS de MATLAB.

Detalles técnicos y plataforma

El sistema se escribié en lenguaje C ANSI haciendo uso de las bibliotecas graficas de
Microsoft 6.0. Se consideré un formato sencillo para el intercambio de archivos.

UMALLA

Una de las dificultades para la operacion del funcional de Suavidad Regularizado sobre
regiones planas irregulares, es iniciar con mallas casi-convexas. En 1996 Gerardo
Tinoco se incorpora al grupo de trabajo del profesor Barrera quien le propone para
su tesis doctoral el estudio del funcional de Suavidad para formular una variante que
conserve sus caracteristicas y pueda operar sin la limitante de contar con una malla
casi-convexa como inicio. Desarrolla métodos que amplian el dominio de trabajo
con mallas no convexas y que a través de un esquema adaptivo conduce a mallas
convexas de existir éstas. Este trabajo seria parte esencial para posteriores estudios
y desarrollos de nuevos funcionales discretos. Los funcionales que Tinoco propuso se
encuentran programados en el sistema UMALLA.
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Aportaciones
No es necesario iniciar el proceso de mallas con pocas celdas no convexas. Los métodos
que desarrolla son adaptivos y con ellos es posible controlar incluso el tamano del

area de las celdas. Los funcionales son llamados Funcionales Adaptivos de Area y de
Suavidad.

Detalles técnicos y plataforma

Se considera una modalidad de optimizacién puntual que permite manejar mallas de
grandes dimensiones. El sistema fue escrito en lenguaje FORTRAN de Lahey, haciendo
uso de las bibliotecas graficas construidas hasta entonces.

UNAMALLA v.2.0 para PC

A inicios de 1998 es desarrollado un sistema para PC que incorpora los nuevos fun-
cionales de Area y de Suavidad en combinacién con funcionales clésicos.

Aportaciones

De igual forma se implementa una modalidad de optimizacién puntual de Newton.
Se incorpora una modalidad de homotopia para lograr la combinacién convexa de
los funcionales adaptivos de Area con Longitud y el adaptivo de Suavidad con Area
clasica.

Detalles técnicos y plataforma

Se implanta una interfase con el usuario amigable al considerar menis de control con
accesos directo desde el teclado. Es posible editar el contorno de manera grafica con
el uso del ratén. Se incorpora al sistema una modalidad de suavizamiento previo que
consiste en aplicarle a la malla algunos pasos del optimizador usando el funcional de
Longitud para eliminar muchas celdas no convexas en mallas dobladas. Este es el
Sistema UNAMALLA v. 2.0 para PC, ver Figura 8.
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Figura 8: Sistema UNAMALLA v. 2.0 para PC, DOS.

UNAMALLA v.2.0 for X Windows

El objetivo de la tesis es desarrollar un sistema multiplataforma para UNIX que haga
uso de bibliotecas graficas libres y portables. Primeramente, y en base a la expe-
riencia adquirida de la participacion en el desarrollo de los sistemas y programas
experimentales, describimos los requerimientos necesarios para el desarrollo de un
sistema totalmente automatico. Esto es definir cada una de las tareas que ha de
realizar el sistema y su interaccién a través de una interfase amigable al usuario.
Otro de los puntos fundamentales sera el describir de manera puntual el proceso de
discretizacion de los funcionales continuos y discutir las propiedades geométricas de
la malla 6ptima.

En lo que sigue describiremos la filosofia de trabajo del sistema, su estructura de
programacion asi como la teoria basica que sustenta los funcionales incorporados.

Introduccidén: Se define el problema de la generacién de mallas sobre regiones planas
tanto en su forma continua como en su forma discreta. Se discute sobre algunas
técnicas para resolver el problema de forma variacional continua, asi como una inter-
pretacion de los funcionales.

Capitulo 2: Se hace énfasis en la construccién de mallas suaves y convexas a través
de mapeos armonicos continuos y discretos entudiando en primer lugar, el funcional
eliptico mds simple. Se estudia el funcional de Winslow en su formulaciéon continua
y se plantea una discretizacion del mismo al restringirlo sobre cada celda de la malla
transformando el problema continuo a un problema discreto que involucra un proceso
de optimizacién de gran escala.

Capitulo 3: Siguiendo la idea de la discretizacion del funcional de Winslow, se
discretiza el funcional de Area y se plantea una forma general de obtener funcionales
discretos de Area, donde una malla uniforme en area sea punto critico de ellos. En
forma particular se estudia al funcional inverso de area.
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Capitulo 4: Los funcionales que se estudian tnicamente operan sobre mallas casi-
convexas. En este capitulo se describe una forma de extender los dominios de los
funciones de suavidad e inverso de drea. Se obtiene una coleccion de funcionales
llamados k-funcionales que a través de un procedimiendo adaptivo se logra obtener
mallas convexas. Se estudia el proceso adaptivo y se propone una forma practica de
llevarlo a cabo.

Capitulo 5: Se combinan los k-funcionales de suavidad y de area con los funcionales
clasicos de area y de longitud, a fin de contar con una malla convexa suave. Se propone
un procedimiendo homotdpico para combinar las propiedades de cada funcional.

Capitulo 6: Se describe los requerimientos para el posterior desarrollo de un sistema
automatico generador de mallas que hace uso de los nuevos funcionales. Se hace
hincapie en el rango de alcance del sistema, las caracteristicas del usuario, los reque-
rimientos de interfase externa; para entonces proponer un diseno modular basado en
las distintas tareas aqui descritas.

Apéndice A: Manual del sistema multiplataforma desarrollado donde hemos implan-
tado los nuevos funcionales de area y de suavidad. Este sistema estd basado en los
requerimientos propuestos en el capitulo 6.

Apéndice B: Son descritos los algoritmos de optimizacion de gran escala que se
emplean en el sistema multiplataforma.

Apéndice C: Coleccion de mallas generadas con el sistema, donde es posible apreciar
las distintas configuraciones de mallas convexas acordes a la combinacion elegida entre
funcionales.






Capitulo 1

Planteamiento del problema

La generacion de mallas es un proceso que consiste en partir un dominio fisico en otros
subdominios elementales para observar algin fenémeno medible sobre cada uno de los
subdominios, ver Figura 1.1. Una malla estructurada es aquella bajo la cual podemos
identificar en forma rapida los nodos de la malla, interiores y exteriores y cada nodo
interior cuenta con el mismo nimero de elementos adyacentes. Este tipo de mallas
son muy socorridas en aplicaciones de EDP, pero presentan muchas dificultades en
la aproximacion sobre la frontera cuando el dominio no es simple. Existen muchos
métodos para obtener este tipo de mallas estructuradas y uno de ellos es el método
del mapeo que consiste en obtener un mapeo que transforme el dominio fisico en uno
mas sencillo y entonces lograr de forma directa una malla, ver Figura 1.2.

Seail
x o EES
L L :ll‘—
T HE
__"'h.h_

Figura 1.1: Una malla por un proceso quadtree, tomado de [38].

1.1 Notacion

La terminologia empleada en la generaciéon de mallas es muy flexible. Por ejemplo,
a la regién de estudio se conoce como region fisica, asi como dominio fisico o
espacio fisico; a la regién elemental le llamaremos region légica y espacio légico,
aunque estos tltimos términos espacio logico y fisico son adecuados emplearlos para
el espacio vectorial en el cual estd inmersa la regién referida. Es importante senalar
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que no se hace diferencia alguna entre mapeo y tranformacion en cuanto a la funcién
que cada cual desempena.

En el espacio légico consideraremos el sistema coordenado usual, donde los ejes
horizontal y vertical los denotaremos por las letras griegas £ y n; con esto, un punto
cualquiera en el espacio logico estard perfectamente determinado por la pareja (€, n)?,
con &, 1 € IR, en caso de que el punto pertenezca a la regién elemental, tendremos
que sus componentes serdn tales que 0 < <1y 0<n<I1.

Denotaremos By a la regién plana elemental (cuadrado unitario). También deno-
taremos por  a la regién fisica donde Q C IR? y es simplemente conexa. Aunque
como se verd posteriormente, haciendo algunos cortes podemos considerar a cualquier
regiéon en una simplemente conexa por secciones.

1.2 Descripcién del problema continuo

El problema de la generacion de mallas planas puede ser planteado de la siguiente
forma. Sobre de una regién {2 plana acotada y simplemente conexa, consideremos
una transformacion continua del cuadrado unitario en la region 2

X : By — Q, (1.1)

una malla sobre  es una transformacién continua x(&,n) = (z(&,n),y(&,n))

X: By — Q) (1.2)

donde B, es el cuadrado unitario [0, 1] x [0, 1].

Si sobre del cuadrado unitario generamos una reticula de tal manera que una los
lados opuestos dos a dos; al mapear estas lineas bajo el mapeo x obtendremos una
malla sobre la region, ver Figura 1.3.

De manera particular, estamos interesados en aquellos mapeos x que conformen
la frontera de (2,

x(0B,) = 00 (1.3)

esto es, que la frontera de B; sea mapeada a la frontera de ). Bajo esta idea, el
problema de la generacién de mallas puede plantearse como

dada una transformacion biyectiva y continua entre la frontera de Bs
y de Q, extenderla a una transformacion continua entre By y €
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Figura 1.2: Mapeo entre regiones.

en otras palabras, extender un mapeo continuo y biyectivo entre fronteras

X : OBy —» 09 (1.4)

a un mapeo continuo entre regiones

X : By — Q. (1.5)

Sin embargo, no cualquier mapeo es util. Para generar una malla razonable sobre
2 debe considerarse que las lineas no se entrelacen y que los lados del cuadrado sean
mapeados a lineas sobre la frontera. La caracteristica de que el mapeo sea continuo
garantiza que el orden de los lados del cuadrado bajo el mapeo sea conservado. Ver
Figura 1.4.

Contar con un mapeo continuo entre fronteras nos lleva a considerar la frontera de
la region en cuatro segmentos, segmentos curvilineos a decir verdad o sub-fronteras,
conservando el orden impuesto por el cuadrado unitario, ver Figura 1.4.

Con este orden, la idea grafica detras de la generacién de una malla sobre €2 es unir
las fronteras 1-2 con 4-3 y 1-4 con 2-3 por medio de segmentos curvilineos de manera
tal que no se intersecten. La idea es “tirar” lineas entre segmentos opuestos.

Mas adelante explicaremos como construir estas lineas de manera discreta, es
decir, cémo generar los puntos que describen de manera discreta a los segmentos
curvilineos.
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x=x(&"M

1
0 1 S X
Figura 1.3: Una malla sobre €.
3 1
1 2 3 )
1 2

Figura 1.4: Conservacion del orden del mapeo de las fronteras.

Una contraccién de la frontera hacia el interior seria un ejemplo de obtencién de
una malla a partir de la frontera de la regiéon, ver Figura 1.5.

Regresando a la construccién del mapeo como extensiéon de un homeomorfismo
entre fronteras debemos tener presente que la solucién no es unica por lo que es
necesario imponer condiciones que garanticen que la construccién esté bién definida.
Por una parte resulta no deseable que:

1. Un punto dentro del cuadrado unitario sea mapeado a un punto fuera de la
regién 2, ver Figura 1.6(a).

2. Que méas de un punto del cuadrado unitario sea mapeado al mismo punto sobre
la region fisica, ver Figura 1.6(b).
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Figura 1.5: Construcciéon de una malla a través de la contraccién de la frontera hacia
el interior de la regién front end. Tomado de [38].

(a) (b)
Figura 1.6: Mallas dobladas sobre la region del gato.

En cualquiera de los casos, diremos que la malla sufre un doblez y por consiguiente,
el mapeo no es 1til ya que el jacobiano de la transformacién se anula y el cambio de
coordenadas no es valido.

Teniendo en cuenta que el jacobiano de la transformacion no se anule para obtener
convexidad de las celdas, es deseable encontrar mapeos en los que el jacobiano sea
positivo. Podemos pedir mas que eso, por ejemplo, un comportamiento particular del
jacobiano en zonas de la region y que las lineas curvilineas sean suaves.

1.3 Generacion de mallas como un problema varia-
cional

Bajo la idea de imponer condiciones al homeomorfismo resultante podemos conside-
rar al problema de la generaciéon de mallas como un problema variacional continuo:
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encontrar un mapeo de entre aquellos de frontera conforme, es decir, que cubra la
frontera, que sea no doblado y con algunas caracteristicas geométricas a observar.

Tipicamente los funcionales considerados en un problema variacional para la ge-
neracién de mallas que involucran medidas de suavidad y de tension de los segmentos
curvilineos, asi como el comportamiento del jacobiano, tienen la forma:

1 1
T(x) = / / L(ze, Ty ve v) dedy (1.6)

donde L, al que llamaremos Lagrangiano, mide las caracteristicas geométricas de los
segmentos curvilineos y es nuestro objetivo estudiar aquellos que describan un mapeo
acorde a nuestros propositos.

Asi, considerando un Lagrangiano continuo con las caracteristicas a observar sobre
la malla, el problema de la generaciéon de mallas puede plantearse como hallar el mapeo
entre By y €2 de entre todos aquellos donde la fontera de By es mapeada a 0S) y que
minimice a I(x), lo que escribimos como

x* = arg x(aangi)IlBQ I(X) (17)

Por el momento sélo estamos interesados en considerar propiedades que hacen
que L sea continuamente diferenciable sobre (2. Bajo esta observacion, y siguiendo
la teoria bésica del cdlculo de variaciones [20] tenemos que la solucién a (1.7) debe
satisfacer

()5 () -
L6506 -

Estas son las condiciones de Euler-Lagrange. Por todo esto, la solucién de (1.7) estd
ligada a cémo resolver el sistema (1.8)—(1.9) con condiciones a la frontera

d
dn

d
dn

1.3.1 Una interpretacion de los funcionales clasicos

Como hemos senalado, estamos interesados en medir ciertas propiedades geométricas
en las mallas. Por ejemplo, si nuestro interés es generar mallas cuyos segmentos
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curvilineos sean suaves una manera de lograrlo es medir la razén de cambio de los
segmentos sobre la regién [54], una representaciéon de tal medida es

1 1
I(x):/ /(x§+x§+y§+yg) dédn (1.10)
0 0

este es el funcional de Longitud y mide la tesién de los segmentos curvilineos en las
direcciones & — 1.

Como se observa de este funcional, la medida involucrada actia tanto en la linea
¢ como en la n, luego si la region de estudio es muy irregular, necesitaremos tenzar
unas lineas méas que otras [3] usando para esto un peso 0 < w < 1 entre cada medida
y de la forma

I(x) = w/ol /Ol(xz +42) dédn+ (1 - w) /0 /O(x FyRydedy (L11)

Ahora bien, siendo el Jacobiano de la transformacién x una medida del area local,
estamos interesados en su comportamiento a lo largo de la regién de tal forma que al
considerar

100 = [ [ e n dea (112

en el sentido de minimo de cuadrados deseamos encontrar un mapeo que transforme
la reticula uniforme en By en una malla de drea uniforme en ).

Sin embargo, no siempre es posible obtenerlo, ya que las ecuaciones de Euler—
Lagrange son no lineales y no elipticas [19]; y si anadimos la irregularidad de una
region, pudiera no existir su soluciéon. Por otra parte, numéricamente este tipo de
sistemas son muy dificiles y costosos de resolver.

Regresando a las propiedades que deseamos observar en la malla, podemos com-
binar los dos ultimos funcionales de manera que el comportamiento de la tensién de
las lineas y entonces su suavidad se encuentren en correspondencia al drea local de
la regién de tal manera que donde el drea sea pequena las lineas no se tencen tanto
y donde el area sea grande si ocurra esto. Bajo esta caracteristica, un funcional que
mide esta propiedad es

Vot ek a4yl oy
I(x :/ / €7 76 I gedn. 1.13
() o Jo J(fS,n) 577 ( )
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Acorde a su propiedad, las lineas de mallas resultantes por este funcional se aproximan
a fronteras concavas y se alejan de las convexas [30]. Este es el funcional de Suavidad.

Otra medida muy importante es el angulo que forman los segmentos curvilineos
que se intersectan. Por ejemplo, si la malla deseada sobre la regién es aplicada a
la soluciéon numérica de ecuaciones diferenciales, y los segmentos de la malla son
ortogonales, los términos &n se anulan por lo que el sistema a resolver es mas sencillo.
En el caso de que los segmentos esén cercanos a la ortogonalidad, esos términos
influyen poco en la solucién. El funcional de Ortogonalidad

16 = [ [ e+ ) dsin (1.14)

cuenta con esta propiedad. Sin embargo, no siempre es posible obtener una malla
sobre cualquier regién ya que sus ecuaciones de Euler-Lagrange suelen ser no
elipticas [47] lo que dificulta el proceso de obtencién de una malla.

Hasta aqui, la solucién a (1.7) usando estos funcionales no siempre existe y de
existir podrian no generar mallas convexas. Sin embargo, la idea de observar las
propiedades de convexidad y suavidad de las lineas nos permite experimentar con
combinaciones de los funcionales ponderados, dependiendo del comportamiento global
o incluso local, que deseamos cuente la malla.

Un ejemplo lo encontramos al considerar el Lagrangiano de area en suma ponde-
rada con el de longitud, digamos en la forma

L(x) = wJ(&n)? + (1 — w)[a:? + x?] + yg + y,27] (1.15)
donde w es un escalar entre 0 y 1, que se elige dependiendo de si deseamos observar

mayor area de las celdas o bien, tenzar mas las lineas.

La importancia de esta combinacion radica en que si w no es cero, las ecuaciones
de Euler-Lagrange asociadas a (1.7) son acopladas y elipticas, la solucién existe y es
facil de encontrar. Sin embargo, la misma combinaciéon no garantiza mallas convexas
ni pidiendo uniformidad en celdas, esto es eligiendo w cercana a 1.0 [4].

Otra combinacion atractiva viene al considerar el Lagrangiano de area y el de
ortogonalidad, en combinaci6on

L(x) = J(&,1) + (wexy + yeyn)’ (1.16)

expandiendo a J y agrupando términos tenemos que

L(x) = (¢ + 23)(yF + ;) (1.17)
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dando a lugar un funcional muy sencillo de evaluar y que en la practica produce ma-
llas con celdas uniformes, o cerca de lograrlo y de lineas cercanas a la ortogonalidad.
Las ecuaciones de Euler-Lagrange para este funcional son elipticas [29]. Por esta
ultima propiedad tenemos que las mallas generadas tienen lineas suaves, es decir, este
funcional es muy 1til a nuestro propédsito. Sin embargo, por la influencia de la orto-
gonalidad, las mallas asi obtenidas pueden resultar dobladas y entonces no convexas,
esto puede ocurrir en muchas regiones, pero con una adecuada reparametrizacion de
la frontera alguna veces podemos hallar una malla con estas tres caracteristicas [29].

Hasta aqui, hemos discutido algunos funcionales que miden propiedades
geométricas deseables a observar en una malla y que mediante un proceso varia-
cional es posible encontrar el mapeo que transforma la reticula sobre del cuadrado
unitario en una malla sobre (). Cabe senalar que no es la inica manera de lograr el
mapeo (véase por ejemplo las transformaciones conformes) pero nos permite entender
los métodos directos que seran discutidos a lo largo de este trabajo.

1.4 Descripcion del problema discreto

El problema discreto de la generacién de mallas puede plantearse como la necesidad
de construir una representacion de la region €2 como una coleccién de partes méds
simples para su posterior andlisis, por ejemplo los cuadrilateros, cuya unién resulte
la region.

Definicién 1.1 Una malla para € es una coleccion de elementos c; simples llamados
celdas de la malla, con las propiedades siguientes

1. UCZ' =Q
2. Int(c;) N O =10

Las celdas ¢; pueden ser tridngulos o cuadrilateros. Veamos algunos ejemplos en la
Figura 1.7.

En la Figura 1.7 (a) la coleccién de tridngulos cubre a ; sin embargo, el orden de la
coleccion hace deshechar ese tipo de mallas para resolver EDP por diferencias finitas,
ya que resulta imprescindible contar con un mecanismo que nos permita tener facil
y rapido acceso a cada uno los elementos de la discretizacion, hecho que la coleccion
en (a) no nos ofrece.

El orden de la coleccién en la Figura 1.7 (b) es directa debido a que las lineas
que forman la coleccién de elementos han sido elegidos paralelos a los ejes coorde-
nados. La dificultad es que la colecciéon abarca mas alla de la regién €2 y resulta
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vl

Figura 1.7: Algunas mallas sobre €.

indispensable resolver esta dificultad numeérica con el fin de que la aproximaciéon se
realice unicamente sobre la regién. En el caso particular de la soluciéon numérica de
ecuaciones diferenciales parciales, las condiciones a la frontera deben ser aproximadas
y entonces surge la necesidad de definir de qué forma haremos la aproximacién en la
frontera y cual serd la precisién de esta y desde luego, la manera en que sera implan-
tada en forma automatica o semi-automatica dentro de un sistema computacional lo
que dificulta procesar problemas reales. La Figura 1.7 (c¢) es una forma idénea de
discretizar la regién con el fin de contar con una forma directa de numerar los nodos,
asi como cubrir toda la regién de estudio. Este tipo de mallas reciben el nombre de
sistemas coordenados curvilineos ya que la idea es sumergir en un sistema curvilineo
la region para entonces y de forma directa, construir la malla. Seran este tipo de
mallas las que nos interese construir, por otra parte, la forma discreta vendra dada
por la unién de celdas formadas por cuadrilateros.

Como se ha comentado al inicio del trabajo, la discretizacién de la region de estu-
dio juega un papel importante cuando se desea resolver numéricamente un problema
continuo sobre de ella, como lo es la solucién numérica de alguna ecuacion diferencial
parcial. La discretizacion es un paso del trabajo a desarrollar sobre un problema
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especifico y es esencial cuando se desea evitar errores innecesarios de aproxinacion.

En muchas aplicaciones la region de trabajo €2 es solucién de un problema diferen-
cial o algebraico; en otros es posible contar con la descripcion de la region en forma
continua a través de una parametrizacion de las componentes o bien, del contorno
mismo. En muchas mas, sélo se dispone de puntos sobre el contorno obtenidos tras
alguna observacion.

Consideremos que el contorno de la region € estd formado por un conjunto finito
de puntos en el plano, con esto, el dominio a tratar es una regién poligonal. Si (z;, y;),
parai = 1,...,n es una colecciéon de puntos en el plano, bajo una orientacion, estamos
interesados en estudiar la region poligonal que describe esos puntos

o) = POlngHO(($1, ?J1), ($2, ?J2), cee (In, yn)a (xla ?J1))- (1-18)

La orientaciéon del contorno es muy importante ya que nos describira por una parte la
forma de la region y por otra tendremos una referencia cuando senalemos las celdas
dobladas. Los puntos del poligono bajo una orientacién, la orientacién positiva (el
sentido contrario a las manecillas del reloj) serd nuestra referencia de €2 en adelante,
en cuyo caso {2 es una region poligonal formada por los segmentos generados por
la unién orientada de los puntos en la frontera. Dos poligonos se muestran en la
Figura 1.8.

Figura 1.8: Ejemplo de regiones poligonales en el plano.

Una vez definida nuestra region de estudio planteamos de nueva cuenta el interés
de este trabajo: generar mallas suaves y convexas sobre regiones poligonales.

La idea de la discretizacién se sigue del planteamiento continuo (1.7), lograr un
mapeo entre el cuadrado unitario y ésta poligonal. Para lograr un mapeo con esta
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condicion es indispensable saber a donde iran a ser mapeados los vértices del cuadrado
unitario.

Un punto que no debemos pasar por alto es la eleccion de esos nodos de mapeo
o de referencia del mapeo ya que de esto depende la obtencion de la malla y desde
luego esa eleccion dependerd de la observacion requerida sobre la regiéon; veamos
lo siguiente. Consideremos por regién poligonal al conjunto de puntos en el plano
descrita en la Tabla 1.1

n | (z,y)

1] (0.0,0.0)
2 | (1.0,0.0)
3 | (1.0, 1.0)
4| (0.0,1.0)
5 | (0.0,0.0)

Tabla 1.1: Puntos sobre la frontera del cuadrado unitario.

que corresponden al cuadrado unitario. Hemos repetido el punto inicial para reafir-
mar que trabajamos poligonos cerrados y acotados. La grafica de esta regién puede
observarse a la izquierda de la Figura 1.9.

Figura 1.9: Cuadrado unitario y una malla sobre de él.

Una malla sugerente para esta region vendria dada al unir los segmentos opues-
tos, esto es, "tirar” linea entre los segmentos o subfronteras del cuadrado. La repre-
sentacién continua del mapeo es la interpolacién lineal entre los segmentos.

Sin embargo, no es la inica forma de obtener un mapeo entre regiones, ya que no
es la tnica forma de construir una malla sobre el cuadrado unitario. Consideremos
los puntos sobre la frontera del cuadrado unitario dado por la coleccién senalada en
la Tabla 1.2.
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Figura 1.10: (a) Asignacién de los segmentos de frontera. (b) Malla obtenida por
interpolacion bilineal.

Esta coleccion representa de nueva cuenta al cuadrado unitario. Consideremos
ahora que el mapeo de By hacia €2 lo construimos en la forma siguiente: que el
segmento “de abajo” de By es mapeado al segmento entre (0.25,0) y (0.75,0.0),
que el segmento “derecho” de B, es mapeado al “segmento” de frontera compuesto
por los puntos (0.75,0.0) y (1.0,0.0); de la misma forma, ahora consideremos que
el segmento “de arriba” de B, sea mapeado al segmento entre (1.0,0.0), (1.0,1.0),
(0.0,1.0) y (0.0,0.0); y por ultimo que el segmento “izquierdo” de By sea mapeado
al “segmento” de frontera comprendido por los puntos (0.0,0.0) y (0.25,0.0). Esta
asignacion la representamos en la Figura 1.10(a).

Una interpolacién entre las lineas nos lleva a considerar la malla que tras ésta
eleccién de puntos hemos hecho, dicha malla la visualizamos en la Figura 1.10(b).

La malla de la Figura 1.10(b) surge de la interpolacién bilineal y de la asignacién
entre segmentos elegida. Lo importante de este ejemplo es mostrar que sobre una
misma region es posible considerar multiples mapeos y lograr mallas dependiendo
de la distribucién elegida de los segmentos de fronteras que hemos de considerar
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para la malla estructurada. Una eleccion adecuada es esencial para el problema que
necesitamos resolver. Por ejemplo, si es un problema de flujo y nos interesa medir
con precision las fuentes, debe tenerse en cuenta este hecho para construir la malla.

Figura 1.11: Distintas configuraciones de mallas sobre el cuadrado unitario.

En la Figura 1.11 mostramos otras mallas obtenidas de distintas distribuciones
de los segmentos de frontera.

Como se observa de la Figura 1.11, sobre una misma regién podemos obtener dis-
tintas configuraciones de mallas. En muchas aplicaciones, dependiendo del problema
a resolver deberd considerarse el tipo de configuracion necesaria sobre la region.

Otra forma directa de obtener una malla, es considerar un método algebraico.
Los métodos algebraicos se basan en considerar la parametrizacion de los segmentos
de frontera, sea discretos o continuos y sobre ellos considerar una interpolacion entre
fronteras, ver [47] y [19]. Un ejemplo tipico de un mapeo algebraico para la generacién
de mallas esta dado por el método TFI [40]. A continuacién comentaremos muy
brevemente sobre él.

Supongamos que contamos con una descripcién de la frontera €2 a través de los
cuatro segmentos de frontera, véase la Figura 1.12, y todas ellas parametrizadas en
la forma
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Figura 1.12: Segmentos de frontera de 0.

con la propiedad de continuidad del mapeo; es decir, que las parametrizaciones se
empaten

x5(0) = x,(0)  xp(1) =%,(0) x,(1) =x:(1) x(0) =x(1) (1.19)

El mapeo proveniente de la interpolacién transfinita TFI se escribe como

x(&n) = (L=m)x(&) +nx:(8) + (1 = E)xe(n) + Ex:(n) — (1.20)
[Emxe(1) + €(1 —m)x (1) + 1(1 = )x4(0) 4+ (1 = £)(1 — 1), (0){1.21)

El cual es un mapeo muy elemental descrito a partir de las fronteras. Pero por un
lado, es un mapeo que propaga las discontinuidades diferenciales de la frontera hacia
el interior de la regién [47] y por consiguiente, al usarlo sobre regiones irregulares el
resultado es una malla muy “doblada”.

En la practica, cuando contamos con una region plana 2 C IR, por lo gene-
ral inicamente contamos con una discretizacién de su frontera 02 a través de una
coleccién orientada de puntos, ver Figura 1.14(a) y sobre esa regién poligonal cerrada
hemos de construir el mapeo TFI. El paso siguiente necesariamente es parametrizar
los cuatro segmentos de frontera x,(&), x;(n), x:(§) y x,(n).

La forma usual de lograr la parametrizacion es teniendo por parametro la longitud
de arco. Contando con la parametrizacion de los segmentos de frontera se procede
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Figura 1.13: Construccién de una malla a partir de los puntos sobre la frontera.

a obtener una coleccién de puntos tratando de que sean igualmente espaciados pero
respetando la forma del contorno. En el trabajo de Ojeda [37] se describe un crite-
rio para respetar la forma del contorno, y entonces aplicar el mapeo TFI sobre esa
coleccién de puntos, ver Figura 1.14(c).

aQ aQ

(a) (b) (c)

Figura 1.14: Construcciéon de una malla a partir de los puntos sobre la frontera.

En la Figura 1.15 se muestran algunas mallas provenientes del método TFI sobre
distintas regiones. En cada una de ellas se observa la propagacion de las singularidades
de la frontera hacia el interior.

Como se ha apreciado con los ejemplos anteriores, la construccién de una malla
sobre una regién no es tnica y depende en mucho de la distribucién de los segmentos
de frontera, y desde luego la propiedad o propiedades geométricas a observar dentro
de la malla.

aQ
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Figura 1.15: Algunas mallas construidas via el método algebraico TFTI.
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Capitulo 2

Funcionales Armoénicos continuos y
discretos

La construccion de mallas a través de mapeos armonicos se inicié con el estudio del
operador eliptico mas sencillo que sobre una regién puede definirse. Describiremos
como ha evolucionado su uso tanto en el caso continuo como en el discreto.

2.1 El sistema eliptico mas simple

Consideremos una parametrizacién de la frontera de la regién de estudio €2 definida
por cuatro segmentos de forma que: x, = x,() representa el segmento de frontera de
“abajo”; x, = x,(n) representa el segmento de frontera de la “derecha”; x; = x;(£)
representa el segmento de frontera de “arriba” y x;, = x;(n) el segmento de la frontera
de la “izquierda”, ver Figura 2.1. La notacién de los segmentos de frontera seguird la
abreviatura b=bottom, t=top, [=left y r=right.

Dada la regién €2 y el cuadrado unitario By estamos interesados en construir mapeos
directos entre ellos, ver Figura 2.2.

Una de las primeras formas que se eligieron para la construccién del mapeo directo
fue pedir que las componentes del mapeo satisfagan la ecuacion eliptica mas simple
que es

Teg + Ty
Yee t Yy = 0 (2.1)

sujeta a que las fronteras se correspondan; es decir,
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% (&)

~

% ()
% ()

_—
Qﬁj(é)

Figura 2.1: Segmentos de frontera de 0f2.

n A y A
X=x(&"M
1
./
0 1 7& T X
Figura 2.2: Mapeo directo entre By y ).

(1‘(57 0)7 y(ga 0)) = Xb(g)a
((0,n), y(0,m) = x(n),
(l‘(f, 1)7 y(§7 1)) = Xt(f),
(z(1,m), y(1, 7)) X, (1) (2.2)

El problema tiene una tnica solucion infinitamente diferenciable hacia el interior de
() siempre que el mapeo entre fronteras sea continuo; lo que es cierto en nuestro caso.
Para regiones convexas no hay nada que decir, la malla asi generada es convexa.

Por una parte, el mapeo solucién de (2.1) es un mapeo suave en {2 pero sobre
regiones no convexas la malla puede resultar doblada; esto es, con muchas celdas no
convexas. Tomemos la transformacién descrita por Ivanenko[28]:
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1 9

z(&n) = 5(62—772)—56 (2.3)
11

y(&n) = &n+5&— 31 (2.4)

La representacién grafica del mapeo sobre el cuadrado unitario puede observarse en
la Figura 2.3.

Figura 2.3: Ejemplo de un sistema coordenado curvilineo doblado.

Inmediatamente podemos comprobar que el mapeo satisface la ecuacion de Laplace

xgg—i-l‘,m =0
Yee + Yy = 0. (2.5)

Sin embargo, al analizar el jacobiando de la transformacién tenemos que

J(&,n) = xeyy — Toye
9 1 1

= (- 5)(5 - 5) +n(n + 5) (2.6)

con lo que J(&, n) < Oparan=0y 1/3 << 2/3, asi que un segmento de las lineas
cercanas a la frontera de abajo de By al ser mapeadas bajo x resultan ser segmentos
curvilineos que se doblan, ver Figura 2.3(b). Lo interesante de este ejemplo es que el
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mapeo solucion a la ecuacion de Laplace produce mallas dobladas en ésta region que
es muy simple; los segmentos de frontera son parabolas.

En el caso de regiones un poco irregulares, usando solamente este generador, el
operador de Laplace, las lineas resultan doblarse debido a la curvatura o picos de la
region, vedse la Figura 2.4. En el caso de regiones poligonales es mas facil ver este
problema si la regién no es convexa.

Figura 2.4: Operador de Laplace resuelto sobre la regién M19

Por su simplicidad para generar lineas suaves, la ecuacién de Laplace da la pauta
para que, mediante condiciones adecuadas a la frontera, pueda emplearse para cons-
truir sistemas curvilineos con un comportamiento deseado. Por ejemplo, que las lineas
que parten de una de las fronteras sean ortogonales y que hacia el interior se satisfaga
la ecuacién de Laplace, véase la Figura 2.5.

En [41], Khamaryseh, Kuprat y Mastin, tratan el mismo problema del operador
eliptico pero considerando condiciones de control en la frontera y condiciones de
ortogonalidad. Spekreijse [45] describe algunas transformaciones, mapeos de control,
para medir y controlar los segmentos curvilineos y el espaciamiento de los puntos de
la red. Esto lo hace mediante la idea de introducir un sistema de referencia y sobre de
él generar una distribuciéon de las lineas de manera que la composicion entre mapeos
genere la propiedad que desea: ortogonalidad en la frontera.

Uno de los atractivos de la obtencion de mallas a través de la ecuacion de Laplace,
es que se pueden interpretar en forma variacional ya que las ecuaciones de Laplace
son las ecuaciones de Euler—Lagrange del funcional

1 1
I; = / / (xg + yg + x?] + yf]) dédn (2.7)
0 Jo

sujeto a las correspondientes condiciones de frontera. De aqui nacio6 el enfoque varia-
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¥

L.

Figura 2.5: Los segmentos curviineos son casi-ortogonales en las fronteras de arriba
y abajo, tomado de Spekreijse [45].

cional para la generacién de mallas pero como veremos, la construccién numérica de
las mallas resulta diferente.

Una de las propiedades geométricas que nos interesa es la convexidad, ya que
aquellas transformaciones que doblan las lineas no son adecuadas en la mayoria de
las aplicaciones practicas. Como se sabe la convexidad de las celdas esta ligada al
jacobiano de la transformacién, ver Gonzélez [24].

Veamos como se ha usado el operador de Laplace y sus variantes.

Consideremos el mapeo inverso, ver Figura 2.6, para el cual pediremos que las
componentes

§=¢&(w,y), n=mn(v,y) (2.8)

minimicen el funcional

I— / (€ 40 + € + 1) durdy (2.9)
Q

otra vez, el minimo se encuentra en los mapeos arménicos &(x,y), n(x,y) de Q:

gmm‘i_gyy = 07
Moz + My = 0 (2.10)
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Ty Y

§=8ky)

4/

- -t

X
0 1 &

Figura 2.6: Mapeo inverso entre By y ).

sobre el cuadrado unitario. Las condiciones de Dirichlet para esta ecuacién estan
dadas por el mapeo inverso de las fronteras. Con la propiedad de que el mapeo
inverso sea armoénico es posible demostrar que es uno a uno y sobre, Ivanenko [28].
Por lo tanto, la transformacion de Winslow produce mallas no dobladas.

Las funciones que satisfagan las ecuaciones de Laplace se les llama funciones
armoénicas; y al mapeo obtenido con el funcional de Winslow se le llama mapeo
armonico.

Definicién 2.1 Un mapeo arménico es una transformacion uno a uno de £ sobre el
cuadrado unitario By de manera que cumple las condiciones

a) La frontera de Q) es mapeada sobre la fontera de Bs
X_l(aQ) == 832
b) Las esquinas de ), empates de las secciones de frontera en un sentido (por

ejemplo; el sentido positivo, contrario a las manecillas del reloj), son mapeadas
sobre las esquinas correspondientes de By

t

x (1) =x(0) = (0,0)f
x(1) =x:(0) = (1,0)f
x,(1) =x,(0) = (L, 1)

(1) = x,(0) (0, 1)

¢) Las dos componentes del mapeo son funciones armdnicas hacia en interior de
Q
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Debido a que las ecuaciones de Winslow se definen sobre la region (2; tendremos
que para regiones arbitrarias ain con frontera suave resulta muy costoso resolverlas.

Para lograr un procedimiento confiable, Roache y Steinberg [42] proponen usar
la idea de Brackbill y Saltzman[11] de transformar las ecuaciones (2.10) al espacio
l6gico y resolverlas sobre el cuadrado unitario Bs.

Si hacemos el cambio de variables al espacio logico en la forma

J J
Ye Te
y = = == 2.11

con J # 0. Tenemos ahora el problema de encontrar el mapeo directo x : By — €
que minimiza a la funcional

T3+ yi + a2+ y?
Ig(x):/B £ 5J n_ g dn (2.12)
2

sujeto a las condiciones de frontera correspondientes, y que cumple la condicién

J = (zeyy — xpye) >0 0<&n<l. (2.13)

Las ecuaciones de Euler—-Lagrange para este caso son:

922T¢e — 2G12%¢y + G11Ty, = 0
922Yee — 2G12Yen + g11Ymy = O (2.14)
donde
Ju = x? + yg,
J12 = Tely+ YelYn,
g = T4y (2.15)

y por otra parte, el Jacobiano de la transformacién es

G = g11922 — 9%2- (2-16)
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Roache y Steiberg emplean un esquema en diferencias finitas centradas y, a través
de un algoritmo iterativo SOR con relajacién resuelven numéricamente las ecuaciones
(2.14). A éste esquema lo llamaron TTM

Figura 2.7: (a) Malla convexa generada por TTM. b) Malla no convexa sobre M19
generada por TTM.

Sin embargo, como bien hacen notar Roache y Steinberg [43], la solucién numérica
de estas ecuaciones estan regidas por errores de truncacién. Asi, la solucién obtenida
de la discretizacion puede ser una malla doblada atin para regiones no dificiles, ver
Figura 2.7(b). En la Figura 2.8, la regién de la bahia de la Habana, una de las
regiones mas irregulares en su frontera que las que hemos estudiado, se observa cémo
la solucién obtenida con la discretizacién de Steinberg falla.

\\
1Ty,
10py 0

i,‘ll//

Figura 2.8: Malla doblada sobre la regién de la bahia de la Habana obtenida por TTM.
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Las regiones no regulares, como la regiéon de la bahia de la Habana son de es-
pecial interés. Nos abocaremos a construir mallas no dobladas sobre la regién, con
propiedades interesantes entre sus celdas y segmentos de linea. Para lograrlo, seguire-
mos la idea de Ivanenko de usar la forma variacional discreta del problema de Winslow.

2.2 Funcionales armonicos discretos

Describiremos una forma general para construir funcionales discretos, usando como
modelo al funcional de Winslow. Consideremos la regién €2 definida a través de una
coleccién de puntos sobre su frontera 02 que la definen completamente; es decir

0Q) = poligono(Py, Py, --- P,, P;) (2.17)

Con base a esta suposicién, nuestra region es un poligono cerrado de ahi, que el
primer punto para su descripcion sea considerado en dos ocasiones. En la Figura 2.9,
se muestra esta numeracion.

R

Figura 2.9: Ejemplo de regién poligonal de trabajo y sus puntos a la frontera.

Ahora bien, podemos definir a una malla sobre €2 como una colecciéon de puntos
en la forma:

Definicién 2.2 Una malla G de dimension m X n sobre la region poligonal Q2 es una
coleccion

G={Pjli=1,....m,j=1,...,n} (2.18)

de puntos en el plano tales que 02 C G. Tomemos en cuenta que m,n € IN —{1,2}.
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Los puntos P;; son los puntos o nodos de la malla, incluidos los de la frontera de
Q2. En la Figura 2.10 se muestra un ejemplo de ésta numeracién que se precisara a
continuacion.

Figura 2.10: Una malla para 0f2 de 5 x 4.

Bajo la idea de construir un mapeo entre el cuadrado unitario y €2, estamos
interesados en denotar grafica y analiticamente la correspondencia del mapeo. Para
esto, debemos indicar cuales representaran a los lados del cuadrado que son mapeados
a 0f).

La forma practica es darle un sentido de orientacion, el sentido positivo de una
curva (contrario a las manecillas del reloj) e indicar quienes serian los lados hacia
“abajo”, “derecha”, “arriba” e “izquierda” de 02 numerandolos de manera que po-
damos identificar los segmentos curvilineos que unen a cada uno de los lados opuestos

‘

por “verticales” y “horizontales” atendiendo a la orientacion.

Bajo estas ideas definiremos la parte de frontera de €2 de “abajo”, la correspon-
diente a los puntos {(£,0)| 0 < & < 1} bajo el mapeo directo, como la coleccién

{Pi1, Poy, ..., Ppnat (2.19)

y la parte de “arriba” de la frontera de €2, la correspondiente a los puntos {(£,1)| 0 <
¢ < 1} bajo el mapeo directo, como

{Pm,na Pm—l,na sy Pl,n} (220)

En la misma forma, la parte de la “izquierda” de 0, la correspondiente a los puntos
{(0,7)] 0 < n < 1} bajo el mapeo directo, seria
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{Pi1, Pra, ..., P} (2.21)

y la parte de la “derecha”, la correspondiente a los puntos {(1,7)] 0 < n < 1} bajo el
mapeo directo, seria

{Pm,la Pm,27 EIRC) Pm,n} (222)

quedando plenamente identificadas las “esquinas” de la frontera por los puntos

Pl,l; Pm,l; Pm,n; Pl,n (223)

En la Figura 2.11 puede observarse graficamente éstas consideraciones.

P,® ® @ o @ o 0 @ O r

b

® ®
A
o @
F’l’2 ® ® Pm’2
@ @ @ @ @ @ @ @ @
P
R B m.1

Figura 2.11: Numeracion de los segmentos de frontera.

Asi, las lineas que conectan los segmentos de frontera “abajo” con “arriba” las
llamaremos lineas “verticales” de la malla, con esto, la i-ésima linea sera

{Pi1, Pz, -y Pin} (2.24)

y la j-ésima linea “horizontal” que une los segmentos de frontera “izquierda” con
“derecha” sera

{P1,j7 P2,j7 B Pm,j} (225)
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En la Figura 2.12 se han representado tales segmentos curvilineos asi como los puntos
hacia el interior.

=1

P.
;@ o ®r
ij

® ®

® o

e @ @ @ @ @ @ @ o

P

P R1 m.1

Figura 2.12: Segmentos curvilineos “horizontales” y “verticales”

El nimero de puntos o nodos interiores de la malla son (m — 2)(n — 2)

P, 1<i<m;l<j<n, (2.26)

cada uno de los cuales tiene cuatro celdas alrededor de él, y por consiguiente una
fuerte dependencia entre ellas. Véase la Figura 2.13.

Rtjn ij+1 Ritjer
® ® ®
Gj
R @ L 4 Rutj
ij
® L4 L J
P,
iLj-1 Rj1 Risjm1

Figura 2.13: Celdas alrededor del punto P, ;

Obsérvese que la celda ¢; j esta formada por los puntos:
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P:]’ P+1]7 Pi+1,j+1: Pz',j+1 (2.27)

y hay (m —1)(n—1) celdas en la malla. Cada punto interior P, ; cuenta con 8 puntos
vecinos, ver Figura 2.13. Esta observacién sera considerada posterioremente cuando
veamos como describir los funcionales y algunas de sus propiedades relacionados con
los puntos interiores.

Una vez definida una malla discreta sobre una regién poligonal retomemos el
funcional de Winslow y veamos una discretizacion de él sobre la malla.

2.3 Una discretizacion del funcional de Winslow

Consideremos al funcional continuo de Winslow tal como lo hemos escrito o bien en
su forma vectorial

xg +x +yi + s 2 2
I(x) :/ e R h dgdn:/ Ixell” £l geqy  (2.28)
BQ BZ

con

Jy = ( _(1) (1) ) (2.29)

el funcional estd definido sobre mapeos que correspondan la frontera de By con 0f€2,
por lo que podemos ver la malla que se va a construir en €2 como la determinada en
B, y transformada por el mapeo solucién al funcional de Winslow, ver Figura 2.14.

Ahora, restrinjamos el mapeo x a una de las celdas de B,. Si B;; es la celda en B,
que serd mapeada a ¢; j, tendremos que

X(Bi,j) = Ci,j (230)

con esto, podremos reescribir al funcional como una suma de funcionales sobre cada
una de las celdas: la restriccién del funcional de Winslow sobre cada celda:

Z/ |X§||2+X77||2 dfdn (231)

JQXn

asi, la idea ahora es aproximar cada integral por medio de una cuadratura para obtener
un funcién que sélo dependa de los puntos interiores. El proceso de aproximacion se
realizara de la manera siguiente:
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x=x(&"M

=X
0 1 3

Figura 2.14: Construccién de una malla en € al transformar una malla en B, a través
del mapeo directo x.

En cada celda B;; el mapeo de x de la esta celda hacia el cuadrildtero ¢;;, se
aproxima por la transformacion mas simple que es el mapeo bilineal

€5 njap € jup

e

F?+l,j+1

(R i) (gl j#?

Figura 2.15: Mapeo bilineal entre B; ; v ¢; ;

ri;(§, n) = A+ B¢+ Cn+ Dén, (2.32)

ver Figura 2.15, sujeto a las condiciones de interpolacién entre los cuadrildteros (2.30).
Esto es,

X

Bi; ~ ri,j (233)

entonces la funcional de Winslow se aproxima en la forma
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. / el + e, 30

rngr,,
(hemos omitido los indices en r para no hacer pesada la notacién). Veamos la forma

de ésta aproximacién. Si consideramos una malla de m x n en By uniforme en £ y n,
tenemo que los puntos de la celda B;; estan determinados por

(&, mj) = (£, 9) =P, Errmy) = (B L) = Py

S|+
—

(Eip1mj) = (BLE) S Py & nit) = (o) = P
(2.35)
Ahora bien, para no arrastrar la notacién de los puntos de la malla en 2, represente-
mos a la celda ¢; ; como el cuadrildtero formado por los puntos P, @, R, S en el mismo
sentido positivo de orientacion de la celda, ver Figura 2.16. Observemos la forma del
mapeo bilineal r para ésta celda y la aproximacion al funcional de Winslow en B; ;.

A
3z

3| -
3}—'

Figura 2.16: Mapeo bilineal entre B; ; v ¢; ;

El mapeo bilineal entre B; ; y el cuadridtero P, @, R, S, lo podemos escribir en la
forma

f(€n) = A+BE- 1) +Con-1)+DE- Dw-2)  (230)

los coeficientes del mapeo son determinados por la correspondencia entre los puntos,
asi tendremos que
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C = n(S-P)
D = mn(R—Q+P—25) (2.37)

Consideremos la aproximacién de la funcional de Winslow restringida a la celda
B, ; usando el mapeo bilineal r y usemos una regla de cuadratura para aproximar la
integral sobre B; ;

P+ e (5, DI
) P22 G l)

/ Iell” + eyl 1 f lre(
B

J
n
t ~ )
i\ rngrn 4 rg(ﬁ
1

+||rg(%, DO + [l (51, 2117
vy (55 5on) Jary (55 555
e, E P+ G, E) P 038)
rf (5, Sor) Joty (s 1) '
Por una parte, las parciales de r son
re = m(Q—P)+mn(R+P—Q-S)(n- %)
r, = n(S—P)+mn(R+P—Q—S)(§—%) (2.39)
y sus valores en las esquinas de B, ;
re(, %) = m(@Q-P) r(5.2) = n(S—P)
re(5h L) = m(@Q-P) r,(th 1) = n(R-Q)
' ' (2.40)
re(SEL 05 = m(R-9) r,(L 0) = n(R-Q)
re(, o) = m(R—05) re(, H7) = n(S—P)
El primer sumando de (2.38) seria
ioJ\]||2 iJV([2 2 . 2 2 _ 2
IreCe, DI+ eGP Q= PP +n?s — PP

re( 1) oty (5, 1) ~ mn(Q = P)'x(S - P)
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de manera similar tendriamos los restantes sumandos

Ire(2h DI+ (2L DI _ Q= PP+ w2 lR-QF
ré(%,%)Jan(’— %) mn(Q — P)tJy(R — Q) '
ek P + (L S RSP RGP
rg(%,%)ern(%,%) mn(R — S)Jy(R — Q)
Ire S+ oyl B2 _ RSP nlS =P,
L2 T . ) T R

con esto, nuestra aproximacién al funcional de Winslow sobre B; ; la escribimos en
términos de los puntos P, @), R, S en la forma:

/‘HMP+WM2% 1[m*|Q =PI+ n?lIS =PI m*|@ — P>+ n®l|R — Q|I”
4
B

L rehry mn(Q — P)tJy(S — P) mn(Q — P)tJy(R — Q)
m?||R — S|P+ n?|R - Q> K m*|R—S|*+n*|S - I?JIZA})
mn(R — S)tJy(R — Q) mn(R — S)tJy(S — PY

con lo cual tendremos que dicha expresién es una suma de funciones que dependen
unicamente de tres puntos de un triangulo; es decir una funcién de triangulos. En el
caso particular en que m = n, la expresién anterior se simplifica atin mas

/ el + lIwal®  L[NQ=PIP+ IS =PI* Q=PI+ |R-Q|’
B rngr77 41 (Q—P)tJy(S—P) (Q — P)'J2(R— Q)
17— S|+ ]I’ - QI ||R—5||2+||5—1D||2}(2 16)
(R —=S5)'h(R-Q) (R —S5)'J2(S - P)

)

Con esto, la integral de Winslow la hemos aproximado por una funcién o coleccién de
funciones, que dependen unicamente de los nodos interiores de la malla. En sintesis,

m—1n—1

IS ~ [DS Z Z 1/) 1,79 +1 NE) 7,+1 J+1 Pi,j+1) (247)

=2 j=2
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Ahora bien, hemos transformado el problema continuo de Winslow en un problema
de minimizacion sobre los nodos interiores de la malla. El nimero de nodos interiores
es (m — 2)(n — 2) por lo que para mallas de dimensién grande m,n > 30 contaremos
con un problema de optimizacién de gran escala. Por otra parte, este es un problema
sin restricciones, ya que los nodos en la frontera de €2 estan fijos.

Ivanenko [26] observa esta discretizacion del funcional de Winslow y se interesa
por lograr los nodos interiores de la malla para conformar la configuraciéon, vease la
Figura 2.17. Procede a emplear un método Quasi—-Newton para resolver el sistema
de ecuaciones provenientes de hacer cero al gradiente en cada uno de los puntos de
P ;, es decir:

R, = =0 R,= =0 (2.48)

o en la forma explicita

OR, OR,
PR+ Sl = ah) S o) = 0
OR OR
TR, + a—xy(xijl - xi]) + a—yy(yzljl - ?Jéj) = 0. (2.49)

(a) (b)

Figura 2.17: La malla como configuracion de puntos.

Para resolver este sistema, Ivanenko construye una malla inicial convexa y aplica
un método Quasi-Newton con 7 eligiéndola de manera que la solucién de (2.49)
sea una malla convexa, este parametro lo va actualizando mediante un esquema de
interpolacién entre valores de 7 [26], y asi garantiza que trabajard siempre con mallas
convexas dandole sentido a la discretizacion. La eleccion de la malla inicial para
el método de optimizacion es un problema mas complejo, él la obtiene mediante
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un proceso de optimizacion de minimos cuadrados entre € > 0 y el jacobiano de la
discretizacion

m—1n—-1 4

=0 D (e Jag).) (2.50)

=1 j=1 k=1

con (f)y = max(0, f).

Como se observa, el procedimiento descrito por Ivanenko es muy costoso y arte-
sanal. Construir una malla convexa inicial es muy dificil. A lo largo del documento
hemos comentado lo dificil es que lograr una malla convexa en una regién (2 muy
irregular y agregando las condiciones para garantizar que en cada paso de (2.49)
se obtengan mallas convexas resultaria muy costoso, todo esto porque el funcional
discreto (2.47) inicamente opera sobre mallas convexas.

Barrera en 1992 [4] consideré el proceso de discretizar el funcional de suavidad,
no s6lo como un problema de optimizacion de gran escala sin restricciones. Observé
la configuracion de la malla como una coleccién de triangulos orientados y entonces
el funcional de suavidad como un proceso de optimizacion sobre todos esos tridngulos
formados por las celdas de la malla, ver Figura 2.18. Veamos cé6mo precedio.

Figura 2.18: Una malla como coleccién de tridngulos.
Consideremos los cuatro tridngulos de la celda c; j, con la orientacién positiva,
contraria a las manecillas del reloj, como en la Figura 2.19

Por una parte, los denominadores de (2.46) (el integral de Winslow restringido
a la celda B; ;) bajo la orientacién positiva, pueden ser escritos através del drea del
triangulo en curso A®), si este lo denotamos por P,Q, R tenemos lo siguiente

2 drea(P,Q,S) =det(Q — P,S — P) = (Q — P)"'J,(S — P) (2.51)
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A(l)\) A(Z)

P Q P

Figura 2.19: Triangulos de una celda.

/ el +lleall® 1 [IQ=PIP+ IS = PP IQ = PI°+[IR = QI
B

y rgJan T g 2 area(P, @, S) 2 area(Q, R, P)
[R—SIP+[[2-Q* , R-S|*+[S—P|” 2.59)
2 4rea(R, S, Q) 2 4rea(S, P, R) '

Siguiendo la notacion sugerida en la Figura 2.19, tenemos que

1

O = A(PQ,S)
@ = A(Q,R,P)
® = A(R,S,Q)
@ A(S, P, R) (2.53)

4

> D> D> D

y podemos simplificar la expresién (2.52) escribiéndola como funcién de tridngulos en
la forma

4
[zell” + Jlry[|* 2 K
" o~ E F(A®) (2.54)
/Bi,j réJan 4 po

donde

P —QIF +]IR— P|P?

(2.55)

donde P,Q, R es el trigngulo A®) en curso, ver Figura 2.20. Por otra parte

a(A) = %det(Q _P.R— P) = drea(P,Q, R). (2.56)
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P Q

a

Figura 2.20: Tridngulo genérico de una celda.

Con esto, la integral de Winslow la hemos aproximado por una funcién o coleccién
de funciones, que dependen tnicamente de los nodos interiores de la malla.

[S%[DS =

= 13 (257)

donde N es el nimero de tridngulos de la malla. Asi, el problema continuo de Winslow
se transforma en un problema de minimizacién sobre los tridngulos de la malla

min Ip, (2.58)

donde D es el conjunto de mallas sobre €2 de dimension m x n. Un problema que esta
exento de restricciones.

Por la forma de la funcional discreta Ip,, Barrera propuso una regularizacién
del funcional para que sea el optimizador quien se encargue de modificar aquellos
tridngulos con area problematica, los tridngulos que hagan inestable a f. Para de
esta forma ampliar el conjunto de mallas sobre las cuales operar con el funcional dis-
cretizado; conjunto de mallas que llamoé cuasi-convezras. A continuacion describiremos
el procedimiento que empleo.
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2.4 Funcional de Suavidad discreto regularizado

Si el problema de minimizacién (2.58) lo atacamos como un problema de minimizacién
de gran escala, podemos considerar las partes elementales de la funcién Ip y observar
su comportamiento sobre los tridngulos.

Consideramos la funcién sobre cada tridngulo

I(P,Q,R
HP.Q ) = 5 O T (2.59)
con
1P.Q. 1) = @~ PIP + |1~ P (2.60)

Por una parte, se observa que para celdas casi convexas, el numerador [ para los
tridngulos de la celda, no sufren cambios considerables por lo que puede considerarse
constante en esa gama de celdas y tendria la funcién un comportamiento semejante
a 1/t. Por otra parte para esa gama de celdas el area de los tridngulos hace inestable
la funcional f ya que para valores suficientemente pequenos de « se podria provocar
un overflow. La idea de Barrera es controlar esta inestabilidad y ampliar el conjunto
de mallas a trabajar considerando mallas casi—convexas, mallas con pocas celdas no
convexas; para esto, propone correr el polo en f, veamos como lograrlo.

Si aproximamos el efecto

1
olt) = 7 (2:61)
por
: sit> e
p(t) = (2.62)
(th)Q si —e€. <t<e

estaremos desplazando el polo de 0 a —¢,. y con ello trabajando con triangulo de area
pequenia, positiva o negativa. Pidiendo diferenciabilidad continua a ¢, tendremos
que:

sit> e,
o(t) = (2.63)

de, .
(t;)Q si —€. <t<e.

|
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Asi, bajo ésta idea de correr el polo de f para aceptar trangulos de area pequena la
regularizacion que propone Barrera al funcional sobre tridangulos tiene la forma

QZOE(AA)) si (D) > €
=4 2.64)
W si — €. < OK(A) S €e

en la Figura 2.21, se observa el corrimiento de los polos.

Figura 2.21: Regularizacion de f.

La condicién de continuidad de primer orden es suficiente para que la funcion
f que regulariza a f lo haga sin problemas de discontinuidad en los gradientes y
entonces puedan operar los métodos de optimizacién, con ésta regularizacion y con
se van corrigiendo los tridngulos con area pequena positiva o negativa, o bien cero.
Ver la Figura 2.22 para observar el efecto deseado por la regularizacion.

El valor €. que aparece en la regularizacién de f y que representa hacia donde se
ha corrido el polo, depende indiscutiblemente de la complejidad de la region en que
se genera la malla. De igual manera éste valor depende de la nocién e—convexidad a
considerar; esto es, qué tan no convexa es nuestra malla inicial.

Barrera propuso que, de considerar regiones donde es posible trabajar con mallas
convexas y que en el éptimo sea de drea uniforme, el valor de €. seria:

area (<)
2(m—1)(n—1)

€c = (2.65)
El trabajo de Barrera dié la pauta para analizar ésta forma de regularizar f y construir
posterioremente funcionales que llevaran consigo la idea de ampliar el dominio de
trabajo de las mallas casi—convexas.
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A
e

P

Figura 2.22: Efecto de la regularizaciéon sobre una celda. Hasta el paso 3 vendria
actuando la regularizacion f.

Para generar un malla convexa usando el funcional regularizado debe iniciarse
con una malla de pocas celdas no convexas (Barrera [4]); iniciando con una malla con
muchas celdas no convexas el proceso se vuelve lento y los “ruidos” provocados por
la regularizacién nos llevaran a resultados no deseados. En ese sentido este funcional
falla para lograr mallas suaves y convexas de manera automatica. Sin embargo, la
idea de regularizar los funcionales es muy interesante y atractiva a los métodos de
optimizacién de gran escala en sus distintas estrategias. Nos serd ttil toda vez que
trabajemos con funcionales discretos de la forma 1/¢.

Ahora veamos algunas propiedades atractivas detras del funcional de suavidad
observadas sobre los tridangulos de la malla como lo describié Barrera, razén por la
cual se sigui6 trabajando sobre esa linea: analizar las propiedades geométricas de los
tridngulos de la malla.

2.4.1 Propiedades del funcional discreto de Suavidad

Sobre un tridngulo PQR, orientado positivamente (contrario a las manecillas del reloj,
ver Figura 2.23) el funcional discreto de suavidad tiene la representacion

[(P,Q, R)

f(P,Q,R):m

(2.66)

donde | = (P, @, R) viene dado por
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P Q

a

Figura 2.23: Tridngulo genérico.

(P,Q,R) =P -Q|*+ P - R (2.67)

y @ = a(P,Q, R) por

a(P,Q,R) = (Q — P)'2(R - P) (2.68)

con

T = ( e ) . (2.69)

Ahora fijemos dos puntos, digamos P y @ y dejemos libre a R; el valor del
funcional sobre P,(Q, R lo podemos escribir en forma vectorial como a = ) — P,
b = R — P, escribiendo la funcién de la forma,

- [(a,b) _ [a]*+b]*
b) = - .
fa,b) =225 al J,b

(2.70)

Veamos como es la forma que toman a y b en un punto critico de f. Por un lado
tendremos que

—(a,b) = sz
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y por el otro

of _ 1[ol _1 _oa
da  «alda a Oa
a a
y
of _ 1[oL 1 _oa
ob  «al|db a b
a

Si consideramos que « # 0, el punto critico de f satisface que

2a — éJQb = 0
(07

[
2b+ —Ja = 0,
(6]

resolviendo el sistema anterior tendremos que

a = j:JQb

por una parte
lall = [bll

y por la otra
a'b =0,

(2.71)

(2.72)

(2.73)

(2.74)

(2.75)

(2.76)

(2.77)

es decir, el triangulo P,Q, R que es punto critico de f es un rectdngulo isésceles;
esto es, los tridngulos de las celdas de la mallas tratan de lograr esta propiedad
geométrica y al lograrlo la configuracién asi obtenida puede ser preferida sobre otras
configuraciones para resolver tanto ecuaciones diferenciales en diferencias como por el
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método de elemento finito. Por otra parte la orientacion introducida en los triangulos
nos lleva buscar el minimo para (2.58) y es precisamente ésta consideracion la que
influye para que, a través del optimizador, busquemos la propiedad de la convexidad
por medio de los tridngulos de las celdas. Las celdas no se doblan en el extremo si
hay una orientacién de los tridngulos.

Esta propiedad de fijar una orientacién a las celdas y a los tridngulos de las
celdas la observé Barrera en trabajos anteriores sobre los funcionales discretos de
drea, Barrera 1989 [3], logrando propiedades muy interesantes del minimo de las
funcionales y extendiendo resultados a otros estudios, como lo es el caso del funcional
discreto de suavidad.

La propiedad de lograr tridangulos isésceles bajo esta funcional es local, es sobre
triangulos aislados; sin embargo, y debido a la forma parcialmente separable de la
funcional: suma de elementos simples dependientes de pocas variables, podemos poner
atencién en un comportamiento por subregiones a lo largo de la regién de interés €.

Hasta aqui, hemos probado que el funcional discreto de suavidad trata de lograr
que los tridngulos sean rectangulos isosceles. Si la regiéon es suficientemente regular
obtendremos sobre ella mallas con ésta caracteristica y si la region es irregular y nos
encontramos cerca de una malla convexa, podemos lograr una malla convexa donde
por subregiones observemos tridngulos cercanos a ser rectangulos isésceles.

Antes de concluir con las propiedades del funcional discreto de suavidad, recorde-
mos que para lograr (2.52) supusimos que la malla en By es uniforme y de dimensién
m. Pero ésto no es la regla, las mallas en By pueden contar con distinta distribucion
en sus fronteras y la malla en By generada por la interpolacion entre las fronteras
puede ser usada para discretizar el funcional de Winslow, observese la Figura 2.24.

Veamos el caso particular en que la malla en By no es uniforme. Consideremos
que las funciones g,(§), g-(n), 9:(€) v g/(n) son parametrizaciones de [0,1] en [0,1] ¥
representan los lados correspondientes de By con la particularidad de que

(&) = g/
(2.78)

g = g9.(n

es decir, que los segmentos de abajo y arriba, cuentan con la misma parametrizacion.
De igual forma, los segmentos de la izquierda y de la derecha.

Ahora bien, tomemos en cuenta el mapeo bilineal que transforme cada uno de los
rectangulos de B; en las celdas de la malla en €. Si P, (), R, S representan los puntos
de una celda ¢; j en €, la correspondencia con B;; la escribimos como
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n A y A
X=X(&M
e
1
0 1 g X
Figura 2.24: Mapeo de una malla en B, no uniforme.

(&> nj) = (&), qu(2)) = Py Errmy) = (@), qu(L)) = Py
(G, mis) = (g(EEL), (1)) = Piprjn (&) = (g(L), (L)) = Py

(2.79)

El mapeo bilineal entre B, ; y el cuadridtero P, (), I, S lo podemos expresar en la
forma

£(€,1) = A+ B(E~ () + Cln— (1) + D(E~ a0 —all)  (2.80)

]
n m n

©(m)a(7)

Figura 2.25: Mapeo bilineal entre B; ; v ¢;
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Determinando los coeficientes por la correspondencia de los puntos tenemos que

A =P X
B = o@—a@m@ P
1
¢ = a@m ¥
D = _ R-Q+P-S : (2.81)

(gb(%) - gb(%)) (91(%) - 91(%))

Consideremos la aproximacion de la funcional de Winslow restringida a la celda
B, ;, para esto tomemos en cuenta el mapeo bilineal r y usemos una regla de

cuadratura para aproximar la integral sobre B ;, asi

/ Irell” + egll” 1| leelgn(5)s G + [ (96 (52) 91 G
B, Telaty 41 i) au(2)) Targ(n() s n(2))
+||rs(gb(%),gz DI+ llrg(gs(551), (D))
re(gs(55), z(%))ern(gb(i a(%)
+||rs(9b(% 9NN + e (96 (1), ()2
re(gn(550), o (50)) Tory (90 (55H), ar (7))
[re(gn ) e (NI + N9 (), e (F DI
re(go(5), g1 (50) Jory (9 (%), ()

o

N

(2.82)

Por una parte, las parciales de r son

o= ety ARl s (n—a(2))
C 7w @ a@) " @BE) —a@) @@E —a@) "
— S—P R+P—Q—S B i
T gt —al) i (9o(EL) — go(2)) (gu(EL) _gl(%))(ﬁ g5(~-))(2.83)

y sus valores en las esquinas de B, ;
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re(go(5), gi(2)) = A 'g(Q—P) r(95(5), ai(L)) = A'g(S—P)
re(g(2H), () = A7'g(@Q—P) r(g(3), 0(L) = Alg(R-Q)
re(g(H), g(82)) = A7'g(R—5) (g5, g(B) = Aj'g(R-Q)
re(g(%), ai(52) = A7'g(R—-5) re(g(), g(52) = Aj'g(S—P)
(2.84)

Alg, = ! (2.85)

A (e PN ES |
A;lgl = = L : (2.86)

El primer sumando de (2.38) seria

e (95 (): NN + a5,

m (2 Q|Jl7\
re (9o (), 91(2)) Fory (96(55), 9

)

aG)I> _ (A7)?Q — PIIP + (A, 'g)’|IS -
((2)) A A (@ — P)LJo(S — P

de manera semejante tendriamos los restantes sumandos

= AUU

re(gs("EH), g (%))||2+||1‘n(
i 1)) A gt gi(Q — Py (R — Q)

m o(FH) g GDIP — (A9)’1Q =PI+ (A, 'g)’1 R -.QI
re(go("5h), 91(2)) Tary (90550, an(

e (g(")s 9t (B DI + e (g %)g( NP AT w)IIR = S|P+ (A ) 1R - W)
re(go("5h), 9u(50)) Targ (9o (550), n(5)) AT A (R = S)T(R — Q)

Ie(90 () 9t (SN + lea(on () n (EDIP - _ (Ai o)’ IR = SIP + (A1 a0)” (1S 7 RIS
re(g6(m) 9u(5)) Tory (905, 90 (1)) A7 @A (R = S)1Ta(S — P

y entonces, nuestra aproximacion al funciénal de Winslow sobre B; ; la escribimos en
términos de los puntos P, @), R, S en la forma:
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/ Irell® + [y 1| (A7 9)?IQ — PII* + (A7 g)*(IS — PI?
B reJory, 4 Ai_lgbAj_lgl(Q — P)tJy(S — P)
(A7'9)?1Q = P> + (A7 a)* |1 R - Q)
A g gl(Q — P)l Iy (R — Q)
(A7'g)?||IR =S|I + (A ) |IR — Q)
A;lgbAglgl(R — S)tJQ(R — Q)
(A7 )2 |R = S|” + (A7 'a)?||S — P|”
Az-_lgbAj_lgl(R — S)tJQ(S — P)

i,J

(2.91)

En forma compacta, la discretizacion del funcional de Winslow la expresamos
€omo

1 m—1n—-1 4 ~
Ins = > F(Aw) (2.92)
i=1 j=1 k=1
donde
21 all2 2
b
fab) — Elall + E2lp 2.3

QakﬁkatJQb

donde los escalares ay, y [ representan el reciproco de la diferencia entre el tamano
de los lados del rectangulo B, ;.

Ahora bién observemos que

allal® + BEl[bll

_ b)—1 — 1
f(a’ ) 2akﬁkatJ2b
_ oillall®* + BElbll = 20k Hka’ Job (2.94)
2a6atJ2b
|ara — B Jobl|?
2.95
2akﬁkatJ2b ( )

lo que nos llevara a tomar en cuenta que para triangulos de area positiva

ara — Bkjgb =0 (296)
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y con esto obtener una relacion entre las longitudes de los segmentos a y b

Jall = 2 b (2.97)

lo que nos lleva a la igualdad siguiente

203 [al| - [[b]] = 23[b]* (2.98)

Entonces, para mallas de dimensién m X n, con m # n y con distribucién no uni-
forme a la frontera, usual en mallas sobre regiones muy irregulares, el funcional sobre
triangulos busca que éstos sean cercanos a isosceles bajo la idea del aspect radio que
provoca la malla sobre la regién.

Enfatizemos que para llegar a ésta representacién supusimos que dos a dos
los segmentos de frontera B, cuentan con la misma parametrizaciéon. Si usaramos
parametrizaciones distintas de los lados de B,, lograriamos controlar ésta propiedad
de los tridngulos y obtener configuraciones interesantes a lo largo de la regién en 2.

Por otra parte, hemos escrito el funcional sobre tridngulos de una forma muy
interesante. Al considerar f(a,b) — 1, (la cual dista de la original por una constante
y desde luego cuentan ambas con los mismos puntos criticos) se obtiene una repre-
sentacion en la forma

[a[[* + [[b[|* — 2a"J,b

fla,b)—1 = I AN (2.99)
a — J,bl?
— ﬂ};ﬁgﬁ (2.100)

para oy = ;. Esta es la funcional a la que haremos referencia cuando la retomemos
en los capitulos siguientes para ampliar su dominio de trabajo, y de igual forma, es
la funcional implantada en el sistema UNAMALLA.

Reflexionemos sobre algunos aspectos de la regularizacion. En los sistemas previos
a UNAMALLA la eleccién de €. para la regularizacién es experimental, fue con la que
nos obtuvimos buenos resultados toda vez que nos encontrabamos cerca de mallas
convexas o bién, con pocas celdas. Por ejemplo, en el caso de la region M19 la malla
inicial generada por Interpolacién Transfinita no es atractiva para el uso de la regu-
larizacién del funcional de suavidad ya que cuenta con muchas celdas no convexas,
ver Figura 2.26.

Lo que hace necesario aplicarle un proceso previo, digamos aplicarle algiun otro fun-
cional o bién obtenida por otro método para que el niimero de celdas no convexas sea
pequefio y entonces operar con la regularizacion, vedse la Figura 2.27(a).
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Figura 2.26: Malla sobre M19 obtenida por interpolacion transfinita.

Por otra parte, no basta que las celdas no convexas sean pocas, si no que se cuente
con un “espacio” donde los puntos puedan moverse y entonces la regularizacién pueda
operar. En un caso se usoé el funcional AO para luego operar el funcional regularizado;
sin embargo, la regularizacién no trabajé muy bien, vedse la Figura 2.27(b), luego de
algunos pasos el optimizador no logré encontrar direccion de descenso y concluyé.

Sin embargo, usando el funcional de Area, obtuvimos mejores resultados. Para
el ejemplo, puede apreciarse como ésta eleccion nos condujo a una malla convexa
y suave. En la Figura 2.28(b) se puede apreciar unos pasos de la optimizacién del
funcional de Area y en la Figura 2.29 la malla suave y convexa del funcional de
Suavidad.

Como se aprecia el proceso de lograr una malla suave y convexa tanto por Iva-
nenko como por la estrategia de Barrera es muy laborioso, casi manual. Sin embargo
la diferencia entre un procedimiento y el otro radica precisamente en la concepciéon
del proceso discreto. No es la forma en que cada uno ataca el problema de opti-
mizacién sino el concepto geométrico involucrado. Por un lado, Ivanenko observa la
configuracion de los puntos de la malla 6ptima,

min Ip (2.101)
P;ieG

véase la Figura 2.17(a). Por otro lado, Barrera observa el problema de la generacién
de mallas como un problema de optimizacién de gran escala donde se encuentra
involucrado la geometria de los tridngulos de la malla, véase la Figura 2.18,

min > f(D) (2.102)
AeG
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Figura 2.27: (a) Malla obtenida por el funcional AO. (b) Malla obtenida por la re-
gularizacion del funcional de suavidad al usar como inicial al primero, el optimizador
no encontro direccién de descenso.

donde el funcional trabaja sobre los tridngulos y, a través de esa geometria da una
explicacién de la configuracién de una malla, suave y convexa. Por otra parte, el
problema de optimizacién asi planteado, con tridngulos orientados, es de gran escala,
sin restricciones y sobre funciones parcialmente separables: f(A) s6lo depende de
pocos puntos, por lo que ésta forma de atacar el problema es muy interesante ya
que puede ser explotada toda la estructura de la funcién. Garcia [23] presenta la
estructura parcialmente separable de los funcionales y propone una forma econémica
de resolverlo.

La necesidad de encontrar un procedimiento discreto que haga uso de la poten-
cialidad de los mapeos arménicos nos ha llevado a desarrollar funcionales discretos
del tipo de suavidad, funcionales basados en los triangulos para lograr dicho objetivo.
En el siguiente capitulo daremos algunas bases que nos permita entender la influencia
del area en la convexidad y uniformidad de las celdas para de esta forma reescribir y
reinterpretar el funcional de suavidad a fin de desarrollar funcionales o procedimientos
discretos eficientes.
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Figura 2.28: (a) Malla obtenida por el funcional Area. (b) Malla obtenida tras unos
pasos de la optimizacién de la regularizacion del funcional de suavidad.
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Figura 2.29: Malla obtenida por la regulairizacién del funcional de suavidad.
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Capitulo 3

Funcionales de Area continuos y
discretos

Durante el presente capitulo discutiremos una forma general de construir funcionales
continuos de Area con las mismas propiedades del funcional de Area clasico; de igual
forma veremos una discretizacion de él para entonces introducir los nuevos funcionales
discretos para la generacion de mallas.

3.1 Funcional de Area continuo clasico

El funcional de Area continuo cldsico se ha planteado como una medida del area de
las celdas sobre las coordenadas del mapeo directo en € para uniformizar el tamano
de las celdas, siempre que ésto pueda lograrse.

Una de las propiedades geométricas que deseamos medir en una malla es la uni-
formidad del area de las celdas para de esta forma controlar su tamano y no se
presenten cambios inesperados entre celda y celda acorde a la medicién a realizar
sobre la regién. Por una parte, el jacobiano del mapeo directo x mide localmente el
area sobre la regién de estudio €); por otra, la relacion que guardan las coordenadas
fisicas y logicas viene dada por la

dxdy = J d&dn (3.1)

de ésta manera, el area de la region €2 viene dado por

A(Q)://Q da:da::/ol/oljdfdn. (3.2)
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Esta relacion es vélida para todo mapeo directo x entre By y ) que conforme la
frontera, atin para aquellos mapeos cuyos segmentos curvilineos se entrelacen.

Brackbill y Saltzman [11] propusieron en 1982 minimizar el jacobiano de la trans-
formacion controlando la variacion de J a lo largo de €2 por medio de una funcién de
peso w = w(&,n). Para lograrlo sugirieron minimizar el funcional

T(x) = /0 /0 w(E,n) (€, n) dedy (3.3)

al que llamaron funcional de Area ponderada. La funciéon de peso w adecia la
malla ddndole mas peso a aquellas subregiones de 2 donde se desea observar con
mayor precision la propiedad del drea. Esta funciéon de peso es muy socorrida si de
antemano sabemos cudl es ese comportamiento a lograr a lo largo de €.

Nuestro interés es construir mallas convexas sobre regiones muy irregulares de
manera automatica, por lo que contar con una funcién de peso de acuerdo a una
region involucra un enorme esfuerzo en computo y tiempo.

Steinberg y Roache [42], propusieron que la funcién de peso w fuese precisamente
el jacobiano de la transformacién, con lo cual el problema variacional que atacaron
fue

L = 5 [ [ e (3.9
= 3 [ e ae de 39

A diferencia de Brackbill y Saltzman, Steinberg y Roache formularon éste funcional
de manera independiente y se basaron en un enfoque geométrico a observar en las
mallas: la uniformidad de las celdas. Analicemos las ecuaciones de Euler—Lagrange
para el funcional de Area.

Las ecuaciones de Euler—-Lagrange para el funcional I, son

d (0J? d [0J?
%(%)*%(aﬁ) =0 (36)
d aﬁ) d (aﬂ)
d§<8yg dn \ Oy, (3.7)

por una parte tenemos
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G = 20y, G- = —2Jy -
2 2 '
% = —2Jz, % = 2Jx¢
desarrollando cada expresion
ia_ﬂ _d(2]yy)
d¢ Ore d&
dJ
= 2Jyen + 2y"d_§ (3.9)
dor _ dl-21y
dn oz, dn
dJ
= 27y~ 206y, (3.10)
i@_ﬂ _d(=2Jwy,)
dg Oye dg
dJ
= —2Jxg — 2x"d_§ (3.11)
dn Oyy dg
d

con esto, las ecuaciones de Euler—Lagrange para el funcional de Area se escriben como

dJ dJ
2 — —Ye—) = 0 3.13
dJ dJ
2 —p, —= — ) = 14
( Ty df +l‘§ d?]) 0 (3 )

o bien, en forma matricial por

() () (B)-(0) -

el cual es un sistema cuasi-lineal y no eliptico. Sobre éste sistema no se cuenta con
prueba de existencia y de unicidad sobre una region €2 arbitraria. El hecho de que el
sistema es no eliptico se ve reflejado en las mallas al no ser éstas suaves.
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Steinberg y Knupp [30] observaron sobre un conjunto de regiones de prueba (la
Galeria de Roache) que no es posible obtener mallas con la caracteristica de que
cuenten con area uniforme y sean convexas. Resolvieron el sistema de Euler-Lagrange
por medio del método iterativo SOR [10] con un stencil de nueve puntos y observaron
que el proceso diverge en pocos pasos presumiblemente porque en esas regiones no
era posible encontrar una malla uniforme en tamano de celda.

3.2 Funcionales de Area continuos

El funcional de Area continuo puede ser generalizado de manera que conservemos la
propiedad del funcional de Area cldsico: area uniforme.

Consideremos a L = L(z) una funcién escalar diferenciable dos veces y J el
jacobiano de la transformacién, . Nuestro interés se centra en observar las propiedades
que pediremos a L de manera que la expresion

[ Ly (3.16)

represente una funcional con propiedades geométricas semejantes al funcional de Area.

Consideremos las ecuaciones de Euler-Lagrange del problema variacional asociado

d (OL(J) d (O0L(J)
° - = 1
d&( Dure >+d77< oz, ’ (817
d 8L(J)> d <8L(J)>
d€< Oye dn \ Oy, (3.18)
Por claridad denotemos
, dL , d*L
L = 7 =7 (3.19)

con esto, cada elemento de las ecuaciones las expresamos como

d (9L _ d (.07
it (o) = (73)
d

= d_f(y"[/)
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dJ
— y&nLl—i_ynL”d_g
A (OLY _ (0]
dn \ Oz, dn oz,
d
= —Z(y.L
dn(yg )
dJ
= —Yel —yel"—
() - (2
dé‘ 8y5 df 8y§
d
= _d_g(anl)
dJ
= —yzrgnL'—an"d—6
4(L) (20
dn \ 9y, dn \" Oy,
d
= d—n(fffL')
dJ
= l‘gnLl—FfL'gL”d—n
con esto, las ecuaciones Euler-Lagrange de (3.18) son
d (OL(J) —|—i OL(J)\
d§ \ O dn \ Oz, N
dJ dJ
LII oY Y
i(@L(J)) +i<8L(J)> B
dg \ Oye dn \ Oy,
dJ dJ
LII - 7Y —

y en forma matricial

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)
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aJ _ , dJ
2 O e I O (3.20)

las cuales son idénticas al funcional de drea cldsico excepto por el factor L”. De
aqui, se concluye que una solucién para el funcional de area clédsico serd soluciéon para
cualquier otro funcional continuo de drea de la forma (3.16). De igual manera, si
G™ es una malla solucion de un funcional continuo de area con la propiedad de que
L" # 0 entonces G* serd solucién del funcional de area clasico.

Haciendo un pequeno cambio en el orden de las ecuaciones tultimas podemos

reescribirlas como
0 1 4] 0
el ) (M) (2)-(6)
Ye Yy -1 0 fl—n 0 (3.27)

Si consideramos mapeos no singulares, es decir con

X xXr
J=det| ¢ 7 0, 3.28
( ve ) # (3.28)

las ecuaciones de Euler-Lagrange resultan

o 0
r(£)-(2) 69
dn
Ahora bien, si para estos mapeos nuestra funcién L es de tal forma que L” # 0, el

jacobiano J de la transformacién serd constante en (2; esto es, la malla asi generada
por el funcional continuo sera uniforme en 2.

Cabe senalar que la forma de la funcién L es muy importante para lograr la
propiedad de drea uniforme ya que nos indica la aportacién de J a lo largo de €.

Algunos ejemplos de funcionales de Area del tipo senalado son

2. L(J)=J"

3. L(J) = 7=, con w € IR adecuado.

4. L(J) = 515, con w € IR adecuado.
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En el primer ejemplo @ representa al valor promedio de « de un tridngulo (dos veces
el drea, ver Capitulo 1y 2). En el ejemplo 2, el funcional tiene sentido sobre mapeos
no singulares, J # 0. En el ejemplo 3 el valor de w debe ser tal que .JJ > w sobre las
mallas del conjunto que puede ser descrito con esta propiedad. De igual forma usar
el Lagrangiano en el ejemplo 4 nos obliga a contemplar mallas tales que J > —uw,
siempre que ésto pueda ocurrir. En el Capitulo siguiente abordaremos las funciones
construidas por la discretizacion de estos funcionales y veremos para qué valores de
w es posible definirlos.

En el funcional clésico de Area su Lagrangiano es J2, su formulacién geométrica
es lograr uniformidad en drea de las celdas de la malla [42], ésta misma idea intuitiva
es usada para describir de manera cualitativa la propiedad geométrica que desea ser
medida usando los anteriores ejemplos. En la seccién siguiente veremos, a través de
los funcionales discretos, ésta aseveracion.

La forma discreta de los funcionales por medio de la discretizacion de Barrera-
Ivanenko nos permiten lograr mallas cercanas a la uniformidad sobre regiones poligo-
nales irregulares, veremos la discretizacion lograda por Barrera y senalaremos algunas
de sus propiedades. Para lograrlo veamos un funcional discreto que dié pie a este es-
tudio.

3.3 Funcional discreto de Area de Castillo

Castillo en 1987 introduce lo que llamamos hoy en dia los funcionales discretos al
interpretar los funcionales continuos de Area, Longitud y de Ortogonalidad de manera
directa sobre las celdas y lineas de la malla dando lugar a una funcién suma de
funciones sobre las celdas o lineas de la malla. Barrera y Castillo propusieron resolver
el problema por métodos de optimizacién de gran escala y hacer uso de la estructura
de la funcién, el gradiente y la hessiana e implantarlo en un sistema computacional.

Veamos en qué consiste el método y mencionemos ligeramente su dificultad. Con-
sideremos la celda c¢;; de una malla de m x n sobre una regién poligonal €2, ver
Figura 3.1.

Consideremos el drea del cuadrildtero c¢;j, esto es

Ai,j = érea(ci,j) (330)

1 funcional discreto de Area lo define Castillo como la suma del cuadrado del 4rea de
todas las celdas de la malla
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=Ljtt Lt Pi+1j+1
® ® ®
Gj
R @ ® Rt
ij
e @ L
P
i-1j-1 Pi,j—l I:?+1,j—1

Figura 3.1: Celdas alrededor del punto F; ;

m—1n—1

Fa=) ) A2 (3.31)

i=1 j=1

y el problema de gran escala surge al minimizar la funcién sobre los puntos interiores
de la malla

min Fy (3.32)
Pl,]
Por una parte, esta funcién es muy sencilla y el nimero de puntos interiores son las
incognitas del problema de optimizacién, un problema de gran escala cuando la malla
es de dimensién grande.

La estructura de la funcional discreta estd descrita en [37] y [5], donde se senala
a detalle la estructura del gradiente y la matriz hessiana para su implantacién en un
sistema computacional. Interesado por el problema de gran escala, Barrera apoyé
a Castillo en el estudio de la funcién a minimizar atacandolo a través de Gradiente
Conjugado y otros métodos de 6ptimizacion.

Una de la propiedades que encontré Castillo del funcional, es que una malla con la
misma area en todas sus celdas es 6ptimo del funcional [13], siempre que esta pueda
construirse. Esto es, que en principio éste funcional pudiera conducirnos a mallas
uniformes. Sin embargo, esto no es asi.

Tiempo después de su trabajo doctoral, Castillo considerando un problema mo-
delo [15], construy6 configuraciones que al ser optimizadas le llevaba a puntos no
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adecuados, a configuraciones donde la malla es no convexa.

Saddle Saddla
o = 168
Fra. 4.8

Figura 3.3: Configuraciones obtenidas por el problema modelo de Castillo [16].

Las conclusiones de Castillo fueron que se debia combinar drea con longitud para
obtener configuraciones aceptables.
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Barrera y Pérez [4] retoman las ideas de los funcionales discretos, pero a través de
una discretizacion de los continuos y demuestran, en forma independiente a Castillo,
que su funcional falla para producir mallas convexas y muestran un ejemplo de una
malla con area uniforme en celdas pero que es no convexa, ver Figura 3.4.

o-h

om— | T epn  ow

1 (2, 1/4)

1,1 érea de las celdas = 3/4

(a) (b)

Figura 3.4: (a) Problema modelo. (b) Solucién por el funcional de Castillo.

En 1988 Barrera y Pérez trabajan en conjunto para resolver un problema de flujo
sobre la bahia de la Habana y consideran una variante del funcional de area pero con
una observacion interesante: los elementos deben ser considerados con orientacion
positiva. Por otra parte ya no trabajan sobre el area de la celda sino a través de los
tridngulos que ésta describe [3] y con esto, la formulacién del funcional discreto de
area se vuelve muy interesante.

m—1n—1

F=3 i(a%’)? (3.33)

=1 j=1 k=1

De igual forma, se interesan por distintos métodos de optimizacion de gran escala
como lo son el BFGS con Memoria Limitada y métodos de Newton Truncado para
aprovechar la estructura del gradiente y de la matriz hessiana para de esta forma,
hacer eficiente el proceso de optimizacién.

En el siguiente apartado describiremos la discretizacién del funcional de Area
clasico, siguiendo la idea de la discretizacién de Winslow para obtener el funcional
discreto t-Area de Barrera-Pérez.

3.4 Funcional de Area discreto, t-Area

De la misma forma en que procedimos a discretizar el funcional continuo de Suavidad,
hagdmoslo ahora con el funcional de Area clasico.
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El funcional de Area lo podemos escribir como una suma del funcional restringido
a cada una de las celdas de B,

Lx) = ) / J? dedn
i:j Bl"]
= > / (x¢Jaxy)? dédn (3.34)
ij ¥ Bid

y para cada celda B;; el mapeo restrinjido aproximarlo por la funcién bilineal r =
r(£,n), es decir, con la forma mas simple de mapear dos cuadrildteros, obteniendo

I(x) ~ Z/B ‘(rngrn)Z dédn. (3.35)

Siguiendo las ideas del capitulo anterior sea G una malla de m x n en By uniforme
en £ y ny por claridad consideremos la celda c¢; ; como el cuadrildtero compuesto por
los puntos P, @, R, S, ver Figura 3.5.

r=rg,m

A
3z

3| -
3}—'

Figura 3.5: Mapeo bilineal entre B; ; v ¢; ;

Escribiendo el mapeo bilineal entre B; ; y el cuadrilatero P, @, R, S en la forma

f(€n) = A+BE- ) +Con-1)+DE- Dw-2)  (330)

los coeficientes del mapeo son determinados por la correspondencia entre los puntos,
asi tendremos que
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B
C
D

= m(@Q-P)
= n(S—P)

= mn(R—Q+ P —25) (3.37)

Una vez hecho esto, usemos una regla de cuadratura para aproximar la integral

sobre B; ; obteniendo

1 i i
2
/Bi,j (rgJory)” =~ 1 [(1‘2(%7 E)JZI."(E’ ﬁ)>
i+1 i+1 7.\?
# (L D (L))
i+1 j+1 i+1 j+1.\°
(T ()
: . 2
potoJ+1 1og+1
+ <r§(m, - )Jgr,,(m, ” )) ] (3.38)
Por una parte, las parciales de r son
J
re = m(@Q—-P)+mn(R+P—-0Q—5)(n— ﬁ)
r, = n(S—P)+mn(R+P—Q—S)(§—%) (3.39)
y sus valores en las esquinas de B; ; son
re(;;.2) = m(@Q-P) r,(52) = n(S—P)
(D) = mQ-P) L) = n(R-Q
| | (3.40)
re(5H 55 = m(R-5) r(hh o) = n(R-Q)
re(5, 5 = m(R—9) re(, 57) = n(S—P)
Con esto, reescribimos el primer elemento de (3.38)
i J i J
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y de manera semejante tendremos los restantes términos

i+t1 i+l g
re(——, 2) Dy (——. ) = mn(Q = P)')(R-Q) (3.42)
i1 j+1 i1 41
ré( . ) Jor( e ) = mn(R-9)"J3(R—-Q) (3.43)
i 41 i j+1

con esto, la aproximacién al funciénal de Area sobre B;; la escribimos en términos
de los puntos P, @, R, S de la forma:

[ gt~ e [(@ - PY IS - P+ (@~ P AR - @)’

i,J

+((R=9)"L(R- Q)"+ (R—9)'/(S - P))Q] (3.45)

De la misma forma en que procedimos en el capitulo anterior, hagamos un examen
atento® de los cuatro triangulos que pueden ser descritos sobre un rectangulo. En
nuestro caso sera sobre cada celda ¢; ;, con orientacién positiva, tal como se muestra
en la Figura 3.6.

s R S R

> Q

Figura 3.6: Tridngulos de una celda.

Dado que los tridngulos cuenta con orientacién positiva, el area de cada uno de
ellos esta representarlo por la expresion
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2 area(P,Q,S) =det(Q — P,S — P) = (Q — P)'J,(S — P) (3.46)

lo que nos lleva a escribir la integral de Area restringida a la celda B;; en forma
compacta como

1 , [
[ w2 drea(PQuS)) + (2 drea(@. R, P))
2]

+ (2 4rea(R, S,Q))* + (2 area(S, P, R))Q] (3.47)

Podemos simplificar ain mas la expresiéon anterior escribiéndola como funcién de
tridngulos en la forma

4
/ . i, &y f(A®) (3.48)
k=1

2%

donde

F(D) = (D) (3.49)
R
b
P S Q
a
Figura 3.7: Tridngulo genérico de una celda.
y

a(A) = %det(Q _P.R— P) = drea(P,Q, R). (3.50)

no perdamos de vista que P, Q, R representa el triangulo A®) en curso, ver Figura 3.7.
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Noétese que en esta forma de escribir el funcional hemos omitido la cantidad m?n?
de (3.47) ya que sélo es un factor. Este factor lo tomaremos en cuenta cuando veamos
la necesidad de normalizar los funcionales para usarlos en combinaciones entre ellos.

Ahora bien, la integral de Area, al igual que la integral de Winslow, la hemos
aproximado por una funcién o coleccion de funciones, que dependen tnicamente de
los nodos interiores de la malla.

I, ~Ip, = i:f
= > f(&y) (3.51)

donde N es el nimero de tridngulos de la malla. Con esto, hemos transformado el
problema continuo de Area en un problema de minimizacién sobre los tridngulos de
la malla identificando aquellas configuraciones de mallas cuyos tridngulos satisfagan
el problema de gran escala

I .52
Bp s (352
donde D es el conjunto de mallas sobre {2 de dimensién m x n. Un problema exento
de restricciones.

Este funcional coincide con la propuesta de Barrera-Pérez para el funcional de
area midiendo los tridngulos orientados de la malla. Por una parte el funcional de
Barrera-Pérez es una discretizaciéon simple del funcional continuo de drea y por la
otra, cuenta con propiedades muy atractivas descritas por sus autores en [4].

Siguiendo las ideas de la discretizacion del funcional de Area y atendiendo a la
forma de los funcionales discretos: sumas de funciones simples, veamos una manera
de representar funcionales discretos que miden el drea de los tridangulos.

3.5 Funcionales discretos de Area

En lo que resta del capitulo mostraremos una forma de construir funcionales discretos
para la generacién de mallas basados en las propiedades del funcional de Area clésico
discretizado, t-Area. Para lograrlo extendamos la nocién del drea uniforme a través
de una funcién sobre el area de los tridngulos y veamos qué propiedades debe tener
la funcién para que el problema 6ptimo cuente entre sus puntos criticos a la malla
uniforme.
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Figura 3.8: Mallas generadas por el funcional de t-Area. (a) regién de la bahia de la
Habana, (b) regién de Sudamérica, (c) regién del Gato y (d) regién del Reino Unido.

Ninguna es convexa.
3.6 Una forma general de los funcionales discretos
de Area

La cantidad «, (dos veces el drea) de los tridngulos de una malla en §2 con orientacién

positiva tiene la propiedad de que

N
Y a,=4-drea(Q) (3.53)
q=1

ver [4]. Esta cantidad es independiente del grado de convexidad o “irregularidad”
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de la region de estudio; asi un problema de optimizacién que involucre el area de
los triangulos de la malla puede ser tratado como un problema de optimizacién sin
restricciones, en la siguiente seccién enfatizaremos estas ideas.

Si f: IR — IR es una funcién continua, consideremos la expresién

N

F=3"f(ay) (3.54)

g=1

con a, dos veces el drea del tridngulo. Esta expresiéon para F' es una funcién del area
de los tridngulos de la malla que pondera el drea de los tridangulos a lo largo de la
region. Habiendo definido f deseamos resolver el problema de optimizaciéon

min F' =Y~ f(a,). (3.55)

GeD

Nétese que no se pide mas que continuidad en la funcién f; en la practica nuestras
funciones de estudio son continuamente diferenciables.

En principio la expresién (3.54) podria considerar celdas y no solamente
tridngulos. Por ejemplo, el funcional de Castillo [13], es un funcional de &rea por
celdas, pero como de él han demostrado Barrera y Pérez [3] el funcional de Castillo
no es uno a uno por lo que un punto critico podria ser una malla doblada; de esto
hemos platicado en apartados anteriores.

La proposicién siguiente nos da una idea de cémo construir funcionales del tipo
(3.54) y a partir de las propiedades que se espera observar.

Proposicion 3.1 St G* es una malla tal que

ay = @, para q=1,2,...,N (3.56)

y F' es un funcional de drea como en (3.54), entonces

a) G* es un punto critico de F.

b) Si f estal que f" > 0 para toda malla G, G* es minimo de F.

Demostracién
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Si 2, es un punto interior de una malla de dimensién m X n sobre €2,
la derivada parcial de F' con respecto a 2, es

OF & , O
5 = Z F(ay) 8zq (3.57)
r q=1 r

y los elementos rs de la matriz Hessiana de F' son
N

O*F n, 0o, 0oy P*ay
02,0z, qz:; {f () 0z, 0z, +f (O‘q)azrazs (3.58)

de manera compacta la matriz Hessiana de F' la representamos por

N
H=ATA+>  f(og)B, (3.59)

g=1

donde

I = diag(f"(on), f"(a2),..., f"(an))

Oa;
Ay = o
B, = matriz Hessiana de o (3.60)

Habiendo descrito la matriz Hessiana de F' consideremos la suma de
los triangulos de una malla G sobre (2

N
B=> a,=4-4rea(Q) (3.61)
qg=1
la cual es constante para cualquier malla sobre €2 con tridngulos orientados
positivamente, dando a lugar que las derivadas parciales de esta cantidad
con respecto a los puntos interiores son cero

azr (Z qu> =0, parar =1,2,...,(m —2)(n — 2) (3.62)

q=1

valido para cualquier malla y de manera particular para G*, la malla de
tridngulos con drea uniforme. De (3.57) tenemos que

oF . . al / aaq *
e = (Zf(aq)aZJ(G)

q=1
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N

= Y r@5E)

- F(@ ( a“q) @)

pt 0z,

= 0 (3.63)

Con esta argumentacion hemos probado la primera parte de la
proposicién, que G* la malla ideal, la de los tridngulos de drea uniforme, es
punto critico de un funcional de Area (3.54). Sobre esta malla, la matriz
Hessiana de «y es cero y entonces lo es la Hessiana de la suma

2 N
5 aa ( E qu> (G*) =0, parar,s =1,2,...,(m—2)(n—2) (3.64)
2p 025

g=1

por lo que la matriz Hessiana de F' en G* toma la forma

H(G*) = ATA(G™) (3.65)
yva que I en G* es una matriz semi-definida positiva (es una matriz diago-

nal con elementos no negativos) también los es H. Asi, queda demostrado
que G* es un minimo de F'.

l.q.q.d.

Lo interesante de ésta proposicion es relacionar la malla ideal G%, la malla con
uniformidad en area de las celdas y el valor éptimo de los funcionales de &drea, de
manera que puedan ser construidos funcionales discretos F' con la propiedad de que
si existe una malla uniforme en (2 ésta sea punto critico y tal vez minimo de F.

Por supuesto habran funcionales de Area més sencillos y utiles que otros y para
cada uno de ellos con la caracteristica (3.54) podria el optimizador en principio con-
ducirnos al 6ptimo o estar cerca; algunos de estos ejemplos funcionardn mejor que
otros y en algunos tendremos dificultad para implantarlo. Concluiremos el capitulo
discutiendo dos ejemplos de funcionales de Area de sumo interés.

En la seccion siguiente veremos dos funcionales de este tipo con ciertas particu-
laridades.

3.6.1 Solucién al problema de optimizacion

En los trabajos [14] y [4] se desarrollé una manera de interpretar el funcional discreto
de longitud, veamos ahora un modelo andlogo de optimizacion que nos lleve a trabajar
los funcionales de Area.
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Ahora consideremos el problema de optimizaciéon expresado como

N
min F' = Zf(wq)
qg=1
N
sujetoa > w, =B (3.66)
q=1

donde B es una constante y f es una funcién uno a uno dos veces continuamente
diferenciable.

Este problema de optimizacién tiene por punto critico a

g=1,...,N (3.67)

para los detalles de ésta afirmacién referimos el trabajo [24].

Lo interesante de esta formulacion es relacionarla con el drea de los tridngulos. Por
una parte, los tridngulos sobre una malla con orientacién positiva tiene la propiedad
de que

N
> a,=4-drea(Q) (3.68)
q=1

asi, los funcionales de area sobre los tridngulos orientados de una malla tienen por
punto critico a aquella configuracion de puntos para los cuales se satisface que

4 - drea(Q
aq:%(), g=1,...,N (3.69)

esto es, una malla orientada con drea uniforme en los tridngulos es un punto critico
de los funcionales discretos de area. El haber pedido que los tridngulos cuenten con
orientacion positiva es fundamental para este resultado.

Veamos algunos ejemplos de funcionales discretos de area.

3.7 Ejemplos de funcionales discretos de Area

Dos funcionales discretos de Area muy utiles son el funcional de Area cuarto promedio
A4P y el funcional discreto de Area inversa. El funcional A4P (Area cuarto promedio)
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[48] tiene por representacion

N

Fap =Y (og—a)* (3.70)

g=1

éste funcional discreto intenta que la variacion de los tridngulos con respecto al valor
del drea promedio (valor del area de un tridngulo genérico de la malla ideal, la malla
de drea uniforme) sea pequeno. Tinoco reporta (Tabla 3, Capitulo 4 [48]) que éste
funcional discreto produce mallas convexas o bien cercanas a la convexidad en algunos
casos en que el funcional discreto t—Area no lo logra; sin embargo, ain sobre regiones
muy irregulares éste funcional falla para lograr una malla convexa y optima en el
sentido (3.54).

La eleccién del exponente en (3.70) fue experimental, representa una medida
fuerte a observar sobre la malla, y ha sido con el cual se han logrado buenos resultados
al magnificar las desviaciones del area de los triangulos para entonces controlar el area
esperada de una mejor manera y claro, sobre toda la region.
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Figura 3.9: Mallas generadas por el funcional A4P. (a) regién de la bahia de la
Habana, (b) regién de Sudamérica, (c) region del Gato y (d) regién del Reino Unido.
Ninguna es convexa.
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3.7.1 Funcional discreto inverso de Area

Otro ejemplo del funcional discreto de Arealo representa el funcional discreto de area
inversa

N
Fro=) — (3.71)
=1 Y

Este funcional discreto de Area tiene la particularidad de estar definido sobre mallas
con tridngulos de Area positiva. Como ya fue comentado, cuando se aplica un método
iterativo de optimizacion cabe la posibilidad de que el optimizador nos lleve a consi-
derar como candidatos al 6ptimo a mallas no convexas o bién, con celdas degeneradas,
en cuyo caso la expresién (3.71) puede no estar definida (alguna o, < 0). Si oy < 0 el
funcional carece de significado y el optimizador podria conducirnos a puntos o mallas
que nada tienen que ver con la propiedad del funcional discreto y continuo de Area.

Por esta razon debe hacerse una regularizaciéon del funcional inverso de Area
de manera semejante que en con el funcional de suavidad discreto, para permitir al
optimizador rechazar puntos (configuraciones de puntos, las mallas) de prueba no
aceptables durante su proceso.

Figura 3.10: Regularizacién del funcional.

La misma propuesta para regularizar el funcional de Suavidad hecha por Barrera
ha dado buenos resultados a éste funcional discreto inverso de Area; por lo que la idea
de contar con un conjunto de mallas cuasi-convexas y sobre ése conjunto operar la
regularizacion del funcional continia resultando atractivo y da la pauta para construir
funcionales ampliando el concepto de cuasi-convexidad.
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Capitulo 4

Funcionales para la generaciéon
automatica de mallas

Como hemos visto, con los funcionales descritos hasta aqui no podemos generar mallas
convexas y suaves en regiones atipicas y ademas, para alguno de ellos es indispensable
contar con mallas casi-convexas para iniciar el proceso para esperar obtener una malla
con las propiedades deseadas.

En el caso concreto de los funcionales discretos de Suavidad y discreto inverso de
Area es necesario contar con mallas cercanas a la convexidad para usar una regula-
rizacién de manera que el optimizador nos lleve a una solucion. Este mecanismo de
operacién no es practico cuando se desea construir una malla sobre regiones irregulares
de manera que la informacion necesaria sea lo minimo indispensable para lograr un
malla con las caracteristicas de suavidad y por supuesto, de convexidad.

Pasaremos a describir algunos de lo nuevos funcionales que para la generacién
automatica de mallas se han desarrollado, sus propiedades geométricas asi como des-
cribir la implantacién llevada a cabo en el sistema UNAMALLA.

4.1 Funcional Modificado de Suavidad

La idea central de este funcional surge al ampliar el dominio de operacién del funcional
discreto de suavidad y mediante una trayectoria [' obtener una malla convexa con la
propiedad del funcional de suavidad. Describamos esta idea en su conjunto.

Una cantidad que nos es tutil para medir el “grado de convexidad” de una malla
G es el valor minimo de « sobre los tridngulos de la malla
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a_(G) = rAneiga(A)

bajo este concepto trabajar sobre un conjunto de mallas e-convexas,

D. = {Gla_(G) > —¢€} (4.1)

La idea inmediata es expandir el dominio de definicién de la funcional de manera
que podamos trabajar con mallas e-convexas, véase la Figura 4.1

Figura 4.1: Ampliacién de dominios.

Sobre cada uno los tridngulos de la malla G' observemos el valor de la funcional
de Suavidad

[a[[* + [[b[|* — 2a"J,b

f(a,b) —1 = I AN (4.2)

donde A, = A(P,Q, R) es un tridngulo genérico orientado positivamente. Esta ex-
presion como comentamos en el capitulo 2, tiene exactamente las mismas propiedades
del funcional de Winslow y nos es muy 1til en la implantacion dentro del sistema
UNAMALLA.

La idea inmediata para ampliar el dominio de accién de este funcional es modificar
el cociente de la expresion por una cantidad, digamos £ en la forma

(D) — 2a(A)

fe(D) = Thtalh)

(4.4)
la cual tiene sentido sobre el conjunto Dj en donde la cantidad k& 4+ « no se anula
para todo tridngulo interior de G € Dy. Bajo esta idea el funcional sugerente, al que
llamaremos funcional Modificado de Suavidad, tiene la forma
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Fslk] = Y ful&y)

YA, - 20(A,
I (43

Veamos como operar éste funcional para una malla inicial Gy; basicamente como
construir el conjunto de mallas donde definir el dominio del funcional.

Para poder operar con este funcional tomemos una malla inicial G, para esta
encontremos una ky > 0 y construyamos Dy, de forma que G € Dy,, conjunto en el
que estard bien definido Fis[ko| y sobre el cual oodremos optimizarlo. En la Figura 4.2
se muestra la idea de construccion de la region Dy,

Figura 4.2: Dada una malla inicial construimos un dominio para operar Fg|k].

Una vez construido ese dominio, procedemos a optimizar Fi[ko|
G, = in Fglkol(G 4.6
1= arg min s[ko](G) (4.6)

malla que se encuentra dentro de Dy,, recalquemoslo. En la Figura 4.3 se muestra
graficamente el 6ptimo.

Una vez obtenida esta malla 6ptima, procedemos de manera semejante a encontrar
ki de manera que G se encuentre dentro del conjunto Dy,, mas aun, cerca de la
frontera de éste conjunto, ver Figura 4.4 y sobre ese conjunto optimizar de tal forma
que encontremos una malla éptima G

Gy = arg min Fslk](G) (4.7)

EDkl
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Figura 4.3: El 6ptimo se encuentra dentro de Dy, .

Figura 4.4: Dada la malla G, construimos un dominio donde operar Fg|k].

la que se encontrara dentro de Dy,, ver Figura 4.5.

Contando con esta malla, procedemos a definir £y de tal manera que dentro de Dy,
se encuentre GG muy cerca de la frontera, ver Figura 4.6.

Este procedimiento genera una sucesion de numeros ko, k1, . . ., k., todos ellos po-
sitivos y bajo la idea de que el éptimo G; se encuentra dentro de Dy, y cerca de su
frontera garantizamos que la sucesion es decreciente

ko > ki > ke >--->k, (4.8)

de esta forma, si existe una malla convexa bajo este procedimiento nos acercaremos
a ella a través de esa sucesion. Lo demostraremos en breve.

Graficamente el proceso lo describimos asi: si GGy es una malla inicial sobre Q2 y
G* una malla convexa y éptima bajo el funcional Fg[k], la trayectoria I" a seguir para
llegar a G* viene representado graficamente en la Figura 4.7.

Nétese que la forma en que hemos planteado lograr ése camino es debilitar primero
la condicién de trabajar exclusivamente con mallas convexas o casi—convexas y tra-



Funcionales para la generacion automatica de mallas 83

Figura 4.5: El 6ptimo se encuentra dentro de Dy, .

Figura 4.6: Dada la malla G, construimos un dominio donde operar Fg[k;].

bajar con mallas con a_ > k, para k adecuada, y poco a poco ir condicionando hasta
obtener mallas convexas. A final de cuentas, este procedimiento tiene sentido siempre
y cuando sobre 2 puedan construirse mallas con a_ > 0, es decir, mallas convexas.
Este es un proceso adaptivo, la definicién de k£ nos conduce a reducir el conjunto
de mallas en cada paso de manera que nos acerquemos a un subconjunto de mallas
convexas.

Este procedimiento resulta atractivo si podemos de antemano saber que sobre la
region existe una malla convexa de dimensién m x n con los puntos prefijados sobre
la frontera. La regién de Ivanenko [26] es un claro ejemplo de una regién donde no
es posible construir mallas convexas de 3 x 3 pero si de otra dimension.

Nuestra propuesta de trabajo es observar esta clase de funcionales Fs[k| de manera
que la sucesion en k nos conduzca a una sucesion de conjuntos Dy cada vez mas
cercanos al conjunto de mallas convexas D,. Esta idea resulta atractiva, veamos su
justificacién matematica para después hacer una descripcion de uso de éste esquema
adaptivo propuesto.

A partir de la definicién de Fs[k] en Dy demostremos que Fg[k| tiene un minimo
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Figura 4.7: Trayectoria.

local en Dy. Para las siguientes proposiciones, citamos Ivanenko [26], y Tinoco [48].

Proposicién 4.1 Sea k un nimero real positivo. Sea {G,} una sucesion de mallas
en Dy, tal que {G,} — 0Dy, es decir, {a_(G,)} — —k. Entonces {Fs[k](G,)} — oc.

Demostracién

Supongamos lo contrario, es decir, que {Fs[k](G)}, estd acotado en
JDy. y bajo la hipdtesis tenemos que

{1-2a_(G)} — 0

como Fslk| estd acotado, la hipdtesis nos lleva a que para algiin tridngulo
A, tenemos que

k+a(A,) — 0

es decir que la sucesion {(A,),} converge a un rectdngulo isésceles o bién
a uno con lados nulos. Ya que ninguna de los dos caminos es posible, la
proposicion queda probada.

l.q.q.d.
Esta proposicién nos conduce a la afirmacion siguiente:

Corolario 4.2 Sea k un nimero real positivo. Si Dy # 0, entonces Fslk] tiene un
minimo local en Dy,

Hasta aqui, hemos probado que en D, para k apropiado, es posible encontrar un
minimo local de Fg[k]. Nuestro interés ahora se centra en describir las propiedades
de la malla G, minimo de Fg[k].
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Proposicion 4.3 Sea G; € Dy, para k > 0 dado. Sea Gy € Dy, tal que

Fs[k](Gy) = min {F5[k](G) : G € Dy} (4.9)

Entonces, a_(Gy) > —k' con k' =k — % con A\, = Fs[k](G1).

Demostracién

Sea G € Dy con a_(G) < —Fk', luego
I(A) —2a_(G)
k+ a_(G)

donde A es el triangulo de drea minima de G, asi

Fs[k)(G) >

Fslk(@) = %—2
> 2k
~ k4o (G)
2k
> -2
_ ))\\:+2
_ RH(GY), (4.10)

entonces Fs[k] no tiene minimo en D;. Con lo que hemos probado la
proposicion.

l.q.q.d.

La tdltima proposicién nos lleva a una relacién entre el minimo de Fs[k] en Dy y
una malla en D. Veamos ahora cémo poder calcular k& de manera que Fs[k] tenga por
minimo a una malla mas cercana a la convexidad, esto ayudard acelerar el proceso.
Precisemos esto tltimo en la siguiente proposicion.

Proposicién 4.4 Supongamos que existen mallas convezas G y Gy en Dy tales que
f=a_(Gy) <0. Sea k=—F+¢€con0<e<—F/\ycon\=Fs[0](G). Sea Gy
una malla en Dy en donde se alcanza un minimo de Fs[k]. Entonces o (Gy) > 5.



86 Funcionales para la generacion automatica de mallas

Demostracién

De la proposicion anterior se desprende que para la malla G' € Dy, con
a_(G) < —k + % donde A\, = Fs[k|(G) se tiene que Fslk|(G) > Ay,

entonces

Ap + 2
Ak
A+ 2
Me [ A+2 A+1

= — 4.11
Y G 1

por una parte, Ay < A\ entonces

Ak )\+2<1
M+2 AT

y siendo [ < 0 tenemos que

A A+2
A A+ 2
entonces de (4.11) se concluye que

B=p

o (Gy) > ;—iéﬁ > 8.

l.q.q.d.

Hasta aqui, hemos podido lograr un éptimo (minimo local) en Dy, con la propiedad
de que sea “mds convexa” que la malla inicial. Sin embargo, la eleccion de k£ depende
del valor del funcional en dicha malla 6ptima, y ésta bién pudiera no existir sobre €.
Pero ésta proposicion nos da una pauta del dominio de valores en los que se espera
encontrar k, basicamente cercano a —a_(Gj) y mayor que éste; si € > 0, seria de la
forma

ks = —a_(Gs) +¢€ (4.12)

Pasemos ahora a describir un algoritmo adaptivo en k para el funcional de Suavi-
dad.



Funcionales para la generacion automatica de mallas 87

f t +— paso 1
0 0LG) kg

f t t paso 2
0 0{Gy) ky

f t t paso 3
0 0G,) k,

b ' ' paso 4
0 0(G3) Ky

Figura 4.8: En cada paso k debe estar a la derecha de —a_(G)
4.2 Funcional Adaptivo de Suavidad

La ultima proposicion nos conduce a desarrollar un mecanismo para lograr una trayec-
toria en k y obtener una malla con las caracteristicas geométricas deseadas en Fi[k].
Por ejemplo, de iniciar con una malla G, calcular k; para esta malla en la forma
(4.12) y optimizar para lograr una malla Gy, calcular ko para esta malla y repetir el
proceso; ese seria nuestro mecanismo.

‘ Algoritmo 4.1

1. Sea (G; una malla sobre €2.

2. Calctlese
k= —Oé(Gl) +e€

con € > 0 de manera que k satisfaga la Proposicién 4.4.
3. Calcular Gi, minimo local de Fg[k],
Gy = arg min Fy[k](G)

4. Para Gy, repetir los pasos 2 y 3 anteriores hasta convexidad.

Este mecanismo en principio nos llevaria a una malla convexa, siempre que exista, o
cercana a ella y con la propiedad de los funcionales Fs|k], la propiedad del funcional
discreto de suavidad. La siguiente proposicién confirma esta idea.

Proposicion 4.5 Si el conjunto Dy de mallas convexas de dimension m xn sobre €,
es no vacio, entonces el Algoritmo 4.1 logra obtener una malla convexa en un nimero
finito de actualizaciones de la k.
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Demostracién

Supongamos que el proceso no se logra en un nimero finito de pasos.
Observemos la sucesion de {k,} y {G,} obtenidas del Algoritmo 4.1. De
acuerdo con la proposicion anterior, tenemos que

A+11\1
0> Oé_(Gq) > <)\——|—2> Oé_(Go) (413)
obteniendo
lim o (G,) =0 (4.14)
q—00

por otra parte, siendo k, > —a_(G,)(1 + 1/A), se tiene

qll)r?o ky = 0. (4.15)
Ahora bien, si
D* = lim Dy, (4.16)
q—00

entonces las mallas en este conjunto deben ser tales que ninguna de sus
celdas son estrictamente convexas; es decir, el area de todos los tridngulos
de las mallas en D* es no negativas.

El proceso genera mallas G, con la propiedad

Fslk)(Gr,) < Folk,)(G) < Fs[0](@) (4.17)

donde G es una malla convexa.
Ahora bien, si H es una malla en D* con a_(H) =0y A un tridngulo
de H de drea minima, esto es a(A) = 0. Entonces

I(A) = 20(A) (A

Fslk,|(H) > = 4.18
stk () > =P = (115)
Si H se obtiene como limite de tal proceso
lim Fs[k,|(H) < Fs[0](G) (4.19)
q—00
esto es,
A
lim u (4.20)

ke—0 kK
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es finito. Pero entonces [(A) debe ser cero y por lo tanto los lados de A
deben ser de longitud nula. Esto a su vez lleva a que los tridngulos de H
que tengan un lado en comiun con A deben ser de area nula.

El razonamiento reiterativo conducird a que todos los lados de las
celdas de H sean nulos, incluso de la frontera de la region, lo cual es im-
posible. Asi queda demostrado el teorema. El Algoritmo 4.1 nos conduce
a una malla convexa en un nimero finito de pasos si ésta existe.

l.q.q.d.

El procedimiento descrito, el Algoritmo 4.1, representa un esquema adaptivo en
k, esto es, k varia hasta 0, de manera que éste procedimiento nos conduce a una malla
cada vez mas cercana a la convexidad. A este esquema o procedimiento y al conjunto
de funcionales descritos para cada k lo llamaremos Funcional Adaptivo Discreto de
Suavidad. En realidad, el algoritmo 4.1 no necesariamente debe detenerse cuando se
logra una malla convexa, podemos seguir operando hasta lograr un valor £* > 0 y
entonces obtener una malla que ademas de ser convexa tenga la propiedad de que el
area de los tridangulos sea mayor que k*.

Una vez descrita la potencialidad de este procedimiento adaptivo, ampliaremos
este esquema a otro tipo de funcional.
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Figura 4.9: Mallas convexas generadas por el funcional de k-Suavidad. (a) regién de
la bahia de la Habana, (b) regiéon de Sudamérica, (c) regién del Gato y (d) regién del
Reino Unido.

4.3 Funcional Inverso modificado de Area

Retomemos el funcional discreto inverso de Area descrito en el capitulo anterior,

Al
Fa(G) =) — (4.21)
g=1 17
tal como se mencion6 para operar este tipo de funcionales debemos tener en cuenta
mallas que estén cercanas a la convexidad y bajo una regularizaciéon poder operar
con el funcional. Procedamos como en el apartado anterior y observemos dominios
extendidos donde trabajar este funcional.
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Esta idea nos lleva a trabajar con un conjunto de mallas cercanas a la convexidad.
Una forma de lograrlo es considerar una medida de “admisibilidad” o de convexidad
para su operacion. Esta medida bien puede ser la siguiente:

a_(G) = min o

bajo este concepto trabajar sobre un conjunto de mallas e-convexas,

D, = {Gla_(G) > —¢} (4.22)

con € > 0 pequena para lograr una malla adecuada, con las propiedades del funcional
o cercana a ellas. FEsto es lo minimo indispensable para lograrlo. Sin embargo,
recordemos que el funcional inverso de Area trabaja sobre mallas convexas.

En la practica, en no pocas ocasiones, contamos con mallas cuya admisibilidad
o medida de convexidad es muy grande, pero para que esta idea funcione debemos
trabajar con mallas e-cercanas a la convexidad. Una manera de tratar este problema
es extender el radio de accién de dicho funcional de manera que podamos abarcar a
ese dominio de mallas no convexas y entonces operar con el funcional o bien uno con
las mismas propiedades.

Figura 4.10: Expansiéon del dominio D, a D
Para lograrlo se propone la expresién

1

fla) = —— (4.23)

la cual tiene sentido sobre el conjunto de mallas Dy con

Dy = {Gla_(G) > —k}

valido para k > 0 dada. Tiene sentido porque el funcional es convexo y es del tipo
de los funcionales de Area descritos en el capitulo anterior.
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El funcional

1
k+ ay

Falk)(G) =) (4.24)

es un funcional discreto de Area, tal y como se mostré en el Capitulo 3, actia sobre
el conjunto de mallas Dy de dimensién m x n que sobre €2 pueden ser construidos. A
éste funcional le llamaremos funcional discreto inverso modificado de Area.

Para poder operar con este funcional partamos de una malla inicial Gy, para la
cual debmos encontrar una k£ > 0 y construir Dy, con Gy, € Dy para que Falk| este
bien definido y poder optimizarlo.

Por supuesto mientras mas grande sea k& mayor flexibilidad tendremos en operar
(4.24) pero de igual manera estaremos tomando como admisibles (en operacién) ma-
llas con medida alta de no convexidad. Veamos algunas propiedades del funcional
modificado.

Proposicién 4.6 Sea k > 0, si Dy # 0, entonces Falk] tiene al menos un minimo
local en Dy,.

Proposicion 4.7 Supdngase que existen G y Gy € Dy con
Gy = arg min Fu[k](G)
entonces a_(Gy) > —k' con —k' = —k — /\_lk y A\ = Falk](Gy).

Demostracién

Supongamos que a(Gh) < —k'. Sea A un triangulo de G de area
minima («(A) = a_(Gy)), entonces

FHG) > o
1
T k+a_(Gy)
1
—
= A\ = Fi(Gy)

de ser cierto, no se cumple el hecho de que F4[k](G1) es el minimo.
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l.q.q.d.

Proposiciéon 4.8 Sean Gi € Dy, y G1 tal que f = a (Gy) < ky. Sea k= —0F+¢€ con
0<e<s yA=Falko)(G). Sea G5 € Dy tal que

Gy = arg énin FAlk](GQ)

€Dy,
entonces a_(Gz) > f.
Demostracion
De la proposicion anterior se desprende que para las mallas G € Dy, con

a_(G) < =k +1/\, y Ay, = Falk](G), entonces se cumple F4[k](G) > .
Por lo tanto

1
Oé_(Gl) 2 —k+x
1
> B—G—F)\—k
> +1
‘T

dado que X\ = Fu[ko|(G) > Fa[k](G) = A\, obtendremos que

1 1
Oé,(Gl) > 5—54—}
1
= 5+ﬁ
>

l.q.q.d.

La proposiciéon ultima va mas alld y nos permite comparar en forma distinta los
funcionales y los valores de a (Gj) que se van obteniendo y asi poder afirmar que
con una adecuada actualizaciéon de k£ disminuird a._.

De igual manera se sigue que un minimo de Fy[k| en Dy serd una malla “mas
cercana a la convexidad” que alguna otra. Ahora bien, si

G, = arg énin F4[k|(G) (4.25)

€Dy,
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entonces Gy € Dy y a_(G;) > a_(Gy), ademds que de existir una malla convexa,
con un esquema adaptivo de actualizacion en k, se obtiene una malla convexa con la
propiedad de uniformidad en &rea.

Si controlaramos k£ de manera que se garantice la propiedad de que el minimo de
la funcional vaya disminuyendo poco a poco, nos aproximariamos a mallas convexas
con la propiedad geométrica del funcional, siempre que exista una malla convexa en
la regién. Esta ultima proposicién asi nos lo hace saber al poder comparar dos mallas
entre dos funcionales.

Describamos ampliamente este procedimiento de “homotopia” o adaptividad.

4.4 Homotopia o trayectoria de adaptividad

El procedimiento que a grosso modo se ha planteado es, que si existe una malla
convexa en () podemos construir una sucesion de mallas 6ptimas en D; de manera
que la sucesion en k£ nos conduzca a obtener una malla convexa y 6ptima en el sentido
de la funcional inverso de Area.

Esta idea enfocada como un procedimiento iterativo: “en cada paso vamos obte-
niendo una malla cada vez cercana a la convexidad” describe con ello una “trayec-
toria” que parte de Dy hasta lograr una malla convexa en Dy bajo el supuesto que
éste conjunto no sea vacio (que exista alguna malla convexa en Q). La region de
Ivanenko [26] es un claro ejemplo donde no es posible construir una malla convexa de
3 x 3.

En términos formales una trayectoria I" sobre D que nos conduzca de Dy, hacia el
conjunto de mallas convexas D, la describimos como

['[—ky,0] — D (4.26)

donde
['(—ko) = Gy, (4.27)
['0) = G*e€D (4.28)

Revisemos esta idea de la trayectoria, como construirla y desde luego, su justificacion
matematica.

Sea D el conjunto de mallas de dimension m x n que sobre €2 pueden ser cons-
truidas. Sea G € D una malla sobre (2, sea
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a_(G) = ?eiga(A) (4.29)

sobre los tridngulos A interiores en G, definamos ahora el conjunto

D,={G: GeDcona_(G)>—k} (4.30)

con k € IR. Veamos algunas propiedades de este conjunto.

Por una parte, k£ esta acotado inferiormente por

area((2)
(m—1)(n—1)’

(4.31)

—a = —

va que para k < —a, el conjunto D, = (), esto es, no existe malla G sobre Q con la
propiedad que a_(G) > a. Bajo esta observacién consideremos la cota inferior de k

k_ =inf{k: Dy # 0}, (4.32)

si éste valor, la cota inferior de k, es no positivo y mayor que —a@, entonces el conjunto
de mallas convexas sobre €2 es no vacio.

Otra propiedad del conjunto Dy es la inclusion de conjuntos: si k; y kg son
nimeros tales que ky < ko, entonces

Dy, C Dy (4.33)

asi pues, la trayectoria I' deseada la podemos representar en la biisqueda de mallas

¢, optimo de Fy4[k] dentro de las regiones Dy hasta lograr una malla en Dy con
la propiedad del funcional deseado. Desde luego estaremos interesados en que la
trayectoria fuese continuamente diferenciable. Esto 1ltimo no sera objeto de estudio
en este trabajo.

Veamos de qué forma aplicar esta idea al funcional de Area.

4.5 Funcional Adaptivo de Area

Los anteriores resultados nos garantizan que de existir una malla convexa con las
propiedades del funcional inverso de Area se puede obtener bajo un esquema adaptivo
de actualizacién de k. Observemos el algoritmo siguiente:
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Figura 4.11: Trayectoria hacia D

Algoritmo 4.2

1. Obtener una malla inicial G sobre €2.
2. Calcular k para Gy con a_(Gy) con a_(Gy) > —k.

3. Optimizar Fy[k]

Gy = arg min F4[k|(G)

GeDy,

4. Repetir los pasos 2-3 hasta obtener una malla convexa con las propiedades de
F[k] o una cercana a la convexidad.

La siguiente proposiciéon da validez al Algoritmo 4.2 en la obtencién de mallas
convexas, siempre que estas existan.

Proposicién 4.9 Si Dy # 0, el Algoritmo 4.2 nos permite obtener una malla Gy, €
Dy en un numero finito de pasos.

Demostracién

Sea {G,} una sucesién de mallas éptimas generadas con el proceso
anterior donde (G es la malla inicial, observemos que

a0 (G1) > a (Go) + % (4.34)

y entonces tendremos que la sucesion
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a (Gy) > Oz(Go)—l—%

a_(Gy) > a_(Gl)—i-%

1
_ 2—
>« (Go) + N

a (G3) > Oz(Gz)—l—%

1
> CY_(G()) + 35

1
a_(Gq) > a_(Go)‘i‘Qﬁ

expresion de la que se concluye que para alguna ¢, a_(G,) > 0.

l.q.q.d.

Profundicemos en el problema de la actualizacion de k. En la proposicion 4.8
se observa que la actualizacién de k no tiene por qué estar tan cerca de a_(G) ya
que fr = kJ%a evitard llevarnos a tridngulos con drea cercana a k, mientras esto sea
posible. Asi, para evitar problemas con el optimizador en la bisqueda de A,, k debe
ser de tal forma que permita lograr una malla con a_(G}) > —k + €. Aqui se aprecia
con mejor claridad nuestra propuesta de no optimizar F4[k] completamente, tan s6lo

lograr unos pasos del optimizador y luego proceder a actualizar el valor de k.

Otra propiedad que se aprecia de este “funcional adaptivo” es poder lograr, en
caso de que exista (recalquemos este punto una y otra vez) una malla con la carac-
teristica de que el area de los tridngulos de las celdas esté acotado inferiormente por
k*/2; y es bajo ésta propiedad, la de poder lograr esta medida de calidad por la que
hemos llamado a estos funcionales adaptivos.

El procedimiento descrito, el Algoritmo 4.2, representa un esquema adaptivo en
k; esto es k varia hasta 0 de manera que las mallas generadas por este procedimiento
nos lleva a una malla cada vez mas cerca de la convexidad. A este esquema o proce-
dimiento y al conjunto de funcionales descritos para cada k lo llamaremos Funcional
Adaptivo Discreto de Area. En realidad, el Algoritmo 4.2 no necesariamente debe
detenerse cuando se logra una malla convexa, podemos seguir operando hasta lograr
un valor £* > 0 y entonces obtener una malla que ademéas de ser convexa tenga la
propiedad de que el area de los triangulos sea superior a £*, una medida de calidad
de la malla.

Como se observa el procedimiento 4.2 puede producir valores de k negativos y este
pudiera no decrecer o hacerlo lentamente. En el sistema UNAMALLA se ha implementado
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una homotopia de la trayectoria de k de manera que pueda agilizarze y protegerse el
algoritmo, para lograrlo planteamos la actualizacion de k en la forma

e
|

—1.0015 * v + 0.01 * &
k= max{k*a,k} (4.35)

esta eleccion de k£ nos ha dado buenos resultados y de existir una malla convexa en
Q2 con la propiedad de que

a (G) > k" con k*=0.0la (4.36)

el Algoritmo 4.2 con la actualizacién (4.35) nos conduce a una malla convexa con la
propiedad del funcional de discreto de area.

La constante k* involucrada en la actualizacién (4.35) es un ndimero positivo
experimental y es una cota de la actualizacion a efectuar en el Algoritmo 4.2 para de
esa forma detenerlo y entonces lograr una malla con la propiedad de que o~ > k*;
nuestros experimentos avalan estos argumentos.
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Figura 4.12: Mallas convexas generadas por el funcional de k-Area. (a) regién de la
bahia de la Habana, (b) regién de Sudamérica, (c) regién del Gato y (d) regién del
Reino Unido.

4.6 Una descripcion practica de los funcionales
Adaptivos

La automatizacién es un proceso que siempre ha estado presente en la descripcién
y desarrollo de nuestros funcionales con la finalidad de que con poca informacion
podamos obtener sobre la regién de estudio una malla convexa con ciertas propiedades
geométricas en un nimero finito de pasos.

Los métodos anteriormente descritos proponen una forma de llevar a cabo la
adaptividad que nos conduzca a una malla convexa siguiendo k£ pero no como llevarlo
a cabo. Nuestra experiencia nos ha hecho proponer un mecanismo préctico para lograr
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este proceso de manera aceptable. Describiremos dicho proceso asi como algunas
consideraciones y observaciones de la implantacion de los funcionales.

4.6.1 Sobre la actualizacién de k

Los algoritmos 4.1 y 4.2 nos dicen que debe llevarse a cabo la actualizacién de k pero
no cémo hacerlo. La obervacién de que el valor de k esté cercano a o nos conduce
a proponer algunos valores.

Los mismos algoritmos nos piden optimizar cada paso para k previamente elegida
y luego actualizar k y entonces repetir el proceso. Cada ciclo de este algoritmo
representa un paso para lograr la trayectoria. Sin embargo no es necesario lograr el
6ptimo en cada ciclo del algoritmo ya que tan sélo requerimos seguir la trayectoria lo
mas cerca posible y tal vez al final entonces si dedicarle todo el esfuerzo al optimizar.

En el sistema UNAMALLA se tiene implementado la actualizacién (4.35) y la opti-
mizacion de Fj, el paso 3 del Algoritmo 4.1, no se realiza completamente, es decir,
no se llega el minimo local de Fj, s6lamente se realizan algunas iteraciones 5, 10 de-
pendiendo del método de optimizaciéon empleado. Esta idea, la de no llevar a cabo
por completo la optimizacién de Fj, la justificamos bajo el supuesto que la malla
G que resulta podria estar al inicio alejada de la solucién, por ejemplo la malla ini-
cial obtenida por el método algebraico TFI en mallas irregulares tiene muchas celdas
dobladas y las lineas no son suaves por lo que es intutil obtener una malla 6ptima
en los primeros pasos dentro del proceso adaptivo. Se ha visto que esta idea la de
emplear solamente algunas iteraciones es util en la practica ya que en pocos pasos del
algoritmo la k va logrando acercarse a £* nos vamos acercando cada vez mas a Dy y
por consiguiente nos aproximamos a las propiedades de Fj.

Para la region de la bahia de la Habana podemos observar en la Figura 4.13 la
evolucion de k a lo largo de las iteraciones y en la Figura 4.14 la evolucién de a_ a
lo largo de las iteraciones.
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valor de k

o 20 ao 60 80 100 1zo0 140
Iteraciones

Figura 4.13: Cambio de k a través de las iteraciones del Algoritmo 4.1 y sobre la
region de la bahia de la habana.

valor e a

o 20 ao 60 80 100 120 140
Iteraciones

Figura 4.14: Cambio de . a través de las iteraciones del Algoritmo 4.1 y sobre la
region de la bahia de la habana.
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De igual forma podemos observar el comportamiento de k£ y de . a lo largo de
las iteraciones por el Algoritmo 4.2, el funcional adaptivo de Area en las Figuras 4.15
y 4.16.

valor ek

100 1zo0 140

Figura 4.15: Cambio de k a través de las iteraciones del Algoritmo 4.2 y sobre la
region de la bahia de la habana.

valordea_

Figura 4.16: Cambio de a a través de las iteraciones del Algoritmo 4.2 y sobre la
region de la bahia de la habana.

Dentro del sistema UNAMALLA, hemos desarrollado el proceso en dos partes. La
primera es propiamente la Adaptividad hasta lograr una malla convexa y la siguiente
es teniendo la malla convexa de la primera, refinar nuestro proceso de optimizacion.
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Optimizacion de funcionales adaptivos

1. Paso de adaptividad hasta lograr una malla convexa
2. Paso de refinamiento de la optimizacion
El primer paso consiste en seguir el Algoritmo 4.1 o 4.2 hasta lograr una malla

convexa y hasta que k = k* el segundo es ya un refinamiento de la optimizacién con
k* fija. Para el primer paso describiremos de manera puntal su implantacion.

Paso de adaptividad

1. Contando con una malla inicial G calcular k
k = —1.0015-a_ +0.01-a
k= max{k*-a,k}
2. Si k = k* y la malla es convexa, salir, de lo contrario continuar.

3. Obtener G

G = arg min F'[k|

luego de m pasos con un optimizador de gran escala o bién, un criterio débil en
el gradiente.

4. Calcular k£ como en 1

Eoukd
Il

—1.0015 - a_ +0.01 -«
k= max{k*a,k}

5. Si k < k* o la malla no es convexa, ir al paso 3

6. de lo contrario salir

El valor de k* que hemos probado con buenos resultados es —.01, éste valor va
ligado al porcentaje de & esperado como “tope” minimo para el area de los triangulos
de la malla. Es posible probar con otros valores sin mayor condicién que el de la
existencia en la regién de una malla de tales caracteristicas.

El segundo paso del proceso es optimizar F[k*] para k* tope hasta obtener con-
vergencia o un criterio de paro.



104 Funcionales para la generacion automatica de mallas

Los métodos de optimzacion aqui utilizados son:

e [-BFGS: BFGS de Memoria Limitada
e Newton Truncado con Busqueda en la Linea
e Newton Truncado con Regiéon de Confianza

e Newton Puntual

Cada uno de los algoritmos son discutidos en un apartado final. Lo importante
es senalar que en cada uno de ellos el nimero de pasos m requeridos del optimizador
es distinto debido a la misma naturaleza del optimizador. Por ejemplo en el caso
del Optimizador de Newton Puntual (por componente y simultdnea) su convergencia
es rapida cuando nos encontramos lejos de la solucién pero su convergencia es lenta
al final. En el caso de Newton Truncado, éste funciona muy réapido en funciones
cuadraticas y es muy adecuado para funciones convexas. El método de Memoria
Limitada lo hemos empleado con buenos resultados para un nimero de 3 vectores de
reserva para la construccion de la solucién haciendo uso de la informacién recabada
en esos ultimos pasos. El método de Newton Puntual es una modalidad interesante
del método de Newton aplicado a los puntos interiores de la malla. Esta idea viene
a raiz de la estructura de los elementos, donde un punto depende fuertemente de sus
“vecinos” pero no asi de los elementos mas alejados de él. Su implementacion serd
discutida posteriormente.

4.6.2 Sobre la implantaciéon del funcional de suavidad

En el sistema UNAMALLA no estd implementado la modificacién del funcional de Suavi-
dad representado en (4.5), se ha optado por una reescritura del mismo para facilitar
su implantacién y asi agilizar los cdlculos de la funcién y el gradiente.

De la expresiéon

[ -2«
k+ o
l+2k_

= 2 4.37
k+ o ( )

el funcional implantado dentro del sistema UNAMALLA es

I +2k
k4«

f (4.38)
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Toda vez que hagamos referencia a la implantaciéon del funcional Adaptivo de Suavi-
dad tendremos en cuenta esta forma de escribirlo, la cual es mucho mas econémica
en el calculo de los gradientes y Hessiana que la forma original.

4.6.3 Sobre la regularizacion

Por la forma que presenta los funcionales modificado de Suavidad y de Area, ambos
requieren ser regularizados para que el optimizador opere adecuadamente y rechace
puntos de prueba que genera a lo largo de su ejecucion y por otra parte, aunque una
malla Gy pueda ser 6ptimo de Fj, puede ocurrir que alguno de sus tridgulos sea de
tal manera que «; esté cerca de k y entonces presentar dificultades numéricas que se
acarrean al elegir esa configuracion Gj.

El funcional implementado en el sistema UNAMALLA es

142k

fe = F T (4.39)

la idea de la regularizacién es “empatar” en un punto & ésta curva con una funcién
cuadratica

qa) =ala— &) +bla—a)+ec (4.40)

solo cuando asi se considere. Para lograr que el empate en & sea dos veces continua-
mente diferenciable los coeficientes de la cuadratica deberan cumplir que

[+ 2k
(k +&)?
[+ 2k
(k + &)?
[+ 2k

= 4.41
kE+a ( )

a =

b = —

Para el punto de empate se ha considerado

a = —k+0.015a_

y la regularizacién sélo se aplica cuando

& < 0.150_ (4.42)
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éste criterio experimental ha resultado ser adecuado y el que mejores resultados tiene,
cualquier otra posibilidad en la consideracion de & y el momento de hacer uso de la
regularizacion debe de guardar consistencia.

Para el caso del funcional modificado de Area el tipo de regularizacion empleada
es idéntica; aqui los coeficientes son

1
a g
(k + a)?
1

b = —

(k + &)?

1
¢ =174 (4.43)

y al igual que en el funcional modificado de Suavidad, el valor del punto de empate
& y su criterio de uso son los mismos.

Figura 4.17: Regularizacién de fy.

En el siguiente capitulo discutiremos combinaciones de éstos funcionales para
obtener diversas propiedades geométricas en las mallas. En el apéndice C mostramos
una coleccion de mallas sobre regiones muy irregulares donde hemos experimentado
los resultados obtenidos.



Capitulo 5

Combinaciones interesantes entre
funcionales Nuevos y Clasicos

Cuando describimos los funcionales cldsicos hicimos hincapié en la necesidad de rea-
lizar combinaciones que nos conduzcan a resultados adecuados a las propiedades
geométricas a observar. En el transcurso del capitulo anterior describimos fun-
cionales que de manera automatica nos conducen a mallas convexas, tal es el caso de
los funcionales adaptivo de Suavidad y adaptivo de Area; ahora combinaremos sus
propiedades con la de los funcionales clasicos.

La combinacion de funcionales logra generar mallas con caracteristicas deseables
acordes a la ponderacién de ellos. Para contar con una buena combinacién es im-
precindible lograr una buena normalizacién de los funcionales con el fin de que los
elementos involucrados se encuentren en un mismo plano de valores [5].

Castillo y Barrera observaron la necesidad de combinaciones convexas entre fun-
cionales de valores semejantes

F.=0F +(1—-0)F, 0<oc<1 (5.1)

Cada uno de los funcionales, atin contando con el mismo dominio de definicién miden
propiedades geométricas de magnitudes reales muy distintas; si deseamos combinar
propiedades para trabajar con diversos funcionales, las magnitudes de los valores
deben ser semejantes, ver Barrera [4].

Utilizando una adecuada normalizacién ﬁ’l, FQ de los funcionales involucrados es-
tamos en condiciones de llevar a cabo una combinaciénobjetiva de las propiedades
geométricas a observar. Para contar con una combinacién en porcentajes, usaremos
la combinacion convexa descrita anteriormente
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Figura 5.1: (a) Funcionales con orden de magnitud distinta. (b) Funcionales con
orden de magnitud igual.

F,=0F +(1-0)F, 0<o<1 (5.2)

y de esta forma ponderar los funcionales F; y F, normalizados obteniendo la combi-
nacion promedio deseada. Un problema interesante es como encontrar una normal-
izacion lo mas adecuada posible.

5.1 Normalizaciéon de Funcionales

La forma mas sencilla de normalizar valores de los funcionales es hacerlo con respecto
al valor esperado o deseado que se alcance en el minimo. En el caso del funcional de
Area es clave para entender esta idea. En [3] se mostr6 que el 6ptimo de éste funcional
tiende a construir configuraciones donde los tridngulos cuentan con area uniforme. De
ésta manera, en regiones regulares y en configuraciones donde es posible conseguirlo.
El valor del funcional en el 6ptimo es
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N
Fi = > o
q=1
= Na? (5.3)

por lo que el funcional normalizado de area vendria dado por

1

F =
Na?

Fy (5.4)

En combinacién con otros funcionales, como por ejemplo Longitud o k-Suavidad,
debemos ser muy cuidadosos al medir el rango de valores donde se espera encontrar
cada funcional.

Para el caso del funcional de Longitud, en un trabajo [5] Barrera y Pérez proponen
por normalizaciéon a una constante,

(n—2)(m—1) N (n—1)(m — 2)

FL:

suponen que la malla puede ser inscrita en el cuadrado unitario con la cual, expe-
rimentalmente, observan que la normalizacion del funcional bajo el criterio anterior
varia entre 1 y 10, claro estd, en regiones con aspect radio pequeno.

Barrera y Tinoco [48] analizan los valores normalizados y proponen uno distinto
que se encuentra mas cercano a la realidad e invariante a la escala de la region.
Sugieren observar al funcional de Longitud de la siguiente forma

q=1
N N N
= D 1,—2> a,+2) a (5.6)
q=1 q=1 q=1
N
= ) Iy — 20) + 8- drea(Q) (5.7)

para de esta forma relacionarlo con el area de la regién. Por una parte, lg — 2a, >
0 (ver el capitulo anterior) luego el valor minimo posible para f; vendria cuando
l, —2a, = 0 y en consecuencia el valor éptimo esperado serfa 8 - drea(€2), por lo que
la normalizacién del funcional queda
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1 N
Fp, = ———— ) 1
r 8 - area () Z 1

g=1
N

1
F, = m;zq (5.8)

Para el caso del funcional de k-Suavidad, observemos el su valor sobre un triangulo

[ —2a(AD)

fslk](D) = VETIIN)

(5.9)

en capitulos anteriores se analizé que éste funcional tiene su 6ptimo sobre tridngulos
rectangulos isosceles, por lo tanto, en el 6ptimo su valor es de 2 y por consiguiente
tenemos que el funcional de suavidad modificado normalizado se escribe como

1 l+ 2k

N
k=1

Para el funcional modificado de Area con k fija, independientemente del valor de
k el funcional tiene un punto critico en los tridngulos de drea uniforme. Con esto,
para k fija la normalizacion del funcional modificado de area resulta

Fu ra EN: (5.11)

En lo sucesivo cuando hablemos de estos funcionales tendremos en mente a los ya
normalizados, a menos que explicitamente se comente lo contrario.
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5.2 Combinaciones interesantes entre funcionales
Adaptivos y Clasicos

A lo largo del trabajo, hemos comentado que algunos funcionales ofrecen propiedades
geométricas interesantes y hemos visto la necesidad de su normalizacion cuando se de-
sea combinar con otros funcionales a fin de lograr una malla que en principio presente
las propiedades de la combinacion.

En los trabajos [3], [4] ¥ [5] con los funcionales desarrollados y estudiados hasta ese
momento, comentamos la necesidad de combinar funcionales con el mismo propdsito
que ahora. Esos funcionales clasicos y modernos en su formulacién nos permite traba-
jar con algunas combinaciones estables y observar buenas propiedades en su conjunto.

Nombre Funcional 1 | Funcional 2 Peso
t-Area — Longitud t-Area Longitud 95,.7, .5
Area — Ortogonalidad t-Area Ortogonalidad )

Tabla 5.1: Combinaciones usuales entre funcionales cldsicos y modernos.

En los experimentos realizados, se observa que un valor que produce buenos resultados
y que podria tenerse en cuenta como un valor en un sistema automatico es el de .9
en la combinacién del funcional de Area y de Longitud; y es que con dicho valor
se busca mds la convexidad y poca suavidad de las lineas. Con éste pardmetro y
sobre un nimero importante de regiones poligonales complicadas se obtuvieron buenos
resultados. En la Tabla 5.1 se puede consultar algunos valores para la combinacion
entre funcionales clasicos.

Con los nuevos funcionales la idea de combinar propiedades y explotar la estruc-
tura que presenta nos conduce a funcionales atractivos. En las siguientes secciones
profundizaremos al respecto y revisara una modalidad interesante para llevar a cabo
combinaciones.

Siguiendo la idea de los funcionales clasicos podemos combinar los funcionales de
k—Area con el clasico de longitud. De igual manera podemos combinar el funcional
de k—Suavidad con Area clasico acorde a la propiedad que deseamos observar.

Observemos que siendo uno de los funcionales adaptivo, la combinacién con un
funcional clasico da lugar a un funcional adaptivo, el de la combinacién. Por consi-
guiente el esquema adaptivo seguira presente.

Los valores indicados en la tabla anterior son aquellos que mejores resultados
han registrado acorde a la propiedad geométrica deseada a observar. Los valores que
mejores resultados han presentados y que consideramos como “automaticos” para
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Figura 5.2: Mallas generadas por la combinacién entre los funcionales t-Area y Lon-
gitud con un peso de o = .5. (a) regién de la bahia de la Habana, (b) regién de
Sudamérica, (c) regién del Gato y (d) regién del Reino Unido. Ninguna es convexa.

la obtencién de mallas convexas y suaves son .5 tanto para la combinacién k-Area—
Longitud como para k-Suavidad—Area. Siguiendo el teorema de existencia de mallas
convexas para los funcionales adaptivos, siempre que exista una malla convexa en ()
podemos obtener una malla convexa cercana a las propiedades geométricas deseables.
Los valores “autométicos” son usados en el sistema UNAMALLA.

Sin embargo, existe una dificultad al combinar los funcionales. Esta se encuentra
en el proceso adaptivo. Por ejemplo, para el caso de la combinacién k—AreafLongitud
se observa que el funcional de longitud pesa mucho en el proceso ya que éste funcional
“estira” las lineas observando que el proceso adaptivo de la combinacion se torna lento
en lograr una malla convexa. Aspecto semejante encontramos en la combinaciéon k-
Suavidad—Area y es que el funcional de Area nos conduce a mallas uniformes pero
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Figura 5.3: Mallas generadas por la combinacién entre los funcionales t-Area y Lon-
gitud con un peso de o = .95. (a) regién de la bahia de la Habana, (b) regién de
Sudamérica, (c) regién del Gato y (d) region del Reino Unido. Ninguna es convexa.

con lineas no suaves, muy “quebradas” y entonces el funcional de k-Suavidad intenta
suavizar las lineas dando como resultado que el proceso se vuelva lento ya que lo
estamos forzando al trabajar con ambas propiedades geométricas simultdneamente.

La idea inmediada es combinar esfuerzos, tomar lo mejor que tenemos de los fun-
cionales adaptivos, esto es, nos conducen a mallas convexas; y combinarlo de alguna
forma para la obtencién de una malla con la caracteristica deseada. Describamos el
procedimiento directo a que nos conduce los funcionales adaptivos.

Elijamos un funcional discreto f. como combinacién lineal de otros dos, fi v f2 en la
forma,
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Nombre Funcional 1 | Funcional 2 Peso
k-Area — Longitud k-Area Longitud .5, .75, .9
k-Suavidad — Area | k-Suavidad Area, .25,.5, .95

Tabla 5.2: Tabla de combinaciones usuales entre los nuevos funcionales.

fc:(l_o—)f1+o—f27 OSO'Sl, (512)

este funcional es el que deseamos optimizar,

min fe (5.13)
Ahora bien, dentro del proceso para la optimizacién de f. esta inmerso una adaptivi-
dad en k cuyo objetivo es acercarnos a k* para el funcional f;; por ejemplo, para el
funcional de k-Suavidad o bien k-Area. Bajo éste hecho seria deseable observar la
adaptividad de f; para generar una homotopia de f; hacia f. conforme k — k*, ya
que el primer funcional nos acerca a mallas convexas de forma rapida.

Figura 5.4: Doble homotopia entre funcionales.
Bajo esta idea, veamos cémo definir una homotopia entre funcionales. Primero

veamos alguna definicién y ejemplos para entender la homotopia en f antes de com-
binarlo con la adaptividad de los k-funcionales.

5.3 Homotopia entre funcionales

Nuestro objetivo es lograr una malla 6ptima de la combinacién entre dos funcionales
f1 v fo, esto lo podemos conseguir si partimos de uno de los funcionales y describimos
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una trayectoria hacia el punto de combinacion entre los funcionales f.. De manera

grafica veamos la Figura 5.5

&

f

2

Figura 5.5: Trayectorias entre funcionales.

Necesitamos que la trayectoria sea suave y que nos conduzca rapidamente hacia el
punto de la combinacién f.. La homotopia desde un funcional f; hacia la combinacion
con el funcional clasico puede ser una combinacion lineal convexa de la forma

fo=(1-06)fi+5f, 0<5(t) <1 (5.14)

con ¢ continuamente diferenciable y creciente.
Bajo esta idea, necesitamos construir una funcién continuamente diferenciable

& = 6(t) con

0<t<1, 0<a(t) <1 (5.15)
Una parametrizacion del intervalo 0 < ¢ < 1 funciona.
Algunas parametrizaciones del intervalo 0 < ¢ < 1 son

0<t<1, a(t) = t (5.16)

a(t) = t (5.17)

a(t) = sen(=t) (5.18)

Haciendo una reparametrizacion de &, fc queda como

. con0<6(t)<1l—o0 (5.19)

fe=1=0)fi +5f,
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Aqui la reparametrizacién ¢ = &(t) resulta una funcién continuamente diferenciable
y creciente. Esta expresién una homotopia entre funcionales que nos conduce desde
el funcional f; hacia la combinacion entre funcionales f,.

La homotopia entre funcionales la usaremos para la combinacion entre funcionales
adaptivos y clasicos de tal manera que iniciemos el proceso con el funcional adaptivo,
por ejemplo k-Suavidad, hasta lograr la combinacion deseada con el funcional de Area.
En el siguiente apartado describiremos esta idea y cémo llevarla a cabo teniendo en
cuenta el proceso de adaptividad presente.

5.4 Homotopia y Adaptividad, un esquema
practico

La idea de llevar a cabo la homotopia no sélo se justifica en el uso de los funcionales
adaptivos, la razon esencial es la de obtener de manera rapida la propiedad de la
combinacion. Para esto lo natural es iniciando con el funcional adaptivo que nos lleva
a mallas convexas y poco a poco acercandonos a la combinacion deseada. Esto hara
que la influencia del funcional clasico se refleje al final de la trayectoria modificando
poco a poco la convexidad en su entrada en funcionamiento e implulsando con ello la
rapidez del proceso.

Surgen varios problemas pacticos, la parametrizacion ¢ varia en t. ;Cudl seria
la interpretacién de ¢ o su uso en la descripcién de un algoritmo de homotopia entre
funcionales? Otro més: tenemos dos procesos, uno que va con el método adaptivo,
la adaptividad en k& u homotopia hacia k*, y ahora la homotopia entre funcionales.
. Cémo llevar a cabo esta doble homotopia? A continuacion describiremos estos pro-
blemas, la implantacion practica de una homotopia entre funcionales y la implantacion
practica de la adaptividad y la homotopia entre funcionales, lo que en adelante cono-
ceremos como doble homotopia.

Observemos que, en la homotopia del proceso adaptivo, partimos de ky hasta
k*, valor tope elegido y donde se estima la malla es convexa y con las propiedades
geométricas del funcional. Consideremos este conjunto de valores de k£ que se irdn
generando en el intervalo [kg, £*] como punto de partida para definir una homotopia
lineal que nos conduzca a f. cuando k se aproxime a k*.

Siguiendo la idea anterior, la homotopia lineal que tenemos en mente la escribimos
por

(ko — k) (5.20)
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Figura 5.6: Homotopia de los funcionales a partir de la homotopia en k.

esta funcion es creciente, es lineal y define perfectamente la homotopia en f deseada.

Esta idea es interesante ya que las propiedades de la homotopia de los fun-
cionales van influyendo en la busqueda de la convexidad por el funcional adaptivo
ver Figura 5.7.

Figura 5.7: Homotopia de los funcionales a partir de la homotopia en k.

Es de tomar en cuenta que ésta homotopia ofrece muchas ventajas en su im-
plantacién. En la bisqueda de la doble homotopia ocurre que k va cambiando y
entonces el funcional adaptivo cambia y luego f. varia acorde a k.

Recordemos que los funcionales adaptivos en su implantacién al sistema se en-
cuentran “protegidos” para que el optimizador rechaze puntos de prueba computa-
cionalmente inestables; dicha proteccién podria resultar no ser la conveniente para la
malla en curso y entonces aceptar mallas con triangulos problematicos.

Esta posibilidad hace que el cambio de k£ no sea moné6tono y eso nos hace retornar
a un conjunto Gy que nada tiene que ver con G, nterior, €ntonces el peso de la
combinacion debe regresar en la misma proporcion.

La dependencia de la homotopia de los funcionales con la adaptividad hace flexible
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Figura 5.8: Automatizacion del reinicio de la homotopia al depender de k.

el proceso haciendo que automaticamente “reinicie” al encontrar un problema en k
seguir un camino distinto al primero pero buscando de nuevo la convergencia a f..
Esta técnica intrinseca de la homotopia elegida para los funcionales la hace muy
atractivo.

Finalmente, en el siguiente capitulo describiremos un sistema automético para
la generaciéon de mallas planas en regiones irregulares haciendo uso de los nuevos
funcionales adaptivos de Area y de Suavidad. Describiremos los requerimientos del
sistema, las tareas deseadas que contempla, su funcionalidad, y por ultimo presentar
el sistema y su manual operativo.
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Figura 5.9: Mallas convexas generadas por la combinacion entre los funcionales k-
Area y Longitud con un peso de 0 = .5. (a) regién de la bahia de la Habana, (b)
regién de Sudamérica, y con un peso de o = .9 (c) regién de la bahia de la Habana y

(d) regién de Sudamérica.
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Figura 5.10: Mallas convexas generadas por la combinacion entre los funcionales k-
Area y Longitud con un peso de o = .5. (a) regién del Gato, (b) regién del Reino

Unido, y con 0 = .9 (c) regién del Gato y (d) regién del Reino Unido.



Capitulo 6

Requerimientos de un sistema
automatico generador de mallas y
su diseno

A lo largo del capitulo describiremos los requerimientos necesarios para el desarrollo
de un sistema basado en los nuevos funcionales discretos de Area y Suavidad. Con
base a los requerimientos propondremos un diseno para el sistema.

6.1 Analisis General

6.1.1 Objetivo

Construir un sistema automaético para la generaciéon de mallas rectangulares en re-
giones planas poligonales usando los nuevos funcionales de area y suavidad. Un
sistema multiplataforma Unix orientado a WorkStation con sistema de ventanas X
Windows.

6.1.2 Panorama

Como fué comentado en el prefacio de este trabajo, la primera referencia al sistema
se encuentra en el programa Gridgen [2] y en el trabajo de investigacién que se
realiz6 [3]. Parte de las rutinas descritas en este sistema para la construccién de la
malla inicial han sido adaptadas al sistema. A lo largo de los anos segiin hemos podido
experimentar con nuevas modalidades y construir versiones preliminares de sistemas
que generan mallas; con esto hemos ganado la experiencia necesaria para disenar un
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sistema profesional que retome nuestra inquietud de un sistema automético [6] con
el que podamos obtener mallas planas convexas. Los trabajos recientes de Tinoco—
Barrera [49] nos han permitido lograr que ésto ocurra. En Garcia [23] se muestra un
sistema experimental basado en PC DOS limitado a la memoria base existente 640Kb y
con graficos de la biblioteca del compilador. Ahora nos interesa especificar un sistema,
mucho mds versatil, totalmente grafico y multiplataforma.

A continuacién describiremos las caracteristicas deseables de un sistema y su
configuracion por médulo de tareas.

6.1.3 Descripcién del proyecto

El sistema debera contar con dos funciones principales: el trabajo con contornos y el
de las mallas. Es importante que algunas aplicaciones tipo estuvieran consideradas.
Con detalle se explica cada una de las funciones que se debe contemplar:

e Trabajo con contornos. Para obtener una malla previa a la 6ptima el usuario
debe trabajar sobre un contorno, construirlo, definir las cuatro subfronteras que
deberan ser mapeadas al cuadrado unitario; es decir, desde las que deseamos
“tirar” lineas curvilineas. Tomando un contorno en memoria el sistema debe
ser capaz de crear una malla inicial o previa al proceso de optimizacion.

e Trabajo con mallas. Contando con una malla inicial podemos trabajar con
ella para obtener una 6ptima en el sentido de los funcionales discretos. El pro-
ceso de optimizacién debera ser grafico con el fin de que el usuario visualice sus
resultados segiin se vayan obteniendo. Tambien se pueden considerar algunas
aplicaciones de las mallas suaves y convexas como lo son el refinamiento y la
solucién numéricas de algunas EDP.

6.1.4 Rango de alcance

La idea del sistema es automatizar la obtencion de mallas planas haciendo uso de
los nuevos funcionales discretos descritos en capitulos anteriores y en [48]. Para
contar con una herramienta capaz de generar de manera efectiva mallas convexas y
suaves sobre una region plana arbitraria. La automatizacién de un sistema de estas
caracteristicas permitird al usuario poco entendido en la materia obtener resultados
inmediatos en un problema especifico: la discretizacion de una regién para su posterior
analisis.

El sistema debera estar orientado a plataformas Unix con despliegue gréafico X
Windows. Serd multiplataforma, explotando las ventajas del sistema de ventanas X
Windows logrando un sistema totalmente grafico. El sistema sera automético en el
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sentido de que con sélo unas pocas pulsaciones de teclas serd posible lograr una malla
adecuada.

Es deseable que se tome en cuenta un esquema modular de interaccion con fin de
que el crecimiento y mantenimiento del sistema quede garantizado.

6.1.5 Caracteristicas del Usuario

Los usuarios potenciales del sistema més que profesionales en la construcciéon y ob-
tencién de mallas 6ptimas son expertos en las areas donde desean aplicar los resultados
por lo que solamente desean obtener una discretizacién éptima o bién, una razonable
de la regiéon de estudio. Para estos usuarios es necesario que el sistema cuente con
una modalidad automatica para que puedan obtener una malla 6ptima o aceptable;
es decir, suave y convexa.

Otro de los usuarios tipo para el sistema es el “experto” en la generacién de ma-
llas y aquel que desea experimentar en la construccién de la malla y la obtencion de
la malla éptima por los funcionales discretos, asi como con diversos métodos de opti-
mizacion. Para estos usuarios el sistema deberd contemplar opciones de boton y de de
menu para que puedan utilizar las herramientas de edicién de contorno, la dimensién
de la malla, las combinaciones de funcionales discretos y poder experimentar con los
métodos de optimizacion.

En cualesquiera de los casos del usuario tipo, éstos deben contar con un minimo
de conocimientos en el uso del sistema de ventanas X Windows y asi poder interactuar
con el sistema satisfactoriamente.

6.1.6 Restricciones generales para el usuario

El usuario trabajara sobre segmentos de linea recta para construir y operar los con-
tornos.

En la contrucciéon de la malla inicial los puntos sobre la frontera se distribuyen
uniformemente buscando conservar la forma de la frontera [37] y son sobre éstas
partes fijas con las que se trabaja para obtener la malla. La construccién inicial de la
malla dependerd fuertemente de esta distribucién, parametrizacién que influye en los
métodos discretos, consultar [29]. A corde con la teoria: si es posible construir una
malla convexa sobre la region de estudio sera entonces posible hallarla con el sistema, a
través de los funcionales discretos implantados. Para las aplicaciones EDP, solamente
deberan ser resueltas algunas ecuaciones diferenciales elipticas con condiciones a la
frontera fijas a los cuatro segmentos de frontera de la malla.
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6.1.7 Requerimientos especificos

Requerimiento funcional 1:Ment principal

1. Resumen: Se requerird de dos ventanas, una donde se visualicen los graficos
y la otra desde la que se realice el control de las acciones con los contornos, las
mallas, un acceso para la ayuda en linea y uno para la salida del sistema.

2. Entrada: Para la ejecucion del sistema el usuario no debera requerir parametro
alguno de entrada.

3. Procesamiento: Controla y distribuye las tareas principales del sistema.

4. Salida: Al finalizar el sistema no se devuelve informacién. Toda ésta se realiza
en curso y sobre el sistema grafico.

Requerimiento funcional 2: Construccién de un contorno

1. Resumen: Es necesario contar con una herramienta que permita la constru-
ccion de un contorno. La herramienta de captura o creaciéon del contorno es
muy 1til en dreas de experimentacién con datos.

2. Entrada: No hay elementos de entrada ya que se construira la regién de tra-
bajo.

3. Procesamiento: Se define los segmentos de contornos introduciendo puntos al
ir pulsando botones del mouse. Conforme se introduce el contorno los datos del
mismo se van anadiendo a una lista en memoria y éstos datos son desplegados
en pantalla y enumerados. No se debe permitir que se introduzcan puntos
repetidos.

4. Salida: Al finalizar la captura, la informacién del contorno permanece en
memoria y serd sobre la que trabajara el usuario durante la ejecucién.

Requerimiento funcional 3: Lectura de Contornos

1. Resumen: El sistema debe contemplar mecanismos para tomar la informacion
de un contorno en archivo con un formato especifico y llevarlo a memoria.

2. Entrada: Nombre de archivo en disco.

3. Procedimiento: Mediante un browser el usuario debe elegir el nombre del
archivo y senalar su ubicacion.
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4. Salida: El contorno en memoria. Si el formato del contorno cuenta con una
asignacién de las fronteras éstas serdn senaladas en pantalla de no ser asi de
igual forma podra observarse un letrero en la caja de estado indicando éste
hecho.

Requerimiento funcional : Definicion de fronteras

1. Resumen: Es muy importante asignar los segmentos de frontera de la region
que seran mapeadas a los correspondientes del cuadrado unitario.

2. Entrada: Un contorno previamente definido, sea en pantalla o por fichero. Si
las fronteras estan ya asignadas y podemos entonces modificarlas.

3. Procesamiento: Se debe tomar en cuenta una modalidad para elegir au-
tomaticamente una distribucion de segmentos de frontera, buscando uniformi-
dad a 4 partes del contorno. Usando opciones de control y/o campos de entrada
se modificard la eleccion permitiendo elegir una que sea aceptable para su pos-
terior uso.

4. Salida: Al finalizar se contard con un contorno donde no haya pico hacia
adentro en las esquinas y en principio pueda obtenerne una malla convexa; es
decir, que no se doble.

Requerimiento funcional 5: Guardar informacion del contorno

1. Resumen: Una vez creado el contorno es ttil contar con la informacién en
disco bajo formato convenido.

2. Entrada: La informacion del contorno en memoria y el nombre del archivo a
guardar los datos.

3. Procedimiento: Al elegir la opcién de salvar la informacion debe ser desple-
gada en pantalla una caja de didlogo, un browser, donde se podra senalar la
ubicacién donde quedard el archivo y su nombre.

4. Salida: El archivo del contorno en disco.

Requerimiento funcional 6: Generacion de la malla inicial

1. Resumen: Una vez que se cuenta con un contorno aceptable, podemos generar
una malla por interpolaciéon que nos permita usarla como punto de partida
o inicial para el procedimiento de optimizacién involucrado en la generacion
de la malla por los métodos discretos. El método TFI de interpolacion que
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comunmente usamos conserva la frontera de la regiéon poligonal y propaga las
singularidades de la frontera hacia el interior de la region. Para los detalles
puede consultar [47].

2. Entrada: Un contorno aceptable en la asignacién de frontera. La dimension
de la malla.

3. Procesamiento: A través de campo de entrada se introducira la dimensién de
la malla y al pulsar la opcién disenada se construira la malla por el método de
Interpolacion Transfinita TFI.

4. Salida: Si la eleccion de dimension de la malla es “adecuada” para lograr una
malla que conserve la forma de la region poligonal sin que el contorno deje de
ser aceptable, obtendremos una malla inicial. En caso contrario no podremos
trabajar con el resultado. El concepto de aceptabilidad de un contorno viene
definido en [37].

Requerimiento funcional 7: Lectura de Mallas

1. Resumen: Necesitamos trabajar con mallas previamente generadas o bien con-
tinuar el trabajo que realizamos sobre ellas. Para esto, es indispensable poder
llevar a la memoria una malla en disco.

2. Entrada: Un archivo de mallas en formato convenido.

3. Procedimiento: A través de una caja de didlogo el usuario proveera el nombre
del archivo o bien mediante el cursor y las opciones del browser navegara por
los directorios del sistema hasta senalar el archivo deseado.

4. Salida: Al elegir el archivo de mallas los datos se cargaran en memoria y deben
ser desplegados en pantalla.

Requerimiento funcional 8: Herramientas de despliegue grafico

1. Resumen: Una herramienta que ha abierto mucho el estudio posterior de los
métodos discretos y potencia la obtencién de los resultados ha sido el desplegar
la malla conforme se va obteniendo en pantalla, observarla en puntos discretos
y observar como va esta evolucionando hasta su convergencia, asi como para el
analisis de los resultados.

2. Entrada: Una malla en memoria.
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3. Procedimento: Con la malla en memoria mediante el uso de controles
deslizadores y botones de opcién se cambiara la caja de despliegue para poder
hacer un zoom hacia adentro o hacia afuera y de un lado a otro. De igual forma
la caja se podra mover con el fin de observar parte de la malla.

4. Salida: Despliegue en pantalla.

Requerimiento funcional 9: Optimizaciéon de una malla

1. Resumen: La optimizacién de una malla va en el sentido de lograr propiedades
optimas acorde a los funcionales discretos, ésto es que la malla obtenida esté
cercana a las propiedades del funcional. Aqui se debera emplear los nuevos
funcionales discretos para la obtencién de mallas suaves y convexas.

2. Entrada: Una malla en memoria.

3. Procedimiento: A través de una serie de opciones y menus el usuario podréa
elegir la opcion que desee o bien usar las predeterminadas. Al ejecutar la opcién
de realizar el procedimiento debera aparecer en pantalla una ventana donde
se muestre el desarrollo de las iteraciones asi como en pantalla podra verse
graficamente cémo evoluciona la malla hacia el éptimo.

4. Salida: Una malla optimizada.

Requerimiento funcional 10: Guardar informaciéon de la malla a disco

1. Resumen: Una vez obtenida la malla es necesario guardar la informacién en
disco para su posterior uso.

2. Entrada: Una malla en memoria y el nombre de archivo donde se guardaran
los datos.

3. Procedimiento: Al igual que en el procedimiento de lectura podemos a través
de un browser depositar la informacion de la malla en el directorio deseado asi
como indicar el tipo de formato en que serd guardada la informacién.

4. Salida: La malla en archivo de disco.

Requerimiento funcional 11: Refinamiento uniforme

1. Resumen: El refinamiento de la malla es una herramienta tutil en muchas
aplicaciones. Contamos con una malla sobre la regién en algunas aplicaciones
deseamos hacer algin cédlculo con precision en subregiones o partes de la region.



128 Requerimientos y diseno del sistema UNAMALLA

2. Entrada: Una malla convexa.

3. Procedimiento: Por refinamiento uniforme entenderemos una interpolacion
entre las lineas originales. En la opcién de refinamiento uniforme deberemos
elegir el nimero de lineas que seran interpoladas entre dos ya existentes y rea-
lizar entonces la interpolacion.

4. Salida: La malla en pantalla con el refinamiento uniforme deseado.

Requerimiento funcional 12: Solucién numérica de algunas EDP

1. Resumen: Una aplicacién de sumo interés es resolver algunas ecuaciones dife-
renciales parciales sobre las mallas convexas logradas. Nuestro interés es expe-
rimentar con algunas EDP elipticas.

2. Entrada: Una malla convexa. Los parametros de la ecuaciéon eliptica y las
condiciones a la frontera.

3. Procedimiento: A través de un esquema de diferencias finitas se resolverd el
sistema y sera desplegada en pantalla la superficie solucion.

4. Salida: Solucién obtenida sea en pantalla, o bien, en archivo con formato MESH
de Geomview.

6.1.8 Requerimientos de Interfase externa
User Interfase

La interfase con el usuario debe ser amigable, debe usar recursos comunes como mouse,
teclado y contar con la posibilidad de usar alguno de ellos cuando el otro no exista.
La idea es contar con un sistema totalmente grafico por lo que la interfase debe ser
“natural” al usuario en el manejo de las opciones. Conectar algunas tareas con otras
de manera que el proceso sobre los contornos y las mallas se encuentren plenamente
identificadas.

Hardware Interface

El sistema no deberd depender de ninguin harware. No deberd estar orientado a
plataforma de sistemas especificos, por el contrario ser lo mas amplio posible. No de-
pendera el despliegue grafico de los pixeles de la pantalla grafica o de especificaciones
de tarjeta grafica alguna.
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Software Interface

Para el despliegue grafico se usard instrucciones basadas en X1ib de manera que sea lo
mas independiente de cualquier otra biblioteca grafica. Sélo debera emplearse rutinas
de distribucién libre y en su caso bibliotecas gréaficas soportadas en casi cualquier
sistema.

6.1.9 Requerimientos no funcionales

El sistema debe tener la capacidad de ser llamado desde una WorkStation sin limite
de usuarios, excepto quiza las limitaciones de recursos en la memoria del sistema
permita.

El sistema debe ser rapido en ejecucion y todo en pantalla. Es preferible que no
se generen archivos en disco evitando asi que permisos no declarados puedan detener
el proceso de ejecucion.

Una buena coleccion de mensajes desplegados apropiadamente ayudara a que los
usuarios puedan saber las razones por las que no es posible realizar una operacion o
bien si ésta fue llevada a cabo satisfactoriamente.

El sistema debe contar con los siguientes atributos:

e Disponibilidad En todo momento el usuario podra ejecutar el sistema siempre
que se encuentre trabajando en el sistema de ventanas de la computadora. El
nimero de usuarios no debera ser impedimento para su ejecucion, sélo depen-
derd de los recursos de memoria.

e Mantenimiento El mantenimiento del sistema jugara un papel importante en
futuros desarrollos. Contemplar que el sistema cuente con una infraestrucutura
que permita actualizar, sustituir o eliminar sus partes permitird el crecimiento
del mismo con costo minimo. Si la construccién del sistema se encuentra muy
bien documentada en sus partes permitird que un mayor nimero de personas
puedan participar en futuros desarrollos o aplicaciones del mismo.

6.2 Diseno del sistema

Con base en la especificacion de los requerimientos podemos considerar el diseno
del sistema identificando las tareas que se han de realizar y la forma de interactuar
entre ellas. De igual forma describiremos los lenguajes de programacion requeridos de
acuerdo a las bibliotecas o rutinas creadas en proyectos anteriores y de uso especifico.
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6.2.1 Modularidad

El sistema serd modular. De acuerdo a lo descrito en la especificacién de requeri-
mientos, el sistema debe ser disenado siguiendo la interaccion de pequenas tareas o
modulos para su integracion en el sistema.

Por una parte estamos interesados con el trabajo exclusivo del contorno, desde
su creacion hasta la edicion de las sub-fronteras para la posterior generaciéon de la
malla por TFI. Por otro lado estamos interesados en darle un tratamiento a las mallas
generadas previamente y obtener mallas éptimas en el sentido de los funcionales dis-
cretos que trabajamos. De esta manera podemos distinguir dos médulos principales:
Contornos y Mallas

PRINCIPAL

CONTORNOS MALLAS

Figura 6.1: Mddulos principales del sistema

Trataremos cada una de las tareas integradas a los médulos para formar el dia-
grama de flujo de las operaciones contempladas en el sistema.

Mobdulo Contornos

El trabajo con contornos abarca tanto su construcciéon como la asignacion de los seg-
mentos de frontera para generar la malla rectangular. Por una parte nos interesa cons-
truir los contornos asi como considerar aquellos obtenidos previamente por métodos
o mecanismos diversos y en archivos de disco.

Uno de los primeros pasos sera la obtencion de un contorno. Una forma es leer
la informacién del contorno desde un archivo y la otra construirla en pantalla. La
primera debe seguir un formato establecido que contemple los puntos del contorno
poligonal y una descripcién de los segmentos de frontera a los que sera mapeado
el cuadrado unitario. Si los segmentos de frontera no estan establecidos, no podra
construirse una malla inicial.

La construccién de un contorno en pantalla debe ser muy claro. Nuestros dominios
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son poligonos cerrados en el plano asi que debe considerarse un mecanismo que cierre
el contorno. De igual manera debe considerarse evitar introducir puntos repetidos.
Luego de la entrada de los datos se pasara inmediatamente a la asignacion de los
segmentos de frontera.

Contando con un contorno en memoria, podra optarse por guardar la informacion
o bien generar la malla inicial para su uso posterior en el médulo de mallas.

Bajo la descripcion del orden de las tareas que hemos planteado, el médulo de
contornos seguira el diagrama de flujo de la Figura 6.2.

CONTORNOS

GENERAR

CONSTRUCCION LECTURA GUARDAR MALLA INICIAL

CONSTRUCCION DE
FRONTERAS

Figura 6.2: Diagrama de flujo de las tareas de un contorno.

Moébdulo de Mallas

El trabajo sobre mallas nos permite obtener una malla optimizada bajo los nuevos
funcionales asi como realizar algunas aplicaciones y observar en detalle las mallas.

Entre las principales tareas se encuentra la de llevar a memoria una malla en
disco para su posterior procesamiento. Con la malla en memoria podemos emplear los
diversos funcionales discretos a fin de optimizarla usando para dicho efecto diferentes
métodos de optimizacion de gran escala. Una vez obtenida la malla 6ptima podemos
tomarla como entrada para el proceso siguiente y es que la malla debera estar en
memoria y el sistema nos debera llevar al menu anterior con la finalidad de poder
seguir con ese modulo hasta que asi lo considere el usuario.

Si la malla en uso es convexa podremos trabajar con las aplicaciones definitas para
tal fin. Por ejemplo podemos resolver alguna EDP sobre la malla y si los resultados
no son adecuados o simplemente deseamos experimentar con un malla mas fina de-
beremos contemplar la posibilidad de rapidamente acceder al refinamiento uniforme
y luego volver a ejecutar el médulo EDP y obtener lo deseado. Esto nos llevard a
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considerar las aplicaciones sobre mallas convexas como una opcién dentro del médulo
principal de mallas.

En cualquier momento del proceso podemos guardar los resultados bajo el formato
convenido.

Por otra parte, una herramienta muy poderosa es la visualizacion a detalle de la
malla, sea obtener un acercamiento de zonas complicadas o ver algunas caracteristicas
geométricas y visuales de los segmentos curvilineos. Esta tarea deberd estar disponible
en todo momento desde el mdédulo de las mallas..

Bajo este esquema de trabajo, el diagrama de flujo de las tareas agrupadas en el
modulo de mallas se presenta en la Figura 6.3.

MALLAS

HERRAMIENTAS
LECTURA GRAFICAS GUARDAR APLICACIONES

OPTIMIZACION REFINAMIEN-
TO UNIFORME
RESOLUCION
NUM. EDP

Figura 6.3: Diagrama de flujo de las tareas en el médulo de mallas.

Una vez descritas las tareas que agrupan cada moédulo del sistema, se tendra
un diagrama esquematico por médulos y tareas del sistema. Este se muestra en la
Figura 6.4.

Bajo este esquema de integracion el sistema crecerd y podra contar con un man-
tenimiento adecuado al estar las tareas vinculadas con los moédulos correspondientes
y asi poder ser éstos sustituidos o alterados facilmente.

6.2.2 Lenguajes de Programacion

La construccién de la malla inicial, la implantacion de los funcionales discretos y los
métodos de optimizacion estdn escritos en Fortran 77 probados con gran éxito en
sistemas anteriores y muchos de ellos son piezas de fina ingenieria computacional en
problemas de optimizaciéon y de generacion de mallas.
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PRINCIPAL

CONTORNOS MALLAS

GENERAR HERRAMIENTAS
LECTURA GUARDAR APLICACIONES
CONSTRUCCION LECTURA GUARDAR MALLA INICIAL GRAFICAS

DEFINICION DE OPTIMIZACION
FRONTERAS

Figura 6.4: Diagrama esquematico de los mddulos del sistema y las tareas que con-
templa.

La implantacion de los funcionales discretos representa el poder manipular una
malla y sus elementos: celdas y triangulos, de manera que sean perfectamente identi-
ficables asi como el realizar calculos de las medidas geométricas que cada uno de ellos
representa. La implantacion de estos esquemas de representacion y los funcionales
mismos se encuentra muy bien trabajados en Fortran 77 y la idea es crecer en lo
elaborado tomando lo usable. De esta manera se sugiere continuar con este plan de
crecimiento, programando nuevos funcionales y esquemas de conteo de las propiedades
sobre los elementos de la malla en lenguaje Fortran 77.

Los drives para el problema de optimizacion de gran escala han sido perfecta-
mente probados, usados por la comunidad cientifica y muchos de ellos representan una
joya de programacién en Fotran 77 por lo que se aconseja no hacer una traducciéon
al lenguaje C u otro para su utilizacién sino lograr una interfase que los llame cuando
sean requeridos y desde luego sea transparente al usuario.

Otro de los lenguajes que es de gran utilidad es el C. Con este lenguaje es posible
apartar espacio de memoria para su posterior uso en la construccion y optimizacion
de las mallas. Los sistemas Unix proveen de una herramienta muy eficaz para el
manejo de la memoria a través del lenguaje C. De igual manera las instrucciones
de las bibliotecas graficas X1ib pueden ser empleadas indistintamente entre sistemas
Unix desde el lenguaje C ANSI.

Por esta razoén se seguiere trabajar con dos lenguajes de programacion Fortran
77 y C ANSI de manera que puedan interactuar con los drives programados y las
bibliotecas de uso amplio. Para realizar la interfase de programacion se sugiere que en
lenguaje C sean programados el manejo de la memoria y las llamadas a las rutinas de
Fortran. Asi mismo se recomienda usar C para el intercambio de informacién entre
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ficheros de disco (llamar y guardar).

Ead=

Figura 6.5: Esquema para compilar y ligar drives y programas de Fortran y C.

La integracion de los mdodulos en un sistema seguird el esquema de programacion
de los médulos y tareas particulares. En la Figura 6.5 se muestra un esquema adop-
tado para ligar drives y subrutinas en FORTRAN y C. El programa principal debera
estar escrito en lenguaje C para asi contar con un mejor control de las tareas, el
espacio de memoria a usar, los graficos y el manejo de archivos de entrada y salida.



Capitulo 7

Conclusiones y trabajo a futuro

Durante el transcurso de la ultima década, una herramienta que ha sido fundamental
en el desarrollo de investigacion y experimentacién con distintas ideas para lograr
resolver de manera eficiente el problema de construir mallas suaves y convexas sobre
regiones atipicas ha sido la visualizacion gréafica de la malla.

En los primeros anos sélo contabamos con la evolucién del proceso de optimizacién
a través de los valores de la funcion asi como el decrecimiento del nimero de celdas no
convexas. Tratabamos de aprender sobre el efecto de los funcionales al imaginarnos
su comportamiento en cada paso de optimizacién y solo observando la malla 6ptima
al final del proceso.

El contar con un sistema grafico que nos permita observar y aprender del fenémeno
que sobre la malla producen los funcionales ha sido una pieza clave para proponer
otras formas de atacar el problema a través de funcionales muy robustos.

La experimentacién llevada a cabo con los sistemas graficos nos permitié proponer
una regularizacion al funcional de suavidad discreto y entender cémo actia sobre
una celda. Esta idea di6 pie a proponer una forma de extender dominios donde
operar satisfactoriamente dicho funcional llevandonos al desarrollo de los llamados
k-funcionales o funcionales adaptivos.

Una de las inquietudes del grupo de trabajo UNAMALLA es contar con un sistema
profesional, versatil, con el que poder llevar a cabo una coleccién de experimentos, que
pueda ser empleado en aplicaciones concretas y a la vez usarlo en cursos sobre solucion
numérica de ecuaciones diferenciales parciales. Por otra parte deseamos que el sistema
cuente con una estructura que garantice su crecimiento y facil mantenimiento.

Con los sistemas previos fuimos aprendiendo primero a desarrollar programas
eficientes, que lleven a cabo los procesos de optimizacion y permitiendo entender la
geometria detras de cada método. Luego, fue nuestro interés interactuar con esa
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coleccién de programas y mddulos para permitirnos la facil experimentacion de las
ideas sobre regiones singulares y de esta forma calibrar los funcionales y los métodos
de optimizacién de gran escala.

Sin enbargo, durante los primeros anos estuvimos restringidos a la plataforma
PC-D0OS donde trabajamos con distintos tipos de compiladores y sus bibliotecas
graficas desarrollando algunas herramientas que no proveian estos compiladores y
ganando experiencia sobre todo en el desarrollo de sistemas computacionales, pla-
neando en cada uno mejorar la forma de interactuar con el usuario.

La forma de interactuar con el usuario permite que un sistema sea funcional para
diversas aplicaciones, asi como facilita su uso y experimentacién. Los Graphical User
Interface GUI nos proveen herramientas graficas como botones y opciones de mentis
que al ser pulsados o elegidos las tareas asociadas son ejecutadas. Hoy en dia el
uso de los GUI juega una parte esencial dentro de cualquier sistema computacional
profesional.

El sistema que se presenta hace uso de bibliotecas graficas libres disponibles para
ambientes Unix, asi como de primitivas de graficacién que hoy en dia son un stan-
dard para ambientes graficos. Las rutinas principales estan programadas en lenguaje
Fortran y el manejo de la memoria, los graficos y la interaccién con los médulos en
lenguaje C. Este es un sistema modular multiplataforma para Unix.

7.1 Conclusiones

Con el presente trabajo se desarrolld un sistema que hace uso de los nuevos fun-
cionales de area y suavidad que para la generacién de mallas se cuenta actualmente,
los llamados k-funcionales o funcionales adaptivos.

El resultado es un sistema independiente de la plataforma sea PC-D0OS, Macintosh
o de algin ambiente de programacion como lo es Matlab, este ultimo, cuya depen-
dencia resultaria muy costoso para su posterior crecimiento.

Se describié a detalle una discretizaciéon muy interesante del funcional de Winslow
que nos permite entender el efecto de la dimensién de la malla asi como de la
parametrizacion de la frontera de la region sobre el funcional.

Se especificaron los requerimientos y el diseno del sistema para la construccién de
un contorno, la obtencién de una malla inicial y una malla éptima. De tal fortuna
que fueran definidos de forma puntual cada moédulo, la interaccion entre ellos y cada
una de las tareas que integra.

El sistema se basé en bibliotecas graficas libres. Se utiliz6 la biblioteca XForms
para los GUI y se emple6 primitivas de OpenGL; en lo particular se utilizé la biblioteca



Conclusiones y trabajo a futuro 137

Mesa para la graficacién.

La estructura modular del sistema hace que su crecimiento y reuso para los
proximos anos se encuentre plenamente garantizado.

7.2 Trabajo a futuro

El sistema computacional aqui desarrollado es una pieza clave dentro del proyecto
UNAMALLA. Nuestros objetivos a mediano y largo alcance son los siguientes:

e Elaborar un libro sobre la Generacion Discreta de Mallas a través de los fun-
cionales que hemos venido desarrollando. Un libro que pueda ser usado tanto
como consulta dentro de la investigacion en generacion de mallas, y de igual
forma ser usado en un curso sobre solucién numérica de EDP’s en el que se
interactie con el sistema.

e Implantar los nuevos funcionales a-convexos que se han desarrollado y que nos
ha permitido robustecer la teoria de la generacion discreta de mallas.

e Implantar al sistema un tratamiento de la frontera de forma tal que podamos
suavizarla por curvas NURBS y controlar los puntos a fijar a través de una
parametrizacion por splines racionales.

e Con este sistema podemos construir mallas estructuradas rectangulares. Nues-
tro interés es construir triangulaciones 6ptimas sobre regiones muy irregulares.
El sistema permite crecer en ésta direcciéon al implantarle un moédulo sobre
triangulaciones a obtener a partir de la malla rectangular, asi como considerar
aquella obtenida por algin otro método y optimizarla a través de nuestros
funcionales. Para lograrlo, necesitaremos que los archivos de salida puedan
ser compatibles con los standares avalados por la ISGG (International Society
of Grid Generation), el IGES y STL, para que entonces puedan ser usados los
resultados en alguna aplicacion de elemento finito.

e El sistema cuenta con un moédulo para resolver algunas EDP’s. Nuestro ob-
jetivo es implantarle algunos métodos por diferencias finitas novedosos para
resolver sobre regiones atipicas algunas ecuaciones diferenciales parciales muy
interesantes. De esta forma, el sistema podra ser usado en algin curso de esta
naturaleza y desde luego, en aplicaciones concretas.

e Nuestras mallas estructuradas son construidas a partir de puntos sobre la fron-
tera fijos, y tunicamente se busca la propiedad del funcional a lo largo de la
region. Nuestro interés es incursionar en la generaciéon de mallas adaptivas,
mallas que sigan un patron particular del fenémeno interesado a medir por la
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aplicacion deseada sobre la region, y desde luego, observen las propiedades de
nuestros funcionales.

e Los funcionales discretos trabajan sobre tridngulos, por lo que podemos definir-
los de forma natural sobre superficies. Habiendo ganado experiencia con las
primitivas de OpenGL, asi como en el diseno de software y el intercambio de
informacion con el usuario, en nuestros planes esta elaborar un sistema para
construir mallas en superficies.

Hemos de comentar que el sistema UNAMALLA v. 2.0 for X Windows es re-
ferencia dentro de tres importantes portales donde puede uno informarse sobre la
investigacion y desarrollo que actualmente se lleva a cabo dentro del area de la gene-
racién de mallas:

e Mesh Generation & Grid Generation on the Web.
Administrado por el Dr. Robert Schneiders, especialista en generacion de mallas
y su post/pre procesamiento.

http://www.users.informatik.rwth-aachen.de/ roberts/meshgeneration.html
e International Society of Grid Generation.
http://www.isgg.org/soft_pub.html

e Mesh Research Corner.
Administrado por el Dr. Steven J. Owen, jefe de un grupo de investigaciéon en
generacion de mallas en Sandia National Laboratory.

http://www.andrew.cmu.edu/user/sowen/mesh.html

El sistema desarrollado se encuentra a la altura de los actuales sistemas para la
generacion de mallas disponibles tanto publicos como comerciales.

Para finzalizar, hemos de comentar que la forma de tratar el problema de la
generacion de mallas por medio de funcionales discretos es novedosa entre los sistemas
disponibles y aiun quedan muchas ideas por llevar a cabo por nuestra parte.



Apéndice A

Manual Operativo del Sistema
Unamalla v. 2.0 para X Windows

Basados en los Requerimientos para un Sistema Automdtico Generador de Mallas
hemos desarrollado el Sistema Unamalla v. 2.0 para X Windows. A continuacién
describimos sus componentes, la filosofia detras de su desarrollo y un modo de uso.

A.1 Diseno e Interface del Usuario

A.1.1 Sobre el diseno

El sistema UNAMALLA para X Windows es un paquete computacional, que resuelve de
manera eficiente el problema de generar mallas rectangulares sobre regiones irregu-
lares planas y acotadas. El tipo de mallas con que trabaja son las estructuradas y
rectangulares. Este tipo de mallas es comunmente utilizadas en la soluciéon numérica
de ecuaciones diferenciales parciales por el método de diferencias finitas.

El sistema es totalmente gréifico y hace uso de los GUI (Graphical User Interface)
de la biblioteca XForms, por lo que es amigable al usuario y muy sencillo de usar. El
sistema se ha disenado para que sea automatico bajo la idea de que con muy pocas
opciones de tecla sea posible obtener una malla éptima sobre una regién, siempre que
esta exista. Para el despliegue grédfico se hace uso de primitivas de OpenGL por lo
que el sistema es portable a casi cualquier plataforma Unix donde ambas bibliotecas
puedan ser usadas. Los lenguajes de programacion empleados son Fortran y C ANST,
el sistema puede estar disponible en casi cualquier sistema Unix excepto quizas por
algunas consideraciones de bibliotecas.

Este sistema permite trabajar contornos poligonales de regiones planas y acotadas
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para obtener sobre ellas una malla 6ptima, o bién a partir de una malla rectangular
obtenida previamente por otros procedimientos y aplicar sobre ella las técnicas de
optimizacién implantadas en el sistema. Algunos autores se refieren en términos
generales a esta técnica como suavizamiento o post-procesamiento de la malla.

El sistema fue disenado para el ambiente de trabajo de X Windows, y ha sido
probado con éxito en los sistemas Linux RedHat para PC 6.2, 7.0 y 7.1, de igual
manera en WorkStations SGI con sistema operativo IRIX 6.2 y 6.4 en los apartados
ultimos senalamos las necesidades técnicas del sistema. En la seccién de instalacion y
ejecucion indicamos los pasos a seguir para ejecutar el sistema. La forma de trabajo
con el sistema es a través de dos ventanas, una de despliegue grafico Display Window
y la otra con ments de opciones y teclas de acceso rapido Control Panel y, de
acuerdo al desarrollo del trabajo, con ventanas adicionales y opciones de eleccién que
por botones integrados se van presentando.

Dizplay Window

| Frincipal Control Fanel |Q|E|E

Status

Figura A.1: Ventanas iniciales del sistema.

Cabe senalar que las opciones del sistema estdn escritas en inglés por lo que
nos refiremos a las opciones que ha de considerar el usuario tal y como aparecen en
pantalla e indicando las palabras clave en tipografia de maquina de escribir.

El sistema consta de cuatro mentus de aplicaciones: Main, Contour, Mesh,
Information y Help, el uso de cada mend y sus opciones o submenus estaran
disponibles siempre que el proceso realizado lo permita. Por ejemplo, si se cuenta
con una malla convexa en memoria podremos operar con todas las opciones de Mesh,
pero si la malla no es convexa no estara disponible la opciéon de subment correspon-
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diente a las aplicaciones: Applications. En las secciones siguientes haremos una
descripcion de los modulos Contour y Mesh, comentaremos cada una de las opciones
del ment, como y cuando es posible interactuar con cada una de ellas.

PRINCIPAL

CONTORNOS MALLAS

Figura A.2: Diagrama de flujo de los procesos del sistema.

A.1.2 Interfase para el Usuario

La interfase con el usuario consiste en un panel principal y algunos sub-pédneles
que seran desplegados en sustitucion al primero dependiendo de la opcién elegida.
Los paneles consisten en un conjunto de botones, campos de entrada, controles
deslizadores, cajas de didlogo asi como buscadores y cajas de mensajes.

De acuerdo al diseno del sistema, el panel de control principal va cediendo a otros
paneles de control de acuerdo al trabajo que se desea realizar; de igual manera en
la ventana de despliegue grafico observamos la accion con la malla o el contorno a
realizar. La idea de diseno del sistema para los sistemas X Windows contempla la
posibilidad de manipular la ventana de despliegue y de control de manera indepen-
diente para asi facilitar el trabajo del despliegue grafico, los paneles de control son
activados para su uso posterior pulsando el area que los describe.

El usuario interactia con el sistema al posicionarse y elegir la opcion por golpes
poiting/clicking de los botones del mouse asi como por secuencias de acceso rapido
por teclado ALT+<key> mientras se encuentra el panel de control activo.

Debe tenerse encuenta que se trabaja sobre el sistema de despliegue de ventanas
X Windows, por el uso de la interfase y su presentacién se limita a la forma en que las
ventanas son desplegadas y de qué manera éstas estdn activas asi como el diseno en
color y forma de las mismas. Los paneles de control pueden ser activados al pulsar
uno de los botones del mouse sobre la ventana.

A continuacion listamos una serie de operaciones que podemos realizar sobre los
paneles de control.
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Figura A.3: Panel de control principal del sistema.

Para pulsar un botén u opcién del panel, mueva el cursor sobre el botén y
pulse uno de los botones del mouse. Puede hacer uso de la secuencia de teclas
ALT+<key> (donde key es la letra sefialada en el botén) para ejecutar la misma
accion.

Para cambiar el valor de un campo de entrada, coloque el cursor sobre del
campo y pulse alguno de los botones del mouse, o bien haga uso de la tecla TAB,
tabulador, para obtener la misma operacién, e introduzca el valor deseado.

Para cambiar la posicién de un control deslizable, tome el control al posicionar
el mouse sobre él y oprima con el botén izquierdo del mouse sin soltar mientras
“barre” el control de un lado a otro. Puede usar los indicadores de inicio y final
del control para mover el control de paso en paso.

Para elegir un elemento dentro de un buscador, un browser, posicione el indi-
cador del mouse sobre el objeto dentro del browser y pulse el botén izquierdo.
El color de fondo indica que el objeto se encuentra senalado y su valor se podra
observa en el campo de entrada del browser asignado para tal efecto.

Para cambiar un pop-menu o menu de opciones, posiciénese con el mouse sobre
el boton de la flecha indicadora y pulse uno de los botones del mouse, al hacerlo
serd desplegado una pequena venta de opciones en la que podra elegir con el
mouse al pulsar con el boton izquierdo la opcidén deseada. Al hacerlo aparecerd
en el letrero del ment el titulo de la opcién elegida.

Cuando el indicador del mouse se encuentra sobre un botén se desplegara una
caja de titulos tip text desplegando un mensaje relativo a la opcién.
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La ventana del despliegue grafico puede ser modificada en tamano. Cuando se
trabaja sobre la opcion de despliegue de los resultados del médulo EDP puede usar
el boton derecho del mouse para obtener algunas propiedades del despliegue de la
solucion, asi como usar las flechas del teclado para rotar el objeto.

El diseno de UNAMALLA para los sistemas X Windows contempla la posibilidad de
manipular la ventana del despliegue y de control de manera independiente para con
esto facilitar el trabajo del despliegue grafico; los paneles de control son activados
para su uso posterior pulsando los botones en la caja que los describe.

A.2 Mobdulos principales

El sistema es modular. Esto es, integra una coleccion de tareas que permiten inter-
actuar entre ellas de manera que el usuario pueda experimentar con los elementos
del sistema: la construcciéon del contorno, la generacion de mallas iniciales, la opti-
mizacién de las mallas por métodos discretos.

La estructura de la programacién y dependencia de los médulos la describimos
esquematicamente en la Figura A .4.

PRINCIPAL

CONTORNOS MALLAS

GENERAR HERRAMIENTAS
LECTURA GUARDAR APLICACIONES
CONSTRUCCION LECTURA GUARDAR MALLA INICIAL GRAFICAS

DEFINICION DE OPTIMIZACION
FRONTERAS

Figura A.4: Diagrama esquematico de los médulos del sistema

Como se describe en este diagrama esquematico de los modulos del sistema, las
operaciones que pueden realizarse con el sistema son dos: trabajo con contornos y
con mallas. Uno puede partir desde la informacion previa obtenida de alguna forma
del contorno de la regién, operar con la distribucién de los segmentos de frontera
y generar una malla por interpolaciéon. De igual manera puede considerar la infor-
macion de una malla, en archivo o en memoria y sobre ella operar los funcionales
discretos, experimentar con el médulo de optimizacién y hacer aplicaciones sobre
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mallas convexas: refinamiento uniforme y solucién numérica de algunas EDP.

En los apartados siguientes describimos en rigor los médulos principales del sis-
tema y como interactuar entre ellos.

Figura A.5: Panel de control principal del sistema.

A.3 Mobdulo de Contornos

El conjunto de operaciones que podemos realizar con un contorno son: obtener la
informacién del contorno a partir de un archivo de datos (con el formato convenido),
construir un contorno poligonal en pantalla, editar los segmentos de frontera del
mapeo, guardar el contorno en uso y generar una malla inicial por interpolacion TFI
con el contorno en memoria. Estas tareas estan disponibles en el panel de control del
modulo.

El sistema sobre el médulo de contornos contempla que en cada una de la opciones
antes senaladas se cuente en pantalla con un panel de control apropiado para cada
una. En la misma ventana del despliegue grafico se visualizard y en su caso se hard
la captura del contorno. Los pédneles de control sustituyen al principal o a la iltima
en cada una de las operaciones en uso.

Al solicitar la opcion Contour en el panel de control principal aparecerd en pan-
talla un panel con las opciones descritas anteriormente

Las opciones de Create y Load son independientes de que exista o no algin contorno
en memoria de ahi que éstas opciones estén siempre disponibles.

Desarrollemos cada una de las opciones disponibles del médulo Contour
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Contour is

Figura A.6: Panel del Control de la opcién Contour.

A.3.1 Construir un contorno en pantalla. Create

Bajo esta opcién el usuario puede construir un contorno poligonal para ser usado
durante el desarrollo de su trabajo en el sistema. Esta opciéon abre una ventana
de control, en lugar de la anterior, desde la cual y siguiendo las intrucciones podra
aceptar el contorno generado asi como eliminar los puntos no requeridos durante la
construcciéon. En la Figura A.7 podemos observar el panel de control correspondiente
a la opcion Create.

=

Figura A.7: Panel de control de la opcion Create.

Como se observa, la ventana de despliegue grafico cambia para mostrar una
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cuadricula definida en [—1, 1] x [-1, 1] en la que se podrd construir el contorno
deseado sobre la ventana grafica.

[=[3l>x]

Figura A.8: Ventana de despliegue gréfico para la captura de contornos.

El trabajo de la captura de contorno es a través de los botones izquierdo del
mouse para considerar el punto de pantalla como punto del poligono y el botén
derecho se usara para cerrar el contorno. El botén medio del mouse se ha asignado
para eliminar el punto ultimo capturado del contorno y removerlo asi de la lista de
puntos que constituyen el contorno cerrado. Mientras no esté cerrado el contorno no
podra ser considerado para su uso.

Describamos cada una de las opciones integradas en éste panel.
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New Volver a iniciar la captura de un contorno. Con esta opcion se
eliminara de la memoria cualquier trabajo previo realizado en el
area de trabajo de la ventana de despliegue. Asi, serd posible iniciar
una nueva captura de datos.

Accept Una vez obtenido el contorno cerrado la opcién finaliza la captura
de los datos y nos regresa al médulo anterior. Al pulsar la opcion se
llevaréd a la memoria los datos del contorno cerrado definido y sobre
el cual se trabajara de ahora en adelante. Esta opcién activa Define
Bnds. en médulo Countour y nos permitird posteriormente definir
los segmentos de frontera del contorno.

Help Es una pequena ayuda en linea. Se activa el browser Netscape
con la pagina web asignada a tal propdsito.

Cancel Esta opcion cancela todo trabajo hecho con este médulo y nos lleva
al médulo anterior. Al salir no se conservaran los datos de un
contorno previo en memoria ya que fueron borrados al optar por la
opcion Create.

Dentro del panel de control puede observase una caja de didlogo. En ella se
desplegara una serie de breves senalamientos sobre el estado que guardan las acciones
llevadas a cabo, sea que no se haya cerrado el contorno, que haga falta puntos para
ello, que exista un contorno en memoria o bién, que la ejecucion haya sido satisfactoria
y se cuente con el contorno en memoria. De igual manera se observan un par cajas
donde es desplegada la posicion del mouse dentro del area de trabajo, esto con la
finalidad de tener una posicién del mouse y del punto a elegir del contorno dentro del
sistema coordenado.

A.3.2 Abrir un archivo de datos Load.

La informacién de un contorno puede estar contenida en un archivo de documentos
tipo ASCII en formato convenido y podemos tomar esta informacion para trabajar
con ella a lo largo del sistema.

Estos archivos tienen una extension de archivo .con y a través de un browser
podemos hacernos de su informacion desde algin directorio. Al pulsar la opcién Load
del menu de contornos sera desplegado en pantalla una caja de diadlogo desde la cual
podra desplazarse por el sistema de archivos hasta localizar el archivo de contornos
deseado. Esta caja de didlogo se conoce como browser y consta de botones propios
para aceptar el archivo elegido, reescanear el directorio, y presentar informacion de
la localizacién del mismo.

Cuando el archivo sea elegido los datos pasaran a memoria del sistema, es decir,
sera sobre el cual se trabajard y la region sera graficada en la ventana de despliegue.
Si el contorno cuenta con la definicion de los segmentos de frontera del mapeo, seran
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Figura A.9: browser para senalar el archivo de datos de un contorno.

éstas dibujadas en colores azul y amarillo dependiendo si representan los segmentos de
linea verticales y horizontales del cuadrado unitario al que seran mapeados. En caso
contrario el color azul bajo representara que no han sido definidos. En cualquier caso
se observara un mensaje en la caja correspondiente al panel del contorno indicando
el estado que presenta.

A.3.3 Definir los segmentos de frontera. Define Bnds.

Como se ha comentado, para la generacién de una malla rectdngular estructurada
sobre una regién plana, se requiere dejar bien claro los segmentos de frontera que
seran mapeados a los segmentos del cuadrado unitario o viceversa.

Si contamos con un contorno en memoria es a través de ésta opcion mediante la
cual podemos o bién, definir los cuatro segmentos de frontera del contorno poligonal
o bien modificar la eleccién previa. Para ésta operaciéon se ha dispuesto que a través
de controles deslizables y campos de entrada sean modificados o definidos los valores
de los puntos que delimitan cada segmento.

Ahora bien, si contamos con un contorno en memoria, podemos pulsar la opcion
Define Bnds., no importando si se cuenta o no con la definicién de segmentos de
frontera del mapeo. Al dar acceso a la opcién Define Bnds. el panel de control cam-
biara dando lugar a un panel que contenga opciones de entrada y controles deslizables.
En la Figura A.11 se muestra dicho panel.
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Figura A.10: Ventana de despligue con el contorno que se encuentra en memoria.

El panel cuenta con las opciones de boton Automatic, Accept, Help, Cancel
asi como una caja de estado Status, una caja de entrada y de controles deslizables
sliders.

En este modulo de asignacion de los segmentos de frontera del mapeo o de edicién
de los mismos, podrd hacerse uno de una distribucion de los segmentos de manera
predeterminada o bien modificar la existente u obtenida por la opcién Automatic.

Opcién Automatic.

Esta opcion genera una distribuciéon de los cuatro segmentos de frontera para mapeo
del cuadrado unitario de manera que la longitud de los segmentos sea lo mas cercano a
ser iguales. Siempre y cuando la construccién sea buena para la generacion de mallas
convexas, es decir no se presenten picos hacia adentro en los vértices de union de los
segmentos de frontera [37]. Si la particién entregada por el sistema es aceptable, un
mensaje correspondiente serda desplegado en la caja de mensajes y la opcion Accept
serd activada.

Opcién Manual

Si se cuenta con una asignacién previa de los segmentos de frontera del mapeo, podra
modificarse ésta para lograr una distribucién de los mismos acorde al experimento
o el deseo de construir la malla por el mapeo. Si no se cuenta con una asignacién
previa, puede emplearse la opciéon automdtica y a través de los controles deslizables
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Figura A.11: Panel del control para la definicién y edicién de los segmentos de frontera
del mapeo.

cambiar la distribucién. La caja de entrada para el primer punto First point es muy
importante ya que es un punto de referencia para fijar el inicio de la particién. Uno
puede cambiar el dato contenido en ésta caja de entrada y aplicar la opcién Automatic
para luego y con la ayuda de los controles deslizables modificar la asignacién entregada
por ésta primera accion.

Los nimeros NB1, NB2, NB3 y NB4 corresponden al nimero de puntos que incluye cada
uno de los cuatro segmentos de frontera a partir del punto de referencia. Al modi-
ficar el punto de referencia First point el sistema renumera los puntos del contorno
conservando el orden para de esta manera sea facil de indentificar los segmentos de
frontera. Cada uno de los slider involucrados cuenta con un color que identifica al
tipo de segmento de frontera del mapeo, azul, amarillo, azul y amarillo que correspon-
den a los segmentos de “abajo”, “derecha”, “arriba” e “izquierda” respectivamente
del cuadrado unitario teniendo por referencia al punto 1 y siguiendo la orientaciéon
positiva: el orden contrario a las manecillas del reloj.

En la caja de mensajes se despliega aquel correspondiente como resultado
de la accién realizada: Boundaries are not defined, Good definition, Bad
definition y dependiendo de dicha accién es posible considerar las asignaciones
de los segmentos de frontera al encontrar activa la opcion Accept.

Cuando la asignacién de los segmentos ha sido satisfactoria, la opciéon Accept
queda activa y entonces podemos considerar ya en memoria al contorno con las defini-
ciones de los segmentos de frontera. El trabajo realizado con los segmentos puede ser
anulado cuando pulsemos en éste panel la opcién Cancel; en este caso continuaremos
trabajando con la asignacién previa, de existir ésta.

En cualquiera de los casos Accept o bién Cancel el panel de control relativo a la
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Good definition

Figura A.12: Eleccion de los segementos de frontera.

asignacion de fronteras desaparecera y volvemos al panel de control del contorno.

A.3.4 Guardar informacién Save

Contando con un contorno en memoria podemos en cualquier momento guardar su
informacion para un posterior uso.

Aunque el contorno lo hayamos obtenido por archivo y luego modificado o no
en la asignacion de segmentos de contorno, su informacién puede ser almacenada en
cualquier momento incluso cuando ya estemos trabajando con una malla en memoria
podemos seguir contando con un contorno en memoria sea de la malla en curso o
distinto a ésta. Con ello queremos enfatizar que la informacién de un contorno y de
una malla son independientes. En la seccién de las mallas se frofundizan este punto
para entenderlo a pleno.

Partiendo del médulo contorno, al pulsar la opcién Save aparecerd en pantalla
un browser (ver Figura A.13) bajo el cual podemos indicar la ruta por busqueda de
directorios donde se hospedara el archivo de datos. En la linea de entrada deberemos
escribir el nombre del archivo que contendrd dichos datos. Si omitimos la extensién
.con el sistema lo integra automaticamente.

El browser, al igual que en la opciéon Load, permanece en primer plano mientras
que el panel de control del médulo para contornos se encontrara inactivo hasta que la
operaciéon haya sido concluida. La informacién del contorno en memoria es guardada
en formato convenido. En la seccion correspondiente a los formatos de archivo se
detalla al respecto.
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Figura A.13: browser para guardar informacién de un contorno.

A.3.5 Generar una malla inicial por TFI Generate

Como una opcion adicional al médulo contornos se ha integrado la opcion de generar
una malla por interpolacion TFT a partir de los datos del contorno y asignacién de
los cuatro segmentos de frontera. Esta opcion no forma parte del médulo malla ya
que se trabajard a partir de un contorno, de ahi la filosofia del diseno del sistema.

Teniendo un contorno con los cuatro segmentos de frontera asignados la opcion
Generate se encontrard activa y al elegirla el panel de control que le reemplaza tiene
la presentacion que se observa en la Figura A.14.

Con esta opcién se podra tener en memoria y en pantalla una malla generada por
el método TFI. Para lograrlo basta indicar en los campos de entrada la dimension
de la malla por construir. La etiqueta il en el panel corresponde al nimero de
lineas deseadas entre los segmentos de frontera de “arriba” y “abajo” indicadas por
el color azul fuerte. La etiqueta j1 corresponde al nimero de lineas deseadas entre
los segmentos de frontera “izquierda” y “derecha” indicadas por el color amarillo.

De manera predeterminada el sistema contempla en los campos de entrada la
opcién de generar mallas de 20 x 20. Los campos de entrada fueron disenados para
aceptar solamente niimeros de tres cifras, con esto la malla mas grande que se puede
construir sobre la region es de 999 x 999 siempre y cuando se cuente con la memo-
ria suficiente para lograrlo, en caso contrario aparecerd en la caja de mensajes el
correspondiente a éste inconveniente.
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Figura A.14: Panel de control de la opcion Generate.

Al pulsar la opcién Generation si la construccion de la malla fue satisfactoria
ésta aparecerd en pantalla sustituyendo en la ventana de despliegue grafico Display
Window la malla de la dimension solicitada. De igual manera que en los senalamientos
del contorno aqui podra apreciarse los segmentos de frontera por los mismos colores
que el caso del contorno y las lineas intermedias por un color azul débil. Si la malla
presenta celdas no convexas éstas seran identificadas en pantalla por un color rojo
y por disposicién de despliegue de las mallas solamente seran senaladas las celdas
probleméticas que representen menos del 20% del nimero total de celdas.

Si ya hemos generado la malla y no estamos convencidos del ninero de lineas en
alguna de las fronteras podemos cambiar la dimensién editando los campos de entrada
para esto dispuesto en el panel Grid Generation Control Panel y de nueva cuenta
habra que pulsar la opcion Generation. Este proceso puede repetirse hasta quedar
satisfecho con la dimensién de la malla. Al pulsar la opciéon Accept del panel de
control la malla serd dispuesta en memoria y serd sobre la cual se trabajara. FEl
panel de control se cierra y en su lugar aparecera el panel de control principal donde
podemos elegir trabajar con el meni malla.

La opcién Cancel anulara el trabajo con la malla de interpolacién o inicial y nos
quedaremos con el contorno en memoria. Esta opcién nos regresara al menu contorno.

Hemos de comentar que en el panel de control podra observarse dentro de la caja
de mensajes el correspondiente estado que guarda la accién ultima, sea que no se
cuente con una malla Mesh not exist, sea la operacién de la construccion fue un
éxito: Mesh defined o bien tuvo un problema en la construccién al ser la malla no
admisible: Mesh not defined.
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Figura A.15: Malla generada por TFI a partir del contorno.

Hasta aqui hemos descrito el médulo de contornos del sistema y cada una de las
partes, ahora pasaremos a la descripcién del médulo de mallas.

A.4 Modbdulo de Mallas

El médulo de mallas ofrece la posibilidad de trabajar con la malla en curso o bien llevar
a memoria una que se encuentre en archivo con alguno de los formatos convenidos. Las
tareas que podemos realizar con una malla son: llamar una malla desde un archivo,
propiedades del despliegue de la malla, optimizar usando métodos discretos, guardar
los resultados obtenidos y realizar alguna aplicacion sobre mallas convexas.

Al pulsar la opcién Mesh del panel de control Principal Control Panel (ver
Figura A.3) aparecerd en pantalla un panel de control conteniendo las opciones de
tareas que podemos ejecutar con el sistema, ver Figura A.16.

Si contamos con una malla en memoria podremos ejecutar las opciones dispuestas
para ella y si la malla es convexa podremos realizar algunas aplicaciones Application.
En cada caso los botones relativos a las operaciones deberan estar activados. En la
caja de mensajes se apreciard el relativo a si se cuenta una malla en memoria o
no, Mesh in memory y No mesh in memory respectivamete. En el primer caso se
desplegara la malla en la ventana de despliegue Display Window y en el segundo ésta
estard vacia.

Describamos las operaciones que podemos obtener con éste modulo.
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Figura A.16: Panel de control del mdulo mesh.

A.4.1 Llamar desde un archivo a una malla Load

Contando o no con una malla en memoria ésta opcién siempre estara disponible. Con
esto, podemos llevar a la memoria una malla en archivo, bajo uno de los formatos
convenidos.

Al pulsar la opcion Load aparecera en pantalla y en primer plano un browser
desde el cual podremos indicar el archivo a leer de entre la lista que aparecera en el
espacio destinado a tal efecto. De igual manera podremos movernos por el sistema de
archivos hasta localizar el archivo de datos. En la caja de texto Filename aparecera
el nombre del archivo a elegir.

Existen dos formatos que son manejados en el sistema, el ya clasico formato
XY y el reciente formato RED. El browser cuenta con una opcién de botéon que nos
informa sobre el formato de archivo de mallas esperado, pulsando el botén cambiare-
mos la modalidad y el sistema esperard entonces que el archivo cuente con el formato
senalado.

Los archivos de datos cuentan con una estructura muy simple y se encuentran en
formato ASCII. El sistema no cuenta con un andlisis de datos de los archivos previo
a su lectura, lo inico que verifica es la dimensién de la malla y pasa a leer los datos
tipeados para esa dimensién. Si existen problemas en la lectura de archivos, que no se
pueda abrir el documento o que éste no se encuentre en la caja de mensajes aparecera
el que corresponda y la operacién sera cancelada.

Al leer satisfactoriamente los datos en la ventana Display Window se dibujara la
malla indicando en colores azul y amarillo los segmentos de frontera “abajo”, “arriba”



156 Manual Operativo del Sistema Unamalla v. 2.0 para X Windows

avion red

Figura A.17: browser para la localizacién de un archivo de malla.

e “izquierda” y “derecha” respectivamente. De la misma manera se podra observar
en pantalla las celdas no convexas o problematicas y las linea curvilineas en color azul
bajo.

Si existiera un contorno en memoria con ésta opcién sera eliminado. Sin embargo,
a través un pequeno mecanismo de eliminacién de puntos, consultar [7], contaremos
en memoria con el contorno de la regiéon de la malla asi leida. Esta operacién es
transparente al usuario.

A.4.2 Herramientas de visualizacion de la malla Zoom

El sistema ofrece una herramienta para visualizar detalles de la malla. Esta herra-
mienta permite ver la malla en su totalidad y en pequenas partes zoom tanto la rejilla
como los puntos de la malla y el contorno de la region.

Al pulsar la opciéon Zoom aparecera en pantalla el panel de control Zoom Control
Panel el cual tiene disponible sliders, botones agrupados y botones de reinicio,
salida y la ayuda en linea (ver Figura A.19). Describamos cada una de sus partes.

Zoom Parameters Aqui se agrupan tres controles deslizadores para el manejo de la
caja de visualizacién a lo largo de la malla: X y Y y un pardmetro de profundidad
zoom. A través de esos sliders podemos cambiar la profundidad de la visién de la
malla y cambiar la caja de visualizaciéon para de ésta manera tener en pantalla la
seccion de la malla que estemos interesados en observar a detalle.
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Figura A.18: Despliegue de la malla tomada de un archivo de datos.

Shape En esta seccién del panel de control se agrupan tres modalidades de despliegue
de los datos: la malla en su conjunto Grid, los nodos de la malla Grid Points y
unicamente el contorno Contour. Esta agrupacion de botones iluminados hace que
solamente una de las opciones sea empleada en todo momento.

=| Zoom Contral Panel |[=I[3l[>
E— x| oo | {0
v [ 000 | {0
Parameters
zoom [00% [l

Shape |r Grid I |r Grid Points I |r Contour I

| Reset I | Help I | Quit I

Figura A.19: Panel de control de las herramientas de visualizacién.



158 Manual Operativo del Sistema Unamalla v. 2.0 para X Windows

Grid Esta opcion permite desplegar la malla en memoria por composicion
de celdas. Es el despliegue usual que el sistema contempla para la
malla. La composicion del despliegue grafico viene dado por el trazo
del contorno diferenciando los segmentos opuestos de frontera por
colores azul y amarillo y las segmentos curvilineos en azul bajo. Sila
malla contiene celdas no convexas éstas son dibujadas en color rojo.
El sistema contempla un nimero méaximo como tope para graficar
las celdas no convexas, éste nimero fue calculado esperando que a
lo més el 20% de celdas de la malla sean no convexas, si el niimero
total es mayor, el sistema tnicamente senala las primeras.

Grid Points Otra de las herramientas para el despliegue grafico de la malla lo
representa el despliegue de los nodos de la red. Esta opcién describe
en forma semejante la anterior, el contorno de la region, sélo que los
nodos de la red o puntos de interseccién de los segmentos curvilineos
son dibujados ahora con un pequeno circulo de color azul bajo (ver
Figura A.20).

Contour Esta opcion unicamente despliega en colores azul y amarillo, los
segmentos de frontera opuestos dos a dos que conforman la malla.
No describe informacion alguna del orden de los segmentos. Los
segmentos en color azul representan los segmentos “abajo” y “arri-
ba” y el color amarillo a los segmentos “izquierda” y “derecha”

Display Window E=E=1ES|

Figura A.20: Despliegue de los nodos interiores de la malla.

Las opciones agrupadas Zoom parameters y Shape son independientes. Con esto,
queremos decir que moviendo la caja de visualizacion y el pardmetro de profundidad
podemos observar la malla en su conjunto como lineas coordenadas o bien, si es el
caso, los nodos interiores o el contorno de la region.



Manual Operativo del Sistema Unamalla v. 2.0 para X Windows

159
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Figura A.21: Distintos desplieges de la malla en un acercamiento.
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A.4.3 Optimizacion de malla Optimize

Esta opcion del médulo Mesh nos permite trabajar con los funcionales discretos, aqui
implantados para obtener una malla 6ptima.

La malla de trabajo es la que se encuentra en memoria obtendida por TFI o bien,
desde un archivo de datos. Al pulsar la opcién Optimize aparecerd en pantalla un
panel de control conteniendo opciones pop-menu, un control deslizable slider, op-
ciones radio, botones agrupados y no agrupados segiin se muestra en la Figura A.22.

Figura A.22: Mdédulo de optimizacion Optimize

Partamos de un ejemplo concreto, la malla cuad2pp.red, y describamos cada una
de las opciones y cémo actia éste modulo sobre la malla en memoria para obtener
una malla éptima. La malla cuad2pp.red se obtuvo alterando pardmetros de los
métodos obteniendo una malla bastante no convexa sobre una regién de trabajo muy
simple, el cuadrado unitario pero con una distribucién de los segmentos de frontera
muy interesante. Ver Figura A.23.

En el panel de control de optimizaciéon Optimize Control Panel, elegimos el
tipo de funcional a trabajar: opcion Functional, el peso de la combinacién con-
vexa deseada: slider Weight; asi como el método de optimizacién a usar: opcién
Opt. Method y la modalidad de optimizacién, opcién Mode. Todas esas opciones las
describiremos a continuacién. De igual manera se cuenta con una opciéon de botén
Default values que permite retornar a las opciones que por defecto se contempla
en el sistema y son las que consideramos al entrar a éste médulo.
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Figura A.23: Malla de trabajo cuad3pp.red

Eleccion del funcional y del peso

Para la eleccion del funcional de trabajo se cuenta con una opcién pop-menu en la
que se encuentra una lista de los funcionales implantados en el sistema:

Suavidad adaptivo — Area kSmooth-Area
Area adaptivo — Longitud kArea-Lenght
Area — Longitud Area-Lenght
Area — Ortogonalidad Area-Ortho.

Al pulsar la flecha indicadora hacia abajo del pop-menu se desplegard una pequena
caja donde se podré elegir con ayuda del mouse cualesquiera de los funcionales antes
senalados. Al hacerlo en el titulo del control aparecera el relativo al funcional que se
trabajara.

Una vez elegido el funcional, o combinacion de funcionales, se considerar el grado de
combinacion. Esto lo hacemos a través del control deslizador slider para tal efecto.
Moviendo el slider observaremos que el peso, o grado de la combinacién varia desde
0 hasta 1 con incrementos de .01 dependiendo de cémo deslicemos el slider. Excepto
para el funcional de A’reafOrtogonalidad, el valor de la combinacion es independiente
del funcional. Para éste caso especifico del funcional la combinacién es .5 y la opcion
del peso Weight se inhabilita. En uno de los extremos del control puede observarse
(en una caja de texto) el valor elegido al mover el slider.
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Figura A.24: Inhabilitacion del slider al elegir la opcién Area-Orto.

Eleccién del método de optimizaciéon y su modalidad.

Independientemente de la eleccion del funcional y su peso, podemos elegir el método
operar o experimentar en la optimizacién.

En el sistema se han implantado tres métodos de optimizacién de gran escala:
Métodos de Newton Truncado: Newton Truncated, Método de Memoria Limitada
L-BFGS de Nocedal: Limited Memory L-BFGS y una opcién experimental con la
cual se han obtenido buenos resultados para el Método de Newton puntual: Newton
Point to Point.

Cada una de las anteriores opciones son elegidas a través del pop-menu Opt. Method.
Para cada método se ha implantado una modalidad. Por ejemplo en el caso del New-
ton Truncado podemos desear realizarlo con Bisqueda en la Linea o bien con Region
de Confianza. Para el caso de Memoria Limitada se lleva a cabo la optimizacién
almacenando 3 variables en cada paso del método o bien 5; y para el método de
Newton Puntual resolver la ecuacién de Newton por componentes o simultaneo, ver
Garcia [23].

Suavizamiento previo

Otra de las opciones contempladas es realizar un suavizamiento de la malla previo
a su optimizacion Previous Smoothness. Este pre-procesamiento va en el sentido
de desdoblar la malla un poco antes de emplear el funcional elegido y asi reducir el
tiempo y esfuerzo de obtencién de una malla 6ptima. El usuario puede elegir con
los controles radio para tal efecto si desea que dicho proceso sea realizado. En la
parte superior del panel de control Optimize Control Panel puede elegir la opcion



Manual Operativo del Sistema Unamalla v. 2.0 para X Windows 163

Figura A.25: Distintos métodos de optimizacion y el médo o parametro para llevarlo
a cabo.

No si no desea que se lleve a cabo o bien la opcién Yes si desea que esto ocurra.
Por defecto tenemos la dispociéon de que este procesamiento no sea solicitado. El
suavizamiento de las lineas se obtiene usando del funcional de longitud con solamente
algunas iteraciones y usando el método de Newton Truncado con Busqueda en la
Linea, este suavizamiento previo es transparente al usuario sélo se informa en el panel
de despliegue del proceso de optimizacién las iteraciones y el tiempo transcurrido.

Valores predeterminados

En cualquier momento el usuario puede pulsar el botéon Default values y los va-
lotes predeterminados se usaran para la optimizacién. Los valores predeterminados
son: Funcional de k—AreafLongitud, con un peso de .5, haciendo uso del optimizador
Newton Truncado con Regién de Confianza y sin suavizamiento previo.

Una vez que hemos elegidos los pardmetros para buscar la optimizacon, al pulsar
el botén Start de Optimize Control Panel el proceso iniciard ocultando la ventana
de control de la eleccion de la optimizacién y en su lugar presentard una ventana de
control donde se desplegara la informacién relevante del proceso.

En dicha ventana se observan los datos seleccionados para la optimizacién en el
costado izquierdo, en fondo negro y letras de color amarillo. La informacién que sale
es la siguiente
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Optimize Cantrol Panel

Figura A.26: Ventana de despliegue de informacién de la optimizacién.

Grid name Nombre de la malla
Dimention  Dimensién de la malla
Functional Funcional elegido

Weight Peso de la combinacion del funcional
Method Método de optimizacion a gran escala
Mode Modalidad del método de optimizacion.

Al costado derecho de la ventana se observa informacién de los datos que el
sistema va desplegando en cada paso de la optimizacién. Algunos de estos valores son
muy técnicos pero nos describen el desarrollo del proceso. La informacion que ahi se
observa en la Tabla A.1.

En la parte superior, en la caja de mensajes Status, se ve el estado que guarda
el proceso, si al inicio la malla es convexa o no, si el proceso de optimizacién fue
satisfactorio, si éste fue detenido por el usuario o bien si hubo algin problema con la
optimizacién y de qué tipo. Los mensajes usuales estan la Tabla A.2.

Esos mensajes nos aportan informacion de lo ocurrido en el proceso de opti-
mizacién. Naturalmente los mensajes idéneos serian Convex grid, Stop by FTOL
condition o bien Convex grid, Stop by GTOL condition, es decir, que el proceso
se ha detenido satisfactoriamente cuando se ha logrado la condicién de paro por dife-
rencia relativa en los valores de la funcion, o bien por haber logrado la condicién de
paro por el gradiente.

El panel de control contempla tres botones importantes: Pause/Continue, Stop
y Restart, ver Figura A.26. El botén Pause permite poner en pausa el proceso y
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Alfamin a_ de la malla actual

Kcurrent k/a

Kold Fanterior/®

IterSmooth Numero de iteraciones de suavizamiento previo
IterHomotopic Numero de iteraciones del paso de homotopia
IterClassic Numero de iteraciones del paso cldsico de optimizacion
Inocon Nimero de celdas no convexas de la malla actual
Fvalue Valor del funcional

Gnorm Valor de la norma del gradiente

Process Time Tiempo transcurrido del proceso de optimizacion.

Tabla A.1: Informacion del proceso de optimizacién.

se continua al pulsar el mismo botén cuya leyenda ha cambiado a Continue. Esta
herramienta permite poner en pausa el proceso a fin de detenernos a observar el
cambio de los valores de la optimizacion y la malla misma. El botén Stop detiene
el proceso. El tercer boton Restart permite reiniciar el proceso cuando éste haya
concluido o bién cuando lo hayamos detenido. Esta herramienta es muy importante
ya que dada las condiciones de paro para la optimizacién podriamos estar interesados
en reiniciar el proceso para obtener algunas iteraciones mas con la malla de salida con
el objetivo de tener una “mejor” malla. Esta opcion permancera inactiva en tanto no
se concluya el proceso de optimizacién o bien no lo dentengamos pulsando la opcion
Stop.

Concluimos esta opcion de Optimize del médulo malla mostrando las ventanas
correspondientes a la informaciéon de la malla cuando han transcurrido 5, 10, 15 y 25
iteraciones asi como la 6ptima obtenida luego de optimizarla un poco mas.
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The initial grid is convex, optimizing

The initial grid is non convex, optimizing

grid, the initial grid is good

grid, the homotopic step is ok

grid, STOP by FTOL condition

grid, STOP by GTOL condition

grid, STOP by MAXITER condition

Non convex grid, STOP by MAXITER condition

Convex grid, STOP by user

Non convex grid, STOP by user

The interval of uncertainty is at mos xtol

Convex grid, Rounding errors prevent furthet progress
Non convex grid, Rounding errors prevent further progress
Convex grid, the step is at the lower bound STPMIN

Non convex grid, the step is at the lower bound STPMIN
Convex grid, the step is at the upper bound STPMAX

Non convex grid, the step is at the upper bound STPMAX
Convex grid, the number calls of FCN has reached

Non convex grid, the number calls of FCN has reached

Convex
Convex
Convex
Convex
Convex

Tabla A.2: Mensajes de salida y ejecucién en el proceso de optimizacion.

Ciptimize

’7 Status —————

Control Panel

SIS

Alfamnin =1.141e+00
Kewrent 1.9955
Keold 1000.0000

Hweight 0.9344

IterSmooth
IterHomotoric
IterClassic

Inocon

Wei,
2t Fvalue
Method Gnonm
Mode
Process Time I 0
Pause I | Stop I ‘ Restart I | guit I

Figura A.27: Proceso luego de 5 iteraciones
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= | Display Window [I[B]X]

Figura A.30: Malla 6ptima luego de algunas interaciones

A.4.4 Guardar informacién Save

Esta opcion del médulo malla nos permite guardar los datos de la malla en curso en
un archivo de datos.

Al situarnos en el panel de control Mesh Control Panel y contar con una malla
en memoria se guarda la informacién de esta malla en cualquier momento al pulsar
la opcion Save. Al hacerlo aparecera en primer plano de pantalla un browser con el
cual podemos indicar el directorio donde se deposita la informacion asi como elegir o
indicar en el campo de entrada el nombre del archivo y el formato XY o RED donde los
datos se guardan.

En la parte superior del browser se indica el directorio en uso y en el cuerpo del
browser observaremos un listado de los archivos que ahi se encuentran. Al pulsar la
opcién Ready los datos se depositan en disco y se regresa el control de funciones a
Mesh Control Panel. Pulsando la opcién Cancel se anula la operacién de guardar
informacién y de igual forma regresamos el control a Mesh Control Panel.

A.4.5 Aplicaciones con mallas convexas Applications

Esta opcién es exclusiva para mallas convexas. Contando con una malla en memo-
ria podemos llevar a cabo operaciones de refinamiento uniforme y resolver algunas
ecuaciones diferenciales elipticas sobre la region.

Este médulo de aplicaciones se ha integrado al sistema de manera que el usuario
pueda experimentar o resolver algunas ecuaciones diferenciales y también pueda cons-
truir una malla mas fina a partir de la obtenida.
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File Bt

cuad2ppolred

Figura A.31: browser para guardar la malla en curso.

Al pulsar la opcién Applications del médulo de mallas aparecera un panel de
control Applications Control Panel donde hay dos opciones de botén Refinement
y PDE solve asi como las ya conocidas Help y Cancel.

Refinamiento uniforme Refinement

Una herramienta muy util para algunas aplicaciones es contar con una malla més
fina que la actual es cuando estamos interesados en hacer mediciones con mayor
precisién o con mayor detenimiento en secciones o area particulares de la regién.
Muchos generadores de mallas o programas que refinan mallas lo hacen de manera
automatica siguiendo un patréon de comportamiento de la solucién adaptiva. En otros
el refinamiento es manual y especifico sobre la seccion de interés.

En el sistema hemos considerado que el refinamiento sea uniforme en toda la malla
ya que nos interesa hacer mediciones globales y proveer al usuario diversas mallas
refinadas que luego pueda optimizar y entonces utilizar en sus mediciones. La técnica
que empleamos para lograr este refinamiento es a través de interpolacién lineal, in-
terpolacion entre lineas.

Al pulsar la opcién Refinement se deja paso a Refinement Control Panel en el
cual se introduce el nimero de lineas que van a ser interpoladas entre dos segmentos
de linea. El panel de control consta de dos counters con los que introducir por golpe
de boton de mouse el nimero m de lineas a insertar entre las lineas curvilineas que
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Figura A.32: Panel de control de las aplicaciones con una malla convexa.

unen lo segmentos de frontera “azul” y el nimero n de lineas entre los segmentos
curvilineos que unen los segmentos de frontera “amarillo”. Ver Figura A.33.

Figura A.33: Refinement Control Panel

El proceso consiste en insertar lineas entre las ya existentes. Al finalizar el proceso, o
bien tendremos la malla con la nueva dimension, o bién la original antes del proceso
al cancelar éste.

Como se ha comentado con los contadores se indica el nimero de lineas a insertar
(los puntos a interpolar entre lineas). En la caja de informacién Original dim. se
observa la dimensién original de la malla antes del proceso de refinamiento. En la
caja Parameter dim. se ve cudl es la nueva dimension de la malla si pedimos que
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ésta se construya (al pulsar el botén Apply). En la caja Current dim. se presenta
la dimension de la malla que se encuentra en pantalla.

Figura A.34: Cambio de dimension de la malla al refinarla

Al pulsar el botén Apply se llevard a cabo el refinamiento y obten en pantalla la malla
resultante, ver Figura A.35

La opcion Reset cancelara el refinamiento llevandonos a los pardmetros originales y
a la malla primera. Con el botén Accept se obtiene la malla resultante y con Cancel
se anula toda operacién hecha teniendo en pantalla la malla primera antes de éste
proceso.
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Figura A.35: Aplicacién del refinamiento y malla resultante.
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Solucién numérica de algunas EDP PDE solve

Otra de las aplicaciones que se ha dispuesto en el sistema es la resolver algunas
ecuaciones diferenciales parciales elipticas sobre la region.

Este modulo fue construido para experimentar las diferentes mallas éptimas del sis-
tema obtenidas con los funcionales discretos. La idea es verificar qué tan adecuadas
resultan nuestras mallas sobre un problema especifico de EDP. Con esta aplicacién el
usuario puede experimentar con la malla convexa y 6ptima comparar resultados tanto
con diferentes funcionales empleados como con distintos refinamientos sobre la malla.
El sistema es versatil al conjuntar una serie de herramientas integradas y conectadas
para su uso en todo momento.

Contando con una malla convexa y trabajando en el panel de control Applications
Control Panel al pulsar la opcién de boton PDE solve el panel anterior desaparecera
dando lugar a PDE Solver Control Panel y una nueva ventana de despliegue gréfico:
Surface Solution se tendra en pantalla junto con la tipica ventana de despliegue
de la malla; asi por una parte tendremos la malla en la region de trabajo y por otra
la superficie solucién cuando necesitemos graficarla.

El panel de control consta de un pop-menu para elegir el tipo de ecuacién a resolver.
Por el momento sélo se dispone de ecuaciones diferenciales elipticas escritas en la
forma:

02U 02U 02U
Y 19 dhd —
03 + baxay + Cagﬁ +dU = g(z,vy)

donde a, b, ¢,d € IR son constantes y g es una funcién escalar sobre la region €. El
sistema cuenta con campos de entrada para introducir los valores de las constantes
y un pop-menu donde el usuario puede elegir la funcién g entre constante o bien una
sinosoidal. Las condiciones de frontera de la EDP son tratadas sobre cada uno de los
cuatro segmentos de frontera y para cada una de ellas Bnd1, Bnd2, Bnd3 y Bnd4 el
usuario puede elegir entre ser constantes, una funcién parabdlica o bien senosoidal; a
un costado de cada pop-menu se ha dispuesto de un campo de entrada para introducir
el parametro en cada una de las funciones, éste parametro basicamente es en valor
maximo que sobre cada segmento de frontera tiene la funcién partiendo ésta de los
vértices correspondientes.

Una vez elegida la ecuacion diferencial y los valores a la frontera, podemos intentar
resolverla y en su caso graficar los resultados. Se dispone de botones de opcién Solve,
Plot results, Save results y los convencionales Help y Quit.
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Figura A.36: Panel de control del resolvedor de EDP.

Solve Al pulsar esta opcién se realizara la llamada al procedimiento que
resuelve la EDP y, dependiendo si el resultado ha sido exitoso o no
en la caja de mensajes Status solver se desplegard informacion al
respecto. El drive usa un esquema iterativo de SOR de 9 puntos.

Plot results Habiendo obtenido un resultado exitoso se tendra activa ésta opcion
con la cual se podra graficar la superficie solucién. Esta 6pcién
actualiza la superficie existente en la ventana de despliegue Surface
solution.

Save results El resultado soluciéon obtenido se guarda en el archivo de datos
bajo el formato MESH. Con esta opcién tendremos un browser con
el cual indicamos la trayectoria donde estard el archivo y el nombre

de éste.
Help Proporciona ayuda en linea a través del browser Netscape.
Quit Salida del médulo EDP.

Una vez obtenido el resultado se grafica con la opcién Plot results en la ventana
Surface solution y mediante las teclas de flechas podemos rotar sobre su eje la
superficie, ver Figura A.38.

Sobre la ventana de despliegue de la superficie y con el botén derecho del mouse,
elegimos en un ment elegimos algunas caracteristicas del despliegue de superficie como
son: Model view y View type. En Model view podemos elegir el modo Smooth o
Flat si queremos un suavizamiento de los arcos de las lineas o sean éstas simplemente
desplegadas. En View type podemos elegir ver en superficie o en malla la solucién.
En la Figura A.39 mostramos la forma de despliegue por Surface y por Mesh.

El formato MESH elegido para guardar los resultados es compatible con Geomview,
el visualizador interactivo de imagenes 3D, con él se puede desplegar los resultados
desde diversos angulos, sombras y distintos focos de visién.
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Figura A.37: Eleccién de una EDP y mensaje del resultado obtenido por SOR,

En algunos casos puede ser que no obtengamos una solucién por diversas razones,
si entre ellas se encuentra que la malla no es lo suficientemente fina, podemos volver
al médulo de aplicaciones para hacer un refinamiento de la malla e intentar resolverlo
de nueva cuenta. El moédulo implantado solamente resuelve algunas ecuaciones dife-
renciales particulales del tipo eliptico.
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Surface Solution [=I[3][>]

Figura A.38: Graficacién de la superficie solucién.

Surface Solution =| surface Solution (| [=1 |

Figura A.39: Despliegue de la solucién tanto por superficie como por la malla.
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A.5 Entrada y salida de datos

La especificacion de los datos que emplea el sistema ayuda a conocer como inter-
cambiar la informacién hacia y desde el sistema con nuestra aplicacién. Pasemos a
describir el formato de datos que maneja el sistema.

Los datos que se manejan son tres: contorno, malla y superficie. Cada uno ello
tiene un formato diferente todos en formato ASCII.

A.5.1 Formato del archivo de datos de los contornos

Los archivos de un contorno cuentan con un formato muy simple: el nimero de
puntos, una identificacion de los segmentos de frontera que cuenta y las coordenadas
del contorno. Enfatizamos que los contornos son cerrados por lo que la descripcién
debe considerar que el punto de inicio y el punto final sean los iguales; de igual
manera para fines practicos los consideramos con un orden: el sentido contrario a las
manecillas del reloj. Otro punto mas es que el sistema acepta regiones con agujeros
siempre que se senale.

El archivo de datos tiene el formato:

m ibflag nbl nb2 nb3 nb4
x_1y.2
x_2 y.2
x_3 y_3

X_Mm y_m

bajo este formato x_m=x_1 y y_m=y_1. Se explica cada una de las entradas.
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13

12,
16.
19.
15.
11.

20.
30.
12,

O O O O O O O O O O O o o

ibflag

nbil
nb2
nb3
nb4

Ti Yi

Es el nimero total de puntos a la frontera. El primero y el ultimo
deben repetirse para considerar el contorno cerrado.

Indicador del tipo de contorno.

=1. Los segmentos de frontera iran definidos.

=13. Los segmentos de frontera 1 y 3 son iguales. En una region
con agujeros es necesario hacer un corte y entonces dos segmentos
de frontera son iguales.

=24. Los segmentos de frontera 2 y 4 son iguales. Similar al caso
anterior.

=0. No hay segmentos de frontera determinados para el mapeo. El
sistema considerard una elecciéon automatica.

Numero de puntos que describen el segmento de frontera 1.
Nimero de puntos que describen el segmento de frontera 2.
Nimero de puntos que describen el segmento de frontera 3.
Numero de puntos que describen el segmento de frontera 4.
Coordenadas x y y del contorno.

Un ejemplo de archivo donde la frontera 1 y la frontera 3 son iguales es el siguiente:

132725

-3.0

= D b O O
o O O O O

O O O O O O O

Cuando la region consta de mas de un agujero necesitamos realizar mas de un
“corte”, tratando de unir fronteras exteriores con la interior y entonces “desdoblar”
la region.

En el caso de la malla cuad2pp.red que hasta ahora nos ha servido para ejem-
plificar los moédulos del sistema tiene por contorno al archivo
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e O
=< )
\\‘ ./

Figura A.40: Contorno de una regiéon con un agujero

7 1 2 2 4 2
0.4000 0.0000

0.6000 0.0000

1.0000 0.0000

1.0000 1.0000

0.0000 1.0000

0.0000 0.0000

0.4000 0.0000

Cabe destacar en los datos del contorno que el sistema guarda en archivos son im-
presos en formato F11.4 de FORTRAN. Sin embargo, la lectura el formato es libre, sélo
debemos respetar, con un espacio en blanco las distintas entradas asi como el salto
de linea al finalizar una coleccién de datos.

La orientacion de los contornos es importante para la posterior obtencion de ma-
llas 6ptimas por medios discretos. Si el contorno en cuestién presenta orden negativo
(sentido de las manecillas del reloj) el sistema realiza el cambio a sentido positivo
(contrario a las manecillas del reloj) de manera transparente para el usuario.

A.5.2 Formatos de archivo de mallas

El sistema maneja dos tipos de formato para los archivos de mallas, formato XY y
formato RED. El primero ha sido empleado en sistemas anteriores y su formato sigue
la estructura de una matriz. El segundo es un formato de reciente diseno donde
los nodos interiores son facilmente localizables y ha resultado ser éste tltimo muy
practico en la optimizacion de los funcionales discretos. Pasemos a describir cada
uno de ellos.

Tomando en cuenta los nodos interiores y exteriores de la malla como un gran
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matriz, numeramos los nodos y su posicion por filas y columnas. Fijando los segmen-
tos de frontera “abajo”, “derecha”, “arriba” e “izquierda”, nuestra matriz de nodos
partiria de abajo hacia arriba y de izquierda a derecha, ver Figura A.41.

n @ L o L L L L L L L L ®

® | @, 0 o o [ [ [ [ [ ® . 0
@i,
2 ) L ® ® ® [ ] [ ] o o [ [
o o o o o o o o o o
o ® ® ® o o ® ® o o
1 @ @ ® ® @ ® ® ® @ @
- i i+1 m

Figura A.41: Matriz de nodos y su orientaciéon para la numeracion de los mismos.

Siguiendo esta idea, un nodo r tendria coordenadas i y j; es decir, en la columna
iy fila j de nodos. Una celda ¢; ; tendra por vértices a los nodos (7,7), (i + 1,7),
(t4+1,5+1), (4,7 +1). Bajo estas suposiciones, veamos cada uno de los formatos
dispuestos para la malla.

Formato XY

El formato XY consiste en imprimir en archivo la matriz de nodos por columnas,
iniciando desde la izquierda y hasta la tltima columna imprimiendo 7 valores por
linea de archivo bajo el siguiente esquema

mn
filename

x_11 y_11 x_12 y_12 x_13 y_13 x_14
y_14 x_15 y_15 x_16 y_16 x_17 y_17

x_21 y_21 x 22 y_22 x_23 y_23 x_24
y_24 x_2b y_25 x_26 y_26 x_27 y_27
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x_ml y_ml x_m2 y_m2 x_m3 y_m3 x_mé4

y_m4d x_mb y_mb x_m6 y_m6 x_m7 y_m7

. X_mn y_mn

En este formato m x n es la dimension de la malla. Expliquemos cada una de las
entradas

m Numero de puntos en cada linea horizontal de la malla. Tengamos
en cuenta que la dimension de la malla es mn.
n Numero de puntos en cada linea vertical de la malla. Tengamos en

cuenta que la dimension de la malla es mn.

filename Nombre del archivo de datos.

Tijy Yij Coordenadas de los nodos de la malla. Las coordenadas se impri-
men 7 por cada linea de archivo luego viene un salto de linea y se
prosigue hasta finalizar todos los nodos.

Este formato como bien hemos sefialado es natural en cuanto al orden empleado para
nombrar los nodos como elementos de una matriz. El formato de impresion sigue
siendo F11.4 aunque para su lectura basta que los datos se encuentren separados por
un espacio siguiendo la distribucién de sus elementos.

Formato RED

El formato RED surge como una necesidad para delimitar los nodos a la frontera
y los nodos interiores para de ésta forma, manipular facilmente los nodos internos
de la malla en el médulo de optimizacién. Los nodos interiores son las incognitas
al problema de optimizacién. Bajo ésta idea el formato RED describe primero los
nodos a la frontera y seguidamente los nodos interiores, describamos el formato de
los archivos. Un archivo tipico de mallas bajo el formato RED tiene la forma,

m n

filename

x_11 y_11 x 21 y_21 x_31 y_31 x_41
y-41 x_ 51 y_ 51 x_ 61 y_61 x_71 y_71

.ox_ml y_ml x_m2 y_m2
x_m3 y_m3 x_m4 y_m4d x_mb y_mb x_mb
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ox_12 y_12 x_22 y_22
y_23 x_23 y_24 x_24 y_25 x_26 y_26

. . x_2m-1 y_2m-1 x_32 y_32
x_33 y_33 x_34 y_34 x_35 y_3b x_36

. X_mn y_mn

donde

filename

1‘7-, yT‘

Nimero de puntos en cada linea horizontal de la malla. Tengamos
en cuenta que la dimension de la malla es mn.

Nimero de puntos en cada linea vertical de la malla. Tengamos en
cuenta que la dimension de la malla es mn.

Nombre del archivo de datos.

Coordenadas de los nodos de la malla. Los datos se imprimen 7
por cada linea de archivo luego viene un salto de linea y se prosigue
hasta finalizar todos los nodos. Primero se imprimen los nodos
de la frontera 1, luego los que se encuentran en la frontera 2 sin
repetir, luego los nodos de la frontera 3 sin repetir y finalmente los
de la frontera 4 sin repetir ni uno. Luego vienen los nodos interiores
imprimiéndolos por lineas verticales inmediatamente después de la
frontera 4 hasta antes de la frontera 2.

Este formato permite contar en un arreglo a todos los nodos de la malla y a partir de
un nimero ibo = 2(2m + 2n — 4) todos los nodos interiores. El formato de impresién
de los datos es F11.4, es decir, con cuatro cifras decimales.

Si el formato a leer desde un archivo no coincide con el esperado, en el despliegue
grafico observaremos informacion que no corresponde a la malla.

A.5.3 Formato de archivos MESH

Los archivos MESH son resultados de la superficie solucién de una EDP obtenida por
el sistema. El formato es muy simple: describe los puntos z,y, z de la superficie a
partir de la numeracion por columnas de la malla. El formato es el siguiente:
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MESH
m n
x_11 y_ 11 =z_11
x_12 y_12 z_12

x_1n y_1n z_1n
x_21 y_21 z_21
X_22 y_22 z_22

X_mMn y_mn z_mn
Para el formato de impresion seguimos empleando F11.4. Los archivos con éste
formato pueden ser leidos con el programa Geomview para visualizar algunas carac-
teristicas de la superficie desde distintos puntos de observacion y sombras.

A.6 Sobre el sistema UNAMALLA y su nombre

A.6.1 Sobre el nombre UNAMALLA

El nombre UNAMALLA es la unién de dos siglas: UNAM y MALLA. Puede ser leido como
UNA-MA-LLA y pronuciado de diversas formas: UNA-MALLA, UNAM-MALLA. La idea del
nombre es connotar el hecho de que en la UNAM se realizan investigaciones sobre la
generacion de mallas.

A.6.2 Sobre el grupo de trabajo UNAMALLA

El grupo de trabajo UNAMALLA consta de estudiantes y profesores de distintas univer-
sidades del pais interesados en el area de generacién de mallas y sus aplicaciones.

Las universidades participantes son: Universidad Michoacana de San Nicolds
de Hidalgo, Universidad Auténoma de Saltillo, Coahuila y la Universidad Nacional
Autonoma de México.

Los responsables del proyecto son: Dr. Pablo Barrera (UNAM) y el Dr. J. Gerar-
do Tinoco Ruiz (UMICH). Los participantes en el proyecto son: Fco. Dominguez
Mota (UMICH), Irma D. Garcia Calvillo (UAdeC), Adriana Herndndez Rivera
(UNAM), Guilmer Gonzélez Flores (UNAM) y Luis Alberto Vésquez (UNAM).
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A.7 Requerimientos técnicos del sistema

El sistema esta escrito en lenguaje Fortran 77 y C ANSI por lo que los médulos y los
drives de tareas especificas pueden ser empleados directamente en otras aplicaciones.
Para la interfase con el usuario, las GUI (Graphical User Interface), se empled la
biblioteca libre XForms Library basada exclusivamente en la biblioteca X1ib, lo cual
hace que el sistema pueda ser empleado en casi cualquier computadora que cuente
con el sistema de ventanas X Windows haciendo con esto portable el sistema hacia los
sistemas donde pueda trabajar correctamente la biblioteca X1ib.

Para el despliegue de datos del contorno y la malla se emplearon primitivas de
OpenGL haciendo eficiente el manejo y despliegue de los graficos en sistemas que lo
soporten. OpenGL fue disenado para Workstation SGI por lo que el sistema funciona
muy bien en este tipo de plataformas. Las primitivas de OpenGL ha tenido gran
aceptacion entre los disenadores de sistemas graficos a tal punto que existe software
y harware basados en ellas. Uno de estas herramientas es la biblioteca Mesa que
interpreta primitivas de OpenGL y es portable a casi cualquier plataforma con sistemas
X Windows.

El sistema UNAMALLA se carga en memoria y hace uso de los recursos existentes
por lo que el unico limite en usuarios simultaneos es el que pueda soportar el sistema.
Cualquier falta de memoria es reportada en la caja de estado del panel de control. Con
el sistema ha sido posible generar y optimizar mallas de 999 x 999 en computadoras
PC teniendo por referencia el sistema basico Linux RedHat 6.2 con 32Mb y una
tarjeta de video de 4Mb.

A.7.1 Plataformas soportadas

El sistema UNAMALLA trabaja sobre una gran cantidad de sistemas Unix. El sistema
ha sido probrado satisfactoriamente en los sistemas: Linux, SGI y Sun (Sun-0S 4.1x
y Solaris). La distribucién precompilada se encuentra disponibles en tales sistemas.

El sistema estd escrito en Fortran 77 y C ANSI usa las bibliotecas XForms
Library y las primitivas de OpenGL para el despliegue grafico. La creacion y manejo
de ventanas se logra con la biblioteca GLUT. Asi pues, el sistema puede ser compilado
en casi cualquier plataforma Unix con sistema de ventanas X Windows donde éstas
bibliotecas se encuentren disponibles: Por ejemplo: FreeBSD, HP, RISC, Dec Alpha,
RS/6000, NeXT, por mencionar algunas.

En algunas de las versiones precompiladas, las bibliotecas graficas son ligadas de
manera estatica por lo que no es necesario contar con tales bibliotecas instaladas en
la maquina.
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Cabe senalar que existe una versién para PC en el sistema operativo DOS. Esta
versién es mas pequena y hace uso de las bibliotecas graficas de Microsoft C 6.0A.
En éste tipo de compiladores la representacién por 3D es muy complicada por esto
no se encuentra implantada el médulo PDE.

A.7.2 Instalacion de las distribuiciones binarias

Si se ha hecho de una copia de la distribucién binaria para un sistema Unix (Linux,
SGI, Solaris, etc.) puede ejecutar el sistema luego de desempacarlo al introducirse al
directorio unamalla y tipeando en la linea de comandos malla.

El programa binario se encuentra dentro del directorio principal de distribucion el
cual contiene algunos subdirectorios donde el usuario cuenta con contornos y mallas
de ejemplos asi como depositar ahi sus resultados.

Al ejecutar el sistema se tendra en pantalla dos ventanas Principal Control
Panel y Display Window que podrd moverlas dentro del escritorio del sistema de
ventanas X Windows preferido para su uso. Si existe algiin problema para el despliegue
grafico, contacte con el soporte técnico del sistema.

A.7.3 Soporte Técnico para el Sistema.

Existen muchas formas de obtener apoyo para el uso e instalacién del sistema.

1. Visitando la pagina UNAMALLA, http://tycho.fciencias.unam.mx/unamalla.
El cual contiene los documentos mas relevantes del sistema y los funcionales
discretos empleados asi como versiones no definitivas de nuevos desarrollos y
sistemas experimentales.

2. Contactando con el grupo UNAMALLA para el soporte. Puede enviar un correo a
la direccion unamalla@athena.fciencias.unam.mx para recibir ayuda sobre el
uso del sistema asi como puede reportar en ésta direccion cualquier problema
que el disenador y programador no haya previsto para su funcionamiento.

3. Contactando con la persona que disefié y programo el sistema y uno de quienes
se encargan del mantenimiento del mismo: Guilmer Gonzalez en la direccién de
e-mail: gfgf@athena.fciencias.unam.mx



Apéndice B

Métodos de Optimizacion de Gran
Escala

B.1 Introducciéon

Comenzando con z, los algoritmos de optimizacién generan una sucesion {zy}r_,
hasta que no avance o cuando algin iterando satisfaga las condiciones de minimo
local con alguna precisién, es decir, que converge. Para decidir como moverse de
una iteracién a la siguiente, los algoritmos utilizan informaciéon de la funcién en
xp v posiblemente de iteraciones anteriores g, 1, ..., Zr_1, con esta informacién se
encuentra un nuevo punto zj,; donde el valor de la funcién es menor que en x.

Los métodos de descenso generan una sucesién {x;} de aproximaciones a la
solucién de manera que

f(@r) < f(a)

para toda k, esto es, se acepta la nueva iteracion xp,, si produce una reduccién en
el valor de la funcién objetivo, de tal forma que el valor de la funcién en la iteracion
actual es menor que el valor de la funcién en iteraciones anteriores. Una de las
caracteristicas de los métodos de descenso es que en la iteracion k£ se debe avanzar
sobre una direccién p la cual tiene que ser una direccion de descenso, esto es, una
direccion sobre la que la funcion, localmente, decrezca.

Defincion. Una direccién p se dice de descenso en el punto x; si la derivada direccional
de f en x; sobre la direccidén p es negativa, esto es, si satisface

P'Vf(zr) <0
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La condicion de descenso por si sola no es suficiente para garantizar que la ite-
racién {zy} se aproxime a un minimo local. Se requieren condiciones mas fuertes
para forzar a la sucesion a entrar en una vecindad del minimo local. Una vez que
la iteracién entra en tal vecindad, los métodos de descenso usualmente convergen
rapidamente al minimo local.

Existen dos estrategias fundamentales para llevar la iteraciéon a una vecindad del
minimo local: busqueda lineal y regién de confianza. La mayoria de los algoritmos
utilizan una de ellas.

B.1.1 Buasqueda lineal y regién de confianza

En la estrategia de bisqueda lineal el algoritmo escoge una direccion de descenso, py,
llamada direccion de busqueda, y busca a lo largo de esa direccion, partiendo de zy,
un nuevo elemento de la iteracion donde el valor de la funciéon decrezca.

La distancia a recorrer sobre la direccién p, puede encontrarse resolviendo apro-
ximadamente el problema unidimensional de encontrar un o* € R tal que

o = argmin f(xg + apg)
a>0

Si este problema se resuelve exactamente, se tendria el maximo beneficio sobre la
direccion pyg, sin embargo resolver el problema exactamente es muy costoso en la
practica, es por esto que se utilizan soluciones aproximadas al minimo de esta funcién
por medio de un algoritmo que genera un numero limitado de puntos de prueba,
hasta que se encuentra un « cercano al minimo exacto. Una vez que se tiene la nueva
iteracion zy. 1 se genera una nueva direccion de descenso y se repite el proceso.

En la segunda estrategia, conocida como regién de confianza, se utiliza infor-
macién local de f para construir un modelo de la funcién, ¥, de manera que el
comportamiento de W, cerca de x; sea semejante al comportamiento de f. Entonces
minimizando ¥, nos acercaremos al minimo de f. Como el modelo ¥, puede no
ser una muy buena aproximaciéon de f cuando no se estd cerca de xy, se restringe
la busqueda del minimo de ¥, en alguna regién alrededor de x, usualmente a una
bola con centro en zp y radio Ay, a Ay se le conoce como el radio de la regiéon de
confianza. En otras palabras, generamos el paso py como

pr = arg min ¥y (zy, + p) (B.1)
P

donde zp 4+ p estd dentro de la regiéon de confianza. Si con px no se produce una
reduccion suficiente en f, es porque que la region de confianza es muy grande, se
disminuye Ay y se vuelve a resolver (B.1).
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El modelo ¥, usualmente es una funciéon cuadratica de la forma

1
Uiz +p) = f(zp) + 'V o) + §ptka
donde V f(zy) es el gradiente de la funcién y By es una matriz que aproxima la matriz
hessiana en x;.

La estrategia de region de confianza, determina primero cuanto debe moverse
y después la direccion en la que hay que hacerlo, mientras que la busqueda lineal
primero se determina la direcciéon sobre la que hay que avanzar y despies cuanto
moverse sobre esa direccién.

B.2 Meétodo de Newton

Supongamos que tenemos f : R” — R una funcién dos veces continuamente diferen-
ciable. El método de Newton para minimizar una funcién puede derivarse suponiendo
que tenemos una aproximacién x; al minimo local de f y que en una vecindad de zy,
se satisface

f(xr +w) = f(ag) + ¥ (w)
donde )
U(w) = Vf(zp)w+ §th2f(xk)w

es el modelo local cuadratico de f en x,. Si esta aproximacion es buena, entonces
una mejor aproximacién se obtiene con

Tpy1 = Tk + Sk

donde el paso s; es el minimo de ¥;. Debido a las condiciones de un minimo local,
s debe ser tal que
V\Ifk(Sk) = Vf(xk) + VQf(ib'k)Sk =0

entonces el método de Newton parte de una aproximacion inicial xzy y genera una
sucesion de la forma

Trr = ok — VO (2r) "V () (B-2)

Uno de los principales resultados del método de Newton es su convergencia local
para cualquier punto inicial que se encuentre en una vecindad del minimo local,
esto es, que se encuentre en el llamado dominio de atraccion, la region donde se
garantiza que la iteracién de Newton converge. Desafortunadamente para muchos
problemas este dominio de atraccién es muy pequeno y es necesario utilizar estrategias
de globalizacion de manera que hagan que la iteracién en algiin momento entre en él,
de forma que una vez ahi, la convergencia esta garantizada.
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Una de las principales caracteristicas del método de Newton es su velocidad de
convergencia. Sila funcion es Lipschitz continua entonces en una vecindad del minimo
local, el método converge cuadraticamente, esto es, existe 5 > 0 tal que

k1 — 2" < Bl — 2" ||

La convergencia cuadratica implica que el nimero de cifras significativas de xj al
aproximar a r* se duplica en cada iteracién.

El método de Newton con alguna estrategia de globalizacion como bisqueda lineal
o region de confianza opera muy bien en la practica, pero tiene la desventaja de ser
muy costoso. Como una alternativa recomendable, se proponen los métodos Quasi-
Newton, los cuales tienen una velocidad de convergencia menor que la de Newton,
superlineal, pero con la ventaja de ser econémicos y confiables. Se recomiendan sobre
todo en problemas densos.

B.3 Meétodos Quasi—-Newton

Muchos de los métodos de optimizacion estan basados en modelos cuadraticos locales
de la funcién objetivo, la forma mas conocida de este tipo de métodos es el método
de Newton.

La k—ésima iteracion del método de Newton esta dada por

i) Resolver V2f(zg)sr, = =V f(zy)

11) Tht1 = Tk + Sk

La principal desventaja del método de Newton es el conocimiento de la segunda
derivada de la funcion en cualquier punto, en muchas aplicaciones lo mas que puede
tenerse es la primera derivada. Es por esto que se generaron métodos relacionados
con el método de Newton donde solo se hace uso de la informacién de la primera
derivada de la funcién. La primera idea es aproximar la matriz hessiana de f por
medio de diferencias de los vectores gradientes, pero esto tiene el inconveniente de que
la matriz resultante puede no ser positiva definida, ademas se requieren n evaluaciones
del gradiente para cada iteracion, el proceso puede resultar muy costoso.

Para superar estas desventajas Davidon en 1958, introdujo una nueva clase de
métodos conocidos como Quasi—-Newton, éstos son métodos tipo Newton en donde
la inversa de la matriz hessiana es aproximada por una matriz simétrica positiva
definida, la cual es corregida o actualizada en cada iteracion. La estructura basica de
estos métodos en la iteracién k, partiendo que se cuenta con Hj, una aproximaciéon a
la inversa de la matriz hessiana en i, es la siguiente:
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i) sp=—HVf(zy)
i) pp = o + s

iii) Actualizar Hy para obtener Hy.
Este método presenta algunas ventajas respecto al método de Newton:

a) Solo requiere informacién de la primera derivada de la funcién.

b) Hi positiva definida, implica que la direccién encontrada es siempre una direccién
de descenso.

c) Reduce el nimero de flops por iteracién.

El punto c) se alcanza ya que se puede aproximar la inversa de la matriz hessiana,
en lugar de la matriz hessiana directamente, lo cual evita la resolucién de un sistema
lineal en cada iteracion. Debido a estas propiedades es que los métodos Quasi—Newton
son bastante utilizados en la practica. Su desempeno es muy satisfactorio, el orden de
convergencia ya no es cuadratico como en el caso de Newton, se reduce a superlineal.

Existen varias formulaciones para la actualizacion de la matriz hessiana, lo cual da
lugar a varios métodos tipo Quasi—Newton, de las mas eficientes podemos mencionar
la actualizacion tipo BFGS, en donde dada B aproximacién a la inversa de la matriz
hessiana en z, se obtiene la formulacion
(s — By)s' + s(s — By)!  y'(s — By)ss"

¢ - tyr)2
sty (s'y)
que es una aproximacion a la inversa de la matriz hessiana en el punto z,, donde

s=ay—x, y=Vflry)-Vf(z)

B+:B+

Este tipo de métodos también admite estrategias de globalizaciéon como buisqueda
lineal y region de confianza.

B.4 Problemas de gran escala

En la actualidad se han desarrollado algoritmos muy eficientes para tratar problemas
de optimizacion con un gran nimero de variables, llamados problemas de gran escala.
La adaptacién del método de Newton a este tipo de problemas, da como resultado un
método muy efectivo al trabajar con problemas de grandes dimensiones: el método
de Newton truncado, éste consiste en obtener una aproximacion a la direccién de
Newton, resolviendo las ecuaciones de Newton, con algiin método iterativo. También
se tienen adaptaciones para los métodos Quasi-Newton que dan lugar a los llamados
métodos de memoria limitada.
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B.4.1 WMétodos de Newton truncado

El método de Newton, como se ha mencionado, es la base de muchos de los métodos
de optimizacién, esto es, métodos que aproximan f localmente por una funcién
cuadratica W. Si el nimero de variables n, es grande, entonces el método de Newton
puede ser problematico ya que requiere el calculo y almacenamiento de la matriz Hes-
siana de segundas derivadas parciales. Para funciones de gran escala esto representa
grandes costos.

En esta seccion presentamos una clase de métodos adecuados para problemas de
gran escala llamados métodos de Newton Truncado, éstos métodos estan basados en
minimizar aproximadamente la funcién cuadratica ¥ usando un esquema iterativo tal
como el algoritmo de Gradiente Conjugado lineal. Un algoritmo de Newton Truncado
se compone de dos subalgoritmos: un algoritmo externo no lineal que controla la
minimizacién y un algoritmo interno lineal para minimizar aproximadamente W.

Recordemos que la minimizacién de la cuadratica ¥, que determina el paso bésico
de Newton py, se obtiene resolviendo el sistema lineal simétrico de n x n

Vi f(zr)pr = =V f(z1) (B.3)

conocido como las ecuaciones de Newton.

B.4.2 Descripcion basica del método

Como el método de Newton estd basado en la expansién en serie de Taylor cerca
de la solucién del problema de minimizacién, no hay garantia de que la direccién
de busqueda calculada sea crucial lejos de z*. De hecho, al inicio del proceso una
aproximacion razonable a la direccion de Newton puede ser casi tan efectiva como la
direccién de Newton misma. Gradualmente, conforme nos acerquemos a la solucion,
la direccién de Newton tiene mas significado.

Esto sugiere utilizar un método iterativo para resolver las ecuaciones de Newton.
Ademads, debe ser un método iterativo con tolerancia variable tal que lejos de la
solucién (B.3) no se resuelva con mucha precisién. Solo cuando nos acerquemos a la
solucién consideraremos la solucién de (B.3) con precision. También conforme nos
acerquemos a la solucién z*, el sistema de ecuaciones a resolver serd mas similar,
consecuentemente es posible que una aproximacion cercana a la solucion del sistema
lineal pueda encontrarse sin mucho esfuerzo utilizando informacién anterior.

Como el sistema lineal no se resuelve exactamente, los pasos que resultan al re-
solver las ecuaciones de Newton aproximadamente, se conocen como pasos de Newton
inexactos.
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Se han propuesto varios métodos para la iteracién interna, el mas recomendable
para esta aplicacion es el algoritmo de gradiente conjugado lineal, ya que no requiere
el almacenamiento explicito de la matriz del sistema, solo es necesaria una rutina
que realice el producto matriz—vector. Un requerimiento de este método es que la
matriz de coeficientes debe ser positiva definida, se sabe que la matriz Hessiana tiene
garantia de ser positiva semi—definida en la solucién del problema de minimizacién,
pero puede ser indefinida en cualquier otro lugar; entonces, el método iterativo para
resolver (B.3) debe ser capaz de detectar los sistemas indefinidos.

Enseguida presentamos el algoritmo del Método de Newton truncado.

Algoritmo: Newton Truncado
Iteracién principal
for k=0,1,...
Calcular f(zy), Vf(zx), V2f(xk)
[teracién menor
Calcular py tal que Bypy = —V f ()
donde By es alguna aproximacion definida positiva
a la hessiana en zy,
end
Tkl = Tk + Pk
end
end

Este algoritmo, al igual que el método de Newton estandar, converge localmente
y ademas se pueden aplicar estrategias de globalizacién como bisqueda lineal y region
de confianza para obtener convergencia global.

B.5 Meétodos Quasi-Newton para problemas de
gran escala

Los métodos Quasi-Newton descritos anteriormente no se aplican directamente a
problemas de optimizacion grandes, ya que los requerimientos de almacenamiento y
computo son excesivos. Las aproximaciones a la matriz hessiana o a su inversa son
usualmente densas y ain si las matrices se almacenan en forma descompuesta (por
ejemplo, almacenando los vectores si y yx para todas las iteraciones k = 0,1, ...) los
requerimientos de memoria crecen en cada iteracion y eventualmente sobrepasaran
los recursos disponibles.

Sin embargo, hay varias formas de extender los métodos Quasi-Newton para pro-
blemas grandes. En la primera aproximacion, los métodos Quasi-Newton de memoria
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limitada, nos enfocaremos al método de BFGS con memoria limitada.

B.5.1 Memoria Limitada BFGS

Los métodos Quasi-Newton de Memoria Limitada son ttiles para resolver proble-
mas grandes donde la matriz hessiana no puede ser calculada a un costo razonable,
o son densas. Estos métodos mantienen aproximaciones simples y compactas de las
matrices hessianas: en lugar de almacenar las aproximaciones completas de n X n
se guardan solo una cuantos vectores de longitud n que representan las aproxima-
ciones implicitamente. Aun con los modestos requerimientos de almacenamiento es-
tos métodos frecuentemente tienen una aceptable razén de convergencia, casi siempre
lineal. Se han propuesto varios métodos de memoria limitada, nos enfocaremos prin-
cipalmente en el algoritmo conocido como L-BFGS, introducido por Nocedal, y que
estd basado en la féormula de actualizacion BFGS. La idea basica del método es usar
informacion solo de las mas recientes iteraciones para construir la aproximacién a
la hessiana. La informacion de la curvatura de iteraciones no recientes, las cuales
no aportan informaciéon relevante del comportamiento de la hessiana en la iteracién
actual, son eliminadas para ahorrar espacio en memoria.

Para empezar la descripcién del método L-BFGS, recordemos el método BFGS
estandar. Cada paso de este método tiene la forma

Th41 :-'L'k:_akagk:, k:071727"'
donde «y es la longitud del paso y Hj se actualiza en cada iteracion por la férmula

Heoy = Hy + (sx — Hyyr) st + sk(sk — Hiye)'  yi(se — Hyyr) ses),
= _

SLYk (51Yk)?

Tenemos una representacion mas compacta de las matrices BFGS

Hy., = V]fHk‘/;c + ,OkSkac (B4)
donde )
Pk = —— Vi =1 — pryisy, (B.5)
YiSk
y
Sk = Tp41 — Tk, Y = Gk+1 — Gk (B-6)

decimos que la matriz Hy, se obtiene actualizando Hy usando el par {sx, yx}.

La aproximacién Hy generalmente va a ser densa, por lo que el costo de almacenaje
y manipulacion es bastante alto cuando el nimero de variables es grande, usualmente
Hy.1 se reescribe sobre Hy, y por ser matrices simétricas necesitamos n(n+1)/2 lugares
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en memoria para almacenarla. Una forma de superar este problema es no formar y
almacenar la matriz Hy de n X n explicitamente, en su lugar almacenamos una versién
modificada de Hy implicitamente, almacenando un cierto nimero, digamos m de los
pares de vectores {s;,y;} que se utilizan en la formulacién (B.4)—(B.6).

En general, para k£ < m tenemos la aproximacién estandar BFGS

Hy = (Vl-ctfl T Vot)HO(VO Vi)
+po(Vizy -+ V)sosg (Vi -+ Vi)
o1 (Vioy - Vy)sist (Voo - Vi)
_|_ ..
+ Pk 18k_15%_4 (B.7)

Y para k£ > m tenemos la actualizacion especial BEGS

Hy = (Vi Vi ) Ho (Ve Vi1)
0k m(Viot - Vi) 8k mSk—m (Ve mi1 - Vi 1)
+Ph—mir (Vi - 'W—m+2)3k—m+13§c—m+1(Vk—m+2 e Vi)
+ e
+Pk—15k—15_1 (B.8)

A las matrices (B.7) y (B.8) Nocedal las denomina matrices especiales BEGS. Esta
aproximacién es adecuada para problemas grandes ya que la experiencia practica ha
mostrado que valores de m entre 3 y 20 producen resultados satisfactorios. Con esta
definicién de Hy el algoritmo L-BFGS puede establecerse como sigue.

Algoritmo L-BFGS
Escoger un punto inicial zy y un entero m > 0
for k=0,1,...
Escoger H(gk)
Calcular p, = —Hg;
Calcular g1 = xp + agpr, donde qy se escoge con algin
algoritmo de busqueda lineal

Sik>m
Eliminar el par de vectores {Sx_m, Yr—m} de memoria
end
Calcular s, = Try1 — Tk, Yb = Grv1 — Gk
k=k+1

end

Durante las primeras m — 1 iteraciones el algoritmo L-BFGS es equivalente al
algoritmo BFGS estandar, y al igual que el método estandar, se admiten estrategias
de globalizacion.
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B.5.2 Método de Newton punto a punto

Cuando se trabajan funciones con un gran nimero de variables, debemos tratar
de explotar cualquier estructura que presente la funcion para tener algoritmos mas
econémicos. Muchas de las funciones de gran escala que aparecen en la practica
poseen una propiedad conocida como separabilidad parcial y en los ultimos anos se
han desarrollado métodos que explotan esta estructura en la funcién objetivo.

En un problema de optimizacion separable la funciéon objetivo puede descompo-
nerse en una suma de funciones simples que pueden optimizarse de forma indepen-
diente, si tenemos

f(@) = fi(z1) + fo(@a) + - - - + fu(zn)

entonces podemos encontrar el 6ptimo de f(x) minimizando cada funcién f;, i =
1,...,n, de manera independiente. En muchos casos, realizar n minimizaciones uni-
dimensionales es mas econémico que el realizar una minimizacién n—dimensional.

En muchos problemas de gran escala, la funcién objetivo f : R® — R no es separa-
ble, pero puede escribirse como suma de funciones simples conocidas como funciones
elementales. Para cada funcién elemental es posible definir una base ortogonal en R”
de tal forma que el valor de la funcién no varie al movernos sobre estas direcciones
base. Si esta propiedad se satisface para todas las funciones elementales decimos que
f es parcialmente separable. Todas las funciones cuyas hessianas son sparse son par-
cialmente separables, pero también existe la separabilidad parcial en funciones cuyas
hessianas no son sparse.

La forma mas simple de separabilidad parcial aparece cuando la funcién objetivo
puede escribirse como

f(z) = Zfi(x)

donde ne es el nimero de funciones elementales y cada f;(x) depende solo de unos
cuantas componentes de la variable x, entonces los gradientes V f; y las matrices
hessianas V2f; de cada funcién elemental tipicamente contendrén solo unos cuantos
elementos distintos de cero. El gradiente y la matriz hessiana de la funcion f estan
dados por

V=Y Vi), Vf=) Vfix)
=1 1=1

y si se aplica un método tipo Quasi—-Newton para resolver el problema de optimizacion
es mas economico actualizar por el método Quasi—-Newton cada matriz hessiana ele-
mental V2f;(z) en lugar de actualizar toda la matriz hessiana total.

En el problema que tenemos de generacién de mallas, podemos observar que el
funcional total a optimizar se describe como la suma de un funcional aplicado a cada
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celda o a cada triangulo de la malla, esto es, el funcional total a optimizar, trabajando
por celdas, es de la forma

con

donde ¢; es una celda representativa de la malla y NN, es el nimero total de celdas,
esto es, el funcional es parcialmente separable.

Los funcionales a optimizar para generar las mallas éptimas, como ya hemos
mencionado, son funciones parcialmente separables, tienen un subespacio invariante
grande, entonces se pensé en realizar una optimizacion considerando la funcién como
una funcién separable, donde cada funcion elemental dependiera solo de dos variables:
las coordenadas de un nodo interior. Esto es, se propone una optimizacion nodo a
nodo.

La idea es la siguiente: al optimizar una malla los nodos a la frontera permanecen
fijos y solo nos interesa realizar la optimizacién para los nodos interiores de la malla.
Si consideramos una malla de 3 X 3 como en la figura B.1, entonces al realizar la

optimizacién resulta un problema de dos variables: la posicién del nodo z = (21, 29) €
R?.

Figura B.1: Una malla de 3 x 3
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Si tenemos una malla de m x n el valor de un funcional sobre una submalla de
3 X 3 no varia si movemos un nodo interior de la malla ajeno a esta submalla de
3 x 3, entonces resulta razonable realizar la optimizacién del funcional solo de manera
local, esto es, para cada nodo interior Pj; extraemos la submalla de 3 x 3 formada
por sus nodos vecinos, como se muestra en la figura B.2, y optimizamos el funcional
restringido a esta submalla de 3 X 3 como ya mencionamos se realiza una optimizacion
de solo dos variables.

Una vez realizada la optimizacion sobre este nodo se reinserta la submalla de 3 x 3
ya optimizada a su posicién en la malla original, de esta forma solo se alterara el nodo
P;; en toda la malla.

Pi+1,j-1 b

i+1,j+1

.. P..
Pli-1 Fi ij+1

P P
Pi—l,j—l i—1,j i—1j+1

Figura B.2: Malla local del 3 x 3 con los nodos vecinos del punto P;;

Este proceso se hace para cada nodo interior de la malla, con lo que los requeri-
mientos de memoria son muy bajos, no necesitamos almacenar matrices de grandes
dimensiones, solo vectores y matrices de 2 x 2 que se utilizan en la optimizacién local.

Optimizacion local

Veamos ahora como es el proceso de optimizacion local. Tenemos una malla de 3 x3 y
un funcional definido sobre esta malla. Trabajaremos con funcionales por tridngulos,
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@ -
-—

@ .
- @@ 4

Figura B.3: Extraccion e Insercién de la submalla de 3 x 3

la idea para celdas es semejante. Hay 12 tridngulos en la malla de 3 x 3 en los que

interviene el nodo interior P;;, éstos se ilustran en la figura B.4.

Figura B.4: Los doce triangulos asociados al punto P,

Entonces el funcional local por optimizar es de la forma
12
F=Y_r(a)
i=1

con f(A;) el funcional sobre el tridngulo A;. Calculando el gradiente y la matriz hes-
siana locales de 2 x 2 analiticamente, el sistema hace la optimizacion local utilizando
algunas iteraciones del método de Newton en dos dimensiones, por lo que como ya
mencionamos, no necesitamos almacenar mas que un vector de grandes dimensiones:
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el vector de variables totales, localmente solo se trabajan vectores y matrices de 2 X 2,
por lo que el sistema puede operar con pocos recursos.

Los resultados obtenidos han sido muy satisfactorios, hemos generado mallas
6ptimas de grandes dimensiones con este proceso de optimizacion punto a punto.
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