UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

TITULO DE LA TESIS

UM MODULQ Pa&RS EL TRATANIENTO DE CONTORNOS
EM EL SISTENS UWANATIL A,

L E ‘& I &

QUE PARA OBTEMER EL TITULO DE:

ACTUARIO

P R E B8 E N T A

CESAR CARREON OTANEZ

TUTCR
DR.PABLO BARRERA SANCHEZ

200%

Farrasaos Dy
i



Hoja de Datos del Jurado

1. Datos del alumno

1. Datos del alumno

Apellido paterno

Apellido materno

Nombre(s)

Teléfono

Universidad Nacional Auténoma de México
Facultad de Ciencias

Carreén

Otanez

César

58 40 61 01

Universidad Nacional Auténoma de México
Facultad de Ciencias

Carrera Actuaria

Ntumero de cuenta 097113689

2. Datos del tutor 2. Datos del tutor
Grado Dr

Nombre(s) Pablo

Apellido paterno Barrera

Apellido materno Sanchez

3. Datos del sinodal 1 3. Datos del sinodal 1
Grado Men C

Nombre(s) Marfa Lourdes
Apellido paterno Velasco

Apellido materno Arregui

4. Datos del sinodal 2 4. Datos del sinodal 2
Grado Men C

Nombre(s) Guilmer Ferdinand
Apellido paterno Gonzalez

Apellido materno Flores

5. Datos del sinodal 3 5. Datos del sinodal 3
Grado Men C

Nombre(s) José

Apellido paterno Guerrero

Apellido materno Grajeda

6. Datos del sinodal 4 6. Datos del sinodal 4
Grado Men C

Nombre(s) Adriana

Apellido paterno Rivera

Apellido materno Hernédndez

7. Datos del trabajo escrito
Titulo

Nuamero de paginas
Ano

Datos del trabajo escrito

Un moédulo para el tratamiento de
contornos en el sistema UNAMALLA.
101 p

2008




A mi mama y papa.






Agradecimientos

Este trabajo estd dedicado a todas las personas que estuvieron a mi lado a lo
largo de su desarrollo, en las distintas formas en las que contribuyeron y en las

que les aprendi algo.

En primer lugar quiero darle las gracias a Pablo, por haberme dedicado
el tiempo para este entrenamiento del cual aprendi no sélo un poco mas de
matematicas, si no a redactar, a pensar, a cuestionar, a leer, a escuchar, gracias
por los consejos y pequenos tips, que dabas.

[¢]

Gracias a Guilmer que con su ayuda, sin duda todo era méds rdpido. A
Adriana Rivera que con sus aportaciones se enriquecié este trabajo.

A mis profesores que ayudaron en mi proceso de madurez y formacién
como estudiante y ayudante: Irma Lépez (pilar en mi ninez), Eduardo,
Fidel, Leo, Luis Alberto, gracias por darme las herramientas y ensenanzas
necesarias.

A mis hermanos, Marisol, David y Ana Isabel, que quiero tanto.
A mis amigas de hoy y siempre, Zoofy (Ofelia) y La Cobra (Adriana).

A Felipe, con quien he crecido y con quien he encontrado mucha tranqui-
lidad, gracias...

A mis companeros de la Facultad, con los cuales pase buenos, muy buenos
momentos: Ménica, Alma, Andrés Garcia, Andrés Barajas, Edgar, Daniel,
Alonso, Israel, Rosa, Clio, Miriam, Ma Elena.

A mis tias: Ana y Miriam, a mis primos: Ricardo, Jacobo, Adriel, More y
Sarai.

A las almas afines que encontre estos tltimos afios y que siguen presentes
hoy dia, Lizbeth, Judith y Jane.

A Javier, Lu y Adry, con los cuales comparti horas y horas dentro del
Laboratorio.

GRACIAS A MI UNIVERSIDAD, EN LA QUE ME FORME Y CRECI DE DISTINTAS

MANERAS Y QUE ME HA DADO GRAN PARTE DE LO QUE SOY...



Indice general

Prefacio

1.

Arcos Cénicos

1.1.
1.2.

1.3.
1.4.
1.5.

1.6.
1.7.

Motivacidn. . . . . . . ...
Parametrizacién. . . . . .. .. L
1.2.1. Propiedades. . . . . ... ... .. ...
1.2.2. Cambiode Base. . . .. . ... . . ... ... .......
1.2.3. Coordenas Baricéntricas. . . . . ... .. .. ... ....
Curva Racional de Bézier. . . . . . . . . ... .. ... ......
Relacién entre dos parametrizaciones. . . . . . . .. ... .. ..
Tipos de Parametrizaciones. . . . . . . . ... . ... ... ....
1.5.1. Parametrizacion Estandar. . . . . .. .. ... ... ...
1.5.2. Parametrizacion Rho. . . . . . . ... .. ... ... ...
Segmento complementario. . . . . . ... ... Lo
Clasificacion de la Cénica. . . . . . . . . ... . ... ... ....

Suavizamiento de Poligonales

2.1.

2.2.

Suavizamiento. . . . . .. .. ..o
2.1.1. Criterio para asignar puntos de control. . . . . .. .. ..
2.1.2. Criterio de asignaciéon de pesos. . . . . . . .. ... .. ..
Spline Cénico. . . . . . . . . ...
2.2.1. Continuidad C*. . . ... .. ... ... ... ... ...

Reparametrizacién del Spline Cénico

3.1.

3.2.
3.3.
3.4.
3.5.

Reparametrizacién. . . . . . . ... o Lo
311, Curvas. . ...
3.1.2. Composicién. . . . . . .. ...
3.1.3. Longitud de Arco. . . .. ... ... ... L.
3.1.4. Derivada de la funcién inversa. . . . . ... .. ... ...
Planteamiento del problema. . . . ... ... ... ... ... ..
Parametrizaciéon con Respecto al Arco. . . . . . ... ... .. ..
Calculo Numérico de una reparametrizacién eficiente. . . . . . . .
Spline Monétono. . . . . . . . ... o
3.5.1. Spline Lineal Racional.. . . . . . . ... ... ... ....

33
33
33
35
39
39



I INDICE GENERAL

3.5.2. Construccion del Spline Racional Monétono. . . . . . . . 62
Conclusiones. 67

4. Mdédulo para el tratamiento (suavidad e interpolacién) de cur-

vas poligonales para el sistema UNAMALLA 3.0 69
4.1. Preliminares. . . . . . . . .. ... 69
4.2. Descripcion del Moédulo . . . . . . o000 70
4.2.1. Médulo . . . ... 71

4.2.2. Suavizado . . . . . ... 72

4.2.3. Reparametrizacion . . . . .. .. ... 74

4.24. TFI Mesh . . . . . .. .. 75
Galeria 81

Bibliografia 89



Prefacio

En matematicas aplicadas existe un gran ntimero de problemas donde apare-
cen regiones planas y la frontera juega un papel importante en la solucién de
los mismos. Desde el punto de vista computacional, es necesario que la frontera
sea representada por una estructura de datos que se pueda manejar facilmente
ademds, de ser una curva suave.

Lo mas usual es que la frontera de la region esté dada por una lista finita de
puntos, una primera forma de abordar el problema es construir una poligonal
que pase por dichos puntos, generalmente en estas curvas la frontera no tiene
continuidad geométrica y la situacién se complica cuando la regiéon es muy
irregular, como en el caso de las fronteras que definen lagos y océanos.

Todo lo mencionado da lugar a los siguientes problemas:

o Suavizamiento de la poligonal.

o Construccién de la Parametrizacién C', que sea adecuada computacional-
mente.

o Generar puntos con una distribucién geométrica conveniente.

La manera en que se resolvera el problema del suavizamiento de poligonales,
seréd mediante la sustitucion de sus picos por Arcos Cdnicos.

En el primer capitulo: se estudia una representacién adecuada de los Ar-
cos Conicos y encontrando que se pueden representar como curvas de Bézi-
er Racional que dependen de algunos parametros. Se revisa el efecto de éstos
parametros y la influencia que tienen en el momento de generar puntos, por
dltimo, se llega a una representacion en términos de un sélo parametro.

En el capitulo dos: se explica el procedimiento utilizado para suavizar una
poligonal, sustituyendo las esquinas por Arcos Cénicos de tal manera que se
conserve lo mas posible la forma del contorno original.

Una vez que se tiene el contorno suavizado, al cual se le conoce como Spline
Conico, éste tiene la propiedad de ser continuo geométricamente y por lo que es
posible construir una parametrizacién C*.

En el capitulo tres: se observa la necesidad de reparametrizar el spline
obtenido para poder generar puntos distribuidos de la forma que se desee.



II

Posteriormente, se plantea el problema del calculo numérico de la parametri-
zacion con respecto al arco y se explica el algortimo que se uso para construirla.

El material en el que esta basado este trabajo, son los trabajos de Victoria
Hernéndez [8] y Adriana Rivera [12], [13], esta tiltima desarrollé un médulo para
suavizar contornos. El objetivo del trabajo de la tesis es incorporar el médulo
al Sistema UNAMALLA y mejorarlo en lo posible.

En el cuarto y ultimo capitulo se describe el médulo para la versién 3.0 del
Sisteme UNAMALLA.

El Sistema UNAMALLA, se puede consultar en la siguiente direccién:

http://www.matematicas.unam.mx/unamalla/



Problema Central de Suavizamiento

El problema principal de esta tesis es, el SUAVIZAMIENTO DE CONTORNOS.
Anteriormente los contornos se suavizaban por medio de Spline Cibicos, ello
se realizaba en el Sistema UNAMALLA 1.0, pero se tenia el incoveniente que éste
deformaba mucho la regiéon para algunos casos, la figura 1 muestra un ejemplo
de cuén distorcionado podia llegar a resultar, en a) tenemos el contorno original
y en b) el suavizado.

Figura 1: Contorno suavizado por medio de Spline Cubico.

Debido a ello, el grupo UNAMALLA opt6 por otros métodos para suavizar,
sin deformar demasiado el conjunto original, se percataron que si se quitaban
las esquinas de los contornos y se sustituian por “arcos simples” la forma no
cambiaba drasticamente.

La figura 2. a) muestra un contorno descrito como una poligonal cerrada y
en b) se tiene el mismo pero ya suavizado a través de sélo retirar los picos.

Figura 2: Contorno suavizado con Spline Conico.
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Como se puede ver, la forma no cambia radicalmente como antes, esto es
por el uso de spline Conicos.

Planteadas las ideas centrales, sigue mencionar cudles serdn esas “curvas”
con las que se trabajaran.

Las “Arcos Simples” que se utilizardn serdn ARCos CONICOS y el primer
capitulo aborda la busqueda de una representacion adecuada para su imple-
mentacion computacionalmente.



Capitulo 1

Arcos Conicos

1.1. Motivacion.

Antes de comenzar con la teoria que involucra a los Arcos Cdnicos, se
mostrard una motivacién utilizando una parabola y un teorema que involucra a
las tangentes de dos puntos sobre ella.

Esta propiedad es la base para construir una parametrizacién sencilla.

A continuacién se enunciard un caso especial cuya demostracién es muy
simple y se omite.
Considérese la pardbola C cuya ecuacién es y = az?,

Lema 1.1.1. Sipy = (z0,%) y P2 = (22, ¥y2) son puntos de la pardbola C y lo,
lo son las tangentes en esos puntos respectivamente y p1 = (x1,y1) el punto de
interseccion, encontes

To + X2
2

Corolario 1.1.2. Si p = (z,y) es cualquier otro punto de la pardbola C, I, es
su recta tangente y qo = lo Nlp y g2 = la Nl entonces se tiene que el punto qq
divide al segmento pop1, en la misma razon que el punto p divide al segmento
doqz ¥ en la misma en que el punto qo divide al segmento p1p2 es decir,

xry =

Qo Po _ P9 _ 92 P1
Pido Q2P P2Q2
Esta propiedad es conocida como el Teorema de las tres Tangentes, véase

figura 1.1.
La propiedad anterior se puede reescribir vectorialmente en la forma:

Podo =t Po P
do P=1%do Q2
P1 92 =t P1 P2



Arcos Coénicos
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Figura 1.1: Arco Cénico de una Pardbola.

Usando vectores de posicion se tiene:

:qo = po+1t (p1— bo)
tq2 =p1+1t(p2—bi)
:p=qo+1t(q2 —qo)

do — Po =t (P1 — Po)
q2 — p1 =t (P2 — P1)
P—qo =t (a2 — qo)

sustituyendo qg, q; en la dltima ecuacion y simplificando se obtiene:

p = (1—t)*po + 2t(1 — t)p1 + t2p2 (1.1)

es decir, si se varia t entre 0 y 1 se puede generar el arco parabolico que va de
Po & P2.

Esta representacién del arco parabolico se conoce como representacion de
Bézier cuadratica y los puntos pg, p1, p2 se llaman puntos de control.

Ejemplo 1.1.3. Arco Cénico sobre una Pardbola.

Si
0 — 3 1— 3 2 —
0 0 1

En la figura 1.2 se observa el Arco Cédnico.
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Figura 1.2: Arco Pardbolico.

De esta forma se concluye que la expresién en (1.1), es una manera de re-
presentar el Arco Parabdlico con un sélo pardmetro y con tres puntos: pg, p1 v
P2-

1.2. Parametrizacion.

Ahora se procedera a construir una representacién adecuada para el Arco
Conico partiendo de la ecuacién de segundo grado en dos variables,

a11z? 4 20007y + aoy? + 2612+ 260y +7=0

expresada en forma matricial resulta ser:

@ (5 e (D) 2w () +a-0

Si se denotan, p = (;C)’ A= (an oz12> -

Q12 Q22

= (61) La ecuacién de la
cénica queda descrita en la siguiente definicion.

fa

Definicién 1.2.1. Se define a una Cdnica, denotada como C(p) como el con-
junto de puntos p tal que:

C(p) = {p| p'Ap + 2b'p + v = 0}
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El siguiente desarrollo es con el afan de encontrar una representacién ade-
cuada del Arco Cdnico que se subtiende de by a bs.

Ahora, sean by y by € C(p), esto es,
bt Abg + 2b'bg + v = 0
bgAbQ + 2btb2 +v=0 (12)

Por simplicidad en el algebra a desarrollar, se hard una modificacién en la
expresién para C. Ya que by € C = biAby + 2b'by + v = 0 asf se obtiene
un valor para el término constante dado por v = —bk Aby — 2b'by que al ser
sustituida en la definicién 1.2.1 da como resultado:

C(p) = p'Ap + 2b'p — b Ab, — 2b'by, by eC

Asociada a C(p) se tiene la FORMA BILINEAL descrita por:
B(p.q)=p'Aq+b'p+b'q+y=0
con ello las ecuaciones de las tangentes en by y bg estan dadas como:
B(p,bo) = p'Aby +b'p + b'by +~v =0
B(p,bs) = p'Aby + b'p +b'by +7 =0

Si by es el punto de interseccién de las tangentes a C, que pasan por bg y
b, respectivamente, como lo muestra la figura 1.3, se tiene que al evaluar by en
ambas rectas estas son cero, ya que pertenece a los dos conjuntos:

B(bi,bo) =0 y  B(bi,bs) =0 (1.3)

Ahora, se buscara parametrizar al Arco Cdnico en términos de un sélo para-
metro, para ello se comenzard con el segmento que tiene como puntos extremos
abo y by,

b01(t) = t(bl — bo) + by, te [0, 1]

y de manera similar el segmento que va de bg; a bg, por

p(s,t(s)) = bo1(t)s + (1 — s)bg, s€[0,1]

En la figura 1.4 se muestra la idea geométrica de la construcciéon del Ar-
co Cdnico. Ahi se puede observar que se denota como p(t,s(t)) al punto de
interseccién entre la conica y el segmento bgibas.

Se observa que s depende de t, por ello se buscard dejar todo en términos
del segundo argumento, resolviendo C(p(t, s(t))) = 0 para s(t),

p(t, s(t)) Ap(t, s(t)) + 2b'p(t, 5(t)) — b Aby — 2b'by =0
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Figura 1.3: by punto de interseccion entre las tangentes a C en bg y ba.

sustituyendo los valores de los puntos parametrizados,

[bor(t)s(t) + (1 — s(t))b2]" A[bo1 ()s(t) + (1 — s(t))ba] + 2[bo1(t)s(t)+
(1 — 5(t))ba]'b — b Aby — 2blb = 0

distribuyendo los términos involucrados, simplificando y despejando a s(t) se
tiene:

(o) — —2(b0r(t) = bo)'(Abs + b)
(bo1(t) — ba2)! A(bo1(t) — b2)

si el numerador y denominador se denotan por:

a(t) = =2(boi(t) —ba)'(Aba+b) y  d(t) = (boi(t) — ba)" A(bo1(t) — b2)

s(t) se simplifica en
a(t)

Con el valor de s dado de forma explicita, se sustituye en p(t, s(t)):

p(t, s(t)) = boi(t)s(t) + (1 = s(t))b2

p(t) = a(t)(1 —t)bg + a(gzgl + (d(t) — a(t))bs (1.4)
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Figura 1.4: Punto p(t,s) € C.

Lo que se obtuvo es la parametrizacién del Arco Cénico que va desde by a
bo, variando el argumento ¢ en el intervalo [0, 1]. Esta expresién por si misma

ya es comoda, pero todavia puede simplificarse y obtenerse algo méas funcional.
A continuacién se mostrard un ejemplo para el caso FElipse parametrizado

por p(t) como en (1.4).

Ejemplo 1.2.2. Arco Eliptico
Témese la cénica 4x? + 9y? = 36, los puntos by = (=3,0) y by =

(0,2). El punto b; estd dado por la interseccién de las tangentes a

C, que para este caso resulta ser by = (—3,2).
Con estos puntos se comprueba que efectivamente p(t) describe la
parte del arco que une los puntos bg y bg, para el caso particular de

una FElipse con centro en el origen.

Propiedades.

1.2.1.
Una vez encontrada una expresién para p(t) se procederd a revisar algunas
caracteristicas de la parametrizacién hallada y a simplificarla.

Proposicién 1.2.3. Si p(t) describe el Arco Conico que une el punto by con
ba, entonces para los valores extremos del intervalo [0, 1] sucede que p(0) y p(1)

corresponden a alguno de estos puntos, es decir,

p(0)=bo y p(l)=by
Demostracion. Para corroborrar dicha afirmacién nétese lo siguiente:
b(n(l) = bl

bo1(0) = by y
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Figura 1.5: Arco Cénico, para el caso Elipse.

Asi los valores para «(t) y d(t) en 0 y 1 resultan ser:

O[(O) = —2(b0 - bQ)t(AbQ + b) d(O) = (bo - bg)tA(bO - bg)
O[(l) = —2(b1 — bQ)t(AbQ + b) d(l) = (bl — bg)tA(bl — bg)

Procediendo por casos se tiene:

p(0) = a(0)bg + (3583 — a(0))bs

Desarrollando los elementos en el coeficiente de by,

a(0) = —2b} Abs + 2bl Aby — 2bf, + 2bib
ordenando los sumandos y agregando el cero b§Aby — by Aby se escribe
a(0) = b{Abg — 2b{Abs + b5 Aby + biAbs + 2bib — (bjAbg + 2by)
ahora, de las igualdades en (1.2) —condiciones de tangencia— se llega a
bl Ab, + 2bib = b} Ab + 2by

por lo que, el segundo sumando de la penultima expresién es cero, mientras que
el primero, simplificado resulta ser
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Asi que, el coeficiente que multiplica a by es cero, quedando

0 =50 = 0=
p(1) = a(l)by + (d(1) — a(1))bs

d(1)
simplificando el coeficiente de by se tiene
a(1) = —2(b% Aby — bl Aby + bib — bib)
si se observa lo siguiente:
—bgAbQ — btbg =Y + btbg por 1.12
biAbQ + btbl = -9 btbl por 1.3

asi,
a(l)=0

Para el coeficiente en bo.

y p(1) resulta en:

O

Una vez realizada dicha comprobacién, se procederd a simplificar los térmi-
nos a(t) y d(t).

Simplificacién del Denominador d(t).
La expresion para p(t) puede simplificarse a partir del seiguiente desarrollo:
d(t) = (bgy — bz)!A(bg; — by)
= b}, Abg; — 2bl; Abs + bl Ab,
recordando que b1 = t(b; — bg) + by se sustituye en el dltimo renglén:
d(t) = (b1 — bg) ' A(by — bg)t? — 2(by — bg)' A(b; — bg)t + (bg — b))  A(bg — by)
denotando los coeficientes del polinomio anterior, como:
do = (b1 —bg)" A(b; — by)
di; = (by —bg)'A(b; — by)
dy = (bg — by)' A(by — by)
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= d(t) = dot® — 2dyt + dy

Ahora, el denominador resulta ser un polinomio de segundo grado, ya que las
constantes involucradas seran importantes para la metodologia ha desarrollar
se procede a simplificarlas también.

do = b} Ab; — 2b! Ab, + b Ab, (1.5)
tomando en cuenta la condicién de tangencia para B(b1,bg) =0
biAbo + btbl + btbo +v = 0
—biAbO = btbl + btbo +
sustituyendo en (1.5) el valor obtenido
do = bt Ab; + 2b'b; + 2b'bg + 27 + b} Aby
= b Ab; + 2b'b; + 7 + C(by)

= b Ab; + 2b'b; + 7, pues C(bg) =0
=C(b1)

di1 = b5 Ab; — bl Aby — b} Ab; + b Aby (1.6)
las condiciones para B(by, bs) = 0y B(by, bg) = 0 implican
bgAbl = —btbQ — btbl -
_bBAbl = btbo + btbl + ")/

sustituyendo dichas expresiones en (1.6)

= by Aby — b, Aby — b'by + b'by, sumando dos ceros

= bf)AbO — bgAbO — btbQ + btbo + btbo — btbo +v—7

= béAbo + 2btb0 +v - (bgAbo + btbQ + btbo + "Y)

= C(bo) - B(bQ, bo), ya que C(bo) =0
= —B(b2, bo)

dy = bl Abg — 2b Abg + bl Ab,
observando C(bg) = 0 y C(bz) = 0 se concluye
bf)AbO = —2btb0 -
bgAbQ = —2btb2 -
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sustituyendo
d2 = —2btb0 i 2b§Ab0 - 2btb§ -
= —Z(bgAbo + btbQ + btbo + "Y)
= —2B(by, by)

Como observacion se tiene que

do = 2d; (1.7)
Resumiendo se tiene:
do = C(by)
dy = —B(ba, bg) (1.8)

do = —2B(ba, bp)

Simplicacién del Numerador a(t).

Continuando con el desarrollo de p(t), sigue buscar una expresién més simple
para el numerador, si se tiene,

a(t) = —2{t(b; — bg)"Abs + t(b; — bg)'b} — 2{(bg — ba)" Abs + (b — b2)'b}
si al primer sumando lo nombramos por u(t) y al segundo por v(t)
at) = u(t) + v (t) (1.9)
comenzando por,
u(t) = —2t{bt Ab, — bl Aby + bib — bib}

de la condicién de tangencia en el punto ba, (B(b1, b2) = 0) se observa bt Aby =
—b!b — blb — v al sustituir se llega a,

j(t) = 2B(bo, bo)t

donde el coeficiente que acompana a t en la tltima expresion no es otro que ds
con signo contrario, es decir,

p(t) = —dst (1.10)

para el segundo sumando en (1.9) se procede como,
v(t) = —2{bjAbs — b, Abs + bib — bib}
teniendo que C(by) =0 = —b{Abs = 2blb + v y sustituyendo,

I/(t) = —2B(b0, b2)
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es decir,
v(t) =ds (1.11)

Entonces con los resultados en (1.10) y (1.11) se llega a que «(t) queda
determinada como:

a(t) = da(1 — t)

Simplificando los términos del numerador de p(t), queda descrita como:

d2(1 —t)*bg + 2d1(1 — t)tby + dot?by
dot? — 2d1t + da

p(t) =

1.2.2. Cambio de Base.

Una vez obtenida una simplificacién para p(t), se procederd a hacer un
cambio de base para expresarlo en términos de los polimios de Bernstein, los
cuales estan dados por:

B3(t) = (1—1)?
Bi(t) =2(1 —t)t
Bi(t) =t?

Los polinomios de la base canénica (t2, t y 1) se expresan en términos de los
de Bernstein como:

t* = B2
1
t= 5B%’+B§ (1.12)

1= B} + B} + B
Sustituyendo los valores anteriores en el denominador de p(t)
dot® — 2d1t + da = do B3 (t) + B (t)(d2 — d1) + B3 (t)(d2 — 2d1) + do B3 (t)
ya que se tienen las siguientes propiedades
dy — dy = —2B(bz,bg) + B(ba,bg) = —B(bz, bg) = dy y do = 2d;

= dot* — 2dit + dy = do B3 (t) + d1 B? + do B3 (t)

de esta forma p(t) queda expresado en términos de los polinomios de Bernstein
€omo:
o(t) = d2B3(t)bg + 2 B%(t)by + doB2(t)bs

doB2(t) + d1 B3 (t) + doB3(t)
de 1.7 el coeficiente que acompana a b; se modifica. Renombrando los coefi-
cientes como do = dg, d1 = d1 y dg = 2, se tiene la Representacién Racional
de Bézier del arco cénico,
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@7%%@m+&w@m+@g@m
PO = TS50 B2 () + 01 B2 (t) + 022 (1)

y en su forma compacta:

S0 0 B2(t)b;

1.13
S 0:B2(t) (113)

p(t) =

donde d(t) se muestra como,
2
a) = S 6B ()
i=0

1.2.3. Coordenas Baricéntricas.

La expresién que se obtuvo para p(t) por la manera en la que se construyo,
representa una combinacién Baricéntrica de los puntos de control b; y se pro-
cederda a comprobarlo.

Los polinomios de Bernstein son curvas acotadas y su grafica se encuentra
en el primer cuadrante sobre [0, 1] (ver figura 1.6), entonces el denominador de
(1.13), ubicado por d(t) representa otra curva positiva y acotada en el mismo
intervalo.

=)
o
T

Figura 1.6: Curvas que dibujan los polinomios de Bernstein.

Denotese por
_ 9B ()

Y=g
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asi, la ecuaciéon Racional de Bézier queda expresada de la siguiente manera:
p(t) = Wi(t)b; (1.14)

Proposicién 1.2.4. p(t) es una combinacion baricéntrica* de los puntos by,

bl Y b2.

Demostracion. Desarréllese la expresion:

2
D OWi(t) = Wo(t) + W (t) + Wa(t)
i=0

_ 0o(1 =) 4 612(1 — )t + 6282

a d(t)

50 — 250t + 50t2 + 201t — 251t2 + 52t2
— 0 , ya que 251 = do
_ 2
= % — 200t C—;—(;(Slt + 02t , puesto que Sot? —201t2 =0

. So — 201t + Sat? d(t)

d(t) (t)
=1

Por lo tanto, se tiene que p(t) es combinacién baricéntrica de los puntos b;.
O

1.3. Curva Racional de Bézier.

Lo desarrollado en la seccién anterior se concluye en el siguiente teorema.

TEOREMA 1.3.1. Todo arco conico bobs puede expresarse por medio de una
Curva Racional de Bézier de la forma:

SN2 8B (t)b;
Z?:o d; Bi2 (t)

La prueba ya fue descrita anteriormente, ahora se probara el reciproco del
teorema anterior:

p(t) = 5;>0, telo,1]

TEOREMA 1.3.2. Toda Ecuacion Racional de Bézier, representa una Conica.

Demostracion. Considérese los vectores:

u:bo—bl y V:bg—bl
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Figura 1.7: Sistema Oblicuo.

yva que los puntos bg, by y bs son no colineales, entonces los vectores son li-
nealmente independientes.
Si p es un punto en el plano determinado por by, by y bs, existen constantes
p vy 7 tales que:
p=bi+pu+r7v

sustituyendo los valores para u 'y v se tiene:
p:pb0+(1—(p+7'))b1+7'b2 (115)

utilizando esta expresién para p, nos permite hacer una comparacién entre sus
coordenadas oblicuas (p y 7) y las coordenadas baricéntricas (p,1-(p + 7),7).

Igualando los coeficientes de los puntos de control de las ecuaciones (1.14) y
(1.15):

v
t) = Us(t) (1.16)
v

observando el hecho:

By (t)B3(t) = (1-1)

= (1.17)
Multiplicando
_ 0002 B3 (t) B3 (t)
d(t)?
SizeXxy {z;}i=0,1,....n s una base para este espacio, entonces existen escalares \; € K

coni=0,1,...,n, (K campo), tal que Y7y X\; =1y = > i~ A\jz;. Dichos escalares A; son
tnicos con esta propiedad y son llamados COORDENADAS BARICENTRICAS.

pr=WOW(t) =
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sustituyendo la igualdad de (1.17) en el parrafo anterior

800 BY(1)?  Sody [61B2(1)]°
IEOE e F[ d(t) ]
yaque 1 — (p(t) +7(t)) = U1(t) =
p()7(t) = %u S () @R s o= % =
p(t)T(t) = c[1 — (p(t) +7(£))) (1.18)

Obteniendo como conclusién, que las coordenadas oblicuas de todo punto
generado por la ecuacion racional de Bézier, satisfacen la ecuacion de una cénica
(1.18).

O

Para la prueba del Teorema anterior se supuso que los pesos ¢; son positivos.
Este detalle se justifica al mencionar que p(t) es una combinacién baricéntrica,
y por la manera en que se construyo, el arco queda dentro del tridngulo que
tiene por vértices a los puntos de control.

Con ello se tiene que los pesos resultan positivos, de otra forma el punto p(t)
estaria fuera del triangulo.

1.4. Relacion entre dos parametrizaciones.

Se ha visto que la parametrizacién para p(t) describe un Arco Cénico. En el
ejemplo 1.2.2 se construyé dicho arco para el caso de la cénica 422 +9y* —36 = 0,
donde los pesos 9; fueron dados en los términos de los datos que se tenian,
dz = 261 = —B(ba, bg) ¥ do = C(b1) y con estos valores la constante c en (1.18)
es igual a 2.

{,Qué pasa con el Arco Cénico cuando el valor de ¢ se mantiene igual, aunque
sus pesos no?. Para explorar esta pregunta, ndtese lo siguiente:

dods o _ s ol
52 =2 = 0] = 5

si se escogen dg = 1 y d2 = 8 implica §; = 2 y al sustituir estos valores siguen
conservando el valor del discriminante igual a 2.
Ejemplo 1.4.1. Arco Eliptico
Considérese los pesos 9; dados por:
50:1, 51:2 y 52:8
Cada ¢; > 0 y p(t) queda expresada como:
(t) = B2(t)bg + 2B}(t)by + 8B3(t)ba
P =7 2() + 2B2(t) + 8B2(1)

y el arco estd dado en la figura 1.8.




16 Arcos Coénicos

Arco Cénico
25

0.5F

—05 L L L ,
-3.5 -2.5 -15 -0.5 0.5

Figura 1.8: Arco Conico, con pesos 6g =1, 61 =2 y d2 = 8.

Si se comparan los arcos del ejemplo 1.2.2 y este tltimo, se notan diferencias
en la manera que los puntos se distribuyen. En tanto que en el primer caso los
puntos parecen estar distribuidos de manera méas uniforme, en este caso tienden
a acumularse hacia el lado izquierdo, ver figura 1.8.

Ejemplo 1.4.2. Arco Eliptico
Si ahora los pesos estan dados por:
€0 =4, €1 =0.1 y €2 = 0.005.
p(t) resulta ser:

(1) = 4B2(t)bg + 0. 1B%(t)by + 0.005B3(t)ba
PU= T UB2(1) + 0. 1B2(t) + 0. 005B3(t)

y la parametrizacion esta mostrada en la figura 1.9.

Para este ejemplo se tiene:

€0€2 740-00057

e 0.12

es decir, sus pesos guardan la misma razén que los casos anteriores.

Como se pudo observar en los dos ejemplos se describe el mismo Arco Cdnico,
solamente que las parametrizaciones se recorren a distinta “velocidad”. La pre-
gunta es: jcudl es la relacién entre ambas?, esto se verd a continuacion.

Proposicién 1.4.3. Sean p(t) y p*(t) parametrizaciones de un Arco Cénico,
con pesos 6; y €; respectivamente, entonces el valor del discrimiante es igual
para ambas.
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Arco Cénico
25

0.5

—05 L L L ,
-3.5 -2.5 -15 -0.5 0.5

Figura 1.9: Arco Cénico, con pesos eg =4, e = 0.1 y e = 0.005.

Demostracion. Sean p(t) y p*(t) parametrizaciones de un mismo Arco Cdnico,
si 0; y € los pesos correspondientes, témese p punto sobre el arco, entonces
existe s y s* € [0, 1], tal que, p(s) = p y p*(s*) = p, pues ambas describen la
misma curva.

Si p y 7 son los escalares correspondientes para que p = by + pu + 7v,
entonces de la relacién (1.18) se satisface como:

0002 2 €o€2 2
PT:W@—(P‘FT» y pT:E(l—(erT))
Al describir p(t) y p*(t) el mismo Arco Cdnico las ecuaciones anteriores
tienen que ser iguales, ello se cumple si y sélo si:
002 €o€2
— = — 1.19
52 €2 ( )
en otras palabras, si se tienen dos parametrizaciones tales que sus pesos cumplen
con la relacién (1.19) entonces ambas describen la misma curva.
O

Antes de continuar con la presentacién formal de lo que los ejemplos mostra-
ron, se requiere de una relacién existente de las areas de los tridngulos involu-
crados por todos los puntos y las coordenadas baricéntricas de p.

Lema 1.4.4. Sibg, by y by son puntos en el plano, no colineales y p estd expre-
sado como p = agbg+ai1bi;+asbs, dinde a; son sus coordenadas baricéntricas,
entonces éstas guardan la siguiente proporcion con respecto a los puntos de con-
trol y p, dada por:

drea(p, b1, ba)  drea(bo,p,ba)  drea(bo, b1, p)

&) (3} (&%)
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Demostracion. Sea
P = O[()bo + O[lbl + O[2b2 con oo + a1 + ag = 1 (120)

Si para el desarrollo siguiente se toma p = (x,y), bo = (bog, boy), b1 =
(biz, b1y) y ba = (bag, bay), v con las condiciones de (1.20) se tiene un sistema
de tres ecuaciones con tres incégnitas dado por:

T =agbos + a1biz + asbogy
y =agbgy + a1biy + asbay (1.21)
1 = + (5] + (%)

y el determinante del sistema esta dado por:

bOx blx b2x
A= by, by, by,
1 1 1

Si se toma %A, este valor no es otra cosa que el drea del tridngulo formado
por los puntos b; como vértices [10].

Ya que los puntos no son colineales = A # 0, el sistema (1.21) tiene solucién
expresada por:

€ blx b2x bOx € b2x bOx blx €

Yy bly b2y bOy Yy b2y bOy bly Yy

1 1 1 1 1 1 1 1 1
W= T A wQETTAT

Si a cada numerador y denominador lo multiplicamos por % entonces

area(p, b1, bs)

40~ Zrea(bo, by, by)
_ area(bg, p, bz)
~ 4rea(bg, by, bo)
area(bg, b1, p)

~ 4rea(bo, by, by)

(1.22)

Esto nos indica que las coordenadas baricéntricas pueden estar expresadas
en términos de los tridngulos que tienen como vértices a los puntos de control
b; y p.

Si se despeja el drea(bg, by, ba) de las expresiones anteriores.

A by, b
érea(bg, by, by) = drea(p, by, by)
Qg

A b b
érea(bg, by, by) = drea(bo, p, by)
(3}

A by, b
érea(bg, by, by) = drea(bo, b1, p)

(&%)
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Figura 1.10: Relacion entre las Areas de los tridngulos y sus vértices.

e igualando las expresiones obtenidas, se llega al resultado:
area(p,bi,bs)  drea(bg,p,bz)  area(bg,bi,p)
(7)) o (5] o (%)
O

Ya se vié que hay formas distintas de describir un Arco Cénico, el siguiente
teorema presenta la relacién que hay de una parametrizacion con otra a través

de sus pesos.

TEOREMA 1.4.5. Sea p(t) y p(s) parametrizaciones del Arco Cdnico bgobs y

sean §; > 0 y €; > 0 los pesos correspondientes, tal que cumplen con
0002

€0€2
2 T T2
€1 o7

entonces t y s se relacionan por:

Ast + Bt — (A+ B)s =0

donde: A = 51 (62 + 60) — €1 (52 + 50) Y B = 5261 - 6051.
Demostracion. Sean 6; > 0y ¢; > 0, entonces el Arco Cdnico con puntos de

i EBROb: Y @B (s)bi
YL 6Bt Y eB3(s)

control b; es descrito:




20 Arcos Coénicos

Anteriormente se habia mostrado la relacién existente entre las coordenadas
oblicuas ver (1.15) y las expresiones que se denominaron ¥, (¢) ver (1.16), estdn
dadas por:

ap = p(t) ap = Yo(t)
ag =7(t) y ag = PUa(t)
o = 1 (p(t) +7(1) o = Uy (1)

con los resultados del Lema 1.4.4 se pueden obtener:

é’rea’(pa bl; b2) éirea(bo, P, b2) é’rea’(pa bl; b2) éirea(bo, P, b2)

(7)) (65} = \IJO (t) - \Ifl (t)

é’rea’(pa bl; b2) _ éirea(bo, P, b2)

0B | aBi®
) a0

ya que d(t) se cancela, se tiene:

do _ 1
a,,rea,(p,bl,bz) B a,,rea,(b[),p,bz)
B3 (1) Bi(t)

Al hacer las otras dos relaciones:

1) 1) 1)
0 S —— =2 (1.23)
area(p,b1,bs) area(bo,p,bs) area(bg,b1,p)

B3 (t) B7 () B3 (1)

Con los mismos argumentos los pesos ¢; de la parametrizacién p(s) son:

€0 €1 €2

drea(p,bi,bs)  area(bo,p,bs)  4rea(bo,bi,p)
BZ(s) Bi(s) B3(s)

(1.24)

Ya que ambas curvas describen el mismo arco, el drea de los tridngulos
formados con p no depende de los pesos de cada una de ellas, de las primeras
igualdades en (1.23) y (1.24) se obtiene:

Bi(t)do  Bi(t)o Bi(s)eo  Bi(s)e

é’rea’(pa bl; b2) B éirea(bo, P, b2) é’rea’(pa bl; b2) éirea(bo, P, b2)

B02 (t)50 - zirea(p, bl, bg)
B% (t)51 N zirea(bo, P, bg)

5(s)eo _ drea(p, by, by)
(5)61 zirea(bo, P, bg)
(s)

| &

i
B2(t)do  BZ(s)eo
Bi ()6~ Bi(s)er
sustituyendo los valores de los polinomios de Bézier y simplificando:
(1-1)do _ (1—s)eo

75 = o (1.25)
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Utilizando las segundas igualdades de (1.23) y (1.24):

B% (t)51 B%(t)(SQ B%(S)Gl . B%(S)GQ

area(bg, p,bs)  4rea(bg, by, p) Y drea(bg, p,bs)  4rea(bg, by, p)

= =
Bi(t)or  Bi(s)e
t52 S€g
= 1.26
(1 - t)51 (1 - 5)61 ( )
Desarrollando las ecuaciones obtenidas en (1.25) y (1.26)
50615(1 - t) - 6051(1 - S)t =0
5261t(1 - S) - 6251(1 - t)S =0
sumandolas y agrupando
Ast+ Bt — (A+ B)s=0 (1.27)

Con
A= 51(62 + 60) — 61(52 + 50) y B = 5261 — 6051.

Asi, se tiene una relacién lineal homogénea para los argumentos de las dos
parametrizaciones. O

Con el resultado anterior, se deriva un corolario que se muestra a conti-
nuacion.

Corolario 1.4.6. Sit y s son los argumentos de dos reparametrizaciones, en-
tonces uno se puede expresar en términos del otro, por:

’ s B
= con =
s+ (1—s)p’ P=A1B

Demostracion. Despejando ¢ de (1.27):

A+ B
M reacomodando los términos t= ;B

Sip= AJFLB entonces

O

Una vez que se obtuvo este resultado se hara ver un lema que ayudara a un
importante resultado sobre las distintas parametrizaciones que pudieran des-
cribir un mismo Arco.
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Lema 1.4.7. Si se tienen BZ(t) y B?(s) polinomios de Bernstein, y

S

L —
s+ (1=s)p

entonces: )
2—1

P 2
Bt)= —"  _p°
Demostracion. Si t estda dado como en la hipdtesis del lemma, al hacer algunos
calculos se ve que 1 — ¢ resulta en:

(1-s)p

1l—t=— "
(L=s)p+s

Con estos dos resultados se sustituyen los polinomios que tienen por argu-
mento a ¢,

B3(t) = (1—1)?

__pP(—s)?
((1—5) + 5
- P2 _ )2
NPT IO
p 2(5)

para el segundo polinomio,

Bi(t) = 2t(1 —t)

‘QQm;2Hw>(mTi5ﬂs>

BEZEEOE
_ P 2
D e
y por ultimo
Bi(t) =t?
~ (1= 5) + 5)2
- B()

(p(1 = s) + )

Al compilar los resultados se observa que los polinomios estén ligados, salvo
constantes que los anteceden por:

B= " gy
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Todos los resultados que se han ido obteniendo tienen como consecuencia el
siguiente Teorema, que relaciona los pesos de dos parametrizaciones.

TEOREMA 1.4.8. Si el Arco Cénico estd parametrizado por p(t) y p(s) con pesos
0; y €; respectivamente, los pesos de una pueden ponerse en términos de la otra,
bajo la relacion:

& =p""0

Demostracion. Con los resultados del Lema 1.4.7 se obtuvo
2—i

204\ P 2(g

si estos valores se sustituyen en p(t) la expresion se tiene como:

2—1
i1 i sy e B (9)bi

p(S) = p) 2—:
im0t B (9)

se observa que se puede factorizar del numerador y denominador el valor

(p(1 = ) + 5)°

asi, de forma més compacta se llega a:

SN2 6ip? I B2(s)b;
S 8ip2TiB2(s)

los nuevos pesos pueden ser vistos por la relacion:

p(s) =

€ =p* ' (1.28)

Con lo descrito se tiene que p(s) resulta

Y &B(s)bs
2
D et eiBf (s)
y P(s) describe la misma cénica, pues el valor del discriminante es igual a aque-

lla que tiene a t como argumento, para ello obsérvese el valor de la siguiente
expresion:

p(s) =

€0-€  0op® - 021 boda

¢ (ap? &

Concluyendo que, dada una parametrizacién de p(t) con ¢d; sus pesos aso-
ciados, se puede obtener otra con pesos ¢; a través de la relacién (1.28).
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1.5. Tipos de Parametrizaciones.

Se ha visto que los pesos en la representaciéon del Arco Cénico afectan la
parametrizacién del mismo, sigue ver ;jqué relacién hay entre ellos?. A conti-
nuacion se muestran algunos ejemplos para motivar los resultados posteriores.

1.5.1. Parametrizacion Estandar.

Una primera modificacién a lo que se ha llegado serd normalizar los pesos,

para ello en la relacién (1.28), témese p = ,/g—f) y se verd cémo esto influye en

los demas pesos.

4]
€) = i&) €0 = 02
/6 /6
€1 = £51 = €1 = £51
€9 = 52 €9 = 52

Dividiendo por el factor % los tres pesos,

075 5,

& = 1 é%g - _§Z_5 __ &
Vet 6200 ' /200
. € 02

= == — = 1
R S

Si los nuevos pesos € son puestos en p(t),

S22 aB2(tb;  Bi()bo + = Bi(t)b1 + B3(1)b:

p(t) = — = (1.29)
S2 L &BR) B3 (1) + 2B (1) + B3(D)
denotando al tnico peso involucrado como:
o
5= — (1.30)

V9200

al calcular el valor del discriminante para estos nuevos pesos €;, se observa,

G2 1 1 6ol
~2 5_2 T T2
€ 1

1 5ok 1

el cual coincide con aquel que tiene como pesos a ;. Esto muestra que ambas
parametrizaciones describen el mismo Arco Cdnico.
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La expresién obtenida en (1.29) es conocida como PARAMETRIZACION Es-
TANDAR y resulta cdmoda, en el sentido que se deja a p(¢) con el valor de uno
de sus pesos. Descrita como:

_ Bi(t)by + 6B3(t)b1 + B3 (t)b,
p(t) = B2(t) + 0B2(t) + B2(t)

1.5.2. Parametrizacion Rho.

Sea b, punto medio del segmento bybs y dendtese a p, como el punto del
segmento que corre desde by hasta b, (ver 1.11). Entonces p. puede ser visto:

b.(p) =pb1+ (1 —pbn 0<p<1

Figura 1.11: Punto hombro.

Si se mira a p, como punto hombro? y se le asigna el valor de ¢t = %, entonces
la representacion obtenida es llamada parametrizacion rho.

Desarrollando p. en términos de los puntos de control

by +b
P« = pb1+ (1 —p) (%)
1-— 1-—
P« = %bo-l-Pbl-i- %bz

2Cuando se fija un punto en el espacio y se desea que la cénica a construir pase por dicho
punto, éste recibe el nombre de Punto hombro.
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3

si se observa, estas coordenadas son baricéntricas® con respecto a los puntos de

control, igualando con los valores ¥, (t)

— = Wy (1)
p="i(t)
22— wy)

8: B (t)

Recordando que U, (t) = , evaluando en t = 1/2, se llega:

d(t)

>

l—p 1 0o B _
2~ 1d(1/2) % = d(1—p)
i]‘ 51 —

P= 2302 = u=dp

1—p 1 52 .
2 1d(1/2) %2 =dl=p)

Una vez que se encontraron los valores para los pesos, sélo resta sustituirlos
en la expresién para p(t),

(0 — 40— DB ({)bo + dpBE (1)by + d(1— ) B3 (1)
P = 70— p)BE(0) + dpB2(t) + d(1 - p) B3 (1)

factorizando d(1 — p) tanto del numerador como del denominador

Bi(t)b1 + B3 (t)by
5B (1) + B3(t)

_ P
p

1.6. Segmento complementario.

Ya que se simplificé la expresién para p(t) hasta la obtenida en términos de
un s6lo pardmetro (peso), sigue preguntarse, qué pasa con el complemento del
Arco Cdnico, al cual se le llamard “Segmento Complementario”.

Para encontrarlo, considérese el vector formado por p(t) — by como lo mues-
tra la figura 1.12. Se pretende encontrar p(t) tal que este punto pertenezca al
segmento complementario de C (se usara la representacién estdndar). Para ello
notese lo siguiente:

B2(t)bg + 0B3(t)by + B3(t)ba
B2(t) + 0B3(t) + B3 (1)
B (t)bo — (B3 (t) + dBi(t) + B3(t) — B; (t))b1 + B3(t)bs
d(t)

3La suma de los tres valores es uno, (1 —p)/2 + p + (1 —p)/2=1.

— by

p(t) — b1 =
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Figura 1.12: Arco Complementario.

= 315 (B3 (0B — 3B (01 + B3(0)ba — (B() ~ 657(0) + B(1)b)

Si se nombra d(t) = B2(t) — §B%(t) + B3(t) entonces:
1 ~
p(t) — by = @(Bg(t)bo — 0B (t)b1 + B3 (t)bz — d(t)by)
factorizando este nuevo valor de toda la expresién:

@—m@ﬁcwm»wwwm+£@m_m>

0 d(t)
escribiendo B2(t)by — 6B2(t)by + B2(t)b
~n Do 0= %™ 1+ 5 2
S 3 (1.31)

el vector p(t) — by resulta en:

p(t) — by = ——2(p(t) — by)

Al darle una interpretacién a la ultima igualdad, se puede apreciar que el
vector p(t) — by es paralelo al vector p(t) — by, es decir, es un multiplo en razén

de la expresién %.

De esta forma, para cada t € [0, 1] al momento que se describe el arco que
va del punto by al punto bs se va formando el arco complementario. Utilizando
la expresién dada en (1.31).
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Ejemplo 1.6.1. Arco Eliptico Complementario.

Siguiendo con el ejemplo para la cénica 4z2 + 9y? = 36, los puntos
bg = (=3,0) y by = (0,2). El punto b; dado por la interseccién de
las tangentes a C, by = (=3, 2).

Se observa que, con g(t), para puntos en el intervalo [0, 1], se tiene
el segmento restante de la cénica. Ver figura 1.13.

Seamenito Compiementario

r
wm

n

[

Figura 1.13: Segmento Complementario, para el caso Elipse.

Luego de haber visto de manera gréfica e implicita que p(t) describe el arco
complementario de p(t), se tiene el siguiente resultado.

TEOREMA 1.6.2. Sea p(t) la parametrizacion estdindar de un Arco Cdnico, con
peso § y p(t) la curva dada por:

B(t) = B2(t)bg — 533[((;)1)1 + B2(t)by

donde d(t) = B2(t) — §B3(t) + B2(t).

Entonces p(t) y p(t) describen la misma conica y parat € [0, 1], p(t) describe
el segmento complementario de p(t).

Demostracion. Primero se mostrard que p(t) es una combinacién baricéntrica
con respecto a los puntos de control b; y luego que estas coordenadas satisfacen
la ecuacion cuadratica.
Si
B(t) = BZ(t)bg — 6B} (t)b1 + BZ(t)bs
d(t)
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y renombrando los coeficientes de los puntos de control como,
§B2(t ~ B3(t

1( ) y \112 (t) — ~( )
d(t)

< BN =
PO=Ta YT
entonces )
p(t) =Y Wi(t)b; (1.32)
1=0

noétese lo siguiente:

2
~ Bt
S, = o) OB | B
i=0 d(t) d(t) ) d(t)
Los coeficientes de W; cumplen que la suma de ellos es igual a uno, por lo
tanto, son baricéntricos con respecto a los puntos bg, by y bs.
Sip(t) es un punto en el plano determinado por los puntos de control, existen

constantes p y T tales que:
p(t) = b1 + pu+ 7V

recordando que u = (bg — by) y v = (bz — by) se tiene:
p=/pbo+ (1 —(p+7))b1+7h;

igualando los coeficientes de la expresién anterior con los de (1.32)
p=o(t)
7= Us(t)

1= (F+7) = W(t)

Obsérvese a continuacion:
p7=To(t)Ts(t)
B2(t)B3(t B3(t)?
BaO)B; (1) recordando que Bi(t)B3(t) = 1i )

3

L
8 Bty

A (e
5B2(1)]”
at)

1

462

y si
402
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se sigue,
= Uy (t)?
= dl1 - G+ 7
Es decir, las coordenadas baricéntricas de p(t) satisfacen la misma ecuacién
cuadrética, como en (1.18). Concluyéndose que p(t) y p(t) describen la misma
cénica.
Ademas el discriminante de p(t) también tiene como valor a ¢, ver (1.30).
O

De esta forma se recupera toda la cénica a partir de una expresién igual de
manejable que la obtenida para el arco original.

1.7. Clasificacion de la Codnica.

Desarrollando (1.18), se omitird el pardmetro ¢ por cuestiones de simplicidad,
se tiene:

pr—c[l—(p+7))*=0
—Cp2 + (1 — 2@)/)7’ - 07'2 =+ 2Cp +2ct—c=0 (133)

Donde el resultado es una ecuacién cuadratica en términos de las variables
p y 7. Ahora analizando el discriminante de dicha expresion se obtiene:

(1 —2¢)* —4(=c)(=c) = (1 — 2¢)* — 4c?
=1—4c+4c® —4c?
=1—-14c

si se denota por A = 1 — 4c y se sustituye el valor de ¢ se llega a que:

4
A_l——452
1

Como es sabido el valor de A nos determina la clase de cénica que representa
(1.33), asf si:
A=0 caso pardbola = §=1
A>0 caso hipérbola = §>1
A<O caso elipse = i<1
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Conclusiones.

Buscando suavizar contornos poligonales, se planteo al inicio que la manera
de hacerlo seria asustituyendo los picos por curvas llamadas ARcos CONICOS.

Se obtuvo una representacién adecuada de los Arcos Cénicos como una curva
de Bézier Racional que depende de un sélo pardmetro, a la cual se le conoce
como PARAMETRIZACION ESTANDAR.
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Capitulo 2

Suavizamiento de
Poligonales

2.1. Suavizamiento.

Después de hacer un andlisis de los Arcos Cdnicos quer seran los sustitutos
de los picos de las poligonales, sigue examinar la curva en su totalidad, ya que
al estar formada por pedazos de cénicas, hay que garantizar ciertas condiciones
para que la curva final sea una buena aproximacién al contorno original.

La premisa central al suavizar es, tratar de conservar lo mas que se pueda
la forma del contorno original, esto se lograra al redondear las esquinas conser-
vando los lados de la poligonal.

Para ello se utilizaran Spline Cénicos, por lo que se procede a dar una defini-
cién informal de ellos.

Definicién 2.1.1. Un Spline Cénico es una curva que estd formada por Arcos
Conicos, considerando los segmentos de recta como conicas.

Uno de los objetivos al redondear las esquinas de una poligonal, es tener una
curva suave, es decir, la tangente en cualquier punto siempre debe estar definida
y ademds variar continuamente.

Lo que se puede lograr facilmente usando Arcos Cdnicos, definidos por sus
tangentes como se vio en el capitulo anterior, observe la figura 2.1. Para definir
los Arcos Cénicos se requiere, por cada uno, tres puntos de control y un peso.

2.1.1. Criterio para asignar puntos de control.

Con la premisa de reducir los picos sustituyéndolos por Arcos Cdnicos, se
necesita disenar un criterio para elegir los puntos de control, a lo largo de la
poligonal a suavizar.
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Figura 2.1: Arcos Cénicos con Tangentes en comin.

Para elegir los puntos de control, se realiza lo siguiente: en cada esquina se
el capitulo anterior se obtuvo como:

formara un triangulo con vértices by, b1, bs y ahi se construira el arco, que en

oy _ B3(bo + 8B (t)by + B3 (1)bs
p(t) = B2(t) + 0B2(t) + B2(t)

(2.1)
A continuacién se describira el procedimiento disenado por el grupo UNAMALLA,
que a lo largo de varios trabajos se ha venido perfeccionando, [1], [7], [12], [13].

Figura 2.2: Parte de una Poligonal con vértices suavizados.

Teniendo presente que se quiere conservar lo mas que se pueda la forma de
la poligonal original, se aprovechan todos los segmentos que hay en ella.
Caso 1.

Para ilustrar como serd la metologia considérese un caso fijo, supéngase que
se trabaja con un vértice, al cual se le nombra como el punto b;, que como
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vimos anteriormente es la interseccién de las tangentes de los otros dos puntos
que se encuentran en el arco, con éste se toma el punto a la izquierda y a la
derecha para formar el poligono de control, ver figura 2.2.

Cuando los lados del contorno son iguales. Simplemente cada segmento de
la poligonal se divide en tres partes iguales.

Este proceso se realiza para cada vértice de la poligonal, hasta que se recorre
toda. Véase figura 2.3 a).

Caso 2.

Si los lados del poligono son desiguales, se procede como sigue: bisquese la
longitud menor y con ello se realiza el siguiente criterio de asignacion. Llamese
Liin a esta y L; a la longitud del lado i-ésimo de la poligonal, asi, cuando
L; > 2 Ly, entonces, el punto, supéngase by, se pone a distancia Ly, /2 de
by (vértice a suavizar). Si sucede lo contario, es decir, L; < 2 L, entonces
by, es el punto medio del mismo segmento.

Esta misma regla se sigue para el otro punto de control bs, hasta recorrer
toda la poligonal. Véase figura 2.3 b).

b)

Figura 2.3: Criterios para dividir los segmentos de la poligonal.

2.1.2. Criterio de asignacién de pesos.

Ya que el Arco Cénico no queda univocamente determinado, hace falta es-
pecificar el peso ¢ en la parametrizacién del arco, ver (2.1).

Una vez que se ha decidido como tomar los puntos de control sobre la poli-
gonal, sigue asignar criterios para elegir el peso adecuado por cada Arco Cdnico.
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El criterio siguiente ha funcionado muy bien en la mayoria de los casos [12].

Para ello considérese lo siguiente: sea 6 el angulo que subyace el vértice con
puntos de control by, by, bs.

Si 0° < € < 120° se utiliza un Arco Hiperbdlico
Si 6 = 120° se utiliza un Arco Parabdlico
Si 120° < 0 < 180° se utiliza un Arco Eliptico

en base a esta regla el peso ¢ se coloca, ver figura 2.4, segin lo que se ha
experimentado en el pasado por autores que a prueba y error vieron que lo
siguiente servia,

5{2—1—005(9), si 0 < 60 < 90° 2.2)

] 2+ 2c0s(6), si 90° < 6 < 180°.

Figura 2.4: Arco escogido de acuerdo al dngulo 6 que forma.

Con lo expuesto se tiene el siguiente algoritmo [12] que nos arroja, dada una
poligonal, la curva suavizada de la misma, mediante el uso de Arcos Cénicos.

Calcular L,,;, longitud minima y L, longitud méxima.
Ubicar vértice v.

Si Lmln = Lmam
Los segmentos son divididos simplemente a distancia
Loin /3 del vértice v
Si Lmln 7£ Lmam
Definir el poligono de control y los pesos ¢
para cada vértice v.
- Si Lizq es el segmento a la izquierda
y Lger es el segmento a la derecha, de v.
+ Para L,
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* Si L'qu > 2 Loin

bg se toma a distancia L"Q”'" de v.
* 5i Lizq S 2 Lmln

by es el punto medio de L,

+ Para Ly,
* 5i Lder > 2 Lmln
b5 se toma a distancia L"Q”'" de v.
* Si Lder < 2 Lmln
by es el punto medio de Lge,
- Asignar el punto de control bj del vértice en cuestién.
- 0 se escoge en términos del angulo que forman

Lizq y Lder

Lo mostrado hasta ahora da un médulo para suavizar una poligonal cerrada.
Tomando en consideracién estos criterios, la figura 2.5, muestra varios contornos

suavizados.

. R

a) Cuadrado. b) Pentagono.

H .

c) M19. d) Cisne.

Figura 2.5: Contornos Suavizados.

Se ha observado en la pritica que esta eleccién de pesos ver (2.2), suaviza
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demasiado si la poligonal tiene muy pocos lados, por lo que se incorpord una op-
cién para suavizar “mas” o “menos” dependiendo de las necesidades del usuario.

En la figura 2.6 se muestran las etapas para cambiar el suavizado de una
poligonal.

En a) se el contorno llamado Rombo que como se ve sélo consta de cuatro
lados; en b) el contorno empalmado resultado de suavizarlo; en ¢) se observa el
original, el suavizado y un tercero — marcado por figuras punteadas — el cual fue
mas! suavizado y en d) se ve el contorno menos suave, es decir, conserva una
forma mas similar al original.

a) Rombo. b) Rombo suavizado.

c) Con “Mds” suavizamiento. d) Con “Menos” suavizamiento.

Figura 2.6: Proceso de mejora del suavizado.
La curva obtenida estd compuesta de segmentos y Arcos Cdnicos. Mds ade-
lante se mostrard que esencialmente esto puede ser ya, un Spline Cdnico.

Hasta aqui se han planteado las condiciones para cuando una curva tenga
que ser suave, es decir cuando las tangentes de los Arcos Cdnicos se hagan

ICuando se habla de més o menos suavizado se refiere a que el nuevo contorno se “aleja”
o “acerca” méas de la forma original que tenia.



Suavizamiento de Poligonales 39

corresponder una a la otra, variando continuamente a lo largo del Spline a esto
se llama CONTINUIDAD GEOMETRICA y por construccién se tiene ya.

ademas de la asignacién de los pesos conforme al criterio del dngulo que se
forma.

2.2. Spline Cénico.

A continuacién se definira formalmente un Spline Cdnico y se dardn las
condiciones bajo las cuales una parametrizacién es C!.

Definicién 2.2.1. Un Spline Cénico es una curva s(u) : I = [ug,w;] — R? tal
que:
s(u) = s;(u), s u € [ug, Uit1],

donde s;(u) es una funcion racional cuadrdtica de Bézier y {u;} es una particion
de intervalos de I.

2.2.1. Continuidad C!.

Con el fin de ilustrar lo que sera el planteamiento, para encontrar las condi-
ciones que tiene que cumplir un Spline C'dnico, primero se trabajard de manera
local en el lema siguiente.

Lema 2.2.2. Sean los Arcos Cénicos

BZ(t)bg + 01 B (t)by + B2(t)bs
Bg(t) + 01 BE (t) + B3(t)

Po(t) =

B2(t)ba + 03B (t)bs + B3(t)by
B3 (t) + 93 Bi (t) + B3(t)

Entonces el Spline Conico definido por:

pi(t) =

u € [ug, u1]

<

U—Uy

s(u) = {Po(t(u)) L con t(u) = A=
p1(t(w)): con t(u) = S y w € [uy, us]

es Ct si y sélo si:

d1(b2 —b1)  d3(bs —b2)

Ao Aq
donde Ay =uy —ug y A1 = us — uy.
Por construccion se observa que la segunda cénica comienza su intervalo de

definicién dénde termina la primera, esto trae como consecuencia que by sea
punto en comun.
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Si
u — up U — uy
to = > y tl = >
Uy — Ug U2 — Uy
se observa que conforme u varia su valor de ug a uy y de uy a ug, tg y t1 lo
hacen de 0 a 1.

Se estdn buscando las condiciones para que s(u) € C* en [ug, us], en parti-
cular en u; que al evaluar en spline conico resulta en el punto bs.

Para ello se requiere que la derivada en el extremo final de po(t) coincida con
la derivada en el extremo inicial de p;(t), ver figura 2.7. Esto se logra gracias a
la CONTINUIDAD GEOMETRICA que se obtiene desde la construccién.

1
n
ur

Figura 2.7: Cdnicas con punto ba en comain.

Demostracion. Se inciara suponiendo que s(u) es una curva C! y se demostrara que
los pesos cumplen con la relacién:

d1(ba —b1)  d3(b3z —by)
Ao - Aq

Asi, ya que s(u) es C! para u € [ug, ua], se tiene:

Po(to(u)) = pPi(t1(u)) (2:3)

reescribiendo las derivadas buscadas y aplicando la regla de la cadena:

dpo(to(w) _ dpa(ti(w)) di
du dt du




Suavizamiento de Poligonales 41

Para que (2.3) se cumpla se requiere que u = u; = t; = 1, entonces, la
expresién para p((t), en t; = 1, esta dada por:
dt

du  up —ug

= 251 (bg — bo) y

Al sustituir en (2.4) los valores encontrados se llega a:

dpo(to(u)) _ 261(ba —by)

2.5
du AO ( )
donde AO = U1 — UgQ-.
Realizando célculos similares para pj(t), con t; = 0, se llega a:
dp (¢ 205(bs — b
pi(ti(u)) _ 2d3(bs — by) (2.6)

du Al

con Al = U2 —U1.

Ya que el Spline Cénico es C* entonces la derivada en todos los puntos existe,
en particular en el punto de unién de las curvas po(to(u)) y p1(ti(u)), asi, se
tiene que, igualando (2.5) y (2.6) se garantiza,

d1(b2 —b1) _ d3(bs — ba)

AV Aq

La demostracion de la otra implicacion es el proceso inverso. O

El resultado que se hall6 es de suma importancia pues de ahi se dara el paso
para encontrar las condiciones de continuidad en la curva en su totalidad. Esto
se generaliza para todo el Spline en el siguiente teorema.

TEOREMA 2.2.3. Considérese los Arcos Cénicos

Bo(t)?bag, + 0241 B (t)bari1 + B3 (t)bag11)
B§ + 02141 B3 (t) + B3 (t)

pr(t) =

() = Bgbo(r1) + 021387 (1)bak 13 + B3 (1)bax42)
hH B2 + 69143 B2(t) + B2(t)

Entonces el Spline Conico definido por:

s(u) =

U—Uk41

Prr1(t(u)) : con t(u) = ==y u € [Upt1, Uko]-

{pk(t(u)) : con t(u) = uk“:lii’;k Y u € [ug, ukt1l;

es Ct si y sélo si:

Sok+1(P2(kt1) — b2k+1)  O2k43(b2k+s — bagyn))

Ak AkJrl
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Demostracion. La demostracion del teorema es igual que la mostrada en el Lema
2.2.2, tomando po(t) = pk(t) y P1(t) = Pr+1(D).

La figura 2.8 muestra los datos de manera general, para una particién de k
elementos.

Figura 2.8: Arcos Cénicos con by(j1) como punto en comun.

O

Antes de continuar con el desarrollo de la teoria, se mostrard un ejemplo de
los datos que se requieren para construir el Spline Cdénico sobre un contorno.
Esto, con la idea de exponer todo lo que esta involucrado al momento de llevar
acabo los cédlculos para solucionar un problema real.

Ejemplo 2.2.4. Suavizamiento Cisne.

Los puntos que conforman el Cisne se muestran en la tabla 2.1 y las
figuras en 2.9 muestran los puntos del contorno y las longitudes del
contorno llamado Cisne.

Lo siguiente es buscar de acuerdo a los criterios examinados en la
subsection 2.1.1 los puntos de control, sobre los cuales se definiran
los Arcos Cdnicos.

La figura 2.10 muestra dichos puntos —-marcados con asteriscos y los
cuales son 25, repitiendo el ultimo para cerrar el conjunto— que se
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T Y Longitud de los lados
Po | -1.0000 | -0.9878
p1 | -0.0043 | -0.9939 L 0.9957
p2 | 0.0000 | 0.5976 lo 1.5915
ps | 0.5957 | -0.4146 l3 1.1744
p4 | 0.5957 | 0.9939 ly 1.4085
ps | -0.3957 | 0.9878 ls 0.9914
Ps | -0.4000 | -0.4085 lg 1.3963
p7 | -1.0000 | 0.6037 l7 1.1766
ps | -1.0000 | -0.9878 ls 1.5915

Tabla 2.1: Puntos del contorno y longitud de los lados para el Cisne.

usaran para dibujar los Arcos Cdnicos que sustituiran las esquinas
de la poligonal.

Ahi también se empalma el contorno suavizado, si se observa con
cuidado, cada esquina tiene en su lugar el correspondiente Arco que
unidos todos dan el contorno modificado.

14 D
o 4 i = f
" | | | 43 |
R | I ‘ ' ‘
< I - I N | . |
IN I [ I I\ | [N 1.l
[ I I I N |7 [N |
[N | [N | [N 24 | U6 N |
} \\ } } \(\ } | AN | N |
I T N [N N
N N N
| b2 | yo } N } N
| hd | - | |
‘ ! | 7 |
mb—u | vy I
“n Nl

a) Puntos de Control. b) Longitudes de los lados.

Figura 2.9: Cisne.

Segun la figura 2.11 a) se pueden contar 12 secciones coénicas, las
cuales estan definidas por tres puntos de control cada una.

El contorno del Cisne, se divide en cuatro subfronteras? las cuales
constan de: frontera 1 por [, frontera 2 por Iy, I3 y l4, frontera 3 por
l5 vy la frontera 4 por lg, I7 y ls, donde se crean los correspondientes
arcos que definiran el suavizado final, la figura 2.11 b) muestra las
partes en las que se divide.

2Vesse [7] para los detalles del por qué dividir la frontera de esta manera.
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Figura 2.10: Puntos de Control.

La subfrontera 1 tiene dos Arcos Cdnicos entonces el Spline que se
forma de la unién de ellos requiere de condiciones en sus interva-
los de definicién para hacerlos continuos, la tabla 2.2 muestra dichos
datos, asi como los demds {u;} para las otras tres fronteras tabla 2.3.

Frontera 1 Frontera 3
Conicas [’U,l', ’UJiJrl] Conicas [’U,l', ’UJiJrl]
Co [0, 0.4362] Co [0, 0.4288]
G [0.4362, 0.7043] C; | [0.4288 , 0.6895]

Tabla 2.2: Particion de {u;} para hacer el Spline Cénico Continuo.

Este contorno se desarrollé con la finalidad de mostrar de manera explicita
todos los datos que estan involucrados en la construccion el Spline, que susti-
tuird a la poligonal original.

El ejemplo anterior junto con el Teorema 2.2.3, dan paso a un corolario que
nos dard las condiciones sobre la particién {u;} mencionada, para asi poder
garantizar la suavidad del Spline buscado.

Corolario 2.2.5. Sea s(u) Spline Cénico —definido como en el Teorema 2.2.3-
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Frontera 2 Frontera 4
Conicas [ui, ’UJiJrl] Conicas [ui, ’UJiJrl]
Cs [0, 0.6681 Cs [0, 0.5880
Cs [0.6681 , 2.0983 Cy | [0.5880, 1.8566
Cy 2.0983 , 3.5291 Cio | [1.8566 , 3.1260
Cs 3.5291 , 3.9382 Cy11 | [3.1260, 3.4876

Tabla 2.3: Particion de {u;} para hacer el Spline Cénico Continuo.

a) Niamero de Secciones Cdnicas. b) Subfronteras del Contorno.

Figura 2.11: Cisne.

st la sucesion de {u;} con i =0,....,n estdn relacionados por la razdn:

d2i11[|Aba|
i = U1+ Ajg
e 252 1]| Aba |

con t=2,...,n—1.

con ug =0 y uy = [|ba — bo]|.
Entonces el Spline Cénico es C'.

Demostracion. Del Teorema 2.2.3 se tiene:

02i41Aboiy1  02i43Abo(i41)

A; B Aia
lo cual implica:
02it1Aboi1 || |[02i43Abagi41)
A; B Aia

y como 02511 > 0, d2503 >0, A; >0y A;1 > 0 se llega a:

d2i41||Abg; ]| _ 2i+3][Aba(iy1)| N Ay :Ai52 43 [[Aba(iq1)|
A’L A’i+l 52’i+1 HAb21+1H

Reordenando y ajustando los indices:

Oo(i— Aby(;_
2(i—1)+1[|Aba 1) G i—o
d2(i—1)—1/|Abggi—1)—1]|

U = Ui—1 + Dj_2
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Concluyendo lo siguiente: para que el Spline sea C' se requiere que la sucesién
de nodos sobre el cual esta definido {u;} tenga las condiciones de (2.7).
O

El algoritmo deja dos parametros libres, por lo que ug es tomado como 0 y
u1 = ||bz —bg||, dejando el algoritmo, que da una parametrizacién C* del Spline
Conico como:

U = Oa
u1 = [[bz — by,
Oa(i—1)+1]|Abgg—1)]|

Ui = U1 + Ay , con 1=2,..,n.
! 26261y 1||Abagi_1y 1]

Entonces la continuidad de la curva se da en términos de los puntos de
control que la componen, poniendo los intervalos de definicién para cada arco
[, uit1], en funcién de ellos.

Conclusiones.
Se explicé el método que se usard para suavizar contornos usando ARCOS

CONICOS.

Ya que la curva obtenida es un SPLINE CONICO continuamente geométrico
se dié un algoritmo para construir una parametrizacién C'.



Capitulo 3

Reparametrizacion del
Spline Codnico

3.1. Reparametrizacion.

Una vez resuelto el problema del suavizamiento de las poligonales por medio
del Spline Conico, se tiene otra dificultad, proveniente de la metodologia em-
pleada: 1la distribucién de puntos a lo largo de la nueva curva.

La generacién del Spline Conico C' crea una distribucién de puntos, que no
es necesariamente practica para trabajar con ella.

Los contornos que se ven en la figura 3.1, son ejemplos de contornos ya
suavizados, se puede observar que, en la figura 3.1 a) los puntos se acumulan en
las esquinas, asi como en dos de los lados donde se muestran mas espaciados.

De igual forma en 3.1 b) se observa una distribucién no homogénea de los
puntos.

B 2 T S
J

A . r

} L
- B
v " Mj
a) Cuadrado. b) M19.

Figura 3.1: Ezceso de puntos y distribucion no homogénea.
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Por ello se busca reparametrizar la curva, los objetivos son:

1. Tener control sobre los datos que se generan tras el suavizamiento.

2. Distribuir los puntos bajo ciertas condiciones, que se haga de manera
uniforme o que varie.

A continuacién se recordaran algunos conceptos bésicos sobre curvas y se
verd como estos pueden ayudar a solucionar los problemas antes citados. Asi,
como hacer notar que la parametrizaciéon con respecto a la longitud de arco se
requerird para cumplir la condicién 2) y el problema numérico que estd involu-
crado.

3.1.1. Curvas.

Para comenzar con los preliminares, se requiere ver los siguientes conceptos
y mostrar algunas de sus propiedades que seran utiles:

Definicién 3.1.1. Una curva en R? es una funcion B : I — R?, donde a cada
t € I le asocia un valor B(t) en el plano.
De esta forma:

B(t) = (Br(t), f2(t)) € R?

donde (3; son funciones reales, llamadas funciones coordenadas.

Ejemplo 3.1.2. Curvas.

Sea t € [0, 1] y las siguientes curvas dadas por:

a(t) = (12,2t%)
B(t) = (t,2t)

y(t) = (sen (gt) ,2sen (gt))

Las trazas' que dibujan en R? se muestra en la figura 3.2, ahi se
puede observar que las tres funciones describen el mismo conjunto,
solo que de manera diferente.

En tanto 3(t) distribuye los puntos de manera uniforme, las otras
no, ya que se observa como los acumulan en alguna esquina.

A estas funciones, como a las reales, se les puede derivar, haciéndolo coor-
denada a coordenada. Si:

B(t) = (B1(t), Ba(t)) entonces B'(t) = (B (t), Ba(t))

1La traza es la imagen de la curva que se dibuja, en este caso, en R2.
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=

BY) IR

Figura 3.2: Distribuciones de puntos.

La curva 3 se dice que es regular si 8'(t) # 0V t € I, llamédndole al vector
resultante vector velocidad.

Asi las derivadas de las curvas del ejemplo 3.1.2 estdn dadas por:

o/ (t) = (2t, 4t)
A(t)=(1,2)
~

"(t) = (gcos (g) t, wcos (g) t)

3.1.2. Composicion.

Lo que sigue es, ver como se puede hacer para tener control de la distribuciéon
de puntos a lo largo de una curva. Para ello se requiere del concepto de componer
funciones.

Definicién 3.1.3. Sean I y J dos intervalos en R. Si 3 es una curva en R2,
con B:1— R? yh(s):J — I una funcién real diferenciable, la composicion de
funciones:

B(s) = B(h(s)) : J — R?
es una reparametrizacion de 3 por h.

Una interpretacion a esta defincion es: la funcién § recorre la curva desde
otro intervalo —~dominio— o lo hace a distinta velocidad, ver figura 3.3.

La manera en que se “recorre” la curva, tiene una caracteristica cuando
se hace la composicion con funciones reales, en el ejemplo 3.1.2 se tiene las
funciones:

hi(t) =t* y ha(t) = sen (gt)

las cuales son las que se componen con (B(s) = (s,2s), donde s = hy(t) o
s = ha(t) para los dos casos respectivamente. Si se observa de la siguiente
manera:



50 Reparametrizacién

Figura 3.3: Composicion de funciones.

Anteriormente se habia comentado que puede existir més de una parametri-
zacién para una misma curva, «(t) y y(t) son funciones que tienen la misma
traza que (3(t).

Si se observan los graficos en la figura 3.4, puede verse que las funciones
h;(t) distribuyen los puntos de su dominio —los cuales estan espaciados de forma
uniforme— de maneras distintas.

§ h, (1) h,(®

a) hi(t) =t2 b) ha(t) = sen (%t)

Figura 3.4: Funciones reales h;(t), que muestran como distribuye un conjunto
uniforme [0, 1].

Ya que mientras hq(t) —cuadrética— acumula los puntos —en la imagen— hacia
el valor 0, la funcién ha(t) —seno— lo hace hacia el 1, esto se ve reflejado cuando
se hace la composicién con (3(t), asf las imagenes de la curva resultante van a
mostrar el mismo comportamiento que sus argumentos.

Debido a ello, en la figura 3.2 se ve cierta tendencia de los puntos que la
componen, esto es por el efecto de sus argumentos.

El problema que se resuelve con lo descrito antes, es el siguiente. ;Cémo
podemos tener control sobre la distribucién de los puntos de cierto conjunto?,
como movitivacion se desarrollara el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1.4. Composicién de funciones.
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Supéngase que se desea distribuir los puntos alrededor del valor 1
dentro del intervalo A = [0, 2].

Ya se tiene un mapeo que lleva puntos a A, la funcién 8 tiene su
imagen ahi. Sélo falta encontrar la funcién real que acumule puntos
en el valor deseado a través de una composicién.

Nétese que la funcién hs(t) = t>acumula los puntos en su respec-
tiva imagen alrededor del cero, modificindola de manera adecuada
podemos lograr lo que se planted.

Si se tiene lo siguiente:

hg(t)_4(t—%>3+%

puede verse en la figura 3.5 a), la forma en que la funcién real envia
los puntos del intervalo [0, 1] en el [0, 1] con ellos acumulados alrede-
dor del 1/2 y luego en b) se sigue el mismo comportamiento cuando
se comporne con 3, s6lo que ahora por las condiciones de la curva, es
alrededor del 1, que se ven juntos.

h,(®) T

3
a) hs(t) =4(t— 3)" + 3. b) 6(t) = B(hs(t)).
Figura 3.5: Distribucion de puntos alrededor del 1.
En este ejemplo se muestra la utilidad que tiene el componer funciones con
curvas, ya que se puede tener un “control” de céomo se quiere que el conjunto

—traza— se comporte. Ahora se explicard lo qué sucede con las derivadas de éstas
y para ello se tiene el siguiente lema.

Lema 3.1.5. Si B es la reparametrizacion de 8 por h, entonces
B(s) = ()8 (h(s))

El Lema anterior es consecuencia de aplicar la regla de la cadena para la
funcién B(h(s)).

Como se puede observar, el vector B’(s) es un miultiplo, a razén del escalar
1 (s), del vector velocidad.
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Para el andlisis que se viene haciendo sobre la curva (3(s), se tiene que
q ) q
B'(s) = (1,2), asf las derivadas para las reparametrizaciones son:

s

() =2t%(1,2) y 7/(t):§cos(gt)*(1,2)

3.1.3. Longitud de Arco.

Esta seccién comenzara con dos definiciones que brindaran herramientas que
serdan de suma importancia para el problema concreto que se tiene.

Definicién 3.1.6. La rapidez de B estd dada como la magnitud del vector ve-
locidad en t , expresada por v(t) = ||B (t)|| v de manera explicita:

olt) = [(%@))2 " (%@))T

Definicién 3.1.7. La longitud de arco de una curva B(t) : I — R?, t € I = [a, b]
es el numero dado por:

1o - [ 18/ ) ar
Ahora, si se define t
s = [ 18/ lar (3.1)
para a fijay t € [a,b].

Esta funcién nos dara la longitud de arco, conforme su argumento ¢ varie en
el intervalo de definicién I. A esta funcién se le llama Funcidn Longitud de Arco
y su imagen es el intervalo [0, ], donde [ es la longitud del arco, ver figura 3.6.

‘....,
et
[

Figura 3.6: Funcion longitud de arco.

3.1.4. Derivada de la funcién inversa.

Ya que el concepto de derivada de la funcién s—1(¢) se utilizard en lo si-
guiente, se muestran algunas de sus propiedades.
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Lema 3.1.8. Sea s(t) funcion longitud de arco para una curva B3(t) de clase C1,
y si se llama s~ (u) = a(u), entonces
1
o (u) = ——
16" @]
donde u = s(t).

Demostracion. Por ser a(u) funcién inversa se cumple:
a(s(t)) =t
derivando y utilizando la regla de la cadena:
o (u)s'(t) =1 (3.2)

por el Teorema Fundamental del Calculo §'(t) = ||#'(t)|| y despejando o’ (u)

de (3.2) se llega a:

) = 4 = L
= Sm = e 33

O

Con esto se tiene el siguiente teorema.

TEOREMA 3.1.9. Si 3 es una curva regular en R? entonces, la reparametrizacion
B de B por la longitud de arco, tiene rapidez unitaria.

Demostracién. Recordando que B(u) = B(s~*(u)) = B(a(u)) se tiene:

B(u) =o' (u)B (a(u)) = 18 ()] = |/ (w)8 (a(w)
2l — 1o (u / 2l Wl = 1 /
18" (W)l =l (W)[IZ" @) = (15" (w)] 7”5/@)””5@”
I3 (W) =1 (3.4)

O

Corolario 3.1.10. Si 3(s) esta parametrizada por la longitud de arco, la repara-

metrizacién B(u) = B(h(u)) con h(u) una funcién diferenciable. Entonces 3
tiene velocidad |h' (u)|.

Demostracion. Véase lo siguiente:

Blu) = (Boh)(u) = B(u) =N ()8 (h(w)

1B/ ()| = W @)8 (h()ll = 15" @) = [ (w)[[|8 (h(w))]
ya que (3 estd parametrizada por la longitud de arco ||’ (h(u))|| = 1, asi

1B (w)]| = | ()]
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3.2. Planteamiento del problema.

El problema principal es, TENER CONTROL SOBRE LOS PUNTOS QUE GE-
NERA EL SPLINE CONICO, pues la distribucién que arroja éste es variable.

Los conceptos que se acaban de mostrar, nos dan las herramientas para
trabajar el inconveniente, resolviendo:

1. Tener una parametrizacién con velocidad unitaria.

2. Tener una paramatrizaciéon con distribucién variable.

De acuerdo al Teorema 3.1.9, encontrando la inversa de la funcién longi-
tud de arco y al componerla con la curva original, tendremos una distribucién
homogénea en los puntos que la forman.

Con el Lema 3.1.10 tenemos resuelto el segundo punto, pues tomando una
funcién real, podemos distribuir los puntos de acuerdo a necesidades especificas.

Se puede ver que hasta aqui se tiene resuelta la problematica, al menos de
manera tedrica. Las secciones consecutivas haran hincapié en las complicaciones
numéricas que trae el cdlculo de la inversa de la longitud de arco.

3.3. Parametrizacién con Respecto al Arco.

Supéngase que se tiene 5 € [0,(], donde [ es la longitud de una curva dada,
se desea hallar ¢ tal que s(t) = s.
Si se conociera s~!(t) funcién inversa de

s(t) = / 18 (r) |dr

simplemente se evaluaria cada s y sus imagenes serian los valores exactos que
se buscan.

El problema radica en que, salvo en casos especiales, no es posible obtener la
funcién inversa de s(t), por lo que se necesita construir una buena aproximacién
desde el punto de vista numérico.

En un articulo reciente [9] se encontré una solucién muy préctica, la cual se
desarrollard de aqui en adelante.

En primer lugar se necesita una funcién que sea una buena aproximacion a
57!, que dependa de un niimero finito de pardmetros y que sea facil de obtener.
La idea central del procedimiento es tener una coleccién de valores

S:{gla"'agn} en [O’l] y T:{ftvlaaftvn}
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véase figura 3.7, tal que

s(t;) = 5i, coni=1,...,n

y con ellos construir un interpolante o conveniente, que aproxime a la inversa
de la funcién longitud de arco.

i
J
—— I
) s
+ S
Lion
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—
e
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i []
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gl — — (=3 k=3 L]
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P R e B L i
ru - el I
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Figura 3.7: Funcion interpolante.

El encontrar los {¢;} requiere un método iterativo, por ser un problema no
lineal, entonces es posible calcularlos simultaneamente, y asi se puede usar la
aproximacion en cada paso y construir el interpolante adecuado, obteniendo una
sucesion de funciones que en cada paso se aproxime mejor a «. Figura 3.8.

Figura 3.8: Sucesion de funciones.
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Asf, dado un conjunto de 70 = {t9,3,...,t9} de aproximaciones iniciales,
que cumplen,
0y~ 3 -
s(t;) =~ s, i=1,...,n

se construird una interpolacién ay(s), tal que
ao () =t
Se aplica Newton a la tabla T y se obtiene la tabla
T = {1}

y de manera similar se halla una interpolacién a4 (s). Al continuar con el proceso
para los demds valores y una vez obtenida la aproximacién ag(s), en el limite

T~ T = (&)

y las
ar(s) — a(s)

3.4. Calculo Numérico de una reparametrizacion
eficiente.

En esta seccion se presentard un poco méas formal la solucién del problema
de la reparametrizaciéon, es decir, se va a resolver numéricamente el siguiente
planteamiento:

Si B :[0,1] — R? es una curva regular, se desea encontrar a(s) tal que

/ _ 1
' (3) = e

Con las dos primeras condiciones, en realidad se estd buscando la inversa de
la funcién longitud de arco y la tercera es la expresién para su derivada, como
fue encontrada en (3.3).

En la seccién anterior se vio la aplicacién del esquema en general, lo que
aun no se ha mencionado es como, dada la tabla k-ésima —ver tabla 3.1-, que
contiene ¥ tal que s(tF) ~ s;, se construye ay(t).

Es importante observar que la funcion « que se estd buscando debe ser
mondétona, por lo que los o a construir deben ser mondétonos también.

Se conoce la derivada de «a, pues el Lema 3.1.8 nos da un método para su
calculo.
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S S1, 52, y Sn
Tk Tk Tk
t ty, t3, b

t th t5 th

s i sk i 55 i sk
!

o'(s) | ol | e | | e

Tabla 3.2: Particion y sus derivadas.

Con estos elementos, se quiere una funcién « (con las condiciones que se
muestran en la tabla 3.2), que sea un interpolante de la funcién inversa de la
longitud de arco, de manera que aproxime a ésta y a su derivada.

En la seccién siguiente se explicarda como construir una sucesion de ay con
las propiedades pedidas y como un Spline Racional Lineal [5].

Ahora se verd que es posible utilizar la funcién aproximante oy para con-
struir la tabla Ty41 a partir de la tabla Tj.

Para ejemplificar el método se tomaran los valores de la tabla T°, los datos
que contiene ella son los que se usaran para construir la primera funcién «y.

Después si se considera la funcién g como g(t9) = s(t?) — s; y se busca un
cero para t? por Newton, en cada paso del método se coleccionan los datos en
la tabla T%, para con ellos ir construyendo la sucesién de funciones oy, que, de
converger, daran el interpolante buscado.

De manera general para la tabla 7%, se tiene la k-ésima iteraciéon de Newton
dada por:
s(tF) — 5
s/ (tf)
si la expresion anterior se escribe en términos de oy que interpola los datos en
la tabla 3.2 se obtiene:

1 = 4 ol (s() (5 — ()
= ak(s(tf)) + a/(S(tf))(SNi - S(tf))
tht

k+1 _ 4k
t;T =1 —

Es decir, se tiene que es igual a los primeros dos términos del desarrollo

de Taylor de a.
k+1 =~
T~ a(sh)
Ya que « se va a aproximar con un Spline oy, se necesita ver cuales son las
condiciones de dicha funcién. Al final se obtendra que,

ti = a(s)
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A continuacién se mostrard un ejemplo para el contorno llamado “Cisne”,
se construird la funcién interpolante « asi como una aproximacion a ella.

Ejemplo 3.4.1. Funcién Interpolante para el contorno Cisne.

Como se ha mencionado se requiere una aproximacién inicial para
comenzar con el proceso de busqueda de la funcién inversa de s(t)
en un método iterativo.

La Tabla 3.3 muestra los valores que se encontraron en 5 iteraciones
para las “t”, tomando la primera particion como una division homo-
genea del intervalo [0, 1], en diez partes.

La primera columna muestra dicha particion, las sucesivas son los
cambios que se van dando a lo largo del algoritmo hasta converger
a los valores que se muestran en la tltima.

El planteamiento es encontrar los valores de lo que sera la funcién
inversa de s(t), para que dado un s se pueda hallar el “t” tal que
s(t) = 5.

La tabla 3.4 tiene los valores obtenidos en cada iteracién de las “t”
que se encuentran en la tabla 3.3, que no son otra cosa que las
longitudes del Arco, para estos argumentos.

En la dltima columna se puede ver que se llega a la particién uni-
forme del intervalo [0, 1], es decir los datos que se tienen en la tabla
3.3 generan uniformidad en sus imagenes.

Iteraciones sobre t
1 2 3 4 5
0 0 0 0 0
0.1000 | 0.0829 | 0.0793 | 0.0791 | 0.0791
0.2000 | 0.1699 | 0.1704 | 0.1704 | 0.1704
0.3000 | 0.2246 | 0.2187 | 0.2189 | 0.2189
0.4000 | 0.3563 | 0.3558 | 0.3559 | 0.3559
0.5000 | 0.4963 | 0.4965 | 0.4965 | 0.4965
0.6000 | 0.5825 | 0.5794 | 0.5792 | 0.5792
0.7000 | 0.6743 | 0.6730 | 0.6729 | 0.6729
0.8000 | 0.7425 | 0.7305 | 0.7308 | 0.7308
0.9000 | 0.8656 | 0.8675 | 0.8675 | 0.8675
1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000

Tabla 3.3: Valores para las t en la i-ésima iteracion.
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Iteraciones sobre s
1 2 3 4 5
0 0 0 0 0
0.1276 | 0.1035 | 0.1002 | 0.1000 | 0.1000
0.2482 | 0.1995 | 0.2000 | 0.2000 | 0.2000
0.3441 | 0.3089 | 0.2996 | 0.3000 | 0.3000
0.4402 | 0.4010 | 0.4000 | 0.4000 | 0.4000
0.5101 | 0.4994 | 0.5000 | 0.5000 | 0.5000
0.6265 | 0.6030 | 0.6001 | 0.6000 | 0.6000
0.7401 | 0.7012 | 0.7000 | 0.7000 | 0.7000
0.8241 | 0.8087 | 0.7997 | 0.8000 | 0.8000
0.9206 | 0.8975 | 0.9000 | 0.9000 | 0.9000
1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000

Tabla 3.4: Valores para las s en la i-ésima iteracion.

La figura 3.9 tiene las graficas de las siguientes funciones: la curva
que se encuentra punteada y con asteriscos es la primera aproxi-
macién que dé el método, la que se ha llamado «;(t), para en los
demds pasos converger hasta s=1(t).

La grafica que se encuentra por debajo de las tres es s(t) y la que
se halla simétrica con respecto a la identidad, es su inversa. Aqui se
puede observar como en algunos puntos la aproximacién ya es muy
buena, para t = 0.5 por ejemplo no varia mucho el valor inicial del
final, en los otros casos si hay un considerable cambio.

Una vez explorado de manera tedrica como puede generarse la sucesién de
funciones que nos daran los valores para la inversa de la funcién longitud de
arco, sigue construir de manera explicita dicho algoritmo. Para ello se tiene la
construccién como tal del Spline.

3.5. Spline Monétono.

Se ha visto que el cdlculo de la paramatrizacion por la longitud de arco
juega un papel central al poder construir un Spline C' monétono, asf se procede
a darlo de manera clara.

3.5.1. Spline Lineal Racional.

Antes de seguir con la construccién del Spline, que finalmente serd utilizado
para la interpolacién de los datos, se introducird una funcién que en lo sucesivo
ayudara a resolver algunos problemas que se encontraron en el camino.

Sea la siguiente curva de Bézier Racional Lineal dada por:
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Figura 3.9: Aprozimacion a s~*(t).

_ tho(ul - u) + wltl (u - ’LLO)

wolup —u) +wi (u — up) (3.5)

V(u)
donde u € [ug, u1].
De entre las propiedades de esta curva, se mostraran dos, que tendran su

relevancia en lo sucesivo.

Propiedad 1)
v ES UNA COMBINACION CONVEXA DE to Y t;.

tho(ul - ’LLO) + wltl (’LLO - ’LLO)
u = U =t
(o) wo(u1 — up) + wi(uo — uo) o) =to
t - t -
) = DM Z ) PO Z ) ) 2y,
wo(ur —u1) + wi(ur — uo)
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Es decir « describe una curva que une al punto ¢y con t;.

Propiedad 2)
~ ES UNA FUNCION ESTRICATAMENTE MONOTONA EN [ug, u1].

Si de la expresién (3.5) se nombra por f(u) a la funcién del numerador y
por g(u) a la que se encuentra en el denominador, v queda determinada

como: Fu)
U
(u) = ==
g(u)
asi, las primeras y segundas derivadas estan dadas por:
f/ (u) = wltl - WOtO f”(u) =0
g'(u) = w1 = wo g"(u) =0
Para que ' resulte en:
y_ =g
=L
)

y al sustituir los valores de las derivadas

oy wilti =) +woly —to)
7 (w) = wol(ur —u) + w1 (u — ug)

Evaluando los extremos del intervalo en la tltima expresién y teniendo en
cuenta que y(ug) = to y v(u1) = t1, se obtiene:

t1 — 1t
¥ ) = A Z o)
wo(u1 — uo)
/ wo(t1 — to)
U) = —F——= 3.6
Y ( 1) Wl(ul — 'UJO) ( )
Si se multiplican ambas igualdades:
t1 —to) wol(ts —to) t—to \?
e () = w1t =t _
7 (uo)y' () wo(u1 — uo) wi(u1 — uo) Ui — Uo
es decir,
7 (u0)y' (u1) > 0 (3.7)
La segunda derivada de v estda dada por:
"o 2f/g/
== 92

ya que g(u) #0, f'(u) #0y ¢ (u) # 0V u € [ug, u1] esto implica:
7' (u) #0 VY u € [ug, ui) (3.8)
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La conclusién en (3.7) nos dice que las evaluaciones v/ (u;) tienen el mismo
signo y (3.8) indica que la funcién no se anula en el intervalo [ug, u1]. Asi,
v resulta ser una funcién estrictamente monodtona.

3.5.2. Construccion del Spline Racional Monétono.

El Spline « estard definido en el intervalo [ug,u;], de ahi que, segin lo
explorado, tiene que cumplir con:

, - 1
a(uo) = to, o' (ug) = I
, B 1
a(ul) = tl; « (ul) - HB/(tl)H2 (39)

como los grados de libertad de la curva de Bézier (3.5) son tres, no se pueden
satisfacer las condiciones de (3.9), para ello se utilizardn dos funciones racionales
lineales.
Si el intervalo [ug, u1] se divide en [ug, uy /2] ¥ [u1/2, u1] con:
Uy/2 = (1 — )\)UQ + )\ul

y A € (0,1), asi v se puede proponer como:

() = Yor (u) up S U < U/

Yoz (u) upe Su < Uy

donde 7y; son curvas de Bézier Lineales Racionales, las cuales deben cumplir:
(uo)
(u1)

Yo1(u1y2) =y02(urye) =ti2 y  01(urj2) = Yoo (u1/2)
Con los datos que se tienen, se pueden encontrar los valores de los parametros

faltantes. Teniendo en igual cantidad, el niimero de restricciones del problema
con los parametros libres.

Yo1(uo) = to v (uo) =

a/
Yo2(u1) =t v (u1) = o

Si se llama wy /3 al peso correspondiente al nodo u; /9, se tiene que los valores
para las derivadas en estas nuevas curvas estan dadas por:

wi/2(t1/2 — to)
WO(U1/2 - Uo)
wi/2(ts —t1)2)

w1 (ul - u1/2)

”Y(/)l(uo) =

762 (u1) =

Con lo descrito antes y las condiciones que se buscan para interpolar las
derivadas en ug, u1, y uy/2 se obtiene:
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w t1/0—1
o/(uo) _ Wiz t1/2 0
wo Ui/2 — Uo
w t1 —t
a,(u1> _ Wiz h 1/2
w1 Up —Ui/2

(3.10)

Para los datos involucrados con el nodo auxiliar u; /5 y la derivada de ~o; se

llega a que:

wo (tip—to)  wy (1 —tiy2)

! u =~/ u = -
Yo1( 1/2) Yo2( 1/2> w12 (u1/2 — up) w12 U1 — U1/2

wi _ (tiy2 —to) (u1 —uays)

wo (w172 —uo) (t1 —ti/2)

Tomando el cociente entre o/ (ug) y o (uq)

o’ (uo) _ wi (w1 —uyy2)(t1y2 —to)
o (u1)  wo (w12 — uo)(tr —t1y2)

reacomodando los términos

wi o' (ug) (u1y2 —uo)(tt —t1y2) ' (ug) wo

wo  o(ur) (ug —uipe)(tije —to) o (ur) w
wi _ (' (uo) 1/2
e (O/(Ul)>

o ()

despejando w;

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

En la ultima igualdad se muestra la importancia de la condicién en (3.7) la
cual es equivalente a a’(ug)c’(u1) > 0 pues de otra forma el radicando perma-

neceria indefinido.

Notese lo siguiente:

uy —uyyp = (I = A)(ur — uo) y Uy /2 — ug = A(u1 — ug)

si se sustituyen estos valores en (3.11) y se desarrolla
(1 - )\)L«)Oto + )\wltl
(1 - )\)(4)0 + )\(.«)1

De igual manera se sustituyen ahora en (3.10)

t1)2 =

w2 (t1/2 —to) wip (B —tiye)

o/ (ug) =

o/ (uy) =

wo )\(’U,l — UO)

w1 (1 — )\)(’U,l — UO)
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después de hacer las cuentas queda determinado el dltimo pardmetro

(u1 — uo)

w12 = [a(ug)woA + o' (ur)wi (1 — )\)]m

Ahora se estd en la posibilidad de, encontrados todos los elementos antes
exhibidos, dar el Spline que interpola los datos (ug,to) (u1,t1) y las derivadas
o’ (up), o' (u1) como:

~ Jror(u) ug < U< Uy o
Yo(u) =
Yo2(u)  uip <u<ug

con uisp = (1= XNug + Aug, A€ (0,1) y

woto(u1/2 — u) + wi ot /2(u — uo)
wo(uy /2 — u) + w1 2(u — uo)
wi oty j2(ur — u) +wits(u — u/2)
wi2(u1 — u) +wi(u —uy)2)
O/(uo) 1/2
e (o/(ul)> o
(1 - )\)L«)Oto + )\wltl
(1 - )\)(4)0 + )\(.«)1

Yo1(u) =

Yoz(u) =

t1)2 =

(u1 —ug)

wij2 = P’ (uo) + (1 = Awra/(w)]“— =

La funcién vy interpola los datos en (ug, to) y (u1,t1), si se construye ~; para
cada intervalo, entonces ~; estaria aproximando las parejas (u;, t;) v (wit1, tit1)-

El Spline « sera el formado por,

a(u) = vi(u) u; < U< Uiy 1=0,...,n—1

i) = yir(w) i Su< Uy
(u) =
iz (u) Uir1/2 S U S Uy
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con Uiy1/2 = (1 - )\)ul + )\uiJrl A€ (0, 1)

Witi(Wig1/2 — w) + Wit 2tipr/2(u — ;)
wi(tiy1y2 —u) + wiy1ya(u — u;)
Wiyt /2tiv1/2(Wiv1 —u) + wipitipr (v — wiq1/2)
Wit1/2(Wit1 — u) +wiy1 (U — uigq/2)
1/2
Wit1 = (M) / Wi
o (Uit1)
(1 - )\)witi + )\wl'+1ti+1
(1 - )\)wl + )\wl’+1

Yi1(u) =

Yiz(u) =

tit1/2 =

(uz‘+1 - uz)
(tit1 —1)

Para que el algoritmo esté bien definido es necesario especificar A y wg ade-

cuadamente, asi se toman wp =1y A= %

wit1/2 = Pwied (u;) + (1 — Nwip1 (wit1)]

Conclusiones.

En este capitulo se planted el problema de la distribucién de puntos sobre el
contorno suavizado y se vi6 que era indispensable contar con la parametrizacién
del SPLINE CONICO con respecto al arco y se proporciona un algoritmo eficiente
para calcularlo, usando spline lineal racional.
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Conclusiones.

Recapitulando los problemas centrales y su solucién se tienen los puntos
sucesivos

Se necesita suavizar contornos de regiones planas para su uso en otros pro-
blemas, e.j. generacion de mallas y triangulaciones.

Se propuso sustituir los picos por ARCO CONICOS para solucionarlo. Se en-
contré una forma practica de hacerlo por medio de la representacion racional
de Bézier estandar.

Se observé que el suavizamiento proporciona un SPLINE CONICO que tiene
continuidad geométrica, es decir, que su tangente varia continuamente. Debido
a lo anterior fue facil construir una parametrizacién C'.

Después se procedié a construir numéricamente la reparametrizacién con
respecto al arco. Finalmente se especifica el algoritmo que realiza el proceso
anterior.
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Capitulo 4

Moédulo para el tratamiento
(suavidad e interpolacién)

de curvas poligonales para
el sistema UNAMALLA 3.0

4.1. Preliminares.

Un aspecto esencial de todos los métodos para resolver ecuaciones diferen-
ciales parciales es la generacion de una malla. Esto consiste en dividir la regién
fisica donde se requiere resolver el problema en regiones sencillas (que pueden
ser tridngulos o cuadrildteros y tetraedros o hexaedros en 3D) que se conocen
como celdas.

La generacion de mallas se puede apreciar en la soluciéon de problemas de
dindmica de fluidos y en particular los ingenieros de la industria petrolera cons-
truyen modelos geométricos para simular yacimientos y la generacién de una
malla es importante para resolver adecuadamente las ecuaciones de interés, ya
que una buena malla es indispensable para que los métodos numéricos trabajen
bien.

Las mallas que se muestran en el grafico 4.1 son ejemplos de buenas regiones,
se pueden ver las celdas que tienen un comportamiento aceptable. Esta clase de
conjuntos son 6ptimos cuando se resuelven ecuaciones sobre ellos.

Hay regiones en las cuales la malla resulta ser no convexa, esto se refiere a
que las celdas se empalmen o encimen, éstas para fines practicos son inservibles,
la figura 4.2 muestra en el Gato y el Cisne como se ven dichas regiones.
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Figura 4.1: Mallas sobre regiones “buenas”.
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b) Cisne.

a) Gato.

Figura 4.2: Mallas No Convezas sobre regiones No convezas.

El sistema UNAMALLA resuelve de manera eficiente el problema de generar
mallas convexas sobre regiones irregulares por medio de funcionales [1] que a lo
largo del trabajo de varios autores se han ido construyendo y mejorando.

Los ejemplos que se ven en 4.3 son de mallas optimizadas.

En la figura 4.4 se presentan dos ejemplos: la bahia de la Habana a) y el lago
Ucha en Rusia b), que son ejemplos concretos sobre los cuales se ha trabajado

y que muestran contornos muy irregulares.

4.2. Descripcién del Mdédulo

Se inicia con un contorno inicial, éste se suaviza — sustituyendo las esquinas
por Arcos Cédnicos — luego se reparametriza — con la finalidad de tener un
control sobre los puntos que arroja el Spline Conico —, con ello también se
brindan las herramientas para al momento de generar la malla ésta pueda tener

distinta distribucién en su frontera.
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Figura 4.4: Regiones utilizadas en casos practicos.

4.2.1. Mbodbdulo

Dentro de lo que son las opciones del meni en el Sistema UNAMALLA, el
que corresponde a “Contour” se dié al usuario la alternativa de poder abrir:
Contornos — los cuales en las versiones anteriores estd implementada — Spline
o Reparametrizaciones (ver figura 4.5), se dard una descripcién breve de cada
una, para detallar mejor sus funciones.

En las opciones del menu principal para el contorno, si se elige Open y
Contour, se despliega un panel de control principal — ver figura 4.6 — donde
se da el tratamiento a la region.

Al elegir luego de Open, Conic Spline o Reparametrization, se despliega
una ventana de busqueda para los archivos con extensién .SPL y RLS, que son los
que tienen los datos necesarios para cargar en memoria las regiones suavizadas
o reparametrizadas.

Lo siguiente que se llevard a cabo es la descripcién de las funciones del
modulo, para ver ciertas ventajas que trae el suavizado al generar las mallas.
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Main | Contour Mesh  Information  Help

Reparametrizati

Edit boundaries

Save

izenerate TFI mesh

Figura 4.5: Meni Contour.

4 Unamalla: An automatic system for Grid Generation

Main Confor Mesh Information Help

+ Smooth parameters control panel =13

Conic Spline: Reparametrization

—

Figura 4.6: Ventana principal de UNAMALLA con el panel de control para el
tratamiento de contornos.

4.2.2. Suavizado

Lo que realiza el médulo es un suavizamiento del contorno por medio de
Spline C'dnicos, con el fin de eliminar los picos en la regiéon de estudio.

Algunos ejemplos se mostraron en el capitulo dos, (figura 2.5) otros se ven
en la figura 4.7.

El usuario puede construir un primer Spline Cdnico para el contorno pul-
sando el botén Generate — que se localiza en la primera columna del panel de
control que se muestra en la figura 4.8 —

Un problema que se observé al realizar las pruebas en algunos contornos, fue
que al suavizarlos se perdia mucho la forma original. Los ejemplos que se ven
en la figura 2.6 ilustran este hecho.



Modédulo para Unamalla 3.0 73

a) Gato. b) Flecha.

Figura 4.7: Contornos suavizados.

En el capitulo 2 se analizé este detalle y la manera de resolverlo fue modi-
ficando los pesos asociados a los Arcos Cdnicos, si se recuerda, éstos estdn en
funcién, ademds de sus puntos de control, de sus pesos (seccién 1.2) que deter-
minan el tipo de cénica que es usada.

Con este hecho puesto al descubierto, se realizé una modificacién pensando
en que el usuario quiza necesite adecuar el contorno a sus necesidades.

Cuando se crean los Arcos que sustituiran a los picos de acuerdo a los criterios
vistos en la seccion 2.1.2, se hace de la siguiente manera.

Si se busca que el contorno suavizado sea més fiel al original, entonces, se
multiplican por 2 los pesos de todos los arcos, en caso contrario se hace por
0.5%. Los botones “Less” y “More” del panel principal, figura 4.8, muestran las
correspondientes alternativas.

Para el ejemplo que se ha venido trabajando, el “Cisne” figura 4.9 a) , se
realiza el primer suavizado, luego en las imagenes que se muestran en b) y ¢)
se ven los cambios hechos cuando se dan las opciones para suavizar “menos” o
“ Lo

mas”.

Una vez que el contorno estd suavizado, el usuario al presionar la tecla
Accept tiene la alternativa de guardar los datos en un archivo — el cual queda
registrado con extension “.SPL” — o seguir tratando el contorno.

En esta parte del proceso se lleva acabo la teoria concerniente a los Arcos
Cénicos, el poligono de control, asignacién de pesos y la parametrizacién C!.

El generar el Spline Cénico, permite tener control sobre los puntos. El si-
guiente apartado describird como la reparametrizacion del contorno permite al
usuario poder distribuirlos de acuerdo a sus necesidaes.

1Eso se implenta a nivel de cédigo.
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¢ Smooth parameters control panel |E||£|

Conic Spline

Generate

Less | More |

Figura 4.8: Submeni para modificar el contorno ya suavizado.

5

-

a) Cisne.

4.2.3. Reparametrizacién

En el panel de control la segunda columna (figura 4.10), tiene las opciones
para generar la reparametrizacion del Spline Conico, una vez hecho esto, se
pueden guardar los datos obtenidos, los archivos correspondientes se almacenan
con la extensién “.RLS”.

La ventana que se muestra en la figura 4.11 es donde se puede ver como en
pantalla se lleva acabo el proceso de reparametrizacién.

Este proceso consume tiempo de maquina para que el usuario pueda saber
el avance de éste, se coloca un “wait bar”, en donde un contador va dando un
porcentaje de dicho avance.
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7

S,

b) Contorno “menos” suave. ¢) Contorno “mds” suave.

Figura 4.9: Opciones del suavizamiento.

¥ Smooth parameters control panel |§| |X|

W T = | T Reparametrization

K

—

Figura 4.10: Subment para Reparametrizar el contorno ya suavizado.

4.2.4. TFI Mesh

Con la reparametrizacion construida el paso siguiente es generar la malla
inicial para el método TFI, la ventana que muestra dicho panel se ve en 4.12 a).

En primera instancia se tienen parametros por default para la malla, su
dimensién de 20 x 20 y el “Alpha Convexity” [2], que estd dado por 0.00001,
los cuales estan sujetos a ser modificados por el usuario.

Hay dos maneras para generar la malla, cuando se dejan los parametros en
default o al moverlos.

La primera opicién realiza un TFI con la distribucién de los puntos uniforme
sobre el contorno, en tanto que la segunda da alternativa a que el usuario mo-
difique la distribucién de puntos en la frontera, ver 4.12 b).
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# Unamalla: An automatic system for Grid Generation

Main| Contour Mesh | Infarmation  Help:

—

4 Smooth parameters control panel M (=13

Conic Spine Reparametrization

Reparametrization 75%

Type of distribution n Contour

" Uniform

" Different

Mlpha-Convexity| | 00000100

a) Generacidn de la Malla. b) Tipo de distribucion.

Figura 4.12: Menas.

En esta parte se tienen tres opciones para modificar las cuatro sub-fronteras,
ellas son: Uniforme, Cuadratica y Exponencial. Asi, los puntos se mueven,
a necesidades muy especificas del usuario.

Las figuras en 4.13 muestran el proceso para editar los puntos en la frontera
del contorno.

En particular, cuando se escogen las distribuciones cuadratica o exponencial
hay opcién de que el usuario pueda mover los parametros a su gusto, o si lo
prefiere escoger de entre cuatro ya establecidos.

En estas mismas figuras se observan las ventanas para las opciones “Default”
y “Manual”.

Se tratd un contorno en particular para exhibir los efectos sobre la distribu-
cién de los puntos, éste fue el llamado “Cuadrado”, que tiene sus sub-fronteras
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una por lado, asi se muestra mas facil las distintas opciones que se fueron toman-
do.

En 4.13 a) se escogié la distribucién Cuadratica y modificar de manera
manual los puntos, en 4.13 b) se mira para el caso exponencial con la opcién

“Default” y en 4.13 ¢) también exponencial pero de manera manual.

Asi, para este ejemplo se tomaron los siguientes datos para el contorno:

Sub-frontera | Tipo de Distribucién
1 Uniforme
2 Cuadratica
3 Exponencial
4 Exponencial

En la figura 4.14 se ve la malla final, bajo todas las combinaciones que se
tomaron, también se tiene en la figura 4.15 donde se captura el panel de control
que muestra los datos que se tomaron para cada subfrontera, asi como el tamaiio
de la malla y el Alpha Convexity.

Algunos ejemplos de mallas ya creadas con distinta distribucién se presen-
tan a continuacién. En la figura 4.16 a) se tiene una reparticién de lo puntos
uniforme, en 4.16 b) se tiene con dos subfronteras uniformes y dos distribuidas
de forma Cuadratica, con el detalle que los puntos se acumulan al centro de dos
de ellas.

En 4.16 ¢) todas las subfronteras tienen una distribucién exponencial, enfo-
cado a dos de sus esquinas y por dltimo en 4.16 d) se tienen dos subfronteras
uniformes y dos — las que hacen esquina, dénde la malla se aglutina — con dis-
tribucién exponencial.
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# Parameters for, Initial TFl Smooth Mesh

Parameters

T o

# Parameters for Initial TFl Smooth Mesh
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Parameter of Exponential Distribution

¢) Exponencial —Manual-.

Figura 4.13: Proceso de edicion de las Subfronteras.
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malla 30 x 30. Spline Cubico. Optimizada con el funcional

Clisne,

S3-Longitud.

S

Cisne, malla 30 x 30. Spline Conico. Optimizada con el funcional

S3-Longitud.



83

Médulo para Unamalla 3.0

g

IS

S

3

£

T . =} P
\Mfm\m.umh\\v m,,wﬂx,.wmm?f 3 amﬂuﬂ.ufﬂwu.xr, -
iy SV e O R AT
B iy o A AVAN e A o
TP TS Q AN
ﬂx LA < um\ ST _f ..
0 TS0, S pt ettt
A - lm_...,ur____ \_AA Foe \A\X xR . o e .J. T
ity Fon s B O S =3 )
i \hm“WUmvmu_m\?w\xx\w} & xw\,\, £ S3 )
f”w AT p=e ST

B Z ety | 1 &S :
MT z ! H M < g )
RS :
s 1 -
) 3 |
Q i S & .
R i I A N N x = < i
T \mmawm M“ @w“\ RO F e :
aap= LN ;N ) . -
m,/ xL Mﬂ\,ﬂwmma ﬁ\ wn“\ i VO a./\m : AT, SN
N +m m_xﬂk AT X i - T
NNk OIS s FRAR W
A ¥ -, - - v s .,,./ r.;r” e Ly s
HNI/HA.HHNM,N 1 Xﬁvmh MM T \tw A oM B e 54 erﬁm\\
UNRSERSO0 e = W4T s
N S N o

2

=

2

S3-Area-Ortogonalidad.

M19. Spline Conico. Optimizada con el funcional



84 Médulo para Unamalla 3.0

Las mallas de abajo muestran cambios sutiles que tiene el suavizamiento. El
contorno es el lago Ucha en Rusia.

Malla generada por TFI usando el Malla generada por TFI usando el
contorno original. contorno suavizado.

Contorno original optimizado con el Contorno suavizado optimizado con el
funcional S3-Longitud. funcional S3-Longitud.
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Los siguientes contornos suavizados tienen generada la malla con distribucién
variable en su frontera.

o

i

I
5
L=t

ﬁ“‘:l
et
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éeggg R

México. Distribucion cuadrdtica en la parte superior e inferior y
optimizada con el funcional S3-Longitud.

e

Sudamerica. Distribucion cuadrdtica en la parte superior, otimizado
con el funcional S3-Area-ortogonalidad.
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Gato. Distribucion exponencial en las esquinas inferior izquierda y
superior derecha. Optimizada con el funcional S3-Longitud.
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otimizado con el funcional S3-Longitud.
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Habana. Distribucion uniforme en todo el contorno, optimizada con el
funcional S3-Ortoganalidad.
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