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“IEl infinito! Ningin otro problema ha conmovido
tan profundamente el espiritu del hombre”.
David Hilbert

1 Introduccion

Una intuicién que no es extrana al espiritu humano es la sensacién de que formamos parte de
una realidad que va mas alla de lo que pueden observar nuestros sentidos. Cuando tenemos
la suerte de gozar las imagenes magicas de estrellas o galaxias, que en la actualidad los
grandes telescopios son capaces de transmitirnos [20], o cuando tenemos la oportunidad
de disfrutar con las imagenes de lo muy pequeno como las esporas de volvox aureus o las
primeras células de la formacién de un ser humano en el titero materno (véanse por ejemplo
las fotografias de ...[?]), y estamos concientes de que lo pequenio, las células, estan formadas
por partes mas elementales y diminutas como los organelos, que lo estdn por proteinas y
acidos nucléicos, y éstas a su vez se constituyen por particulas aun mas pequenas: moléculas,
atomos, se nos presenta con fuerza la visién de nuestro universo inmenso, e inmerso, ;por
qué no?, en otros universos conteniendo realidades inimaginables. Estas sensaciones ya las
exprezaban Kant y Shakespeare en formas diversas:

“La fabrica del mundo nos produce un silencioso asombro por su inmensa grandeza vy
por la variedad y la belleza infinitas que por todas partes resplandecen en ella.” (Emmanuel
Kant, Historia general de la naturaleza y teoria del cielo. [6])

“Oh Dios, podria estar inmerso en una cdscara de nuez y sentirme rey del espacio
infinito.” (Hamlet, 11,2.)
(I) Podriamos intentar dar una primera definicién de infinito diciendo que es la palabra
con la cual designamos la sensacién del espiritu, que percibe que la realidad limitada por



nuestros sentidos no es toda la realidad. Asi, el infinito seria el producto de una experiencia
sublime, ya sea estética, cientifica, mistica, poética o amorosa:

“Beso a beso recorro tu pequeno infinito,” (P. Neruda [15]).

Esta definicién depende de las sensaciones de cada uno de nosotros. Es una definicion
emocional, mistica.

La experiencia de lo infinito aparece definitiva e insistentemente, conservando sus carac-
teristicas del infinito emocional que definimos en (I), cuando nos acercamos a la geometria
y a los nimeros, cuando hacemos matematicas.

Recordemos por ejemplo el problema de los segmentos de recta que no pueden ser
comparables usando una unidad comun (figura 1); es éste el problema de los nimeros
irracionales. ;Qué significa una magnitud que necesita, para ser definida, de una sucesion
infinita de aproximaciones por medio de niimeros conocidos? Este problema ya lo habian
observado los Pitagéricos cuando descubrieron la raiz cuadrada de 2. Es el caso también de
7; un numero cercano a €l es

3.141592653589793238462643383279502884197169

(En la actualidad, usando computadoras se han podido obtener aproximaciones a m cuya
representacién decimal se expreza con hasta mas de 50,000 digitos.)

O recordemos también las famosas paradojas de Zenén de Elea (495-435 A.C.), que
plantean, de manera contundente, las dificultades que los procesos infinitos crean entre la
realidad légica y la realidad fisica. Una de ellas: Aquiles, el heroe griego, y una tortuga
deciden medir sus habilidades e inician una carrera. Aquiles le da ventaja a la tortuga
permitiendole que inicie la carrera en una posicion mas adelantada. Resulta entonces que
bajo estas condiciones Aquiles jamas podra alcanzar a la tortuga pues cuando Aquiles llegue
al lugar en donde la tortuga comenzé la carrera, ésta estard adelante de él, y cuando Aquiles
alcance este segundo punto que ya tocé la tortuga, ésta estara en algiin lugar adelante, etc.
(figura 2). Y Zenén concluye que el movimiento no existe.
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Figura 1 Si aproximamos el segmento de longitudy/2 por segmentos de longi-
tud racional, no lograremos cubrirlo por medio de un proceso finito.



El problema de lo infinitamente pequenio, lo infinitamente grande, o los procesos infinitos,
fue un problema considerado por los pensadores, filésofos y matematicos de las diferentes
épocas desde la Grecia clasica. En realidad fue poco lo que se avanzdé con respecto a este
problema hasta la invencién del cédlculo integral y diferencial por Newton y Leibniz en el
siglo XVII. Este descubrimiento y el desarrollo de un lenguaje matematico preciso durante el
siglo XIX (Cauchy, Dedekind, Weierstrass), son los instrumentos que permitieron resolver
el problema de lo infinitamente pequeno, la definicién clara de los nimeros irracionales
y la obtencion de resultados precisos utilizando procesos infinitos de aproximacién. En
particular se devel6 por fin una de las propiedades caracteristicas de los niimeros reales, que
podemos expresar diciendo que los puntos de una recta forman un continuo sin agujeros, o
en términos mas técnicos: FEl espacio de los niumeros reales es un espacio completo.
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Figura 2 Aquiles nunca alcanzara a la tortuga (y ambos no

llegaran nunca a la meta).

Es también en el siglo XIX cuando Peano define a todos los ntimeros naturales por medio
de una coleccion finita de axiomas, que permite decidir muchas propiedades matemaéticas
por medio de la llamada induccién matemaética.

Por fin, es el matematico alemén Georg Cantor (1845-1918) que resuelve de manera
magistral el problema de lo infinitamente grande a finales del siglo XIX. Es precisamente
sobre lo infinitamente grande y las ideas de Cantor al respecto, sobre lo que trataremos
en este escrito (secciones de la 4 a la 8). Reflexionaremos primero sobre los conjuntos, los
numeros y lo que significa contar y comparar nimeros (secciones 2 y 3). En las secciones
9 y 10 platicaremos sobre el problema del continuo, y en la ultima seccién hablaremos de
infinitos gigantes e infinitos pequenos. Recordemos que a < b significa que a es menor o
igual que b; a < b significa “a es estrictamente menor que b”; a € A quiere decir que el
objeto a es un elemento del conjunto A; a ¢ A debe leerse “a no pertenece a A”, y a # b
como “a es diferente de b”; los simbolos {a,b,c,d} y {a € A : a satisface P} se usan para
denotar al conjunto que contiene solamente los objetos a, b, cy d, y al conjunto de elementos
del conjunto A que satisface la propiedad P, respectivamente.



2 Numeros y conjuntos

En matematicas se trabaja con simbolos, con niimeros, con objetos geométricos, como los
triangulos o las rectas, o los puntos de un plano. También, y principalmente, se trabaja con
conjuntos formados por objetos matematicos como

1. El conjunto de los primeros 5 nimeros naturales: {1,2,3,4,5}.

2. La coleccién de los nimeros que dividen al nimero 12: {1,2,3,4,6,12}.

3. La coleccién de circunferencias que pasan por dos puntos diferentes a y b en el plano.
4. El conjunto de los niimeros naturales N={1,2,3,....,n,n+ 1,...}.

5. El conjuno de los puntos en una recta (figura 3). Precisamente a los puntos de esta
recta les llamamos los niimeros reales, y denotamos a este conjunto con el simbolo R.

Figura 3 La linea de los niimeros reales R.

6. El conjunto {z" : n € N}, que es una coleccién de curvas en el plano.

Si A y B son dos conjuntos, entonces A X B es el conjunto formado por todos los objetos
de la forma (a,b) en donde a € A y b € B. Ademés, una subcoleccién B de los elementos
de un conjunto A, es también un conjunto. En este caso, decimos que B es un subconjunto
de A.

Un conjunto de particular importancia y que seguramente llamard la atencion del lector,
es aquel que carece de elementos, al cual llamamos el conjunto vacio y lo denotamos con
(). La consideracién de este concepto no es un acto de excentricidad, asi como no lo es la
inclusién del cero en el sistema numérico.

Otros ejemplos de conjuntos son las funciones: Una funcién f definida en un conjunto
A y con valores en un conjunto B es un conjunto {(a, f(a)) : a € A} contenido en A x B
de tal forma que a cada a € A le asociamos un solo elemento f(a) en B (figura 4).

A partir de los ejemplos aqui planteados, podemos dar una primera clasificacién de
los conjuntos. Algunos tienen la peculiaridad de que sus elementos pueden ser escritos o
representados graficamente de manera exhaustiva. Este es el caso de {1,2,3,4,5} o es el
caso del conjunto de rectas que pasan por cuatro puntos fijos en el plano. En cambio, si
tratamos de escribir todos los niimeros naturales uno después de otro, nos convenceremos
rédpidamente que esto es imposible. Es decir, nuestros sentidos no pueden percibir, usando
el tiempo y el espacio en donde vivimos, a todos y cada uno de estos ntimeros.
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Figura 4 La funcion f definida en A y con valores en B.

Esta idea se aproxima a la definicién intuitiva y emocional de infinito que dimos antes.
Asi podriamos hacer un segundo intento para definir infinito de una manera mas formal:

(IT) Un conjunto A es finito si podemos representar graficamente a cada uno de sus elemen-
tos en un momento y lugar determinado. Si esto no es posible, diremos que A es infinito.

Observemos, sin embargo, que si bien no podemos escribir a todos los elementos de N
de una sdla vez, si podemos definir a todos estos elementos usando una coleccién finita de
palabras : 1 es un ntimero natural, si k£ es un ntimero natural, entonces k + 1 es un ntmero
natural.

El primer intento que hicimos por definir lo infinito, definicién (I), es subjetiva y depende
de cada persona, lo cual no la hace muy adecuada; este segundo intento (definicién (II))
tiene también sus bemoles como se podré apreciar si se reflexiona un rato sobre el particular,
y como quedard de manifiesto en lo que expondremos més adelante (en particular, segin
(IT), el conjunto vacio es finito o infinito?).

3 Contar

Cuando tenemos enfrente de nosostros una coleccién finita de objetos (digamos, una bolsa de
monedas) y queremos contarlos, reproducimos basicamente la siguiente operacién: Tomamos
(con las manos, con la vista o con algin instrumento) primeramente uno de los elementos
por contar y mencionamos la palabra “uno”, luego tomamos un elemento diferente del ante-
rior y decimos “dos”, y asi proseguimos hasta acabar con todos los elementos de la coleccion.
Graficamente podemos representar esta operacién como se muestra en la figura 5.

Asi, la accién de contar los elementos de un conjunto finito A que contiene k£ objetos,
es basicamente establecer una correspondencia exhaustiva y uno-a-uno entre los elementos
del conjunto A con los elementos del conjunto {1,2, ..., k}.

Una vez que sabemos contar podemos preguntarnos qué es el ntimero 3. Lo primero
que se nos ocurre para contestar esta pregunta es tratar de dar ejemplos. Tomamos tres
manzanas y decimos “tres manzanas”, tomamos tres sillas y decimos “tres sillas”. Decimos,
“el conjunto {1, 2, 3} tiene tres elementos”, o “el tridngulo tiene tres lados”. Pero el ser tres
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Figura 5 Contar

no depende de las manzanas o de las sillas o de los lados del tridngulo. ;Cémo resolver pues
esta pregunta? Una buena alternativa es la siguiente: El ntimero 3 es la clase de todos los
conjuntos que tienen tres elementos (figura 6).

Esto tiene sentido, y lo podemos hacer con cada niimero natural. Incluso, esta definicién
nos permite también comparar entre dos niimeros dados, digamos 3 y 5. ;Cudl es el mayor
de ellos? Tomamos un representante del primero, digamos {1, 2, 3}, y tomamos un represen-
tante del segundo: {1,2,3,4,5}. Es claro que podemos establecer una relacién exhaustiva y
uno-a-uno entre el primero y un subconjunto del segundo, pero es imposible hacer lo mismo
en sentido inverso. Entonces decimos que 3 es estrictamente menor que 5.

I

{1,2,3) {a.b.c} \

—— {%, #, 3}

Figura 6 El ntimero 3

4 Georg Cantor y el infinito

Son estas ideas basicas planteadas en la seccion anterior, las que inspiraron a Cantor a finales
del siglo XIX a resolver el problema de lo infinitamente grande. Su magistral invencién fue
el concepto fundamental de funcién biyectiva, es decir la idea de una relacién exhaustiva y
uno-a-uno. Con mas exactitud: Una funcién f definida sobre un conjunto A y con valores
en un conjunto B es biyectiva si (1) f relaciona cada dos elementos diferentes de A con dos
valores diferentes de B, y (2) cada elemento en B esta relacionado con uno de A (figura 7).
Si es posible establecer una relacién biyectiva entre los conjuntos A y B, entonces decimos



que A y B son equivalentes o tienen la misma cantidad de elementos.

Figura 7 A vy B son equivalentes.

Es asi que con la idea de funcién biyectiva podemos definir de manera méas precisa lo
que significa que un conjunto sea finito o infinito:

(III) A es finito si es vacio o si existe un nimero natural k y una funcion biyectiva entre
los elementos de A y los primeros k nimeros naturales (figura 8). Y un conjunto es infinito
st no existe una funcion con estas caracteristicas.

Estas ideas nos conducen a generalizar el concepto de niimero: Un nimero es la clase
de todos los conjuntos que son equivalentes (es decir, que tienen la misma cantidad de
elementos). Asi, como dijimos antes, a la clase de todos los conjuntos con tres elementos le
llamamos niimero 3. De esta manera podemos también considerar la clase de los conjuntos
que tienen la misma cantidad de elementos que los niimeros naturales. El nimero que
designa a esta clase es el nimero infinito alef-cero, el cual se escribe como Rg. (Alef o
Aleph, R, es la primera letra del alfabeto hebreo y corresponde a la letra A.)

Sy Ot W N~

Figura 8 A es un conjunto finito.

Con la idea de funcién biyectiva podemos entonces hablar de conjuntos finitos y de
conjuntos infinitos con toda precisiéon y podemos hablar de nimeros mas grandes que otros;



es decir, podemos determinar cudndo un conjunto tiene mas elementos que otro. En efecto,
si podemos establecer una funcién biyectiva entre un conjunto A y un subconjunto de un
conjunto B, y no podemos hacer lo mismo de B en A, entonces decimos que B tiene una
cantidad de elementos estrictamente mayor que la cantidad de elementos que contiene A
(figura 9).

Figura 9 A tiene estrictamente menos elementos que B.

Entre los ejemplos de conjuntos que hemos presentado, nos queda claro que varios de
ellos son conjuntos infinitos. Por ejemplo los ntimeros naturales, los niimeros reales; asi
también es infinito el conjunto de los nimeros primos, el de los nimeros enteros Z =
{....—3,-2,-1,0,1,2,3,...}, y también el conjunto de los niimeros algebraicos: un nimero
es algebraico si satisface una ecuacién del tipo an2”™ + an_12" ' 4+ ...+ a1z +ay = 0 en
donde a; es un nimero entero para toda i € {0, ...,n}. ;Serd cierto que todos los conjuntos

infinitos tienen la misma cantidad de elementos? Por ejemplo, ;N tiene la misma cantidad

1 2 3 4 ...n ...2n 2n+1 ...

r1 1 1 ! !

o -1 1 -2 -n n

r1 1 1 ! !

2 4 6 2n ... 4n 4n+2 ...
Figura 10 N, 2N y Z tienen la misma cantidad de elementos.

de elementos que R? y ;R tendra la misma cantidad de elementos que la coleccién de puntos
del plano? Este tipo de preguntas se las plante6 Cantor y logré responder de manera
sorprendente. En primer lugar resulta que N tiene tantos elementos como algunos de sus



subconjuntos propios; este es el caso, por ejemplo, del conjunto de los nimeros pares.
También, el conjunto de los niimeros enteros Z tiene la misma cantidad de elementos que N
(figura 10). Y aun més asombroso es que hay tantos ntimeros algebraicos como naturales
(Se encuentra una demostracién de esta afirmacién en [12]).

Ahora podemos imaginar que los niimeros impares son tantos como los elementos en N.
.,Cémo demostrariamos que la colecciéon de niimeros primos es tan grande como N7

Pero también es posible darnos cuenta que hay tantos niimeros naturales como racionales
positivos (figura 11). Por lo cual, tantos niimeros racionales (es decir, tantos elementos en
Q= {g :p,q € Z,q # 0}) como naturales (;Por qué?). Asi, en el costal con etiqueta X, se
encuentran Z, {2n :n € N} y Q (figura 12).

) )
11 1/2 1/3 1/4 ... 1/m...
/! /

2/3" 2/4" .. 2/m ...
/ /

2/1  2/2
[an”
3/1° 3/2 3/3

n%l n/2 n%3 ng4 n/m

3/4

/
/

3/m ...
e .

Figura 11 Podemos poner en una lista, como marcan las flechas, a to-
dos los nimeros de la forma n/m con n,m € Ny m # 0.
Podemos asi concluir que hay tantos niimeros racionales
como numeros naturales.

k
N hY
v N 7 \
0 Q

kN Numeros

2N Primos

N2
Ntumeros algebraicos
Figura 12 El ntmero infinito Ny



También, usando la idea de funcién biyectiva podemos demostrar que la cantidad de
puntos en un segmento de recta [a, b] es la misma que la cantidad de puntos en un segmento
[c, d] para cualesquiera a, b, c,d € R que cumplen a < by ¢ < d; y que la cantidad de puntos
en el segmento de recta comprendido entre dos puntos a, b con a < b, (a,b) = {x € R
ca < x < b}, es la misma que la cantidad de puntos en toda la recta real R (figura 13).

p

Figura 13 En esta figura se ha curbado el segmento de recta (a,b) y
se muestra la correspondencia biyectiva entre este segmen-
to y la recta R.

5 Comparar conjuntos

Una de las preguntas que habiamos hecho antes y que es de importancia es ;jtodos los
conjuntos infinitos tienen la misma cantidad de elementos? En particular, ;la cantidad que
hay de numeros reales coincide con la cantidad que hay de nimeros naturales?

De nuevo, ;jqué significa que un conjunto A tenga mas elementos que un conjunto B?
Bueno, como ya dijimos antes, A tiene estrictamente més elementos que el conjunto B
si (1) podemos establecer una biyeccién entre los elementos de B y los elementos de un
subconjunto de A, pero (2) no podemos establecer una biyeccién entre los elementos de A
y los elementos de un subconjunto de B (Este es el llamado teorema de Cantor-Bernstein).

Es necesaria la condicién (2) en la definicién anterior ya que, por ejemplo, N tiene tantos
elementos como el conjunto de racionales positivos {p/q : p, ¢ € N}. Esto nos podria hacer
pensar que la coleccién de niimeros racionales, es decir el conjunto de todos los cocientes (o
quebrados) formados por nimeros enteros, es un conjunto con una cantidad de elementos
estrictamente mayor que los que posee N, pero esto no es cierto, hay tantos naturales como
racionales.

Algunos otros ejemplos: Se puede probar que la coleccién de puntos en un circulo es
tan grande como la coleccién de puntos en todo el plano. Es mas, hay tantos puntos
en el pequeno guién - como puntos hay en todo nuestro universo de tres (jo cuatro?)
dimensiones. Se derrumba definitivamente el principio euclideano que afirmaba “El todo es
mayor estrictamente que cada una de sus partes”. Es claro que esto ya no es cierto siempre,
por lo menos, como estamos viendo aqui, hay partes que tienen tantos elementos como el
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todo. El aforismo euclideano debe cambiarse por el siguiente: El todo es mayor o igual que
cada una de sus partes. Esta realidad matematica la expresan Kant y Borges de manera
similar diciendo

“No nos acercamos mds a la infinitud de la obra de la creacion divina encerrando el
radio de su revelacion en una esfera que tenga por radio la Via Ldctea que tratando de
circunscribirla a una bola de una pulgada de didmetro” (E. Kant, Historia general de la
naturaleza y teoria del cielo. [6])

“El didmetro del Aleph seria de dos o tres centimetros, pero el espacio césmico estaba
ahi, sin disminucion de tamano.” (J.L. Borges, “El Aleph”)

6 El continuo

Llegamos ahora a un punto en donde es ineludible la pregunta ;El conjunto de puntos en
la recta, es decir el conjunto de nimeros reales tiene tantos elementos como N7

Veamos, si R tuviera tantos elementos como N, entonces podriamos escribir estos en una
lista. En particular, los numeros reales entre el 0 y el 1, los podriamos poner en una lista
escritos en su forma decimal:

r1 = 0.a}adal...

ry = 0.a3a3a3...

r3 = 0.aja3a3...

r = 0.afaka}...

en donde cada a] es un ntmero entre el 0 y el 9. Ahora consideremos el nimero z =
0.b1babs... en donde, para cada i, b; es un niimero entre el 1y el 8 diferente de at. Resulta
entonces que el nimero x es un numero real mayor que 0 y menor que 1 y no aparece en
la lista que habiamos dado, ya que difiere de x; en su i-ésimo decimal para cada i. Por
ejemplo, de manera mas concreta, supongamos que la lista de los nimeros reales entre el 0
yelles:

x1 = 0.207445...
z2 = 0.378950...
r3 = 0.901178...
x4 = 0.983098...
x5 = 0.872659...
ze = 0.272457...

Pues ahora tomamos x = 0.123468.... De esta forma z no es x1 pues el primer nimero
en la representaciéon decimal de = es 1 y el correspondiente de x1 es 2; no es xo pues el

11



segundo numero de la representaciéon decimal de x es 2 mientras que el de xo es 7, etc.
Pero habiamos dicho que en la lista x1, 9, x3, ... estaban representados todos los niimeros
reales mayores que 0 y menores que 1. Obtenemos asi una contradiccion. Esto significa que
forzosamente R debe tener més elementos que N. Al niimero de elementos en R lo denotamos
por ¢ y recibe el nombre de El continuo.

Asi pues descubrimos otra de las verdades asombrosas sobre el infinito: existe mds de
un infinito.

7 El conjunto potencia

Dado un conjunto A podemos hablar del conjunto potencia P(A) que es el conjunto de
todos los subconjuntos de A. Asi, si A = {1, 2,3}, entonces

P(A) ={0,{1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3} }.

Obsérvese que en este ejemplo, la cantidad de elementos que tiene A es menor estricta-
mente que la cantidad de elementos que tiene P(A).
La proposicién que sigue generaliza esta observacién y tiene implicaciones importantes:

Resultado 1 Para cualquier conjunto A, P(A) tiene estrictamente mds elementos que A.

Demostracién. Supongamos que existe una funcién biyectiva h que relaciona los elementos
de A con aquellos de P(A). Tomamos ahora el conjunto 7' formado por los elementos x
de A que tienen la peculiaridad de no ser elementos de h(x). T es un subconjunto de Ay
por lo tanto debe existir un elemento a en A tal que h(a) = T. Ahora bien, es claro que
el elemento a o pertenece a T' o no pertenece a T'. Si pasa lo primero, es decir si a € T,
entonces, por definicién de los elementos en T, a € T'; y si a ¢ T, entonces a € T. Las dos
conclusiones juntas constituyen una contradiccién. Por lo tanto, debemos concluir que no
existe ninguna biyeccién entre los elementos de A y los de P(A). Como ademas la relacién
a — {a} es una biyeccién de A en una subcoleccién de P(A), entonces se cumple que A
tiene estrictamente menos elementos que P(A). O

En particular tenemos que:
Resultado 2 FExiste una infinidad de nimeros infinitos diferentes.

Demostracién. En efecto, dado cualquier niimero infinito o y dado un representante de
a, A (es decir, la cantidad de objetos que tiene A es «), el niimero infinito que representa la
cantidad de elementos de P(A) es un infinito diferente de o y es mayor estrictamente que
Q. Od

Podemos nombrar algunos de estos ntimeros infinitos:

Nog < Np < Ro <o, <N <
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en donde N; (alef-uno) es el infinito méas pequeno mayor que Ry, Rg es el infinito mas pequeno
mayor que Ni, N3 es el infinito mas pequeno mayor que Ny, y asi sucesivamente.
También es posible demostrar (véase por ejemplo [12]) que:

Resultado 3 El conjunto de niumeros reales R tiene la misma cantidad de elementos que

P(N).

Por cierto, si la cantidad de elementos de un conjunto infinito A es m, entonces el niimero
de elementos de P(A) es igual a 2™. Por el resultado 3 se cumple que

¢ = 2o,

Aqui hay que senalar que el niimero infinito mas pequeno es X, como sugiere la notacién.
Es decir, si A es un conjunto infinito, entonces A contiene un subconjunto con tantos
elementos como N. En efecto, tomemos a1 € A, como A es infinito existe ao € A el cual
es diferente de a;. De nuevo, como A es infinito, entonces A no es igual a {a1, as}, por lo
cual podemos tomar az € A el cual no pertenece al conjunto {aj,as}. Asi, si ya tomamos
ai, ..., ar elementos diferentes en A, podremos tomar a1, también elemento en A que es
diferente a los elementos ya tomados aq, as, ..., ar. De esta forma podemos construir un
subconjunto de A que tiene tantos elementos como N. Esto significa que la cantidad de
elementos de A es mayor o igual que la cantidad de elementos de N.

8 Aritmética de niimeros infinitos

Cuando sumamos al nimero 3 el nimero 5, basicamente realizamos la siguiente operacion:
consideramos un representante del nimero 3, digamos {1, 2,3} y tomamos un representante
del 5 que no tenga elementos comunes con {1,2,3}: {4,5,6,7,8}; reunimos los elementos
de ambos conjuntos y obtenemos el conjunto {1,2,3,4,5,6,7,8} que representa al nimero
8. Asi decimos que 3 mas 5 es igual a 8.

Esta es la idea natural de suma y la podemos aplicar a nuestros niimeros, sean finitos
o infinitos. La suma de dos numeros, finitos o infinitos, m y n es igual a la cantidad de
elementos que posee un conjunto M que representa a m, es decir que tiene m objetos, mas
los elementos de un conjunto N que contiene n elementos, cuidando que M y N no tengan
elementos comunes (figura 14).

Ahora podemos definir producto, pues éste no es otra cosa que la repeticiéon de la ope-
racion suma. Multiplicar los niimeros m y n, m - n, es sumar n veces el nimero m. Es decir,
para obtener m - n debemos tomar n conjuntos ajenos por pares, cada uno de ellos con m
elementos, y formamos el conjunto unién que contiene a todos los elementos de los conjuntos
elegidos. La cantidad de objetos que contiene el nuevo conjunto es igual a m - n. Expresado
de otra forma, m - n coincide con la cantidad de elementos de un conjunto de la forma A x B
en donde A posee n elementos y B contiene m elementos (figura 15).

Asi, de manera natural, hemos definido una aritmética entre los nimeros finitos e in-
finitos. Sin embargo, cuando operamos con ntimeros infinitos debemos tener cuidado; lo
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Figura 14 M tiene m elementos, N tiene n elementos
y M UN tiene m 4+ n elementos.
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Figura 15 A tiene m elementos, B tiene n elementos
y A X B tiene m - n elementos.

inesperado vuelve a aparecer. Algunos de los resultados sorprendentes de esta aritmética
de los nimeros infinitos son las igualdades siguientes que no tienen nada que ver con la na-
turaleza de la aritmética de los niimeros finitos. Se cumple que si m es un nimero infinito,
entonces

m-m=m-+m=m,

mas generalmente:

m-n =m-+n=méiximo{m,n},

para cualquier niimero finito o infinito n.
Esto significa en particular que si a un conjunto infinito le aumentamos hasta tantos
elementos como los que posee, no aumentamos en nada la magnitud de su tamano. Por
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Figura 16 Ng + Ng = Ng

ejemplo, considérese el conjunto de nimeros pares y adiciénese el conjunto de nimeros
impares. Estamos sumando Ng mas Ry. Obtenemos como resultado a todos los nimeros

naturales, es decir, volvemos a obtener, como resultado de esta operacién, el nimero Ny
(figura 16).

9 David Hilbert y el problema del continuo

Tenemos entonces que Ny es el nimero que designa a la cantidad que existe de niimeros
naturales, y ¢ designa la cantidad de puntos que hay en una recta. Ademads, como hemos
dicho, Ny < «¢.

Resulta entonces el siguiente problema que planteé Cantor y no pudo resolver. ;jExiste
un numero infinito m que satisfaga la relaciéon Rg < m < ¢? A la negacién de tal afirmacién,
es decir a la afirmacion ¢ = Ny, se le llama La hipdtesis del continuo.

Ya en 1900 uno de los matematicos de mayor prestigio de la época, David Hilbert,
habia planteado varias ideas fundamentales con respecto a las matematicas y al trabajo de
Cantor, algunas de las cuales fueron presentadas por Hilbert en el congreso internacional
de matematicas en Paris en ese ano:

1. Manifesté su admiracién por el trabajo realizado por Cantor y lo apoyé publica-
mente contra sus detractores: “Nunca nadie nos expulsard del paraiso que Cantor cred para
nosotros”.

2. Proclamé la cercania del fin de la construccién del edificio matematico, y no vacild
en afirmar su conviccién de que todo problema matematico llegaria a resolverse.

3. Enumeré 20 problemas matematicos que a su juicio eran los problemas mas impor-
tantes a ser resueltos en los anos subsiguientes. Entre estos problemas menciond el problema
del continuo: ;Existe un niimero infinito m que satisfaga la relacién Ry < m < ¢?

10 Godel y Cohen

Treinta anos después, Kurt Godel respondié de manera genial a las preguntas de Hilbert.
En primer lugar, no es posible sofiar con la estructura completa del edificio matematico, y
no es posible obtener una demostracion de la veracidad o falsedad de cualquier problema
matematico. Demostré que en cualquier teoria axiomatica que incluye la aritmética de
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los niimeros enteros, existe siempre un enunciado tal que ni él ni su negaciéon pueden ser
demostrados dentro de la teoria misma; es necesario considerar una teoria méas amplia para
encontrar su demostracion o la demostracion de su negacién.

Resultado 4 (K. Godel) Si T es un sistema axiomdtico consistente que incluye la aritmé-
tica de los numeros enteros, entonces hay una formula cerrada A en T la cual es indecidible
enT.

El segundo resultado de Godel se refiere al problema del continuo. Demostré que si
los axiomés béasicos de la teorfa de conjuntos llamados de Zermelo-Fraenkel (axiomas tales
como: existe un conjunto, el objeto que carece de elementos, es decir, el vacio, es un
conjunto, la unién de dos conjuntos es un conjunto, existe un conjunto infinito, etc!) es
consistente, entonces la hipétesis del continuo (X; = ¢) es un enunciado consistente con
los axiomas de Zermelo-Fraenkel. Es decir, si la teoria construida a partir de los axiomas
de Zermelo-Fraenkel no contiene ninguna contradiccion, entonces la teoria que se obtiene a
partir de los axiomas de Zermelo-Fraenkel mas la proposicién ¢ = Ny, no contendrd ninguna
contradiccion.

Anos mas tarde, en 1954, Paul J. Cohen demostré que la negacién de la hipdtesis del
continuo es también consistente con los axiomas de la teoria de conjuntos, suponiendo la
consistencia de estos.

A partir de entonces ha quedado claro que la realidad matematica se bifurca en universos
con realidades diferentes cada uno de ellos: el universo del ¢ = Ry, por un lado, y el universo
del ¢ = Ny en contraposicion.

11 Numeros infinitos gigantes y ntimeros infinitos pequenos

Los nuimeros infinitos forman una parte importante de la materia prima que algunos mate-
maticos manejan y estudian cotidianamente. Con frecuencia se encuentran con nimeros in-
finitos gigantescos. Estos infinitos son de diferentes tipos y reciben nombres tales como “in-
finitos fuertemente inaccesibles”, “infinitos medibles”, etc. Estos infinitos son tan grandes
que se puede demostrar que no se puede demostrar su existencia.

Por ejemplo, un infinito fuertemente inaccesible « tiene las siguientes caracteristicas:
(1) Para obtener a sumando infinitos menores que él, debemos, forzosamente, utilizar «
sumandos, y (2) para cualquier infinito 8 < a se cumple que 2° < a.

Hay también los infinitos que podemos llamar pequenos. Son los ntimeros que se en-
cuentran entre Ng y c.

Para ilustrar este tipo de infinitos necesitamos introducir algunas definiciones.

Al conjunto P de todas las funciones definidas en N y con valores en N le asignamos un
orden < como sigue: Para f,g € P, f < gsi f(n) < g(n) para todo n € N. Un subconjunto

!Son apropiados [2], [9] y [10] para consultar sobre los axiomas de Zermelo-Fraenkel y el axioma de
eleccién.
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B es no acotado si no existe ningtin h € P tal que g < h para cualquier g € B; y decimos
que B es dominante si para cada f € P existe g € B tal que f < g.

Definimos ahora b como el infinito que representa la cantidad que tiene uno de los
subconjuntos de P no acotados més pequeno, y 0 es el infinito que representa la cantidad
de elementos que tiene uno de los conjuntos dominantes més pequeno en P.

Se puede demostrar que

N <p<o<e.

Es decir b y 0 son infinitos pequenos. Ademads, es consistente con los axiomas de Zermelo
Fraenkel que b < 9, y es también consistente que b = d. Es decir, lo real acerca de b y o
depende del universo matemaético sobre el que estemos observando.

Termino esta breve descripcién de lo infinitamente grande, reproduciendo unas palabras
del filésofo ingles Bertrand Russel quien al referirse a los logros de las matematicas del
siglo XIX, y en especial a los logros de Cantor por resolver el problema de lo infinitamente
grande, escribe “Casi toda la filosofia anda hoy transtornada por el hecho de que todas las
viejas y respetables contradicciones en las nociones del infinito han sido eliminadas para
siempre” [16]. Esto lo escribié Russel a principios del siglo XX; nos preguntamos qué tan
valida sigue siendo hoy en dia esta frase; en particular: jcudl es la posicién de la filosofia de
principios del siglo XXI con respecto al infinito y con respecto a los también grandes logros
de las matemaéticas del siglo XX al respecto?

Espero que, contrariamente a la opiniéon de Russel, la lectura de este escrito haya pro-
ducido en el animo del lector muchas inquietudes relacionadas con el gran enigma del
infinito.

Con respecto a la bibliografia: Presento a continuacién una lista bibliografica que
recomiendo para su lectura y consulta. Las obras marcadas con [1], [8], [10] y [12] son
buenas introducciénes a la teoria de conjuntos que incluyen los temas matematicos que
hemos expuesto aqui. [17] es un texto de divulgacién que trata los nimeros infinitos desde
un punto de vista préximo al de nuestra exposicion, y [2] expone con claridad el desarrollo
de la axiomatica y algunos problemas relacionados con el problema del continuo en el siglo
XX. [7] y [11] son textos avanzados en donde se puede apreciar la aplicacién de la teoria
de ntmeros cardinales infinitos a otra de las ramas de la matemadtica tedrica, la topologia.
Naturalmente, en [4] y [15] se puede encontrar excelente literatura. La introduccién en [19]
y el resto de la bibliografia son textos historicos y filoséficos que sirvieron de base a algunas
de las ideas expuestas en este trabajo.
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