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Sistemas dindmicos discretos.

Definicion

Sean X un espacio métrico y f : X — X una funcién continua
que cumple con las siguientes propiedades:

@ f°(x) = x, para todo x € X, esto es fO(x) = Iy,
Q@ f(f"(x)) =f""(x), para todo m,n € Zy para todo x € X.

Al par (X,f), constituido por el espacio métrico X y la funcién
continua f : X — X, se denomina sistema dindmico discreto.




Sistemas dindmicos discretos.

Sean X un espacio métrico y f : X — X una funcion continua.
Six € X, entonces la drbita de x bajo f es el conjunto:

O(xf) = () : ke NU{0}}.
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Sea x un punto en X. Decimos que x es un punto fijo de f si
f(x) = x; decimos que x es un punto periddico de f si existe
n € N tal que f"(x) = x. Al conjunto de todos los puntos
periddicos de f lo denotaremos con Per(f). Si x € Per(f),
entonces

no = min{n € N : f"(x) = x}

es el periodo de x.

Observemos que si x( es un punto fijo de f, se tiene que

O(xo,f) = {x0}-




Sistemas dindmicos discretos.

Seaf : [0,1] — [0, 1] tal que f(x) = V1 — x%.

Usando 4lgebra se tiene que x = \/% es el unico punto fijo de f

en [0, 1]. Ademas, O(x,f) = {x,V1 — x?}
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Sistemas dindmicos discretos.

Ejemplo

Sea f : R — R la funcién dada por:

) 2x, sixe [0,1];
f) % X, Six e [%,1]

Los tnicos puntos fijosde f sonx =0y x = %.
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Sistemas dindmicos discretos.

Denotaremos y definiremos a la funcién Tienda como,
T : R — R dada por:

2x, six <
X

2 —2x, si
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Observacion

A continuacién mostramos algunas propiedades de 7" que se
siguen de forma inmediata.

Q@ Los tnicos puntos fijos de f en [0, 1], sonx =0y x = 3.
@ Six € [0, 1], entonces T(x) € [0, 1]. Asi, paracadan € N,

T"(x) € [0, 1].

@ T escontinuaen [0, 1].
Q Paratodax € [0, 1], |T'(x)| = 2.
@ T es diferenciable para toda x € [0, 1], tal que x # %

o 7([0, 1)) = [0, 1].
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Sistemas dindmicos discretos.

Notemos que 77 : [0, 1] — [0, 1] viene dada por:

4x, six € [O, J—J;
—4(x—1), sixe [5,3];

T2(x) — 2) 4040
W=Va-1), sixe [23];
—4(x—1), sixe [%, 1} .
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Sistemas dindmicos discretos.

Teorema

Sean (a, b), a < b, un subintervalo de (0, 1). Entonces existe
N € Ntal que TV((a, b)) = [0, 1].

Teorema
El conjunto Per(T) es denso en [0, 1].

Teorema

Existe xo € [0, 1], tal que O(xo, T) es un conjunto denso en
[0,1].




Sistemas dindmicos discretos.

Definimos y denotamos la funcién Logistica como
fa(x) : [0,1] — [0, 1], donde f4(x) = 4x(1 — x), para cada
x € [0, 1].
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Definicion

Sean X y Y espacios métricos. Dadas dos funciones continuas
f:X —Xyg:Y — Y decimos que son conjugadas si existe
un homeomorfismo 4 : X — Y tal que para todo x € X, se tiene
que A(f(x)) = g(h(x)). En tal caso se dice que h conjuga a g
conf.
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Ejemplo

Sean f : (0,00) — (0,00) y g : R — R las funciones dadas por
f(x) =txy g(x) =x+log(t), cont € R. Se tiene que f y g son
conjugadas mediante el homeomorfismo % : (0,00) — R,
donde h(x) = log(x).

h(f(x)) = log(tx) = log(t) + log(x) = g(h(x))
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Conjugacién topolégica

Ejemplo

La funcién Logistica f; = 4x(1 — x) y la funcién Tienda T son
conjugadas mediante el homeomorfismo % : [0, 1] — [0, 1] dada
por h(x) = sen®(ZF).
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Teorema

Sean X y Y espacios métricosyn € N. Sif : X - Xy

g : Y — Y son dos funciones continuas tales que f y g son
conjugadas mediante el homeomorfismo % : X — Y, entonces
se cumple las siguientes condiciones:

@ El conjunto Per(f) es denso en X si y s6lo si el conjunto
Per(g) es densoen Y,

@ Six) € X es un punto fijo de f, entonces %(x,) es un punto
fijo de g,

© Sixy € X es un punto periddico para f de periodo n,
entonces h(xo) es un punto periédico para g de periodo n,
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Definicion

Sea (X, f) un sistema dindmico, se dice que f es:

@ transitiva si para cada par de subconjuntos abiertos no
vacios Uy V de X, existe k € N tal que f5(U) NV # ().
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Definicion

Sea (X, f) un sistema dinamico, se dice que f es:

@ transitiva si para cada par de subconjuntos abiertos no
vacios Uy V de X, existe k € N tal que f5(U) NV # ().
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Definicion

Sea (X, f) un sistema dindmico, se dice que f es:

@ transitiva si para cada par de subconjuntos abiertos no
vacios Uy V de X, existe k € N tal que f5(U) NV # ().

f(£(£(U)))
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Definicion
Sea (X, f) un sistema dinamico, se dice que f es:

@ transitiva si para cada par de subconjuntos abiertos no
vacios Uy V de X, existe k € N tal que f5(U) NV # ().
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Teorema

Sean (X,f) y (Y, g) sistemas dindmicos tales que f y g son
conjugadas mediante el homeomorfismo 4 : X — Y. La funcién
f es transitiva en X si y solo si la funcién g es transitiva en Y.
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Funciones dindmicas especiales

Teorema

Sean (X,f) y (Y, g) sistemas dindmicos tales que f y g son
conjugadas mediante el homeomorfismo 4 : X — Y. La funcién
f es transitiva en X si y solo si la funcién g es transitiva en Y.

Teorema
La funcion T : [0, 1] — [0, 1] es transitiva en [0, 1].
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Funciones dindmicas especiales

Teorema

Sean (X,f) y (Y, g) sistemas dindmicos tales que f y g son
conjugadas mediante el homeomorfismo 4 : X — Y. La funcién
f es transitiva en X si y solo si la funcién g es transitiva en Y.

Teorema
La funcion T : [0, 1] — [0, 1] es transitiva en [0, 1].

Corolario
La funcion f; : [0, 1] — [0, 1] es transitiva en [0, 1].
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Definicion

Sea (X, f) un sistema dindmico, se dice que f es:

@ mezcladora si para cada par de subconjuntos abiertos no
vacios Uy V de X, existe N € N tal que f*(U) NV #£ ()
para cada k > N;
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Sea (X, f) un sistema dindmico, se dice que f es:
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Sea (X, f) un sistema dinamico, se dice que f es:
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Teorema

Sean (X,f) y (Y, g) sistemas dindmicos tales que f y g son
conjugadas mediante el homeomorfismo 4 : X — Y. La funcién
f es mezcladora en X si 'y sélo si la funcién g es mezcladora en
Y.
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Funciones dindmicas especiales

Teorema

Sean (X,f) y (Y, g) sistemas dindmicos tales que f y g son
conjugadas mediante el homeomorfismo 4 : X — Y. La funcién
f es mezcladora en X si 'y sélo si la funcién g es mezcladora en

Teorema
La funcién T : [0, 1] — [0, 1] es mezcladora en [0, 1].

|~<

Corolario

La funcion f; : [0, 1] — [0, 1] es mezcladora en [0, 1].




Funciones dindmicas especiales

Definicion

Sea (X, f) un sistema dindmico. Se dice que f es sensitiva, si
existe 0 € RT tal que para todo x € X y para todo abierto U en
Xconx € U,existeny € Uy k € N tales que

d(f*(x),f*(v)) > d.
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Funciones dindmicas especiales

Ejemplo

La funcion f : (0, 00) — (0, c0) dada por f(x) = tx, con
t € RT, es sensitiva y su constante de sensitividad es § = %




Funciones dindmicas especiales

Ejemplo

La funcion f : (0, 00) — (0, c0) dada por f(x) = tx, con
t € RT, es sensitiva y su constante de sensitividad es § = %

Teorema

Sea (X, f) un sistema dindmico. Si f es una isometria, entonces
f no es sensitiva.
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Ejemplo

La funcion f : (0, 00) — (0, c0) dada por f(x) = tx, con
t € RT, es sensitiva y su constante de sensitividad es § = %

Teorema

Sea (X, f) un sistema dindmico. Si f es una isometria, entonces
f no es sensitiva.

Ejemplo

La funcién g : R — R dada por g(x) = x + log(t), con ¢ € R™,
no es sensitiva.
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Ejemplo

La funcion f : (0, 00) — (0, c0) dada por f(x) = tx, con
t € RT, es sensitiva y su constante de sensitividad es § = %

Teorema

Sea (X, f) un sistema dindmico. Si f es una isometria, entonces
f no es sensitiva.

Ejemplo

La funcién g : R — R dada por g(x) = x + log(t), con ¢ € R™,
no es sensitiva.

Recordemos que f'y g son conjugadas mediante el
homeomorfismo 4 : (0, 00) — R, donde h(x) = log(x).
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Teorema

Sean (X,f) y (Y, g) sistemas dindmicos con X y Y espacios
métricos compactos tal que f y g son conjugadas mediante el
homeomorfismo 4 : X — Y. La funcion f es sensitiva en X si 'y
sOlo si la funcién g es sensitiva en Y.
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Teorema

Sean (X,f) y (Y, g) sistemas dindmicos con X y Y espacios
métricos compactos tal que f y g son conjugadas mediante el
homeomorfismo 4 : X — Y. La funcion f es sensitiva en X si 'y
sOlo si la funcién g es sensitiva en Y.

Teorema
La funcién T : [0, 1] — [0, 1] es sensitiva en [0, 1].

Corolario

La funcion f; : [0, 1] — [0, 1] es sensitiva en [0, 1].
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