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El espacio de Erdés completo

En 1940 P. Erd6s definié los siguientes subespacios del espacio de Hilbert
2.
¢ ={zxel?: ;€ Q para todoi € w}

1
@c:{xEEQ:xiE{O}U{E:nGN}paratodoiEw}
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En 1940 P. Erd6s definié los siguientes subespacios del espacio de Hilbert
2.
¢ ={zxel?: ;€ Q para todoi € w}

1
@c:{xEEQ:xiE{O}U{E:nGN}paratodoiEw}

El espacio & se le conoce como el espacio de Erdés y a €. como el espacio
de Erd8s completo, por que es topolégicamente completo.

Estos espacios sirvieron para dar ejemplos de espacios de dimensién uno
cuyo cuadrado también es de dimensién 1.
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Erdds demostré que cualquier abierto-cerrado C' no vacio de €. y de € es
no acotado.

Esto implica que para todo x € €, existe una vecindad V tal que z € V' y
que no contiene abiertos-cerrados, basta una bola con centro x y diametro
menor que 1.
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Erdds demostré que cualquier abierto-cerrado C' no vacio de €. y de € es
no acotado.

Esto implica que para todo x € €, existe una vecindad V tal que z € V' y
que no contiene abiertos-cerrados, basta una bola con centro x y diametro
menor que 1.

Esta propiedad es fundamental del espacio de Erdés completo €. y Dijkstra
y Van Mill la formalizaron de la siguiente manera.
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Definicién

Un espacio X es cohesivo si para cada x € X, existe una vecindad V de =
tal que V' no contiene abiertos-cerrados de X.
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Un espacio X es cohesivo si para cada x € X, existe una vecindad V de =
tal que V' no contiene abiertos-cerrados de X.

Ejemplos
Q ¢
Q¢
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El espacio de Erdés completo

Sea ¢ : X — [0,00), decimos que es una funcién de Lelek.
@ Si X es cero dimensional y ¢ es semicontinua superiormente, es decir
{z € X : ¢(z) < t} es abierto en X para cada t € (0, 00).
Q@ GY = {(z,6(x)) : ¢(x) > 0}, es denso en
LY ={(z,t) : 2z € X,0 <t < ¢(x)}
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El espacio de Erdés completo

Sea ¢ : X — [0,00), decimos que es una funcién de Lelek.
@ Si X es cero dimensional y ¢ es semicontinua superiormente, es decir
{z € X : ¢(z) < t} es abierto en X para cada t € (0, 00).
Q@ GY = {(z,6(x)) : ¢(x) > 0}, es denso en
LY ={(z,t) : 2z € X,0 <t < ¢(x)}

En 1996 K. Kawamura y L.G. Oversteegen demostraron, que el espacio de
Erd8s completo es homeomorfo a Gg’, donde ¢ es una funcién de Lelek,
cuyo dominio es el conjunto de cantor.
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En 2009 con los trabajos de K. Kawamura y L.G. Oversteegen y de Erdés,
Dijkstra y Van Mill demostraron el siguiente teorema.

Teorema (Dijkstra y Van Mill 2009)

X es homeomorfo a €, siy sélo si X es cohesivo y hay una topologia cero
dimensional W en X mas gruesa que la topologia dada, tal que cualquier
punto en X tiene una base de vecindades que es compacta respecto a W.
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Para un espacio topolégico X, sean CL(X) el conjunto de todos los
subconjuntos cerrados no vacios de X y

K(X)={K eCL(X): K es compacto}
Fn(X)={F € CL(X) :|F| <n}

F(X) = {F € CL(X) : |F| < w}

A estos conjuntos los consideraremos con la topologia de Vietoris.

Alfredo Zaragoza (F. C UNAM) Topologia 2018 7/ 15



La topologia de Vietoris tiene como subbase los siguientes conjuntos
(Vy={AeCL(X):ACV}

(X,V)={Ae€CL(X): ANV # 0},

donde V' es un subconjunto abierto de X. Asi un abierto canénico en
CL(X) es de la forma

(U1, ..., Un) ={A€CLX): AC | | Uk, y AU # 0 para todo k < n}
k=1

donde Uy, ..., U, son subconjutos abiertos de X.
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Se sabe que K(2%) es homeomorfo a 2. Entonces nos preguntamos lo
siguiente.

Q ; Es K(€&;) es homeomorfo a €. ?
@ ; Es F(€.) es homeomorfo a €. 7
@  Es F,,(¢.) es homeomorfo a €. 7?
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Se sabe que K(2%) es homeomorfo a 2. Entonces nos preguntamos lo
siguiente.

Q ; Es K(€&;) es homeomorfo a €. ?
@ ; Es F(€.) es homeomorfo a &, 7
@  Es F,,(¢.) es homeomorfo a €. 7?

Para ver que alguno de los hiperespacios mencionados en la pregunta
anterior sean homeomorfo a €., hay que probar dos cosas.

Q K(¢.), F(€.)y Fn(€.) sean cohesivos.
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Se sabe que K(2%) es homeomorfo a 2. Entonces nos preguntamos lo
siguiente.

Q ; Es K(€&;) es homeomorfo a €. ?
@ ; Es F(€.) es homeomorfo a &, 7
@  Es F,,(¢.) es homeomorfo a €. 7?

Para ver que alguno de los hiperespacios mencionados en la pregunta
anterior sean homeomorfo a €., hay que probar dos cosas.

Q K(¢.), F(€.)y Fn(€.) sean cohesivos.
Q@ K(€.), F(&.)y Fn(€,) tengan una topologia cero dimensional WV en
mas gruesa que la topologia dada, tal que cualquier punto en K(€,.), 6

F(€.) 6 F,(€.) tengan una base de vecindades que es compacta
respecto a W.
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Lema (A. Zaragoza 2018)
K(€.), F(€.)y Fn(€.) son cohesivos.
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Lema (A. Zaragoza 2018)
K(€.), F(€.)y Fn(€.) son cohesivos.

Proposicién (A. Zaragoza 2018)

F(€.) no es homeomorfo a &,
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Lema (A. Zaragoza 2018)

Fn(€.) tiene una topologia cero dimensional W/ en mas gruesa que la
topologia dada, tal que cualquier punto en F,,(&,.) tiene una base de
vecindades que es compacta respecto a W.
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Teorema (A. Zaragoza 2018)

Q dim(K(¢,)) =1
@ Para cualquier n € w F,,(€.) es homeomorfo a €.

© Sea X un espacio tal que K(X) o F,(X) son homeomorfos a &,
entonces X es homeomorfo a &,.

Corolario
Q Para cualquier n € w F,,(&;) \ Frn—1(€.) es homeomorfo &,.
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Gracias
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