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1. Introduccion

Dados un espacio métrico compacto no vacio X y una funcién continua f: X — X
se dice que la pareja (X, f) forma un sistema dindmico. Dado un sistema dinamico,
se han estudiado, entre otros, los conceptos de puntos periodicos, de hecho, algo que
resulta interesante es estudiar cuando es que el conjunto de puntos peridédicos es denso
en el espacio X. También se han estudiado los conceptos de transitividad topoldgica y
la sensibilidad a las condiciones iniciales que, juntando estos tres conceptos aparece el
concepto de caos. Otro concepto que se ha estudiado es el de la propiedad de sombreado.

Por otro lado se han estudiado, para un espacio métrico compacto X y una funcién
continua f: X — X, los hiperespacios 2%, C(X), Cp(X), F,,(X) y F(X) y las respectivas
funciones inducidas 2/, C(f), Co(X), fn v f=“.

En estas notas se estudian algunas de las relaciones que existen entre la funcién
original f y las funciones inducidas a los hiperespacios mencionados, principalmente los
conceptos de densidad de puntos periddicos, transitividad, sensibilidad a las condiciones
iniciales y sombreado.

2. Sistemas dinamicos

Un sistema dindmico consiste de un espacio métrico (compacto) no vacio X y de una
funciéon continua f: X — X. Dado un punto z € X, la drbita de x bajo f esta dada por
la sucesion:

ofx, ) = {w, [(x), (), f*(@),... |
donde f"(x) = (fo---o f)(x)

n - veces

Ejemplo 1. Sean X =[0,1] y T": [0,1] — [0, 1] dada por:

T(x:{%: si $€{O,%}
0 si xe{%,l}.
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Ejemplo 2. Sean X = S, la circunferencia unitaria (en el plano complejo) y f: S* — S?
dada por f(e?) = ¢'%*%) rotaciéon por un dngulo constante (.

Ejemplo 3. Sean X = {% n € N} U{0}y f: X — X dada por:

I
O 3=

T
0 si «x

o ={

Definiciéon 4. Sean X un espacio métrico compacto, f: X — X una funcién continua y
re X.

Decimos que x es un punto periédico de f si existe n € N tal que f"(x) = x.

Si ng = min{n € N: f*(x) = 2} se dice que el periodo de x bajo f es ng.

El conjunto de todos los puntos periédicos bajo f lo denotamos Per(f).

Si ng = 1, decimos que = es un punto fijo de f. En este caso o(zx, ) = {z,z,z,...}.

El conjunto de puntos fijos de f lo denotamos Fiz(f).

Dejamos como ejercicio la demostracion del siguiente teorema.

Teorema 5. Sean X un espacio métrico compacto, f: X — X wuna funcion continua y
r,y € X. Si Im f™"(z) =y, entonces y € Fix(f).

3. Dinamica en intervalos y la funcién tienda

En esta secciéon estudiaremos algunas de las propiedades que se tienen para funciones
definidas en un intervalo de R. También enunciaremos, sin demostracion, el Teorema del
Valor Intermedio que nos seré de utilidad en el transcurso de esta seccion.

Teorema 6. Sean A C R un intervalo y f: A — A una funcion continua definida en A.
Sean a y b dos puntos en A tales que a < b y sea M € R. Si se cumple alguna de las
siguientes condiciones:

= fa) < M < f(b),
= f(b) <M < fla),
entonces existe un numero ¢, con a < ¢ < b, tal que f(c) = M.

Proposicién 7. Sean A C R un intervalo y f: A — A una funcion continua definida en
A. Sea [a,b] un intervalo contenido en A.

1. Si f ([a,b]) C |a,b], entonces f tiene un punto fijo en [a,b].

2. Sila,b] C f([a,b]), entonces f tiene un punto fijo en [a,bl.



Demostracién. (1) supongamos que f ([a,b]) C [a, b]. Entonces:

a< fla) y f(b)<b.

Sea h: [a,b] — R dada por h(z) = f(x) — x. Entonces h es continua en [a,b] y ademés
h(a) > 0y h(b) < 0. Por el Teorema del Valor Intermedio, Teorema [6], tenemos que existe
c € [a,b] tal que h(c) =0, es decir, f(c) = c.

(2) Supongamos que [a,b] C f(]a,b]). Entonces existen o y 5 en el intervalo [a, 0]
tales que f(a) =ay f(8) = b. Entonces:

fla)<a vy B f(B).

Sea h: [a, ] — R dada por h(z) = f(x) — 2. Entonces h asi definida es continua en [«, /]
y ademas h(a < 0) y () > 0. Por lo tanto, por el Teorema del Valor Intermedio, existe
c € o, (] tal que h(c) =0, es decir, f(c) = c. O

Ahora fijaremos nuestra atencién en la funcién del Ejemplo [1]

Proposicién 8. Sean X =[0,1] y f: [0,1] — [0,1] dada por:

T(:c:{2m st xG[O,%}
0 st xe[%,l}.

Para cadan € N y para cada l € {1,2,...,2" — 1} se tiene lo siguiente:

= La funcion T™ restringida al intervalo {%, l;’—nl}, dada por:
" I I+1
T e [22] = 0.1
es un homeomorfismo.
= La regla de correspondencia de T™ en {2%, l;—,}} es:

T"(2) = p+ (=1)'2"x,
donde v es un niumero entero.

Demostracion. La prueba es por induccién. Paran = 1,1 € {0,1}. Si [ = 0, es inmediato
que 7T': [0, %] — [0, 1] es un homeomorfismo ya que en este intervalo:

T(z)=2x =0+ (—1)"2z.

Si I = 1, entonces T: [5,1] — [0,1] también es un homeomorfismo ya que en este

intervalo:
T(r)=2-2x=2+(-1)"2x.

Supongamos ahora que la afirmacion es cierta para n = k, es decir, para cada [ en el
conjunto {0,1,2,...,2F — 1},

2k ok

' ll [+1
¥

2’“2’“] —[0,1]
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es un homeomorfismo. Ademés en cada intervalo [ l;—,}]

5% , la regla de correspondencia de
T* es:

THz) = p+ (=1)2%z, pez

Seann=~k+1yle{0,1,2,... 2" -1}
Observamos que si | < 2F — 1, entonces

I 1+1 1

[zkﬂ o)
y si 2F <1 <281 _ 1 entonces

I 1+1 1

— —— | C |=.1].

l2k’ ok 1 = {2’ }

Caso 1. Sil < 2F — 1, entonces la funcién T**! se puede expresar de la siguiente forma:

ger gt |~ g e | 0

Como por hipétesis de inducciéon T* es un homeomorfismo y ademés 7', en ese intervalo,
también es un homeomorfismo, entonces

TkJrl ‘[ 1 I+1
Y ey

I+
) [Qk—irl’zk—i-l]%[o’l]

es un homeomorfismo. Ademés
v L 20 L (—1)128(20).

Por lo tanto,
Tk+1(x) = + (_1)l2k+1w‘
Caso 2. Si 2F <[ < 21 _ 1 entonces la funcién T**! se puede expresar de la forma:

l l+1] T [2’”1—1—1 okt _

Tk
k417 9k+1 ok ’ ok ’ [07 1]'

Para ver que la primera funcién es un homeomorfismo notamos que como

2k§l§2k+1_1

Y

enrtonces
_2k > -1 > 1_2k+17
ok+l _ ok _ 1 > 2’“+1—l—120,
2k 1 > 2Ml_1_1>0.

Como ademés por hipdtesis de induccién 7% es un homeomorfismo, entonces

I 1+1
k+1 . —
T |[2kl+1 :2?111] ’ [2’“"‘1 T Qk+1 ] [0’ 1]
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es un homeomorfismo. Ademas en este caso, si x € [2kl+1, ;;ill], entonces

T (z) = TH(T(x)) = TH2 — 22) = p+ (—1)%7" 717122 — 22)
=+ (_1)2k+1—1712k+1 + (_1)2’“+17l2k+1x‘
Tomando i/ = p+ (—1)2"" =125 y como [ y 281 — [ tienen la misma paridad, entonces
TF Y z) = ' + (=1)'2" 2,
]

Proposiciéon 9. Sean a,b € [0,1] tales que a < b. Entonces existe un nimero N € N
para el cual T (a,b) = [0,1].

Demostracion. Como a < b, existe N € N tal que 2LN < b’T“. Entonces existe un ntimero
1€{0,1,2,...,2Y — 1} tal que:

Por la Proposicién [8), tenemos que T (a,b) = [0, 1]. O
Proposicién 10. El conjunto Per(T) es denso en el intervalo [0, 1].

Demostracién. Sean a,b € [0,1] cona <bysean N e Nyl € {0,1,2,...,2Y — 1} como

en la Proposicién @ tales que QLN, l;—Nl} C (a,b). Como T™ ({QLN, %D = [0, 1], entonces
podemos aplicar la Proposicion [7| para obtener un punto fijo de la funcién TV en [QLN, QL—NI} .

Por lo tanto, existe
I 1+1
xo € [ + 1 C (a,b)

N’ 9N

tal que TV (z0) = . O

4. Caos

Una de las formas de definir caos es como lo hace Devaney [2]. Después, J. Banks
et al. [I] probaron que si una funcién continua f definida en un espacio métrico que
es transitiva y que tiene densidad de puntos periodicos tambien tiene sensibilidad a las
condiciones iniciales.

Definicién 11. Sean X un espacio métricoy f: X — X una funcién continua. Decimos
que f es topoldgicamente transitiva (o simplemente transitiva) si para cualesquiera dos
conjuntos abiertos no vacios U y V' de X, existe un ntimero natural n tal que f*(U)NV #

0.

La funcién en el Ejemplo [If es transitiva. La funcién en el Ejemplo [2] es transitiva
cuando el angulo de rotacion es irracional con respecto a 2. La funcion en el Ejemplo
no es transitiva.



Proposicién 12. La funcién tienda T': [0,1] — [0,1] es transitiva en el intervalo [0, 1].

Demostracion. Sean U y V' dos subconjuntos abiertos no vacios de [0, 1]. Entonces existe
un intervalo abierto (a,b) C U. Por la Proposicién [0} existe N € N tal que TV (a,b) =
0,1]. Asi, TN(U) = [0,1] y, por lo tanto, TN (U) NV £ (). O

Definicién 13. Sean X un espacio métricoy f: X — X una funcién continua. Decimos
que f es sensible a las condiciones iniciales en X si existe una ¢ > 0 tal que, para toda
x € X y para cualquier § > 0, existen y € B(x,d) y n € N tales que:

d(f*(x), f"(y)) = .

Al ntimero ¢ se le llama la constante de sensibilidad de f.

La funcién en el Ejemplo |1 es sensible a las condiciones iniciales. Las funciones en los
ejemplos [2] v [3| no son sensibles a las condiciones iniciales.

Proposicion 14. La funcion tienda T': [0,1] — [0,1] es sensible a las condiciones ini-
ciales en el intervalo [0, 1].

Demostracion. Sea & = % Tomemos = € [0,1] y § > 0. Por la Proposicién @, existe n € N
tal que
T"(B(x,9)) = [0,1].

Por lo que en el intervalo (z — 6,z + ) N[0, 1] = B(x, §) existen dos puntos xy y z; tales
que T"(z9) =0y T™(x1) = 1. De aqui se sigue que

1

T"(2) =T (zo)l 25 6 [T™(z) = T"(z1)] = 5.

N —

]

Definicién 15. Sean X un espacio métrico que no tiene puntos aislados y f: X — X
una funciéon continua. Decimos que f es una funciéon cadtica o que genera un sistema
dinamico caotico en X si se cumplen:

1. El conjunto Per(f) es denso en X.
2. f es transitiva en X.
3. f es sensible a las condiciones iniciales en X.
Proposicién 16. La funcién tienda T': [0,1] — [0,1] es cadtica en [0, 1].

En [I], los autores prueban que una funcién continua definida en un espacio métrico
que tiene densidad de puntos periddicos y ademds que es transitiva tiene sensibilidad a
las condiciones iniciales. Enunciamos aqui el teorema sin demostracion.

Teorema 17. Sea X un espacio métrico y f: X — X una funcion continua. Si [ es
transitiva y tiene densidad de puntos periodicos, entonces f es sensible a las condiciones
iniciales.



5. Sombreado

Una propiedad interesante es la propiedad de sombreado. Para decir cuando una fun-
cién tiene la propiedad de sombreado necesitamos el siguiente concepto.

Definicién 18. Sean X un espacio métrico compacto, f: X — X una funciéon continua
y 6 > 0. Una sucesién I' = (xg, z1, 9, ... ), de puntos de X, es una §-pseudo orbita si
para toda ¢ > 0, d(f(x;),x;+1) < d. Cuando la sucesién I es finita decimos que I' es una
0-pseudo orbita finita o una d-cadena.

Definicién 19. Sean X un espacio métrico compacto, f: X — X una funcién continua,
[' = (xg, 1, Ta, ... ) una sucesién de puntos de X y € > 0. Decimos que un punto y € X
e-sombrea a T si para toda i > 0, d(f*(y), z;) < e.

Definicién 20. Sean X un espacio métrico compactoy f: X — X una funcién continua.
Decimos que f tiene la propiedad de sombreado (finito) si para cada € > 0, existe § > 0
tal que para cualquier d-pseudo 6rbita (finita) I' = (xg, 21, z2, . .. ), existe un punto y € X
que e-sombrea a I'.

Ejemplo 21. Sea X = [0,1] y f: X — X la funcién identidad. Es facil verificar que f
no tiene la propiedad de sombreado.

2”

Ejemplo 22. Sean X = {i: n e NU{O}} uU{0}y f: X — X dada por: f(0) = 0,

f(l)=1yparacadane N, n>1, f (2%) = 2n1_1. Para ver que f tiene la propiedad de
sombreado, sea ¢ > 0. Ahora, elegimos kg tal que 2160% <e< 2%0 y sea § < 2%0 — zko%
Sea I' = (g, x1, T2, ... ) una d-pseudo 6rbita en X. Notamos que si z,, = 2%0 para alguna
m > 0, entonces (T, Tymi1, Tm2, - - - ) €s una érbita (por la eleccién de ¢). Consideramos
dos casos. (1) T C [0,¢); (2) I'N[e, 1] # (. En el caso (1), y = 0 e-sombrea a I'. En el caso
(2), sea m el menor entero positivo tal que z,, > e. Si m = 0, entonces I es una érbita

(que se sombrea a si misma), 0 @, = 517 ¥, asi, y = g7 e-sombrea a I.

Teorema 23. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcion continua.
Entonces f tiene la propiedad de sombreado si y solo si f tiene la propiedad de sombreado
finito.

Demostracion. Supongamos que f tiene la propiedad de sombreado y sean ¢ > 0y
0 > 0 tales que para toda Jd-pseudo Orbita existe un punto en X que la e-sombrea. Sea
I' = (x9,x1,...,2,) una d-pseudo érbita finita. Consideremos la d-pseudo érbita (infinita)
Y = (20,71, Tn, f(Tn), [2(22), f2(22),...) Como f tiene la propiedad de sombreado,
existe un punto z € X tal que su érbita o(z, f) e-sombrea a Y. De aqui se sigue que para
cadai € {0,1,2,...,n}, d(f(z),z;) < e. Por lo tanto, f tiene la propiedad de sombreado
finito.

Ahora supongamos que f tiene la propiedad de sombreado finito y sea ¢ > 0. Consi-
deremos el ntimero n = 5. Entonces existe una ¢ > 0 tal que para toda d-cadena hay un
punto que la n-sombrea. Sea I' = (xg,x1,2z5...) una d-pseudo 6rbita. Para cada k > 0
definimos

Ay = {y € X: d(f'(y),z;) <n para toda i € {0,1,...,k}}.

Los conjuntos Ay tienen las siguientes propiedades para toda k > 0:
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1. A #0.

2. Ay es cerrado ya que
A = cl(B(xo,m) N f~Hcl(B(x1,m)) N - O fH (B, m))).
3. Ap1 C© Ay
De aqui se sigue que A = N2 Ay # (). Sea z € A. Entonces z € A, para toda k y, asi,
d(f*(z),zx) <n<e, paratodak > 0.
Por lo tanto el punto z e-sombrea a la pseudo orbita I. O

Lema 24. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcion continua. Si
para toda € > 0, existe una 6 > 0 tal que para todo punto x € X,

c (B(f(x),e+0)) € f(cl(B(x,¢€))),
entonces f tiene la propiedad de sombreado.

Demostracion. Sea € > 0. Tomemos un valor 6 > 0 que cumpla la hipotesis.

Sea I" = (xg, 1, %2 ..., T,) una d-pseudo érbita finita. Hay que probar que existe un
punto z € X que e-sombrea a I'.

Seai € {0,1,2,...,n—1}. Como cl (B(f(z;),e +9)) C f(cl(B(xi,¢))) yd(f(x;), Tiy1) <
J, entonces cl(B(xi1,¢€)) C f(cl(B(xy,¢))).

Ahora, como cl(B(zy,,¢)) € f(cl(B(x,-1,€))), entonces existe Ay C cl(B(xy,-1,¢)),
tal que f(A;) = cl(B(zp,¢€)).

De manera analoga, de la contencion A; C cl(B(x,-1,¢)) C f(cl(B(zp-2,€))) se sigue
que existe Ay C cl(B(x,-2,¢)), tal que f(A2) = A;.

Aplicando varias veces este argumento obtenemos, en el paso k, con 1 < k < n, un
conjunto Ay C cl(B(x,,—k, €)), tal que f(Ax) = Ax_1.

Estos conjuntos los podemos representar en una sucesion,

Ay — Ap g — = Ay — Ay,

donde Ay — Ay_; denota que f(Ay) = Ax_1.

Sea z € A,. Entonces z € cl(B(zg,¢)) vy, para cada i, 1 < i < n — 1, se tiene que
fi(z) € Ay, con A, _; C cl(B(zy,¢)).

Ademas f"(z) € f(A1) = cl(B(zp,€)).

Por lo tanto, para toda i, 0 < i <n, d(f(z),z;) < e. ]

Proposicién 25. La funcion tienda, T: [0,1] — [0, 1], tiene la propiedad de sombreado.

Definicién 26. Sean X un espacio métrico y f: X — X una funcién continua. Deci-
mos que un subconjunto A de X es invariante bajo f si f(A) C A. Decimos que A es
fuertemente invariante bajo f si F(A) = A.

Proposiciéon 27. Sean X un espacio métrico compacto, f: X — X una funcion continua
y' Y un subconjunto denso e invariante de X . Entonces f tiene sombreado si y sélo si f|y
tiene sombreado finito.



Demostracion. Supongamos primero que f tiene sombreado. Sea ¢ > 0 y elegimos § > 0
tal que cada d-pseudo orbita en X es €/2-sombreada. Sea I' = (yo,y1, . . ., ¥,-) una d-pseudo
orbita en Y. Entonces I' es una d-pseudo orbita en X. Como f tiene sombreado, hay un
punto z € X que £/2-sombrea a I, i.e., d(fi(x),y;) < 5, paracadai € {0,1,2,...,7}. Co-
mo [ es continua, existe 17,1 > 0, con 5,1 < 5y f (Nx (f"" "), m.-1)) € Nx <f”(ac), %)
También existe Nr—2 > 07 con Mg < Mr—1y f (NX (fr_2($)?nr—2)) - NX (fr_l(x)7"7r—1)'
Continuando con este proceso, existe n; > 0, conn; < 2y f (Nx (f(z),m)) € Nx (f*(x),n2).
Finalmente, existe ng > 0, conng < m y f (Nx (z,m)) € Nx (f(x), ). Por construccién,
cada y € Ny (z,m9) N'Y e-sombrea a I

Ahora supongamos que fl|y tiene sombreado finito. Sean ¢ > 0y I' = (xg, 21, ..., ;)
una 0/3-pseudo érbita en X, donde § estd dada por el sombreado en f|y para €/2. Como
f es continua y X es compacto, f es uniformemente continuoua y existe n > 0, con n < g
y n < £, tal que si d(z,y) < n, entonces d (f(z), f(y)) < . Para cada i € {0,1,...,7},
sea y; € Bx(xz;,n) NY. Entonces d (f(x;), f(y:)) < 2. Asf, I'" = (yo,41,...,y,) es una
0-pseudo érbita en Y ya que:

d(f (i), yir1) < d(f(ya), f(2:)) +d (f (i), iv1) + d(@ig1, Yisr)
5.8, 0
< g + 5 + g .

Como f|y tiene sombreado finito, hay un punto y € Y que $-sombrea a I'*. Pero entonces
d(f'(y),z:) <d(f'(y),y:) +d(yi,zi) <5+ 5=¢.

Por lo tanto, y e-sombrea a I' and, asi, f tiene sombreado finito. Como X es compacto,
por el Teorema 23] f tiene sombreado. O

6. Funciones inducidas a los hiperespacios
Primero definiremos algunos de los hiperespacios en los que vamos a trabajar.
Dado un espacio métrico compacto y no vacio X, definimos:

» 2X = {A C X: A es cerrado y no vacio} es el hiperespacio de subconjuntos cerrados
no vacios de X.

» C(X)={A4¢€2%: Aes conexo} es el hiperespacio de subcontinuos de X.
» C,(X)={A€2¥: A tiene a lo mis n componentes}.

» F(X) = {A€2¥: A tiene a lo méas n puntos} es el n-ésimo producto simétrico de
X.

» F(X) = |J F.(X) es la coleccién de todos los subconjuntos finitos de X.
n=1

Dada una funcién continua f: X — Y entre espacios métricos compactos, las funcio-
nes inducidas a los hiperespacios se definen de la siguiente forma:

» La funcion inducida 27: 2% — 2V estd dada por 2/(A) = f(A).
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La funcién inducida C(f): C(X) = C(Y) esta dada por C(f) = 27 |¢(x).

La funcién inducida C,,(f): Cp(X) — C,(Y) estd dada por Cy(f) =27 |¢, (x)-
La funcién inducida f,: F,(X) — F,(Y) estd dada por f, = 2/

Fn(X)-

» La funcién inducida f<+: F(X) — F(X) esta dada por f<“ = 27 |p(x).

Proposiciéon 28. Sean X un espacio métrico compacto con métrica d y A y B dos
subconjuntos cerrados no vacios de X. Entonces

h(A,B) =inf{e >0: AC N(B,e) y BC N(A,¢)}, donde

N(Aye) = |J Bla,e) ={z € X: existea € A, d(a,z) <e}

acA

es una métrica para 2°%.

Proposicién 29. Si f: X — X es continua, entonces la funcion inducida 27: 2% — 2%
es continua.

Demostracion. Sea € > 0. Como f es continua y X es compacto, entonces f es uniforme-
mente continua en X. Asi, existe 6 > 0 tal que si x1, 25 € X, con d(x1,x2) < §, entonces
d(f(x1), f(x2)) < e. Sean A, B € 2% tales que

h(A, B) < 6.
Para cada z € f(A), existen a € Ay b € B tales que
fla)=z y d(a,b)<é.
Entonces d(f(a), f(b)) < ¢, vy por lo tanto,
fla) e N(f(B),e) v [(A) S N(f(B)e)

Anélogamente,
f(B) S N(f(A)e).
Lo que implica que h(f(A), f(B)) < e. O

Proposicién 30. El hiperespacio F(X) es denso en 2%,

Demostracion. Sean A € 2% y ¢ > 0. Como A es compacto y {B.(a): a € A} es una
cubierta abierta de A, entonces existen n puntos aq,as,...,a, € A tales que

AC O B.(a;) = N ({ai,as,...,a,},¢€).

i=1
Por otro lado, como {ay,as,...,a,} € A C N(A,¢), entonces
h(A, {a1,as,...,a,}) <e.

Asi, {ay,a9,...,a,} € N(A, &) N F(X), es decir, F(X) es denso en 2%. O
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Proposicién 31. Si Per(f) es denso en X, entonces Per(2/) es denso en 2%.
Demostracion. Sean A € 2%X y e > 0. Como A es compacto, entonces existen n puntos
ay,as, ..., a, € A tales que

AC O Be (a;).

i=1
Como el conjunto de puntos periédicos de f es denso en X, para cada i € {1,2,...,n},
existe b; € Per(f) tal que d(a;, b;) < 5. Observamos que

U {bl,bQ,...,bn},E) y {bl,bg,...,bn}gN(A,S).

Por lo que h(A,{b1,bs,...,b,}) < € Ahora, para cada i € {1,2,...,n}, sea m; el periodo

de b; y sea M = [my,ms,...,m,] el minimo comin mltiplo. Entonces f(b;) = b;
para cada i € {1,2,...,n}. Sea B = {by,by,...,b,}, entonces h(A,B) < ¢, B e 2¥y
2/(B) = f(B) = B. Por lo tanto Per(2/) es denso en 2%. O

Proposicién 32. Si2/: 2% — 2% es transitiva en 2%, entonces f: X — X es transitiva
en X.

Demostracion. Sean a vy b dos puntos en X y sea ¢ > 0. Como 27 es transitiva en 2%,
entonces existen A € 2%¥ y N € N tales que

h({a},A)<z y h ({b}, (2)" (A)) <e.

Tomemos un punto x € A, entonces d(a,z) < e y d(b, f¥(x)) < e. Por lo tanto f es
transitiva en X. [

Se puede verificar que si en la Proposicién 32| en vez de considerar el hiperespacio 2%
consideramos el hiperespacio C'(X) se obtiene el mismo resultado.

Ejemplo 33. Sea T': [0, 1] — [0, 1] la funcién tienda. Consideremos los conjuntos abiertos
New (10,11, 1) Neww (10155 )
C(X) 10 y C(X) 10/

Si K € Neg ([0,1], 15

n € N. Por otro lado, si F' € N¢(x) ({O}, 10), entonces F' C {0, 110} lo que implica que

l/;((C(f))” (K),F) > iI para toda K € Ng(x) ([0 1], 10) y toda F' € Nex ({0} 10)

) entonces 3 € K, lo que implica que 2 € (C(f))" (K), para toda

cumn" (N o(X) <[0 1], 110)> N Nex <{0} ) = (), para toda n € N.
Por lo tanto, C(f) no es transitiva en C'(X).

Proposicién 34. Si 2/: 2X — 2% es sensible a las condiciones iniciales en 2%, entonces
f: X — X es sensible a las condiciones inciales en X.
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Demostracién. Supongamos que 2/ es sensible a las condiciones iniciales en 2% y sea
g0 > 0 una constante de sensibilidad para 2. Entonces para todo A € 2% y para toda
§ >0, existen B € 2¥ y N € N tales que h(A, B) <4 y

h ((zf)N (A), (2f)N (B)> > &.

Seana € X yd >0ysean B € 2% y N € N tales que

h({a}.B) <o v h((2)" (a. (2)" (B)) 2 2
Entonces existe o € B tal que

d(a,z0) <6 y d(fN(a), (o)) > eo.

Por lo tanto f tiene sensibilidad a las condiciones iniciales en X. O

Con respecto a la propiedad de sombreado en las funciones inducidas tenemos los
siguientes resultados.

Teorema 35. Sean X un espacio métrico compacto, f: X — X una funcion continua
yn > 1. Si alguna de f,, C(f), 2/ or f< tiene la propiedad de sombreado, entonces f
tiene la propiedad de sombreado.

Demostracion. La prueba es idéntica en cada caso por lo que sélo probaremos para 27.
Supongamos que 2/ tiene la propiedad de sombreado y sean € > 0y § > 0 dada por
el sombreado para 2/. Sea I' = (zg,71,...,z,) una d-pseudo 6rbita en X. Entonces
I = {{zo},{71},...,{r,}) es una d-pseudo érbita en 2%. Como 2/ tiene la propiedad
de sombreado, hay un punto A € 2% que e-sombrea a I'*. Entonces cada punto x de A
e-sombrea a I. O]

Teorema 36. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcion continua.
Si f tiene la propiedad de sombreado, entonces fo: Fo(X) — Fy(X) también tiene la
propiedad de sombreado.

Demostracion. Sean e > 0y 6 > 0 dada por el sombreado en f. Sea I' = (Ag, Ay, ..., Anm)
una d-pseudo Orbita en Fy(X). Para cada i € {0,1,...,m}, sea A; = {z;,y;} donde es
posible que para alguna o algunas i se tenga que z; = y;. Como h(fy(A,,_1), An) < 0,
entonces tenemos que h({ f(zm-1), f(Ym-1)}, {Tm, ym}) < 0. Esto implica que, sin pérdida
de generalidad, d(f(xm-1),Tm) < 3y d(f (Ym-1),Ym) < d. También d(f(zm_2), Tm_1) < 0
Vv d(f(Ym—2),Ym—1) < d. Continuando de esta forma podemos suponer que para cada
i€ {1,2,...,m} se tiene que d(f(x;—1),2;) <0y d(f(yi-1),y:) < 9. Asi, 'y = (Xo.2y...2n)
v I'y = (You,..4m) son 6-pseudo érbitas en X. Como f tiene la propiedad de sombreado,
existen p y ¢ en X tales que p e-sombrea a I'; y ¢ e-sombrea a I'y. De aqui se sigue que
A = {p, q} e-sombrea a I'. O

En general no se tiene que f,: F,,(X) — F,(X) tenga la propiedad de sombreado. El
Ejemplo [22] sirve para mostrar esto.
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Ejemplo 37. Sean X = {—: nENU{O}} U{0}y f: X — X dada por: f(0) = 0,

n

f(1) =1y paracadan €N, n>1, f(27> =L

2TL
Para ver que f<“ no tiene la propiedad de sombreado sean ¢ = % y o > 0. Como § > 0,
hay un numero entero positivo N > 3 tal que QLN < 6. Sean Ay = {0, 1}, A; = {0, 2%, 1},
A2 = f<w(Al) = {07 21\7%1) 1}a A3 = (f<w)2(A1> = {07 21\7%27 1}7 BRI AN = (f<w)N—1<A1) =
{0, 2N_(17N_1), 1} = {0, %, 1}, Ay = (f<9)V(A;) = {0,1} = Ay. Por construccién:

F - <A0,A1,A2,...AN,Ao,Al,A27...>

es una d-pseudo Orbita en F(X) (que, en realidad, es una d-pseudo 6rbita in F3(X)).
No es dificil verificar que los conjuntos que e-sombrean a I' son conjuntos de la forma
B = {0, SN » STTIN » STETIN -+ + 1 3> 1}. El ntimero de iteraciones que B va a e-sombrear
a [ dependen del niimbero k.

Teorema 38. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcion continua.
Si f tienen la propiedad de sombreado, entonces f<“: F(X) — F(X) tiene la propiedad
de sombreado finito.

Demostracion. Fijemos € > 0 y sea § > 0 dada por el sombreado en f. Sea I' =
(Ao, Ay, ... A.) una é-pseudo érbita finita en F'(X) y supongamos que |A4;| = n; para
cada i€ {0,1,2,...,7}.

Construlremos una familia de d-pseudo 6rbitas en X, que denotaremos {I';: j < n},
para alguna n € N, tales que I'; = <a0,a1,a2, e ai 1, @ r> y se satisface A; = {a Jj<n}
para cada ¢ < r.

Para hacer esto supongamos que A, = {al,a?, ..., a™}. Para cada j, con 1 < j <
n,, primero construimos una d-pseudo 6rbita en X con i-ésimo elemento en A; y cuyo
elemento final es aZ. Como I' es una d-pseudo 6rbita, podemos elegir ar 1 € AT 1 tal
que d(f( al_y),a ) < §. Nuevamente, hay un ¢’_, € A,_, tal que d(f( a_y),a ) < 0.
Continuando de esta forma tenemos d-pseudo Orbitas

I = <a6, a{, aé, e ,af;_l, a{;> ,
para cada j < n,, tales que A, = {al: j <n,} y {al: j <n,} C A, para cada i < r.

Sea k = max {z <r: Ay #{al:j< nr}} (si no existe tal k, entonces ya hemos termi-
nado) y escribimos Ay \ {al: j < n,} = {al: n, < j <n}}.

De la misma manera en la que se hizo para A,, para cada n, < j < nj, podemos cons-
truir una d-pseudo orbita I'; = <a%, al,... ,ai> tal que af € A;, para i < k. Claramente
Ay = {a}: j < np}. Ahora, como f (ai) € [~ (Ag) y h(f<¥ (Ax), Agr1) < 0, hay un
aiﬂ € Ay tal que d (f (ai) ,aiﬂ) < 6. De forma similar, para cada n, < j < nj, and
k <1 < r, existen af € A; tales que d (f (a{) ,a‘gﬂ) < 0, asi que podemos extender I'; a
una J-pseudo orbita I'; que comience en Ay y termine en A,.

Repitiendo este proceso, es claro que podemos construir la coleccion {I';: j < n} de
d-pseudo drbitas en X. Como f tiene la propiedad de sombreado, entonces para cada I';

hay un punto b; € X que e-sombrea a I';. Let B = {bo, b, ...,b,}. Por construccién, B
e-sombrea a I. O
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Teorema 39. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcion continua.
Entonces f tiene la propiedad de sombreado si vy sélo si 2! tiene la propiedad de sombreado.

Demostracion. Por el Teorema , si 2/ tiene sombreado, entonces f tiene sombreado.
Reciprocamente, si f tiene sombreado, entonces por el Teorema [38] f<* tiene sombreado
finito. Ahora, F(X) es un conjunto denso e invariante de 2%. Asi, por el Lema , 2f
tiene sombreado. O]

7. Ejercicios

Ejercicio 1. Probar el Teorema [5]

Ejercicio 2. Sea f: R — R una funcién estrictamente decreciente. Probar que f tiene
un punto fijo.

Ejercicio 3. Sea f: [0,00) — [0,00). Demostrar que si f es suprayectiva, entonces f
tiene al menos un punto fijo.

Ejercicio 4. Sean X un espacio métrico y f: X — X una funcién continua y sea
x € Per(f) de periodo k. Demostrar que f"(z) = z si y sélo si n es un multiplo de k.

Ejercicio 5. Sean X un espacio métricoy f: X — X una funcién continua. Si x y y son
puntos de peridédicos de f con periodos m y n, respectivamente, y si m # n, entonces las
érbitas o(z, f) y o(y, f) son ajenas.

Ejercicio 6. Sean T': [0, 1] — [0,1] la funcién tienda y a,b € [0,1] con a < b. Demostrar
que si un conjunto B C [a, b] es denso en [a, b, entonces B tiene cardinalidad infinita.

Ejercicio 7. Sea T': [0,1] — [0,1] la funcién tienda. Demostrar que:
= T(@N[0,1]) = QN [0,1].
= T([0,1]\ Q) = [0, 1]\ Q.

Ejercicio 8. Sea T': [0,1] — [0,1] la funcién tienda. Mostrar un conjunto infinito de
puntos contenido en Q N [0, 1] tal que ninguno de sus elementos es punto periédico bajo
T.

Ejercicio 9. Sea T": [0,1] — [0, 1] la funcién tienda. Sea x € [0, 1] tal que x no es racio-
nal. Demostrar que la d6rbita o(x,T'), visita una cantidad infinita de puntos. Sugerencia:
demostrar que para cada pareja n y m en N, con n # m, se tiene que T"(x) # T™(z).

Ejercicio 10. Sea T': [0,1] — [0, 1] la funcién tienda y sean (a,b) y (¢, d) dos intervalos

abiertos contenidos en [0, 1] tales que a < b < ¢ < d. Demostrar que existe zo € Per(T)
tal que:

o(xo, T)N (a,0) A0 vy o(xe, T)N(c,d) # 0.

Ejercicio 11. Sea T': [0,1] — [0, 1] la funcién tienda. Demostrar que para cada punto
xo € [0, 1] se tiene que el conjunto

es denso en el intervalo [0, 1].



Ejercicio 12. En la Proposicién 8| escribir p en funciéon de [ y n.
Ejercicio 13. Demostrar la Proposicién [28
Ejercicio 14. Sean X = [0,1] y A = {0}. Describir los siguientes conjuntos:

« E={B €2 h(4 B)=1}
h(4,B) = }}
« G={B €2 h(4,B) <1}
h(X,B) < 1}

1={Be2": h(X,B)=1j

. F:{BGQX:

. H:{BEQX:

Ejercicio 15. Sean X un espacio métrico compacto, f: X — X una funciéon continua y
A € F,(X) para alguna n € N fija. Probar que A es un punto periddico de f,,: F,(X) —
F,.(X) siy so6lo si para cada p € A se tiene que p es un punto periédico de f.

Ejercicio 16. ;Por qué el Ejemplo 37| no contradice el Teorema 3§

Ejercicio 17. Sean X un espacio métrico compacto, f: X — X una funcién continua
y x € Per(f) de periodo m . Demostrar que si p divide a m, entonces hay un punto de
periodo p para f,: F,(X) — F,(X) (n > m).

Ejercicio 18. Sean X un espacio métrico compacto, f: X — X una funcién continua
y x,y € Per(f) de periodos m y n, respectivamente, con m # n. ;Qué periodo tiene
{z,y} € F3(X) para f,?

Ejercicio 19. Sean X un espacio métrico compacto, f: X — X una funciéon continua y
x € Per(f) un punto de periodo m > 3. {Qué periodo tiene {z, f(z)} € F5(X) para fo?
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