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Definicion
Sean X un espacio métrico y f : X — X una funcién continua que
cumple con las siguientes propiedades:

@ /°(x) = x, paratodo x € X, esto es f°(x) = I,

Q /(" (x)) =f"™(x), para todo m,n € 7 y para todo x € X.

Al par (X, f), constituido por el espacio métrico X y la funcién
continua f : X — X, se denomina sistema dindmico discreto.
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Definicion
Sean X un espacio métrico y f : X — X una funcién continua. Si
x € X, entonces la orbita de x bajo f es el conjunto:

Ofx.f) = {f*(x) : k e NU{0}}.

Sea x un punto en X. Decimos que x es un punto fijo de f si f(x) = x;
decimos que x es un punto periodico de f si existe n € N tal que
f"(x) = x. Al conjunto de todos los puntos periddicos de f lo
denotaremos con Per(f). Si x € Per(f), entonces

no =min{n € N : f"(x) = x}

es el periodo de x.
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Definicion
Sean X un espacio métrico y f : X — X una funcién continua. Si
x € X, entonces la orbita de x bajo f es el conjunto:

Ofx.f) = {f*(x) : k e NU{0}}.

Sea x un punto en X. Decimos que x es un punto fijo de f si f(x) = x;
decimos que x es un punto periodico de f si existe n € N tal que
f"(x) = x. Al conjunto de todos los puntos periddicos de f lo
denotaremos con Per(f). Si x € Per(f), entonces

no =min{n € N : f"(x) = x}

es el periodo de x.

Observemos que si x, es un punto fijo de f, se tiene que

O(xo,f) = {x0}.
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Definicion

Sean (X, f) un sistema dindmico y xo un punto fijo de f. Se dice que x
es un punto fijo atractor si existe § > 0 tal que six € X y d(x,xy) < 6,
entonces lim,_,. /" (x) = xo.

Definicion

Sean (X, f) un sistema dindmico y x, un punto fijo de f. Se dice que x
es un punto fijo repulsor si existe 6 > 0 tal que six € B(d,x0) \ {xo},
entonces existe n € N tal que f"(x) ¢ B(9, xo).
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SeaT : [0,1] — [0, 1] dada por

T(x) = 2x, S%x < %;
2—2x, six2> 3.
o o
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Figura: Diagrama Cobweb de la funcién Tienda. En el primer diagrama, se ha
elegido como punto inicial a xo = 0.001 y en el segundo diagrama, el punto
inicial es xo = 0.7. En ambos diagramas se observa que los puntos fijos de T
son repulsores.
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Notemos que 72 : [0, 1] — [0, 1] viene dada por:

4x, six € [O, ﬂ ;
Tz(x) _ —4(x—1 %), s%x € [gl" %] ,
4(x — 3), six € [Z?Z]’
—4(x—1), sixe [3,1].
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Figura: Diagrama Cobweb de la funcién T2. En el primer diagrama, se ha
elegido como punto inicial a xp = 0.41 y en el segundo diagrama, el punto
inicial es xo = 0.81. En ambos diagramas se observa que los puntos fijos de
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@ Consideremos la funcién f,, : [0, 1] — [0, 1] definida por
fa(x) = ax(1 — x), para todo x € R". La funcién f, se le conoce
como funcion logistica.

@ Fijemos a € I. Consideremos S' como un subconjunto de C, esto
es, S! = {&*™ : § € [0, 1]}. Tomamos la funcién f : S' — S!
definida por f(z) = ¢*™“z, para todo z € S'. La funcién f se le
conoce como funcion rotacion irracional.

@ Sea X, = {s = {s05152,...} : 5; = 00 1}, el conjunto de todas las
sucesiones infinitas de 0’s y 1’s. Se define la funcién Shift
0 1Yy — X, por

o{sos182...} = {s152...}.
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CONTENIDO

© Funciones dinamicas especiales




Definicion

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio. Un
subcontinuo es un continuo €l cual esta contenido como subespacio en
otro continuo.

@ Elintervalo [a,b], paraa,b € R con a < b, es un continuo.

Las n-celdas [0, 1]” son continuos. En particular, la 2-celda es un
continuo.

(%)
@ Un arco es un continuo.
Q

En un espacio métrico Y, la imagen continua de un continuo es un
continuo.

a Altamirano XI Taller Estudiantil de Teorfa de los Continuos y : 1 de octubre de 2016 11742



Definicion
Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Se dice que f
es:

Q rransitiva si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U y
V de X, existe k € N tal que f*(U) NV # ().

\%
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Definicion
Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Se dice que f
es:

Q rransitiva si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U y
V de X, existe k € N tal que f*(U) NV # ().

vV
£(U)
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Definicion
Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Se dice que f
es:

Q rransitiva si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U y
V de X, existe k € N tal que f*(U) NV # ().

£ (£ (U))
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Definicion
Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Se dice que f
es:

Q rransitiva si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U y
V de X, existe k € N tal que f*(U) NV # ().

t(£(£(0)))
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Definicion
Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Se dice que f
es:

Q rransitiva si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U y
V de X, existe k € N tal que f*(U) NV # ().
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Definicion
Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Se dice que f
es:

Q rransitiva si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U y
V de X, existe k € N tal que f*(U) NV # ().

Itamirano XI Taller Estudiantil de Teorfa de los Continuos y : 1 de octubre de 2016 171742



Definicion
Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Se dice que f
es:

Q rransitiva si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U y
V de X, existe k € N tal que f*(U) NV # ().
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Definicion
Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Se dice que f
es:

Q mezcladora si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U
y V de X, existe N € N tal que f*(U) NV # () para cada k > N;

\%
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Definicion
Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Se dice que f
es:

Q mezcladora si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U
y V de X, existe N € N tal que f*(U) NV # () para cada k > N;

vV
£(U)

fanuel Grijalva Altamirano XI Taller Estudiantil de Teorfa de los Continuos y : 1 de octubre de 2016 20/42



Definicion
Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Se dice que f
es:

Q mezcladora si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U
y V de X, existe N € N tal que f*(U) NV # () para cada k > N;

£ (£ (U))
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Definicion
Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Se dice que f
es:

Q mezcladora si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U
y V de X, existe N € N tal que f*(U) NV # () para cada k > N;

t(£(£(0)))
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Definicion
Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Se dice que f
es:

Q mezcladora si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U
y V de X, existe N € N tal que f*(U) NV # () para cada k > N;
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Definicion
Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Se dice que f
es:

Q mezcladora si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U
y V de X, existe N € N tal que f*(U) NV # () para cada k > N;
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Definicion
Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Se dice que f
es:

Q mezcladora si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U
y V de X, existe N € N tal que f*(U) NV # () para cada k > N;
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Definicion
Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Se dice que f
es:

Q mezcladora si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U
y V de X, existe N € N tal que f*(U) NV # () para cada k > N;
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Definicion
Sean X un continuo y f : X — X una funcion continua. Se dice que f
es:

Q exacta, si para cada subconjunto abierto no vacio U de X, existe
n € N tal que f*(U) = X.
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Definicion
Sean X un continuo y f : X — X una funcion continua. Se dice que f
es:

Q exacta, si para cada subconjunto abierto no vacio U de X, existe
n € N tal que f*(U) = X.

£(U)
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Definicion
Sean X un continuo y f : X — X una funcion continua. Se dice que f
es:

Q exacta, si para cada subconjunto abierto no vacio U de X, existe
n € N tal que f*(U) = X.

fEU)
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Definicion
Sean X un continuo y f : X — X una funcion continua. Se dice que f
es:

Q exacta, si para cada subconjunto abierto no vacio U de X, existe
n € N tal que f*(U) = X.

A (1))
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Definicion
Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Se dice que f
es:

@ exacta, si para cada subconjunto abierto no vacio U de X, existe
n € N tal que f*(U) = X.
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Definicion
Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Se dice que f
es:

© minimal, si para cada x € X se tiene que O(x,f) = X;

© irreducible si el Gnico subconjunto cerrado A C X tal que
f(A)=XesA=X.
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Definicion
Sean X un continuo y f : X — X una funcidn continua. Se dice que f
es:

Q cadtica si es transitiva y Per(f) es denso en X.

@ sensitiva si existe ¢ € R tal que para todo x € X y para todo
abierto U en X con x € U, existeny € Uy k € N tales que
dy(f*(x),f*(y)) > c. En tal caso, decimos que ¢ es una constante
de sensitividad para f.

|
N
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Exacta
Mezcladora
Débilmente mezcladora Minimal

Totalmente transitiva  Fuertemente transitiva  Irreducible

(Cadtica —— Transitiva Semi-abierta

Sensitivs Sobreyectiva




CONTENIDO

© La dindmica colectiva




Definicion
Sea X un continuo. Un hiperespacio de un continuo X es una coleccioén
de subconjuntos de X que satisface ciertas condiciones. Estos espacios
son considerados con la métrica de Hausdorff.

Definicion
Sean (X, d) un espacio métrico y n € N. Definimos las siguientes
familias de conjuntos de X:

Q CB(X)={ACX:A+#(,A esacotado y cerrado en X };

Q@ 2X={ACX:A+#(yAescompacto};

Q C(X) ={A €2¥: Aesconexo };

Q F.(X)={ACX:A+#(y tiene alo mds n puntos};

@ C.(X) = {A € 2% : A tiene a lo mds n componentes }.

Observemos que F,(X) C C,(X) C 2¥ C CB(X).

Victor Manuel Grijalva Altamirano XI Taller Estudiantil de Teorfa de los Continuos y : 1 de octubre de 2016



Una funcién continua entre continuos f : X — Y puede inducir
funciones entre hiperespacios. Estas funciones se conocen como
funciones inducidas por f. Algunas de ellas se denotan y definen como
sigue:

2/ 2% — 2" dada por 2 (A) = f(A), paracada A € 2%;

F.(f) : Fu(X) — Fu(Y) dada por F,(f)(A) = f(A), paracada A € F,(X)
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Una funcién continua entre continuos f : X — Y puede inducir
funciones entre hiperespacios. Estas funciones se conocen como
funciones inducidas por f. Algunas de ellas se denotan y definen como
sigue:

2/ 2% — 2" dada por 2 (A) = f(A), paracada A € 2%;

F.(f) : Fu(X) — Fu(Y) dada por F,(f)(A) = f(A), paracada A € F,(X)

De esta forma el sistema dinamico discreto (X, f) induce el sistema
dindmico discreto (F,(X), F,.(f)).
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Una funcién continua entre continuos f : X — Y puede inducir
funciones entre hiperespacios. Estas funciones se conocen como
funciones inducidas por f. Algunas de ellas se denotan y definen como
sigue:

2/ 2% — 2" dada por 2 (A) = f(A), paracada A € 2%;

F.(f) : Fu(X) — Fu(Y) dada por F,(f)(A) = f(A), paracada A € F,(X)

De esta forma el sistema dinamico discreto (X, f) induce el sistema
dindmico discreto (F,(X), F,(f)). En consecuencia, dado A € F,(X),
analizar la 6rbita O(A, F,,(f)) es estudiar la dindmica colectiva.
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La siguiente tabla, muestra la relacion que existe entre las dos
proposiciones siguientes:

QfeM,
Q@ F.(f) e M.
| M (D=2 [2=1D]

Exacta Si Si
Mezcladora Si Si
Débilmente mezcladora | Si Si
Cadtica No Si
Transitiva No Si
Totalmente transitiva No Si
Fuertemente transitiva | No Si
Minimal No Si
Sensitiva Fo(f) e M | Si

Cuadro: Tabla de las relaciones entre 'y F,,(f) .
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Teorema

Sean X un continuo, n € Ny f : X — X una funcién continua.
Considere las siguientes propiedades:

(1) f: X — X es minimal.
(2) Fu(f) : Fu(X) = Fu(X) es minimal.
Se sigue que (2) implica (1) y (1) no implica (2).
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(2)=-(1) Supongamos que F,(f) es minimal.
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(2)=-(1) Supongamos que F,(f) es minimal. Veamos que f es minimal,
es decir, veamos que para todo x € X se tiene que O(x,f) =
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(2)=-(1) Supongamos que F,(f) es minimal. Veamos que f es minimal,
es decir, veamos que para todo x € X se tiene que O( x,f) = X. Sean
x € Xy U un abierto en X. Basta mostrar que U N O(x, f) # ().
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(2)=-(1) Supongamos que F,(f) es minimal. Veamos que f es minimal,
es decir, veamos que para todo x € X se tiene que O( x,f) = X. Sean

x € Xy U un abierto en X. Basta mostrar que U N O(x, f) # (). Note
que {x} € F,(X)y (U), es un abierto en F,(X).
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(2)=-(1) Supongamos que F,(f) es minimal. Veamos que f es minimal,
es decir, veamos que para todo x € X se tiene que O(x,f) = X. Sean

x € Xy U un abierto en X. Basta mostrar que U N O(x, f) # (). Note
que {x} € F,(X)y (U), es un abierto en F,(X). Dado que F,(f) es
minimal, se sigue que (U), N O({x}, F,(f)) # 0.
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(2)=-(1) Supongamos que F,(f) es minimal. Veamos que f es minimal,
es decir, veamos que para todo x € X se tiene que O(x,f) = X. Sean

x € Xy U un abierto en X. Basta mostrar que U N O(x, f) # (). Note
que {x} € F,(X)y (U), es un abierto en F,(X). Dado que F,(f) es
minimal, se sigue que (U), N O({x}, F,(f)) # 0. Sea

A € (U)y N O({x}, Fulf)).

1 de octubre de 2016 41742
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(2)=-(1) Supongamos que F,(f) es minimal. Veamos que f es minimal,
es decir, veamos que para todo x € X se tiene que O(x,f) = X. Sean

x € Xy U un abierto en X. Basta mostrar que U N O(x, f) # (). Note
que {x} € F,(X)y (U), es un abierto en F,(X). Dado que F,(f) es
minimal, se sigue que (U), N O({x}, F,(f)) # 0. Sea

A e (U),NO{x},F,(f)). Asi, A € (U),, de donde se sigue que
ACU.

1 de octubre de 2016 41742
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Por otro lado, A € O({x}, F,,(f)).
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Por otro lado, A € O({x}, F,(f)). Luego A = F,(f)"({x}) = {f"(x)}.
para algin m € N.
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Por otro lado, A € O({x}, F,(f)). Luego A = F,(f)"({x}) = {f"(x)}.
para algiin m € N. En consecuencia, A = {f"(x)}. De esta manera,
fx)eAcCU.
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Por otro lado, A € O({x}, F,(f)). Luego A = F,(f)"({x}) = {f"(x)}.
para algiin m € N. En consecuencia, A = {f"(x)}. De esta manera,
fM(x) € A C U.Asi, f(x) € UN O(x,f).
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Por otro lado, A € O({x}, F,(f)). Luego A = F,(f)"({x}) = {f"(x)}.
para algiin m € N. En consecuencia, A = {f"(x)}. De esta manera,
f(x) € AC U. Asi, f"(x) € UN O(x,f). Por lo tanto,

UNO(x,f) # 0.
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Por otro lado, A € O({x}, F,(f)). Luego A = F,(f)"({x}) = {f"(x)}.
para algiin m € N. En consecuencia, A = {f"(x)}. De esta manera,
f(x) € AC U. Asi, f"(x) € UN O(x,f). Por lo tanto,

UNO(x,f) # 0.

(1)=-(2) No se cumple!, consideremos la funcién rotacion irracional.
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