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Introducción

Un continuo es un espacio métrico conexo, compacto y no
degenerado.

Dado un continuo X , y n ∈ N definimos

2X =
{
A ⊂ X : A es cerrado y no vaćıo

}
Fn(X ) =

{
A ∈ 2X : A tiene a los más n puntos

}

2X -la métrica de Hausdorff.

Fn(X ) se llama n-ésimo producto simétrico de X .
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Homotoṕıa

Intuitivamente,
dos espacios son
homotópicos si es
posible deformar
continuamente uno
en el otro.
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Intuitivamente,
dos espacios son
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Homotoṕıa
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Homotoṕıa

Toro\{ punto} ≡ figura del ocho
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Homotoṕıa
Si T es un árbol en G ⇒ G ≡ G/T
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Gráficas finitas

La caracteŕıstica de Euler de una gráfica finita G

χ(G ) = V (G )− E (G )
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Gráficas finitas

Propiedades:

Si G1 ≈ G2 ⇒ χ(G1) = χ(G2)

Si G1 ≡ G2 ⇒ χ(G1) = χ(G2)
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Gráficas finitas

Decimos que un árbol T en una gráfica finita G es máximal si
contiene todos los vértices de G
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Gráficas finitas

Si T un árbol máximal en G

⇒ G ≡ G/T

⇒ χ(G ) = χ(G/T )

V (G )− E (G ) = 1− r

donde r es el número de aristas que no están en T .
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Gráficas finitas
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Gráficas finitas

V (G )− E (G ) = 1− r

8− 12 = 1− 5
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Gráficas finitas

V (G )− E (G ) = 1− r

despejando

r = 1− V (G ) + E (G )
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Gráficas finitas

Teorema:
Sea G es una gráfica finita, entonces

G ≡
∨
r

S1

donde
r = 1− V (G ) + E (G )
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Ejemplo

V (G ) = 6, E (G ) = 9, entonces

r = 1− 6 + 9 = 4

Por lo tanto
K3,3 ≡

∨
4

S1
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Clasificación

Teorema:

Si X ≡ Y ⇒ Fn(X ) ≡ Fn(X )

para todo n ∈ N.
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Clasificación

Teorema:
Sea G es una gráfica finita, entonces

Fn(G ) ≡ Fn
(∨

r

S1
)

donde
r = 1− V (G ) + E (G ),

para todo n ∈ N.
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Clasificación

Para cada n ∈ N, consideremos el conjunto

GFn =
{
Fn(G ) : G es una gráfica finita

}
.

Definamos una relación de equivalencia

Fn(G1) ∼ Fn(G2) ⇔ Fn(G1) ≡ Fn(G2).
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Clasificación

Denotemos por [
Fn(G )

]
la clase de equivalencia de Fn(G )

y por

GFn/ ∼

el conjunto de clases de equivalencia
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Clasificación

Teorema: Para todo n ∈ N, el conjunto de clases de equivalencia
GFn/ ∼, lo podemos escribir como{[

Fn({p})
]
,
[
Fn(S1)

]
,
[
Fn(S1 ∨ S1)

]
,
[
Fn(S1 ∨ S1 ∨ S1)

]
, . . .

}
,

y de forma natural tenemos la biyección

ϕ : Z+ ∪ {0} −→ GFn/ ∼

definida por

ϕ(m) =

{ [
Fn({p})

]
si m = 0[

Fn(
∨

m S1)
]

si m 6= 0.
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Clasificación

Tenemos modelos universales homotópicos

[
Fn({p})

]
=

{
Fn(G ) ∈ GFn : χ(G ) = 1

}

[
Fn(S1)

]
=

{
Fn(G ) ∈ GFn : χ(G ) = 0

}
[
Fn(S1 ∨ S1)

]
=

{
Fn(G ) ∈ GFn : χ(G ) = −1

}
... =

...[
Fn
(∨

r

S1
)]

=
{
Fn(G ) ∈ GFn : χ(G ) = r − 1

}
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Clasificación

Tenemos modelos universales homotópicos

[
Fn({p})

]
=

{
Fn(G ) ∈ GFn : χ(G ) = 1

}
[
Fn(S1)

]
=

{
Fn(G ) ∈ GFn : χ(G ) = 0

}
[
Fn(S1 ∨ S1)

]
=

{
Fn(G ) ∈ GFn : χ(G ) = −1

}
... =

...

[
Fn
(∨

r

S1
)]

=
{
Fn(G ) ∈ GFn : χ(G ) = r − 1

}
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Clasificación

Tenemos modelos universales homotópicos

[
Fn({p})

]
=

{
Fn(G ) ∈ GFn : χ(G ) = 1

}
[
Fn(S1)

]
=

{
Fn(G ) ∈ GFn : χ(G ) = 0

}
[
Fn(S1 ∨ S1)

]
=

{
Fn(G ) ∈ GFn : χ(G ) = −1

}
... =

...[
Fn
(∨

r

S1
)]

=
{
Fn(G ) ∈ GFn : χ(G ) = r − 1

}
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Ejemplo

K.Borsuk y S.Ulam mostraron que F2(I ) ≈ I 2, F3(I ) ≈ I 3, en
general R.M. Schori mostró que Fn(I ) ∼= cono

(
Dn−2

)
× I donde

Dn−2 = {A ∈ Fn(I ) : 0, 1 ∈ A}.

D0 ≈ punto

D1 ≈ S1

D2 ≈ dunce hat
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Ejemplo

Dunce hat
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sombrero.mp4
Media File (video/mp4)



Ejemplo

[{p}] = [Fn({p})
]

=
{
Fn(G ) ∈ GFn : χ(G ) = 1

}
=

{
Fn(G ) ∈ GFn : G es un árbol

}
=

{
Fn(I ),Fn(m-odo), . . .

}
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Ejemplo
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Ejemplo

[{p}] = [Fn({p})
]

=
{
Fn(G ) ∈ GFn : χ(G ) = 1

}
=

{
Fn(G ) ∈ GFn : G es un árbol

}
=

{
Fn(I ),Fn(m-odo), . . .

}
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Ejemplo

F2(S1) ≈ Banda de Moebius

≡ S1

Por lo tanto

[S1] =
{
F2(G ) ∈ GF2 : χ(G ) = 0

}
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Ejemplo

F2(S1) ≈ Banda de Moebius ≡ S1

Por lo tanto

[S1] =
{
F2(G ) ∈ GF2 : χ(G ) = 0

}
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Ejemplo

F2(S1 ∨ S1) ≡ S1 × S1

Por lo tanto

[S1 × S1] =
{
F2(G ) ∈ GF2 : χ(G ) = −1

}
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Ejemplo

F2(S1 ∨ S1) ≡ S1 × S1

Por lo tanto

[S1 × S1] =
{
F2(G ) ∈ GF2 : χ(G ) = −1

}
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Ejemplo

F3(S1) ≈ S3

Por lo tanto

[S3] =
{
F3(G ) ∈ GF3 : χ(G ) = 0

}
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Ejemplo

F3(S1) ≈ S3

Por lo tanto

[S3] =
{
F3(G ) ∈ GF3 : χ(G ) = 0

}
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Ejemplo
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Ejemplo

Naotsugu Chinen y Akira Koyama en 2010, mostraron

F2n+1(S1) ≡ S2n+1

F2n(S1) ≡ S2n−1

para cada n ∈ N.
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Ejemplo

Para toda n ∈ N:

[S2n+1] =
{
F2n+1(G ) ∈ GF2n+1 : χ(G ) = 0

}

[S2n−1] =
{
F2n(G ) ∈ GF2n : χ(G ) = 0

}
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Problema

Para todo n ≥ 3 y r ≥ 2

Fn
(∨

r

S1
)
≡ ?
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