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Definición

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vaćıo.
Si Y es un subespacio de un espacio topológico X y Y es un
continuo, diremos que Y es un subcontinuo de X .

Definición

Sea X un continuo. Diremos que X es unicoherente si para cada
par de subcontinuos A y B de X , tales que X = A ∪ B, se cumple
que el conjunto A ∩ B es conexo. Un continuo X es
hereditariamente unicoherente si cada subcontinuo de X es
unicoherente.
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Espacios contráctiles

Definición

Un espacio topológico X es contráctil si existen x0 ∈ X y una
función continua ϕ : X × [0, 1]→ X tal que ϕ(x , 0) = x y
ϕ(x , 1) = x0 para toda x ∈ X .

X es contráctil S1 no es contráctil

X
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Definición

Dados un continuo X y una sucesión (An)n∈N de subconjuntos no
vaćıos de X , definimos su ĺımite inferior, al que denotaremos por
LiAn, como:
LiAn = {x ∈ X : para cada subconjunto abierto U de X , con
x ∈ U, existe N ∈ N tal que U ∩ An 6= ∅ para cada n > N}.
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R3-continuos

Definición

Sean X un continuo y K un subcontinuo propio de X . Diremos
que K es un R3-continuo de X si existe un subconjunto abierto y
propio U de X tal que K ⊂ U y existe una sucesión (Cn)n∈N de
componentes de U que satisface que LiCn = K .

K
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Definición
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Figura 2.

Sea Y = {v}; veremos que Y es un R3-continuo en X. Para
ello, tomemos un subconjunto abierto U de X, tal que v 2 U y
{e1, e2, e3} \ U = ;, como se ilustra en la Figura 2. Consideramos
a la sucesión {Cn}1n=1 de componentes de U que aparece en la Figu-
ra 2. Mostraremos que Y = ĺım inf Cn.

Por una parte, notemos que existen sucesiones {x1
3n�2}1n=1, {x2

3n�1}1n=1

y {x3
3n}1n=1 de elementos de X, tales que xj

3n+(j�3) 2 C3n+(j�3) para

cada n 2 N y cada j 2 {1, 2, 3}, y cada una de las sucesiones converge
a v. Para cada m 2 N definimos:

xm =

8
<
:

x1
m, si m = 3n � 2 para alguna n 2 N;

x2
m, si m = 3n � 1 para alguna n 2 N y

x3
m, si m = 3n para alguna n 2 N.

Entonces se tiene que ĺımm!1 xm = v, y xm 2 Cm, para cada m 2 N.
Por la Proposición 3.5 inciso (a), se tiene que v 2 ĺım inf Cn, es decir,
Y ⇢ ĺım inf Cn.

Por otra parte, supongamos que existe y 2 X tal que y 2 (ĺım inf Cn)\
Y . Notemos que y tiene que ser elemento del triodo; entonces, sin
pérdida de generalidad, supondremos que y 2 ve1 \ {v}. Notemos
que no existen sucesiones de puntos de las componentes de la forma

9
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Hiperespacios

Definición

Sea X un espacio topológico. A las familias de subconjuntos de X
con alguna caracteŕıstica en especial se les llama hiperespacios de
X . Los hiperespacios que consideraremos en esta plática son:

2X = {A ⊂ X : A es compacto y no vaćıo},
C (X ) = {A ∈ 2X : A es conexo},
Fn(X ) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n puntos} y

Cn(X ) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n componentes}
para cada n ∈ N.
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R3-continuos y contractilidad

Teorema

Sean X un continuo y n ∈ N. Si X contiene un R3-continuo,
entonces X , 2X , Fn(X ) y Cn(X ) no son contráctiles.
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R3-continuos en hiperespacios

Consideremos las siguientes condiciones para un continuo X :

(I) X contiene R3-continuos,

(II) 2X contiene R3-continuos y

(III) Cn(X ) contiene R3-continuos para alguna n ∈ N.

(IV) Fn(X ) contiene R3-continuos para alguna n ∈ N.

Nos interesa conocer si alguna de las condiciones anteriores implica
otra.
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R3-continuos en hiperespacios

Teorema (W. J. Charatonik)

Si K es un R3-continuo de un continuo X , entonces 2K es un
R3-continuo de 2X .

Teorema

Si K es un R3-continuo de un continuo X , entonces Fn(K ) es un
R3-continuo de Fn(X ) para cada n ∈ N.
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R3-continuos en hiperespacios

Ejemplo (A. Illanes)

Existe subcontinuo X de R3 que cumple lo siguiente:

1 X no contiene R3-continuos y

2 C (X ) contiene un R3-continuo.

An Bn
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R3-continuos en hiperespacios

Ejemplo

Existe subcontinuo X de R3 que cumple lo siguiente:

1 X no contiene R3-continuos,

2 Cn(X ) contiene un R3-continuo para toda n ∈ N,

3 2X no contiene R3-continuos y

4 Fn(X ) no contiene R3-continuos para ninguna n ∈ N.
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R3-continuos en hiperespacios

Ejemplo

Para cada n ∈ N, existe un continuo Xn tal que:

1 Xn no contiene R3-continuos,

2 Ck(Xn) contiene un R3-continuo para cada k 6 n,

3 Cm(Xn) no contiene R3-continuos para toda m > n,

4 2Xn no contiene R3-continuos y

5 Fm(Xn) no contiene R3-continuos para ninguna m ∈ N.
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R3-continuos en hiperespacios

Teorema (A. Illanes)

Sea X un continuo hereditariamente unicoherente. Si X no
contiene R3-continuos, entonces:

1 2X no contiene R3-continuos y

2 C (X ) no contiene R3-continuos.

Teorema

Sea X un continuo hereditariamente unicoherente. Si X no
contiene R3-continuos, entonces Cn(X ) no contiene R3-continuos
para ninguna n ∈ N.
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