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No cabe duda que las funciones continuas juegan un papel muy
importante dentro de muchas áreas de la Matemática y en la Topoloǵıa
no son la excepción. Por ejemplo, dada una propiedad P que
satisface un espacio topológico, para un topólogo siempre es im-
portante determinar si P es preservada bajo funciones continuas,
o simplemente busca determinar que tipo de espacios topológicos
son imagen continua de otro(s). Por mencionar algunos casos,
sabemos que la compacidad y la conexidad se preservan bajo fun-
ciones continuas o todo espacio métrico compacto no vaćıo es ima-
gen continua del conjunto de Cantor o todo continuo de Peano es
imagen continua del intervalo cerrado unitario (Teorema de Hanh-
Mazurkiewicz). Dentro de la Teoŕıa de continuos e hiperespacios
existe un número importante de preguntas relacionadas a este tema.
Por ejemplo las siguientes preguntas generales son muy naturales
de plantearse. Dado un continuo X, ¿bajo qué condiciones exis-
ten funciones continuas entre sus hiperespacios? o dicho de otra
manera, ¿qué hiperespacios son imagen continua de otros? O una
pregunta más compleja es: ¿qué hiperespacios son retractos de otros
hiperespacios?

Se sabe que una de las primeras recopilaciones sobre la Teoŕıa de
Retractos fue hecha en 1967 por Borsuk, misma que resume en su
libro Theory of Retracts [1]; Borsuk realizó un estudio sistemático,
de lo que se teńıa hasta ese momento y sin duda hoy en d́ıa es básica
en varias ramas de la Topoloǵıa.
Las siguientes preguntas aparecen en la literatura y han sido la
base para la generación de una cantidad importante de resultados
relacionados al tema:
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Dado un continuo X :

Pregunta 1. (Nadler Jr.)¿Cuándo existe una función continua de X so-
bre C(X)? (Ver [27, Pregunta 4.6, p. 189]) O ¿Cuándo
existe una función continua de X sobre 2X?

Pregunta 2. (Nadler Jr.) ¿Cuándo es X la imagen continua de 2X o de
C(X)? (Ver [31, 3.1, p. 193]).

Pregunta 3. (Nadler Jr.) ¿Qué condiciones suficientes y necesarias se
necesitan para que X sea un retracto de 2X o de C(X)?
(Ver [29, p.413] y [28, Pregunta 6.2, p. 270]).

Dado que una selección en algún hiperespacio H(X) es un caso
particular de una retracción de H(X) sobre X entonces se puede
plantear la siguiente pregunta.

Pregunta 4. ¿Cuándo existe una selección para H(X)?

En particular en [27, Pregunta 5.6, p. 197] se plantea la siguiente
pregunta.

Pregunta 5. ¿Cuándo existe una selección para C(X)?

Otra pregunta importante relacionada a la existencia de fun-
ciones continuas entre hiperespacios es la siguiente:

Pregunta 6. ¿Bajo que condiciones para X existen retracciones o fun-
ciones continuas entre algunos de sus hiperespacios?

El objetivo de este minicurso es mencionar algunos resultados
relacionados con funciones continuas y/o retracciones entre hiperes-
pacios de continuos basándonos en las preguntas anteriores.

Si X es un continuo se puede notar que las preguntas 2. y 3.
tienen sentido haciendo la siguiente consideración. Dado que el
hiperespacio F1(X) es un subespacio de 2X y este es homeomorfo
a X, entonces el continuo X puede considerarse como subespacio
de 2X (o encajado, siendo estrictos); por lo que asumiremos en este
trabajo que X ⊂ H(X) ⊂ 2X para cada hiperespacio H(X) de X
considerado aqúı.
En la literatura podemos encontrar una cantidad importante de
respuestas parciales para cada una de las preguntas anteriores, aśı
como resultados que caracterizan a cierta clase de continuos bajo
la relación que guardan con sus hiperespacios y ciertas clases de
funciones entre ellos. Por ejemplo, en relación a la pregunta 1.,
Nadler en [28, Caṕıtulo IV] muestra ciertas condiciones que deben
satisfacer los continuos para la existencia de funciones continuas
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de un continuo X a los hiperespacios C(X) y 2X . Con respecto
a la preguntas 2. y 3., en [31] se dan condiciones necesarias y
suficientes para la existencia de funciones continuas de 2X o de
C(X) sobre X; la existencia de este tipo de funciones implica que X
es débilmente encadenable en el sentido de [23] o equivalentemente
a que X sea imagen continua del pseudoarco y que sea la unión
de dos subcontinuos propios cada uno de los cuales es arcoconexo
[31, Teorema 3.2, p. 193]. Por otra parte se sabe que cuando X
es encadenable (tipo ćırculo) tales funciones existen si y sólo si X
es un arco (una curva cerrada simple, respectivamente) [31, 3.3,
p. 193]. Si X es g-contráctil, entonces existen funciones continuas
de 2X sobre X [31, Teorema 3.4, p. 193].

En relación a la existencia de retracciones, se sabe, por ejemplo,
que si una curva (continuo uno dimensional) X es un retracto de 2X

o de C(X), entonces es un dendroide [14, p. 122]. Mas aún, en [9,
Teorema 3.1, p. 9] se obtiene un resultado más fuerte, usando herra-
mientas diferentes a las utilizadas en [14], basadas principalmente
en representar a los hiperespacios 2X y C(X) como la intersección
anidada de cubos de Hilbert; en este se prueba, no solo que el
espacio es un dendroide, se prueba también que es uniformemente
arco-conexo. Para cuando X es un continuo localmente conexo se
sabe por [29, p. 413] y [27, Teorema 6.4, p. 270] que un continuo
X localmente conexo es un retracto de 2X si y sólo si X es un
retracto absoluto y como consecuencia a este resultado se tiene que
una curva X localmente conexa es un retracto de 2X si y sólo si X
es una dendrita.

Cuando se consideran continuos que no son locamente conexos la
situación es más complicada, sin embargo, en la literatura existen
diferentes resultados parciales y ejemplos los cuales describen varias
situaciones importantes. Por ejemplo en [10] T.W. Curtis estudia
retracciones de hiperespacios de compactificaciones de semirayos
obteniendo varios resultados interesantes. Por otra parte Sam B.
Nadler Jr. en su libro [28] analiza diversas condiciones y sus inter-
relaciones con respecto a retracciones de hiperespacios y presenta
también varios ejemplos. En [3] se prueba que si existen retrac-
ciones de C(X) o de F2(X) sobre X entonces X no es de Tipo N.
Illanes en [15] construye un ejemplo de un continuo X el cual es un
retracto de C(X) pero no de 2X .
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Por otra parte, si para un hiperespacio H(X) de X podemos
definir una retracción s : H(X) → X tal que s(A) ∈ A para cada
A ∈ H(X), se dice que la función s es una selección para H(X)
o que el hiperespacio H(X) es selectible. Algunos resultados rela-
cionados con selecciones se pueden consultar en [32], [24], [25], [17],
[9], y en el art́ıculo expositorio [7] ( en este último se dá un número
considerable de referencias). Con respecto a lo anterior (Pregun-
tas 4 y 5) podemos mencionar los siguientes resultados. Dado un
continuo X, se tiene que, 2X , Fn(X), Cn(X) (n ∈ N , n ≥ 2) son se-
lectibles si y sólo si X es un arco (ver por ejemplo [16]). La prueba
de esto se basa principalmente en probar el siguiente caso particu-
lar: F2(X), es selectible si y sólo si X es un arco, y como corolario
se obtiene el resultado anterior. Con respecto a C(X) se sabe que
si hay selecciones para este hiperespacio, entonces el continuo es
un dendroide. Maĉkowiak prueba en [24] que si un dendroide es
selectible entonces tiene la propiedad de intersección doblada. En
el mismo art́ıculo, muestra un dendroide con dos puntos de rami-
ficación teniendo la propiedad de interseccion doblada pero que no
es selectible. En [4] se dá un ejemplo de un abanico que no es se-
lectible pero tiene la propiedad de intersección doblada. Por otro
lado, en [17] se construyen dos dendroides X1 y X2 (muy intere-
santes), tales que C(X1) es selectible, pero X1 no es un retracto
por deformación de C(X1) y C(X2) no es selectible, pero X2 es un
retracto de C(X2).

En [9, Corolario 4.3, p. 15] se dá una condición suficiente para que
una retracción de 2X sobre X restringida a C(X) sea una selección
para C(X). En [9, Ejemplo 4.4] se construye un dendroide no
contráctil que admite una retracción de 2X sobre X cuya restricción
en C(X) es una selección.

Finalmente podemos mencionar los siguientes resultados: C(X)
es siempre imagen continua de 2X (ver [31, Teorema 3.6, p. 194]).
Goodykoontz, Jr. muestra en [13] y en [12], ejemplos de dendroides
suaves no localmente conexos tal que uno de ellos satisface que
C(X) es un retracto de 2X y el otro no.

En [14] se da una discusión de la existencia de retracciones, re-
tracciones por deformación y retracciones fuertes por deformación
entre F1(X), C(X) y 2X . Por ejemplo, existen continuos X no
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localmente conexos en todas las dimensiones que son retractos por
deformación de 2X [14, Proposición 2.10, p. 126].
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[4] , F. Capuĺın, F. Orozco-Zitli and L. Juarez-Villa A nonselectible fan with
the bend intersection property, Q. and A. in Top. 33 (2015), 103-108.

[5] J. H. Case and R.E. Chamberlin, Characterizations of tree-like continua,
Pacific J. Math. 10(1960), 73-84.

[6] J. J. Charatonik, On acyclic curves. A survey of results and problems, Bol.
Soc. Mat. Mexicana (3) vol. 1, (1995), 1-39.

[7] J. J. Charatonik, On continuous selections for the hyperspace of subcon-
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