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Conceptos y Resultados Bésicos

Sistema Dinamico

Definicion

Un Sistema dinamico es un pareja (X, f), donde X es un
espacio topoldgico y f : X — X es una funcion continua.
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Conceptos y Resultados Bésicos

Sistema Dinamico

Un Sistema dinamico es un pareja (X, f), donde X es un
espacio topoldgico y f : X — X es una funcion continua.

Definicion

Dada un sistema dinamico (X, f), definimos la 6rbita de x
bajo f, como el conjunto

O¢(x) = {x, f(x), f2(x), f3(x), o F1(x), .}

Donde f" representa la n-ésima composicion de f consigo
misma y f° = identidad, f™*1 = f o f". La funcidn
f": X — X es la n-ésima iteracion de f : X — X.
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Orbitas

Definicion

Sea (X, f) un sistema dindmico y x € X. Decimos que x es
un punto fijo de f si f(x) = x.
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Conceptos y Resultados Bésicos

Orbitas

Sea (X, f) un sistema dindmico y x € X. Decimos que x es
un punto fijo de f si f(x) = x.

Definicién

Sea (X, f) un sistema dindmico y x € X. Decimos que x es un
punto periédico de f si existe n € N tal que f"(x) = x. Al
menor n € N que satisface esta propiedad se le llama el
periodo de x bajo f. Al conjunto de todos los puntos
periédicos de f lo denotaremos por Per(f).
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Definicion

Decimos que x es un punto preperidédico de periodo n, si
existe m € N tal que f™(x) es un punto periédico de periodo
n.
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Proposicion

Sea X un conjunto y f : X — X una funcion. Si A, B son dos
subconjuntos no vacios de X, se tiene que f(A)N B # () si y
slosi ANF1(B) # 0.
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Transitividad Topoldgica

Definicion
Sea X un espacio topoldgico y f : X — X una funcion
continua. f es topolégicamente transitiva, si para cada par

de subconjuntos U, V' abiertos y no vacios de X, existe n € N
tal que f"(U) NV # 0.
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Transitividad Topoldgica

Definicion

Sea X un espacio topoldgico y f : X — X una funcion
continua. f es topolégicamente transitiva, si para cada par
de subconjuntos U, V' abiertos y no vacios de X, existe n € N
tal que F"(U) NV # 0.

Teorema

Sea X un espacio métrico y f : X — X una funcion continua.
f es topolégicamente transitiva, si y sélo si para cadac >0y
para cada par de puntos xg, yo € X, existen n € Ny x € X
tales que d(x,xp) < e y d(f"(x),y) < €.
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Definicion

Sea X un espacio topoldgico y f : X — X una funcion
continua. f es topolégicamente exacta, s/ para todo U
subconjunto abierto y no vacio de X, existe n € N tal que
(V) = X.
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Definicion

Sea X un espacio topoldgico y f : X — X una funcion
continua. f es topolégicamente exacta, s/ para todo U
subconjunto abierto y no vacio de X, existe n € N tal que
(V) = X.

Teorema
Sea X un espacio topologico y f : X — X una funcién exacta,
entonces f es una funcion suprayectiva.

| \
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Teorema

Toda funcion exacta es transitiva.
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Teorema

Toda funcion exacta es transitiva.

Teorema

Sea X un espacio topoldgico y f : X — X una funcion
transitiva. Sea U un abierto y no vacio de X entonces
f~Y(U) # 0. Ademds f="(U) = (f")"Y(U) # 0. Para cada U
abierto y no vacio y n € N*.
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Orbitas Densas

Teorema

Sea X un espacio topoldgico y f : X — X es una funcion
transitiva, y para cada subconjunto U abierto y no vacio de X
los conjuntos

A=Jf ") y B=]JFf (V)

son abiertos y densos en X.
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Teorema

Sea X un espacio topoldgico Ty sin puntos aislados y
f : X — X una funcién continua. Si existe un punto en

Xo € X cuya orbita bajo Of(xy) es denso en X, entonces fes
transitiva.
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Teorema

Sea X un espacio topologico Ty sin puntos aislados y

f : X — X una funcién continua. Si existe un punto en

Xo € X cuya orbita bajo Of(xy) es denso en X, entonces fes
transitiva.

Teorema

Sea X un espacio topoldgico segundo numerable y de la
segunda categoria. Si f : X — X es una funcion transitiva,

entonces existe un punto xo € X cuya drbita O¢(xo) es denso
en X.
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Teorema

Sea (X, f) un sistema dindmico las siguientes condiciones son
equivalentes:
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Teorema

Sea (X, f) un sistema dindmico las siguientes condiciones son
equivalentes:

1) f es topoldgicamente transitiva.
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Teorema

Sea (X, f) un sistema dindmico las siguientes condiciones son
equivalentes:

1) f es topoldgicamente transitiva.

2) Para cada par de subconjuntos abiertos U, V no vacios de
X, existe n € N tal que f"(U) NV # 0.
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Teorema

Sea (X, f) un sistema dindmico las siguientes condiciones son
equivalentes:

1) f es topoldgicamente transitiva.
2) Para cada par de subconjuntos abiertos U, V no vacios de
X, existe n € N tal que f"(U) NV # 0.

3) Para cada subconjunto abierto no vacio U de X,
o2, f"(U) es denso en X.

n=1
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Continuacion del Teorema

Teorema

Sea (X, f) un sistema dindmico las siguientes condiciones son
equivalentes:
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Continuacion del Teorema

Teorema

Sea (X, f) un sistema dindmico las siguientes condiciones son
equivalentes:

4) Para cada subconjunto abierto y no vacio U de X,
U2, F(U) es denso en X.
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Continuacion del Teorema

Teorema

Sea (X, f) un sistema dindmico las siguientes condiciones son
equivalentes:

4) Para cada subconjunto abierto y no vacio U de X,
U2, F(U) es denso en X.

5) Para cada par de subconjuntos abiertos y no vacios U, V
de X, existe n € N tal que F="(U) N V # 0.
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Continuacion del Teorema

Teorema

Sea (X, f) un sistema dindmico las siguientes condiciones son
equivalentes:

4) Para cada subconjunto abierto y no vacio U de X,
U2, f"(U) es denso en X.

5) Para cada par de subconjuntos abiertos y no vacios U, V
de X, existe n € N tal que F~"(U) NV # 0.

6) Para cada par de subconjuntos abiertos y no vacios U, V
de X, existe un entero no negativo tal que

F(U) NV £ .
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Teorema

Sea (X, f) un sistema dindmico las siguientes condiciones son
equivalentes:
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Teorema

Sea (X, f) un sistema dindmico las siguientes condiciones son
equivalentes:

7) Para cada subconjunto abierto no vacio U de X,
U2, F~"(U) es denso en X.
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Teorema

Sea (X, f) un sistema dindmico las siguientes condiciones son
equivalentes:

7) Para cada subconjunto abierto no vacio U de X,
U2, F~"(U) es denso en X.

8) Para cada subconjunto abierto no vacio U de X,
Ureo F"(U) es denso en X.
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Ejemplos de Funciones Transitivas

Clasicos

Ejemplo (ROTACIONES SOBRE LA CIRCUNFERENCIA

Consideremos el plano complejo C, y S* C C la circunferencia
unitaria

S'={e?:0cR}

Para cada A € R definamos T, : S' — S*, dada por
T)\(eie) — ei(9+27r)\)
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Observaciones

Observacion
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Observaciones

Observacion

1) A T, le llamaremos la rotacién de S con angulo ), si
A € T le llamaremos rotacién irracional de S.
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Observaciones

Observacion

1) A T, le llamaremos la rotacién de S con angulo ), si
X €1 le llamaremos rotacién irracional de S?t.

2) T es la n-ésima iteraccion de Ty, afirmamos que
T7(e) = e/?+2n) | para todo n € N*.
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Observaciones

Observacion

1) A T, le llamaremos la rotacién de S con angulo ), si
X € I le llamaremos rotacién irracional de S*.

2) T es la n-ésima iteraccion de Ty, afirmamos que
T2(e") = e/(6+20™) | para todo n € N*.

3) Si A\ € Q entonces la drbita es periédica es decir
|07, (e")] es finita.
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Proposicion

Si X\ es irracional, entonces O, (€) es denso en S*.
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Proposicion

Si X\ es irracional, entonces O, (€) es denso en S*.

Corolario

Si X\ es irracional, entonces T es transitiva.
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Ejemplo (LA TIENDA DE CAMPANA )

Ahora consideremos X = [0, 1], con la métrica usual de R y la
funcion f : X — X dada por:

2x si 0<x<

N

21—x) si $<x<1
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Afirmaciones
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Afirmaciones

1) la grdfica de f" esta determinada por 2" segmentos de

recta de la forma [1, ”;1] parap € {0,1,2....2" — 1},

estos intervalos tienen longitud 2l

Est. Filadelfo Mondragén Sdnchez Transitividad Topoldgica



Ejemplos de Funciones Transitivas

Afirmaciones

1) la grdfica de f" esta determinada por 2" segmentos de

recta de la forma [1, ”;1] parap € {0,1,2....2" — 1},

estos intervalos tienen longitud 2l

2) La funcién tienda de camparia es topoldgicamente exacta.
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Afirmaciones

1) la grdfica de f" esta determinada por 2" segmentos de

recta de la forma [1, ”;1] parap € {0,1,2....2" — 1},

estos intervalos tienen longitud 2l

2) La funcién tienda de camparia es topoldgicamente exacta.

3) La funcién tienda de camparfia es transitiva.
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Afirmaciones

1) la grdfica de f" esta determinada por 2" segmentos de

recta de la forma [1, ”;1] parap € {0,1,2....2" — 1},

estos intervalos tienen longitud 2l

2) La funcién tienda de camparia es topoldgicamente exacta.

3) La funcion tienda de campania es transitiva.

|
A\

Proposicion

Sif: X — X es la funcion tienda de campana y n € N

entonces f"([£, 21]) = [0,1], para todo p € {0,1,...,2" —1}.
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