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Definición
Sean (X, d) un espacio métrico y A ⊂ X tal que A 6= ∅ y x ∈ X.

d(x,A) = ı́nf{d(x, a) : a ∈ A}.

Definición
Sean (X, d) un espacio métrico y A,B ⊂ X tales que A y B son no
vacı́os y acotados.

ρ(A,B) = sup{d(a,B) : a ∈ A}.
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Definición
Sean (X, d) un espacio métrico, A ⊂ X tal que A 6= ∅ y ε > 0. La nube
alrededor de A y radio ε, se define y denota por :

N(ε,A) = {x ∈ X : d(x, a) < ε}.

Definición
Sean X un espacio métrico y n ∈ N. Definimos:

CB(X) = {A ⊂ X : A 6= ∅,A acotado y A es cerrado en X},

CT B(X) = {A ⊂ X : A 6= ∅,A totalmente acotado y A es cerrado en X},

2X = {A ⊂ X : A 6= ∅ y A compacto },

Fn(X) = {A ⊂ X : A 6= ∅ y A tiene a lo más n elementos}.

F(X) =
⋃
{Fn(X) : n ∈ N}
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Teorema
Si X es un espacio métrico, entonces las función denotada por
H : CB(X)× CB(X)→ [0,∞) y definida como
H(A,B) = máx{ρ(A,B), ρ(B,A)}, para cada A,B ∈ CB(X), es una
métrica sobre CB(X).

Teorema
Si (X, d) es un espacio métrico y A,B ∈ CB(X), entonces se tiene que:

H(A,B) = sup({d(a,B) : a ∈ A} ∪ {d(b,A) : b ∈ B}).
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Teorema
Si (X, d) es un espacio métrico y A,B ∈ CB(X), entonces se cumple
que:

H(A,B) = sup{|d(x,B)− d(x,A)| : x ∈ X}.

Teorema
Si (X, d) es un espacio métrico y A,B ∈ CB(X) y ε > 0, entonces:

H(A,B) = ı́nf{ε > 0 : A ⊂ N(ε,B) y B ⊂ N(ε,A)}.
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Teorema
Si (X, d) es un espacio métrico y A,B ∈ 2X y ε > 0, entonces se tiene
que:

H(A,B) < ε si y sólo si A ⊂ N(ε,B) y B ⊂ N(ε,A).

Observación
1 Fn(X) ⊂ F(X) ⊂ 2X ⊂ CT B(X) ⊂ CB(X).
2 X es isométrico al hiperespacio F1(X).
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¿Si X es separable entonces Fn(X) es separable?

¿Qué pasa con el converso?
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Teorema
Sean (X, d) un espacio métrico, S ⊂ X y n ∈ N. Entonces S es denso
en X si y sólo si Fn(S) es denso en Fn(X).
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⇒] Supongamos que S es denso en X.

Veamos que Fn(S) es denso en
Fn(X).Sean A = {a1, . . . , ak} ∈ Fn(X) y ε > 0.Donde k 6 n.Como S
es denso en X, para cada i ∈ {1, . . . , k}, sea si ∈ S tal que
d(ai, si) < ε.Definimos S1 = {s1, . . . , sk}.Se sigue que S1 ∈ Fn(S),
A ⊂ N(ε, S1) y S1 ⊂ N(ε,A). Ası́,H(A, S1) < ε. Por lo tanto, Fn(S) es
denso en Fn(X).

⇐] Supongamos que Fn(S) es denso en Fn(X).Sea x ∈ X y
ε > 0.Entonces {x} ∈ Fn(X).Por lo supuesto, existe A ∈ Fn(S) tal que
H(A, {x}) < ε.Ası́, {x} ⊂ N(ε,A).De donde, existe a ∈ A, tal que
d(x, a) < ε.Ası́, a ∈ S ∩ B(x, ε).En consecuencia, S es denso en X.
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es denso en X, para cada i ∈ {1, . . . , k}, sea si ∈ S tal que
d(ai, si) < ε.Definimos S1 = {s1, . . . , sk}.Se sigue que S1 ∈ Fn(S),
A ⊂ N(ε, S1) y S1 ⊂ N(ε,A). Ası́,H(A, S1) < ε. Por lo tanto, Fn(S) es
denso en Fn(X).

⇐] Supongamos que Fn(S) es denso en Fn(X).Sea x ∈ X y
ε > 0.Entonces {x} ∈ Fn(X).Por lo supuesto, existe A ∈ Fn(S) tal que
H(A, {x}) < ε.Ası́, {x} ⊂ N(ε,A).

De donde, existe a ∈ A, tal que
d(x, a) < ε.Ası́, a ∈ S ∩ B(x, ε).En consecuencia, S es denso en X.
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Corolario
Sean (X, d) un espacio métrico y n ∈ N. Entonces X es separable si y
sólo si Fn(X) es separable.
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¿X es separable si y sólo si CB(X) es separable?
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Teorema
Sea (X, d) un espacio métrico. Si CB(X) es separable, entonces X es
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Observación
Dado un espacio métrico (X, d) tal que CB(X) = CT B(X), los
espacios Fn(X),Cn(X),F(X) y 2X son separables.

Teorema
Sean (X, d) un espacio métrico acotado. Entonces las condiciones
siguientes son equivalentes:

1 X es totalmente acotado
2 CB(X) es totalmente acotado
3 CB(X) es separable.
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Teorema
Sea X un espacio normado de dimensión finita. Entonces el espacio
CB(X) es separable.

Teorema
Sea X un espacio normado de dimensión finita y conexo. Entonces los
espacios 2X y CB(X) son conexos.
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Muchas Gracias!!!
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