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Sean X un espacio métrico y n € N. Definimos:

(1) eB(X)={AC X: A#0,Aacotadoy A es cerrado en X},
(2) CIB(X) = {AC X : A#0,A totalmente acotado y A es cerrado en X},
(3) 2 ={ACX:4A#0y A compacto },
(4) Cu(X) ={AC X : A#0, A ncotado y A tiene & lo mds n componentes},
(5) Fi(X)={ACX:A#0y Atienealo mds n elementos}.
Estos conjuntos se les conoce como hiperespacios de X, considerados con la métrica de
Hausdorff.
En esta pldtica veremos condiciones necesarias y suficientes para la separahilidad,
completez y compacidad de los hiperespacios €B(X), CTB(X), 2, C,(X) y F,(X).
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CONTENIDO

@ Precliminares




Definicion
Sean (X, d) un espacio métricoy A C X tal que A # ) y x € X.

d(x,A) = inf{d(x,a) : a € A}.
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Definicion

Sean (X, d) un espacio métricoy A C X tal que A # ) y x € X.
d(x,A) = inf{d(x,a) : a € A}.

Sean (X, d) un espacio métrico y A, B C X tales que A y B son no
vacios y acotados.

p(A,B) = sup{d(a,B) : a € A}.

A\
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Definicion

Sean (X, d) un espacio métrico, A C X tal que A # () y ¢ > 0. La nube
alrededor de A y radio ¢, se define y denota por :

N(e,A) ={x € X :d(x,a) < €}.
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Sean (X, d) un espacio métrico, A C X tal que A # () y ¢ > 0. La nube
alrededor de A y radio ¢, se define y denota por :

N(e,A) ={x € X :d(x,a) < €}.

Definicion
Sean X un espacio métrico y n € N. Definimos:
CB(X)={ACX:A+#0,Aacotado y A es cerrado en X},
CTB(X)={A C X: A # (), A totalmente acotado y A es cerrado en X}
2X={ACX:A#(yA compacto },
F.(X)={A CX:A+# DyA tiene a lo més n elementos}.

Fx) = | J{F.(X) :n e N}
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Teorema

Si X es un espacio métrico, entonces las funcién denotada por

H : CB(X) x CB(X) — [0, 00) y definida como

H(A,B) = max{p(A,B), p(B,A)}, paracada A, B € CB(X), es una
métrica sobre CB(X).
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Teorema

Si X es un espacio métrico, entonces las funcién denotada por

H : CB(X) x CB(X) — [0, 00) y definida como

H(A,B) = max{p(A,B), p(B,A)}, paracada A, B € CB(X), es una
métrica sobre CB(X).

| A

Teorema
Si (X, d) es un espacio métrico y A, B € CB(X), entonces se tiene que:

H(A,B) = sup({d(a,B) :a € A} U{d(b,A) : b € B}).

A\
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Teorema

Si (X, d) es un espacio métrico y A, B € CB(X), entonces se cumple
que:

H(A, B) = sup{|d(x,B) — d(x,A)| : x € X}.
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Teorema

Si (X, d) es un espacio métrico y A, B € CB(X), entonces se cumple
que:

H(A, B) = sup{|d(x,B) — d(x,A)| : x € X}.

Teorema
Si (X, d) es un espacio métricoy A, B € CB(X) y € > 0, entonces:

H(A,B) =inf{e >0:A C N(e,B) y BC N(¢,A)}.
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Teorema

Si (X, d) es un espacio métrico y A, B € 2¥ y € > 0, entonces se tiene
que:

H(A,B) < esiysélosiA C N(e,B) y B C N(e,A).
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Teorema

Si (X, d) es un espacio métrico y A, B € 2¥ y € > 0, entonces se tiene
que:

H(A,B) < esiysélosiA C N(e,B) y B C N(e,A).

Observacion
Q@ F.(X) C F(X)C2*¥ cCTB(X) C CB(X).
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Teorema

Si (X, d) es un espacio métrico y A, B € 2¥ y € > 0, entonces se tiene
que:

H(A,B) < esiysélosiA C N(e,B) y B C N(e,A).

Observacion

Q@ F.(X) C F(X)C2*¥ cCTB(X) C CB(X).
@ X es isométrico al hiperespacio F;(X).
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CONTENIDO

© Scparabilidad en F,(X)




(Si X es separable entonces F,(X) es separable?
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(Si X es separable entonces F,(X) es separable?
(Qué pasa con el converso?
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Teorema

Sean (X, d) un espacio métrico, S C X y n € N. Entonces S es denso
en X siy sélo si F,(S) es denso en F,(X).
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=| Supongamos que S es denso en X.




=| Supongamos que S es denso en X.Veamos que F,(S) es denso en
F.(X).
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=| Supongamos que S es denso en X.Veamos que F,(S) es denso en
F.(X).Sean A = {ay,...,a;} € F,(X)ye> 0.
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=| Supongamos que S es denso en X.Veamos que F,(S) es denso en
F.(X).Sean A = {ay,...,a;} € F,(X)y e > 0.Donde k < n.
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=] Supongamos que S es denso en X.Veamos que F,(S) es denso en
F.(X).Sean A = {ay,...,a;} € F,(X)y e > 0.Donde k < n.Como S
es denso en X, paracadai € {1,... k}, seas; € Stal que

d(ai,s,-) < €.
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=] Supongamos que S es denso en X.Veamos que F,(S) es denso en
F.(X).Sean A = {ay,...,a;} € F,(X)y e > 0.Donde k < n.Como S
es denso en X, paracadai € {1,... k}, seas; € Stal que

d(a;, s;) < e.Definimos S; = {s1,..., S}
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=] Supongamos que S es denso en X.Veamos que F,(S) es denso en
F.(X).Sean A = {ay,...,a;} € F,(X)y e > 0.Donde k < n.Como S
es denso en X, paracadai € {1,... k}, seas; € Stal que

d(a;, s;) < e.Definimos S; = {sy,...,s;}.Se sigue que S; € F,(S),
A CN(e,S1)yS) CN(eA).
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=] Supongamos que S es denso en X.Veamos que F,(S) es denso en
F.(X).Sean A = {ay,...,a;} € F,(X)y e > 0.Donde k < n.Como S
es denso en X, paracadai € {1,... k}, seas; € Stal que

d(a;, s;) < e.Definimos S; = {sy,...,s;}.Se sigue que S; € F,(S),
A CN(e,S1)yS) CN(e,A). Asi, H(A, S)) < e.
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=] Supongamos que S es denso en X.Veamos que F,(S) es denso en
F.(X).Sean A = {ay,...,a;} € F,(X)y e > 0.Donde k < n.Como S

es denso en X, paracadai € {1,... k}, seas; € Stal que
d(a;, s;) < e.Definimos S; = {sy,...,s;}.Se sigue que S; € F,(S),
A CN(e,S81)yS1 CN(e,A). Asi, H(A, S1) < e. Por lo tanto, F,,(S) es

denso en F,(X).
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=] Supongamos que S es denso en X.Veamos que F,(S) es denso en
F.(X).Sean A = {ay,...,a;} € F,(X)y e > 0.Donde k < n.Como S

es denso en X, paracadai € {1,... k}, seas; € Stal que
d(a;, s;) < e.Definimos S; = {sy,...,s;}.Se sigue que S; € F,(S),
A CN(e,S81)yS1 CN(e,A). Asi, H(A, S1) < e. Por lo tanto, F,,(S) es

denso en F,(X).

<] Supongamos que F,(S) es denso en F,(X).
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=] Supongamos que S es denso en X.Veamos que F,(S) es denso en
F.(X).Sean A = {ay,...,a;} € F,(X)y e > 0.Donde k < n.Como S
es denso en X, paracadai € {1,... k}, seas; € Stal que

d(a;, s;) < e.Definimos S; = {sy,...,s;}.Se sigue que S; € F,(S),

A CN(e,S81)yS1 CN(e,A). Asi, H(A, S1) < e. Por lo tanto, F,,(S) es
denso en F,(X).

<] Supongamos que F,(S) es denso en F,(X).Seax € X y
e > 0.
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=] Supongamos que S es denso en X.Veamos que F,(S) es denso en
F.(X).Sean A = {ay,...,a;} € F,(X)y e > 0.Donde k < n.Como S
es denso en X, paracadai € {1,... k}, seas; € Stal que

d(a;, s;) < e.Definimos S; = {sy,...,s;}.Se sigue que S; € F,(S),

A CN(e,S81)yS1 CN(e,A). Asi, H(A, S1) < e. Por lo tanto, F,,(S) es
denso en F,(X).

<] Supongamos que F,(S) es denso en F,(X).Seax € X y
¢ > 0.Entonces {x} € F,(X).
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=] Supongamos que S es denso en X.Veamos que F,(S) es denso en
F.(X).Sean A = {ay,...,a;} € F,(X)y e > 0.Donde k < n.Como S
es denso en X, paracadai € {1,... k}, seas; € Stal que

d(a;, s;) < e.Definimos S; = {sy,...,s;}.Se sigue que S; € F,(S),

A CN(e,S81)yS1 CN(e,A). Asi, H(A, S1) < e. Por lo tanto, F,,(S) es
denso en F,(X).

<] Supongamos que F,(S) es denso en F,(X).Seax € X y
¢ > 0.Entonces {x} € F,(X).Por lo supuesto, existe A € F,(S) tal que

H(A, {x)) < e.
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=] Supongamos que S es denso en X.Veamos que F,(S) es denso en
F.(X).Sean A = {ay,...,a;} € F,(X)y e > 0.Donde k < n.Como S
es denso en X, paracadai € {1,... k}, seas; € Stal que

d(a;, s;) < e.Definimos S; = {sy,...,s;}.Se sigue que S; € F,(S),

A CN(e,S81)yS1 CN(e,A). Asi, H(A, S1) < e. Por lo tanto, F,,(S) es
denso en F,(X).

<] Supongamos que F,(S) es denso en F,(X).Seax € X y
¢ > 0.Entonces {x} € F,(X).Por lo supuesto, existe A € F,(S) tal que
H(A, {x}) < e.Asi, {x} C N(e,A).
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=] Supongamos que S es denso en X.Veamos que F,(S) es denso en
F.(X).Sean A = {ay,...,a;} € F,(X)y e > 0.Donde k < n.Como S
es denso en X, paracadai € {1,... k}, seas; € Stal que

d(a;, s;) < e.Definimos S; = {sy,...,s;}.Se sigue que S; € F,(S),

A CN(e,S81)yS1 CN(e,A). Asi, H(A, S1) < e. Por lo tanto, F,,(S) es
denso en F,(X).

<] Supongamos que F,(S) es denso en F,(X).Seax € X y

¢ > 0.Entonces {x} € F,(X).Por lo supuesto, existe A € F,(S) tal que
H(A,{x}) < e.Asi, {x} C N(¢,A).De donde, existe a € A, tal que
d(x,a) < e.
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=] Supongamos que S es denso en X.Veamos que F,(S) es denso en
F.(X).Sean A = {ay,...,a;} € F,(X)y e > 0.Donde k < n.Como S
es denso en X, paracadai € {1,... k}, seas; € Stal que

d(a;, s;) < e.Definimos S; = {sy,...,s;}.Se sigue que S; € F,(S),

A CN(e,S81)yS1 CN(e,A). Asi, H(A, S1) < e. Por lo tanto, F,,(S) es
denso en F,(X).

<] Supongamos que F,(S) es denso en F,(X).Seax € X y

¢ > 0.Entonces {x} € F,(X).Por lo supuesto, existe A € F,(S) tal que
H(A,{x}) < e.Asi, {x} C N(¢,A).De donde, existe a € A, tal que
d(x,a) < e.Asi,a € SN B(x,¢).
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=] Supongamos que S es denso en X.Veamos que F,(S) es denso en
F.(X).Sean A = {ay,...,a;} € F,(X)y e > 0.Donde k < n.Como S
es denso en X, paracadai € {1,... k}, seas; € Stal que

d(a;, s;) < e.Definimos S; = {sy,...,s;}.Se sigue que S; € F,(S),

A CN(e,S81)yS1 CN(e,A). Asi, H(A, S1) < e. Por lo tanto, F,,(S) es
denso en F,(X).

<] Supongamos que F,(S) es denso en F,(X).Seax € X y

¢ > 0.Entonces {x} € F,(X).Por lo supuesto, existe A € F,(S) tal que
H(A,{x}) < e.Asi, {x} C N(¢,A).De donde, existe a € A, tal que
d(x,a) < e.Asi, a € SN B(x, €).En consecuencia, S es denso en X.
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Corolario

Sean (X, d) un espacio métrico y n € N. Entonces X es separable si y
solo si F,(X) es separable.
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CONTENIDO

@ Separabilidad en F(X)




Teorema

Sean (X, d) un espacio métrico y S C X. Entonces S es denso en X si y
solo si F(S) es denso en F(X).
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Teorema

Sean (X, d) un espacio métrico y S C X. Entonces S es denso en X si y
solo si F(S) es denso en F(X).

Teorema

Sean (X, d) un espacio métrico. Entonces X es separable si y s6lo si
F(X) es separable.
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CONTENIDO

@ Separabilidad en CB(X)




(X es separable si y s6lo si CB(X) es separable?
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Teorema

Sea (X, d) un espacio métrico. Si CB(X) es separable, entonces X es
separable.

La Métrica de Hausdorff 21 de noviembre de 2014 19/25



Teorema

Sea (X, d) un espacio métrico. Si CB(X) es separable, entonces X es
separable.

(Si X es separable entonces CB(X) es separable?
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Teorema

Sea (X, d) un espacio métrico y S C X tal que S es denso en X.
Entonces F(S) es denso en CB(X) siy sélo si CB(X) = CTB(X).
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Teorema

Sea (X, d) un espacio métrico y S C X tal que S es denso en X.
Entonces F(S) es denso en CB(X) siy sélo si CB(X) = CTB(X).

Teorema

Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces F(X) es denso en CB(X) si
solo si CB(X) = CTB(X).

Victor Manuel Grijalva Altamirano (Universidad 7 La Métrica de Hausdorff 21 de noviembre de 2014 20/25



Teorema

Sea (X, d) un espacio métrico. Si CB(X) = CT B(X), entonces X es
separable.
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Teorema

Sea (X, d) un espacio métrico. Si CB(X) = CT B(X), entonces X es
separable.

Teorema

Sean (X, d) un espacio métrico. Entonces C3(X) es separable si y s6lo

si CB(X) = CTB(X).
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CONTENIDO

© Algunas consecuencias




Observacion

Dado un espacio métrico (X, d) tal que CB(X) = CT B(X), los
espacios F,(X), C,(X), F(X) y 2* son separables.
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Observacion

Dado un espacio métrico (X, d) tal que CB(X) = CT B(X), los
espacios F,(X), C,(X), F(X) y 2* son separables.

Teorema

Sean (X, d) un espacio métrico acotado. Entonces las condiciones
siguientes son equivalentes:

Q X es totalmente acotado
@ CB(X) es totalmente acotado
@ CB(X) es separable.
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Teorema

Sea X un espacio normado de dimension finita. Entonces el espacio
CB(X) es separable.
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Teorema

Sea X un espacio normado de dimension finita. Entonces el espacio
CB(X) es separable.

Teorema

Sea X un espacio normado de dimension finita y conexo. Entonces los
espacios 2¥ y CB(X) son conexos.
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Muchas Gracias!!!

Manuel
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