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Definición

Sea X un continuo. Una función de Whitney es una función
continua µ : C(X)→ [0, 1] tal que

para cada p ∈ X, tenemos que µ({p}) = 0,

para cada A,B ∈ C(X) con A ( B tenemos que
µ(A) < µ(B).

Las funciones de Whitney nos proporcionan una manera de
medir a los hiperespacios y contituyen una herramienta muy
importante para estudiar la estructura de los hiperespacios.
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Definición

Un nivel de Whitney positivo para X es el conjunto de la forma
µ−1(t), donde µ es una función de Whitney y t ∈ (0, µ(X))
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Whitney Equivalente
Whitney Determinado

Teorema [1, Teorema 8.4]

Sean X un continuo y µ una función de Whitney para C(X). Si
0 ≤ t < µ(X), entonces µ−1(t) es no degenerado.

Teorema [3, Teorema 19.9]

Si X un continuo y µ una función de Whitney para C(X),
entonces µ−1(t) es un continuo para cada t ∈ [0, µ(X)].

Los niveles de Whitney para C(X) juegan un importante rol en
el estudio de C(X). Para cada función de Whitney fija µ los
niveles de Whitney correspondientes a µ constituyen una
descomposición continua de C(X).
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Whitney Equivalente
Whitney Determinado

Teorema [1, Teorema 8.1]

Si X es un continuo, µ : C(X)→ [0, 1] es una función de
Whitney y 0 ≤ t < µ(X), entonces

⋃
{A : A ∈ µ−1(t)} = X.

Demostración. Por definición, la unión de los elementos de
µ−1(t) está contenida en X, resta ver que todo elemento de X
pertenece a un elemento de µ−1(t). Sea p ∈ X. Veamos que
existe A ∈ µ−1(t) tal que p ∈ A.

Teorema [1, Teorema 8.1]

Si X es un continuo, A,B ∈ C(X) con A  B, entonces existe
un arco ordenado de A a B contenido en C(X).

Aśı, existe un arco ordenado α : [0, 1]→ C(X) de {p} a X,
contenido en C(X).
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µ−1(t) está contenida en X, resta ver que todo elemento de X
pertenece a un elemento de µ−1(t). Sea p ∈ X. Veamos que
existe A ∈ µ−1(t) tal que p ∈ A.

Teorema [1, Teorema 8.1]

Si X es un continuo, A,B ∈ C(X) con A  B, entonces existe
un arco ordenado de A a B contenido en C(X).
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La función
ϕ = µ ◦ α : [0, 1]→ [0, µ(X)]

es continua;
ϕ(0) = µ(α(0)) = µ({p}) = 0 y ϕ(1) = µ(α(1)) = µ(X).

Aśı, existe s ∈ [0, 1] tal que t = ϕ(s) = µ(α(s)). Aśı,
α(s) ∈ µ−1(t). Como α es un arco ordenado, {p} ⊂ α(s). Aśı,
p ∈

⋃
{A : A ∈ µ−1(t)}. Por lo tanto,

⋃
{A : A ∈ µ−1(t)} = X.
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Definición

Sea X un continuo, ML(X) = {A ∈ C(C(X)) : A es un nivel de
Whitney positivo para X}.

El conjunto ML(X) incluye todos los niveles de Whitney
positivos para todas las funciones de Whitney.
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Definición

Un continuo X es Whitney equivalente a un continuo Y, si
ML(X) es topologicamente igual a ML(Y )

Donde topologicamente igual, significa que para cada
A ∈ML(X), existe B ∈ML(Y ) tal que A es homeomorfo a B y
para cada B ∈ML(Y ), existe A ∈ML(X) tal que B es
homeomorfo a A.
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Whitney Equivalente
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Definición

Un continuo X es determinado por sus niveles de Whitney, si el
continuo Y es Whitney equivalente a X, entonces X es
homeomorfo a Y.

Definición

Una propiedad topológica P es una propiedad de Whitney si un
continuo X tiene la propiedad P, entonces µ−1(t) también tiene
la propiedad P para cada función de Whitney µ para C(X) y
para cada 0 ≤ t < µ(X)
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Definición

Una propiedad topológica P es una propiedad secuencial fuerte
Whitney-reversible si para cualquier continuo X tal que existe
una función de Whitney µ para C(X) y una sucesión {tn}∞n=1

en (0, µ(X)) tal que ĺım tn = 0 y µ−1(tn) tiene la propiedad P
para toda n ∈ N, entonces el continuo X tiene la propiedad P.
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Whitney Equivalente
Whitney Determinado

Teorema [3, Teorema 31.1]

Si X es un arco, µ : C(X)→ [0, 1] es una función de Whitney y
0 ≤ t < µ(X), entonces µ−1(t) es un arco.

Teorema [1, Teorema 8.6]

Si S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} es la circunferencia unitaria,
µ : C(S1)→ [0, 1] es una función de Whitney y 0 ≤ t < µ(S1),
entonces µ−1(t) es homeomorfo a S1.

Teorema [2, Teorema 14.7]

Si X es una curva cerrada simple, µ : C(X)→ [0, 1] es una
función de Whitney y 0 ≤ t < µ(X), entonces µ−1(t) es
homeomorfo a X.
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La propiedad de ser un
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ciclo

continuo localmente conexo
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fuerte Whitney-reversible.

Teoremas 31.1, 31.2, 38.1, 38.2, 56.1, 56.2, 57.2 y 57.3 de [3]
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Vianey Córdova Salazar FCFM-BUAP Introducción a los continuos Whitney equivalentes



Función de Whitney
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Bibliograf́ıa

Whitney Equivalente
Whitney Determinado

Por el teorema anteriores, concluimos que

arco

ciclo

continuo localmente conexo

pseudo-arco

Pseudo-solenoide

son determinados por sus niveles de Whitney.
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Función de Whitney
Whitney Equivalencia

Bibliograf́ıa

Whitney Equivalente
Whitney Determinado

Definición

Una gráfica finita es un continuo X, diferente de una curva
cerrada simple, que se puede escribir como una unión finita de
arcos de manera que cada dos de ellos se intersecta en un
conjunto finito.
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Teorema

Si X es una gráfica finita y Y es un continuo tal que Y es
Whitney equivalente a X, entonces Y es una gráfica finita.

Demostración. Sea X una gráfica finita, aśı X es un continuo
localmente conexo, tenemos que cada nivel de Whitney positivo
para X es localmente conexo. Como X y Y son Whitney
equivalentes, tenemos que los niveles de Whitney positivos para
Y son localmente conexos. Por lo tanto, Y es localmente conexo.

Vianey Córdova Salazar FCFM-BUAP Introducción a los continuos Whitney equivalentes



Función de Whitney
Whitney Equivalencia

Bibliograf́ıa

Whitney Equivalente
Whitney Determinado

Teorema
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Demostración.
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Si Y no es una gráfica finita, entonces Y es una curva cerrada
simple o existe un subespacio Q de C(Y ) tal que Q es
homeomorfo al cubo de Hilbert [0, 1]ω.

Teorema [2, Teorema 1.111]

Sea X un continuo localmente conexo. Entonces C(X) contiene
un cubo de Hilbert si y sólo si X no es una gráfica finita
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Dado que X no es una curva cerrada simple,

implicamos que Y
no es una curva cerrada simple.

Teorema [1, Teorema 6.19]

Si X es un continuo no degenerado y n ∈ N, entonces Cn(X)
contiene n-celdas.

Teorema [3, Teorema 70.1]

Sea X un continuo. Entonces C(X) contiene n-celdas si y sólo si
X contine n-odos.

Aśı, para cada n ≥ 3, el continuo Y contiene un n-odo.
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Aśı, para cada n ≥ 3, el continuo Y contiene un n-odo.

Teorema [2, Teorema 14.33]

Si el continuo X contiene un n-odo, entonces existe
t0 ∈ (0, µ(X)) tal que µ−1(t0) contiene una (n− 1)-celda.

Aśı, para cada n ≥ 2, existe un nivel de Whitney positivo B
para Y tal que B contiene una n-celda. Como X y Y son
Whitney equivalentes, para cada n ≥ 2, existe un nivel de
Whitney positivo A para X tal que A contiene una n-celda. Por
lo tanto, la dimensión de C(X) es infinita.

Teorema [2, Teorema 1.109]

Si X es un continuo localmente conexo . Entonces
dim[C(X)] <∞ si y sólo si X es una gráfica finita.
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para Y tal que B contiene una n-celda. Como X y Y son
Whitney equivalentes, para cada n ≥ 2, existe un nivel de
Whitney positivo A para X tal que A contiene una n-celda. Por
lo tanto, la dimensión de C(X) es infinita.

Teorema [2, Teorema 1.109]

Si X es continuo localmente conexo . Entonces dim[C(X)] <∞
si y sólo si X es una gráfica finita.

Lo cual es una contradicción. En conclusión, Y es una gráfica
finita.
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Teorema [2, Teorema 2.5]

Si X es una gráfica finita, entonces X es determinado por sus
niveles de Whitney.

Teorema [2, Teorema 3.2]

La propiedad de ser una compactación del rayo es una
propiedad secencial fuerte Whitney-reversible.

Teorema [2, Corolario 3.6]

El continuo sen( 1x) es Whitney determinado.
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Definición

Una Dendrita es un continuo localmente conexo que no tiene
curvas cerradas simples.
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En general, las dendritas no son Whitney determinadas.

Teorema [2, Teorema 5.2]

Sea X un continuo. El continuo X es una dendrita sin arcos
libres si y sólo si cada nivel de Whitney positivo para X es un
cubo de Hilbert.
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Teorema [2, Pregunta 5.1]

¿Las dendritas con el conjunto de puntos extremos cerrado, son
Whitney determinadas?
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