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Introduccidn.

Presentaremos la construccién de una celda bidimensional cuyo
hiperespacio de subcontinuos admite un nivel de Whitney con un retracto
homeomorfo a una esfera. El ejemplo se debe a A. Petrus y se encuentra
en Contractibility of Whitney Continua in C(X), Gen. Top. and its
Applications, 9 (1978), 275-288.
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Convenciones.

Definicién

Un continuo es un espacio topolégico no vacio, conexo, compacto y
metrizable.

El intervalo cerrado | = [0, 1].
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Ejemplo

La bola n-dimensional unitaria,

D" = {x e R"|||x] <1}.

Ejemplo

La esfera unitaria n-dimensional,

S"={x e R""||x| = 1}.

S es la circunferencia unitaria y S? es la esfera unitaria.
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Retractos.

Definicién

Sea X un espacio topoldgico y Y un subespacio de X. Se dird que Y es
un retracto de X si existe una funcién continua r : X — Y de manera
que, paracaday € Y, r(y) = y.

Ejemplo

El intervalo cerrado / es un retracto de la recta real R.
Considérese r : R — [ definida como,

0 six<O0,
rx)=<x si0<x<1,
1 six>1.
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Proposicion

Sean X y Y espacios topoldgicos cualesquiera. Si existen funciones

continuas f : X = Y y g: Y — X de manera que f(g(y)) =y, para
todo y € Y, entonces X tiene un retracto homeomorfo a Y.

Un espacio topoldgico X tiene la propiedad del punto fijo si cualquier

funcién continua f : X — X admite un punto fijo, esto es, existe un
punto x € X tal que f(x) = x.

Observacién

La propiedad del punto fijo es una propiedad topoldgica.

El intervalo cerrado / tiene la propiedad del punto fijo.

Ivén Serapio Ramos IX Taller estudiantil de teoria de los continuos y sus hiper...



Teorema (del Punto Fijo de Brouwer)

Para cada n € N, la bola n-dimensional D" tiene la propiedad del punto
fijo.

Ejemplo

Para cada n € N, la esfera n-dimensioanl D" no tiene la propiedad del
punto fijo.
La funcién f : S" — S" dada por,

Vx € S": f(x) = —x,

es una funcién continua que no tiene ningtn punto fijo.
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Proposicion

Si X es un espacio topoldgico con la propiedad del punto fijoy Y es un
retracto de X entonces Y también tiene la propiedad del punto fijo.
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Definiciéon

Un espacio metrizable Y es un retracto absoluto si es un retracto de todo
espacio metrizable que lo contenga como subespacio cerrado.

Se usaran las siglas AR (del inglés, Absolute Retract) para abreviar
retracto absoluto.

Observacién
Ser un AR es una propiedad topoldgica.

Proposicion

Toda celda n-dimensional es un AR.
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La esfera n-dimensional S™ no es un AR.

Nétese que S es un subespacio cerrado de D"*1. Sin embargo, S” no es
un retracto de D" ya que éste espacio tiene la propiedad del punto fijo
a diferencia de S” que no la posee.

Proposicion

Todo retracto de un AR es un AR.
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Contractibilidad

Definicidon

Un espacio topolégico X es contractil si existe xg € X y una funcién
continua H : X x | — X tal que,

Vx € X : H(x,0) = x y H(x,1) = xo.

Observacién

La contractibilidad es una propiedad topoldgica.
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Proposiciéon

La bola n-dimensional B"” es contractil.

Demostracion.

Definase H : B" x | — B" como,

Vxe B" tel:H(x,t)=(1-t)x.

La esfera n-dimensional S” no es contractil.
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Proposiciéon

Si X es un espacio topoldgico contractil y Y es un retracto de X
entonces Y también es contractil.
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Hiperespacios

Definicidon

Dado un continuo X define su hiperespacio de subcontinuos como el
conjunto

C(X) ={K € X| K es no vacio, conexo y cerrado en X}

equipado con la topologia de Vietoris.

Proposiciéon

Si X es un continuo entonces C(X) también es un continuo.
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Definicién

Sea X un continuo arbitrario. Una funcién de Whitney para C(X) es una
funcién continua p : C(X) — [0, 00) tal que

(1) para cada x € X, u({x}) =0,

(2) para cualesquiera K, L € C(X) con K C L se cumple que
u(K) < p(L).

Teorema

Todo continuo admite funciones de Whitney para su hiperespacio de
subcontinuos.
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Dado un continuo X, se define el hiperespacio de arcos y singulares
de X como el conjunto

M(X) = {K € C(X)| K es un singular o un arco en X}

visto como subespacio de C(X).

Teorema

Sean X un continuo y u : C(X) — [0, 00) una funcién de Whitney. Para
cada K € 9(X) se tiene un tnico punto P,(K) € K de manera que
existen Ky, K € C(X) con K=KiUK;, KiNK, = {P,J(K)}

(K1) = p(K2). El punto P,(K) se conoce como el punto medio de K
respecto de .
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Teorema

Si X es un arco o una curva cerrada simple entonces, para toda funcién
de Whitney p : C(X) — [0,00), la funcién P, : MM(X) — X es una
funcién continua.
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Niveles de Whitney.

Definicién

Sean X un continuo y i : C(X) — [0, 00) una funcién de Whitney. Dado
0 < 6 < u(X) se define el nivel de Whitney 6 de C(X) respecto de
como el conjunto W,,(6) = u~*[{#}] con la topologia de subespacio que
hereda de C(X).
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Definicion

Una propiedad topoldgica P es una propiedad de Whitney si cada vez que
un continuo cumple P entonces todos los niveles de Whitney de su
hiperespacio de subcontinuos también cumplen P.

Teorema

Ser un continuo no degenerado es un propiedad de Whitney.
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Existe una celda bidimensional cuyo hiperespacio de subcontinuos admite
un nivel de Whitney que tiene un retracto homeomorfo a la esfera S2.
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Teorema

La contractibilidad, la propiedad del punto fijo y ser un AR no son
propiedades de Whitney.

Demostracion.

El esquema de la prueba es el mismo para las tres propiedades pues todas
son propiedades que se heredan a retractos, que tienen las celdas
bidimensionales pero que la esfera no posee. Finalmente se refiere al
ejemplo anterior. O
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Teorema

Ser una celda bidimensional no es una propiedad de Whitney.

Demostracion.

Obsérvese que las celdas bidimensionales no tienen retractos
homeomorfos a una esfera y apliquese al mismo ejemplo que en el
teorema anterior. O

Ivan Serapio Ramos IX Taller estudiantil de teoria de los continuos y sus hiper...



