Definicién

Una funcién f es transitiva si para cualesquiera abiertos no vacios
U, V, existe m € N tal que f™(U) NV # 0.

Se dice que f es débilmente mezclante si para cualesquiera dos
parejas (Ui, Us) y (V4, V2) de abiertos no vacios de X, existe

n € N tal que f"(Uy) N Vy # 0 # F"(Ux) N Va.

Si (X, f) es un sistema dindmico con f transitiva (débilmente
mezclante) diremos que el sistema dindmico (X, f) es transitivo
(débilmente mezclante)




Definicién

Una funcién f es transitiva si para cualesquiera abiertos no vacios
U, V, existe m € N tal que f™(U) NV # 0.

Se dice que f es débilmente mezclante si para cualesquiera dos
parejas (Ui, Us) y (V4, V2) de abiertos no vacios de X, existe

n € N tal que f"(Uy) N Vy # 0 # F"(Ux) N Va.

Si (X, f) es un sistema dindmico con f transitiva (débilmente
mezclante) diremos que el sistema dindmico (X, f) es transitivo
(débilmente mezclante)

Teorema de Furstenberg

Si f es débilmente mezclante y {Us,..., Uy}, {V4,..., Vi} son
colecciones de abiertos no vacios, entonces existe m € N tal que
frU)NV; #0.

A\




Definicidén

Una funcién f es transitiva si para cualesquiera abiertos no vacios
U, V, existe m € N tal que f™(U) NV # 0.

Se dice que f es débilmente mezclante si para cualesquiera dos
parejas (Ui, Us) y (V4, V2) de abiertos no vacios de X, existe

n €N tal que f?(Us) N V4 # 0 £7(Us) N Va.

Si (X, f) es un sistema dindmico con f transitiva (débilmente
mezclante) diremos que el sistema dindmico (X, f) es transitivo
(débilmente mezclante)

Teorema de Furstenberg

Si f es débilmente mezclante y {Us,..., Uy}, {V4,..., Vi} son
colecciones de abiertos no vacios, entonces existe m € N tal que
frU)NV; #0.

<

Para (X, 7) definimos 2X = {F C X | F es cerrado no vacio de X}



Definicion

Una funcién f es transitiva si para cualesquiera abiertos no vacios
U, V, existe m € N tal que f™(U) NV # 0.

Se dice que f es débilmente mezclante si para cualesquiera dos
parejas (Ui, Us) y (V4, V2) de abiertos no vacios de X, existe

n € N tal que f"(Uy) N\Vi £ 0 # £"(U2) N Va.

Si (X, f) es un sistema dindmico con f transitiva (débilmente
mezclante) diremos que el sistema dindmico (X, f) es transitivo
(débilmente mezclante)

Teorema de Furstenberg

Si f es débilmente mezclante y {Us,..., Uy}, {V4,..., Vi} son
colecciones de abiertos no vacios, entonces existe m € N tal que
frU)NV; #0.

<

Para (X, 7) definimos 2X = {F C X | F es cerrado no vacio de X}

Si X es una funcién continua y cerrada, defino 27 : 2X — 2X como
2f(A) = f(A) para A € 2X
I



Entonces (2%, 2f) es un sistema dindmico.
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A partir de los resultados de J. Banks en “Chaos for induced
hyperspace maps" (2005), se tienen las equivalencias:

@ (X, f) es débilmente mezclante.
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Entonces (2%, 2f) es un sistema dindmico.
A partir de los resultados de J. Banks en “Chaos for induced
hyperspace maps" (2005), se tienen las equivalencias:

@ (X, f) es débilmente mezclante.

Q@ (2%, 2f) es débilmente mezclante.

Q@ (2%, 2f) es transitivo.
i Existe alguna propiedad Q tal que (X, f) la posee si y sélo si
(2%, 2f) es transitivo?

Definicidén

Sea {Ui, ..., Uy} una familia finita de subconjuntos de X,
denotamos por (Ui, ..., U,) al conjunto de todos los cerrados no
vacios de X contenidos en la unién de los U; y que intersectan a
cada U, es decir

(Ul,...,U,,>:{Fe2X\FQUU,-yFﬂU;;é(Z)paracada i}
1
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Sabemos que si X es un espacio topoldgico, la coleccién
Bv = {(U1,...,Un) | Uj es abierto }

es una base de una topologia 7, en 2%, a la que llamamos
topologia de Vietoris.
A los basicos de 1y les llamamos vietdricos.
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Sabemos que si X es un espacio topoldgico, la coleccién
Bv = {(U1,...,Un) | Uj es abierto }

es una base de una topologia 7, en 2%, a la que llamamos
topologia de Vietoris.

A los basicos de 1y les llamamos vietdricos.

Los resultados de J. Banks fueron probados usando Ty .

Para O abierto de X y K compacto de X, denotamos
(X,0)={Fe2X|FNO #0}

(X\K)={Fe2X|FCX\K}

Definimos a la topologia de Fell en 2%, denotada por 7¢ como
aquella que tiene por subbase a la familia
{{X,0) | O es abierto de X} U {(X \ K) | K es compacto de X}.
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Como
(X, Uy N (X, Ua) = (X, Uy, U)

(X \ K1) N(X\ K2) = (X\ (K1 UK2))

Una base para 7¢ en 2% es
{{(X,U1,...,Us) N (X \ K) | U; abierto y K compacto }

i Existe alguna relacién entre 7 y 77
@ Si X es un espacio Ty, entonces 7 C Ty.
@ Si X es un espacio compacto, entonces 7y C ¢

Si f es continua y cerrada, entonces bajo 7y el sistema (2%, 2f)

estd bien definido.

Con 7f es necesario pedir que la funcién sea propia (funcién

continua tal que la imagen inversa de compactos es compacta).

Pero podemos aplicarlo a espacios X que son localmente

compactos, T y segundo numerables y obtener que el sistema

(2%, 2f) esta bien definido.
I



Definicidon

Sean X un espacio topoldgico y U un abierto no vacio de X. Si
X\ U es compacto, decimos que U es co-compacto.




Sean X un espacio topoldgico y U un abierto no vacio de X. Si
X\ U es compacto, decimos que U es co-compacto.

Definicién (Importante)

Sea (X, f) un sistema dindmico. Se dice que f es c-transitiva si
para cualesquiera dos colecciones {Uy, 01, Oz, ...,0s} y

{Uz, Wi, Wa, ..., W;} de subconjuntos abiertos de X que cumplan
las siguientes dos condiciones:

a) U; y U, son abiertos co-compactos de X,
b) iNOj#0Bparal<j<sy UpNW;#Pparal <j<t.
Entonces existe m € N tal que

ffU)N(W;NU2)#0 paracadal <j<t 'y
ff(OjNUL)NUs#0 paracadal <j<s

Si f es débilmente mezclante, entonces f es c-transitiva.



Teorema

Sean X un espacio T, localmente compacto y segundo numerable
y f: X — X una funcién propia, entonces la funcién inducida
2f 1 (2%, 7¢) — (2%, 7F) es transitiva si y solo si f es c-transitiva.




Teorema

Sean X un espacio T, localmente compacto y segundo numerable
y f: X — X una funcion propia, entonces la funcién inducida
2f 1 (2%, 7¢) — (2%, 7F) es transitiva si y solo si f es c-transitiva.

Demostracién

<] Para ver que 2 es transitiva, sean A y B dos abiertos bésicos
y no vacios de (2%, 7¢). La demostracién termina si mostramos
que existe m € N tal que (27)™(A) N B # . Hagamos

A=(X,01,...,0)N(X\ K1) y B=(X,Wq,...,W)n(X\Kz)
Consideremos las colecciones
(X\K1,01,0,...,0s) vy (X\ Ky, Wi, Wo,....W,).

Notemos que los conjuntos U; = X \ K1 y U, = X \ K3 son
co-compactos de X. Asi, la condicién a) de la definicién se cumple.




Demostracién

Tomemos F € A. Entonces F € 2X, FN Ky =0 (por tanto
FCU)yFNOj#0, paracada j € {1,2,...,s}. Esto implica
que U1 N O; # 0, para toda j € {1,2,...,s}. Tomando ahora un
elemento en By realizando un andlisis similar al que hicimos con
F, obtenemos que U, N W; # ) para cada j € {1,2,...,t}.
Entonces la condicién b) de la definicién también se cumple. Como
f es c-transitiva, existe m € N tal que

fM(U)N(Wjn ) #0, paracadal <j<t

f"(OjNU)N U, #0, paracada 1</ <s.

Para cada i € {1,2,...,t} tomamos x; € U tal que
f™(x;) € W; N Uy. También, para toda p € {1,2,...,s}, tomamos
¥p € Op N Uy de modo que f™(y,) € Uo. Definimos

D= {x1,X2, . s Xts ¥1,¥2y -+, Ys}
I




Demostracién

Como X es un espacio T, sabemos que D es un cerrado y no
vacio. También es facil notar que
De(X,01,....,0) N{(X\Ki)=A y
(2H™(D) € (X, W,..., W) N (X \ Ka) = B.

Lo anterior debido a que

D= {X17X27'-'aXt7y17y2a"'ay5}’

y a que los x;, yp, estdn en Uy y los y, estdn en O, para 1 </ <t
y 1 < p <s. Ademas de que los f™(x;), f™(yp) viven en U, y los
f™(x;) estdn en los W;. Con todo, hemos mostrado que existe

m € N tal que (2f)™(A) N B # . Esto prueba que 2f es transitiva.




Demostracién

=] Supongamos que 2 es transitiva. Para ver que f es
c-transitiva, sean

{Ul,Ol,Og,...,Os} Yy {UQ, V1,V2,...,Vt}

dos colecciones de subconjuntos abiertos de X que cumplan las
condiciones a) y b) de la definicién. Entonces U; y U, son abiertos
en X tales que X \ U; y X\ U, son compactos. Luego

UZ<X,01,...,OS>Q<U1> y V:<X,V1,...,Vt>ﬂ<U2>

son abiertos bésicos y no vacios de (2X, 7F). Como 2f es transitiva,
existe m € N tal que (2H)"U) NV # 0.

Sea F € U tal que f™(F) € V. Como el hiperespacio es 2%, los
cerrados son no vacios, mostrando que f™(Uy) N (V;N Us) # 0
paral <j<ty f™(O;NU)NUs+# 0 conl<j<s. Por tanto,
f es c-transitiva.




Proposicion

Sea (X, f) un sistema dindmico. Si f es una funcion c-transitiva, U
es un co-compacto de X y V' es un abierto no vacio de X,
entonces se cumple:

@ existe m e N tal que f"(U)NV # 0
@ existe n € N tal que f"(V)NU # 0




Proposicion

Sea (X, f) un sistema dindmico. Si f es una funcion c-transitiva, U
es un co-compacto de X y V' es un abierto no vacio de X,
entonces se cumple:

@ existe m e N tal que f"(U)NV # 0
@ existe n € N tal que f"(V)NU # 0

Demostracién (1)

Tomemos a las colecciones de abiertos A = {U, X} y B = {X, V}.
sabemos que U es co-compacto por hipdtesis, X es trivialmente
co-compactoy UN X # () # X N V. Por tanto, se cumplen las
hipdtesis de la Definiciéon Importante. Como f es c-transitiva,
existe m € N tal que

ffU)NXNV)£0y fM(UNX)NX # 0.

Es decir, f™(U)NV £ .
I




Demostracién (2)

Sean A= {X,V}y B ={U, X} colecciones de abiertos. U es
co-compacto por hipétesis, X es trivialmente co-compacto y
XNV #D#UnNX. Asi se cumplen las hipétesis de la Definicién
Importante. Como f es c-transitiva, existe n € N tal que

FIX)NUNX)#Dy FI(XNV)NU 0.

Por tanto, f"(V)N U # .
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Corolario

Sean X un espacio compacto y (X, f) un sistema dindmico. Si f es
una funcion c-transitiva, entonces f es transitiva.
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Habiamos mencionado que el mezclado débil implica
c-transitividad.



Demostracién (2)

Sean A= {X,V}y B ={U, X} colecciones de abiertos. U es
co-compacto por hipétesis, X es trivialmente co-compacto y
XNV #D#UnNX. Asi se cumplen las hipétesis de la Definicién
Importante. Como f es c-transitiva, existe n € N tal que

FIX)NUNX)#Dy FI(XNV)NU 0.

Por tanto, f"(V)N U # .

Corolario

Sean X un espacio compacto y (X, f) un sistema dindmico. Si f es
una funcion c-transitiva, entonces f es transitiva.

Habiamos mencionado que el mezclado débil implica
c-transitividad. Existe un ejemplo de un espacio no compacto
donde la c-transitividad no implica el mezclado débil.



Con lo anterior tenemos que bajo 7f, la c-transitividad es una
propiedad distinta al mezclado débil tal que si (X, f) es
c-transitivo, entonces (2%, 27) es transitivo.



Con lo anterior tenemos que bajo 7f, la c-transitividad es una
propiedad distinta al mezclado débil tal que si (X, f) es
c-transitivo, entonces (2%, 27) es transitivo.
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