RUDIMENTOS DE LA TEORIA DE ESPACIOS POLACOS

ROBERTO PICHARDO MENDOZA

RESUMEN. EIl material contenido en este documento es una lista de ejercicios
y definiciones dirigidos a los asistentes al mini-curso que impartiré en el IX
Taller Estudiantil de Teoria de los Continuos y sus Hiperespacios.

1. NoOTACION

El propdsito de esta seccion es explicar la notacién que se usara en este docu-
mento y en las tres sesiones del mini-curso.

En primer lugar, N denotara al conjunto de todos los enteros positivos, mientras
que w sera empleado para representar al conjunto de todos los enteros no negativos,
en otras palabras, w := NU {0}.

Como es tradicién, R y Q son, respectivamente, el conjunto de todos los niimeros
reales y el conjunto de ntimeros racionales. Por otro lado, P := R\ Q, es decir, P es
la coleccién de todos los nimeros irracionales.

La nocién de funcién que emplearemos aqui seré la conjuntista: una funcién de
X en Y es un subconjunto f del producto cartesiano X x Y de tal modo que

1. para cada x € X existe y € Y con (z,y) € f;
2. si (x,y), (x,2) € f, entonces y = z.

De manera equivalente, para nosotros una funcién y su grafica son la misma cosa.

Si f es una funcién, denotaremos por dom(f) al dominio de f y por img(f), la
imagen de f, al conjunto {f(z) : € dom(f)}. Dado un conjunto A C dom(f), la
restriccién de f a A seré denotada mediante f | A. Ademads, utilizaremos el simbolo
f[A] para referirnos al conjunto {f(z) : z € A}.

El simbolo A% representard al conjunto de todas las funciones de A en w, es
decir, f € A“ equivale a que f: A = w.

Nos serd conveniente pensar a los nimeros naturales como ordinales; en otras
palabras, si n € w, entonces n sera igual al conjunto de todos sus predecesores,
es decir, n = {k € w : k < n}. Asi, por ejemplo, 0 = @, 1 = {0}, 2 = {0,1},
3 =1{0,1,2}, etcétera.

Teniendo en cuenta lo dicho en el parrafo anterior, si A es un conjunto y n € w,
entonces una sucesion de longitud n en A es, por definicién, cualquier funcién
s :n — A. De este modo, si s es una sucesién de longitud n, entones s C n x A.
En particular, cuando s es una sucesién de longitud cero, tenemos que s C 0 x A =
0 x A = 0; luego, () es la tinica sucesién de longitud cero en A.

Con la notacién del parrafo anterior: A<% representard al conjunto de sucesiones
de longitud finita de A; de manera formal, s € A<“ si y sélo si existe n € w de tal
modo que s:n — A.

Observe que sin € wy f € A¥, entonces f [ n es una sucesién de longitud n en
A; en particular, f [ n € A<Y.
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Antes de continuar con el resto de las definiciones de esta seccién, aterricemos
cosas con un ejemplo.

Ejemplo 1.1. Recuerde que, para nosotros, 3 = {0,1,2}, asi que tiene sentido
definir s : 3 — w mediante s(0) = 0, s(1) = 2 y s(2) = 4, es decir, s es la sucesién
de los tres primeros ntimeros pares. Luego, s € w<%.

Por otro lado, s vista como subconjunto del producto 3 X w es igual a

{(0,0),(1,2),(2,4)}
y su grafica se exhibe en la figura

A

Y

B

FIGUrA 1. Gréfica de s.

Ademsds, si f : w — w estd dada por f(n) = 2n, entonces f [ 3 = s.

Diremos que la funcién g es una extension de f si dom(f) C dom(g) y para cada
x € dom(f) se tiene la igualdad f(x) = g(z).

Una de las ventajas de identificar a las funciones con sus graficas es que la
relacién f es una extension de g se puede simplificar, tal y como consta en el
ejercicio siguiente.

Ejercicio 1.2. Suponga que f y g son funciones y demuestre lo siguiente.

L. dom(f) = { : 3y ((z.1) € f)}-
2. img(f) = {y: 3o ((w.y) € )}.

3. g es una extensién de f si y sélosi f C g.

Suponga que A es un conjunto, que s € A<* y a € A. Entonces definimos Ia
concatenacion de s con a como

s"a = sU{(dom(s),a)}.

Expliquemos un poco esto. En primer lugar, como s € A<, tenemos que dom(s)
es un numero natural, digamos, n = dom(s); por otro lado,

n+tl={kcw:k<n+l}={kcw:k<n}
={kcw:k<ntU{n}=nU{n}.

De lo anterior se deduce que dom(s™a) =n+ 1y que
- s(k), sik<mn
(s7a)(k) = {

a, sik=n.
En términos coloquiales, la concatenacion de s con a es la sucesién finita que resulta
de poner a al final de la sucesion s. Note que s a es una extension de s, siempre.
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2. ESPACIOS METRICOS

Para mi, una métrica sobre un conjunto X es una funcién d : X x X — R que
satisface los siguientes enunciados para cualesquiera z,y,z € X.

1. La igualdad d(z,y) = 0 equivale a que = = y.
2. d(z,z) < d(z,y) +d(z,v).
Una forma rdpida de expresar la condicién (2) es decir que d satisface la de-
sigualdad del triangulo.
Habra algunos de ustedes que sientan que esta definicién de métrica no es la
correcta porque faltan propiedades. Resulta que éstas son consecuencia de las men-
cionadas arriba:

Ejercicio 2.1. Demuestre que si d es un métrica sobre el conjunto X, entonces,
para cualesquiera x,y € X, se tiene lo siguiente.

1. d(z,y) > 0.
2. d(ry) = dly, 7).

Naturalmente, siempre que d sea una métrica sobre el conjunto X, la pareja
(X, d) sera llamada espacio métrico.

Ahora, si (X,d) es un espacio métrico, entonces para cada x € X y cualquier
nimero real r > 0, definimos Ia bola con centro en x y de radio r con respecto a d
como el conjunto

By(z,r):={y € X : d(z,y) <r}.
En los casos en los que no tengamos necesidad de ser especificos sobre la métrica d
omitiremos el uso del subindice y escribiremos B(z,r) en lugar de By(x,r).

Es un ejercicio rutinario el comprobar que la coleccién

{B(z,r): (z e X)AN(r e R)A (r>0)}
es base para alguna topologia sobre X a la que llamaremos la topologia generada

por la métrica d.

Ejemplo 2.2. Dado un conjunto A, la funcién e : A x A — R dada por

1, siz#y
el y) = 0 six=y

es una métrica en A y la topologia generada por ésta es la topologia discreta en A.

La métrica e del ejemplo anterior puede ser empleada para producir un ejemplo
més interesante:

Ejercicio 2.3. Use la notacién del ejemplo [2.2] para probar que p : A x AY — R
dada por

(7.0) = 32 Ut

n=0

es una métrica en A acotada por 1, es decir, img(p) C [0, 1].

Una sucesion en el conjunto X es una funcién de w en X, es decir, cualquier
elemento de X*. Opcionalmente, si f € X“, emplearemos la notacién (f(n) : n € w)
para hablar de la sucesién f.

Ahora, si d es una métrica para X y f € X%, diremos que f converge a x € X
en (X,d) si para cada € > 0 existe m € w de tal modo que flw\ m] C B(z,¢);
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como m = {k € w: k < m}, se tiene que w\ m = {k € w: k > m} y, por ende, la

condicién flw \ m] C B(z,¢) equivale a que d(f(k),z) < € para cualquier k > m.
También serd conveniente para nuestros propésitos el usar los simbolos f — =,

limf=xy nh_}rr;g f(n) = x como abreviaturas de la expresién la sucesién f converge

al punto x.

Con la notacién de los parrafos anteriores: se dird que f € X“ es de Cauchy en
(X,d) si para cada £ > 0 existe m € w de tal modo que d(f(k), f(¢)) < e, siempre
que k, ¢ € w\ m.

De este modo, (X, d) serd llamado completo si toda sucesién de Cauchy converge
a algin punto de X.

Un ejemplo muy simple de espacio métrico completo es el dado en el ejemplo
En efecto, si f es una sucesién de Cauchy en (A, e), entonces proponemos € = 1/2
para obtener que existe m € w de tal modo que e(f(k), f(£)) < 1/2, siempre que
k,¢ € w\ m. Luego, f(k) = f(m) para cualquier k¥ € w \ m y, naturalmente, f
converge a f(m) en (4, e).

Ejercicio 2.4. Sea p la métrica del ejercicio 2.3] y sea f una sucesién de Cauchy
en A“. Demuestre lo siguiente.

1. Para cada m € w la sucesién (f(n)(m) : n € w) es de Cauchy en (A, e) (note
que si n € w, entonces f(n) € A¥, es decir, f(n) : w — Ay, por lo tanto,
f(n)(m) es el valor que f(n) le asigna a m).

2. La funcién g : w — A definida mediante g(m) := lim f(n)(m) satisface que

n—oo
lim f(m) = g, asi que (A%, p) es completo.
m—0o0

Dado un espacio métrico (X,d) y un conjunto no vacio A C X para el cual el
conjunto {d(x,y) : z,y € A} estd acotado superiormente, definimos el didmetro de
A como

0(A) :=sup{d(z,y) : z,y € A}.
Ahora, diremos que {F}, : n € w} es una familia a la Cantor en X si

1. cada F, es un subconjunto cerrado no vacio de X;

2. la familia es decreciente, es decir, F, 11 C F,,, para cada n € w;

3. los didmetros de la familia se desvanecen: lim J§(F;,) = 0.
n—oo

Cantor probé que en R toda familia a 1la Cantor tiene interseccién no vacia y
su argumento se traduce facilmente a espacios métricos en general, de hecho, el
objetivo del ejercicio siguiente es verificar que un espacio métrico es completo si y
solo si toda familia a 1a Cantor tiene interseccién no vacia. Esta caracterizacion de
la completez de un espacio métrico nos serd de gran utilidad.

Como siempre, si A es un subconjunto del espacio topolégico X, entonces A
representara la cerradura del conjunto A en X.

Ejercicio 2.5. Sea (X, d) un espacio métrico.

1. Demuestre que si f es una sucesién de Cauchy en (X, d), entonces

{flw\n]:ne€w}

es una familia a la Cantor en X y que si x es un punto en la interseccién de
esta familia, entonces f — x.



RUDIMENTOS DE LA TEORIA DE ESPACIOS POLACOS 5

2. Pruebe que si {F,, : n € w} es una familia a 1a Cantor y x, es un punto
arbitrario de F,,, para cada n € w, entonces (z,, : n € w) es una sucesién de
Cauchy en (X,d). Més atin, si lim z, =z, entonces « € [, Fj,.

n—oo

Finalizamos esta seccion con un ejercicio en el que le pedimos al lector comprobar
que, en espacios métricos, ser separable es lo mismo que ser segundo numerable.

Ejercicio 2.6. Suponga que (X, d) es un espacio métrico y demuestre que si D es
un subconjunto denso de X, entonces

{B(z,27"): (x € D) A (n € w)}

es una base para la topologia de X. En particular, si X es separable, entonces X
es segundo numerable.

3. ToroLocia

Si A es un conjunto arbitrario, entonces A“ puede ser visto como el producto
cartesiano que resulta de multiplicar al conjunto A una cantidad numerable de veces
consigo mismo. Por lo tanto, si equipamos a A con la topologia discreta, entonces
podemos darle a A% la topologia producto. Investiguemos un poco mas sobre esta
topologia.

En primer lugar, sea n € w. Convengamos en denotar por m, : AY — A a la
proyeccién en la n-ésima coordenada. Observe que la igualdad 7, (f) = f(n) se da
para cualesquiera n € wy f € A¥. Ahora, como A es discreto, tenemos que {a} es
abierto en A para cada a € A; en especial,

m, Ha} = {f € A7 f(n) = a}

es un abierto de la subbase canénica de A¥.
En segundo lugar, si s € A<, entonces definimos

[s]:={f€eA¥:sC f};
es decir, [s] consiste de todas las funciones de w en A que extienden a la sucesién
finita s.

Proposicién 3.1. Si A es un espacio discreto, entonces {[s] : s € A<“} es base
para la topologia del producto topologico A¥.

Demostracion. Comencemos por probar que cada [s] es abierto. En efecto, f € [s]
equivale a que f(n) = s(n), para cada n € dom(s), y esto tiltimo ocurre si y sélo si
feN{m, {s(n)} : n € dom(s)}. Por lo tanto,

[s] = ﬂ{wgl{s(n)} :n € dom(s)}.

Ahora suponga que U es un abierto en A“ y que f € U. Entonces existe un
conjunto finito F C w y una familia {U,, : n € F'} de abiertos en A de tal modo
que si definimos B := ({n, ![U,] : n € F}, entonces f € BC U.

Observe que g € B equivale a que g(n) € U,, para cada n € F. Con esta idea
en mente, fijemos m € w de tal modo que F' C m y definamos s := f | m € A<%.
Entonces, g € [s] implica que s C gy, porende, g [ F=s [ F = f | F. De aquf se
deduce que f € [s] CBCU. O

<w

Como consecuencia de que el conjunto w<* es numerable, tenemos el resultado

siguiente.
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Corolario 3.2. El producto topoldgico w*, donde w estd equipado con la topologia
discreta, es sequndo numerable.

Sea A un conjunto y sean s,t € A<“. Diremos que s y ¢ son compatibles (en
stmbolos, s | t) sis Ct 6t C s. En caso contrario, se dird que s y ¢ son incompatibles
y usaremos el simbolo s | ¢t para representar esta situacién.

Ejercicio 3.3. Demuestre que si A es un conjunto y s,t € A<, entonces los
siguientes enunciados son ciertos.

1. Si s | t, entonces [s] N [t] = [s Ut].

2. s L t implica que [s] N [t] = 0.

3. Con las hipétesis de la proposicién el conjunto [s] es cerrado en A¥.

Se deduce de los resultados anteriores que el producto w® tiene una base consis-
tente de subconjuntos que son, a un tiempo, abiertos y cerrados en w*. Este tipo
de espacios nos van a interesar, asi que conviene ponerles un nombre.

Definicién 3.4. Sea X un espacio topoldgico arbitrario.

1. CO(X) representard a la coleccién de todos los subconjuntos de X que son,
simultdneamente, abiertos y cerrados en X.

2. X sera llamado cero-dimensional si existe B C CO(X) de tal modo que B es
una base para la topologia de X.

Naturalmente, w* es un ejemplo de espacio cero-dimensional.

Note que si X es segundo numerable y cero-dimensional, entonces, por definicién,
X posee una base B C CO(X), pero, en principio, puede ocurrir que B no sea
numerable. Afortunadamente siempre se puede extraer una base numerable de B,
tal y como se deduce del siguiente ejercicio.

Ejercicio 3.5. Suponga que X es un espacio topoldgico y que tanto By como B
son bases para la topologia de X. Més atin, supongamos que By es numerable. El
propdsito de este ejercicio es demostrar que existe By C B; de tal forma que Bs es
una base numerable para X.

1. Comencemos por probar que si U es un abierto en X, entonces existe un

subconjunto numerable de B; cuya unién es U.
Sea U C By de tal modo que U = |JU. Defina

U:={BecBy:3Vel (BCV)}

y demuestre que si para cada B € u fijamos Vg € U con B C Vp, entonces
U:U{VBBEZ/{}
De este modo, para cada B € By existe Up, un subconjunto numerable
de By, con B =JUg.
2. Muestre que By := | J{Up : B € By} es una base numerable para X.

Hasta este momento, dado un conjunto A, tenemos dos topologias definidas en
el conjunto A“: la producto y la generada por la métrica p del ejemplo 2.3] Una
consecuencia del ejercicio sigiuente es que estas dos coinciden.

Ejercicio 3.6. Sea A un conjunto arbitrario y sea p la métrica el ejemplo Fije
f € A“ y demuestre los siguientes enunciados.

1. Si 0 < e < 1, entonces existe m € w con f € [f | m] C B(f,¢).

2. Para cada m € w existe 0 < & < 1 de tal modo que B(f,e) C [f | m].
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En particular, el producto A“ es completamente metrizable, es decir, su topologia
estd generada por una métrica completa.

Definicién 3.7. Un espacio topoldgico X serd llamado espacio polaco si es com-
pletamente metrizable y separable.

Claramente, R equipado con la topologia euclideana es un ejemplo de espacio
polaco y w con la topologia discreta también lo es. Un ejemplo més es el producto
w?.
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