NOTAS SOBRE DINAMICA COLECTIVA

HECTOR MENDEZ

RESUMEN. Dado un continuo X, consideramos el hiperespacio de todos
los subconjuntos de X que son cerrados y no vacios, 2%, y el hiperes-
pacio de todos los subcontinuos de X, C'(X), ambos con la métrica de
Hausdorff. Una funcién continua f : X — X induce, de manera ter-
sa y sin dificultad, funciones en estos hiperespacios: f: 22X 52Xy
C(f): C(X) = C(X).

En este mini-curso estudiamos algunas de las relaciones conocidas
entre las propiedades dindmicas de f y las de fy C(f). Centraremos
nuestra atencién al caso cuando X es un arco, un drbol o una dendrita, y
f es un homeomorfismo. A pesar de lo restrictivo que pueden sonar estas
condiciones, hay algunos resultados interesantes que se intentard presen-
tar de manera accesible.

1. HIPERESPACIOS Y FUNCIONES INDUCIDAS

En estas notas X representa un espacio métrico compacto no vacio y
f+ X — X una funcién continua en X. Denotamos con la letra N el conjunto
de los nuimeros enteros positivos. Dado = en X, la drbita de x bajo f es la
sucesion

oz, f) = {&, f(2), (@), (), }
donde f™ es la composicién de f consigo misma n veces.

Una érbita representa el movimiento de un objeto: En el tiempo ¢ = 0
éste se encuentra en x, en t = 1 se mueve hacia f(x), en t = 2 estd en f2(z),
y asi sucesivamente. Nuestro interés es el estudio del comportamiento de
todas las posibles érbitas que se pueden generar a partir de X y f. Bajo
esta éptica se dice que la pareja (X, f) es un sistema dindmico discreto.

El sistema dindmico (X, f) induce nuevos sistemas ahora definidos en los
hiperespacios de X. Un hiperespacio de X es un subconjunto del conjunto
potencia de X. Los hiperespacios que nos interesan son los siguientes:

2% = {A C X : A es cerrado y no vacio},
C(X)={A€2": Aes conexo},
dado n € N,
F.(X)={A¢€ 2% . A tiene a lo més n elementos} ,
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que es la coleccién de todos los subconjuntos finitos de X.
Denotamos la métrica en X con la letra d. Dados A C X, A # 0,y e >0,
la nube de radio € alrededor de A es el conjunto,

N(A,e) ={x € X :d(z,a) < e para algin a € A}.
Dados A y B dos elementos de 2% el valor
H(A,B)=inf{e >0: AC N(B,e) y BCN(A,¢)}

define una distancia en 2% conocida como la métrica de Hausdorff.

Un estudio detallado de las propiedades de la métrica de Hausdorff y de
los hiperespacios mencionados se puede consultar en el libro de A. Illanes y
S. B. Nadler, Hyperspaces, Fundamentals and Recent Advances, [1].

Tenemos asi que 2% es un espacio métrico compacto. Dado que todos los
hiperespacios definidos antes son subconjuntos del hiperespacio 2%, enton-
ces todos ellos son espacios métricos considerando en cada uno de ellos la
restriccién correspondiente de la métrica H.

Dada una coleccién finita de subconjuntos de X, Ay, As, ..., Ag, conside-
ramos el siguiente subconjunto de 2%X:
(A1, Ag, ..., Ag)

:{B€2X:BCUleAiyparacadaz’, 1<i<k, BﬂAi#@}.
La coleccién de todos los posibles subconjuntos de 2% de la forma
(A1, Ag, ..., Ag),

donde cada A; es un subconjunto abierto de X es una base que induce una
topologia en 2X. Esta topologfa es conocida como la topologia de Vietoris.
Ella coincide con la topologia generada por la métrica de Hausdorff, ver [1].
Los hiperespacios C(X), F,(X) y F(X) son espacios topolégicos conside-
rando en cada uno de ellos la topologia que induce la topologia de Vietoris.

De aqui en adelante al referirnos a algin hiperespacio de X sélo conside-
ramos una de las siguientes posibilidades: 2%, C(X), F,,(X), F(X).

La funcién f : X — X induce una funcién en el hiperespacio 2%,

EPA A
de la siguiente forma: Dado A en 2%, entonces
F(A) = f(A) ={y € X : y = f(z) para algin z € A} .

Como f es continua, f(A) € 2%, Es decir, festé bien definida.
Es conocido ademds que f : 2% — 2% es una funcién continua, ver [1].
Llamamos a f : 2% — 2% la funcién inducida por f.

Observemos que si

A e {C(X),F,(X),F(X)},
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entonces la restriccion de fa A, ﬂ A A — A estd bien definida ya que para
cada A € A se tiene que ﬂ A(A) también es un elemento de A. La restriccion
de fal hiperespacio C'(X) la denotamos con C(f).

La discusion sobre las posibles érbitas generadas por f : X — X es,
de cierto modo, un estudio de dindmicas individuales, para cada x en X
s6lo nos interesan las propiedades de la sucesion o(zx, f). Tomar un conjunto
compacto, A, seguir su érbita bajo la funcién inducida fy preguntarse sobre
su comportamiento es lo que algunos autores llaman estudiar la dindmica
colectiva.

Sea A € 2%, Para todo n € N se tiene que

74y = (F)" ().

Esta igualdad nos permite tener dos puntos de vista cuando hablamos
de la 6rbita o(A, f) Por un lado ella representa el movimiento de un con-
junto compacto en el espacio X; por el otro, es el movimiento de un solo
punto en el hiperespacio 2X. Tener en mente esta dualidad puede ser una
ayuda importante en el desarrollo de nuestra intuicién al estudiar los temas
aqui tratados.

Decimos que el espacio X es un continuo si, ademas de ser métrico com-
pacto y no vacio, es conexo.

Un continuo X es

» un arco si es homeomorfo al intervalo unitario I = [0, 1] C R;

» una grdfica si X se puede expresar como la unién finita de arcos tales
que cada par de ellos se intersecan en un subconjunto de sus puntos
extremos;

= un drbol si X es una grafica que no contiene curvas cerradas;

= una dendrita si X es localmente conexo y no contiene curvas cerradas
simples;

Un conjunto Y es un subcontinuo de X si Y C X y Y es un continuo. El
espacio C'(X) es el hiperespacio de todos los subcontinuos de X.

2. PuNTOS PERIODICOS

Sean f: X — X y x un punto en X.

» Decimos que x es un punto fijo de f si f(x) = z. Un punto fijo x es
atractor si existe un subconjunto abierto U de X tal que x € U y
para toda y € U se tiene que lim,_,~ f"(y) = x.

= Decimos que x es un punto periddico de f si existe n € N tal que
f™(x) = x. Al conjunto de todos los puntos periédicos de f lo deno-
tamos con Per(f). Si x € Per(f), entonces

no =min{n: f"(z) =z}

es el periodo de x.
= Decimos que z es un punto preperiodico de f si existe n € N tal que

f"(x) € Per(f).
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» El punto x es asintéticamente periddico si existe y € Per(f) tal que
lim d(f"(z), f"(y)) =0
n—oo

Proposicién 2.1. Sea f: X — X, y sean u y v dos puntos en X tales que
lim,, o0 f™(u) = v. Entonces v es un punto fijo de f.

Demostracion. Ver ejercicio 2. O

Ejemplo 2.1. Sea f : [0,1] — [0, 1] la funcién dada por f(x) = x%. Entonces
» f solo tiene dos puntos fijos, 0 y 1. El primero de ellos es atractor.
» O(f) : C([0,1]) — C([0,1]) tiene tres puntos fijos {0}, {1} y [0, 1]. El
primero de ellos es atractor.
» La funcion C(f) no tiene puntos periddicos de periodo n > 2.
= La funcion f: 201 5 2001 tiene una infinidad de puntos fijos.

Demostracion. Sea xg = % Observemos que
Mim f* (o) =0y lm f7"(zo) =1
Sea A e 201,
A={f"(z9) :neZ}u{0,1}.

Como f(A) = A, entonces A es un punto fijo de la funcién f.
Sea z, f(xp) < x < z9. Entonces

Ay ={f"(x) :neZ}U{0,1}

también es un punto fijo de ]/”\
Por tltimo, obsérvese que si f(xg) < x1 < xo, f(x0) < x2 < X0y
x1 # T2, entonces Ay, # Ay,. O

= Erxiste A € Per(2) de periodo 2.

Demostracion. Sean xg = % y

A={f"(x0) :n€Z, nparyU{0,1}.

Es inmediato que f(A) # Ay (f)*(A) = A. O

Sea f :[0,1] — [0,1] un homeomorfismo. Las siguientes afirmaciones son
verdaderas, el lector es invitado en el ejercicio 6 a dar los detalles de las
demostraciones correspondientes.

» f tiene al menos un punto fijo en [0, 1].

= Si f es creciente, entonces f(0) = 0y f(1) = 1. Si f es decreciente,
entonces f(0) =1y f(1) =0.

= Si f es creciente, entonces para todo z € [0, 1] se tiene que o(z, f) es
una sucesién mondtona.

= Si f es creciente, entonces todo punto periédico de f es de periodo 1.
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No es dificil demostrar que si el conjunto de los puntos periédicos de f,
Per(f), es denso en X, entonces el conjunto de los puntos periédicos de la
funcién inducida f: 2X 2XAeS denso en 2%, ver ejercicio 3. En general,
la densidad del conjunto Per(f) en 2% no implica la densidad de Per(f) en
X, ver referencia [2]. Sin embargo, si X es el intervalo [0, 1] entonces esta
segunda afirmacién es cierta, ver ejercicio 5.

3. EL OMEGA CONJUNTO LIMITE

Dado =z € X, el omega conjuto limite de = es el lugar a donde se dirige
la 6rbita de z. Por ejemplo, si la érbita o(z, f) es una sucesiéon convergente
al punto z¢, entonces el omega conjunto limite de = es {zo}. Si la dérbita
o(z, f) se dirige, en algin sentido, a una drbita periddica, entonces el ome-
ga conjunto limite de x estd formado por los puntos que visita esa orbita
periddica.

Denotamos el omega conjunto limite de x con w(z, f).

Como la érbita o(z, f) tiende a w(z, f), entonces algunas de las carac-
teristicas de este conjunto nos daran informacién sobre el comportamiento
de los puntos f"(x) cuando n es un nimero muy grande.

Definicion 3.1. Sea zg € X. Decimos que y € X es punto limite de la
orbita o (xg, f) si existe una sucesion de nimeros naturales

{ni}2y, mi<na<nz<...,
tal que
71— 00
La coleccion de todos los puntos limite de o (xg, f) es el omega conjunto
limite de xg bajo f,
w(zo, f) ={y € X : y es punto limite de o(xq, )} .

De la definicién es inmediato lo siguiente: Si zg es un punto fijo bajo f,
entonces w(zg, f) = {zo}.

La demostracién de la siguiente afirmacion no es tan inmediata: Si xg es
un punto periédico de f, entonces w(xg, f) es precisamente la érbita o(zg, f).
Sin embargo invitamos al lector, en el ejercicio 10, a ofrecer los argumentos
necesarios.

De aqui en adelante cuando nos referimos a una sucesiéon formada por
nimeros naturales, {n;};-, se entenderd que esta sucesién es estrictamente
creciente. Es decir, n; < n;y1 para todo i € N.

Ejemplo 3.1. Sea f : [0,1] — [0,1] la funcion dada por f(x) =1 — z. Sea
xo € [0,1]. Entonces
» Siwg =3, w(xo, f) = {mo}.
s Sixg # %, w(zg, f) = {zo,1 — x0}.
x Si A e 20U entonces la cardinalidad de w(A, f) s6lo puede ser 1 ¢ 2.
Ver ejercicio §.
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Ejemplo 3.2. Sea f : [0,1] — [0,1] la funcion dada por f(x) = 2. Sea
xg € [0,1]. Entonces

» Sizg <1, w(z, f) ={0}.

» Sixzg =1, w(xg, ) ={1}.

» SiAeC(0,1]) yl1¢ A, w(A,C(f)) ={0}.

» 1A C([0,1]), 1€ Ay A# {1}, entonces w(A,C(f)) = {[0,1]}.

= Para todo n € N eziste A € 20U tal que w(A, f) tiene cardinalidad

n. Ver ejercicio 4.

Ejemplo 3.3. Sea f:[-1,1] — [-1,1] la funciéon dada por
T
f(z) = cos (5(1‘ + 1)) .

Para todo punto x # 0 se tiene que w(x, f) = {—1,1}. Ver ejercicio 12.

Proposicién 3.1. Sean X un espacio métrico compacto y f : X — X una
funcién continua. Entonces para todo x € X, se tiene que w (x, f) # 0.

Demostracion. Sea x € X. Como X es compacto, la sucesion

o(z, f) ={f" (2)}nto
tiene una subsucesién convergente, digamos a yg € X.
Entonces yp € w (z, f). O

Dados zg € X y € > 0, la bola abierta de radio € con centro en xg es el
conjunto
B(zg,e) ={z € X : d(z,z9) < e} .

Proposicién 3.2. Sea f : X — X una funcion continua en un espacio
métrico y compacto X. Para todo x € X, w(x, f) es un conjunto cerrado.

Demostracion. Sean xg € X y {yn},-; una sucesién contenida en w (zo, f)
tal que lim y,, = yo. Demostraremos que yo € w (zo, f) y con ello concluimos
n—oo

que w (g, f) es cerrado.
Como la sucesién {y, },-, converge al punto yo, para € = 1, existe nj en

N tal que d(yn17y0) <Z
Dado que y,, € w(xo, f), existe k1 € N tal que

g
fkl (l'()) €B (l/ma %) C B(y07€1) .
€2

Para g9 = %, existe ng € N, ng > ny tal que d (yn,,v0) < F
Como yp, € w (o, f), entonces existe ky > k1 tal que
€2
1% (@0) € B (ynas 5 ) € B(yo,2).
De esta manera encontramos una sucesion creciente de niimeros naturales
{k1, ko, ks, ...} tal que para cada j,

, 1
f¥ (x0) € B(yo,g5), €= 3

Por lo tanto, yo pertenece al conjunto w (xg, f). O
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En el ejercicio 19 se presenta otra demostracion de la proposicion 3.2.

Proposiciéon 3.3. Sean X un espacio métrico compacto y f : X — X una
funcion continua. Para todo x € X, se tiene que f (w(z, f)) = w (z, f). Es
decir, w (x, f) es un conjunto compacto estrictamente invariante bajo f.

Demostracion. Tomemos zp € X y consideremos el conjunto w (xg, f).

Veamos primero que f (w (zo, f)) esta contenido en w (zo, f).
Sea yo € f (w (zo, f)). Existe zg € w (o, f) tal que f (20) = yo.
Existe, ademads, una sucesién {n;};-, contenida en N tal que

lim f™ (z0) = 20.

11— 00
Entonces, gracias a la continuidad de la funcién f: X — X,

lim f"* (20) = f (20) = vo.

1—00
Asi yg estd en el w (z9, f). Por lo tanto, f (w (xo, f)) C w (xo, ).
Ahora demostraremos que w (zg, f) C f (w (zo, f)).
Sea yy € w (xo, f). Existe una sucesién {n;};°; de nimeros naturales tal
que
Lim £ (z0) = yo.
Podemos suponer que cada n; es mayor o igual a 2.
Como X es compacto y la sucesién {f”i*1 (xo)}zl estd contenida en X,
entonces existe una subsucesién de {n; — 1}:2; tal que
lim fnij_l (xo) = 20-
J—00

Asi zg e w(zo, f) y
o) = £ (Jim 1757 ) = Jim 5™ (o) =0
Por lo tanto, yo € f (w (x0, f)). O

El lector es invitado en el ejercicio 16 a dar los argumentos necesarios en
la demostracion de la siguiente proposicién.

Proposicién 3.4. Sean X un espacio métrico compacto y f : X — X una
funcion continua. Sea k € N, fijo. Entonces para todo x € X se cumplen las
siguientes dos afirmaciones:

= flw(, 1) = w(f(2), fF).
" w(xaf) :w(xafk)Uw(f(x)afk)Uw(fz(x)vfk)U"'Uw(fk_l(x)vfk)‘

La siguiente proposicion aclara lo que queremos decir cuando expresamos
que la drbita de x tiende al conjunto w(z, f).

Proposicién 3.5. Sean f : X — X una funcion continua, X un espacio
compacto, rog € X y U un subconjunto abierto de X tal que

w(zg, f) C U.
Entonces existe N € N tal que para todo n > N se tiene que f™(zg) € U.
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Demostracién. Sea U un conjunto abierto tal que w(xg, f) C U.
El conjunto X \ U es cerrado, por tanto es compacto.
Si la cardinalidad de

A={neN: fM(zg) e X\ U}

es infinita, entonces existe una sucesiéon de numeros naturales, n; < ng <
.-+, tal que las iteraciones correspondientes f™i(xy) permanecen en X \ U.

Podemos suponer, sin perder generalidad, que la sucesiéon {f™i(zg)} es
convergente a un punto de X \ U, digamos a yq.

De aqui se sigue que yy € w(x, f) y yo no pertenece al conjunto U. Lo
cual es una contradiccion.

Por lo tanto A es finito y concluimos la demostracién. O

Con la ayuda de la proposicién 3.5 obtenemos ahora informacién sobre la
dindmica que induce la funcién f en el conjunto w(zx, f) cuando este conjunto
es finito.

Proposicién 3.6. Sean f : X — X wuna funcion continua, X un espacio
compacto y x un punto en X tal que el conjunto w(zx, f) es finito. Entonces
existe y en w(x, f) tal que y es un punto periddico bajo f. Ademds

w(z, f) = oy, f)-

Demostracion. Supongamos que la cardinalidad de w(z, f) es k. Asi

w(z, f) ={z1,22,..., 21} .

Como f(w(z, f)) = w(z, f), entonces f restringida al conjunto w(z, f)
es una permutacién. Por tanto cada punto z;, 1 <1 < k, es elemento de una
orbita periddica.

Consideremos la drbita o(xy, f) contenida en w(x, f). Renombrando los
elementos de w(z, f), si es necesario, podemos suponer que

O(xlaf) - {xtha <o 7xm}

conm < k.

Afirmamos que o(z1, f) = w(x, f).

Si sucede que o(z1, f) # w(zx, f), entonces m < k.

Observemos que la érbita o(x1, f) es un conjunto estrictamente invariante
bajo la funcién f. Esto implica que el conjunto {x;,+1,Tm+2,-.., Tk} tam-
bién es estrictamente invariante bajo f.

Sea 0 > 0 tal que para cada pareja 1 <i,j < k, con i # j,

(1) cl (B (x;,0)) Nl (B (xj,9)) = 0.
Sean

k
(2) U=|JB(i.0) v W= |J B(,9).

=1 i=m+1
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Observemos que o(z1, f) C U y que U U W es un conjunto abierto que
contiene a w(z, f). Ademés de (1) y (2) se sigue que

cd(U)Ne(W) = 0.

Por la proposiciéon 3.5, existe un ntmero natural N tal que si n > N,
entonces f"(x) estd en U U W.
Consideremos ahora los conjuntos

E={n>N:f"(z)eU} y F={n>N:f"(z)eW}.

Ambos son infinitos ya que tanto U como W contienen una parte de
w(z, f). Los puntos f"(x) deben ir y venir de U a W constantemente.

Esto implica que existe una sucesion de naturales, nqy < ng < ng < ---,
tal que

fm(l’) clU y ferl(],‘) cWw.

Sin perder generalidad podemos suponer que la sucesién { f™(z)} es con-
vergente a un punto z en ¢l/(U). Como

d(U)Nw(x, f) ={z1,22,...,2m} = o(z1, f),

y z € w(z, f), entonces z € o(x1, f).
Por otro lado, dado que f es continua,

lim 4 () = £(2)

Como la sucesién {f™*1(z)} estd contenida en W, entonces f(z) es un
elemento del conjunto cl(W).
Dado que

f(Z) € O(xlaf) cUC CZ(U)a
concluimos que
A(U)Ne(W) # 0.

Esto es una contradiccién. Por lo tanto, o(z1, f) = w(x, f). O

Dados X un espacio métrico compacto, f : X — X una funcién continua y
2 un punto en X sabemos, por la proposicién 3.3, que f (w (z, f)) = w (z, f).
Como la érbita de x tiende hacia el conjunto w(z, f), entonces para valores
muy grandes de n el comportamiento dindmico de la 6rbita de x es cada vez
mas parecido a la dindmica de la funciéon f restringida al omega conjunto
limite de z.

Resulta que si la cardinalidad del conjunto w(z, f) es finita, entonces
existe y € Per(f) tal que

Im d (f"(z), f"(y)) = 0.

n—o0

Por tanto el comportamiento de las érbitas o(z, f) y o(y, f) es, en esencia,
el mismo. Claro, con la ventaja de que y es un punto periédico bajo f.
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4. HEJERCICIOS

Todas las funciones consideradas en esta seccién son continuas. La letra X
representa un espacio métrico, no vacio y compacto.

Ejercicio 1. Demostrar que el hiperespacio F(X) forma un subconjunto
denso de 2%.

Ejercicio 2. Sea f : X — X, y sean u y v dos puntos en X tales que
lim,, o0 f™(u) = v. Demostrar que v es un punto fijo de f.

Ejercicio 3. Demostrar que si el conjunto de los puntos periddicos de la
funcion f : X — X es denso en X, entonces el conjunto de los puntos
periddicos de la funcion inducida f : 2% — 2% es denso en 2.

Ejercicio 4. Sea f : [0,1] — [0,1] la funcién dada por f(z) = x2. Demostrar
las siguientes afirmaciones:
= C(f):C([0,1]) = C(]0,1]) tiene tres puntos fijos {0}, {1} y [0, 1]. El
primero de ellos es atractor.
» La funcion C(f) no tiene puntos periddicos de periodo n > 2.
= Para todon € N, existe A € Per(27) de periodo n.

Ejercicio 5. Sea f : [0,1] — [0,1]. Demostrar que si el conjunto de puntos
periodicos de la funcion inducida f: 201 5 2001 forma un conjunto denso
en 2001 entonces el conjunto Per(f) es denso en el intervalo [0,1]. Suge-
rencia: Dado un intervalo abierto (a,b), a < b, contenido en [0, 1], ezisten
Ae20l y N eN tales que A C (a,b) y fN(A) = A.

Ejercicio 6. Sea f : [0,1] — [0,1] un homeomorfismo. Demostrar lo si-
quiente:
» f tiene al menos un punto fijo en [0, 1].
» Si f es creciente, entonces f(0) =0 y f(1) = 1. Si f es decreciente,
entonces f(0) =1y f(1) =0.
» Si f es creciente, entonces para todo x € [0,1] se tiene que o(x, f) es
mondtona.
n Si f es creciente, entonces todo punto periddico de f es de periodo 1.

Ejercicio 7. Sea f :[0,1] — [0,1] un homeomorfismo. Demostrar que para
todo x € [0, 1] se tiene que la cardinalidad de w(x, f) es 1 6 2.

Ejercicio 8. Sea f : [0,1] — [0,1] la funcion dada por f(x) = 1 — x.
Demostrar que todo A € 201 es punto periddico bajo f de periodo 1 6 2.
sAlguno de los puntos fijos de f es atractor?

Ejercicio 9. Sea f :[0,1] — [0,1] la funcion lineal por partes definida por
f0)=0, f(3) =1, f(1) = 3.

» Demuestra que para todo x € [0, 1], la cardinalidad de w(z, f) es 1 6 2.

Describe el conjunto de todos los puntos x tales que la cardinalidad

de w(zx, f) es 2.
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» Encuentra todos los puntos fijos de C(f) : C([0,1]) — C([0,1]). sAl-
guno de estos puntos fijos es atractor?

» Sea A € Per(C(f)). ;Cudles son los periodos posibles de la drbita de
A bajo C(f).

= Demuestra que para toda n € N existe A € 200U tal que A es punto
periodico bajo f de periodo n.

Ejercicio 10. Sea f : X — X. Demostrar que si xg € X es un punto
periddico de f, entonces w(xg, f) = o(xo, f)

Ejercicio 11. Sean f : X — X y xg € X. Entonces para cada k € N, se
tiene que w (xo, f) = w (fk (o) ,f).

Ejercicio 12. Demostrar la afirmacion contenida en el ejemplo 3.3.

Ejercicio 13. Sean f: X — X, z,y € X.

» Demostrar que siy € w(z, f), entonces w(y, f) C w(z, f).
= Mostrar un ejemplo donde y € w(x, f) y w(y, f) # w(zx, f).

Ejercicio 14. Sean f: X — X y x € X. Demostrar que si la cardinalidad
del conjunto w(zx, ) es finita, entonces existe y € Per(f) tal que

i d(f"(x), f"(y)) = 0.

Ejercicio 15. Verdadero o falso: Sea f : [0,1] — [0,1], y sea xo € [0,1].
Entonces

w (20, f) = w (20, f?) .

Ejercicio 16. Sea f: X — X. Sea k € N, fijo. Entonces para todo x € X
se tiene lo siguiente:

o flw(z, f£) = w(f(x), f¥).
» w(z, f) = w(z, P Vw(f(@), fF)Uw(f(@), U Uw(fF (), 1)

Ejercicio 17. Sean f: X — X yxg y yo en X tales que
lim d (f"(x0), f"(y0)) = 0.
n—oo

Demostrar que w(xo, f) = w(yo, f).
gSerd cierto el reciproco: si w(xo, f) = w(yo, f), entonces

1im_d (f"(xo), f"(y0)) = 07

Ejercicio 18. Sean f : [a,b] — [a,b] y g : [c,d] — [c,d] dos funciones
conjugadas bajo el homeomorfismo h : [a,b] — [c,d]. Es decir, para toda
x € [a,b] se tiene que h(f(x)) = g(h(x)).

Demostrar que para toda x € [a,b], se tiene que

hw(z, f)) = w(h(z), g)-
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Ejercicio 19. Sea f: X — X. Para cada z € X ym € N consideramos el
stguiente conjunto:

An(@) = { (@) : k= m} = o(f™ (@), /),
Demostrar que
w(z, [) = () c(Am(x)).
m>0
De aqui se concluye que w(x, f) es un conjunto cerrado. Comparar con la
demostracion de la proposicion 3.2.
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