Capitulo 1

Subcategorias correflexivas de Top

El propésito de este capitulo es estudiar algunos ejemplos de subcategorias correflexivas de Top (como son: la
subcategoria de los espacios localmente conectables por trayectorias, la de los espacios finitamente generados, la de
los espacios compactamente generados) y sus correflexiones topolégicas. Para motivar el concepto de subcategoria
correflexiva se dard una idea intuitiva de éste.

Por subcategoria de Top se entenderd simplemente cualquier familia de espacios topoldgicos que esté cerrada bajo
homeomorfismos.!

Las subcategorias correflexivas se pueden pensar, en forma figurada, como una galerfa de espejos para Top. Cada
subcategorias correflexiva implica la existencia de un espejo. Al exponer a la familia Top de todos los espacios
topoldgicos ante tal espejo, la subcategorias correflexiva puede considerarse como la coleccién de todas las imédgenes
(correflejos) que el espejo devuelve de Top. Esta clase, que se denotard por A, debe ser tal que al anteponerle cualquier
espacio topolégico X, devuelva de X una imagen deformada®? A € A (su correflejo) a través de una transformacién
continua ¢ : A — X (la A-correflexién de X) tal que si A’ se presentase como otro correflejo de X, con una pretendida
correflexion f : A’ — X exista una tnica g : A’ — A tal que cg = f.

1.1. Definicién y ejemplos de subcategoria correflexiva

Definicién 1.1 Una subcategoria de Top es una familia A de espacios topoldgicos que contiene con cada espacio
A a todo espacio homeomorfo a A, es decir:

(AcAyB>2A)=BecA
Es comin referirse a los elementos de la subcategoria A con el nombre de A-espacios.

A lo largo de este capitulo, cuando se hable de una subcategoria de Top se estard haciendo referencia a la definicién
anterior. Mds adelante se precisardn detalles que trae consigo el concepto de subcategoria de Top.

Definicién 1.2 Sea A una subcategoria arbitraria de Top. Una A-correflexion de un espacio topoldgico X es

una funcion continua
c:A—X

que satisface las siguientes condiciones:

(i) Ae A

(#1) Para toda funcion continua f : A — X, con A" € A, existe una unica funcion continua g : A — A tal que
cg = f, como se representa en el diagrama conmutativo:

diagrama
En tal caso se dice que el espacio X es A-correflejable y el espacio A recibe el nombre de A-correflector de X.

Definicién 1.3 Si la subcategoria A es tal que cualquier espacio topoldgico es A-correflejable, se dice que A es una
subcategoria correflexiva de Top..

IEsta no es la nocién de subcategoria que suele hallarse en la literatura especializada en estos temas; a este respecto, véase el comentario
con que inicia la seccién 3.4
2Que es como la que todo espejo brinda: una imagen falsa pero a la vez auténtica.
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Una subcategoria correflexiva de Top queda determinada describiendo dos cosas: los espacios topolégicos que la
forman y sus correflexiones.

Una importante propiedad de las correflexiones es su unicidad salvo homeomorfismos, que es lo que queda es-
tablecido en el siguiente resultado.

Proposicién 1.1 (a) El A-correflector de un espacio X es tinico salvo homeomorfismos. Es decir, si
c:A—=X y Jd:A =X
son A-correflexiones del espacio X, entonces existe un homeomorfismo
h:A— A
tal que

diagrama

(b) Reciprocamente, todo espacio homeomorfo al A-correflector del espacio X es también un A-correflector de X. Esto
€s, st

c:A— X

es una A-correflexion de X y h' : A’ — A es un homeomorfismo, entonces ch’ : A’ — X también es una A-
correflexion de X .

Demostracién 1 (a): Efectivamente, al ser ¢ y ¢’ A-correfleriones de X, existen, respectivamente, dos funciones
continuas h y h' que hacen conmutativos los diagramas

diagrama
Siendo asi, obsérvese que la composicion h'h es una funcion continua de A en A tal que
c(Wh)=(chYh=ch=c

Y como el siguiente diagrama conmuta
diagrama

o equivalentemente, como 14 es una funcion continua que también cumple la igualdad
cly=c

se tiene, de acuerdo con (ii), que
hh=14.

Andlogamente se pruecba que hh' = 14,. Por lo tanto, h es un homeomorfismo.

Demostracion 2 (b): En efecto, sea f : B — X cualquier funcién continua, con B € A; entonces, existe una inica
funcion continua g : B — A tal que cg = f. Sea g’ = h'~1g; entonces

(ch) g =c (h'h'_l) g=cg=f;
y st gy : B— A’ fuera otra funcion continua tal que (ch’) g} = f,
diagrama
entonces h'g' y W' g sertan dos funciones continuas de B en A tales que
c(h'g') = f=c(hg1)
Entonces, debido a (ii), h'g' = h'g}, por lo que ¢’ = g|. Por lo tanto, ch’ es una A-correflexion de X .4

Observacién 1.1 @ es la minima subcategoria correfleziva de Top.
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En efecto, para cualquier espacio topoldgico X se tiene que existe una unica funcién continua
0L X
Esta funcidn vacia es la @—correﬂexic’)n de X, como lo hace constar la conmutatividad del siguiente diagrama:
diagrama

También es cierto que sea cual sea la subcategoria correflexiva A de Top, () es uno de sus elementos. En efecto, como
para cualquier X € Top debe existir una A-correflexién ¢: A — X, con A € A, en particular, cuando X es vacio no
puede ser otra que ¢ = ¢, con A =; . ) € A. Por lo tanto, {()} es una subcategoria correflexiva de Top tal que para
cualquier otra subcategoria correflexiva A, se tiene que T

{0pcA

{0} es la minima correflexiva porque antes de ella sélo estd (J: la subcategoria vacfa de Top, que no satisface la
definicién de ser correflexiva porque ni siquiera para el espacio vacio es posible definir una @-correflexién. 4

Obsérvese que en el primer caso ¢ no es, desde luego, necesariamente suprayectiva. El siguiente teorema muestra
que cualquier otro ejemplo que se ocurra serd distinto del anterior en ese sentido.

1.2. Definiciones de bicorreflexividad y de ciertos espacios

Teorema 1.1 Si A es cualquier subcategoria correflexiva con elementos no vacios, entonces toda A-correflexion debe
ser biyectiva.

Demostracion 3 Sea X cualquier espacio topoldgico y sea cx : A — X una A-correflexion de X. S1 X = (),
entonces A =0 y¢: A— X es biyectiva.

Supdngase que X # 0; entonces cx : A — X es suprayectiva. En efecto, escéjase cualquier punto x € X y definase
para cualquier elemento no vacio B € A

B x

como la constante de valor z. De acuerdo con la definicién de subcategoria correflexiva debe existir una, y sélo una,
funcién continua g : B — A que haga conmutativo el diagrama

diagrama

Pero entonces
Vbe B, cx(g9(b)=f()=x

lo cual significa que g (b) es preimagen de x en A bajo cx; por lo tanto, cx es suprayectiva.
cx : A — X es inyectiva. En efecto, sean ay,a2 € A tales que cx (a1) = cx (a2) y reconsidérese la funcién f
anterior para & = cx (a1). Entonces se tiene el diagrama

diagrama
en el cual las funciones g1 y g2 son las constantes definidas para i € {1,2} por
9i (b) = a;

Ambas hacen conmutar el diagrama, pero éste sélo conmuta bajo la accién de una funcién unica. En consecuencia
se trata de la misma constante, es decir, a; = as. Por lo tanto, cx es inyectiva.4

Debido a lo anterior, en adelante se llamarédn subcategorias bicorreflexivas de Top a las subcategorias cor-
reflexivas de Top con elementos no vacios ya que, segin se ha visto, en ellas todas las A-correflexiones son biyectivas.

Observacién 1.2 Ndtese que ain en el caso de la subcategoria {0} las correflexiones son inyectivas (pues, por
vacuidad, la funcion ¢ es inyectiva). Por lo tanto, en toda subcategoria correflexiva de Top las A-correflexiones son
inyectivas; o, dicho de otro modo: toda subcategoria correflexiva de Top es monocorreflexiva.

Observacion 1.3 Top es subcategoria bicorreflexiva de Top.
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Efectivamente, si X € Top, 1x : X — X es una Top-correflexion.

Observaciéon 1.4 Si A es una subcategoria bicorreflexiva de Top y (X, 7) es cualquier espacio topoldgico, entonces
una de las A-correflexiones de (X, T) es de la forma 1x.

Demostracién 4 Supdngase que
c: (4,8 = (X,7)

es una A-correflexion de (X, T); sea

7 ={c(U):U€&}

Como c es biyectiva, T' es una topologia para X y
(X, 7)) = (4,9

se vuelve continua pues ' es en realidad la topologia inicial para X correspondiente a ¢ : X — (A, €) y a &, es
decir,

7= {7 W)U e} ={e):Ueg)

En consecuencia,

(X, 1) — (4,6
es un homeomorfismo. Por lo tanto, (X,7') € A y, por (b) de la proposicion 1.1,

cc =1 X
es una A-correflexion de (X, 7).4
Subcategoria bicorreflexiva minima.
Teorema 1.2 La subcategoria de los espacios discretos es la minima subcategoria bicorreflexiva de Top.
Demostracion 5 Sea I la subcategoria de los espacios discretos.
(a) D es bicorreflexiva: Sea (X, T) cualquier espacio topolégico. Si 74 es la topologia discreta para X, entonces
1x: (X, 7q) — (X, 7)

es una D-correflexiéon porque: 1x es continua; (X,74) € D; y si f : (W, €) — (X, 7) es continua, con (W,§) € D,
entonces f: (W,€) — (X, 74) es la unica funcién continua para la cual se tiene el diagrama

diagrama

Ademas, D tiene elementos no vacios; por lo tanto, D es bicorreflexiva.
(b) D es la minima bicorreflexiva: Sea A cualquier subcategoria bicorreflexiva de Top y (X, 7) cualquier espacio
discreto. Entonces existe una A-correflexion

cxry i A— (X,7)

que, como se sabe, es continua y biyectiva. Como (X, 7) es discreto, también c(_);T) es continua; por lo tanto ¢(x 7
es un homeomorfismo y (X, 7) € A. Por lo tanto, D C A.4

En la siguiente seccién se verdn ejemplos de otras subcategorias bicorreflexivas de Top, como serdn las subcate-
gorias formadas por los espacios finitamente generados, por los espacios compactamente generados y por los espacios
conexamente generados. Para verlos se finaliza esta seccién dando las definiciones de estos espacios.
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Espacios finitamente generados

Definicién 1.4 Se dice que un espacio topoldgico (X,T) estd finitamente generado si es final el sumidero de
inclusiones de la familia de subespacios finitos de (X, 7). Es decir, si

Siny :={F C X : I es finito}

entonces
(b (Fy7 |p) = (X, 7))

Sinx

es un sumidero final correspondiente a (tx), ¥ a (TA), -
Ejemplo 1.1 Todo espacio discreto estd finitamente generado.
Demostracion 6 En efecto, si (X, 7T) es discreto, entonces el sumidero

(r: (B7 |F) = (X,7))

Sinx

es final, porque la topologia discreta T es la mds grande de las topologias para X que hace continuas a las inclusiones
LF.’

Ejemplo 1.2 Todo espacio finito estd finitamente generado.

Ejemplo 1.3 Todo espacio indiscreto estd finitamente generado.

Demostracién 7 Sea 7 la topologia indiscreta para X y considérese el sumidero de inclusiones de los subespacios
finitos de (X, 1)
(LF : (F7T |F) - (X7T))3inx
Hay que probar que en este caso la topologia final para X, 7', correspondiente a (7 |F)zin, ¥ @ (LF)gin, » €8 indiscreta;
es decir, hay que ver que los tnicos abiertos de 7' son el vacio y el total. Para ello se procederd por reduccién al
absurdo suponiendo que hay un subconjunto propio de X, no vacio y elemento de 7. Sea U tal subconjunto de X. Al
ser U € T, se tiene que para toda F' € Finx
pU) ek

Por ser no vacio, existe al menos un x € U. Por ser subconjunto propio, tampoco X — U es vacio, por lo que existe
y€ X —U; entonces x £y y el subespacio de (X, )

({4}, 7 (2}

es finito e indiscreto. Sin embargo, para la inclusion correspondiente

v ({2,917 ey ) = (X7)

se tiene que
MU = {a} Ty ¥

Esto contradice el hecho de que U es elemento de la topologia final. Luego, falso suponer propio a U cuando es no
vacio y elemento de 7'; ..U = X, lo que significa que 7' es indiscreta. Por lo tanto

(er = (B 7 |F) = (X, 7))giay
es final y (X, T) estd finitamente generado.4

Teorema 1.3 Sea (X, 1) cualquier espacio topoldgico; son equivalentes:
(a) (X,7) estd finitamente generado.

(b) Las intersecciones arbitrarias de abiertos son abiertas.

(¢) Las uniones arbitrarias de cerrados son cerradas.

(d) Si (A;); es cualquier familia de subconjuntos de X, entonces

UA;, = UA,.
el el
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Demostracién 8 (a) = (b) : Sea (A4;); cualquier familia de subconjuntos abiertos de (X,7) y sea A = ‘QIAi'

Definase a
Siny :={F C X : I es finito}

Por (a), para cualesquiera subconjuntos de X, U y F, con F € Finy, se tiene que
UersUNFerT|p
En consecuencia, para cada F que se fije en §iny, se tiene que

AOF:AQ (AlﬂF)
el

es una interseccion finita de abiertos de (F,T|r) (posiblemente de muchos intersectandos repetidos). Luego, para
toda F € Finy,
ANnFer |F

Por lo tanto, A € 1.
(b) = (a) : Hay que probar que es final el sumidero de inclusiones de la familia de subespacios finitos de (X, T)

S=(r:(F7lr) = (X,7))

Jiny
para lo cual basta demostrar que si U es un subconjunto de X tal que para todo F' € §inx,

UﬂFET|F

entonces U € 7. Escdjase U con esas caracteristicas y un punto x € U. Por (b), x posee una vecindad abierta minima
V (z) segin 7; a saber:
V)y=n{Wer:zeW}

Ahora bien, si ocurriese que V (x) — U # &, entonces se podria escoger
yeV(x)-U

y formar el subespacio finito ({x,y} .7 |(z,y} ). Entonces

Un{z,y} ={z} er |{m,y}

lo cual implica que este abierto relativo {x} debe poderse obtener al intersectar el abierto absoluto mds chico que
contiene a x con {x,y}. Pero esto es falso, porque V (z) N {z,y} = {x,y} V. Luego, V (z) C U; por lo tanto, U € T

y S es final.
(b) = (c) : Sea (A;); cualquier familia de subconjuntos cerrados de (X,T) y sea A = ‘L€JIAZ-, Por (b),

X—A:AQ(X—Ai)GT
el

Por lo tanto, A es cerrado.
(¢) = (d) : Sea (Ai); una familia arbitraria de subconjuntos de (X, ). Claramente,

Algzg UA;,Viel
el

por lo tanto

que es lo que se queria.
(d) = (b) : Sea (A;); una familia cualquiera de subconjuntos abiertos de (X, T) y sea

A= NA

iel
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Por (d),

X-—A=UX-A4
icl
pero
X—-A,=X-A

Por lo tanto
UX-A4=U(X-4)=X-4
il il

O sea que X — A es cerrado y A es abierto, como se queria probar.4

Definicion 1.5 Se dice que un espacio topoldgico es localmente finito si todo punto del espacio tiene una vecindad
finita.

Ejemplo 1.4 Todo espacio localmente finito estd finitamente generado.
Proposicién 1.2 Sea (X,7) un espacio topoldgico arbitrario. Si
7 ={UCX:VFeFingx, UNFerT|r}
donde
Finy ={F C X : F es finito}
entonces 7' es una topologia para X y es mds fina que T.

Demostracion 9 Considérese el sumidero de inclusiones

S=(r: (Fi7|r) = Xzin,
Si se piensa en X topologizado con T entonces S es un sumidero topoldgico porque cada inclusion Lgp se convierte en
una funcion continua (pues (F,7|r) es subespacio de (X, 7)). Obsérvese, por otra parte, que 7’ es la topologia final
para X correspondiente a la familia (7 |F )z, Y a las inclusiones (tr) (esto es, correspondiente al sumidero S ),
ya que consta de aquellos U C X que para todo F € Finy

1 (U)=UNF

Siny

Por lo tanto 7' es una topologia para X y es la mds grande que hace continuas a estas inclusiones. Por lo tanto
TCT.¢
Proposicién 1.3 Sean (X, 7) un espacio topoldgico arbitrario y
7={UCX:VFeFinyx, UNFer|r}

Entonces:
(a) (X,7') estd finitamente generado.
(b) Si f: (W,€) — (X, 1) es continua y (W, ) estd finitamente generado, entonces

(W8 — (X, 7)
es continua.
Demostracion 10 (a). Hay que probar que es final el sumidero
S'=(r: (F7'|p) — (XaT/))ng
Para ello tomense (Y,0) € Top y g: X — Y tales que, para toda F € Finy,
gur € Top (F.7'|p), (Y, 0))
Sea V € o, entonces, para toda F € §inx, se tiene que
g VINF = (97 (V) = () (V) €7 |r
De acuerdo con la definicion de 7', esto significa que g=* (V) € 7. Luego, es continua
9:(X,7) = (Y,0)

lo cual demuestra la finalidad del sumidero S’.
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Demostracion 11 (b). Sea f : (W, &) — (X, 1) una funcidn continua cuyo dominio (W, ) estd finitamente generado.
Entonces, el sumidero de inclusiones

S=(r:(FElr) = W.&))sin,

es final; esto es, (W, &) tiene la topologia final respecto a la familia (§|r )z, ¥ @ (L) donde

Sinw

Finy = {F C W : F es finito}

Por otro lado, debido a la continuidad de la funcion f : (W,€) — (X, 1), para toda F € Finy resulta continua la
restriccion

I (Fgle) = (£ (F) o7 [sm)

Pero F € Finy implica f (F) € Finy; luego, a consecuencia de la definicion de 7', para todo F € Finy, resulta
continua la inclusion

ey (FF),7|ym)) = (X7

Entonces, puesto que para todo F € §Finy,, conmuta el diagrama
diagrama
resulta que, para todo F' € Finy,, la composicion
(Fglp) S (W,6) & (X,7)
es continua. Esto implica, debido a la finalidad de & respecto a (§|F)gin,, ¥ @ (4F)gin,,» ¥ @ la proposicion 77, que
fr (W) — (X, 7)
es continua, como se queria demostar.¢

(X,7’) es el espacio finitamente generado asociado a (X, 7).

Espacios compactamente generados.

Definicién 1.6 Se dice que un espacio topoldgico (X, T) estd compactamente generado si es final el sumidero de
inclusiones de la familia de subespacios compactos de (X, 7).

Proposicién 1.4 Si (X, 1) es cualquier espacio topoldgico, son equivalentes:
(a) (X, T) estd compactamente generado.
(b) Para todo K C X compacto en (X,7),Uer<UNK €T|k.

Demostracién 12 (a) = (b): Sea
Compx ;) = {K C X : K es compacto en (X,7)}

Por (a), es final el sumidero
(i (Ko7 |10) = (X.7)eompyy
Por lo tanto, para toda K € Comp x .y,
Uere it (U)eT|k
es decir, para toda K € Comp(x 1,
UereUNKEeT|k

(b) = (a): De acuerdo a la definicion de sumidero final, (b) significa que T es la topologia final corespondiente a
(1 |K)¢amp(xﬂ ya (LK)QU“W(X,T)' Por lo tanto, el sumidero

(ke : (K, 7|x) = (X,7))

Qomp(xf)

es final y (X, 7) estd compactamente generado.

3En la terminologfa antigua este concepto recibia el nombre de K -espacio.
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Ejemplo 1.5 Todo espacio finitamente generado estd compactamente generado.

Demostracién 13 En efecto, supdngase que (X, T) estd finitamente generado y considérese la familia Comp x ;)
de los subespacios compactos de (X, 7). Sea U C X tal que para toda K € Comp x -y, UNK € T |k . Puesto que
cualquier subespacio finito de (X, T) es compacto, en particular se tiene que para todo F € Finy,

UNFerl|p

y como se trata de un espacio finitamente generado, entonces U € T; de modo que, por (b) de la proposicion anterior,
(X, 7) estd compactamente generado.4

Proposicién 1.5 Sea (X, 7) un espacio topoldgico arbitrario. Si

T ={UCX:VK ¢ Comp x -, UNKert|g}
entonces 7' es una topologia para X mds fina que T.
Demostracién 14 Considérese el sumidero de inclusiones

S=(g:(KT1|g)— X)eomp(x,f)
Si se piensa en X topologizado con T entonces S es su sumidero topoldgico porque cada inclusion tx se convierte en
una funcidn continua (pues (K, 7|k ) es subespacio de (X, 7)). Obsérvese también que 7' es la topologia final para X

respecto a la familia (T | K)camp(x L ya las inclusiones (L) . En efecto, la topologia final para X respecto a

y a las inclusiones (tx)

Comp(x,r)

la familia (7 |k )

Qomp(xﬂ_) Qomp(xﬂ_) €s

7 ={UC X :VK € Comp(x . tx (U) €Tk };

pero, para toda K € Compx .y, L;(l (U)=UNK. Por lo tanto 7' es la mds grande de las topologias para X que hace
continuas a las inclusiones vy ; de aqui que resulte

TCT.¢
Corolario 1.1 Si (X, 7) es cualquier espacio topoldgico y
7 ={U C X :VK € Comp(y ., ti¢ (U) €7k}
entonces, K C X es compacto en (X, T) si, y sdlo si, K es compacto en (X, 7).

Demostracién 15 Si K es compacto en (X,7) y (Uj); € 7' es una cubierta de K, entonces, de acuerdo con la
definicion de 7', para toda j € J se tiene que
Uj NKer |K

En consecuencia, para toda j € J existe V; € T tal que
VinK=U;NK
Entonces
K=U (U;nK)= U (V;NK);
jeJ jeJ

esto implica que (V) ; es una cubierta abierta de K segin T y, por consiguiente, puede extraerse de ella una subcu-
bierta finita (V;) ; . Entonces

K(U‘G)OK U WnK)C U UnK)
j€Jo J€Jo J€Jo

lo cual significa que (Uj) ;= es una subcubierta fnita de (U;) ;. Por lo tanto K es compacto en (X,7').
Reciprocamente, puesto que por la proposicién anterior 7' es mds fina que T, se tiene que

1x: (X, 7) = (X,7);

es continua; por lo tanto cualquier compacto K de (X,7') es aplicado por 1x en un compacto de (X,T), que es
precisamente K.¢
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Proposicién 1.6 Sea (X, 7) cualquier espacio topoldgico. Si
7 ={U C X :VK € Comp(x . tix (U) €7k}

entonces:

(a) (X,7'") estd compactamente generado.

) Si f : (W, €) — (X,7) es cualquier funcion continua, donde (W,€) estd compactamente generado, entonces
(W, &) — (X,7') es continua.

', es final el sumidero de inclusiones de los subespacios

Demostracion 16 (a). De acuerdo con la definicion de T
compactos de (X, 1)

(LK : (KvT |K) — (X7 T/))Kecamp(x’_r)

Por el corolario anterior, tales subespacios son los mismos que los compactos de (X, 7"). Consecuentemente, también
es final el sumidero

(e (K7 i) = (X, Tl))KeQ‘amp(X’T,)

lo cual significa que (X,7') estd compactamente generado.
Demostracién 17 (b). La prueba es andloga a la de la proposicion 1.3 4
Observacién 1.5 (X,7’) es conocido como el espacio compactamente generado asociado a (X, 7).

Ejemplo 1.6 Todo espacio topoldgico en el que cada punto posea una vecindad compacta estd compactamente gen-
erado.

Demostracion 18 En efecto, sea (X, T) cualquier espacio con la propiedad anterior. Hay que probar que si U C X
es tal que, para toda K € Comp x .y,
UNKer|kg

entonces U € 1. Sea x € U y sea K la vecindad compacta que por hipdtesis posee x; entonces
zreUNKeT|k

o sea que U N K es una vecindad relativa de x contenida en la vecindad absoluta K de x; pero U N K es abierto en
K siysolosiUNK = KNV para algin V € 1; entonces U N K es la interseccion de dos vecindades absolutas K
y V; por lo tanto U N K es una vecindad absoluta de x contenida en U. Por lo tanto U es abierto en X, es decir,
UeT.¢

Observacion 1.6 Como casos particulares del ejemplo anterior se tiemen los espacios compactos y los espacios
localmente compactos.

Ejemplo 1.7 Todo espacio topoldgico que satisfaga el primer axioma de numerabilidad estd compactamente generado.
Demostracion 19 Sea U un subconjunto de X tal que, para todo K € Comp x 7y,
UNKerT |K

Se probard que U es abierto valiéndose del siguiente hecho: Si (X,T) es un espacio primero numerable entonces
A C X es abierto segun T si y sélo si para toda sucesion de puntos de X, {x,}, que tenga limite en algin x € A
existe un ng € N tal que z, € A, Yn > ng. Sea entonces x € U y sea {x,} una sucesion de elementos de X que
converge a x; considérese el conjunto

Ko={z,:neN}U{z}

Ky es compacto, pues para toda cubierta abierta arbitraria (A,)gp de Ko existe una subcubierta finita de Ky dada
por el abierto A, que contiene a x (que ya contiene una infinidad de términos del conjunto Kg) y por el conjunto
de abiertos de (Ay)p que cubren a los que estdan fuera del abierto A,, que son un nimero finito. Por lo tanto

UNKy €Tk,

Y como la propiedad de ser primero numerable es hereditaria, entonces también es espacio primero numerable
(Ko, 7|k, )- En consecuencia, para el abierto de Ko, U N Ky se cumple la caracterizacion de abierto enunciada
al principio de esta prueba. Por lo tanto, para la sucesion {x,} existe un ng € N tal que z,, € U N Ky, Yn > ng ..
T, € U, VYn > ng. Porlo tanto U € 7.4
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El siguiente resultado enuncia otra forma de determinar a un espacio compactamente generado.

Teorema 1.4 Sea (X, 1) cualquier espacio topoldgico; son equivalentes:

a) (X, 7) estd compactamente generado.

b) Si f:(X,7) = (Y,0) es una funcion tal que f | : K — (Y,0) es continua, para todo subespacio compacto K de
(X, 1), entonces f es continua en (X, 7).

Demostracion 20 (a) = (b): Por (a), es final el sumidero

(LK : (KvT |K) — (X7 T))Qﬂmp(x,-r)

Como ademdas cada composicion
foe (K, 7|k) — (Y,0)

es continua, entonces una caracterizacion de sumidero final permite asegurar que f es continua.
(b) = (a): Sea f: (X,7) — (Y,0) cualquier funcion tal que, para toda K € Compx ;)

fox (K, 7|k) — (Y,0)
es continua. Por (b), f es continua; por lo tanto

(i (K.7160) = (X)) eampr

es un sumidero final. Luego, (X, T) estd compactamente generado.4

Espacios conexamente generados.

Para todo espacio topolégico (X, 7), la notaciéon €oner(x ;) designard a la familia de subespacios conexos de
(X, 7).

Definicién 1.7 Se dice que un espacio topoldgico (X, T) estd conexamente generado si es final el sumidero de
inclusiones de la familia de subespacios conezxos de (X,T).

Ejemplo 1.8 Todo espacio conexo estd coneramente generado.

Proposicién 1.7 Si (X, 1) es cualquier espacio topoldgico, son equivalentes:
(a) (X, T) estd conexamente generado.
(b) Para todo C € Conex(x -y, UeT & UNCET|c.¢

Proposicién 1.8 Sea (X, 7) cualquier espacio topoldgico; son equivalentes:
(a) (X,7) estd conexamente generado.
(b) Toda componente conexa en (X, T) es abierta.

Demostracion 21 (a) = (b): Sea © € X y sea c(x) su componente coneza. Se sabe por hipdtesis, que los abiertos
U en (X,T) se caracterizan por la propiedad de que, para toda C' € €onex(x ), UNC € 7|c. Se probard que c(x)
satisface la propiedad anterior. Para ello témese cualquier conexo C C X ; para C no hay mads que dos posibles casos
en relacion a x: tenerlo como elemento ¢ no tenerlo como elemento. Si x € C, entonces C C c(z), porque ¢ (x) es el
mdazimo conexo que contiene a x; por lo tanto

Cne(z)=CeTlc

Six ¢ C, entonces
Cnec(x)=C 6 Cnec(z)=10

En ambos casos resulta C Nc(x) € 7|c. Consecuentemente, c¢(x) € 7. Por lo tanto toda componente conexa en X
es abierta.

(b) = (a): Sea U C X no vacio tal que, para toda C € Coner(x -y, UNC € T|c. Seax € U y sea c(x) la componente
conexa de x; c(x) es abierta por hipdtesis, y también por hipdtesis U N c(x) es un abierto relativo a c(x). Pero
Unc(z) Cc(x) es abierto en c(x) siy solo si UNc(x) =c(x)NV para algin V € 7. Por lo tanto U Nc(x) es la
interseccion de dos abiertos absolutos y es, por tanto, un abierto absoluto contenido en U que contiene a x. Por lo
tanto, U € 7. Por lo tanto (X, T) estd conexamente generado.4
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Ejemplo 1.9 Todo espacio localmente conexo estd conexamente generado.

Demostracion 22 Se quiere probar que si (X, T) es localmente conexo yU C X es tal que , para toda C € Coner(x -
UNC € 7|c, entonces U € 7. Sea © € U; por hipdtesis se tiene que para cualquier vecindad V' de x, existe una
vecindad C' de x conexa tal que C C V. Asi, x posee una vecindad conexa C; se tiene entonces que x € UNC € 7|¢,
luego U N C' es una vecindad relativa de x contenida en C vecindad absoluta; pero U N C es abierto en C si y sdlo
siUNC =CNW para algin W € 7 . UNC es la interseccion de dos vecindades absolutas de x . U N C es una
vecindad absoluta de x contenida en U y esto significa que U es abierto en X. Por lo tanto (X, T) estd conexamente
generado.¢

1.3. Ejemplos de subcategorias bicorreflexivas

La subcategoria de los espacios finitamente generados es bicorreflexiva.

En efecto, debido a los resultados de las proposiciones 1.2 y 1.3, para cualquier espacio topolégico (X, 7) se tiene
la topologia
T ={UCX:UNFer|rp VF € Finx}

segin la cual (X, 7') estd finitamente generado; entonces, la funcién
Iy + (X,7) — (X,7)

es continua, porque 7 C 7/, y si f 1 (W, &) — (X, 7) es cualquier funcién continua y (W, §) estd finitamente generado,
entonces f: (W, £) — (X, 7') es la tnica funcién continua para la cual conmuta en Top el diagrama

diagrama

Por lo que todo espacio topoldgico (X, 7) es correflejable en la subcategoria de los espacios finitamente generados.
Para designar a esta subcategoria bicorreflexiva se empleard la notacién F.

La subcategoria de los espacios compactamente generados es bicorreflexiva.

Anslogamente, pero apoydndose en los resultados de las proposiciones 1.5 y 1.6, se tiene que la subcategoria de
los espacios compactamente generados es bicorreflexiva; para designarla se emplears la notacién K.

La subcategoria de los espacios conexamente generados es bicorreflexiva.

En efecto, dado un espacio topolégico (X, 7), se puede considerar la familia
7' ={UC X :VC € Conexx ), UNCeT|c}

en la que
Coner(y ) = {C C X : C es conexo en (X,7)}

Es fécil ver que 7/ resulta ser una topologia para X mds fina que 7, y que siempre que f : (W,§) — (X, 7) sea una
funcién continua tal que (W, £) esté conexamente generado, entonces f : (W, &) — (X, 7') es continua. De aqui se sigue
que la categoria de los espacios conexamente generados (que se denotard por C) es una subcategoria bicorreflexiva
de op.

Para ver que la subcategoria de los espacios localmente conectables por trayectorias es otro ejemplo no trivial de
subcategoria bicorreflexiva, se probaran los resultados siguientes.

Proposicién 1.9 Si (X, 7) es un espacio topoldgico, son equivalentes:

(a) (X, 7) es localmente conectable por trayectorias.

(b) Las componentes por trayectorias de cualquier abierto A de X son abiertas.
(¢) T posee una base cuyos elementos son conectables por trayectorias.

Demostracién 23 (a) = (b) : Sean a € A y A € T arbitrarios y sea © € ca (a) también arbitrario. Por (a) y
puesto que x € A existe una vecindad N de x que es conectable por trayectorias y tal que N C A. Puesto que el
mazimo subespacio conectable por trayectorias de (A,T|a) que tiene a x es ca (x), se tiene que N C ca (x). Pero
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x €ca(x)Nea(a). Porlo tanto N C cy (a) = ca (x). Esto significa que ca (a) es abierto.
() = (c) : Sea
Bx ={cala): AeTyac A}

la familia de componentes por trayectorias de abiertos de (X, 7). Por (b) Bx C 7; ademds se sabe que todo abierto
A de X se ve partido en las componentes por trayectorias ca (a), a € A. Esto implica que Bx es una base de T cuyos
miembros son conectables por trayectorias.

(¢c) = (a): Si B C 7 es base de conectables por trayectorias es facil ver que haciendo para todo x € X,

B,={B€p:zecB}

se obtienen bases locales de vecindades conectables por trayectorias. Por lo tanto (X, 7T) es un espacio localmente
conectable por trayectorias.4

Lema 1.1 Si f: (X,7) — (Y,0) es continua y y € f(X) entonces f~1 (c(y)) es unién de componentes por trayec-
torias de (X, 7).

Demostracién 24 Puesto quey € f(X), f~1(c(y)) #0. Six € f~1 (c(y)) entonces
fle(@) Nely) #0
Pero f (c(x)) es conectable por trayectorias; en consecuencia también
fe(z)) Uely)

es conectable por trayectorias y, ademds, tiene a y. Esto y el hecho de ser c(y) el mdzimo subespacio conectable por
trayectorias de (Y, o) que contiene a y, implica que

f(e(z)) C ely)

Pero entonces
ce(x) C f7 (e(y)

y recuérdese que esto ocurre para toda x € f~ (c(y)), debido a lo cual se tiene que

U @) S ew)

zef~(c(y))

Finalmente , para toda x € f=1 (c(y)), es claro que

Por lo tanto

con lo que el lema queda demostrado.¢

La subcategoria de los espacios localmente conectables por trayectorias, ]L%, es bicorreflexiva.

Teorema 1.5 Si (X,7) es un espacio topoldgico arbitrario y 7' es la topologia para X cuya base consta de las
componentes por trayectorias de los abiertos de (X, T) entonces

1X : (X7Tl) - (X7T)
es una correflexion de (X, ) en la subcategoria de los espacios localmente conectables por trayectorias.

Demostracion 25 (i) Por (¢) de la proposicion anterior, (X, 7') es localmente conectable por trayectorias.

(79) Sea f: (W,w) — (X, 7) cualquier funcion continua en la que (W,w) es localmente conectable por trayectorias; hay
que demostrar que f : (W,w) — (X, 7') es continua: Sea B un abierto basico de 7. Entonces B es una componente
por trayectorias de un abierto A de (X, 7). Puesto que f : (W,w) — (X,T) es continua, f~*(A) es abierto en (W,w).
Al ser (W,w) localmente conectable por trayectorias, las componentes por trayectorias de f~' (A) son abiertas en
(W,w). Se sabe, por el lema anterior, que f~'(B) es unién de componentes por trayectorias de f=1(A), pues
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71 (B) C f71(A). Porlo que f~' (B) es abierto y por lo tanto f : (W,w) — (X,7') es continua.
(#i1) Por otra parte, puesto que todo A € T es unidn de las componentes por trayectorias de A, entonces también es
abierto segin 7', es decir, T' es mds fina que T. Esto implica que

1x: (X, 7)) — (X,7)

es continua. En consecuencia, f : (W,w) — (X,7') es la dnica funcidn continua para la cual conmuta en Top el
diagrama
diagrama

Por lo tanto,
1X : (X7Tl) - (X7T)

es una correflexion de (X, 1) en la subcategoria de los espacios localmente conectables por trayectorias.4

Del teorema anterior se desprenden dos resultados que serdn de gran utilidad en la prueba del teorema 77 del
capitulo cuarto.

Corolario 1.2 5i S = ((X)\,T)\) EL (X, T))A es un Top-sumidero final cuyo dominio (Xx,Tx), es una familia de

espacios localmente conectables por trayectorias, entonces también (X, 1) es localmente conectable por trayectorias.

Demostraciéon 26 Sea 7’ una topologia cuya base estd formada por las componentes por trayectorias de los abiertos
de (X,7); entonces (X,7') es localmente conectable por trayectorias y 1x : (X,7') — (X,7) es una correflexion de
(X, 1) en la subcategoria de los espacios localmente conectables por trayectorias. Por otro lado, puesto que para toda
A €A, el espacio (X, 7y) es localmente conectable por trayectorias, entonces para toda flecha del sumidero S existe
una unica funcion continua gy : (Xx,7x) — (X, 7') tal que 1xgx = fx. Pero 1xgx = gx; luego gx = fx y, por lo
tanto,
f)\ : (X)\,T)\) — (X,TI)
es continua para toda A € A. En consecuencia, toda composicion

A (X, B (x,n) = (X,7)

es continua; por la finalidad de S esto implica que también la identidad inversa 1}1 es continua y, por lo tanto
(X,7) y (X, 7") son homeomorfos. En consecuencia (X, T) es localmente conectable por trayectorias, como se queria
demostrar. ¢

Corolario 1.3 Los coproductos y cocientes de espacios localmente conectables por trayectorias son localmente conecta-
bles por trayectorias.

Demostracién 27 Si [[ (Xa,7a) es el coproducto de una familia (Xx,7x)ycp de espacios localmente conectables

AEA
por trayectorias entonces las coproyecciones

my : (Xx,7a) — I (Xa,72)
xeA

forman un sumidero final*. Sip: (X,7) — (Y,0) es identificacion entonces {p} es un sumidero final. 4

1.4. Caracterizaciéon de las subcategorias bicorreflexivas

Esta seccién se dedicard a dar una importante caracterizacién de las subcategorias bicorreflexivas que permitird
manejarlas de una manera mdas simple. El primer lema de esta seccién describe una caracteristica importante de
estas subcategorias y es que son cerradas bajo la formacién de retracciones; para verlo, se requieren las siguientes
dos proposiciones.

Proposicién 1.10 Sir: X — Y es una retraccion y r = gf, donde
[ X—>2Z vy ¢9g:Z->Y

son continuas, entonces g es una retraccion.

4Vease el inciso (b) del lema 77
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Demostracién 28 Como r es retraccion existe una funcion continua s : Y — X tal que rs = ly; puesto quer = gf,
entonces

ly =rs=gfs

es decir, fs es un inverso derecho continuo de la funcion g. Luego g es retraccion.¢
Proposicién 1.11 Toda retraccion inyectiva es homeomorfismo.

Demostracion 29 Sear : X — Y una retraccion inyectiva arbitraria. Por ser retraccion existe una funcion continua
s:Y — X tal que rs = 1y. Obviamente r es suprayectiva ya que siy € Y es arbitrario, entonces por lo anterior,
existe s (y) € X tal que v (s(y)) = y. En consecuencia, r es una funcion continua, biyectiva que posee un inverso
derecho (pero entonces también izquierdo) continuo; es decir, r es homeomorfismo.4.

Se dice que una subcategoria A de Top estd cerrada bajo la formacién de retracciones (6 de cocientes)
si el hecho de que r : A — B sea una retraccién (6 un cociente) con A € A implica que B € A.

Lema 1.2 Toda subcategoria bicorreflexiva de Top estd cerrada bajo la formacion de retracciones.
Demostracion 30 Sean, A cualquier subcategoria bicorreflexiva, A un A-espacio y
r:A—X

una retraccion arbitraria. Sicx : A’ — X es una A-correflexion de X, entonces existe una funcion inica y continua
f:A— A que hace que conmute en Top al diagrama

diagrama

Por la proposicion 1.10, cx también es retraccion, y al ser inyectiva se tiene, por la proposicion anterior, que es un
homeomorfismo, de modo que X € A. ¢

Otras formas para determinar si una subcategoria de Top es o no es bicorreflexiva se establecen en dos resultados
siguientes.

Observacién 1.7 Ndtese que
A ={X €Top: X es discreto o indiscreto}

es una subcategoria que no es bicorreflexiva.

(a) A es una subcategoria de Top : Sean X € Ay h: X — A un homeomorfismo:

(1) Si X es discreto, entonces {h (z)} es abierto en A, para toda x € X, porque h es abierta. Pero {h(z) : x € X} =
{a: a € A} pues es biyectiva. Luego {a} es abierto en A, para toda a € A . A es discretoy A € A.

(i) Si X es indiscreto y U es abierto no vacio de A, entonces h~! (U) = X y, debido a la biyectividad de h, U = A
. Aesindiscretoy A € A.

(b) A no es bicorrefleriva: Sea (X, T) un espacio topolégico no vacio que no sea discreto ni indiscreto. De acuerdo
con la observacién 1.4, si A fuera bicorreflexiva, para (X, 7) tendrfa que haber una A-correflexién de la forma 1x; por
la forma que se ha tomado el espacio (X, 7), el dominio indiscreto para 1x queda descartado y sélo resta examinar
el caso en que

1x: (X,7q) = (X, 7)

tiene dominio discreto. Sea B € A un espacio indiscreto y supéngase que f : B — (X, 7) es continua sin ser constante;
entonces |f (B)| > 1, lo cual hace imposible que f : B — (X, 74) sea continua, siendo f la tinica funcién que puede
hacer conmutar el diagrama:

diagrama ¢

Antes de ver la otra forma de determinar si una subcategoria de Top es bicorreflexiva serd necesario contar con el
siguiente resultado.

Proposicién 1.12 Sea f : (X,7) — (Y,0) una funcion continua y suprayectiva arbitraria. Entonces existen, un
cociente p : (X, 1) — (Z, p) y una funcion continua y biyectiva h : (Z,p) — (Y, o) tales que f = hp (f y p tienen las
mismas fibras).
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Demostracién 31 Sea ~; la relacion de equivalencia en X definida para cualesquiera puntos x1,x2 € X mediante
z1 ~f 2 f(21) = f(22)
Denotando por X [~ a la familia de clases de equivalencia de esta relacion, considérese la proyeccion candnica

pi X — X/~

x - [«]
Asignando a X [/~ la topologia final T correspondiente a p y a 7, se obtiene el cociente
p:(X,7) = (X /g, 7)

Sea
h: (X /[~ 7) = (Y,0)

definida como

Entonces h es una funcidn bien definida porque
=l =z~ry=f(2)=Ff(y)
Por lo tanto, f(z) es independiente del representante z de la clase [x] que se elija. Por otro lado,

(hp) (x) = h(p () = hlz] = [ (x)

para toda x € X.

s f=hp
Ahora se verd que h es inyectiva. Supdngase que [x],[y] € X /~f son tales que
hlz] = hlyl;
entonces f (x) = f(y), lo cual significa que x ~¢ y y, por lo tanto, [x] = [y|. Ademds, h es suprayectiva, pues como

f es suprayectiva, para toda y € Y existe x € X tal f(z) =y, o lo que es lo mismo, h(p(x)) = y; es decir, para
toda y € Y existe p(x) € X [~ tal que h(p(x)) = y. Por esto y por lo anterior, h es una funcion biyectiva. Sdlo
resta probar que h es continua. En efecto, el hecho de que la composicion hp sea continua y de que p sea un cociente
implican que h es continua. En consecuencia, h es continua y biyectiva y p es un cociente tales que:

diagrama 4

Teorema 1.6 Sea A cualquier subcategoria bicorreflexiva de Top. Entonces:
(a) A estd cerrada bajo la formacion de cocientes.
(b) A estd cerrada bajo la formacion de coproductos.

Demostracién 32 (a). Sea g : A — X cualquier cociente, con A € A; si
ex A — X
es una A-correflexion de X, entonces existe f: A — A’ continua tal que

diagrama

Pero entonces c;(1 es continua porque lo es c}l g y g es un cociente. Por lo tanto, cx es un homeomorfismo y X € A.

Demostracién 33 (b). Sea (n; : A; — X); un coproducto, donde A; € A,Vi € I; hay que probar que X € A. Sea
cx + A — X una A-correflexion de X ; entonces para toda i € I existe f; : A; — A continua tal que cx fi = n;. Por
la definicion de coproducto existe una funcion continua g : X — A tal que gn; = f;,Vi € I; entonces cxg: X — X
es una funcion continua tal que

(cxg)mi = ex (gm;) = ex fi =,
Pero al ser (n;); un coproducto, 1x es la dnica funcion continua que hace conmutar al tridngulo

diagrama

Por lo tanto, cxg = 1x. Esto implica que g (que es continua) es la funcion inversa de cx. Por lo tanto, cx es un
homeomorfismo; por lo tanto, X € A. ¢
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La més importante caracterizacion de las subcategorias bicorreflexivas es la enunciada en el siguiente teorema.

Teorema 1.7 Sea A una subcategoria de Top con elementos no vacios. Son equivalentes:
a) A es bicorrefleziva.
b) A estd cerrada bajo la formacion de cocientes y coproductos.

Demostracién 34 (a) = (b): Es el teorema anterior.

(b) = (a): Sea X cualquier espacio topoldgico. Si X = &, entonces X € A porque & es coproducto de cualquier
familia vacia de A-espacios. Supdngase X no vacio. Sea S = (f; : Ay — X),; el sumidero de todas las funciones
continuas de elementos de A en X. Hay que probar que existe una funcion continua h : A — X, con A € A, y
que para cada miembro de S existe una unica funcion continua g; : A; — A tal que hg; = f;. Sea (n; : A; — C); el
coproducto de (A;);; por (b), C € A, y por tratarse de un coproducto existe una tinica funcion continua f: C — X
tal que fn; = f;, Vi € I; por lo tanto, f es suprayectiva®. Por la proposicion 1.12 existen, un cociente g : C — Z y
una biyeccion continua h : Z — X tales que f = hg; al factorizar a f, que es dnica, también estas funciones son
dnicas. Haciendo A = Z se tiene, debido a (b), que A € A, y haciendo g; = gn; se finaliza porque entonces f; = hg;,
Viel &

Asi, queda hecha la descripcién de las subcategorias bicorreflexivas de Top; son aquéllas que se encuentran cerradas
bajo la formacién de cocientes y coproductos.

1.5. Descripcién de la subcategoria bicorreflexiva generada

Observacién 1.8 Obsérvese que si (é) es una familia arbitraria de subcategorias correflexivas de Fop, entonces

la interseccion

T
A=NA
también es una subcategoria correflexiva de Top.

Demostraciéon 35 En efecto, A es una subcategoria de Top ya que si para algin X € Top existe A € A tal que A
es homeomorfo a X, entonces X € A;, para toda i € I y, por lo tanto, X € A. Ademds, si Ac Ay

qg:A—X
es una aplicacion cociente entonces, para toda i € I, X € A;, por ser A; una subcategoria correflexiva de Top;
por consiguiente, A estd cerrada bajo la formacion de cocientes. Finalmente, si (A;) ; es una familia cualquiera de

miembros de A y (Aj BN X)J es un coproducto suyo, entonces A; € A, para toda j € J y para toda i € I, y por

lo tanto, X € A;, para toda it € I; o sea que A también estd cerrada bajo la formacion de coproductos. Por lo tanto,
A es correflexiva. 4

Esta observacion confirma la existencia de la subcategoria bicorreflexiva més chica.
En vista de que Top misma es una subcategoria correflexiva de Top y de la observacion anterior, toda subcategoria
A de Top se encuentra contenida en una correflexiva minima que es la subcategoria correflexiva generada por

|

N{B C Zop : B es correflexiva y A C B}

Para una descripcién de esta subcategoria en términos de A convendrd contar con el siguiente resultado.

Lema 1.3 Sean
I I
coproductos topoldgicos arbitrarios. Si para toda i € I existe una aplicacion cociente
C; . Az — Xi
entonces la unica funcion continua ¢ : A — X que para toda © € I hace conmutar el diagrama
diagrama

también es una aplicacion cociente.

% Acldrase esto al pensar que en S se hallan cada una de las constantes de valor x,Vz € X.
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Demostraciéon 36 La continuidad de c viene dada por la propiedad universal del coproducto topoldgico que posee
(vi); . Por otra parte, puesto que las coproyecciones (v;); son flechas de un episumidero®, dado cualquier v € X
existen i € I y x; € X; tales que v; (x;) = x; y puesto que para esa i, ¢; es suprayectiva, también existe a; € A; tal
que ¢; (a;) = x;. Entonces, v; (a;) es un punto de A que es preimagen de x bajo ¢, ya que, en vista de la conmutatividad
del diagrama anterior, se tiene que

c(vi(ai)) =vil(ci(a)) =vi(z:) ==

lo cual prueba que c es suprayectiva. Supdngase, finalmente, que g : X — Y es una funcion tal que la composicion
gc: A—Y es continua. Entonces también serd continua, para toda i € I, la composicion

gev; = gric;
puesto que c; es una aplicacion cociente, esto implica que gv; es continua, para toda i € 1. Pero

<Xi L3 X)
I

es un sumidero final; en consecuencia, también g es continua, y por lo tanto, ¢ es una aplicacion cociente, como se
queria demostrar.¢

Teorema 1.8 Sea A una subcategoria de Top arbitraria. Entonces
A ={X € Top: X es espacio cociente de un coproducto de elementos de A}
es la subcategoria correfleriva generada por A.

Demostracion 37 (a) Supdngase que Y € Top es un espacio homeomorfo a algin X € A; sea h : X =Y un
homeomorfismo. Puesto que para X existe una aplicacion cociente

c:A— X
de un coproducto A de elementos de A, se tiene que
hc: A—Y

también es una aplicacion cociente, y por lo tanto, también Y € A. Esto prueba que A es una subcategoria de Top.
De modo mds general: dados X € A y una aplicacion cociente q : X — Y, puesto que para X eziste la aplicacion
cociente ¢ mencionada arriba, se tiene que

gc: A—=Y

también es una aplicacion cociente, y por lo tanto, también'Y € A. Esto prueba que A estd cerrada bajo la formacion
de cocientes. B
Por otro lado, si (X;); es una familia de elementos de A y

(x:%x)
1

es un coproducto suyo, entonces se tiene que para toda i € I existe una aplicacion cociente
(3 Az — X;

en la que cada A; es un coproducto de una familia (Aij)je g, de elementos de A. Para toda i € I considérense
explicitamente las coproyecciones del coproducto A; correspondiente:

Uij
Ji

Sea

A=TJA;

i€l
Jj€J;

6 Proposicién 1.1
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entonces A es un coproducto de elementos de A; supdngase que las coproyecciones de este coproducto son

Wi
Ji, 1

Si de estas coproyecciones se consideran solamente aquellas w;; con i fija y con j € J;, se tendrd, aplicando la
propiedad universal del coproducto topoldgico, que para esta i fija (que es cualquiera) existe una inica funcion continua

Ug ° A’i — A
que hace conmutar el diagrama
diagrama
Obsérvese que
(4= 4)
T
es un coproducto. En efecto, dada cualquier familia de funciones continuas
(4 - 5)
T

puede considerarse la familia de composiciones
Gilhij
(1,29
Ji, T
y asegqurar que existe una unica funcion continua
f:A—B
tal que
Jwij = giuij
pero entonces se tiene que
fuguig = giui;

y puesto que (uij)Ji es un episumidero, esto implica que

fu; = g;

y por lo tanto el sumidero (u;); satisface la propiedad universal del coproducto topoldgico. Asi que estdn dadas las
condiciones del lema anterior y, por consiguiente, la dnica funcion continua

c:A— X

que hace conmutar el diagrama
diagrama

es una aplicacion cociente. Asi, X ha venido a ser espacio cociente de un coproducto de elementos de A. Por lo
tanto X € A y A estd cerrada bajo la formacion de coproductos. Esto, aunado a lo anterior, demuestra que A es
una subcategoria correflexiva de Top.

Por otra parte _
ACA

porque para todo A € A, A es espacio cociente del coproducto A de la familia cuyo inico elemento es A € A. Ademds
si A C B y B es una subcategoria correflexiva de Top, B contendrd los coproductos de miembros de A y (por estar
cerrada bajo la formacion de cocientes) también a todos los cocientes de estos coproductos; es decir

ACB

Esto prueba que A es la minima subcategoria correfleriva de Top que contiene a A, tal como se queria probar.4
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1.6. Bicorreflexivas generadas y jerarquia de bicorreflexivas

Ejemplo 1.10 Como un primer ejemplo de subcategoria correflexiva generada, se tiene a la generada por la subcat-
egoria vacia (). Puesto que {0} es la subcategoria correflexiva mds chica de Top, y puesto OC {0}, resulta que

0=1{0)

Ejemplo 1.11 La subcategoria I de los espacios discretos es la subcategoria bicorrefleriva generada por la subcate-
goria de los espacios singulares.

Demostracién 38 Sea

A, ={(X,ma)eZop: Xp={zr} 6 X0 =0, \e A}
siendo A cierta clase de indices. Sin que se pierda generalidad se puede suponer que si X # X entonces {z)} # {xx};
esto simplificard la union ajena sobre subclases de A a uniones corrientes. Siendo Z,; la subcategoria bicorrefleriva
generada por A, , se tiene que a Z,; la forman cocientes de coproductos de miembros de A,,. Sea I una subclase
arbitraria de A y considérese el coproducto

(X7 T) = IE]:] (XiﬂTi)

Entonces T es final para {x; : i € I} = X con respecto al sumidero de inclusiones

<(Xi’ 7i) = X)I

En consecuencia, cualquiera que sea J C I, para el subconjunto de X
U= {I'j 1j € J}

para toda @ € I se tiene que

I,»_l(U):{ 0, siig¢J

i {z;}, siield
de modo que en cualquier caso Li_l (U) € 1;; esto significa, debido a la definicion de topologia final para un sumidero,

que U € 7. Por lo tanto, (X, T) es un espacio discreto. Por otra parte, puesto que el espacio cociente de todo espacio

discreto también es discreto, resulta que todo miembro de A, es discreto. Reciprocamente, si (X,T) es un espacio
discreto y haciendo, para toda x) € X
Xa=A{za} y m=7lx,

es claro que
(Xm0 & (x.7))

es un sumidero final de inclusiones y, por lo tanto, (X, T) es un coproducto de la familia (Xx,7x), de A,,-espacios

A

y, por lo tanto, (X, 1) € Zn: Esto demuestra que
4, =D+

Ejemplo 1.12 Sea Iy la subcategoria de Top cuyos objetos son todos los espacios indiscretos con dos puntos; tiene
sentido pensar en la subcategoria bicorrefleziva Iy generada por L.

Sea A € Iy; entonces existe una familia (X)), de Iy-espacios y una aplicacién cociente

p: [[Xx—A
AEA

Sea U un abierto arbitrario de A; entonces p~! (U) es abierto en [] Xy, por lo que para toda inclusién ¢ se tiene
AEA
que

—1( -1
tx (p (U))
es abierto en X). Debido a la indiscrecién de los espacios X, esto implica que sea cual sea A € A, sélo hay dos

posibles casos:
p_l(U)ﬂX)\:@ 0 p_l(U)ﬂX)\:X)\
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En caso de darse la primera situacién, resulta que

p LHA-U)NXy = [HX,\pl(U)] NXy =X,
AEA

en tanto que al presentarse el segundo caso, se tiene que

P A-U)N Xy = [HXApWU)] N X, = o
AEA

Debido a que la topologia de [ X es final con respecto al sumidero
AEA

o),

AEA

lo anterior implica que p~! (A — U) es abierto en [] Xy; y como también la topologia de A es final respecto ap y a
AEA
la topologia de [] X, se tiene que A — U también es abierto en A y, por lo tanto, U es cerrado. Queda demostrado,
AEA
entonces, que en los espacios miembros de I todo subconjunto abierto es cerrado.

Los espacios que tienen esta propiedad de que todo abierto suyo es cerrado se llaman espacios localmente
indiscretos. Se puede demostrar que en I se hallan todos los espacios localmente indiscretos (véase [?][?]7). Estos
espacios, por lo tanto, constituyen una subcategoria bicorreflexiva de Top a la que se suele denotar mediante I, y
que, de acuerdo con todo esto, es

Ip =1

La siguiente proposicién es verdadera, pero su demostracién no se verd aqui (véase [?]%).

Proposicion 1.13 Toda subcategoria bicorreflexiva de Top distinta de I tiene entre sus elementos a los espacios
indiscretos de dos puntos.$

Como consecuencia de la proposicién anterior se puede asegurar que I, es la subcategorfa bicorreflexiva inmedi-
atamente superior a I segin el orden dado por la contencién C entre categorias; esta situacién entre ID e I, quedara
indicada escribiendo

DCI ¢

Ejemplo 1.13 Sea S el espacio de Sierpinski y considérese la clase de espacios
Y={AyeTop: A AyA =S5}

siendo A una clase de indices tal que si B € Top es homeomorfo a S, entonces existe A € A tal que Ay = B. No se
pierde generalidad si, siendo Ay = (Xx,0)), con

X\ = {xMxl)\} Yy ox= {X)w {CL’)\},Q} K

se supone que
XanN Xy ZQ,VA#A/

Es claro que mediante X2 queda configurada una subcategoria de Top que serd denotada mediante . Sea I una subclase
arbitraria de A y considérese el coproducto de la familia (A;),

HAi = (X7 U) ;
i€l
entonces
X = UXi
iel

y o es final para X con respecto al sumidero de inclusiones

(b (Xiy00) = X))

"Vease de Enrique Baztia: Ay -correfleviones y fibraciones de Hurewicz en www.red-mat.unam.mx
8Veéase de Enrique Bazua: Ay -correflexiones y fibraciones de Hurewicz en www.red-mat.unam.mx
9Ntese que el punto aislado en cada Ay est siendo designado por la equis correspondiente (xy) sin apstrofe.
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Lema 1.4 Considérese el espacio (X,0) del ejemplo anterior. Para todo U € o que para cierta ig € I tenga entre
sus elementos a x; € Xy, tendrd también al punto aislado x;,.

Demostracion 39 Supdngase que esto no es cierto y que existe U € o y cierta ig € I tales que

z,eU y x4y ¢U
Obsérvese que para toda i € I, X; C X satisface la condicion de membresia de o; en particular se tiene que

X, €0
Pero entonces, puesto que U es abierto en X,
{zi,}=UnX; €0
lo cual implica (por ser o final respecto al sumidero (1;);) que para toda i € I
;) } o

En particular
-1
{1’;0} = L {x;o} € Tig
Pero de acuerdo con la definicion que se dio de las topologias oy, se tiene que {z;,} € 04,; entonces (X;,,04,) €s
discreto y no de Sierpinski V 4
(o]

Considérese ahora una familia arbitraria (U;) ; de abiertos en . En cuanto a su intersecciéon U = AﬁJU 7, hay dos
VIS

posibles casos:
1¢ Que U sea vacia, en cuyo caso U € o.
2% Supéngase que U # &; sea € U. Entonces existe ig € I tal que

T=xy, O T =z,

Siz = x;,, entonces

{z} =A{ziy} € 0y

Lgl{x}{ @, sii# i

y se tiene que para toda i € I

{ZL‘iO}, sii= ’io
en ambos casos, ¢; ! {z} € 0;. Entonces {z} es un abierto de X segin o, enteramente contenido en U y que contiene a
2 como elemento. Si x = xéo € U, debido al lema anterior, también z;, € U, de manera que en este caso también hay
un abierto de X que contiene a x y que estd enteramente contenido en U, a saber: X . Esto demuestra que U € o,
lo cual significa que (X, 0) es un espacio cuya topologia esté cerrada bajo intersecciones arbitrarias, es decir, (X, o)
estd finitamente generado. Puesto que F, la subcategoria de los espacios finitamente generados, por ser correflexiva
estd cerrada bajo cocientes y coproductos, resulta que cualquier cociente de cualquier coproducto de elementos de X

es elemento de [F; en simbolos: B
P

N

F

También es vilida la contencién en sentido contrario, pero su demostracién no se verd en este trabajo (véase [?]!°).
Queda indicado entonces que

SR
Il
=

Proposiciéon 1.14 Todo espacio localmente indiscreto estd finitamente generado, pero mo reciprocamente.

Demostracién 40 Si A es localmente indiscreto y (U;) ; es una familia arbitraria de abiertos de A, entonces U =

ﬁJUj es cerrada en A por ser una interseccion de cerrados de A, (en A todo abierto es cerrado). Luego U es abierto
JjE

en A y queda probado que A estd finitamente generado. Para mostrar que lo reciproco es falso, basta pensar en el
espacio de Sierpinski que estd finitamente generado pero que, claramente, no es localmente indiscreto. ¢

0y ¢ase de Enrique Baztia: Ay -correflexiones y fibraciones de Hurewicz en www.red-mat.unam.mx
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Proposicién 1.15 Toda subcategoria bicorrefleviva que contenga propiamente a I tiene entre sus elementos al
espacio de Sierpinski.

Demostracion 41 Si A es una subcategoria bicorreflexiva que contiene propiamente a Iy, entonces es posible hallar
un espacio A € A y un abierto U C A no cerrado; entonces

AU+ A
Sea
S
—~
pu:A — .
~

el cociente que identifica en un punto cada uno de los subconjuntos U y A — U. Entonces py (U) es abierto en S y
no es cerrado. Por lo tanto, S es el espacio de Sierpinski. Al ser bicorreflexiva, A estd cerrada bajo la formacion de
cocientes. Por lo tanto, S € A. ¢

Como consecuencia de las dos proposiciones anteriores se tiene el siguiente
Corolario 1.4 Iy " F. ¢

Cuando se hizo ver que {@} es la subcategoria correflexiva més chica de Top y que I es la bicorreflexiva minima,
quedé insinuada la existencia de una jerarquia entre las subcategorfas correflexivas de Top dada por la relacién de
contencién C entre ellas. Los resultados anteriores no han hecho sino corroborar la existencia de tal jerarquia; si se
anade a ello el hecho de que todo espacio finitamente generado estd compactamente generado pero no reciprocamente,
todo esto puede sintetizarse escribiendo

{gjchDCc,cFCK

Como ha mostrado Horst Herrlich en [?], entre las subcategorfas F y K no puede establecerse la relacién C ya que
entre ellas median otras subcategorias bicorreflexivas bastante mas abstractas. En ese documento se hace ver que
la jerarquia de que aqui se habla viene dada por una reticula o lattice cuyos elementos cero y uno son {&} y Top,
respectivamente. -



