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Introduccién y Remembranza

En http://www.red-mat.unam.mx/foro/volumenes/vol029/catcontop.pdf quedé transcrito y en circu-
lacién libre uno de los articulos péstumos del matematico mexicano Roberto Vazquez Garcia titulado “Cate-
gorias concretas topoldgicas”. Debido a que este material llegé en forma manuscrita a la Universidad y por las
siglas de su titulo, qued¢ clasificado, dentro del conjunto de documentos legado del Doctor a la Universidad,
como el manuscrito cct.

El presente trabajo se ofrece como material de apoyo a la ensefianza del contenido del manuscrito cct.
Estd expuesto con la pretenciéon de que lo entienda cualquier estudios@ que cuente con los conocimien-
tos y la experiencia que dan las lecciones basicas de Topologia y Algebra moderna. Puesto que se bus-
card falimiarizar a quien esto leyere con la Topologia categérica, se aconseja consultar unas notas que se
publicaron como una memoria de las “Lecciones de Topologia” de Roberto Vizquez en http://www.red-
mat.unam.mx/foro/volumenes,/vol002/voldos _ 5.html

No es nada raro que hacer difusién de algin aspecto de la obra de Roberto Vézquez sea estar difundiendo la
obra de Graciela Salicrup; tal sucede tratdndose del manuscrito cct. Dirigida por Vazquez, Graciela Beatriz
Salicrup Lépez se doctoré en ciencias en 1978 con la tesis “Epirreflexividad y conexidad en categorias
concretas topoldgicas”, disponible en http://texedores.matem.unam.mx/publicaciones/index.php/2012-03-
30-17-01-12/2012-04-13-14-57-16 /2012-05-04-16-40-40

Ha sido curioso encontrarnos en su ancianidad al doctor Vézquez ensayando un tema tratado por él con
su discipula en aquella tesis: la epirreflexividad o, como ell@s la llamaban: la coconeridad. La propuesta en
estas notas es confirmar que no es dificil seguir un hilo tendido desde aqui hacia ese meoyo de esos trabajos.

La publicacién del material expuesto cumplird su misién si (aunque sélo fuera por casualidad) motivase
en alguien el acercamiento a las obras de est@s doct@s maestr@s. Se ha confeccionado imitando el estilo que
tuvieron las notas que dicté Roberto Véazquez en los cursos de su tltima década como profesor de la Facultad
de Ciencias en Ciudad Universitaria. A esta idea obedece diseminar ejercicios a lo largo de su desarrollo y
recurrir a uno que otro en momentos del desarrollo posterior. Esto explica presentar al material como “notas
de un curso péstumo de Roberto Vazquez Garcia sobre categorias concretas topolégicas”.

En los dos primeros capitulos, tras ejemplificar y definir categoria y categoria concreta, es planteado y
resuelto el problema de exhibir una categoria que no sea concretable. En esto se apega a la primera parte de
la tesis de Graciela y en nada al manuscrito. En los capitulos del 3 al 6 se presentan generalizaciones hacia las
categorias concretas de las nociones de topologias débiles y fuertes, asi como de los conceptos de inmersién
y cociente. Al mismo tiempo se introduce un Principio de dualidad que aclara cudles de las nociones que se
definan son mutuamente duales, ademds de que sera especialmente titil en partes sucesivas del desarrollo de
las notas. En el capitulo 7 se generaliza una nocién ya no topolégica sino algebraica: la de grupo libre. Es hasta
el capitulo 8 que se expone un estudio preliminar de las categorias concretas topolégicas. Después de este
primer encuentro con ellas, se preparari el terreno para estudiar la relacién de sus subcategorias epirreflexivas
con sus subcategorias coconeras. En ese propdsito hay que aprender a usar instrumentos clédsicas de la Teoria
de las categorias; asi es que en el capitulo 9 se presenta a las transformaciones naturales, y en el 10 a los
funtores adjuntos. S6lo por no haber querido interrumpir el hilo discursivo se postergé insertar un capitulo
con el tema de los productos y coproductos cartesianos en las categorias concretas topoldgicas; pudo haberse
hablado de ellos inmediatamente después de introducir las que aqui podemos llamar estructuras débiles y
fuertes. Aprovechando su tratamiento en el capitulo 11, en el 12 y el 13 se tratan los productos y coproductos
fibrados, y en el 14 y 15 generalizaciones de éstos: limites y colimites. Estas herramientas ya permiten hacernos
en el capitulo 16 de un resultado importante: el teorema del funtor adjunto, y valernos de él en el estudio
de las subcategorias reflexivas de las categorias concretas topolégicas, iniciado en el capitulo 17. Justo es a
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partir de este capitulo en que por la via de estas notas :(truncas) mas profundamente puede un@ sambuyirse
en la tesis doctoral de Graciela y en el manuscrito cct del doctor Vazquez.

La clase estd por terminar. El fin de semestre corre a todo tren. En la Facultad, cientos de tareas se
hacen y se revisan. Las capacidades de resistencia de la juventud predominante en la poblacién estudiantil
se tensa saludablemente con el esfuerzo que le demanda el cuerpo de profesores. Pese a la parsimonia que
aparenta, el heptagenario doctor Vdzquez estd muy consciente de las prisas que corren y de que la semana
que entra todavia serd peor. jMagnifico, muchachit@s! Lleva varias semanas dictando cdtedra sin enunciar el
dltimo ejercicio. Es lunes; si no lo encarga hoy, el iltimo reconocimiento parcial serd hasta la otra semana,
pudiendo desatendernos de la materia para dedicarle tiempo a otras materias que también urgen. Dan las
dos; ya parece que Vizquez se despide pero se dirige a un espacio del pizarrén hasta entonces en limpio
y escribe: Ejercicio 10. El solo hecho de leer la palabra y el nimero provoca en 1@s méds la aspiraciéon de
una ese entre dientes que, aunque discreta en cada un@, ha terminado siendo bastante sonora por venir de
tant@s. A Chuchin se le escapa proferir una vulgaridad tan procaz como su nombre. De divertido que me
parece, volteo sonriente hacia Margarita que ya dis-gusta a carcajadas la insolencia de Chuchin. jQué bueno
que reververa aqui esa risa franca, fresca, joven y jovial de la Margara! Me agrada leerla resonar silente
en esta memoria que refiere un momento en aquel salén de seminarios del Instituto de Matematicas donde
orgullos@s gozamos un delicioso mazoquismo de baja intensidad, a fuego lento y a merced de Vazquez.
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PARAFRASIS
a
Roberto Vézquez Garcia

Los rumores de la Facultad quedan atras y entro en el IMATE. De una manera casi fisica siento gravitar el
Algebra y la Topolgia, el &mbito sereno de un caos en orden, el tiempo disecado y conservado méagicamente.
A izquierda y derecha, cubiculos tras cuyas puertas se adivinan, absortos en su deduciones, los rostros
momenténeos de los investigadores, ante estudiosos pizarrones que les arrojan respuestas (como en la hipalage
de Borges). Recuerdo haber recordado ya esa figura, en este lugar, y después aquel otro epiteto que también
define por el contorno los empenos de esta gente abstracta del Topos, y después aquel hexdmetro de la
Eneida:

SIC ITUR AD ASTRA

Estas reflexiones me dejan en la puerta de su cubiculo. Entro; cambiamos unas cuantas convencionales y
cordiales palabras y le doy este documento. Si no me engano, usted no me malqueria, Vézquez, y le hubiera
gustado que le gustara algin trabajo mio. Ello no ocurrié nunca, pero esta vez usted vuelve las paginas y lee
con aprobacién algin enunciado, acaso porque en él ha reconocido su propio estilo, acaso porque la préactica
deficiente le importa menos que la sana teoria. En este punto se deshace mi suefio, como el alito en el viento.
La vasta ala Poniente del Instituto me rodea; es nueva, lejana al cubiculo 202, apartada de él por varias
puertas herméticas de codificado acceso, y a usted, Vazquez, la enfermedad lo maté a mediados del noventa
y cuatro. Mi vanidad y mi nostalgia han armado una escena imposible. Asf serd (me digo) pero mafiana yo
también habré muerto y se confundirdn nuestros tiempos y la cronologia se perdera en un orbe de simbolos
y de algin modo serd justo afirmar que yo le he traido este documento y que usted lo ha aceptado.



Capitulo 1

Categorias y Categorias Concretas

1.1. Definiciones

Definicién 1.1 Una digrdfica G es una cuarteta
G=V,F,dc)

en la que V y F son clases, y
d:F—=YV y c:F-YV

son funciones. Los elementos de V son los vértices de la digrdfica G y los elementos de F son las flechas
de la digrdfica G. Si f € F, entonces
aif) vy clf)

se llaman dominio de f y codominio de f, respectivamente. Para significar que f es una flecha en la que
a(fy=A 'y c(f)=B8

se emplean las notaciones
f:A-B o ALB

Dados A,B € V, al conjunto de flechas de G que tengan dominio A y codominio B lo denotaremos por
G (A, B); es decir
GAB)={feF|d(f)=A y c(f)=B}

Definicién 1.2 Un sistema deductivo D es una digrifica

D=WV,F,d,c)
en la que se verifica el siguiente par de condiciones:
Axioma 1.1 Condicion de Composicion. Si para A, B,C €V se tienen

feD(A B) y g€D(B,0C)
entonces se puede hablar de la existencia de una flecha
heD(A,C)

Axioma 1.2 Condicion de Identidad. Para todo A € V se puede hablar de la existencia de una flecha

1€D(AA)
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A la flecha h de (i) se la suele denotar mediante g o f, y a la flecha i de (ii) mediante 14. Cuando la
digréfica D es un sistema deductivo, los vértices de D se llaman férmulas y las flechas de D se llaman
deducciones o pruebas; asi, si

f€D(A,B)

se dice que f es una prueba o deduccién de la férmula B a partir de la férmula A.

Definicién 1.3 Una categoria es un sistema deductivo C en cuya clase de pruebas se tiene definida una
congruencia = (es decir, una relacion binaria que es reflexiva, simétrica y transitiva) tal que si A, B,C, D
son fodrmulas de C, entonces:

Axioma 1.3 Para
feC(A,B) 'y geC(B0)

deben ser
lpof=f 'y golp=yg

Axioma 1.4 Para
feC(A, B) g€ C(B,0) heC(C,D)

deben ser

ho(gof)=(hog)of

El sentido de la congruencia = es el siguiente: Si A y B son férmulas de C, y f y g son pruebas de B a
partir de A, entonces f = g implica:
(a)
yof=nvoyg
para toda v € C(B,T"), siendo I cualquier férmula de C.

(b)
fod=god

para toda § € C (A, A), siendo A cualquier fé6rmula de C.
Cuando un sistema deductivo C es una categoria, las férmulas de C se llaman objetos y las deducciones
de C reciben el nombre de morfismos.

Se presentan a continuacién ejemplos de estos conceptos.
Ejemplo 1.1 Se denotard mediante Get a la coleccion formada por dos clases: |Set| y F.

|&et|, comprende a todos los conjuntos.
En tanto, F es la clase de todas las funciones entre conjuntos; es decir, los elementos de F son ternas
(A, f, B) en las que A y B son conjuntos tales que B # @ si A # &. Si A # &, entonces f es una relacién

fCAxB

que asocia un elemento de B, y solamente uno, con cada elemento de A. Si A = @ y B es arbitrario, entonces
f es la relacién vacia
dC I xB

1. Sean
d:F —|Get] y  c:F —|Gey

definidas, para cualquier (A, f, B) € F, mediante
d((A,f,B))=A v c((AfB)=B

Claramente, la cuarteta
(ISet|, 7, d,c)

es una digréfica.
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2.
(i) La composicién usual entre funciones permite que para cualesquiera A, B, C' € |Get| y para cualesquiera

(A4, f,B)€Get(4,B) vy  (B,g,C) € &et(B,C)
se pueda hablar de una flecha
(A,h,C) € Get(A4,C)

haciendo
(A, h,C)=(A,g0 f;C)

(ii) El que la funcién identidad pueda definirse para cualquier conjunto, permite poder hablar de la
existencia de una flecha

(4,4, A) € Get (A, A)

haciendo

(A,i,A) = (4,14, 4)

Esto significa que la cuarteta
(ISet|, 7, d.c)

es un sistema deductivo.
3. Sea = la relacién en F definida, para cualesquiera

(A.f.B),(A f\B) e F

mediante

(A4,f,B)= (A, f,B')
si, y soélo si,
d((A, f,B))=d((A', f,B"), c((Af,B)=c((Af,B")
f(a)=f"(a),Yae A
Entonces:
(iii) Si
(A, f,B) €Get(A,B) v  (B,g,C)€6et(B,C)
las pruebas

(A,f,B) y (A,lBOf,B) y (37901370) y (37970)

son tales que

d((A,f,B)) = d((A1pof,B))

c((A,f,B)) = c((Alpof, B))
y

d((ngolB7C)) = d((B,g,C))

C((ngolBac)) = c((B,g,C’))
y ademds

f(a)=1pof(a),Yac A 'y golp(b)=g(b),VbeB
Como consecuencia se tienen
(AvaB)E(A7lBova) y (B,golg,C)E(B,g,C)

(iv) Si
(A, f,B) e Get(A,B), (B,g,C)e6et(B,C), (C/hD)e6et(C,D)
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entonces

(C,h,D)O[(B,g,C)O(A,f,B)] = (C,h ) (Agof,C)
AhOQOf)D)

(
(
(4, (hog)e f,D)
(
[(

B,hog,D)o (A, f,B)
(C,h,D)o(B,g,C)]o (A, f,B)

debido, desde luego, a que la composicién usual entre funciones es asociativa.
Por lo tanto
Get = (|Get|, F, d, ¢)
es una categorfa. A menudo se hablard de ella como de la categoria de los conjuntos y de las funciones. (V]

Observacion 1.1 Con frecuencia se omitird el signo o al componer dos morfismos, escribiendo juntos sus
stmbolos representativos; por ejemplo, se escribird fifo en vez de escribir fi o fs.

Ejemplo 1.2 Mediante Set!®Y se denotard a la coleccion que consta de dos clases: )Get{o’l}‘ y F.

Los elementos de ‘Get{o’l}) son ternas
(Xo, ¢, X1)
en las que Xg y X; son conjuntos, y ¢ es una funcién de dominio Xy y codominio Xj.
Los elementos de F se defininen en términos de pares de elementos de )Get{o’l} ‘; para un par dado

X,V € ‘Get{o’l}‘

X = (X07QO7X1) Y = (Y()v’l/}v}/l)

un elemento de F es una pareja de funciones (fo, f1) que hagan conmutativo el diagrama

X, ﬁ Y,
7N L
X, ﬁ Y,

1. Si con f = (fo, f1) € F conmuta el diagrama enterior, entonces se definen

d:F— )Get{o’l}) y c¢:F— ‘Get{o’l})

como
af)=X vy cf)=Y
Esto permite afirmar que la cuarteta
(|eet®V], F.d,c)

es una digrafica.
2.
(i) Obsérvese que si
fecetl® (XY) vy geeti®(y,2)

siendo
X = (X()?(:D?Xl) Y = (}/071/}7}/1) Z = (Z()?C?Zl)

f=0fo,f1) 9= (9091)



CAPITULO 1. CATEGORIAS Y CATEGORIAS CONCRETAS 9

entonces conmuta el diagrama

X, 9o.fo Z
—
@l L
x, & 1 7
—
debido a la conmutatividad de los diagramas
X, Jo v, % g
— —
el O ¢y O ¢
xn w9 og
— —

Esto permite definir la composicién de flechas mediante

(90, 91) © (fo, f1) = (g0 © fo, 910 f1)

(ii) También hay que observar que
(1x,,1x,) € Get!®! (X, X)

qualquiera que sea el vértice X = (Xo, p, X1) € ’Get{o’l}‘, ya que es conmutativo el diagrama

1
X, X,
—
vl . Ly
x, v Xx
—

De aqui resulta que la cuarteta
(|eet®V], F.d,c)

es un sistema deductivo.
3. Valiéndose de la congruencia (o igualdad) entre funciones definida en 3 del ejemplo anterior se puede
definir ahora una relacién = en F como:

fo=1o
y
fi=1A

FEl que = es una relacién de equivalencia en F es consecuencia de que la igualdad entre funciones es una
relacién de equivalencia, y se demuestra sin dificultad.

(iii) Siendo X = (Xo, ¢, X1) y denotando mediante 1x a la prueba (1x,, 1x, ), considérense cualesquiera
pruebas

(fo, f1) = (fo, f1) Aad

e=(eg,e1) €St (W X) vy f=(fo, 1) € Seti®M(X,Y)

siendo
W = (Wo,w,Wl) y Y = (Y071/}7}/1)

unas férmulas arbitrarias. De acuerdo con la definicién de composicién de pruebas se tiene que
1X oe = (1)(0, 1X1) ¢} (60,61) = (1X0 O€0,1X1 061)

pero
1X0060:€0 y 1X1061:€1

Por lo tanto
lyoe=e
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De igual manera,
folx =(fo,f1)o(Ixo,1x,) = (foo lxgs fiolx,)

y puesto que
foolx,=fo vy fiolx, =fi
entonces

folx=Ff

(iv) Finalmente, para
e=(co,e1) € Gt (W.X)  f=(fo.fr) € Set™ N (XY) g =(90,01) € Get™V) (v, 2)
debido a la definicién de la composicién entre estas férmulas se tiene

go(foe)=I(go0,91) 0 [(fo, f1) o (o, e1)] (go f)oe=1(g0,91) 0 (fo. f1)] o (€0, e1)
= (90,91) © (fooeo, froer) y = (g900° fo,g10 f1)o(eo,e1)
=(goo(fooeo),g1(f1oe1)) = ((go o fo) o eo, (g1 0 f1) oe1)

y puesto que la composicién corriente entre funciones es asociativa, son

goo(fooeo) =(goo fo)oeo y gi(ficer)=(g10f1)oer

de lo cual resulta que
go(foe)=(gof)oe
Esto demuestra que

Set!O = (‘Get{o’l}) ,F,d, c)

es una categoria. Es la categoria de los conjuntos variables y de las funciones variables. Esta
denominacién se debe a que tanto sus objetos como sus morfismos pueden pensarse como conjuntos y
funciones (respectivamente) que han cambiado con el paso del tiempo. Antes (digamos, al tiempo cero), los
conjuntos X y Y fueron, respectivamente, Xy y Yp; después (al tiempo uno), devinieron en los conjuntos X;
y Y1. Desde esta 6ptica, un morfismo f entre los conjuntos variables X y Y es una funcién variable que en
el tiempo cero fue fy y que en el tiempo uno vino a convertirse en la funcién f;.

[v]
Definicién 1.4 Se dice que una categoria es pequena cuando su clase de objetos es un conjunto.

Los dos ejemplos que siguen son ejemplos tipicos de categorias pequenas.

Ejemplo 1.3 Sea A = (X, <), donde X es un conjunto y < es un preorden definido en X, es decir, < es
una relacion binaria en X que es reflexiva y transitiva.

C denotar4 a la coleccién que consta de dos clases |C| y F definidas por
Cl=X vy F=()

es decir, F es la unién de todos los conjuntos del tipo C (x1,z2), (21,22 € X), definidos como

@, six1 £ x2
C (x1, = ;
(a1, 2) {{<x1,xz>}, si g < @
1. Sean
d:F—-X y c: F—-X
tales que

d((z1,22)) = 21 y c((w1,w2)) = @2

Esto permite configurar una cuarteta
(X, F,d,c)
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que es una digrafica.
2.
(i) Sean 1, z2, 23 € X y supongamos que existen las flechas

(x1,22) € C(x1,22) y (x2,x3) € C(x2,23)
Entonces, la transitividad del preorden definido en X permite referirse a la flecha
(x1,23) € C(21,23)
por lo que queda satisfecha la condicién de composicién definiendo

(T2, 13) 0 (w1, T2) = (T1,73)

(ii) La reflexividad de < garantiza que para todo x € X existe una flecha
(xz,x) € C(x,x)
por lo que la condicién de identidad también queda satisfecha si se define

1, = (z,z)

Esto permite afirmar que la digréfica
(X, F.d,c)
es un sistema deductivo.
3. Para cualesquiera (z,y), (’,y") € F se define
<z <z
(zy) =@ y)e Y
y<y<y
Es fécil ver que = es una congruencia en F. Segin se han definido la composicién y las identidades, se tiene:
(iif) Si
(z,y),(y,2) € F

entonces,

Lyo(z,y) = (yy)o(x,y) = (z,9)
(y,2)01y, = (y,2)0(y,y) = (y,2)

Debido a la reflexividad de = resultan

Lyo{my)=(z,y) v (y2oly=(yz2
(iv) Si
(w,z), (2,9),(y,2) € F
entonces,
(y,2) o ({z, ) o (w, ) = (y, 2) o (w,y) = (w, 2)
en tanto que
((y,z) © <1’,y>) © <w7$> = <1’,Z> o <w7$> = <'LU,Z>

y por la reflexividad de = resulta

(y,2) o ((2,9) o (w, ) = ({y, 2) © (2,1)) © (w, )
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Esto demuestra que el sistema deductivo
C=(X,F,dc)

es una categoria. (V]

Notese que el ejemplo anterior permite mirar en todo conjunto a una categoria.
En efecto, para cualquier conjunto X podemos definir el preorden

AX)={(z,z) |z € X}

Puesto que entre X y A (X) existe una correspondencia biyectiva, en este caso se puede afirmar que tanto
los objetos como los morfismos de esta categoria son los elementos de X. Las funciones d y ¢ coinciden con
la identidad en X. Para representar a la cuarteta hay que escribir

X = (X7X7 1X71X)
Para ver el ejemplo que sigue, hay que recordar la definicién de grupo.

Definicién 1.5 Un grupo es una pareja (X, (x,€)) en la que X es un conjunto no vacio, * es una operacion
binaria en X que es asociativa y e es un elemento de X tal que para cualquier x € X

rT*¥e=T =€exT

Ademds, para todo elemento x € X existe un elemento inverso x~ € X tal que

Ejemplo 1.4 Sea G = (X, (x,¢€)) un grupo arbitrario y sea Ca la coleccion que consta de las dos clases |Cq|
y F definidas como
ICal={0} ¢y F=X

donde O denota una entidad abstracta arbitraria.
1. Definiendo como las constantes de valor O a las funciones
d,c: F —|Cq|
es claro que queda configurada una digréfica
(ICal, F.d,c)

2.
(i) Puesto que en este caso la clase de vértices es el conjunto singular {O}, sélo hay un conjunto de
flechas; es

Cc(0,0)=X
Por lo tanto, es claro que dados dos elementos cualesquiera
z1 € C (0,0) y 22 €Cq(0,0)
siempre es posible referirse a un elemento
xz3 € Cq (0,0)

(que puede ser 1, o ser o, o ser cualquier otro elemento del grupo).
(ii) Por la definicién de grupo, el conjunto X no es vacio. Por consiguiente, siempre es posible la referencia
a un elemento

z €Cq(0,0)

Esto significa que la digréafica
(ICcl, F,d,c)

conforma un sistema deductivo.
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3. Como se ha podido ver, para comprobar que la coleccién Cg constituye un sistema deductivo pudo
prescindirse de las propiedades de grupo; ello fue posible debido a que la clase de férmulas tiene un solo
elemento y a que la clase de pruebas la constituye un conjunto no vacio.

Sin embargo, la operacién del grupo trae implicita una ley de composicién para las deducciénes. En
efecto, siendo

z1 € Ce (0,0) y 22€Cqc(0,0)

unas deducciones cualesquiera, puede definirse la composicién entre ellas mediante
T2 01 = T1 * T2
Y por su parte, la existencia del elemento neutro del grupo trae explicita, mas bien que implicita, la
presencia de una deduccién distinguida de O a partir de O en la clase de pruebas, y permite definir:
10 =€
Asi, definiendo para cualesquiera x1,zs € X
T1=To S T = T

resulta:
(iii) Para cualesquiera
x1 € Cq (0,0) y 22 €Cq(0,0)

se tienen
lopoxi =x1%xe=1x1 y Toolp =exxTo = To
por lo que son
looxi =21 y To01lp = x9
(iv) Si
r1,T2,T3 € CG (O, O)
entonces, debido a la asociatividad de la operacién en el grupo, se tiene
(Lll‘g o} LL‘Q) oxry = I1* (LIZ‘3 o CL'Q)
= x1 % (T2 * T3)
= (1 *x2) * T3
= (z20m1)*23 =230 (12011)
por lo que resulta
(CL‘3 o CL‘Q) o0Xx1 =30 (CL‘Q OLIZ‘l)
Con esto queda demostrado que el sistema deductivo
Ce = ([Cal, F.d,c)
configura una categorfa. ]
Para considerar el ejemplo que sigue hay que tener en mente el concepto de homotopia entre funciones
continuas.

Definicion 1.6 Sean, X y Y dos espacios topoldgicos arbitrarios y f1, fo € X — Y dos funciones continuas
cualesquiera. Una homotopia de fi1 a fo es una funcion continua

H:Xx[0,1]>Y

tal que para toda x € X
H(z,0)=fi(z) vy H(x1)=f2()
En tal caso se dice que f1 es homotdpica a fs y se escribe

fi~ fo o H:fi~fo 0 flgfz
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Se sabe que ~ es una relacién de equivalencia en el conjunto de las funciones continuas de X en Y. Dada
cualquier f: X — Y continua, sea

[f]={h: X — Y | h es continua y homotdpica a f}
Ejemplo 1.5 Topy denota a la coleccion formada por lo siguiente:

Una clase|Topy| que es la clase de todos los espacios topoldgicos.
Otra clase

F= | Fopu(XY)
X, Y€E|Top ]

donde, para cualesquiera espacios topolégicos X, Y,
Fopy (X,Y)=A{[f]| f: X — Y es continua}

es decir, los elementos de F son clases de homotopia de funciones continuas entre espacios topoldgicos.
1. Si se definen
d:F — |Topy] y  c:F—|Topyl

haciendo, para cualquier [f] € F
difl=X vy clfl=Y
sies [f] € Topy (X,Y), entonces la cuarteta
(|Zopgl,F,d,c)

constituye una digréfica.
2.
(1) Si X,Y, Z son espacios topoldgicos y si

[fleTopy (X,Y) vy 9] € Topy (V. 2)

entonces es claro que se puede referir la existencia de al menos un elemento del conjunto Top (X, Z) pues

l9.] € Topp (X, Z)

(1) Para todo espacio topolégico X se puede referir la existencia de un elemento en el conjunto Sop (X, X),
pues al ser 1x : X — X una funcién continua, se tiene que

[1x] € Topy (X, X)

Esto implica que la digréfica
(|Zopy|, F,d,c)

también se constituye en un sistema deductivo.
3. Como ya se dijio, la homotopia induce una relacién de equivalencia ~ en el conjunto de las funciones
continuas de X en Y. Esto permite definir una congruencia en F, haciendo

(il = [fo] & fr = fo

para cualesquiera [f1],[f2] € F.
(#ii) Supoéngase que X,Y, Z son espacios topolégicos y que

[f] € TopH (X7 Y) y [g] € TUpH (Y7 Z)
Entonces son continuas las funciones

xLy x™My y vz vy
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Y definiendo
H:Xx[0,1]-Y y K:Yx[0,1]—Z

mediante
H(z,t)=f(x) vy K(yt)=g(y)

se obtienen funciones continuas para las que resulta

H(z,0)=f()=1y (f(2)=1vf(z) vy H(=z1)=/[(z)

K@0)=9@=90y@)=9lyy) v K1)=g(@)
Es decir,
Wf2f y  gly &g
Por lo tanto
yf=f v gly=yg
(tv) Supéngase que W, X, Y, Z son espacios topolégicos y que

le] € Topy (W, X)  [fl €Fopy (X,Y)  [g] € Topy (Y, 2)

Hay que demostrar que

(g1 [11) le] = [g] ([f]e])

Si se define la composicién de clases como la clase de la composicién de los representantes, entonces resultard

(g1 1) [e] = l9/1[e] = [(9f) el = g (fe)] = [g] ([fe]) = lg] ([f][e])

y consecuentemente
[(gf) el =g (fe)]

Sélo hay que asegurarse de que la composicién de clases queda asi bien definida, demostrando que no depende

de la eleccién de los representantes.
Si
[f1] € Topy (X,Y) y [f2] € Topy (Y, Z)

témense

melf] v helf]
Hay que probar que [f2f1] = [hahi]; es decir, hay que probar que existe

H:Xx[0,1]—2Z

H
continua y tal que fof; = hohy. Por hipétesis

fizht y  fax~hs

0 sea que existen
H : Xx[0,1]-Y y Hy:Y x[0,1] = Z

continuas y tales que para cualesquierax € X yy €Y
Hy(z,0) = fi(2),Hi (z,1) =hi () vy Ha(y,0)=fa(y),Ha(y, 1) =h2(y)

Sea
H : X x[0,1] =Y x[0,1]

dada por
H' (x,t) = (H1 (x,1) 1)
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H' es continua porque son continuas sus funciones componentes. Por lo tanto, es continua la funcién
H:Xx[0,1]—2Z2

definida como H = HsH'; y tenemos:

H(z,0) = HxH'(2,0)= Hz(Hi(2,0),0) = Hz(f1(2),0) = fo (f1(z)) = fo1 (2)
H (SU, 1) = HZH/ (SU, 1) = Hz (Hl (:L', 1) s 1) = H2 (hl (SU) y 1) = h2 (hl (SU)) = hzhl (1’)
de manera que fsf; d hohi, por lo que es [faf1] = [hohi] como se queria probar.

Con esto queda terminada la demostracién de que el sistema deductivo
TUpH = (|‘3:OPH| 7f7 d7 C)

es una categorfa. Topy es la categoria de los espacios topolégicos y de las clases de homotopia.

Nétese que en cada uno de los cuatro tltimos ejemplos hubo que definir una ley para la composicién de
los morfismos. En el primer ejemplo esto ha sido innecesario debido, desde luego, a que ahi los morfismos son
las funciones corrientes que se componen mediante la composicién ordinaria entre ellas. En general, cuando
los morfismos en una categoria son funciones corrientes, se omite la referencia a la ley de composicién si se
trata de la composicién ordinaria entre ellas. Tal es el caso de las categorias concretas.

En una categoria concreta K la clase de objetos consta de conjuntos dotados de alguna estructura; por
ello hay que referirse primero a un tipo de estructura (determinado en cada caso especifico) que a su vez
permita referirnos a una clase K [X] de K -estructuras, para todo conjunto X. Los morfismos son funciones
entre conjuntos (estructurados) que preservan la estructura; su ley de composicién, como ya se dijo, es la
composicién ordinaria entre funciones.

En limpio: Para hablar de una categoria concreta K deben tenerse en contexto tres tipos de datos:

() El de una estructura que permita la referencia a una clase K [X] de K-estructuras, para todo conjunto
X.

(#4) Una coleccién de conjuntos estructurados que es la clase | K| de objetos de K.

(731) La nocién de un un tipo de funcidn que preserva la estructura, que permita definir al conjunto de
los K-morfismos entre dos K-objetos cualesquiera.

Un par de ejemplos aclararan esta idea.
Ejemplo 1.6 Sea Top la clase de los espacios topolégicos y de las funciones continuas.

(¢) En Top la nocién de estructura topoldgica permite referir a cada conjunto X una clase Top [X] de
Top-estructuras que son precisamente las topologias de X.
(#7) Los Top-objetos, en consecuencia, son parejas (X, 7) en las que X € Gety 7 € Top [X], es decir, son
los espacios topolégicos.
(731) La funciones que preservan la estructura topoldgica son las funciones continuas; por lo tanto, para
cualesquiera Top-objetos
A:(XvT) y B:(Y7U)

se tiene que
Top (A, B) ={f € Get(X,Y) : f es continua}

Los Top-morfismos, ademds, satisfacen el siguiente par de propiedades:
(mq) Para cualesquiera Top-objetos A, B, C, si

feTop(A,B) 'y geTop(B,C)

entonces

gf € Top(4,0)

pues se sabe que en tal caso gf es una funcién continua de A en C.
(mg) Para todo Top-objeto A = (X, 7), la funcién

1x: (X,7) = (X, 7)

es un Fop-morfismo y coincide con 14. vl



CAPITULO 1. CATEGORIAS Y CATEGORIAS CONCRETAS 17

Ejemplo 1.7 Sea Uecc la clase de los espacios vectoriales definidos sobre un campo C'y de las transforma-
ciones lineales.

(i) Para X € Get la estructura vectorial sobre C permite la referencia a una clase Yece [X] cuyos
miembros son parejas del tipo (+, ), donde

+: X xX—-X y O x X —-X

son operaciones sujetas a los consabidos axiomas para espacios vectoriales.

(1) Por consiguiente, los Vecc-objetos son parejas (X, (+,-)) en las que X € Gety (+,) € Vece [X], es
decir, son los espacios vectoriales definidos sobre el campo C' o C-espacios vectoriales.

(#ii) Entre dos C-espacios vectoriales

A= (X7(+X7'X)) y B= (Y7 (+Y7'Y))
una funcién f: X — Y que preserve la estructura debe ser tal que
flxi+xz2) = f(z1)+y f(z2), Ve, 20 € X
flexx) = cvya, VeeCixe X

Como se sabe por los cursos de Algebra Lineal, tales funciones son las trnsformaciones lineales entre C-
espacios vectoriales. Por lo tanto

Yeco (A, B) = {f € Get(X,Y) : f es una transformacién lineal}

Obsérvese que también en este ejemplo se verifican las propiedades (m;) y (mg) anteriores:
(mq) Para cualesquiera C-espacios vectoriales A, B, C, si

f € Vece (A, B) y g€ Deco (B,C)

entonces

gf € Veco (A,0)

pues se sabe que en tal caso gf es una trnsformacién lineal de A en C.
(m2) Para todo C-espacio vectorial A = (X, (+,)), la funcién

1x: (X7 (+7 )) - (X7 (+7 ))

es una trnsformacion lineal y coincide con 1 4. ]
Observacion 1.2 Para indicar que en una categoria concreta K la funcion f: X — Y es un K-morfismo
de (X,€) en (Y,n) se escribe (f,(&,m)). Cuando la situacion lo amerita se recurre a esta notacién para
dar presicion al lenguaje. Cuando no hay lugar a equivocos en cuanto al saber de qué K-estructuras estdn
revestidos X yY para que f sea un K-morfismo, se omite el empleo de la notacion (f,(&,n)) y el K-morfismo
se denota simplemente por f.

El par de ejemplos anteriores aclara suficientemente la definicién formal del concepto de categoria concreta
que es como sigue:

Definicién 1.7 Una categoria concreta K es una coleccion que consta de:

(i) Clases K [X], para todo X € Get, cuyos miembros se denominan K-estructuras del conjunto X.

(#7) Objetos que son parejas A = (X, ) en las que X € Get es el conjunto subyacente de Ay ¢ € K [X]
es una K-estructura subyacente de A.

(737) Conjuntos de morfismos del tipo

K (A,B) C 6et(X,Y) x{(&n)}
que para cualesquiera K-objetos A = (X&), B = (Y,n), C = (Z,() satisfacen las condiciones:

(m1) (£.(&,m) € K (A, B) y (9. (n,C)) € K (B, 3 = (9/,(§¢) € K(A,C)
( 2) (1x, (&, 5)) € K (A, A) y coincide con 14.
Si(f,(&,m) € K(A,B), entonces f € Get (X,Y) es la funcién subyacente del K-morfismo (f, (£,7)).
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Observacién 1.3 Fs facil ver que la definicion anterior implica que una categoria concreta es, ante todo,
una categoria.

Observacién 1.4 La clase de K-estructuras de X puede ser vacia. V. gr.: Si en el ejemplo anterior tomamos
C =R, entonces a un conjunto X tal que

I<#(X) <o
“le queda grande” la estructura de R-espacio vectorial y no puede revestirse con ella; o sea que es

Yeco [X] =g



Capitulo 2

Funtores y Concreciones

La idea de morfismo entre objetos de una categoria puede hacerse extensiva a “morfismos entre categorias”
mediante la introduccién del concepto de funtor, cuyo rol en el desarrollo de la teoria de las categorias ha
sido fundamental.

La idea de un funtor F : & — R de una categoria & en una categoria R permite la doble asociacién
de 3-objetos con R-objetos, por una parte, y de S-morfismos con $-morfismos, por otra parte, a condicién
de que tales correspondencias preserven, por asi decirlo, la estructura categérica; como ésta viene dada en
la definicién misma de categoria, mediante la exigencia de una ley de composicién para los morfismos y
la existencia de morfismos idénticos, entonces un funtor debe preservar ambas nociones. En adelante serd
frecuente recurrir a esta idea; por ello conviene contar con su definicién precisa que es la siguiente.

Definicion 2.1 Sean S y R unas categorias cualesquiera. Un funtor
F: -
es una regla de correspondencia que asocia
(1) a cada $-objeto A un R-objeto F A
(74) a cada S~morfismo f € $ (A, B) un R-morfismo F'f € R (FA, FB)

Esta regla:
[a] preserva composiciones, es decir

(Fg)(Ff)=F(gf): FA— FC

para cualesquiera morfismos f € (A4, B), g € S (B,C);
[b] preserva morfismos idénticos, es decir

Fl,= 1FA,VA e
Definicién 2.2 De acuerdo con (ii), el funtor F induce funciones

F(A,B): %(A,B) — %(FA,FB)
f = Ff

dados cualesquiera S-objetos A y B. Se dice que:

1. F es un funtor fiel cuando toda funcién F(4 p) es inyectiva.
2. F es un funtor pleno si toda funcién F( 4 p) es suprayectiva.

Observacién 2.1 Ndtese que, debido a (i), cualquier funtor F trae aparejada una funcién entre clases:

E 3] — R

19
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Su regla de correspondencia viene dada por
F,.(A) =FAVA €3]

Se dice que F es un funtor repleto cuando la funcién F, es suprayectiva.

Con frecuencia se abusa de la notacién designando a esta funcién simplemente con F. Sin embargo,
no debe perderse de vista que, aunque F, y F' tienen la misma regla de correspondencia, sus dominios y
sus codominios difieren radicalmente pues mintras los de F' son categorias, los de F, solamente son clases.
Cuando se tenga que ser muy preciso en el lenguaje se recurrird a la notacién F.

Algo similar hay que decir de las funciones F(4 p), las cuales por abuso de escritura son designadas
simplemente por F. Este abuso es dispensable cuando no induce confusion alguna, pero cuando se requiere
presicion es preferible cargar la notacién escribiendo F 4 p,).

Ejemplo 2.1 Si K es una categoria concreta, se define

U: K — Get
por
U(X,€) =X, para todo K-objeto (X,§)
Y
U (f.(&m)) = f, para todo K-morfismo (f,(&,m))
Entonces:

[a] Si (f, (&) ¥ (9,(n,¢)) son K-morfismos,

[U (g, (, O U (f, (&m)] = gf =U (9f,(£,4))

es decir, U preserva composiciones.
(0]
U(lx,(&€) =1x = lyxe
es decir, U preserva morfismos idénticos.

U es fiel, porque las funciones
U(A,B) :K(A, B) — Get(X, Y)

es inyectiva para cualesquiera K-objetos A = (X,€), B = (Y, n), porque si

U(fv (5777)) = U(gv (5777))

entonces f = g, de modo que ademads de tener el mismo dominio A y el mismo codominio B, los morfismos
(f,(&,m) v (g,(&n)) también tienen la misma regla de correspondencia; es decir, son iguales. Se hablard de
U como del funtor que olvida.

Ejemplo 2.2 Sean (X,<) y (Y,=) dos conjuntos preordenados (copros) y sean C< y C< las categorias
pequenas inducidas por ellos. Si
Fo: (X, ) = (Y, %)

es cualquier funcidn mondtona, entonces tiene sentido definir una doble regla de asociacion, que para todo
C<-objeto x venga dada por
Fz =F,(x)

y (aprovechando la monotonia de F,) para cualquier C<-morfismo (x1,x2), mediante
F<1’1,SE2> = <F1’1,F362>

Haciéndolo ast y teniendo presente la ley de composicion para los morfismos de estas categorias, resulta que:
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[a] Si{(x1,22) € C< (x1,22) ¥ (w2, x3) € C< (x2,23), entonces
F ({(xo,x3) (x1,22)) = F (x1,23) = (Fay, Fas) (Fx1, Fag) = F (x9,23) o F (21, x2)

lo cual significa que F' preserva composiciones.
[b] Para todo = € X (= |C<]), se tiene

Fl, =F{(zx,z) = (Fz,Fx) = 1p,

esto es que F' preserva identidades.
sto demuestra que cualquier funcién mondétona entre los copros (X, <) y (Y, =) induce un funtor entre
las categorfas C< y C<.
Reciprocamente, si
F: CS — Cj

es un funtor y x; < x, entonces
<CE‘1,ZL‘2> S CS (CE‘l,ZL‘Q)

por lo que debe ser
F<ZL‘1,ZL‘2> S Cj (FCL’l,FfL‘z) = {<FCL‘1,FCL‘2>}

Consecuentemente, este conjunto no puede ser vacio, por lo que su tnico elemento (Fz1, Fxs) debe existir,
lo cual sucede si, y sélo si, es
F:Ul ‘_< FSUQ

es decir si, y sélo si, es monétona la funcién
Fo: (X, )= (V,2)

inducida por F'.
Quiere decir que con las funciones mondtonas entre los copros (X, <) y (Y, =) quedan agotados los

funtores entre las categorfas C< y C<. v

Ejemplo 2.3 Sean G = (X, (xx,ex)) y H = (Y, (xy,ey)) unos grupos arbitrarios, y sean Cq y Cy las
categorias pequenas inducida por ellos. Si

F: (X, (+x,ex)) = (Y, (+y, ev))
es un homomorfismo de grupos, entonces puede considerarse definida una regla de correspondencia
Flog,06) : Ca (Oa,0q) — Cu (On,0x) ,YOq € |Cq| (= {Og})

Para compatibilizar esto con la nocion de funtor, hay que definir

F, :|Cq| — |CH|
del 1iinico modo posible, es decir, haciendo

F.(Og) =On
de manera que queda definida una doble asociacion

F:Cq—Cqg

que es

FOG = OH,VOG € {OG}

Fz =F(x),Yx € Cq (Og, Og)

Entonces:
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[a] Puesto que las composiciones entre los morfismos de estas categorias estdn definidas mediante las
operaciones de los grupos, y teniendo en cuenta que entre ellos F' es un homomorfismo, para cualesquiera

x1, %2 € Cg (Oa, Og)
se tiene
F(I’Q 0561) = F(I’l *x 1’2) = F(xl) Xy F(SCQ) = F(xg) OF(I’l)

lo cual significa que F' preserva composiciones.
[b] Se sabe que bajo homomorfismos de grupos, elementos neutros van en elementos neutros; en conse-
cuencia

FlOG = F(ex) = ey = 1OH = 1FOG

esto es, F' preserva identidades.
Esto demuestra que cualquier funcién mondétona entre los grupos Gy H induce un funtor entre las
categorias Cg y Cy.
Reciprocamente, si
F:Cqo—Cqh

es un funtor y 1, z2 son elementos cualesquiera de G, entonces
F(xyxx 29) = F(xz90x) = F(x3) 0 F(x1) = F (1) *y F (22)
pues F' preserva composiciones. Como tabién preserva identidades, entonces
F(ex)=Flos = lros = lo, = ey

Esto significa que F' es un homomorfismo.
Quiere decir que con los homomorfismos entre los grupos G y H quedan agotados los funtores entre las

categorias Cq y Ch. %

Ya se dijo que los funtores son esencialmente los morfismos entre las categorias. Entonces, resulta natural
preguntarse cémo son sus identidades y cudl es su ley de composicién.

Definicién 2.3 Si R es una categoria, entonces el funtor identidad en R
1;}3 R—-R

se define como

IRA=AVAER y 1pf=fVfeR(ADB)

Hay que asegurarse de que este “funtor” lo sea realmente y que se comporte como una auténtica identidad,
todo lo cual se comprueba facilmente.

Definicién 2.4 Si
F:3—R y G:R-op

son unos funtores cualesquiera, entonces el funtor composicion
GF:$—p
se define como
(GFYA=G(FA),VAeS Yy (GF) f =G (Ff),Vf € 3(A,B)

Hay que ver que GF es efectivamente un funtor.
[a] Sean
fesSAB) v geS(B0)

entonces, puesto que tanto F' como G preservan composiciones, se tiene

(GF)gf =G (Fygf) =G (Fgo Ff)=G(Fg)oG(Ff) =(GF)go (GF) f
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Por lo tanto, también GF preserva composiciones.
[b] Puesto que tanto F' como G preservan identidades, para cualquier A €  se tiene:

(GF)1a =G (F1a) = Glpa = 1gra) = Ligr)a

Por lo tanto, también GF preserva identidades.
Esto es la comprobacién de que el funtor GF es, efectivamente, un funtor.

Observacién 2.2 Sean
F: - R y G:R-op
unos funtores cualesquiera; para dos -objetos A, B considérese la composicion

G(Fa,FB)
-

(GF)oup : S(A,B) "“2 R (FA, FB) 0 (GFA,GFB)

Puesto que (GF) 4 p)-

(i) es inyectiva al serlo tanto F(4 p) como G(ra,rB), ¥
(4i) es suprayectiva al serlo tanto F( 4,5y como G(pa rp),
resulta que GF serd fiel si F'y GG son fieles, y GF' serd pleno, si son plenos F'y G.

Ejercicio 2.1 Probar que la composicion entre funtores es asociativa.

Definicién 2.5 Sean & y R unas categorias arbitrarias y F : I — R un funtor entre ellas. Se dice que F

es un isomorfismo si existe un funtor
F7L:R-Q

tal que
F'F=1g y FFl'l=1y
En tal caso se hablard de F~' como de un funtor inverso de F.

Se empleard la el signo = al referirse a la isomorfia entre las categorias; asi, para indicar que &y R son

categorias isomorfas se escribird
JI=R

y para indicar que F es un isomorfismo entre ellas se escribird

Ejercicio 2.2 Probar que =2 es una relacion de equivalencia.

Proposicién 2.1 Sean & y R unas categorias arbitrarias y F : & — R un funtor entre ellas. Son equiva-
lentes:

(a) F es un isomorfismo.
(b) F es fiel, es pleno, y la funcién
Fo S = R

es biyectiva.
Demostracion. (a) = (b) Sean A y B dos S-objetos cualesquiera y supéngase que para dos S-morfismos

f1, f2 € S(A,B)
es

Foa,p) (f1) = Fa,p) (f2)

Puesto que las reglas de correspondencia de la funcién F 4,y y del funtor F' coinciden, la igualdad anterior
implica que
Ffi=Ff>
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Por (a) existe un funtor F~! inverso de F; aplicandolo a la igualdad anterior, resulta
fi=F'Fh=F'Ffh=f

Esto significa que la funcién F 4 p) es inyectiva; o sea que F' es un funtor fiel.
Por otra parte, si se escoge cualquier $-morfismo

gEeR(FAFB)

entonces el -morfismo
FlgeS(F'FA FT'FB) =S(A,B)

es tal que
Fap (Flg)=FF g=g

lo cual significa que la funcién F(4 p) es suprayectiva; por lo tanto F' es un funtor pleno.
En cuanto a la funcién F, tenemos que:
(-) Si para A;, As € || se tiene
Fi (A1) = Fi (A2)

entonces, al coincidir entre si las reglas de correspondencia de la funcién Fy y del funtor F, resulta
FA =FA,

y por lo tanto
Ay =F'FA =F 'FAy = A,

Esto significa que la funcién F es inyectiva.
() Si B € |R|, entonces el S-morfismo F~!B es tal que

F.(F'B)=FF 'B=B

es decir, la funcién F es suprayectiva.
Por lo tanto, F, es una biyeccién entre las clases S| v |R].
(b) = (a) Al ser biyectiva la funcién F; : |S| — |R|, se puede definir una funcién

Gt [R] = [S]

Ccomo
G, =(F)"!

Empleando esta regla de correspondencia en la construccién de un funtor
G:R-S

resulta
GFA=AVYAeY y FGB=B,VBeR

En cuanto a los morfismos, si

geR(U,V)
entonces, debido a la biyectividad de Fj, existen dos S-objetos A y B tales que
F.(A)=U 'y F.(B)=V

de manera que
gER(FA FB)

Por la plenitud de Fexiste un morfismo f € (A, B) tal que

Faap (f)=g

24
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Debido a la fidelidad de F', este S-morfismo f es dnico. En vista de lo anterior, y recordando que la regla de
correspondencia de F' para f coincide con la de la funcién F4 gy, cabe pensar a f como al inico S-morfismo
tal que

Ff=g

Consecuentemente, escogiendo este S-morfismo, resulta bien definida una funcién
G(U,V) . §R (U, V) — % (GU, GV)
si es
G(U,V) (9)=1f

Empleando estas funciones definase la regla que permite a G asociaciar a cada R-morfismo g un S-morfismo
Gy, haciendo

Gg=f

Entonces
FGg=F(Gg)=Ff=g

Anslogamente

GFf=G(Ff)=Gg=f
Claramente, en G ha quedado construido un funtor que es inverso del funtor F'; debido a esto, F' es un

isomorfismo.
V]

Definicién 2.6 Sea H una categoria arbitraria. Se dice que H es concretable si existen, una categoria
concreta K y un isomorfismo

Proposicion 2.2 Sea 'H una categoria arbitraria. Son equivalentes:

(a) H es concretable.
(b) Existe un funtor fiel
' H— Get

Demostracion. (a) = (b) Por hipétesis existe un isomorfismo H £ K; seguin la proposicién anterior, F' es
un funtor fiel.
Otro funtor fiel es el funtor que olvida
U: K — Get

Entonces también es fiel el funtor compuesto
r:H-5 K5 set
(b) = (a) Suponiendo que existe un funtor fiel
' H— Get

constriyase la coleccién K del modo que sigue:
(¢) Para todo conjunto X, definase la clase

K[X]={AcH:TA=X}
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(7) Definase la clase |K| como

|K| ={(TA,A): AeH}

(ti1) Para cualesquiera dos elementos (I'4, A) , (I'B, B) de la clase | K|, definase un conjunto X ((I'A, A) , (I'B, B))
como

K((PA7A) ) (FB7B)) = {(Ff7 (A7 B)) 1 f € H(A7 B)}

Entonces:
(mq) Para cualesquiera dos elementos

(T'f.(A,B)) e K((T'A,A),(I'B,B)) vy (I'9.(B,C)) e K((I'B,B),(I'C,C))
la composicién
(Tg, (B, C)) ('f, (A, B)) = (T'gL'f, (A, C))

arroja un elemento del conjunto K ((T'A, A),(I'C,(C)), pues por ser I' un funtor, es T'gl'f = T'gf, y gf €
H(A,C).
(mg) Para cualquier elemento (I'A, A) de la clase |K]|, la pareja

(1ra, (A, 4))

resulta un elemento del conjunto K ((T'A, A), (T'A, A)), pues por ser I" un funtor, es Ipq = T'l4, v 14 €
H (A, A). Ademss

(1ra, (A, 4)) (Th, (B, A)) = (T1aT'h, (B, A)) = (T (14h) , (B, A)) = (I'h, (B, A))

(T'f, (A, B)) (Ira, (4, A)) = (UfT14, (A, B)) = (I'(f14), (A, B)) = (I'f, (A, B))

O sea que
(Ira, (A, A)) = 1ra,a

Esto demuestra que K es una categoria concreta.
Ahora definase
F.-H—-K

mediante

FA=(TA,A),VAcH

Se puede tener la seguridad de que estas reglas estdan bien definidas, porque vienen dadas en términos de T,
que tiene reglas bien definidas. Ademas:
[a] Cualesquiera que sean los H-morfismos f € H(A,B) y g € H (B, (), se tiene que

F(gf) =T (9f), (A C) =Ty, (B,C))(Tf, (A, B)) = (Fg) (Ff)

esto es: F' preserva composiciones.
[b] Para cualquier H-objeto A es

Fla=(T14,(A,A) =1ran =1ra

y esto significa que F' preserva identidades.
Esto es prueba de que F' es un funtor.
Por otra parte, si para dos H-objeto A1, As sucede que

FA =FA,

entonces seran

(TA1, A1) = (T Az, Ag)
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y, puesto que esta igualdad se da componente a componente, resulta
A=A,

Esto significa que la funcién
F. M - K|

es inyectiva.
F, también es suprayectiva, porque si se escoge cualquier K-objeto

(T4, A) € |K]
entonces, es obvio que el H-objeto A es tal que
FA=(TAA)

Consecuentemente, F' es un funtor repleto.
Por otro lado, obsérvese que la funcién

Fap) : H(A,B) — K(FA,FB)
es suprayectiva, cualesquiera que sean los H-objetos A y B. En efecto, puesto que
K(FA FB)=K((I'AA),(I'B,B)) ={(I'f,(A,B)) : f € H(A,B)}

entonces, para
(T'f,(A,B)) € K(FA,FB)

(escogido arbitrariamente) el H-morfismo f es tal que

Fp (f) =Ff=(Tf,(4,B))

en conformidad con la definicién que se ha dado de F'. Luego, F' es un funtor pleno.
Finalmente, si

fi, f2 € H(A, B)

son tales que
Fap) (f1) = Fa,p) (f2)

entonces
(th (A7 B)) = (Pf27 (A7 B))
y
Lfi=Tf
Por la fidelidad de I', esto implica que
Ji=f2

Luego, también F' es un funtor fiel.

Por lo tanto, F' es un isomorfismo y H ha resultado concretable, como se queria demostrar.
[v]

Definicién 2.7 Sea H una categoria arbitraria. Si

I':H— Get

es un funtor fiel, entonces la categoria concreta K construida a lo largo de la demostracion anterior recibe
el nombre de concrecion de 'H inducida por T



CAPITULO 2. FUNTORES Y CONCRECIONES 28

Observacion 2.3 Corolario 2.1 Nétese que durante la demostracion de la concretabilidad de 'H, la hipdte-
sis de la fidelidad de T' sélo se requirid para asegqurar la fidelidad del funtor F' que se fue construyendo. Por
lo tanto, si R es cualquier categoria y se puede definir un funtor

I': R — Get
entonces existen, una categoria concreta K y un funtor
F:R—-K
pleno y repleto.
[v]

Ejemplo 2.5 Considérese el funtor
lget : Get — Get

Evidentemente, 1s.¢ es un funtor fiel. Aplicando el resultado de la proposicion anterior resulta que la categoria
Get es concretable.

Denotando mediante Get a la concrecién de Get inducida por 1g., resulta que Get es la categoria concreta
tal que:
(1) Para todo conjunto X,

Get[X] ={A€ Get: lguA=X}={X}
|Get| = {(1seeX, X) : X € Get} = {(X,X): X € Get}
(iii) Para cualesquiera dos elementos (X, X),(Y,Y) de la clase |Set|,
@((X,X) ’ (Y7Y)) = {(162ff7 (X7 Y)) : f € 62{(X,Y)} = {(fv (Xv Y)) : f € Get (X7 Y)}
[v]
Ejemplo 2.6 Considerese la categoria Set!® de los conjuntos variables y de las funciones variables.

Puesto que para todo conjunto variable X = (Xo, ¢, X1) es ¢ un subconjunto del producto cartesiano
Xy x X1, se puede definir
I Geti®H  Set

para todo (Xo, ¢, X1), como
' (Xo, 0, X1) = 0 U [X1 — ¢ (Xo)]

y para toda funcién variable

f = (anfl) € Get{al} ((X()?‘anl) ’ (Y07wayl))

Lf:pU[Xs —¢(Xo)] = UY — ¢ (Yo)]

la funcién definida por

L f (zo, ¢ (z0)) = (fo (z0), f1 (¢ (x0))), si (zo, ¢ (z0)) € ¢

Lf(z1) = fi(z1),si 21 € X1 — ¢ (Xo)

Entonces:
[a] Para cualesquiera

(va fl) € 6et{071} ((Xov ¢7X1) ’ (Y()?w?Yl)) y (90791) € Get{OJ} ((va’l/}v Yi) ’ (Z()v C? Zl))
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y para cualesquier (zo, ¢ (z0)) € ¢ y 1 € X1 — ¢ (X0), se tiene:

' [(90, 91) (fo, f1)] (zo, ¢ (z0)) = T (gofo,91f1) (w0, (2o
= (90fo (o), 91f1 (¥ (0)
= T'(g0,91) (fo (o), f1 (¥ (70)))
= T'(g0,91) [I' (fo, f1) (w0, ¥ (w0))]
= [['(g0,90)] [I' (fo, f1)] (z0, ¢ (x0))

)
)

)
0

I'[(g0,91) (fo, f)l (1) = T (gofo,g1f1) (1)
= gi1f1(z1)
= T'(g0,91) (f1(21))
= T'(g0,91) [T (fo, f1) (w1)]
= [['(g0,90)] [T (fo, f1)] (1)

lo que significa que I" preserva composiciones.
[b] Para cualquier conjunto variable X = (Xo,, X1) y para cualesquier (zo, ¢ (%9)) € ¢ y #1 € X1 —
© (Xo), se tiene:

I'l(xp,0.x0) (osp (20)) = T'(1x,,1x,) (%o, ¥ (20))
(1x, (%0), 1x, (¥ (w0)))
(20, ¢ (20))

Loux, —e(x0)] (o, ¢ (20))
= Ip(xo,e.x1) (o, ¢ (70))

Mlixpx) (1) = T(lxg,1x,) (z1)

= lx, (1) =m
Loux —p(xo)] (1)
= lp(xg,e,x1) (71)

o sea que I' también preserva identidades.
Por otra parte, si

(an fl) ) (fé’ f{) € 6€t{071} ((X()?()O?Xl) ) (Y()?'(/}?Yl))

son tales que
I'(fo, f1) =T (f5. 1) e (k)

entonces

(fo (o), f1 (¢ (20))) = (fo (z0) , fi (¢ (z0))) VY (0, (20)) € ¢
fo (CL‘()) = f(/) (CE‘()) VCE‘O (S Xo

Esto significa que son iguales las funciones fy y f{. En cuanto a f y a f], la igualdad de las parejas también
implica que son iguales sus segundas componentes, de manera que

J1 lo(xo)= 1 le(xo)

Finalmente, si 21 € X7 — ¢ (X)), entonces la igualdad (s ) implica que

fi (@) = fi (z1)

Esto junto con la igualdad anterior hacen la prueba de que también son iguales las funciones fi y fi. Es
decir, ademds de tener iguales sus dominios e iguales sus codominios, las funciones fo, f§ v fi, f] tienen
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respectivamente iguales sus reglas de correspondencia. Luego, (fo, f1) = (f§, f1). Esto demuestra que la
funcién

Tixy) : GetlOM (Xo, 0, X1), (Yo, 1, Y1) — Get (9 U[X1 — ¢ (Xo)], 9 U [Y1 — ¢ (Y0)))

es inyectiva. Por lo tanto, I" es un funtor fiel y Set!® es concretable.

Denotando por Set!® a la concrecion correspondiente, tenemos:
(1) Para todo conjunto X,

Get01 [x] = {A € GetlOl 74 = X}
(i)
‘6&{0’1}‘ - {(rA,A) A€ 6et{0’1}}
(id3)
et (14, 4),(TB, B) = {(Tf,(4,B)) : f € Get!*") (4, B)}

[v]

Obsérvese que para ningtin conjunto X es vacia la clase Get{®} [X], pues al menos contiene a ((), ¢, X)
V]

Ejemplo 2.7 Sea A = (X, <) cualquier conjunto preordenado y sea C la categoria inducida por A. Segin se
ha visto en el capitulo anterior, la clase de objetos de C es X. Definase

I':C— Get
como
F'a={a},Vae X
[ (a,b) = f € Get({a},{b})
Entonces:

[a] Cualesquiera que sean los C-morfismos (a,b) y (b, c), se tiene que
T ((b,¢) o (a,b) = (a.c) = h € Get ({a},{c})
Por otra parte, si
['(a,b) = f €Get({a},{b}) v T'(bc)=g€Set({b},{c})

entonces
[T (b, ) [I' (a, )] = gf € Get({a},{c})

Como sélo hay una funcién de {a} en {c}, entonces gf = h, por lo que
L' ((b,c) o (a, b)) = [[' (b, 0)] [I' {a, b)]

es decir, I' preserva composiciones.
[b] Cualquiera que sea a € X,
r <a7a> = 1{a} = 1rq

lo que significa que I" también preserva identidades. Por lo tanto, I' es un funtor de C en Get.
Sean a,b € X cualesquiera y considérese la funcién

L) : C(a,b) — Get({a}, {b})

Hay que analizar dos posibles casos:
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12 a £ b; entonces C (a, b) es vacio, por lo que es vélida la implicacién
u UEC(G b) u#vérab)( )#P(ab ( )

2% a < b; entonces C (a,b) = {(a,b)} y I'(q) es inyectiva.

Esto demuestra que I' es un funtor fiel. Por lo tanto, C es concretable.
Denotando por C a la concrecién de C, se tiene:

(¢) Para cualquier conjunto YV’

ClY]={aeX:Ta=Y}={a€ X:{a} =Y}

IC| ={(Ta,a) :a € X} ={({a},a) :a € X}

&, C(a,b) =92
(({a},a), ({b} b)) = { {(ta} 5 v} (@1) } siClad) £ 2 ”

Ejemplo 2.8 Sean, G = (X, (x,¢€)) un grupo arbitrario y Cg la categoria inducida por G. Sea
T: CG — Get

dado por
ro=Xx

y para cualquier g € Cg (O, O)
Tg=hy € Get (X, X)

donde
hg(x) =x*g, VeelX

FEntonces:

[a] Para cualesquiera
91€Cc(0,0) vy g2€Cc(0,0)

y para cualquier x € X se tiene
I(g2og1)(x) = T(g1%g2)(x )—hgl*gz( ) =z * (g1 % g2)

(% g1) * ga = hg, (7% g1) = hy, (hy, (7))
= Tga(hg, (z) = ng (Tg1 (x ) [ngFgl] (x)

Esto significa la preservacién de composiciones por parte de T
[b] Para cualquier z € X se tiene

Tl (z) =Te(x) =he(x) =xxe=2=1x () = 1ro (x)

lo cual significa la preservacién de identidades por parte de I'.
Por otro lado, considerando la funcién

T'0,0):Cc(0,0) — Get(X, X)

y escogiendo
91792€CG(070)7 91#92

entonces
hg, (e) = e* g1 = g1 # g2 = € * g2 = hy, ()

31
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Por lo tanto, también
g1 # Lgo

Esto demuestra que I" es un funtor fiel; consecuentemente, C¢ es concretable.
Denotando por Cg a la concrecién de Cg, se tiene que:
(1) Para cualquier conjunto Y

{0},siY =X

@[Y]:{Aec(;:m:y}:{ 08y £X

}@| ={(TA4,4): AeCs}={(X,0)}

Cc ((X,0),(X,0) ={(Tg,(0,0)) : g € Cc (0,0)} = {hy : g € X} ”

Ejemplo 2.9 Sea

Pot : Get — Set

tal que, para todo X € Get,
PotX = 2%

donde 2% denota al conjunto de subconjuntos de X. En tanto, para toda f € Get(X,Y),
Potf =2/ € Get (2%,2")

se define, para todo A € 2% por
2/ (4) = f(4)

donde f (A) denota a la imagen de A bajo f; es decir:
fA)y={f(a)eY :aec A}

[a] Si
feGet(X,)Y) y g€ Get(Y, 2)

entonces
Potgf = 297

es tal que para cualquier A € 2%
297 (A) = gf (A) = g (f (4)) =27 (f (4)) = 27 (27 (A)) = 2927 (A4)

Por lo tanto, Pot preserva composiciones.
[b] Para cualquier conjunto X se tiene que

21X (A) =1x (A) = A,¥A € 2%

es decir
21X = 1,x

Por lo tanto, Pot preserva identidades.
Por otra parte, fijando dos conjuntos cualesquiera X y Y, considérese la funcion

Pot(x,y) : Get (X,Y) — &et (2¥,27)

Si se toman f, f' € Get (X,Y), f # f/, entonces existe z € X tal f(x) # f’ (z); consecuentemente:

2/ ({2}) = f ({=}) = {f @)} #{F @)} = /' ({a}) = 27" ({=})

32
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Esto significa que Pot(y y) es inyectiva; por lo tanto, Pot es un funtor fiel e induce una concrecién et de
Get. Se tiene:
(¢) Para todo conjunto X

Get[X] = {A € Get: 2% = X}

[Set| = {(24,4) : A e &t}

Set ((24,4), (2%, B)) = {(2/,(A,B)) : f € &et(A, B)}
[v]

Observacién 2.4 Aunque las concreciones Get y Set son categorias isomorfas (pues ambas son isomorfas
a Get y; de acuerdo al sequndo ejercicio, = es una relacion de equivalencia), existen sin embargo diferencias
notables entre una y otra: En Get, la clase de estructuras de cualquier conjunto X nunca es vacia (porque

consta de X ), en tanto que en Set son vacias las clases de estructuras de los conjuntos que no son potencia
de ningin conjunto. Esto es desconcertante; uno esperaria que, sin importar cudl sea el funtor fiel al que se
recurra, las concreciones obtenenidas deberian de ser esencialmente “idénticas”. Al no estar ocurriendo ast,
conviene extremar cuidados con el lenguaje. Los nombres que se estdn empleando sugieren tomar por concreta
a una categoria de la que se haya probado su concretabilidad; pero esta observacion advierte lo riesgoso que
puede ser proceder de ese modo. Sdlo cabe tomar por concreta a una categoria concretable cuando se esté
sequro de que todas sus concreciones conducen esencialmente a una misma categoria concreta.

Ejercicio 2.3 En conformidad con la observacion anterior, scabe tomar por concretas a las categorias pe-
querias inducidas por copros o por grupos?

2.1. Una categoria que no es concretable

La parte que ahora inicia exhibe un ejemplo de una categoria que no es concretable. Su construccién
requiere los conceptos y resultados que siguen.

Definicién 2.8 Una subcategoria de una categoria R es una categoria @ tal que:

(1) Todo g-objeto es un R-objeto.
(++) Todo gp-morfismo es un R-morfismo.
(") Para p-morfismos cualesquiera, f, g, h, la igualdad

h=gf
ocurre en @ si, y sélo si, ocurre en R.

Lema 2.1 Sean, R una categoria y
F:R— Get

un funtor, arbitrarios. Si F' es fiel, entonces existe una subcategoria de Get que es isomorfa a R.

Demostracion. Considérese la coleccién S que consta de dos clases: |S| y F.

La clase
S| ={FA:AeR}

Los miembros de la clase F son funciones del tipo
Ff:FA—FB ,donde feR(A B)

1. Si ahora se definen
d:F—|S] y c:F—|S
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mediante
d(Ff)y=FA vy c(Ff)=FB
si es
feR(A,B)
entonces la cuarteta
(18], F,d,c)
es una digréfica.
2.
() Sean

FfelS|(FA,FB) vy FgelS|(FB,FC)
Entonces, la composicién entre funciones permite la referencia a un elemento
FgoFfe|S|(FA FB)
(#7) La existencia del -morfismo identidad 14, para todo A € R, permite la referencia a un elemento
Fly € |S|(FAFA)

dado cualquier FA € |S|.
Esto significa que la digréfica (|.S|, F,d, c) constituye un sistema deductivo.
3. Sea = la relacién en F definida, para cualesquiera

FfFf c¢F
mediante

Ff=Ff
si, y sélo si,

d(Ff)=d(Ff), c(Ff)=c(Ff)
y
Ff(a)=Ff (a),Va € d(Ff)

Entonces:

(731) Dados
Ffe S(FA FB) y FgeS(FB,FC)

debido a las propiedades funtoriales de F se tiene:

FlpoFf=F(lpf) = Ff

FgoFlp =F(glg)=Fyg

Puesto que éstas son igualdades entre funciones, implican que

d(FlgoFf)=d(Ff) , c(FlgoFf)=c(Ff)

d(FgoFlp)=d(Fg) , c(FgoFlg)=c(Fg)
y ademds que
(FlgoFf)(a)=Ff(a),YVae FA 'y (FgoF1p)(b) = Fg(b),¥vbe FB

Por lo tanto
FlgoFf=Ff y FgoFlg=Fg
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(iv) Puesto que la composicién entre funciones es asociativa, para
FfeS(FAFB) Fge S(FB,FC) FheS(FC,FD)
se tiene
Fho(FgoFf)=(FhoFg)oFf
Como ésta es una igualdad entre funciones, implica:
Fho(FgoFf)=(FhoFg)oFf
Esto demuestra que la cuarteta
S= (5], F,d,c)

es una categoria.

Puesto que la ley de composicién que rige en S es la composicién ordinaria entre funciones, es claro que
si para S-morfismos F'f, F'g, F'h sucede en Set la igualdad

Fh=FgoFf

entonces esta igualdad también sucede en S. Por lo tanto, se satisfacen (-),(--), (") de la definicién anterior;
es decir, S es una subcategoria de Get.
Ahora definase

G:R—>S

mediante

GA=FANAeR vy Gf=FfVfeR

Puesto que se estd definiendo en términos de F', G hereda las propiedades que lo convierten en funtor. En
efecto:
[a] G preserva composiciones, porque para

feR(A B) y g€ R(B,C)

se tiene
G(gf) =F(g9f) = FgFf = GgGf
[b] G preserva identidades, porque para cualquier A € R se tiene

GlAZFlAleAzlGA

Ademas se pueden definir,

haciendo
G'FA=AVFAc|S|

y
G 'Ff=fVFfeF

que, debido a la fidelidad de F, es una regla bien definida. Es facil comprobar que G~ preserva composiciones

e identidades, con lo que el lema queda demostrado.
[v]

Corolario 2.2 Toda categoria concreta es isomorfa a una subcategoria de Set.
Demostracion. En efecto: Se ha visto que si K es concreta, es fiel el funtor que olvida

U: K — Get

por lo que aplica el lema anterior.
[v]
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Definicién 2.9 (a) Sean, R una categoria y Ay, As dos R-objetos, arbitrarios. Un (A1, As)-abanico es
cualquier par de R-morfismos (f1, f2) cuyos codominios sean Ay y A, respectivamente, y que comparten a
algin R-objeto A como dominio comin; es decir, un (A1, As)-abanico es cualquier diagrama del tipo

Ay Ay
N /!
A
(b) Dos (A1, As)-abanicos (f1, f2) y (f1, f4) son equivalentes si cualesquiera que sean

g; E%(Ai,B),Z'G {1,2}

los diagramas

B B
g/ N\ 92 g1/ N\ 92
Ay Ag Y Ay Ag
J1\\ P i\ at
A A

son simultaneamente conmutativos ¢ son simultaneamente no conmutativos.

Definicién 2.10 Sea R cualquier categoria. Se dice que R satisface la condicion de Isbell si para
cualquier par de R-objetos A1, Az existe un conjunto M4, a,) de (A1, Az)-abanicos tal que todo (A1, Az)-
abanico es equivalente a exactamente un elemento de M4, a,)-

En adelante, los simbolos N y N denotarén a los conjuntos
N={1,2,3,..} vy N={0,1,2,..}

Ejercicio 2.4 Para el conjunto N considérese el preorden usual < y para el conjunto N considérese el
preorden =X definido mediante la divisibilidad

m=n&m|n
Demuestre que las categorias pequenas inducidas por los copros
(M) v (N3
satisfacen la condicion de Isbell.

Ejercicio 2.5 Un monoide es una pareja (X, (x,€)) en la que X es un conjunto, x es una operacion binaria
asociativa en X y e € X es un elemento neutro bajo la operacion .

(a) Demuestre que, del mismo modo en que un grupo G induce una categoria Cg, también un monoide
M induce una categoria Cyy.
(b) Demuestre que las categorias pequenias inducidas por los monoides

(N(+0) v @(x1)
satisfacen la condicién de Isbell.

Proposicién 2.3 Get satisface la condicion de Isbell.
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Demostracion. Sean A, Ay € Get, arbitrarios. Para cada relacion p € Pot (A; x Ay) sean p, y g, las
proyecciones
P P - A ap P — A
(a1,a2) — @ Y (a1,a2) = a2
Entonces (pp, gp) es un (A;, Az)-abanico. Considérese el conjunto

M, 4,) = {(pp,ap) : p € Pot (A1 x As)}

y supéngase que (f1, f2) es un (A;, As)-abanico. Siendo A el dominio comin de f; y fa, obsérvese que a
(f1, f2) puede asocidrsele el conjunto

01 fa) = {(f1(a), f2(a)):a€ A} € Pot (A x As)
Entonces .
(f1, f2) ~ <p9<f1,f2>’q9<f1,f2>> € Ma,,40)
En efecto, dado cualquier par g; € Get(A;, B), i € {1,2}, tenemos

g1fi(a) = g2f2(a) © qipp ;. ;) (fr(a), f2(a)) = 9245, ;. (f1(a), f2(a))

Esto prueba que Z\Z A1,A,) contiene al menos un elemento equivalente a cualquier (A;, Az)-abanico dado. Por

el Axioma de Eleccién existe un subconjunto M4, 4,) de J\7( A1,Az) con la propiedad que exige la condicién

de Isbell. V]

Corolario 2.3 Toda subcategoria S de Get satisface la condicion de Isbell.

Demostracion. En efecto, cualquier par de (A;, Ag)-abanicos en S que sean no equivalentes son (A, As)-
abanicos en Get no equivalentes. Debido a la proposicién anterior, tales abanicos no pueden constituir una

clase propia. Por lo tanto, S también satisface la condicién de Isbell. ]

Proposicién 2.4 Sean R y ¢ categorias arbitrarias. Si R = p y p satisface la condicion de Isbell, entonces
R también la satisface.

Demostracion. Sea F : p =2 R y sean Ay, Ay € R; entonces existen P, P, € p tales que FFP, = A;
y FPy = A,. Por hipétesis, en o existe un conjunto M(p, p,y de (P, P;)-abanicos que contiene un tinico
(Py, Py)-abanico equivalente a cualquier (P;, P»)-abanico dado. Sea

Mpp, rpy) = {(Fe1, Fps) : (p1,92) € M(p, Py}
entonces M(pp, pp,) s un conjunto de (A, Az)-abanicos, y si (f1, f2) es un (A;, Az)-abanico arbitrario,
existe un (P, Py)-abanico (g1,g2) tal que Fg; = f;, ¢ € {1,2}, debido a que F es un isomorfismo. Pero
(91, 92) ~ (1, 2), para algin abanico (¢1,¢,) € M(p,,p,), de modo que

R R
hy N\ h2 hy / N\ h2
P o B < P O B
g1 "™\ /" 92 1™\ /2
Q Q'
Pero debido a la fidelidad de F' y a que F' preserva composiciones, se tiene que
R R
hy / N\ he hi / N he
Py O Py Py O Py
91"\ /92 ZIN /" Pa
Q Q’
) )
FR FR
Fhy / N\ Fhy Fhy / \ Fhs
FP1 O FP2 FPl O FP2
Fgi ™\ /" Fga Fe, /" Foy
FQ FQ’
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Por lo tanto

FR FR
Fhy /~ . Fho Fhy /~ . Fho
Ay O Ay & A @) Ay
JEAN /" fa For ™\ /" Fog
FQ FQ'

De aqui que (fy1, f2) ~ (Fpq, F,). Esto prueba que también R satisface la condicién de Isbell. ]

Corolario 2.4 Toda categoria concreta satisface la condicion de Isbell.

Demostracion. Si K es una categorfa concreta, entonces existe una subcategoria de Get, S, con la cual
K es isomorfa. Debido al corolario anterior, S satisface la condicién de Isbell; y debido a la proposicién
precedente, K también la satisface. ]

Ejercicio 2.6 Sean: C una clase propia, a,b,c tres elementos que no pertenezcan a C, R la coleccion que
consta de dos clases, una de las cuales es

IRl =Cx{pu{a}ul x {c}
en tanto que la otra clase es la union de los conjuntos que se construyen a continuacion:

%(X X)=1x,VX e &,

R(a,(a,b)) = @ =R((a,0),a);

R((@,b),(8,5) = 2 = R (@), (8,)) ,Yer, B € L, # B
8‘3(( ) a)—{fa} VaGC;

§R(( ),( ,b)) = @Vaﬁe[:

%(( ) ( a, ))_{gafavh fa} (gafa?éh fa) Vae[:;
R((0,5), (8. ) = 1gsfa = hofa} Vo, B €C,a # 8.

Probar que 8‘% es una categoria.

Obsérvese que la construccién de la categoria R del ejercicio precedente impide que se satisfaga la condi-
cion de Isbell.

En efecto, esta construcciéon no permite la existencia de un conjunto M, ) que cumpla la condicién, ya
que para cada o € C existe un (a, a)-abanico que no es equivalente a ningtin otro, pues de acuerdo con la
definicién de R, todo (a, a)-abanico es una pareja de la forma (fa, fa), con « € C; pero si a # o/, entonces,
de acuerdo con la construccién de los morfimos, se tienen dos cuadrados

(a,b) (a',b)
f o N f a f o/ N f a’
a a a a
Jo "\ ar Ja ™\ S ha
(a,c) (a,c)
el primero de los cuales no es conmutativo en tanto que el segundo si lo es. Esto significa que (fa, fo) »
(fars far). En consecuencia, la familia M, 4y de (a, a)-abanicos es exactamente tan numerosa como C, que es
una clase propia, y por lo tanto no constituye un conjunto.
Aplicando el resultado del corolario anterior, R es ejemplo de una categoria que no es concretable. ]
Observaciéon 2.5 Ademds de necesaria, la condicion de Isbell también es suficiente para garantizar la conc-

retabilidad de una categoria. Este es un problema que permanecié abierto cerca de diez anios y fue resuelto
por Peter Freyd en 1973.1

Observacién 2.6 Otro ejemplo de categoria que no es concretable es Topy. También se debe a Freyd la
prueba de su no concretabilidad.?

LP.J.Freyd: Concreteness. J.Pure Appl. Algebra 3 (1973) 171-191.
2 Symposia Mathematica IV (INDAM Rome 1968-9), Academic Press, London, New York 1970, pp. 431-456.



Capitulo 3

Estructuras Iniciales

En lo que sigue, I denotard una familia de indices arbitraria.

Definicién 3.1 Sea R una categoria arbitraria. Una fuente en R o R-fuente es una pareja (A, (fi);) en
la que A es un R-objeto arbitrario y (f;); es una clase arbitraria de R-morfismos f; € R (A, A;), i € I. En
tal caso, A recibe el nombre de dominio de la fuente, la clase (A;); de R-objetos es el codominio de la
fuente y cada morfismo f; es una flecha de la fuente. Notaciones alternativas que también se empleardn
al referirse a las fuentes son:

(A24), v (frA—a,
Con frecuencia se consideraran fuentes en Get
(f i X — Xz) I

y se supondrd que cada miembro X; de su codominio puede K-estructurarse segin una categoria concreta
arbitraria /. Ahora bien, con su codominio ya K-estructurado la fuente deja de ser propiamente una Get-
fuente; tampoco podré considerdrsela una K-fuente a menos que se muestre una K-estructura para X que
haga de cada una de las flechas un K-morfismo. Esta es precisamente la finalidad al considerar esta situacién:
dar lugar al hallazgo y escrutinio de K-estructuras para X que hagan de cada flecha de la fuente un K-
morfismo. Un abuso en la notacién permite extender el vocablo fuente para abarcar con él a estas “fuentes
hibridas”, indicando en cada caso de qué categoria concreta son objetos los miembros de su codominio.

Ejemplo 3.1 Si (X, (fi);) es una fuente cuyo codominio es una familia (X;,7;); de espacios topoldgicos,
entonces la topologia para X generada por

y={f"U):U;er;,Viel}
es una Top-estructura para X que hace de cada f; una funcion continua.
En efecto, sea i € I y sea 7 la topologia generada por ~y; entonces
Ueri=fi'(UyeyCr

Por lo tanto, f; : (X,7) — (X;,7;) es continua.
La topologia anterior es la topologia débil' para X correspondiente a (f;); y a (1;);.

Definicién 3.2 Sea X un conjunto arbitrario. Si I = (X, (fi);) es una fuente cuyo codominio es una
familia (B;); de K-objetos B; = (X;,§;) de una categoria concreta K, entonces una K-estructura inicial
para X con respecto a la fuente F es una estructura § € K [X] tal que si B = (X, &) entonces:

ITambién llamada inicial

39
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(Z) fi GK(BwBi)? Viel.
(13) Si A = (W,w) es un K-objetoy f: W — X es una funcién tal que
fif e K(AB;),Viel

entonces f € K (A, B).
Cuando £ es una K-estructura inicial para X con respecto a F, se habla de F como de una K-fuente
inicial.

Ejercicio 3.1 Demuestre que las condiciones (i) y (ii) de la definicion anterior pueden sintetizarse en una
sola:

Para cada K-objeto A = (W,w) y cada funcién f: W — X
f GK(A%B) <:>f1f GK(A,Bi),V’iE I

Ejercicio 3.2 Sea I = (X, (fi);) una fuente cuyo codominio es una familia (X;,7;); de espacios topoldgicos.
Probar que la topologia débil para X correspondiente a (fi); y a (7;); es una Top-estructura inicial para X
con respecto a la fuente [ .

Ejemplo 3.2 Debido al ejercicio anterior, la topologia débil para X correspondiente a (fi); y a (7;); es una
Top-estructura inicial para X con respecto a la fuente

F=(fi: X —(Xs,7));
Ejemplo 3.3 Si Get es la concrecion de Set inducida por el funtor 1. y
F=(fi:X—(X;,X;));
es una fuente de codominio en Get, entonces X es una Get-estructura inicial para X con respecto a F .

En efecto, X € Get[X] ysi B=(X,X)y B; = (X;,X;), Vi € I, entonces:
(i) Como para cada i € I, f; € Get(X, X;), entonces

leetfi € Get ((lgee X, X), (LsetXs, Xi)), Vi € 1
es decir L
fi € Get(B,B;),Viel

(1) Si A= (W,W)y f: W — X es tal que para cada i € I, f;f € Get (A, B;), entonces [por el solo
hecho de ser f € Get (W, X)), f € Get(A, B).

Definicién 3.3 (a) Sea R una categoria arbitraria. Una R-fuente F = (B, (fi);) es una R-monofuente si
toda vez que para un R-objeto A cualquiera se tengan morfismos

h,k e R(A, B)
tales que fih = fik, Vi € I, resulta que h = k.

(b) Si F = (B, f) es una R-monofuente con una sola flecha f, entonces f recibe el nombre de R-
monomorfismo.

(c) Si K es concreta y F = ((X,€),(fi);) es una K-fuente, se dice que F separa puntos si para
cualesquiera puntos distintos del dominio de F existe al menos un K-morfismo en la clase (f;); que los
aplica en puntos distintos del miembro correspondiente del codominio de F; en simbolos:

v#a' = fi(x)# fi(x'), paicl

Como se verd a continuacién, en una categoria concreta las fuentes que separan puntos constituyen una
parte (algunas veces propia) de las monofuentes.
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Proposicion 3.1 Si K es concreta y F = ((X,€),(fi);) es una K-fuente que separa puntos, entonces I es
monofuente.

Demostracion. Hay que probar que para
h,k € K((W,w),(X,£))

se tiene

h#k= fih# fik,pa.icl
Pero si h # k, entonces h (w) # k (w), p.a. w € W; como F separa puntos, existe i € I tal que
fih (w) # fik (w)

que es a lo que se querfa llegar. ]

Ejemplo 3.4 Como se sabe, los espacios topoldgicos pueden clasificarse segin la posibilidad que haya en ellos
de separar puntos y conjuntos de acuerdo con los llamados axiomas de separacién. Fn ellos se establecen
propiedades que dan lugar a categorias concretas cuyos objetos son espacios topoldgicos con tales propiedades
y cuyos morfismos son funciones continuas. Como ejemplo considérese la categoria de los espacios de
Hausdorff y de las funciones continuas que se denota por Ts.

Se sabe que 7 € T4 [X] si, y s6lo si, para cualesquiera puntos distintos z, 2’ € X existen U, U’ € 7 tales
quezeU, 2 el yUnU' =@.

Proposicién 3.2 Si
r=(xn 5 om),
es una monofuente de funciones continuas y 7; € T2 [X;], Vi € I, entonces T € Ta [X].

Demostracion. Por hipétesis, para
hk: (W,w) — (X,7)

continuas vale la implicacién siguiente:
h#k= fih+# fik,pa.i€l
Sean z,2' € X, x # 2/, y para W = {w} y w = {{w}, @} definanse
hk: (W,w)— (X,7)

como
h(w)y=2 y k(w)=41

Por ser constantes ambas funciones son continuas y son distintas porque x # z’; en consecuencia existe i € T
tal que f; (x) # f; (2'). Para esa i escéjanse U, U’ € 7; ajenos y tales que

file)eU vy fi(a)el
Entonces f; " (U) y f;* (U’) son abiertos ajenos en 7 y
zefiH(U) vy effHU).

Esto prueba que también 7 € T3 [X]. ]
Como corolario de este resultado se pueden extraer condiciones suficientes para la existencia de Tso-

estructuras iniciales.

Corolario 3.1 Sean, X un conjunto y I = (X, (fi);) una fuente cuyo codominio es una familia (X;,7;);
de espacios de Hausdorff. Si F es una fuente que separa puntos, entonces a X se lo puede revestir con una
T2 -estructura inicial respecto de la fuente F .
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Demostracion. Sea T la topologia débil para X correspondiente a (f;); v a (7;);. Entonces F se convierte
en una fuente de funciones continuas que es monofuente porque separa puntos. Como ademds 7; € Tq [X],
Vi € I, entonces, debido a la proposicién anterior, 7 es una Ta-estructura para X. Ademds, si (W,w) € Ta y
f: W — X es una funcion tal que f;f es continua, Vi € I, entonces también f : (W,w) — (X, 7) es continua
porque (W,w) € Top y 7, por el ejercicio anterior, es una Top-estructura inicial para X correspondiente a
F . Por lo tanto, 7 es una Tg-estructura inicial para X. V]
Proposicién 3.3 Sea = ((X,7),(fi);) una fuente de funciones continuas y supdngase que T es una
Ts-estructura inicial para X con respecto a F . Entonces F es monofuente.

Demostracion. Sean
hk: (W,w) — (X,7)

funciones continuas tales que
fih= fik,Viel

Considérese el espacio de Sierpinski (S, ), donde S = {s1,s2} y 0 = {S,{s1},2} y para w € W arbitraria
pero fija, definase
fuw:(8,0) = (X,7)

por

fuw (51) = h(w)

fuw (s2) =k (w)
Entonces cada composicién f; f,, es continua porque es constante para toda ¢ € I. Debido a la inicialidad de
F, también f,, es continua. Pero entonces h (w) y k (w) no pueden ser distintos ya que, como (X, 7) es de

Hausdorff, si fuesen distintos existirfan abiertos ajenos U y V en X tales que h(w) € U y k(w) € V; pero
entonces, debido a la continuidad de f,,

{si}=/f"U) vy {s2}=f" (V)

serfan abiertos en (9, 0), lo que es falso. Este argumento vale para toda w € W; en consecuencia, h = k vy,
por lo tanto, F es monofuente. %

Corolario 3.2 Toda T2-fuente inicial es monofuente.(,)

Definicién 3.4 Sea R cualquier categoria; un morfismo f € R (A, B) es un R-isomorfismo si existe g €
R (B, A) tal que
9f=1a y fg=1s

Proposicién 3.4 Sea K una categoria concreta y sean (X, &) y (Y,n) K-objetos arbitrarios. Entonces son
equivalentes:

(a) f:(X,¢&) — (Y,n) es un K-isomorfismo
(b) f: X — Y es una funcién biyectiva tal que

FEK((X.8).(Y,m) vy [THeK((Y.n).(X,€)

Demostracion. (a) = (b) De acuerdo con la definicién existe g € K ((Y,n),(X,§)) tal que gf = I(x¢) y
fg9 = 1(y,y; en consecuencia, gf = 1x y fg = ly, lo cual significa que f : X — Y es una funcién invertible y
por lo tanto biyectiva. Ademds, f es un K-morfismo porque es K-isomorfismo, y como, por su parte, g = f "
entonces tenemos que

FeK((X,9),(Y,n) v [eK((Y.n),(X,)
(b) = (a) Es claro que f y f~! son K-morfismos tales que
i =lxe v [ =1y

Por lo tanto, f: (X,£) — (Y,n) es un K-isomorfismo como se querfa demostrar. ]
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Ejemplo 3.5 Si f: X — Y es una funcidn biyectiva, entonces
[ (X X) = (YY)
es un Set-isomorfismo.

Ejemplo 3.6 Los Top-isomorfismos son los homeomorfismos.

Proposicién 3.5 Sean, K una categoria concreta y F = <X 4, (v, 77)) una K -fuente con una sola flecha f
que es biyectiva. Entonces, son equivalentes:

(a) f:(X,€) — (Y,n) es un K-isomorfismo.
(b) £ es inicial para X con respecto a F .
Demostracion. (a) = (b) Por (a)
f(X.8) = (Y,m)
es un K-morfismo porque es un K-isomorfismo. Por otra parte, si (W,w) es un K-objetoy h: W — X es

una funcién tal que
fhe K((W,w),(Y,n))

entonces, también resulta un K-morfismo la composicién

R = (FH ) h=h: (Ww) — (X,6)

con lo cual queda probado que £ es inicial para X con respecto a f .
(b) = (a) Por hipétesis, f : X — Y es una funcién biyectiva; por (b)

f(X,8) = (Yyn)

es un K-morfismo. Finalmente, puesto que la funcién f~!:Y — X es tal que

ffil =ly EK((Yvn)a(Yan))

resulta, debido a la inicialidad de £, que también

fTHe K((Yon), (X,9)

Esto prueba que f es un K-isomorfismo, como se queria demostrar. ]
La proposicién que sigue permitird un giro en el lenguaje al refirirse a las estructuras iniciales; ya no se
dird, por ejemplo, que £ es una estructura inicial con respecto a la fuente F sino la estructura inicial con

respecto a esa fuente, pues lo que establecera es precisamente la unicidad de la inicialidad de &.

Proposicién 3.6 a) Si F = ((X,€),(fi);) es una K-fuente inicial y h : (X,£') — (X,€) es un K-
isomorfismo, entonces la fuente F' = ((X, 5’) ,(fih);) también es una K-fuente inicial.

b) Si
F=(xofme) v or=(xe b))

son K-fuentes iniciales, entonces existe un K-isomorfismo h : (X , E') — (X,¢) tal que fih = f;, Viel.

Demostracion. a) Sea (W,w) un K-objeto arbitrario y supéngase que f : W — X es una funcién tal que
(fih) f es un K-morfismo, Vi € I. Entonces hf es una funcién tal que f; (hf) es un K-morfismo, Vi € I,
de modo que, debido a la inicialidad de F, hf resulta K-morfismo. Como ademds h es un K-isomorfismo
entonces, debido al resultado establecido en la proposicién anterior, también &’ es inicial para X con respecto
a la fuente cuya unica flecha es h y, por lo tanto, también f es un K-morfismo, que es a lo que se queria
llegar.

b) Si

h=1x:(X,¢) = (X,¢)
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entonces, como F’ es una K-fuente, resulta que
filx = fi : (X, &) — (X5,€)
es un K-morfismo, Vi € I, de modo que, por la inicialidad de F,
Lx € K ((X.€),(X,)
Anslogamente, como F es una K-fuente, resulta que
Filxt = fi (X,6) = (X3, )
es un K-morfismo, Vi € I, de modo que, por la inicialidad de F’,

1y € K((X,6),(X,¢))

1
(x¢) 2 (X9
fi™\ O i
(X4,€5)

Por lo tanto, 1x es un K-isomorfismo. ]
Se sabe que en Top la topologia débil para X es una (y, por el resultado anterior, es la) Top-estructura
inicial con relacién a cierta fuente f. El nombre de débil le viene a consecuencia de ser la menos fina de
las topologias para X que hace de cada flecha de F una funcién continua. El nombre de inicial en una
K-estructura obedece a razones andlogas: es la “més chica” de las K-estructuras para X que hace de cada
flecha de F un K-morfismo. Desde luego, se requiere establecer una jerarquia entre las K-estructuras de X
que dé sentido a tal afirmacién. En Top, 7 es menos fina que 7 si 7 C 7/, lo cual es equivalente a pedir que

1X : (X7Tl) - (X7T)
sea continua. Esta condicién es susceptible de generalizacién a cualquier categoria concreta.

Definicién 3.5 Sea K una categoria concreta arbitraria y sean 0,£ € K [X] cualesquiera. Se dice que 6 es
menos fina que & o que £ es mds fina que 0 si

Ix : (X,€) — (X,0)
es un K -morfismo. Para indicar que § es mds fina que 0 se escribe & <k 0.
Ejemplo 3.7 De acuerdo con lo anterior, si 7,7 € Top [X] entonces

T <gpreTCT

Ejemplo 3.8 Para el ejemplo que sigue se introduce una nueva categoria concreta; es la categoria de las
grdficas dirigidas y de las funciones compatibles: Gra.

(1) La clase de &ra-estructuras para cada conjunto X es la familia de relaciones binarias en X:
Gra[X]={a|aC X x X}

(#7) Los ®ta-objetos, llamados graficas dirigidas son, por supuesto, las parejas del tipo (X, ), con
a € Gra[X]. En tal caso, los elementos de X se llaman vértices de la grafica y los de « flechas de la
misma.

(7ii) Dados A = (X,a) y B = (Y, ) en &ra, los morfismos de A en B son las funciones que son
compatibles con a y £, i.e.

Gra (A, B)={f € Get(X,Y) | (z1,22) €Ea= (f (z1), f (z2)) € B}



CAPITULO 3. ESTRUCTURAS INICIALES 45

Es fécil ver que se satisfacen las condiciones (my) y (mg) que definen a una categoria concreta.
En cuanto a la jerarquia entre Stra-estructuras de X tenemos que

a<ew B alp
En efecto, 1x : (X, a) — (X, ) es un Bra-morfismo si, y sélo si,
(z1,22) € @ = (1x (21), 1x (22)) = (z1,22) € B

Proposicion 3.7 Sean, K una categoria concreta y F = ((X,€), (fi);) una K-fuente inicial, cualesquiera.
Entonces & es la menos fina de las K-estructuras para X que hacen de cada f; un K-morfismo.

Demostracion. Supongamos que 6 es otra K-estructura para X que hace de cada f; un K-morfismo.

x0 Y (xo
fi™\ O i

Entonces, la composicién f;1x es un K-morfismo, Vi € I, lo cual, debido a la inicialidad de F, implica que
1x es un K-morfismo, y esto significa precisamente que £ es menos fina que 6. ]

El resultado anterior es til cuando se da uno a la tarea de averiguar si existe una estructura inicial
para X con respecto a una fuente cuyo codominio es una familia de objetos de alguna categoria concreta ya
que entonces basta considerar todas aquellas estructuras para X que hacen de cada flecha de la fuente un
morfismo. Un ejemplo aclarard lo dicho; para ello se presentard otra categoria concreta: Bos es la categoria
de los conjuntos parcialmente ordenados (copos) y de las funciones monétonas.

(7) Pos [X] es la familia de 6rdenes parciales en el conjunto X, es decir, de relaciones binarias en X que
son reflexivas, transitivas y antisimétricas.

(74) En consecuencia, los Pos-objetos, que llamaremos copos, son parejas (X, <) en las que X es un
conjunto y < es un orden parcial en X.

(731) Los Pos-morfismos entre dos copos cualesquiera A = (X,<x)y B = (Y,<y) son las funciones
mondétonas, es decir,

Pos (A, B) ={f € Get(X,Y):z <x 2’ = [ (z) <y f()}

Los axiomas (m1) y (ms2) que definen a una categoria concreta se comprueban fécilmente.
Ahora considérese una fuente

r=(x®ms),

y preguntese acerca de la existencia de un orden parcial para X que sea inicial con relacién a F .

De acuerdo con la proposicién anterior, si tal orden existe debe ser el menos fino de los érdenes parciales
para X que hacen de cada f; una funcién monétona. Esta condicién sugiere cémo definir tal orden parcial:
Dados cualesquiera z,z’ € X,

=31’ e fi(x) < fia),Viel

Entonces, =< resulta reflexivo y transitivo, como se verifica fdcilmente, y la antisimetria viene a ser el
parteaguas en la solucién del problema porque:

1. Si < es antisimétrico, entonces es el orden parcial buscado.

2. Si < no es antisimétrico, entonces el orden parcial buscado no existe.

Demostracion: 1. Por la definicién de < estd claro que

fi o (X, 2) — (Y5, <)
es mondtona, para toda ¢ € I. Por otra parte, sean (T, <) un copo y h: T'— X una funcién tales que toda

composicién
fih: (T, <) — (Yi, <4)
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es mondtona. Entonces ¢ < ¢’ implica
fi(h(@®) <i fi(h(¥)),Viel
lo cual, de acuerdo con la definicién de =, es equivalente a escribir h (t) = h (t'). Luego,
h:(T,<)— (X,=X)

es mondétona, que es lo que habia que demostrar para sostener que = es una JPos-estructura inicial para X
con relacién a f .

2. Supongamos que pese a no ser antisimétrico < existiese, sin embargo, una Pos-estructura inicial <
para X con relacién a f . Siendo asi, se probard que < es menos fina que <.

Sean xg, z( € X tales que zg < z{, y definamos un orden < en X como sigue:

Obsérvese que zo < . Entonces, la composicién

(X, <) 2% (x,<) L5 (v, <))

es monotona para toda i € I, yaque siz < 2’ y:

i) x =, entonces f; (z) = filx (z) = filx (2') = fi (2'); . fi(x) < fi ('), Vi el

ii) x = z9 y &' = z{, entonces x < z’ lo cual, de acuerdo con la definicién de =, implica que también
fi(z) <i fi(a'),Vie L

Pero < es inicial para X con relacién a F; luego,

1x: (X7 g) - (X7 S)

es mondtona, de modo que, como zo < xj, entonces xo < xj. Si ademds de zp <z, se tuviera que también
x =X xo, un razonamiento andlogo llevarfa a que también xj; < x¢ y, por la antisimetria de <, serfa xy = x;
es decir, = resultaria antisimétricaV. Esto contradirfa el supuesto de que = no es antisimétrica. Luego, falso

o
suponer la existencia de un orden parcial para X que sea inicial con relacién a F . ]



Capitulo 4

Dualidad

En adelante, la notacién R™°" designard a la clase de los morfismos de la categoria %.
1. Sea R cualquier categoria; entonces, la cuarteta

(IR[, R, d, c)
constituye una digrifica. Sea p la coleccién que consta de lo siguiente:
Una clase
ol = IR
Otra clase
pIHOT — éRI’IlOT
Dos funciones d’, ¢’ entre estas clases definidas como
d/ . pmor N |p| Cl : pIHOI' N |p|
fooe et 7 foooe d()

Entonces, es claro que la cuarteta
(|p| , pln01'7 dl7 Cl)

constituye una digréfica.

2.
(i) Sean
pr(A,B) y ng(B,C)
Entonces
A=d (f)y=c(f),B=c(f)=d(f) vy B=d(g)=c(9),C=C(9)=
Puesto que
feR@(f),c(f) v geR(d(g).c(g)

entonces

feR(B,A) v geR(CDB)
por lo que se puede hacer referencia a la R-flecha
forgeR(C,A)

Consecuentemente, si se define
gop f=forg

entonces se tendré la referencia de una p-flecha
goo f €p(4,0)

47
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(ii) Sea A € |pl; entonces,
p(A,A) =R (A A)

por lo que se puede hacer referencia a la R-flecha 14.
Este par de hechos bastan para afirmar que la cuarteta

(lpl, o™, d', )

constituye un sistema deductivo.
3. Por tratarse de una categoria, en R™°" estd definida una congruencia =g; puesto que toda g-prueba
es una R-prueba, puede mirarse a =g como una congruencia entre g-pruebas, definiendo

=, = =
(iii) Sean
fep(AB),gep(B,C),hep(C D)
Entonces
hog (g0p f) = (forg)orh=xn for (gon h) = (hogyg) oy f
Por lo tanto
hog (gop f) =g (hog g) o f
(iv) Si
fep(A,B) vy gep(B0)
entonces
feR(B,A) y g€R(C,B)
y se sabe que
(forlp)=xf v g=x(lpong)
Por lo tanto
(Ipopfl=cf v 9=¢(90,1B)
Esto demuestra que la cuarteta
(lpl, o™, d', )
constituye una categoria, para la cual se empleard la notacién J°P.
R°P es la categoria dual de la categoria 3.

vl

Ejemplo 4.1 La categoria dual, Set’”, a la categoria de los conjuntos tiene como objetos a todos los con-
juntos y como conjunto de morfismos entre dos conjuntos X y Y arbitrarios a

Get?”? (X,Y) = Get (Y, X)
Es decir, un Get’”-morfismo de X en'Y es una funcién deY en X.

Ejercicio 4.1 Sea C la categoria pequena cuya clase de objetos es el conjunto subyacente X del conjunto
preordenado (X, <). Probar que C°P también es una categoria pequenia inducida por un conjunto preordenado.

Ejercicio 4.2 Sea G = (X,-,e) un grupo cualquiera y sea Cg la categoria con un sélo objeto O y cuyo

congunto de morfismos es X. Probar que también CZ es una categoria pequena inducida por un grupo
G = (X, *,e).



CAPITULO 4. DUALIDAD 49

Observacién 4.1 Fl hecho de que tanto los objetos como los morfismos de una categoria son objetos y
morfismos en la categoria dual', y que la composicion de cualesquiera dos de sus morfismos se traduce
en otra composicion (la composicion dual) en la categoria dual conlleva repercusiones tedricas de caracter
profundo porque hace factible duplicar el contenido tedrico de la teoria tanto a nivel proposicional como a
nivel conceptual. Para entender como es esto posible, supéngase que A es una afirmacion que tiene sentido
en cualquier categoria; si con A (R) denotamos la afirmacion A en R, entonces A (R°P) es una afirmacion
con sentido en R°P que puede interpretarse como otra afirmacion en R (la afirmacion dual) que se denotard
como “°A(R) para distinguirla de A (R).

Asi, si A define un concepto en cualquier categorfa, entonces A (R°P), que es la definicién de tal concepto
en R°P, define otro concepto (el concepto dual o “co-concepto”) en R. Mds atin, si A fuese una proposicién
cuya validez ha sido demostrada en cualquier categoria, entonces A (R°P) es una proposicién verdadera que
conserva su caracter de verdad atin leida como “co-proposiciéon” en .

Se ilustrard lo dicho con unos ejemplos:

Ejemplo 4.2 La definicion de monomorfismo dada en puede reescribirse de la manera siguiente:

A : Un monomorfismo es un morfismo f : A — B tal que para todo par de morfismos h,k: A’ — A se
tiene que
fh=fk=h=k

Entonces, A (R) es la definicién de $-monomorfismo. R-escribdmosla:
A(R) : Un R-monomorfismo es un R-morfismo f € R (A, B) tal que para todo par de R-morfismos
h,k e R(A', A) se tiene que
foh=fok=h=k

Ansglogamente, A (R°P) define monomorfismo en R°P; si se quiere R°P-escribirla sélo hay que “elevar a la
op” algunas “letras” del parrafo anterior:

A(R°P) : Un R°P-monomorfismo es un R°P-morfismo f € R°P (A4, B) tal que para todo par de R°P-
morfismos h, k € R°P (A’, A) se tiene que

foPh=fo®Pk=>h=k

Llega el toque final: Leer a A (R°P?) como codefinicién del coconcepto de monomorfismo en R; co-
escribamosla:

©A(R) : Un R-comonomorfismo es un f-morfismo f € R (B, A) tal que para todo par de R-morfismos
h,k € (A, A’) se tiene que

hof=kof=h=k

Por razones técnicas y lingiifsticas se ha creido idéneo elegir el prefijo epi para sustituirlo por los prefijos
co 'y mono al referirse a este tipo de morfismos. El procedimiento anterior ha conducido a ellos y ahora se
puede dar su definicién precisa:

B : Un epimorfismo es un morfismo f : A — B tal que para todo par de morfismos h,k : B — B’ se

tiene que
hf=kf=h=k

Es fécil comprobar que la aplicacién del proceso anterior a la afirmacién B llevaria de regreso a A.
Ahora se demostrard que la siguiente proposicién P es verdadera en toda categoria.

. f g
P:Si A= By B = C son monomorfismos, entonces g o f es monomorfismo.

hok
Dem. Sean A’ — A morfismos tales que

(gofloh=(gof)ok

Entonces

go(foh)=go(fok),

LY viceversa: (R°P)°P = R.
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de donde foh = f ok por ser g un monomorfismo. Como f también lo es, de la tltima igualdad se sigue
que h = k. Por lo tanto, g o f es monomorfismo.

La proposicién P referida a una categoria R arbitraria dice:

PM®R):SifeR(A B)ygeR(B,C) son f-monomorfismos, entonces g o f es f-monomorfismo.

Referida a la categoria dual dice:

P(RP):SifeRP (A B)yg e RP (B, ) son R°P-monomorfismos, entonces go°® f es R°P-monomorfismo.

P (R°P) es particularmente verdadera en R°P porque la verdad de P estd demostrada en general; vale para
cualquier categoria. S6lo que ahora, por la relacién entre R°P y R, se la puede releer como una afirmacién
(verdadera) referente a f-morfismos que dice otra cosa:

CPMR):Si feR(B,A)ygeR(C,B) son R-comonomorfismos, entonces f o g es R-comonomorfismo.

Bien traducida, esta “nueva” proposicién puede quedar asf:

Q:Si A ENy; y B % C son epimorfismos, entonces g o f es epimorfismo. »
Para quedar en punto de formular un Principio de Dualidad sélo resta hacer la advertencia de que no

serd formulado con todo el rigor de que es susceptible; aunque sugerente, la formulacién que aqui se ofrezca
serd informal e imprecisa. Mayor precisiéon exige una aplicacién metddica de la légica formal que, quien se
interese, podrd hallarla en el libro de Mac Lane “Categories for the Working Mathematician” (Springer-
Verlag, Berlin-Heidelberg-New York 1971).

PRINCIPIO DE DUALIDAD

L Para todo concepto T concerniente a cualquier categoria R, el concepto dual o coconcepto (°°1) se
obtiene “aplicando” 1 a la categoria dual R°P y leyendo lo enunciado con referencia a R.

II. Para toda proposicion verdadera P sobre categorias, la proposicidn dual o coproposicion (°°P), que se
obtiene sustituyendo en P todo concepto por el coconcepto correspondiente, también es verdadera.

Los ejemplos anteriores ya han dado idea del uso que se hard de este principio. Desde luego, en adelante
se omitirdn los detalles del proceso de dualizar limitdndose a dar nombres (cuando haya que darlos) a
los coconceptos obtenidos y a dejar enunciadas las coproposiciones anteponiéndoles siempre el prefijo .
Para ilustrar este breve modo de proceder, a continuacién se presenta otra proposicién referente también a
monomorfismos.

Proposicién 4.1 Sea R una categoria arbitraria y sean f € R(A,B) y g € R(B,C). Si gf es un R-
monomorfismo, entonces también lo es f.

Demostracion. Sean h,k € R (A’, A) tales que fh = fk. Entonces

(9f)h=g(fh) =g (fk) = (9f)k
y como ¢gf es monomorfismo, entonces h = k. Por lo tanto, f también es monomorﬁsmo.[ |
c©Proposicién. Sea § una categoria arbitraria y sean f € R(A,B) y g € R(B,C). Si gf es un R-
epimorfismo, entonces también lo es g. vl
Definicién 4.1 En wuna categoria arbitraria un morfismo que sea simulténeamente monomorfismo y epi-

morfismo se llama bimorfismo.

Obsérvese que el someter esta definicién al proceso de dualizacién en busca del coconcepto correspondiente
conduce de regreso al mismo concepto de bimorfismo. Se trata pues de un concepto autodual.

Tomando en cuenta que los morfismos identidad de J°P son los mismos que los de R, se tiene que también
el concepto de isomorfismo es ejemplo de un concepto autodual. Esta situacién deja puestas las condiciones
de poder mostrar un ejemplo de una proposicién que sea autodual.

Proposiciéon 4.2 En cualquier categoria todo isomorfismo es un bimorfismo.

Demostracion. Sea f € R (A, B) un isomorfismo; entonces existe g € R (B, A) tal que

gf=1a vy fg=1p



CAPITULO 4. DUALIDAD 51

Sean
hl h2
A=A y B=B
ks ko

morfismos tales que
fhi=fki 'y haf =kof

entonces

(gf)hr=(g9f)kr vy ha(fg)=ka(f9)

de modo que
hl = kl y h2 = k2

Esto significa que f es monomorfismo y es epimorfismo. Por lo tanto, f es un bimorﬁsmo.[

Ejercicio 4.3 Demuestre que en Get:

a) f es inyectiva si, y sélo si, f es un monomorfismo.

b) f es suprayectiva si, y sélo si, f es un epimorfismo.

De acuerdo al ejercicio anterior, en Get los conceptos categéricos de monomorfismo y epimorfismo coin-
ciden con los de funcién inyectiva y funcién suprayectiva, respectivamente. Como entre aquéllos se da una
dualidad mutua, hay quienes presentan a éstos ultimos como reciprocamente duales, cosa que ya no es del
todo cierta.

En Get las ideas de inyectividad y suprayectividad tienen una conotacién muy precisa; pensemos en la
primera: aplicar elementos distintos de un conjunto en otro conjunto de modo que se consiga la inmersién
del primero en el segundo. {Y qué nocién se antojaria proponer como dual de esta idea? ...jPues, quién sabe!
Intuyendo lo que ha de ser dualidad, acaso pudiera ocurrirse algo, menos proponer la suprayectividad como
nocién dual. Y lo propio acontece si pensamos en ésta tltima.

Y es que a la idea de dualidad le ocurre lo que ya presumia Platén que acaecia a toda idea: mientras
se mantiene inscrita al orbe al que pertenece, goza de una perfeccién impecable, pero a medida que tiende
a concretarse su perfeccion se diluye, sus componentes mutan y la idea de dualidad asume deformaciones
tedricamente muy interesantes dentro de cada categoria especifica.

Pese a esto, no deja de dar la gana de pensar a lo inyectivo como “dual deformado” de lo suprayectivo, no
sélo en Get, sino incluso hacer extensivo este pensamiento y concebir a los morfismos inyectivos y suprayec-
tivos como nociones reciprocamente duales dentro de toda categoria concreta. Sostenerse en este tenor puede
parecer necio pero da la pauta para que pueda hacer un uso un tanto diferente del Principio de Dualidad,
pues a partir de una afirmacién que, sin tener sentido en toda categoria si lo tenga para una clase especial
de éstas como son las categorias concretas, se puede, aplicando el Principio, conjeturar una afirmacién que
sea “cast dual” de la inicial.

Después se comprobard que la categoria dual de una categoria concreta también es concreta; por ahora se
supondra cierto tal resultado. Ya se demostré que en toda categoria concreta una fuente que separa puntos
es monofuente. Un caso particular de este resultado se tiene cuando la fuente consta de una sola flecha;
si la fuente separa puntos, tal flecha es un morfismo inyectivo. Por lo tanto, el corolario que se estd
desprendiendo aqui puede enunciarse asi:

C : Todo morfismo inyectivo es un monomorfismo.

Como C s6lo tiene sentido (y es verdadera) en cualquier categorfa concreta, aplicada a una categoria
concreta K es:

C (K) : Todo K-morfismo inyectivo es un K-monomorfismo.

Como (segin se ha supuesto) también K°P es concreta, entonces también es verdadera la afirmacién:

C (K°P) : Todo K°P-morfismo inyectivo es un K °P-monomorfismo.

De lo cual puede sospecharse la verdad de la afirmacién siguiente:

D : Todo morfismo suprayectivo es un epimorfismo.>

2Desde luego, f : (X,€) — (Y,n) es un morfismo suprayectivo si f € K ((X,¢),(Y,n)) y la funcién f : X — Y es
suprayectiva.
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Tratemos de probarla: Sea f € K (A, B) suprayectivo y sean h,k € K (B,B’) tales que hf = kf.
Entonces, dada la suprayectividad de f, para cada elemento y del conjunto subyacente a B existe = en el
conjunto subyacente a A tal que f () = y. En consecuencia

h(y) =h(f () =k(f(2)) =k(y)

Por lo tanto, h = k. vl

De la verdad de una proposicién “casi dual” siempre hay que cerciorarse pues aunque en los mas de los
casos es legitimable, no siempre resulta cierta.

Pero insistase més sobre lo poco conveniente que resulta mirar como duales conceptos cuya significacién
sélo tiene sentido en el d&mbito de las categorias concretas; para tal efecto se redundara un poco respecto de
lo ya comentado arriba y, como ahi, se hablara figuradamente.

Segiin se ha visto, los monomorfismos y los epimorfismos son perfectamente duales en una alta esfera
del pensamiento abstracto y cuando son proyectados sobre la “categoria base” de las categorias concretas
(Get) coinciden con sus morfismos inyectivos y suprayectivos, respectivamente. Cuando, con base en Get,
se forma una categoria concreta K, posiblemente sélo una parte de las funciones inyectivas y suprayectivas
entre los conjuntos subyacentes de los K-objetos sean K-morfismos porque quizd no todas ellas preserven la
K-estructura. Ya se vié que todas aquellas que si la preservan pasan a formar parte de los A-monomorfismos,
si son inyectivas, y de los K-epimorfismos, si son suprayectivas. Denotando por K" y K?;,?lr a las clases de
K-morfismos inyectivos y suprayectivos, y por M v Ek a las clases de K-monomorfismos y K-epimorfismos,
respectivamente, se pueden simbolizar esos resultados escribiendo

K" S Mgy KQU < Eg

Ahora bien, pueden mostrarse ejemplos de categorias concretas para las cuales al menos una de las
contenciones anteriores resulte una contencién propia (se verdn ejemplos). Tomando esto en consideracion,
se ve con algo més de claridad lo complicado que resultarfa insistir sobre la dualidad entre las subclases K. °"
y K, (o entre sus miembros) siendo que en ellas la dualidad efectiva que hay entre My y Ek se encuentra
menguada, quizd estrictamente y, peor ain, quizd en “proporciones” diferentes.

Pero no vaya a pensarse que ya por eso haya que desentenderse de estas subclases de K-morfismos ni
que las haya que hacer a un lado. No; pese a la “casi dualidad” que guardan (o tal vez debido a ella), los
K-morfismos inyectivos y suprayectivos (acompanados de K-estructuras iniciales y coiniciales) constituyen
parte esencial de este estudio.

Una categorfa concreta en la que existen epimorfismos que no son morfismos suprayectivos es $ing,,, la
categorfa de los anillos con elemento unitario y de los homomorfismos anulares que conservan
la unidad.

(i) Para todo X € Get, Rng,, [X] consta de ternas (+,,u) en las que

4, X xX—-X y uelX

estan sujetos a los consabidos axiomas para anillos con uno.
(i1) En consecuencia, parejas del tipo (X, (+,-,u)) en las que X € Gety (+,-,u) € Rng,, [X] son los
MRng, -objetos o anillos con elemento unitario.?
(¢43) Dados dos anillos con uno, A = (X, (+x,-x,ux)) y B = (Y, (+v, v, uy)), una funcién f: X - Y
tal que
f@1+x 22) = f(21) +v f(22)

f(@1-xm2) = f(z1)v f(22)
y flux) = uy

es un Rng,,-morfismo u homomorfismo anular que conserva la unidad.
Los axiomas (m1) y (ms2) que definen a una categoria concreta se verifican facilmente.

3Por brevedad se hablard de “anilos con uno”.
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Considérense ahora los anillos (Z, (+,-,1)) v (Q,(+,-,1)) con sus sumas, productos y unos usuales, y
piénsese en la inclusién ¢ : Z — Q. Es claro que

L e D‘ingu ((Z, (+7 *y 1)) ’ (Q7 (+7 R 1)))

y que no es un morfismo suprayectivo. Es un epimorfismo sin embargo.
En efecto, dados

h7 ke mngu ((Qa (+7 R 1)) ) (X7 (+7 ) 1)))

tales que ht = ke se tiene que, para cualquier n € 7Z,
h(n)=h(c(n)) =he(n) =ke(n) =k (n)) =k (n)

ysin#0

de modo que

() = G e+ G)] = [ G) ] () = 1 ) wom] () =)

Asi,sim,n€Zyn#0

ie.h=k v

Otra categoria concreta en la que hay epimorfismos que no son suprayectivos es la categoria To de los
espacios de Hausdorff y de las funciones continuas.

Para mostrar un ejemplo se requiere de un par de resultados béasicos de topologia general que son los
siguientes.

Proposicién 4.3 Sean, h,k: (X,7) — (Y,0) dos funciones continuas cualesquiera y
A={ze X :h(z)=k(x)}
Si (Y,0) es T2 entonces A es cerrado en (X, ).

Demostracion: Sea x € X — A; entonces h (x) # k(x), y como (Y, 0) es Ta, existen Vi, Vs € o tales que
hz) € Vi, k(z) € Vo y ViNVa = @. Ademds h y k son continuas, de modo que, siendo N2 la familia de
vecindades abiertas de z, se tiene b= (V1) , k=1 (Vo) e N2; .. b=t (V1) Nk~1 (V2) € N2, y como

AW (Vi) Nkt (W) CViy k(R (V) Nk~ (Va)) CVa

entonces h™! (Vi) Nk~ (V5) C X — A; -. X — A € 7; por lo tanto, A es cerrado. vl

Corolario 4.1 Sean h,k : (X,7) — (Y,0) dos funciones continuas tales que h | D = k | D, donde D es
denso en (X, 71); si (Y,0) es Ty entonces h = k.

Demostracion: Como h | D =k | D, entonces D C A (de la proposicién anterior) que es cerrado. Luego,
X=DCA=A *

Por lo tanto, A = X; por lo tanto, h = k. v

4Las barras denotan cerradura.
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Ahora el ejemplo: Considérense los conjuntos Q y R que con sus topologias usuales son espacios de
Hausdorff; témese la inclusion ¢ : Q — R y un par de Ta-morfismos

h,k:R —(Y,0)

tales que ht = k¢. Entonces

h(q) =h((q) =he(q) =ke(q) =Fk(c(q)) =k(q)

para todo q € Q; o sea que Q C A. Como consecuencia del corolario anterior se tiene h = k. Por lo tanto, ¢
es un epimorfismo que, por supuesto, no es suprayectivo.[ |
v

Observacién 4.2 FEn cada uno de los ejemplos anteriores el ejemplo expuesto ha sido un morfismo inyectivo,
por lo tanto, un monomorfismo. Como ambos son epimorfismos y ninguno suprayectivo, ambos son ejemplos
de bimorfismos que no son isomorfismos.

Para el caso de T3 se puede decir més todavia.

Definicién 4.2 En Top y en cualquiera de sus subcategorias, un morfismo es denso si es densa su imagen
en el codominio.

Proposicién 4.4 En Ty todo morfismo denso es un epimorfismo.

Demostracion. Sea
f € T2 ((Xa T) ) (Y7 0))

denso y sean
h,k € T2 ((Y,0),(Y',0"))

tales que hf = kf; entonces, h | f (X) =k | f (X). Debido al corolario anterior, h = k; por lo tanto, f es un
epimorfismo.

La caracterizacién de los epimorfismos en una categoria concreta abre un interesante campo de dificultades
en esta teoria. En el caso de Ts, el reciproco de la proposicién anterior termina de dar la caracterizacién
completa.

Proposicién 4.5 Todo epimorfismo en Tg es un morfismo denso.

Demostracion. Se probara la proposicién contrapuesta, demostrando que si f € T2 ((X,7),(Y,0)) no es
denso entonces f no puede ser epimorfismo. Para ello se construird un espacio de Hausdorff (Z, p) hacia el
cual puedan definirse desde (Y, o) dos funciones continuas distintas pero cuyas composiciones con f sean
iguales.

Para la constuccién de Z hay que empezar fabricando dos copias de Y: Para cada i € {1,2} sean

y considérense las biyecciones
gi: Y
Y
Entonces
O'i:{gi(V):VEO'}
es una topologia para Y; que hace de cada
gi: (Y,0) = (Y;,04)

un homeomorfismo. Para la construccién de Z habrd identificar estas copias de Y pegdndolas sobre la
cerradura de f (X); antes hay que unirlas, considerar las inclusiones

LY, —= YUY,
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y la topologia 1 para Y7 U Y5 definida por
I={UCY,UYs: ;" (U)€0;,Vie{l,2}}

que hace de cada inclusién una funcién continua. No es dificil comprobar que (Y7 U Y2,9) es de Hausdorff.
Sea ~ la relacién de equivalencia en Y7 U Y5 definida por
(1) (y,9) ~ (y,1),Vy € Y,i € {1,2};
(2) (9) ~ (), siy € F(X) e irj € {1,2}.
Sea Z la familia de clases de equivalencia (Y; UY3) / ~ y considérese la aplicacién canénica

p: Y1UYy, — Z
1) — [(y9)]
Entonces _ _
p:{UgZ;pfl (U) @9}
es una topologia para Z que hace de p una funcién continua. Se vera que p € Tq [Z] analizando dos posibles
Casos.

Sean [(u, )], (v, )] € Z,[(u,1)] # [(0,5)]; sea W =¥ = F(X).
(12) u = v; entonces u,v € Wy j # i;

[(w, )] = {(w, )} [(v,;5)] = {(v;5)}

Ademas
(u,i) € g (W) €0i , [(v,5)] € g; (W) € 0

porque W € o; y como
g W)= g W) g W) =2y g; (W) =15 (95 (W), 57 (g (W) =2

entonces g; (W), g; (W) € ¥ (en conformidad con la definicién de ¥). Sean

U={l(y.)]:yeW}t vy V={yj)]:yeW}

entonces

Ademas

por lo tanto, (7,‘7 € py es claro que unv =go.
(22) u # v; entonces para (u,i) y (v,4) existen U;, V; € o; tales que

(w,i)eU; , (v,)) eV, yUNV, =0
Sea k € {1,2}, k # i; entonces
U =g U =2y () =V (Vi) =2

En consecuencia, se tiene que U;, V; € . Para esta k hagase

Ue=A(.k) : (y,)) Ui} vy Ve=A{(y,k):(y,9) € Vi}
También Uy y Vi son abiertos ajenos en ¥ porque

g: (Y—ivo—i)
(y,7)

(Yr,0%)
(y, k)

-
.
es un homeomorfismo y ¢ (U;) = Uy y g (V;) = Vi. Luego

U=U;,0U0,€d 'y V=VUV,€e
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Entonces
(u,)) €U , (v,j) eV yUNV =g

cualquiera que sea el caso (i.e. 7 =i 6 i # j). Sean
U={lz]:z2€U} y V=A{z:2€V}

entonces (7,‘7 €Epy ~ _ o
(wd] €U, [(v,)]eVyUnV =0

porque p~t (U ) =Uyp ! <‘7> =V, como fdcilmente se comprueba.
Hasta aqui la prueba de que (Z, p) es de Hausdorff.
Finalmente, deffnanse para cualesquiera y € Y e i € {1, 2}

hi: (Y,o) —
y —

Entonces _ .
hit (Y,0) 2 (Yi,00) <5 (Y1 UYa, ) B (Z,p), Vi € {1,2}

Por lo tanto, hy y he son funciones continuas. El suponer que f no es denso permite asegurar que hy # ho
ya que entonces existe y € Y — f (X)) para la que

hi(y) = [(y, DI = {(y, D} # {(,2)} = [(4:2)] = h2 (v)

Sin embargo

hif (x) =hi (f (@) = [(f (), D] ={(f (@), 1), (f (2),2)} = [(f (), 2)] = ha (f (2)) = haf (z)

Por consiguiente, f no es un epimorfismo, como se queria demostrar.

En cuanto a los monomorfismos, méas adelante se verd que es posible dar hipétesis adecuadas a fin de
garantizar su coincidencia con los morfismos inyectivos en una amplia familia de categorias concretas.

El cardcter general que poseen las nociones de monomorfismo y epimorfismo en categorias se consigue
abstrayendo las propiedades algebraicas de composicién correspondientes (leyes laterales de cancelacién)
elevandolas al rango abstracto de los morfismos. Siguiendo la misma via es posible dar cabida a otras
nociones de cardcter igualmente abstracto y general y cuya resonancia con las que ya se tienen son de gran
interés tedrico.

Ejercicio 4.4 Demuestre que en Get:

a) f: X — Y es inyectiva si, y sélo si, existe g : ¥ — X tal que gf = 1x.
b) f: X — Y es suprayectiva si, y sélo si, existe g : Y — X tal que fg = ly.

Definicién 4.3 Sea R una categoria arbitraria; entonces, cualquiera de sus morfismos f € R (A, B) es una
R-retraccion si existe otro morfismo g € R (B, A) tal que fg = 15.

“Definicién. En una categoria ® un morfismo f € R (A, B) es una R-corretraccidén si existe otro
morfismo g € R (B, A) tal que gf = 14.

Nota: Las corretracciones se llaman secciones.

Proposicién 4.6 Si K es una categoria concreta, entonces toda K-retraccion es un morfismo suprayectivo.
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Demostracion. Sea [ : (X,€) — (Y,n) una K-retraccién. Entonces, f es un K-morfismo y existe otro,
g:(Y,n) — (X,§) tal que fg = 1(y,;. En consecuencia, f: X — Y es una funcién para la cual existe otra,
g:Y — X, tal que fg = 1y. Por (b) del ejercicio anterior, f es suprayectiva como habia que demostrar. v

La proposicién casi dual

“Proposicién. En una categoria concreta K, toda K-seccién es un morfismo inyectivo

también es verdadera y se prueba similarmente.

Estos resultados, sumados a la informacién reunida con respecto a las relaciones entre inyectividad y
monomorfia, suprayectividad y epimorfia, ya hablan sobre la no coincidencia entre retracciones y epimorfis-
mos ni entre secciones y monomorfismos. De hecho, retomando una notacién anteriormente introducida y
denotando como Sk y Ri a las clases de secciones y retracciones de una categorfa concreta K, se tiene

SKCK?SMCMK y RKCKI‘H(H.CEK

=Xspa

Esto trae a colacién que en una categoria concreta toda seccién es un monomorfismo y toda retraccién
un epimorfismo, lo cual sugiere proponer un resultado més general:

Proposicién 4.7 En cualquier categoria R toda seccion es un monomorfismo.

Demostracion. Sea f € R (A, B) una seccién arbitraria y sean h,k € R (A’, A) tales que fh = fk. Por
definicién de seccién, existe otro morfismo g € R (B, A) tal que gf = 14; en consecuencia

h=14h=(gf)h=g(fh) =g (fk) = (9f) k = 1ak =k
Por lo tanto, f es un monomorfismo.

v
“Proposicién. En cualquier categoria R toda retraccién es un epimorﬁsmo.[ |
v

Ejercicio 4.5 Sean, R una categoria y f : A — B un R-morfismo, arbitrarios. Probar que son equivalentes:

(a) f es un isomorfismo.
(b) f es seccién y retraccion.

Ejemplo 4.3 He aqui un morfismo inyectivo que no es seccion.

Sean
X ={a,b,c} y X ={d,V,}

y sean
a€Pos[X] y o €Pos[X']

definidas como
a={(z,2),(a,2) v e X} y o ={02),(d,2), )] eX}

Entonces
fr (X)) — (X',d)
x — x!

es una funcién mondétona e inyectiva y suprayectiva; por lo tanto, existe su funcién inversa
' X' - X

. - x

Sin embargo

f7H ¢ Pos (X', o), (X, a))

ya que
(b,c)ed # (fflb’,fflc’) €Ea

orque (b, c) ¢ a.
porque (b, c) ¢ »
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4.1. Funtores y Dualidad

A continuacién se aplicara el Principio de Dualidad al concepto de funtor, a fin de conocer el coconcepto
correspondiente.
Recuérdese que, siendo & y R unas categorias cualesquiera, un funtor

F:3—x

es una regla de correspondencia que asocia
(1) a cada S-objeto A un R-objeto F'A
(71) a cada S~morfismo f € $ (A, B) un R-morfismo F'f € R (FA, FB)
Esta regla:
[a] preserva composiciones, es decir

(Fg)(Ff)=F(g9f): FA— FC

para cualesquiera morfismos f € S (A, B),g € S (B, C);
[b] preserva morfismos idénticos, es decir

F1A=1FA,VAE%

En consecuencia, un cofuntor
FoP . QP — ROP

es una regla de correspondencia que asocia
(1) a cada 3°P-objeto A un R°P-objeto F°P A
(1) a cada S°P-morfismo f € S°P (A, B) un R°P-morfismo F°P f € R°P (F°P A, F°P B)
i.e. a cada S-morfismo f € §(B, A) un R-morfismo F°P f € R (F°PB, F°P A)
Esta regla:
[a] preserva composiciones, es decir, para cualesquiera morfismos f € S°P (A4, B), g € S°P (B, C)

(F°Pg) o™ (FPf) = F°P (g o f) € RV (F°P A, F°PC)
o, lo que es lo mismo, para cualesquiera morfismos g € S (C, B), f € & (B, A)
(F°Pf) (FPg) = F°P (fg) € R(F°PC, FP A)
[b] preserva morfismos idénticos, es decir

FP1y =1po 4, VA € [SP| (= ]9])
[v]
Ejercicio 4.6 Sea F': & — R un funtor arbitrario y sea F°P : I°7 — R°P el funtor dual a F' que se define
con la misma regla que se define F', i.e.

FPA=FANAeS y FPf=FfVfe3°(A B)
Probar que:

(a) F°P es fiel si, y s6lo si, F es fiel;

(b) F°P es pleno si, y sélo si, F' es pleno.

Segtin queda indicado en (a) del ejercicio anterior, no es gran novedad lo que se obtiene sometiendo la
idea de funtor al proceso de dualizacién; el coconcepto obtenido es el mismo. En cambio, ha resultado mejor
la idea de dejar la dualidad a medio camino, ya sea de ida o de regreso, aplicando el procedimiento a medias,

considerando funtores
F:3" >R o G:F—-R?P

Como los objetos y morfismos de la categoria dual de una categoria son objetos y morfismos de la propia
categoria, puede mirarse en tales funtores reglas que asocian objetos y morfismos de & con objetos y morfismos
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de R. Como las identidades en una categoria son las mismas que en la categoria dual, en su paso de & a R
estas reglas preservan identidades. Y lo propio acontece con las composiciones sélo que en el orden invertido.

En efecto, si
feSAB) vy geS(B0)

entonces:
(i) f €S°P (B,A), g € 3°P (C, B) y se tiene que

F(gof)=F(f o g)=(Ff)o(Fg);
(1) Gf € R°? (GA,GB), Gg € R°P (GB, GC) por lo que
G(gof) = (Gg) o™ (Gf) = (Gf) o (Gyg) .

Este hecho distingue a estas reglas de las dadas por los funtores tal cual se venfan concibiendo hasta
ahora; sin embargo, segiin se acaba de ver, también son reglas funtoriales de asociacién de elementos entre
categorias, debido a lo cual, también se llamardn funtores.

Definicién 4.4 Sean & y R categorias arbitrarias. Un funtor contravariante de S en R es un funtor
F.3% - R
Se escribird: F : 3 — K.

Observacién 4.3 1. Para acentuar mds la diferencia entre los funtores contravariantes y los funtores (a
secas) se ha dado a éstos el nombre compuesto de funtores covariantes.

2. Estd claro que la notacién F' : & — R para un funtor contravariante no da lugar a equivocos porque
en tal caso sabemos, de acuerdo con la definicién, que F' (como funtor covariante) va de 3°P en R.

3. Siguiendo la definicién anterior, un funtor G : & — R°P es un funtor contravariante de I°P en R°P ya
que (como funtor covariante) se puede reescribir como

G (3°P)P — (RP)
Ejemplo 4.4 Sea
Opt : Get”? — Get

tal que
Opt X = 2% VX € Get?;

y st f € Get’? (X,Y) entonces
Opt f € Get (2*,2")
se define por

Opt f(A) = f1(4),vAec2¥

[a] Opt preserva composiciones.

En efecto, sean
feGet (X)Y) y ge6Get®(Y,2)

entonces, para cualquier C' C Z se tiene
Opt (g o f)(C) =0pt (fog)(C)=(fog) ' (C)=g ' (f'(C)) = (Optg) (Optf) (C)

[b] Opt preserva identidades.
En efecto, si A C X, entonces
Opt 1x € Get (2%,2%)

es tal que
Optlx (A) = 17 (A) = A = 1yx (A) = lgpex (A)

Opt : Get — Get es el llamado funtor conjunto potencia contravariante.
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Proposicion 4.8 Opt : Get’? — Set es un funtor fiel.
Demostracion. Hay que probar que para cualesquiera conjuntos X, Y, son inyectivas las funciones
Opt(y,y) : Get’™ (X,Y) — Get (2%,2")
a las que Opt da lugar. Recuérdese que para tales funciones la regla es: Dada f € Get’” (X,Y),

Optixy) (f): 2% — 2
A )

Para demostrar la inyectividad de Opt(x,y) se probard que aplica elementos distintos de su dominio en
elementos distintos de su codominio.
En efecto, sean

f17f2 S Getop (X7Y)7f1 7& f2

Entonces existe y € Y tal que
fi(y) # f2(v)
Se quiere ver que también
Opt(x,v) (f1) # Opt(x,y) (f2)

para lo cual hay que exhibir un A € 2% tal que
A # f71(4)

Considérese
A={fi(y)}
Es claro que

ye i {hw) v yéft{ihw)}

con lo cual la proposicién queda demostrada. v
Ejercicio 4.7 Describa la concrecién de Get® a la que Opt da lugar.

Ejercicio 4.8 (a) Demuestre que para Opt valen las siguientes propiedades (que Pot no tiene):

1. (1 Opt f By UBQ) =0pt f(Bl)U Opt f(BQ)

(v) X=0pt f(B) = 0pt f (Y — B)

(b) ;Puede describirse una concrecién de Set via Opt? De responder afirmativamente describa tal concre-
cién. De responder negativamente, justifique su respuesta.

Antes de pasar a otra cosa se probars un resultado cuya demostracién quedé pendiente.
Proposicién 4.9 La categoria dual de una categoria concreta es concretable.

Demostracion. Sea K cualquier categoria concreta y sea U : K — Get el funtor que olvida; se sabe que
U es un funtor fiel, de modo que también es fiel el funtor dual

U K — Get®

Entonces, el funtor compuesto
OptU°? : K°P — Get

es un funtor fiel, lo cual significa que K°P es una categoria concretable.
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4.2. Estructuras Finales

En la seccién anterior se hablé de la posibilidad de duplicar el contenido de la teorfa expuesta empleando
el Principio de Dualidad. Es lo que se hard con relacién a la seccién antepresedente.

Se ha definido una fuente para una categorfa R arbitraria como una pareja (A, (f;);) en la que A es
un R-objeto arbitrario y (f;); es una clase arbitraria de -morfismos f; € R (A, A4;), ¢ € I. El coconcepto
correspondiente al de fuente se llama sumidero.

Definicién 4.5 Sea R una categoria arbitraria. Un sumidero en i o R-sumidero es una pareja ((fi);,A)
en la que A es un R-objeto arbitrario y (f;); es una clase arbitraria de R-morfismos f; € R(A;, A), 1 € 1.
En tal caso, A recibe el nombre de codominio del sumidero, la clase (A;); de R-objetos es el dominio
del sumidero y cada morfismo f; es una flecha del sumidero. Notaciones alternativas para sumideros
son:

<Ai 4 )1 y (firAi— A)
Como con las fuentes, también se considerardn sumideros en Get
(fi : Xi — X) I

suponiendo que cada miembro X; de su dominio puede K-estructurarse segiin una categoria concreta arbi-
traria K, y lo mismo que entonces, no se reconocerd a este sumidero (“hibrido”) un K-sumidero sino hasta
que se demuestre la existencia de una K-estructura para X que haga de cada f; un K-morfismo.

Ejemplo 4.5 Si S = ((fi);,X) es un sumidero cuyo dominio es una familia (X;,7;); de espacios topoldgi-
cos, entonces la familia
r={UCX:f'(U)er,Viel}

es una Top-estructura para X que hace de cada f; una funcion continua.

En efecto, dados i € I y U € 7 cualesquiera se tiene f; ' (U) € 7, de modo que f; : (X;,7;) — (X, 7) es
una funcién continua.

La topologfa anterior es la topologia fuerte® para X correspondiente a (7;); y a (fi);-

El coconcepto correspondiente al de K-estructura inicial es el de K-estructura final. Su definicién es como
sigue:

Sea X un conjunto arbitrario. Si S = ((fi);,X) es un sumidero cuyo dominio es una familia (A4;); de
K-objetos A; = (X;,§;) de una categorfa concreta K, entonces una K-estructura final para X con
respecto al sumidero S es una estructura { € K [X] tal que si A = (X, ) entonces:

(’L) fi € K(Ai,A), Viel.

(13) Si B =(Y,n) es un K-objetoy f: X — Y es una funcién tal que

entonces f € K (A, B).
Si € es una K-estructura final para X con respecto a S, entonces se hablara de S como de un K-sumidero
final.
Ejercicio 4.9 Las condiciones (i) y (it) pueden sintetizarse en una sola:
Para cada K-objeto B = (Y,n) y cada funcién f: X - Y
feEK(AB)& ffiec K(A;,B),Viel
Ejercicio 4.10 Sea S = ((f;);,X) un sumidero cuyo dominio es una familia (X;,7;); de espacios topoldgi-

cos. Probar que la topologia fuerte para X correspondiente a (7;); y a (f;); es una Top-estructura final para
X con respecto al sumidero S.

5también llamada final
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Ejemplo 4.6 Debido al ejercicio anterior, la topologia fuerte para X correspondiente a (7;); y a (fi); es
una Top-estructura final para X con respecto al sumidero

S=(fi: (Xiy7i) = X);
Ejemplo 4.7 Si Get es la concrecion de Set descrita anteriormente y
S=(fi: (Xi,Xi) = X),;
es un sumidero de dominio en Get, entonces X es una Get-estructura final para X con respecto a S.
En efecto, X € Get[X] ysi A= (X,X)y A; = (X;, X;), Vi € I, entonces:
(i) Como f; € Get(X;,X), i € I, entonces
lseifi € Get (lee X, Xi), (lee X, X)), Vie I
0 sea L
fi € Get(A;,A),Viel
() Si B=(Y,Y)y f: X — Y es tal que para cada i € I, ff; € Get (A;, B), entonces [por el solo hecho
de ser f € Get(X,Y)], f € Get(A4,B).
Ejemplo 4.8 51 S = ((Xi,ai) 5, X) es un sumidero cuyo dominio es una clase de &ra-objetos (X;, a;);,

entonces una Gra-estructura final para X con respecto a S es
a={(fi (@), fi(@):(x,2')€a; ei eI}

En efecto;
(1) Para cadai € I, f; : (X;, ;) — (X, ) es compatible porque

(z,2") € a; = (fi(z), fi(2") € a

(73) Si (Y, () es una digraficay f: X — Y es una funcién tal que toda composicién ff; : (X;, ;) —
(Y, B) es compatible, entonces dada cualquier (f; (x), f; (z')) € a tenemos (ff; (x), ffi (z')) € B, o sea que
f:(X,a) = (Y, 8) es compatible.

También se tiene un coconcepto correspondiente al de J-monofuente cuyo caso particular, cuando consta
de una sola flecha, ya ha sido empleado: es el de epimorfismo. El concepto de K-fuente que separa puntos
también da lugar a un concepto casi dual en una categorfa concreta:

Definicién 4.6 (a) Sea R una categoria arbitraria. Un R-sumidero S = ((f;);,A) es un R-episumidero
si toda vez que para un RN-objeto B cualquiera se tengan morfismos

h,k € ®(A, B)
tales que hf; = kf;, Vi € I, resulta que h = k.
(b) Si S = (f, A) es un R-episumidero con una sola flecha f, entonces f recibe el nombre de epimorfismo.

(c) Si K es concretay S = ((fi);,(X,£)) es un K-sumidero, se dice que S es exhaustivo si todo punto
de su codominio posee una preimagen bajo al menos un miembro de la clase de K-morfismos de S.

Proposicién 4.10 Si K es concreta y S = ((fi);,(X,§)) es un K-sumidero exhaustivo, entonces S es
episumidero.

Demostracion. Hay que probar que para
h,k € K((X,€),(Y,n))
se tiene
h#k=hfi#kfi,pa. i€l
Pero si h # k, entonces h (z) # k (x), p.a. * € X; como S es exhaustivo, existe 7 € I tal que z = f; (2'). Por
lo tanto
hfi (') # kfi ()

para esa misma ¢, que es a lo que se querfa llegar. ]
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Ejercicio 4.11 Sea S = ((VV, w) 4, X) un sumidero de una sola flecha y supdngase que f es biyectiva.

Probar que & es final en X con respecto a S si, y sdlo si, f: (W,w) — (X, ) es un isomorfismo.

Como con las estructuras iniciales, también con las finales se da una unicidad esencial que serd enunciada
enseguida. Como consecuencia, también aqui se hablard (cuando exista) de la estructura final para un
conjunto X respecto de un sumidero S.

Proposicién 4.11 a) Si S = ((fi);,(X,€)) es un K-sumidero final y h : (X,&) — (X,£) es un K-
isomorfismo, entonces S’ = ((hfi)l , (X, &) también es un K-sumidero final.

b) Si
S = <(X'i7§i) 5 (X,§)>I y §= ((Xi,é}) 4 (val)>1

son K-sumideros finales, entonces existe un K-isomorfismo h : (X,§) — (X, 5’) tal que hf; = f;, Vi € I.

Demostracion. a) Sea (Y,n) un K-objeto arbitrario y supéngase que f : X — Y es una funcién tal que
f(hf;) es un K-morfismo, Vi € I. Entonces fh es una funcién tal que (fh) f; es un K-morfismo, Vi € I, de
manera que, por la finalidad de S, fh resulta K-morfismo. Como ademés h es un K-isomorfismo entonces,
debido al resultado establecido en el ejercicio anterior, puede aplicarse la propiedad caracteristica de un
sumidero final y asegurar que f es un K-morfismo.

b) Sea

h=1x:(X,§ — (X,¢)

Como S’ es un K-sumidero, entonces
Ixfi = fi: (Xi,&) — (X,€)
es un K-morfismo, Vi € I, de modo que, por la finalidad de S, resulta

1x € K ((X,8),(X,£))

La demostracién de que
1y € K ((X,¢),(X,9)
es andloga.
1x
X, ¢ X
(x¢) ¥ (X0
fi™ O /i
(X’i7 51)
Por lo tanto, 1x es un K-isomorfismo. ]
En Top la topologia fuerte para X es la Top-estructura final con relacién a cierto sumidero S. El nombre
de fuerte le viene a consecuencia de ser la mds grande de las topologias para X que hace de cada flecha de

S una funcién continua. También el vocablo final para una K-estructura obedece a razones similares. Es
justamente la situacién casi dual que priva con las estructuras iniciales:

Proposicion 4.12 Sea S = ((f;);,(X,§)) un K-sumidero final cualquiera. Entonces & es la mds fina de las
K-estructuras para X que hacen de cada f; un K-morfismo.

Demostracion. Supéngase que 6 es otra K-estructura para X que hace de cada f; un K-morfismo.
1x
(X, 0) (X,8)

N O /f

Entonces, la composicién 1x f; es un K-morfismo, Vi € I, lo cual, debido a la finalidad de S, implica que 1x
es un K-morfismo, y esto significa precisamente que £ es mas fina que 6. ]



Capitulo 5

Inmersiones

Es tan frecuente la aparicién de las ideas de inmersién y cociente en las teorias matemadticas, que seria
raro no hallar un concepto general de ellas aplicable en cualquier categoria concreta. Esta aplicabilidad
exige, desde luego, que tal concepto sea lo suficientemente diictil como para adoptar las formas especificas
que cada categoria concreta imponga; sin embargo, su formulacién no puede ser de otro modo sino inducida,
recogiendo en lo particular la pepita de generalidad que dé cardcter universal a su férmula, aun cuando tal
universalidad no rebase las fronteras discursivas del orbe que tiene como nicleo a Get.

5.1. Inmersiones

Partase del hecho intuitivo de que en Get se consigue la inmersidn de un conjunto A en un conjunto B
siempre que A es inyectable en B, es decir, siempre que existe una funcién inyectiva f : A — B. De hecho,
esta es, aunque a muy grosso modo todavia, la idea de inmersion que aqui se persigue: Definir qué debe
entenderse por sumergir un objeto en otro en una categoria concreta.

Obsérvese que esto es lo mismo que describir los morfismos a través de los cuales tal inmersion se consigue
(v puesto que esto consiguen, es a ellos a quienes ha de darse el nombre de inmersiones). Ya se ve que para
que la cosa marche tales morfismos deben ser ante todo morfismos inyectivos.

Podria pensarse que, como con éstos se cuida la K-estructura al inyectar al K-objeto A en el K-objeto
B, entonces todos y cada uno de ellos dan lugar a K-inmersiones, pero pronto puede uno convencerse de que
no es asi. En Top, por ejemplo, denotando con 74 y 7; a las topologias discreta e indiscreta de un conjunto

X cualquiera, se tiene que
1X : (Xde) - (X77—i)

es continua e inyectiva pero no por ello se presume de haber sumergido a (X, 74) en (X, 7;). {Por qué? ;Qué
chocarfa de eso?

Sin duda, el hallar a X discreto dentro de X indiscreto. (Y por qué chocaria esto?

Pues porque los espacios indiscretos sélo inducen subespacios indiscretos.

Ah, entonces esta es la manera de distinguir, al menos en Top, a las inmersiones de entre los morfismos
inyectivos: Una inmersién topoldgica f que inyecte al espacio (X, 7) en el espacio (Y,o) debe “dejar a
(X, 7) tal cual espacio topoldgico que es” como subespacio de (Y, 0); dicho en forma mds técnica pero mas
precisa: Por medio de f debe quedar definido un homeomorfismo entre (X, 7) y el subespacio de (Y, o),
(f(X), 0o | f(X)).

Para dar cabida a la generalizacion de estas ideas bastaria contar con el concepto categdrico correspon-
diente al de subespacio topoldgico.

Recuérdese que en Top, el subespacio inducido por W C Y en (Y,0) es (W,0 | W), donde o | W es la
topologia relativa para W definida por

ol W={VNnW:Veo}
Denétese con ¢ a la inclusién de W en Y y obsérvese que

VAW =.,5V),VV eo

64
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Pero

T(1,0) = {fl (V):Veo}

es la topologfa débil para W con repecto a ¢ y o; es decir, es la Top-estructura inicial para W correspondiente
a la fuente (W — (Y, 0)) cuya unica flecha es t.

Para la estructura inicial respecto de una fuente F ya se cuenta con una definicién categérica precisa. Si
F = (X, f), o sea, si sélo consta de una sola flecha, tal definicién puede reescribirse como sigue:

Definicién 5.1 Sea K una categoria concreta y sean, (Y, o) un K-objeto, X un conjunto y f: X —Y una
funcidn, cualesquiera. Se dice que £ € K [X] es inicial para X con respecto a [ yn si se satisfacen las
condiciones:

(1) f € K((X,8),(Y,n));

(2) Si (W,w)e Ky g: W — X es una funcién tal que

fge K(W,w),(Y,n))

entonces, g € K ((W,w), (X,§)).
Por lo tanto, se puede proponer como generalizacién de la idea de subespacio la siguiente.

Definicién 5.2 Sean, K una categoria concreta, (Y,n) un K-objeto y W CY, arbitrarios. Considerando la
inclusion v : W 'Y | diremos que W induce un subobjeto en (Y, o) si existe w € K [W] que sea inicial
para W con respecto a v y n. En tal caso diremos que el K-objeto (W,w) es un subobjeto de (Y,n).

Apoydndose en esta definicién se tiene como primera aproximacién de la idea general de inmersion la
siguiente.

Definicién 5.3 Sea K una categoria concreta y sean f : (X,€) — (Y,n) un K-morfismo inyectivo y 0 €
K [f (X)] una K-estructura tal que (f (X),0) es subobjeto de (Y,n). Si la restriccion

FIVEOD:(X,6) = (£ (X).0)
es un K-isomorfismo, entonces se dice que f es una K-inmersion a subobjeto.

Aunque ésta es ya casi la definicién de K-inmersiéon que va a emplearse, unas observaciones servirdn para
afinarla un poco.

Se ha probado que si F = ((X,€),(fi);) es una K-fuente inicial y h : (X,g’) — (X,€) es un K-
isomorfismo, entonces la fuente F’' = ((X , 5/) , (fih) 1) también es una K-fuente inicial. Por otra parte, de
acuerdo con la definicién anterior, para ver en un K-morfismo inyectivo f : (X, &) — (Y, n) una K-inmersion
a subobjeto debemos tener una K-fuente inicial ((f (X),),¢) y un K-isomorfismo

FIFE0: (X €) — (f (X),0)

Aplicando el resultado mencionado se tiene que también
(X, 0p7000)

es una K-fuente inicial; pero ¢f |(f (X)) = f. Por consiguiente, ¢ es la K-estructura inicial para X correspon-
diente a f y 7.

Reciprocamente; sean, f : (X,€) — (Y, n) un K-morfismo inyectivo y 8 € K [f (X)] una K-estructura tal
que (f (X),0) es subobjeto de (Y, n), y supéngase que £ es inicial para X con respecto a f y 7. Debido a la
inyectividad de f, la restriccién

FPE X — f(X)

es biyectiva, por lo que también se puede considerar su funcién inversa

(PP r - x
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Como ademas .
F(FPO) T =re K((£(X).0),(Y,m)

entonces, debido a la inicialidad de £ se tiene que

(F P9 e K((7(X),0),(X,0)
Por otra parte, como
of [P0=f e K((X,€),(Yin)

entonces, debido a la inicialidad de 6 con respecto a ¢ y 7, se tiene que también

FIe K((X,9),(f(X),0))
Por lo tanto
FIVED (X €) - (f(X),0)

es un K-isomorfismo y f una K-inmersion a subobjeto.
Estas observaciones justifican el que se adopte como definicién de K-inmersion (a secas) la siguiente:

Definicién 5.4 Sean, K una categoria concreta, (Y,n) un K-objeto, X un conjunto y f : X — Y una
funcion inyectiva, cualesquiera. Si & € K [X] es inicial en X con respecto a f y n, entonces daremos el
nombre de K-inmersion al K-morfismo f: (X,€) — (Y,n).

Observacion 5.1 Como se acaba de ver, tanto en la definicion de K-inmersion como en la de subobjeto,
se emplea la nocion de K -estructura inictal. Por consiguiente, en uno y otro caso vale aplicar los resultados
que para K -estructuras iniciales se han demostrado. Por ejemplo, que la K-estructura inicial es dnica (salvo
isomorfismo) o que es la menos fina que hace de la funcion correspondiente un K-isomorfismo.

Ejemplo 5.1 Considérese en Pos un copo arbitrario (Y, <); sean, X un conjunto y f : X — Y una funcion
inyectiva, cualesquiera. Entonces, se puede definir una relacion =< en X como

r=a' & f(z) < f('), Vo, 2’ € X

Nétese que:
a) =< es un orden parcial en X.
En efecto, para cualesquiera z,z’,z” € X se tiene

(i) < x porque f (z) < f (x).
(i) Siz <2’ y 2’ < 2", entonces

Por lo tanto

(iii) Si x X 2’ y ' < x, entonces

f@<f@) v  f@)<f@); f@)=rfa);

como [ es inyectiva, esto implica que z = 2.
b) < es inicial en X con respecto a f y <.
En efecto:
(1) f € Pos ((X, =), (Y, <)) porque, cualesquiera que sean Va,z’ € X

=2’ = f(z) < f@)
(2) Sean, (W, <) un copoy g: W — X una funcién tal que

fg € Pos (W, 2),(Y,5))
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Entonces, para cualesquiera w,w’ € W tales que w < w’ se tiene
flgw)) = fg(w) < fg(w') = f(g(w))
lo cual, segtin la definicién del orden parcial <, es si, y sélo si, g (w) < g (w’). Por lo tanto
g € Pos((W,5),(X,2))

Por lo tanto, f: (X, X) — (Y, <) es una Pos-inmersion. ]

Ejemplo 5.2 9Met denota a la categoria de los espacios métricos y contracciones.
(i) La estructura métrica en un conjunto X arbitrario le viene dada por funciones del tipo
d: X xX —[0,00)

que, para cualesquiera x1, x2, x3 € X, satisfacen las condiciones
(dl) d(l‘l,l‘g) =0& T1 = Ty
(dg) d (CL‘l, ZL‘Q) = d (CL’Q, CE‘l)
(d3) d (1’1, 1’3) S d (361, 362) + d (1’2, 1’3)
Una funcién con estas caracteristicas es una métrica para el conjunto X. Por lo tanto

Met[X] ={d: X x X — [0,00) | d es una métrica para X}

(ii) En consecuencia, los 9tet-objetos o espacios métricos son parejas (X,d) en las que X € Get y
d € Met [X].

(ili) Los Met-morfismos o contracciones entre dos espacios métricos My = (X1,d1) y My = (X2,ds2)
cualesquiera, son funciones tales que

da (f (z1), f (22)) < di (21, 22) , Vo1, 72 € X1

Es fécil comprobar que 9iet satisface las condiciones (m1) y (m2) que definen a una categorfa concreta.
Supéngase ahora que (Y, dy) es un espacio métrico, X un conjunto, y f : X — Y una funcién inyectiva.
Entonces
dxiXXX—)[0,00)

definida por
dx (z1,22) = dy (f (21), f (z2)) , Vo1, 20 € X

es una métrica para X. En efecto, para cualesquiera x1,x2,x3 € X se tiene que:
(d1) Si dx (x1,22) = 0, entonces dy (f (z1), f (z2)) = 0, lo cual, debido a que dy es una métrica, es si, y
sélo si, f(z1) = f (x2); y como f es inyectiva, esto implica que 1 = .
(d2)
dx (z1,22) = dy (f (1), f (22)) = dy (f (22), f (z1)) = dx (22, 21)

(ds)
dx (z1,23) = dy (f (1), f (23)) < dy (f (z1), f (22)) +dy (f (22), f (23)) = dx (21, 72) + dx (21, 72)

dx es la Met-estructura inicial para X correspondiente a f y dy. En efecto,
(1) f:(X,dx) — (Y,dy) es, obviamente, una contraccion.
(2) Si (W, dw) es un espacio métrico y g : W — X una funcién tal que

fg € Met (W, dw), (Y, dy))
Entonces, dados cualesquiera wi,wy € W tenemos

dy (fg(w1), fg(w2)) < dw (w1, w2) ;
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pero, por definicién de dx :

dx (g(w1),g(w2)) =dy (f (g (w1)), f(g(w2))) =dy (fg(w1), fg(w2))

Por lo tanto
g € Met (W, dw), (X,dx))

Por lo tanto, f es Met-inmersion. ]

Ejercicio 5.1 Demuestre que en una categoria concreta arbitraria toda seccion es una inmersion.

Observacién 5.2 En los dos ejemplos anteriores siempre es posible definir estructuras que hagan de f (X)
un subobjeto del codominio de f.' Ya se ha probado que cuando esto ocurre, la restriccion f |f(X) define un
isomorfismo entre X (con la estructura inicial) y el subobjeto f(X).

flf(X)

(X, (=) (£(X).0)
(rlre)™
I\ O Y
(Y.n)

Una categoria concreta en la que para cualquier objeto (X, &) y para cualquier conjunto A C X existe
una estructura « tal que (A, ) es subobjeto de (X, &) se llama hereditaria.

Por otra parte, como en toda categoria dos objetos son tedricamente indistinguibles si son isomorfos entre
si, entonces se puede decir que en toda categoria concreta que sea hereditaria los objetos inmersibles en un
objeto (Y,n) ? se agotan con los subobjetos de (Y,7), y las inmersiones con las inclusiones de los mismos.
Esta es (en el sentido del isomorfismo) la interpretacién que se puede dar del diagrama anterior.

Pero no toda categoria concreta es hereditaria. Como ejemplo piénsese en Lecg; es claro que no todo
subconjunto de un espacio vectorial es subespacio suyo. Otro ejemplo lo da Topc,, la categoria de los espacios
compactos de Hausdorff y funciones continuas. En Topc, los subobjetos de un espacio (X, 7) son tinica
y exclusivamente los subconjuntos cerrados de (X, 7).

En efecto, por resultados de topologia general se sabe que los subconjuntos cerrados de un espacio
compacto también son compactos y que el ser de Hausdorff es una propiedad que hereda todo subespacio de
un espacio de Hausdorff. Por consiguiente, si A C X es cerrado en (X, 7) y (X, 7) € Topc,y, entonces también
(A, 7| A) € Topcy. Ademss:

(1) v: (A, 7| A) — (X, @) es continua porque

THUY=UNAer|A VYU ET
(2) Si (Z,p) € Topey v g : Z — A es una funcién tal que
vy (Z,p) = (X,7)
es continua, entonces
g HUNA) =g (HU) =(g) (U)ep, VUNAET| A

lo que significa que también g : (Z,v) — (A, 7| A) es continua.

Esto prueba que (A, 7| A) es subobjeto de (X, 7).

Reciprocamente, si (A,7 | A) es subobjeto de un (X, 7) € Topc,, entonces A es cerrado en (X, 7) porque
los subconjuntos compactos de un espacio de Hausdorff son cerrados. ]

Definicién 5.5 Sea K cualquier categoria concreta. Se dice que K tiene intersecciones si para todo K-
objeto (X, &) y para cualesquiera subobjetos suyos (A;, ;) existe una K-estructura para nIAi con la cual
1€

resulte subobjeto de (X, ¢&).

1Se estd siendo ambiguo diciendo esto de “que hagan de f (X) un subobjeto del codominio de f”. Es que es usual referirse
a un conjunto A C X como subobjeto de (X,&) cuando existe una estructura o tal que (A, ) es subobjeto de (X, ¢§).
2Se entiende, aquéllos desde los que puede definirse una inmersién en (Y, 7).
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Ejemplos de categorias concretas con intersecciones y sin ellas.

1. Toda categoria concreta que sea hereditaria posee intersecciones.

2. Como los subobjetos de cualquier (X, 7) € Tope, son los subconjuntos cerrados de (X, 7) y como toda
interseccién arbitraria de éstos es cerrada en (X, 7), tenemos que Topc, tiene intersecciones.

3. El ejemplo que sigue es el de una categoria con la que aqui no se ha trabajado.

Sus objetos se llaman reticulas®; son copos (X, <) con la propiedad de que todo par z1,z2 de sus
elementos tiene un fnfimo z; Axy € X y un supremo z; Vx5 € X; es decir, los elementos x1 Axs y 21V xo
son tales que

T1 ANxe < 21,290 <21 V X9

x x
z'<{1 y 1}<z
X9 )

Z <z ANy y T1Vaa <z

y si para z,2’ € X se tiene

entonces

respectivamente. Los morfismos entre dos reticulas (X, <) y (Y, <) cualesquiera son los homomorfismos
reticulares, es decir, funciones f € YX tales que para cualesquiera z, 25 € X cumplen

f@iAnze)=f(x)ANf(r2) v flziVa)=[f(r1)Vf(22)

La categoria de las reticulas y de los homomorfismos reticulares se denota por £at. Para todo X € Get,
Lat[X] es la familia de estructuras reticulares, es decir, la familia de érdenes parciales que convierten a X
en reticula. Es fdcil probar las condiciones (m1) y (m2) con las que Lat resulta una categoria concreta.

Ejercicio 5.2 Demuestre que Lat es una subcategoria de Pos.

Ejercicio 5.3 Sean X,Y € Get, X C Y, si a € Lat[X] y 8 € Lat]Y], probar que (X, ) es subobjeto de
(Y, B) ssi para cualesquiera x1,x2 € X se tiene

T1NgT2=T1 Na X2 Y T1VgZTo =21 VT2

Para continuar con el ejemplo, supéngase que (Y;, 3;); es una familia de subreticulas de una reticula
arbitraria (X, «); sea Y = ﬂIYi. Debido al resultado establecido en el ejercicio anterior, dados cualesquiera
1€

y1,Y2 € Y se tiene
YA a2, Y1 Valyz €Y, Viel

Por lo tanto, siendo £ el orden parcial inducido por « en Y y haciendo

YiNsgY2=Y1NaY2 Y Y1VaY2=1y1Valo

se tiene, a consecuencia del ejercicio anterior, que también (Y, 3) es subreticula de (X, a). Esto prueba que
Lat es una categorfa concreta con intersecciones.

4. Por los cursos de dlgebra lineal se sabe que la interseccién arbitraria de subespacios de un espacio
vectorial cualquiera es también un subespacio de éste. Asi, Uec es otro ejemplo de categoria concreta con
intersecciones.

5. Topc denotard a la categorfa de los espacios compactos y de las funciones continuas. Se verd
un ejemplo que muestra que Topc carece de intersecciones.

Sea Z = Z U {—00,+0c0} y sea p la topologia para Z definida por

Z — U es finito
Uepe o)
Un{—o0,+o0} =10

Entonces, p € Topc [Z]. En efecto, si A = (U;); es una cubierta abierta arbitraria de Z, entonces —oo € U;,,
p.a. ig € I; luego, U;, N {—00, +00} # &, y como U;, € p, entonces Z — U;, es finito y por lo tanto puede ser

30, si se prefiere, en francés: lattices.
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cubierto por un nimero finito de miembros de A. Estos miembros y U;, constituyen una subcubierta finita
para Z, lo cual prueba que, efectivamente, (Z, p) € Topc.
Valiéndose de argumentos similares a éste es posible evidenciar que

Vi=Z-{-00} y Yo=Z-{toc}
son subconjuntos compactos de Z. En consecuencia, los subespacios de (Z, p)

son subobjetos en Topc. Sin embargo, su interseccién
Z=YNY,

no puede mirarse como subobjeto de (Z,p) en Topc ya que, de hecho, la topologfa inducida p | Z es la
topologia discreta:
U, ={z} € p porque U, N {—00, o0} = @

de manera que
U.NZ={z}€pl|Z, V2L

Por consiguiente, si ¢ fuese una topologia para Z segin la cual (Z, g) resultase Topc-subobjeto de (Z, p),
entonces, por la continuidad de la inclusién

vi(Z,0) = (Z,p)

se tiene
{(z}=0"U,) €0, V2€Z

i.e. 0 =p|Z. Pero (Z,p| Z) no es compacto porque de la cubierta abierta

{1}, {23, {3}, -}

es imposible extraer una subcubierta finita. Asi pues, tal ¢ no existe. ]
Observacién 5.3 Si K tiene intersecciones, entonces para todo subconjunto M de todo K-objeto (X, &)
existe el mas chico de los subobjetos (A, a) de (X,€) tal que M C A: a saber, es la interseccion de todos los
subobjetos de (X, &) que contienen a M.

Definition 1 Si (A;, o;); es la familia de subobjetos de (X, &) que contienen a M y « es una K-estructura
que hace de A = 'QIAi un subobjeto de (X, &), se dice que M genera a (A,«). Si A = X, se habla de
K3

M como de un conjunto de generadores de (X,§). Asi, M es un conjunto de generadores si, y sdlo s,
ningun subobjeto de (X, &), excepto (X, &) mismo, contiene a M. Se dice que (X,§) tiene n generadores
si existe un conjunto M de generadores de (X, ) cuyo nimero cardinal es n y si ningin subconjunto de X
de cardinalidad menor que n puede generar a (X, §).

Ejemplo 5.3 En Top, para cualquier espacio topoldgico (X, 1) el Top-subobjeto generado por cualquier A C
X es (A, 1| A).

Ejemplo 5.4 En forma mds general: St K es hereditaria, el subobjeto de (X,€) generado por A C X es
(A, ), donde v es una K-estructura que hace de A un subobjeto de (X,§).

3. El intervalo [0, 1] con la topologia relativa a la usual de R es un Topc,-objeto con Ry generadores.

En efecto, si M = QN [0,1] y A C [0,1] es un subobjeto (en Tapcy) que contiene a M, entonces A es
cerrado en [0,1] y por lo tanto M C A; pero M = [0,1] porque Q es denso en [0, 1]. Por lo tanto, el tnico
subobjeto que contiene a M es el propio intervalo. Ademads, se sabe que M es un conjunto infinito numerable,
0 sea que su nimero cardinal es Ng.

Por otro lado, si N C [0, 1] es un conjunto de cardinalidad menor que Ng, entonces N es finito y, por lo
tanto, compacto (y de Hausdorff, por estar en un Hausdorff); i.e. N € Topc, y, por lo tanto, el subobjeto
generado por N es N mismo. Esto prueba que en Topc, el intervalo [0,1] no puede generarse con menos de
Ny elementos; y como con N si se genera, entonces tiene Ny generadores, como se queria demostrar.
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Ejemplo 5.5 De un modo mds general se puede asegurar que en Topcy el subobjeto que A C X genera en
(X,7) es A.

En efecto, se ha visto ya que los subobjetos de cualquier (X, 1) € Topc, son precisamente los subconjuntos
cerrados de (X, 7); por consiguiente, hablar del subobjeto generado por un subconjunto A cualquiera es hablar
del més chico de los cerrados de (X, 7) que contienen a A, o sea, es referirse a A.

Como conscuencia de esto se tiene que los subconjuntos densos de (X, 7) son precisamente los conjuntos
generadores en este tipo de espacios ya que ellos, y solamente ellos, tienen la propiedad de que sus cerraduras
coinciden con todo el espacio.

Ejemplo 5.6 Como sabemos por los cursos de dlgebra lineal, en Uecg un subconjunto de n vectores lineal-
mente independientes de R™ genera a R™.

Ejemplo 5.7 La categoria que a continuacion se presenta suele denotarse por medio de 9Mon.
(i) Para todo X € Get, Mon [X] consta de parejas (-, e) en las que
X xX—X
es una operacion binaria que es asociativa y e es un elemento de X llamado neutro que cumple lo siguiente:
ecx=x=x-e Ve € X

(i7) Por consiguiente los Mton-objetos son parejas del tipo (X, (-, e)) en las que X € Gety (-, e) € Mon [X];
reciben el nombre de monoides.
(131) Si A = (X, (-,e)) y B = (Y, (o,e)) son monoides cualesquiera, entonces

Mon (A, B) ={feGet(X,Y): f(e)=ey f(x1-22) = fx10 fas, YVa1,22 € X}

Los Mon-morfismos se llaman homomorfismos de monoides.

En 9on se verifican los axiomas (my) y (mz) que definen a una categoria concreta, como se comprueba
facilmente.

En 9ton los subobjetos se caracterizan por ser cerrados bajo la operacién del monoide en cuestién y
contener al elemento neutro.

En efecto, supéngase que (X, (-, e)) es un monoide y que A C X es cerado bajo - y contiene a e. Entonces,
(4, (-, e)) es un monoide y se tiene:

(1) e: (4, (e) — (X, (-, e)) es un homomorfismo de monoides ya que, como para cualesquiera a1, az € A
se tiene aq - as € A, entonces

t(ar-az)=a1-az2=1t(a1)-t(az)

(2) Si (Z,(0,e)) € Mony g: Z — A es tal que
tg € Mon ((Z, (0, e)), (X, (€)))
entonces
g(z1022) =1(g9(z1022)) =1g(z1022) =19 (21) 19 (22) = g (1) g (22), Vz1,22 € Z

Ademis
e=ug(e)=1t(g(e)) =g(e)
Esto prueba que también g : (Z, (o,e)) — (4, (-, e)) es un homomorfismo.

Por lo tanto, (4, (+,¢e)) es un submonoide de (X, (-, ¢e)).
Reciprocamente, si (A, (o, e)) es un submonoide de (X, (-, e)), entonces

L (A7 (Ov e)) — (X7 ('7 6))
es un homomorfismo, de manera que para cualesquiera aj,az € A se tiene

aroaz =t(aroaz) =t(ar) t(az) =ai-as;
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pero por ser un monoide, a; o az € A. Por lo tanto, A estd cerrada bajo -. Ademds,
e=1(e)=e

por definicién de Mon-morfismo. Por lo tanto, e € A.
Ejercicio 5.4 Demuestre que 9Mon tiene intersecciones.

Considérese ahora el monoide aditivo de nimeros enteros (Z, (+,0)); se verd que tiene dos generadores:
: yE_n1 éfecto, si un submonoide A C Z contiene a estos dos ntimeros, entonces, por ser cerrado bajo la suma,
también contendrd a

=4 =(-)+(-3),-3=(-1)+(-2),2=(-1)+(-1),-1+1,1+1=2,1+2=3,1+3=4...,...

y en consecuencia, A = Z. Por otra parte, un solo ntimero genera en Z al submonoide

{0,n,2n,...} S Z,Yn€Z

Esto prueba que (Z, (+,0)) tiene dos generadores. ]



Capitulo 6

Coclentes

Como ya se sabe, el coconcepto correspondiente al de fuente inicial es el de sumidero final. Para tener
presente su definicién para el caso particular en que el sumidero consta de una sola flecha serd escrita a
continuacién.

Definicién 6.1 Sea K una categoria concreta y sean, (X, &) un K-objeto, Y un conjunto y f : X —Y una
funcidn, cualesquiera. Se dice que n € K[Y] es final para Y con respecto a [ y £ si se satisfacen las
condiciones:

(1) f € K((X,8),(Y,n))
(2) S (Z,C)EKyg Y — Z es una funcién tal que

9f € K((X,€),(Z,Q))

entonces también
g€ K((Y,n),(Z,Q)

Ahora hay que aplicar el Principio de Dualidad a la definicién de K-inmersién, a fin de dar con el
coconcepto correspondiente.

Definicién 6.2 Sean, K una categoria concreta, (X,€) un K-objeto, Y un conjunto y f : X — Y una
funcidn suprayectiva, cualesquiera. Si n € K[Y] es final para Y con respecto a f y &, entonces se dard
el nombre de K-cociente al morfismo f : (X,§) — (Y,n). En tal caso se hablard de (Y,n) como de un
K-objeto cociente de (X,§) correspondiente al K-morfismo f.

Ejercicio 6.1 Demuestre que en cualquier categoria concreta toda retraccidn es un cociente.

Ejercicio 6.2 Sean, K una categoria concreta y f : (X,€) — (Y,n) un K-morfismo, arbitrarios. Probar que
son equivalentes:

(a) f es un isomorfismo.
(b) f es inmersién y cociente.

Como puede verse, la dualidad (o casi dualidad) exige que para definir un cociente en categorias concretas
se emplee la nocién de K-estructura final. Por otra parte, la experiencia con las K-inmersiones adquirida en
la seccién anterior, disuade en cuanto a querer esperar cocientes de simples K-morfismos suprayectivos. En
Top, por ejemplo, la misma funcién

Ix: (X7Td) - (X7Ti)

en la que 74 y 7; denotan a las topologias discreta e indiscreta, respectivamente, es un morfismo suprayectivo
al cual chocarfa ver como un cociente. ;jPor qué?

Pues porque toda identificacion que se haga en un espacio discreto da por resultado un espacio que
también es discreto.

73
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En efecto, si se identifican (es decir, si se miran como idénticos) elementos de X mediante una relacién
de equivalencia ~ cualquiera y se denota por X / ~ a la familia de clases obtenida, se sabe, por resultados
de topologia general, que la aplicacién canénica

p: X
x

—
—

X/~
[]

debe ser continua y que su continuidad caracteriza a la estructura topolégica de X / ~ como
F={UC(X /~)|p ' (U)eT}

Pero si la topologia 7 en X es discreta, entonces todas las fibras p~! {[z]} son abiertas en X y, por lo tanto,
cada clase [z] es abierta en X / ~; o sea que T es la topologfa discreta de X / ~.

Bueno, ;pero gé chingados tienen ge ver las identificaciones con los cocientes?

En Top ambos conceptos se toman como sinénimos porque siempre resultan homeomorfos (Top-isomorfos)
entre si. Pero si se quiere una respuesta mas amplia a la pregunta anterior, habrd que elevar la nocién de
identificacién al contexto general de las categorias concretas. Es lo que se hard enseguida.

Obsérvese, para empezar, que en Top la estructura 7 con la que se topologiza a X / ~ es la topologia
fuerte correspondiente a p y 7. Tal topologia es la Top-estructura final para X / ~ respecto al sumidero cuya
tinica flecha es X 2 X / ~.

Definicién 6.3 Sea K una categoria concreta y sean, (X, &) cualquier K-objeto, ~ una relacion de equiv-
alencia en X yp: X — X / ~ la aplicacion candnica. Si existe ‘e KI[X / ~] que sea final para X | ~
con respecto a p y &, entonces se llamard K-objeto de identificacion correspondiente a ~ al K-objeto
(X / N,E), En tal caso se hablard del morfismo

P (X8 = (X /~8)
como de una K-identificacion.

Ejemplo 6.1 Sean, (X,«) una grifica dirigida y ~ una relacion de equivalencia en X, cualesquiera, y
hdgase

a = {([u1], [ug]) : eziste x; € [u;] tal que (x1,x2) € a}

Esto define una relacion binaria (o &ra-estructura) en X [ ~ para la cual se tiene:
(1) p: (X,a) = (X / ~,@) es una funcién compatible, ya que

(z1,22) € @ = (p(21),p(22)) = ([21] , [22]) € &
(2) Si (Z,v) € Bray h € Get(X / ~,Z) son tales que
hp € Gra (X, ), (Z,7))
entonces, cualquiera que sea

([wa], [uz]) € @
puesto que existen
x; € [u] 5. (x1,22) €«
resulta
(hlu], hlus]) = (hp(z1) , hp (22)) € v
de manera que también
h € &ra((X /[~ a),(Z,7))

Quiere decir que (X / ~, @) es el &ra-objeto de identificacién de (X, «) correspondiente a ~.
vl
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Ejemplo 6.2 La categoria que a continuacion se presenta suele denotarse como Gge.
(i) Para todo X € Get, Ggr[X] es la clase de operaciones binarias en X que son asociativas; es decir:
Gogr[X]|={: X xX—> X |z (22 -23) = (1 22) - 3, V21, 22,23 € X}

(#) Por lo tanto, los Ggr-objetos, que se llaman semigrupos, son parejas del tipo (X, ) en las que
X € Gety - € Ggr[X].
(131) Si A = (X, ) y B = (Y, ) son semigrupos, entonces
Sgr(A,B)={fe€Get(X,Y): f(xy -22) = f(x1)* f(x2)},Va1,20 € X

Los Ggr-morfismos son los homomorfismos de semigrupos. Las condiciones (my) y (mz) que definen a
una categoria concreta se verifican facilmente.
En el semigrupo aditivo de los ntimeros enteros (Z, +) definase la siguiente relacién de equivalencia:

21~ 29 & 21 — 2o €8 par, Vz1,20 € Z
Entonces Z / ~ consta de dos clases:
[1], la clase de los nones y [0], la clase de los pares
Si se define @ en Z / ~ como
Oje=[1ed]=[0] vy [&]=[1]a[]=I[]
entonces, para cualesquiera z1, 2o € Z
[21] @ [22] = [21 + 22]
Por lo tanto:
(V) p:(Z,+) — (Z | ~,®) es un homomorfismo.
(2)Si(Z,-) e Bgry he Get(Z ] ~,Z) son tales que
hp € th ((Z7 +) y (Zv ))

entonces, para cualesquiera [z1],[z2] € Z / ~ se tiene que

h([z1] @ [22]) = h (p(21) @ p(22)) = hp (21 + 22) = hp (21) - hp (22) = h[21] - h[22]
lo cual significa que también
he&ge((Z)~,8),(Z,))
Entonces, (Z / ~,®) es el Ggr-objeto de identificacién de (Z, +) correspondiente a ~. ”
v
Ejemplo 6.3 Otra relacion de equivalencia definida para cualesquiera z1, 20 € 7. es
21,29 > 1

21~ 29 & 0
21,22 <1

Para esta relacion, Z | ~ también consta de dos clases

1] =A..,-2,-1,0,1} Y [2] =1{2,3,4,5,...}
Si se quiere definir una operacion x en Z | ~ segun la cual (Z | ~,*) resulte Sgr-objeto de identificacion
de (Z,4+) correspondiente a ~, entonces, dado que p tiene que resultar un homomorfismo, se debe definir
(1] [1] = [2] ya que
2] = p(1+1)=p(1)*p(1)
Pero entonces, dado que p(0) =p(1), se tendm
[1]=p0)=p(0+0)=p(0)xp(0)=[2] V

o

Esta contradiccion demuestra que tal Sgr-estructura x para Z | ~ no existe.
vl
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Definicién 6.4 Una categoria concreta K es cohereditaria si para todo K-objeto (X,€) y cualquier

relacion de equivalencia ~ en X existe el K-objeto de identificacion (X /N,E) de (X,&) correspondiente a

~,

De los ejemplos anteriores se sigue que Gra es cohereditaria y que Ggr no lo es.

Pros, como se verd a continuacién, es ejemplo de otra categoria concreta que es cohereditaria; es la
categoria de los conjuntos preordenados (copros, es decir, aquéllos en los que estd definida una relacién
binaria que es reflexiva y transitiva) y de las funciones mondétonas.

Ejercicio 6.3 Demuestre (en sentido de subcategorias) que son vdlidas las contensiones
Pos C Pros C Gra
Proposicién 6.1 Sea X € Get y sean
§; € Pros[X],Vje J
donde J es cualquier familia de indices. Entonces, £ = jQJéj € Pros [X].
Demostracion. (i) £ es reflexiva, porque si z € X entonces (z,) € §;,Vj € J.

(ii) & es transitiva, porque si
(z1,22) €§ Y (z2,73) €&

es que para cualquier j € J
(z1,22) €&y (z2,23) € §;
y, por lo tanto,
(CL’l,ZL‘g) S gj,Vj eJ

De aqui que £ € Pros [X].
[v]
En vista del resultado anterior y del hecho de que

X x X € Pros [X],VX € Get

se puede asegurar la existencia de un preorden minimo para X que contenga a cualquier A C X x X, ya que
al considerar a la familia (f j) J de todos los preérdenes para X que contienen a A, entonces £ = QJ& ; es tal
J

preorden para X.

Definicién 6.5 Sean, X € Get y A C X x X arbitrarios. Dados cualesquiera a,b € X, se llamard cadena
en A de a en b a toda sucesion finita de elementos de A del tipo

(a,e1),(c1,¢2) .oy (Cn,y D)
Proposicién 6.2 Sean, X € Get y A C X x X arbitrarios. Si
AX)={(z,z):2e X} CA
entonces el preorden minimo para X que contiene a A es
¢ ={(a,b) : existe una cadena en A de a en b}

Demostracion. Comiéncese observando que A C &, porque si (a,b) € A entonces (a,b) es una cadena en
A de a en b.
Por otra parte se tiene que:
(i) € es reflexiva, porque A (X) C A;
(ii) Si
(a,b)e& 'y (be)€g
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entonces en A existen cadenas

(a7b1)7(b17b2)7"'7(bm7b) y (b7cl)7(01702)7"'7(07“0)

que pueden eslabonarse para formar una sola cadena

(a,bl) y (bl,bz) g oeey (bm,b) s (b,Cl) y (01,02) g oeey (Cn, C)

claramente de @ en ¢. De modo que también (a,c) € &.
Finalmente, si 7 es cualquier otro preorden para X que contiene a A, entonces, como para cualquier
(a,b) € & hay una cadena
(aa al) ) (a17 a2) y ey (a'rm b)

de elementos de A, por aplicaciones sucesivas de la transitividad de 7 se tiene

(a7a1)7(a17a2) € 77:> (a7a2) 677
(a,a2),(az,a3) € n=(a,a3) €n

Por lo tanto, & C 7.
[v]

Proposicién 6.3 Pros es cohereditaria.
Demostracion. Sean, (X, €) € Pros y ~ una relacién de equivalencia en X, arbitrarios, y higase
A={(t1,t2) € (X / ~) x (X / ~) : existe x; € t; tal que (z1,x2) € £}

Como se verd, el minimo preorden para X / ~ que contiene a A da lugar al objeto de identificacién de (X, &)
correspondiente a ~.

Para aplicar la proposicién anterior, obsérvese que A (X / ~) C A, pues, debido a que ~ es una relacién
de equivalencia en X, ninguna t € X / ~ es vacfa sino que contiene algin x € X; y como (z,z) € {,Vz € X,
entonces (t,t) € AVt € X / ~.

En consecuencia

£={(a,b) € (X / ~) x (X / ~): existe una cadena en A de a en b}
es el minimo preorden para X que contiene a A. Ademés:
D) p: (X6 — <X / N:E) es mondtona ya que, por la definicién de A, se tiene
(21,22) € € = ([0],[w2]) = (p(21) ,p(22)) € ACE
(2) Si (Z,() € Pros y h € Get(X / ~,Z) son tales que
hp € Pros ((X,€),(Z,())
entonces, como para cualquier (a,b) € E hay una cadena en A
(a,t1), (t1,t2) ..., (tm, b)
y para cada eslabon de esta cadena existen elementos
T €a,ry €t1;0) €t1,T2 € to;xh € toy s Ty € tin; )y €ty Yy €D

tales que
(waI) ) (xll7x2) LRRR) (1';71,1,1'771) ) (1';71, b) € é-
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Debido a la monotonia de hp tenemos la sucesién

(hp () ,hp (1)) , (hp (&), hp (22)) ooy (Bp (1) s hp (#m)) , (hp (27,)  hp (1)) € ¢
pero
T, @, €t; = p(x;) =p(x}),Vie{1,2,...,m}

de modo que la sucesién anterior puede escribirse como

(h(a),h(t1)), (h(tr), h(t2)) ;- (A (tm-1) A (tm)) s (h (Em) s B (b)) € C

de donde, aplicando la transitividad de ¢, se obtiene
(h(a),h(b)) €

Por lo tanto, también
hi (X /~8€) = (2,0

es monaotona. .
Esto prueba que <X / N,f) es el objeto de identificacién de (X, &) correspondiente a ~.

Por lo tanto, PBros es cohereditaria, como se queria demostrar.
[v]
Como consecuencia de la proposicion anterior puede darse una descripcion de las relaciones de equivalencia
en Pos que derivan en copos de identificacién. Para enunciarla se recurrird al siguiente concepto:

Definicién 6.6 Sean, K una categoria concreta y (X, &) un K-objeto, arbitrarios. Si ~ es una relacion de
equivalencia en X con respecto a la cual existe el K-objeto de identificacion correspondiente, entonces se
dice que ~ es una K-congruencia para (X,¢§).

Observacién 6.1 Cuando no se preste a duda el saber de qué categoria K se trata, se hablard de ~ como
de una congruencia para (X, ), simplemente.

Proposicién 6.4 Sean, (X,£) un copo y ~ una relacion de equivalencia en X, arbitrarios. Si (X / ~,E>
es el copro de identificacion de (X, &) correspondiente a ~, entonces, son equivalentes:

(a) ~ es una Pos-congruencia para (X, &).
(b) & es antisimétrico.
Demostracion. (a) = (b) Por (a), existe el Pos-objeto de identificacién de (X, &) correspondiente a ~;

denotémoslo por (X / ~,Z>. Entonces, son mondétonas

P (95 (X /~E) 5 (x ) ~E)
o

P (62 (X /~E) 25 (X ) ~E)

Por lo tanto, también resultan mondtonas
L jmt (X /€)= (X /8) v 150 (X /mE) = (X ~8)
En consecuencia se tiene que ~ R
(t1,t2) €€ (tr,t2) €€

De aqui, y de la antisimetria de Z, resulta que E también es antisimétrico.

(b) = (a) Por hipétesis, el copro (X / ~, §) es un copo; y como la aplicacién canénica ya era mondétona
(en Pros), entonces:

1) p:(X,8 — (X / N,Z) es un ‘Pos-morfismo.



CAPITULO 6. COCIENTES 79

(2) Si (Z,() e Posy h € Set(X / ~,Z) son tales que la composicién
hp : (X,§) — (Z,¢)

resulta mondtona, entonces puede bajarse uno de la categoria Pos a la categoria Pros para asegurar que
también

hi (X /~E) = (2,0

es mondtona. B
Esto prueba que (X / ~,§> es el Pos-objeto de identificacién de (X, &) correspondiente a ~. Por lo

tanto, ~ es una Pos-congruencia.

[v]
El resultado anterior hace a os muy sospechosa de no ser cohereditaria, pero ain cabe una duda: qué

tal que siempre que se define una relacién de equivalencia en un copo arbitrario (X, &), el preorden E resulta
antisimétrico (7). Un contraejemplo bastard para disiparla.

Ejemplo 6.4 En el copo (R, <) con el orden usual definase, para cualesquiera r1,r9 € R

r1,T9 € [*1, 1]

1~ Ty < 0
T1,T2 c R— [—1,1]

Es claro que se trata de una relacion de equivalencia; las clases a que da lugar son:

c =[-1,1] y o= (—00,—1)U(1,00)

De acuerdo con la construccion del copro de identificacion (R / ~, §> correspondiente a ~, hay que considerar

al conjunto
A={(t1,t2) € (R / ~) x (R / ~) : existe r; € t; tal que r1 < 1o}

que en este caso consta de cuatro elementos:

A= {(Cl,Cl) , (CQ, 02) s (Cl, 02) y (C27C1)}

y constituye por st mismo un preorden para R / ~ que, claramente, no es antisimétrico.

En consecuencia, ~ no es una JBos-congruencia para (R, <); por lo tanto, Pos no es cohereditaria.
[v]

Ejercicio 6.4 En el copo (R, <) con el orden usual, para cualquier r € R, sea
[rl=méx{z€Z:z<r}
Demuestre que la relacion ~ dada mediante
T~ Ty & [r1] = [r2]

define una Pos-congruencia para (R, <), y que el Pos-objeto de identificacion correspondiente a ~ es iso-
morfo a Z con su orden usual.

Ejercicio 6.5 Demuestre que una relacion de equivalencia ~ en un semigrupo (X,-) es una congruencia si,
y sdlo si, para cualesquiera x1, o, 2y, xh € X se tiene que

TI~T Y may~Th = xT0 ~ )

Ejercicio 6.6 Dé una caracterizacion de las congruencias en on.



CAPITULO 6. COCIENTES 80
Ejercicio 6.7 Demuestre que en una reticula (X, <) arbitraria, una relacion de equivalencia ~ en X es una
congruencia si, y sélo si, para cualesquiera x1,Ta,x),xh € X se tiene que

1~ T Yy  mo~Th= (11 Vae) ~ () V) Yy (x1 A x2) ~ () A xh)

Proposiciéon 6.5 Sea K una categoria concreta arbitraria. Si K es cohereditaria, entonces coinciden los
conceptos de K-identificacion y K -cociente.

Ejercicio 6.8 En el copo (R, <) con el orden usual, y para todo r € R, sea
[rl=méx{z€Z:z<r}

Demuestre que
rE~ Ty & [7“1] = [’I“z]

define una Pos-congruencia para (R, <), y que el Pos-objeto de identificacion correspondiente a ~ es iso-
morfo a Z con su orden usual.

Como en Pos, también en Sgr se cuenta con una descripcion de las congruencisas.

Proposicién 6.6 Una relacion de equivalencia ~ en un semigrupo (X,-) es una congruencia si, y solo si,
para cualesquiera x1,xo,xy,xh € X se tiene que

Ty~ T Yy my ~Th =TT~ T - T

Demostracion. Siendo valida la implicaciéon anterior se puede definir una operacién * en la familia de
clases como
[21] * [w2] = [21 - 2], Va1, 20 € X

Haciéndolo asi se obtiene que:
(1) p: (X,-) = (X / ~,*) es un homomorfismo de semigrupos, pues

p(x1 - T2) = [z - 2] = [21] * [22] = p(21) * p(x2), VE1,20 € X

(2) Si (Y,0) € gty h: X / ~— Y es tal que hp : (X,:) — (Y,0) es un homomorfismo, entonces,
cualesquiera que sean [z1], [z2] € X / ~, se tiene

h([z1] * [w2]) = h (p(z1) * p (22)) = hp (21 - ¥2) = hp (21) 0 hp (x2) = h[w1] 0 h [x2]

lo cual significa que también h : (X / ~,*) — (Y, 0) es un homomorfismo.
Reciprocamente, si ~ es una congruencia para (X,:) y (X / ~,x) es el Ggr-objeto de identidicacién
correspondiente, entonces p es un homomorfismo y en consecuencia

[x1 - 22) = p(x1 - x2) =p(71) * P (T2) = [w1] * [12], VE1, 20 € X
Si ademds x1 ~ ] ¥ zo ~ xh, entonces [x1] = [x]], [z2] = [z}] ¥ por lo tanto
(21 - wa] = [wa] * [wa] =[] ] = [2 - 2]
o0 sea que también xq - g ~ &) - Th. ]

Ejercicio 6.9 Dar una caracterizacion de las congruencias en 9on.

Ejercicio 6.10 Demuestre que en una reticula arbitraria (X, <) una relacion de equivalencia ~ en X es
una congruencia si, y solo si, para cualesquiera xy,xq, 2}, xh € X se tiene que

T~Ty Yy ma~zy, = (m Vo)~ (z)Vah) oy (1 Aze) ~ (2] A

Proposicién 6.7 Sea K una categoria concreta arbitraria. Si K es cohereditaria, entonces coinciden las
nociones de K-identificacion y K-cociente.
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Demostracion. Considérese una K-identificaciéon cualquiera

P (X8 = (X /~8)

Es claro que la funcién
p:X—->X/~

es suprayectiva. Ademads, de acuerdo con la definicién de K-identificacién, E es final para X / ~ con respecto
a py & Por lo tanto, el morfismo p es un K-cociente.
Reciprocamente, supéngase que se tiene un K-cociente arbitrario

f(X,8) — (Yyn)
Para cualesquiera x1,x2 € X definase
w1~ 23 & f(71) = f(22)

Es claro que se trata de una relaciéon de equivalencia. Como K es cohereditaria existen el K-objeto de
identificacién correspondiente, (X / ~, f), v la K-identificacién

pi(X.8) = (X /~8).

Sea
h: X/~ — Y

[z]  — f(2)

Es fécil probar que h es una biyeccién bien definida. Si se la compone con p se obtiene
hp = f e K((X,€),(Y,n))

de modo que, por la finalidad de E con respecto a p y &, se tiene que también
he K ((X/~8).(vim)
En cuanto a la funcién inversa, h™!, se tiene
hf=pe K (X9, (X /~F))
de modo que, por la finalidad de i con respecto a f y £, se tiene que también

hlek ((Ym) 7 (X / N,Z))

Esto prueba que h : (X / N,E) — (Y, n) es un K-isomorfismo y, por lo tanto, los K-objetos cociente, (Y,n),

y de identificacién, ( X / N,E , resultan indistinguibles. ]

Como consecuencia del resultado anterior puede decirse que en las categorias concretas que son cohered-
itarias, con los objetos de identificacién se agotan los objetos cociente y con las aplicaciones canénicas de
aquéllos quedan agotados todos los K-cocientes. Esta es la interpretacién que en tales categorfas tiene el

diagrama

(X,¢)
7 Nop

(X /~¢) (¥.n)

T e =

Otro tipo de categorias en las que también coinciden identificaciones y cocientes son las transportables.



CAPITULO 6. COCIENTES 82

Definicién 6.7 Una categoria concreta K es transportable si para todo K-objeto (X,§) y cualquier biyec-
cion f: X =Y existe un tinica K-estructura n € K[Y] tal que f: (X,&) — (Y,n) es un K-isomorfismo.

Ejercicio 6.11 Demuestre que en una categoria concreta que sea transportable:

a) con las inclusiones quedan agotadas las K-inmersiones.

b) con las aplicaciones candnicas quedan agotados los K-cocientes.

Pos es ejemplo de una categoria que, aunque no es cohereditaria, si es transportable.
En efecto, si (X,€) esun copoy f: X — Y es una funcién biyectiva, entonces

n={(y1,42) €Y xY :existe (v1,12) € { tal que y1 = f(w1) y y2 = f (w2)} € Pos [Y]

ya que: (i) Debido a la biyectividad de f, para toda y € Y existe x € X tal que f (z) =y, lo que hace de 5
una relacién reflexiva.

(1) Si (y1,y2) € 0y (y2,y3) € 1, entonces existen (x1,z2) € £y (w2, 23) € £ tales que y; = f (x;),1 =
1,2, 3. Pero entonces, (z1,x3) € £ y por lo tanto, (y1,y3) € 7.

(#i) Si (y1,¥2) € Ny (y2,y1) € n, entonces existe (z1,22) € & tal que f(x1) = y1 v f(x2) = ya. Pero
entonces, x1 = xa; por lo tanto, y1 = f(x1) = f (x2) = ya.

Entonces, f: (X,€) — (Y,n) es claramente monétona; y si (y1,y2) es cualquier miembro de 7, entonces,
debido a la biyectividad de f y a la definicién de 7, se tiene que las unicas preimagenes x1,zo de y; y y2 son
tales que (z1,x2) € €. Luego, es vilida la implicacién

(i) €n= (F" (), f () €&

por lo que también f~1: (Y, n) — (X, €) es monétona. Por lo tanto, f es un isomorfismo.
Y si i’ es otro orden parcial para Y que hace de f un isomorfismo, entonces, por la transitividad de la
relacién de isomorfia, también
ly : (Y,n) = (Y.n)

es un isomorfismo, lo cual implica que

(y1,92) €n< (y1,y2) €'

O sea que n = 7', como se querfa demostrar.

Como consecuencia de esto y del ejercicio anterior se tiene que, aunque Pos es una categoria que no
es cohereditaria, en Pos, sin embargo, con las inclusiones de los subcopos quedan agotadas todas las Bos-
inmersiones y con las aplicaciones candnicas de los copos de identificacién quedan agotados todos los Bos-
cocientes.

Ejercicio 6.12 ;Fs cierto que Ggr es transportable? Justifique su respuesta.

Proposicién 6.8 Sea K una categoria concreta y sean, (X,€) € K y ~ una congruencia en (X,§), cua-
lesquiera. Entonces (X / N,E) es el K-objeto de identificacion de (X, ) correspondiente a ~ si, y sdlo si, E

es la mas fina de todas las K-estructuras para X | ~ que hacen de la aplicacidn candnica p un K-morfismo.

Demostracion. Se sabe que siendo (X / N,Z) el K-objeto de identificaciéon de (X, &) correspondiente a

~, E es la K-estructura final para X / ~ respecto a py &, y por lo tanto, es la més fina de las K-estructuras
para X / ~ que hacen de p un K-morfismo.
Reciprocamente, supéngase que & es la mas fina de las K-estructuras para X / ~ que hacen de p

un K-morfismo. Como ~ es una congruencia, existe el K-objeto de identificacion, <X / N,E\), de (X,¢)

correspondiente a ~. Entonces, ( , (X / N,E\)) es un K-sumidero final por lo que, en particular,
P (XL (X /~E)

es un K-morfismo. Por lo tanto, E < /f\, (i.e,l;(l/w e K ((X / N,E) , (X / N,E)))
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Por otro lado se tiene el diagrama

(X,6)
p/A O NP
(/=8 o (ri~d)

X [~

del cual resulta que

e k(6 8).(x 1~9)

Por lo tanto, (X / N,E\) = <X / ~,Z>; 0 sea que también

(i (1 2))

es un K-sumidero final. En consecuencia, también (X / ~,E> es un K-objeto de identificacion de (X&)

correspondiente a ~, que es a lo que se queria llegar. V]

Corolario 6.1 Si K es transportable, entonces toda congruencia ~ determina de manera inica al objeto de
identificacion correspondiente.

Demostracion. Sea ~ una congruencia para (X,§) y sea (X / N,E) el K-objeto de identificacién de

(X, &) correspondiente a ~. Debido a la transportabilidad de K, existe una unica K-estructura para X / ~
que hace de la biyeccién 1x ;. un K-isomorfismo; y como

1xﬁﬁ(X/~f)H(X/~f)

es un K-isomorfismo, entonces tal K-estructura es precisamente & y, por lo tanto, (X / ~, f) estd univoca-
mente determinado.[ /l

Segiin se ha visto en ejemplos como Ggr o Pos, no toda relacién de equivalencia en un objeto conduce
necesariamente a la formacién de objetos de identificacién. Sin embargo, suele ser frecuente que las relaciones
de equivalencia inducidas por los morfismos en una categoria resulten congruencias. Se distinguiran tales tipos
de relaciones con un nombre especial.

Definicién 6.8 (a) Sea f: X — Y una funcion arbitraria. El nicleo de f es la relacion de equivalencia
en X definida por

w1~ 23 & f(71) = f(22)

(b) Se dird que una categoria concreta tiene nicleos si el nicleo de cualquiera de sus morfismos es una
congruencia.

Ejemplo 6.5 Toda categoria concreta que sea cohereditaria tiene nicleos.
Ejemplo 6.6 Ggr tiene nicleos.

En efecto, sea f € &gt ((X,-), (Y, 0)) y dendtese al niicleo de f mediante ~¢; entonces, dados cualesquiera
x,x’, y,y € X tales que
zopa oy ye~py
se tiene

fa-y)=f@ofl)=rf@)ofE)=/Ff( )

o sea que también x -y ~y 2’ - y'. Por lo visto en una proposicién anterior, esto significa que ~¢ es una
congruencia, que es lo que habia que probar.
Otro ejemplo de una categoria concreta que sin ser cohereditaria tiene nicleos es Pos.
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Ejercicio 6.13 Demuestre que Bos tiene nicleos.

Los morfismos en una categoria concreta con nicleos siempre pueden factorizarse por K-identificaciones
y K-morfismos inyectivos como se indica a continuacion.

122 TEOREMA DE FACTORIZACION.

Si K es una categoria concreta con niicleos, entonces todo K-morfismo f se puede factorizar como f = f'p,
donde p es una K-identificacién y f/ un K-morfismo inyectivo. B

Demostracion. Sea f : (X,€§) — (Y,n) un K-morfismo arbitrario y sean, ~ el nicleo de f y § la
K-estructura para X / ~¢ que hace de la aplicacién canénica p una K-identidicacién. Es claro que si se hace

X/~ Ly
[z] = [f(2)

se obtiene una funcién inyectiva bien definida. Entonces se tiene el diagrama

(X,€) 4, (Y,n)
P\ O S

<X / fo)
del cual resulta (debido a la finalidad de E con respecto a p y £) que
Fek((X/~p€), (vom)
con lo que el teorema queda demostrado. V]

Otro teorema de factorizacion (casi dual a éste) es vélido cuando las imédgenes de todos los morfismos de
una categoria concreta dan lugar a subobjetos de los codominios correspondientes.

Definicién 6.9 Se dice que una categoria concreta tiene imdgenes si para todo morfismo f : (X, §) —
(Y,n), el conjunto f (X) puede estructurarse como subobjeto de (Y, n).

Ejemplo 6.7 Toda categoria concreta que sea hereditaria tiene imdgenes.
Ejemplo 6.8 9Mon tiene imdgenes.

En efecto, recuérdese que los subobjetos de un monoide se caracterizan por contener al elemento neutro y
ser cerrados bajo la operacién del monoide. Sea f : (X, (e,-)) — (Y, (e, 0)) un homomorfismo entre monoides
y sean y1,y2 € f (X); entonces existen 1,22 € X tales que f (x1) =11 y f (22) = ya2. Luego,

yr1oy2 = f(w1) o f(x2) = f(21-22) € f(X)

Por otra parte, la definicién de homomorfismo entre monoides exige explicitamente la preservacién del ele-
mento neutro; en consecuencia

e=f(e) € f(X)
Ejemplo 6.9 Topc, tiene imdgenes.

Sea f: (X,7) — (Y,0) un Topcy-morfismo; entonces f es continua y (X, 7) compacto. Se sabe que las
imdgenes continuas de compactos son compactas; como ademss (Y, o) es de Hausdorff y los subconjuntos
compactos en un espacio de Hausdorff son cerrados, entonces f (X) es cerrado en (Y, o) y, por lo tanto,
Topcy-subobjeto de (Y, o).

22 TEOREMA DE FACTORIZACION.

Sea K una categoria concreta con imdgenes; entonces, todo K-morfismo f se puede factorizar en la
forma f = 1f, donde f es un K-morfismo suprayectivo e ¢ es un K-morfismo inclusivo de un subobjeto del
codominio de f.
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Demostracion. Sea f : (X,€) — (Y,n) un K-morfismo arbitrario y sea 8 € K [f (X)] tal que (f (X),0)
es subobjeto de (Y, 7). Es claro que la restriccién

FEO X = F(X)

es una funcién suprayectiva. Ademds, se tiene el diagrama

(X,€) L
f |f(X)\ ®) ya
(f(X),0)

del cual resulta (debido a la inicialidad de 6 con respecto a ¢ y i) que

fIP0e K((X,€),(f(X).9))

con lo que el teorema queda demostrado. V]

Como consecuencia de los teoremas de factorizacion se tiene el siguiente resultado

TEOREMA. En toda categoria concreta K con niicleos e imédgenes, todo K-morfismo f puede factorizarse
como f =1 fp, donde p es una K-identidicacion, f es un K-morfismo biyectivo e ¢ la inclusién de algin
subobjeto del codominio de f.

Demostracion. Sea f : (X,€) — (Y,n) un K-morfismo arbitrario. Aplicando el 1% teorema de factorizacién

se sabe que tiene lugar el diagrama

xo L
P\ o T
<X / Nf?é)
en donde ,
(x/~08) T o
[z] = f(z)

es un K-morfismo inyectivo. Si se restringe el codominio de la funcién f’ a f(X) se obtiene la funcién
biyectiva
(f") PO

X/ T )
[] - f (@)
Hsgase f = (f/) [/, se tiene el diagrama
xo 1w
pl O Te
(x/~8) L w0

del cual resulta (por la finalidad de E o por la inicialidad de ) que

FeE((X/~p.8).(7(x).0)

con lo que el teorema queda demostrado. V]



Capitulo 7

Objetos Libres

Definicién 7.1 Sea K cualquier categoria concreta. Se dice que un K-objeto (X,€) es libre sobre un
conjunto M C X si para todo K-objeto (Y,n) y cualquier funcion fo: M — Y existe un dnico K-morfismo
[ (X, 8 — (Y,n) que extiende a fy, es decir, que f(m) = fo(m), Ym € M.

Ejemplo 7.1 En 9Mon, el monoide aditivo de nimeros naturales (N, (+,0)) es libre sobre {1}.

En efecto, si (Y, (-,e)) € Mony fo: {1} — Y es cualquier funcién, sea yo = fo (1). Entonces, la dnica
extensién de fp a un homomorfismo de monoides

[ (N, (+,0)) = (Y, (-¢€)
€s
0) = e
1) = w
2) = fA+)=F10)-f1) =y ¥
FO = SOFIFD=FD) SO FO =50 905 eerera

Ejemplo 7.2 En 9Mon otro ejemplo viene a ser el monoide de palabras operado mediante concatenacion
de palabras; ahora se verd en qué consiste.

-

Sea ¥ un conjunto arbitrario (al cudl se llamard alfabeto y cuyos elementos se llamardn letras) y sea
3* el conjunto de sucesiones finitas de elementos de 3 (a cuyos elementos se da el nombre de palabras). Los
elementos de ©* son: (), la palabra vacia; o1, las palabras de una sola letra (Vo € X); 0109, las palabras
con dos letras (Vo1,02 € X); etcétera. Ahora definase la concatenacién de palabras

D YO D Y
Ccomo
0102...0m *T172...Tp = 0102...0T172...Tn,

para cualesquiera 0102...0m, T1T2...Tn € 2. Es claro que entonces (X*, (+,0)) € Mon. Este monoide es libre
sobre Y.

En efecto, si (Y, (0,e)) € Mon y fo: ¥ — Y es cualquier funcién, entonces la unica extensién de fy a un
homomorfismo

[ (&5 (,0) = (Y, (0,e))
es
= e
= fo(o1),Vo1 €%
= f(o1)o f(o3),Yo1,00 €%
= f(o1)of(o2)o f(o3),Vo1,02,03 €5 ...

f (o1
f(0102

flo10203

N — ~— ~—

86
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Obsérvese, en consecuencia, que para todo nimero cardinal existe un conjunto X (con esa cardinalidad)
sobre el cual es libre su monoide de palabras.

Ejemplo 7.3 En Met, el espacio métrico singular ({x},do) es libre sobre {x}.
En efecto, si (X,d) € Mety fo: {z} — X es cualquier funcién, entonces
Jo € Met(({z}, do), (X, d))
Ejercicio 7.1 Demuestre que en Lecg todo espacio vectorial es libre sobre cualquiera de sus bases.
En lo sucesivo se hard uso frecuente del sencillo resultado que viene a continuacién.

Lema 7.1 Sea K cualquier categoria concreta y supdngase que uno de sus K-objetos, (X,&), es libre sobre
un congunto M C X. Si dos K-morfismos cualesquiera

h,k (X, §) — (Y,n)

son tales que
h(m)=k(m),YmeM

entonces h = k.

Demostracion. Sea fo : M — Y tal que fo(m) = h(m) = k(m),Ym € M. Entonces h y k son K-

extensiones de fy; de ahi que sea h = k. V]

Definicién 7.2 Cuando un K-objeto (X, &) sea libre sobre un conjunto M C X, se hablard de M como de
un conjunto de generadores libres. También se dird que (X,§) es un objeto libre con n generadores,
st # (M) =n.

Ya se ha dicho qué entender por un conjunto de generadores de un K-objeto (X, £). Enseguida se probard
que esta definicién no es inconsistente con aquéllo.

Proposicién 7.1 Sea K una categoria concreta y sea (X,&) un K-objeto arbitrario. Si (X, ) es libre sobre
M C X, entonces M es un conjunto de generadores de (X, §).

Demostracion. Hay que probar que el més chico de los subobjetos de (X, £) que contienen a M es (X §).
Supéngase que (Y, n) es un subobjeto de (X, ) tal que M C Y. Considérense las funciones inclusivas

viM—=X 9:M<—=Y .:Y—=X

Es claro que
1 =wv

Como (X, &) es libre sobre M, la funcién ¢ se extiende a un K-morfismo
T2 (X, — (Vi)
componiendo ¥ con el K-morfismo inclusivo ¢ : (Y,7) < (X, &) se obtiene un K-morfismo
W+ (X,€) — (X, €)
que evaluado en M coincide con 1x. En efecto, para cualquier m € M se tiene
W (m) =19 (m)) =v(m)=m
Entonces, debido al lema, 10 = 1x. En consecuencia

z=1(0(z)) €Y,Vz € X
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Por lo tanto, Y = X, que es a lo que se queria llegar. V]

En un ejemplo anterior se vié que (N, (4,0)) es un monoide libre sobre {1}. Como consecuencia del
ejemplo 2, el monoide de palabras
({l}* s ('7 (D))

es un Mon-objeto libre sobre {i}. Obsérvese que los elementos de este monoide son los mismos naturales
(pero disfrazados de palitos:)
D1y My ey 1] e 1= |[”],
——

n veces

Por lo tanto, es claro que se obtiene un 9Mon-isomorfismo

f : (N7 (+70)) - ({l}*7(7®))
haciendo
FO =2, f)= [, f@= 1,6 =l v fm)= ", ..

Como se verd enseguida, esto no es una casualidad.

Proposicién 7.2 Sea K cualquier categoria concreta y sean A = (X,&) y A’ = (X',f/) dos K-objetos
arbitrarios.

(1) Si Ay A’ son K-objetos libres sobre conjuntos biyectables, entonces A y A’ son K-isomorfos.

(2) Si A es libre sobre un conjunto M y A’ es isomorfo a A, entonces A’ es libre sobre un conjunto M’
biyectable con M.

Demostracion. (1) Supéngase que A es libre sobre M, que A’ es libre sobre M, y que fo : M — M’ es
una funcién biyectiva; considérense las inclusiones

v M—=X y JV:M<—X
Entonces, para las composiciones
Jfo M= X'y Lfo_le’—>X
existen sendas K-extensiones
f(x8—x.¢) v f(XE) - (X9

Desde luego, se espera que tales extensiones den el K-isomorfismo buscado; como ambas son K-morfismos,
basta probar que una es inversa de la otra. Para ello evaliiese, por ejemplo, la composicién f’ f en los elementos
de M:

f'f (m) = [ fo (m) = f'fo (m) = ofg" fo (m) = ¢ (m) = m,Yym € M
Por el lema, esto implica que f'f = 1. Andlogamente se demuestra que ff’ = 1x/. Por lo tanto, f' = f~ly
f es un K-isomorfismo.
(2) Sea g: (X,&) — (X',g’) un K-isomorfismo y supéngase que (X, ) es libre sobre M C X. Dado que
g es una funcién biyectiva, la restriccion

g 5 M — g (M)

es una funcién biyectiva. Se probard que (X',g’) es libre sobre g (M). Sean, (Y,n) e Ky fo:g(M) - Y
una funcién cualquiera. Entonces
fog [58: M — Y

tiene una K-extension

~

f(X,8) = (Y,n)

que compuesta con el K-morfismo inverso a g produce la K-extensién buscada

f=Ffg " (X,€) - (Y.n)
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En efecto, para cada m’ € g (M) se tiene que g~ (m') € M, de modo que
Jm') = Fg=t (m') = J (g7 (m) = fog |5 (97" (m")) = fo (m') ;
ysif:(X,€) — (Y,n) es otra extensién de fo, entonces los morfismos

fg: (X, &)= (Y,n) v [flg: (X, — (Y,n)

son tales que
fa(m)=f(g(m)) = folg(m))=f(g(m))=fg(m),¥meM

Por el lema, esto implica que fg = f’g; luego,

F=flog ) =g =g =F(997") =7

o sea que la extensién f es unica. ]

Se ha dicho que es posible dar condiciones adecuadas sobre una categoria concreta a fin de garantizar

en ella la coincidencia entre los morfismos inyectivos y los monomorfismos. Ya se estd en condiciones de dar
formalidad a ese resultado.

Proposicién 7.3 Sea K una categoria concreta con al menos un objeto libre con un solo generador. En-
tonces, un K-morfismo es monomorfismo si, y sélo si, es un morfismo inyectivo.

Demostracion. Se sabe que en toda categoria concreta todo morfismo inyectivo es un monomorfismo, por
lo que, del enunciado, sélo hay que probar la implicacién de izquierda a derecha. Supéngase entonces que

f(X,8) = (Yyn)

es un monomorfismo arbitrario. Sean x1, x5 € X cualesquiera y sea (W, w) un K-objeto libre sobre {wo} C W;

definanse
ho: {we} — X ko: {we} — X

wWo = T y wo = X9

Entonces, existen sendas K-extensiones tinicas
h:(Ww) = (X8 v k:(Ww) — (X9 ;
y si f (1) = f (z2), entonces
fh(wo) = f (ho (wo)) = f(21) = f (x2) = f (ko (wo)) = [k (wo) ;

aplicando el lema, se tiene que fh = fk, y como f es monomorfismo, entonces h = k. O sea que 1 = x9;
por lo tanto, f es un K-morfismo inyectivo. ]

Ejercicio 7.2 Demuestre que en cada una de las categorias concretas enlistadas a continuacion el objeto
que se describe es libre sobre {z}.

(¢) En Top, el espacio topoldgico cuyo conjunto subyacente es {x}.

(i1) En ®rva, la digréfica ({z}, 9).

(i7) En Mng, el anillo de polinomios P [z] con coeficientes enteros en la indeterminada x.

(iv) En &tp, el grupo aditivo de nimeros enteros (Z, (+,0)), [haciendo z = 1].

(v) En Lat, la reticula cuyo conjunto subyacente es {z}.

Por el ejercicio y la proposicién anteriores, Top, Bra, Rng, Brp, Lat son ejemplos de categorias concre-
tas en las que los monomorfismos coinciden con los morfismos inyectivos. También tienen esta cualidad
Mon, NMet, Vecy como se deduce de la proposicién anterior, de los ejemplos 1 y 3 y del ejercicio 6. Otro
ejemplo en esta situacion es €lat, la categoria de reticulas completas y homomorfismos reticulares completos
que se define enseguida.
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Definicién 7.3 (i) Sea (X, <) un copo arbitrario y sea A cualquier subconjunto de X ; entonces:

(1) { ¢ € X es una cota superior de A en X sia < ¢,Va € A;
d € X es una cota inferior de A en X sid < a,Va € A.
s1) « es cota superior de A en X
s2) x < ¢, para toda cota superior ¢ de A en X
i1) « es cota inferior de A en X
i9) d < x, para toda cota inferior d de A en X

z € X es supremo de A en X Si{

(2)
z € X es infimo de A en X Si{

Observacién 7.1 (a) En el caso particular en que A es vacio, todo x € X es tanto cota superior como cota
inferior de A, ya que en tal caso a € A=a <z <a,VreX.

(b) Por la condicién de antisimetria en un copo, cuando A posee supremo e infimo, éstos son tnicos. Se
empleard la notacién sup A para el supremo, e inf A para el infimo.
(c) Si ademds el copo es una reticula, entonces para cualesquiera z1,z2 € X se tiene

sup{z1, 22} =x1 Vas e inf{z), a2} =121 Az

(#7) Se dice que una reticula (X, <) es una reticula completa cuando todo subconjunto de X posee
infimo y supremo en X.

En una reticula completa los elementos sup @ e inf @ reciben los nombres de cero y uno, respectivamente;
(0 es el primer elemento de X, segiin <, y 1 el tltimo)!.

Ejemplo de reticula completa: Para cualquier conjunto X considérese su conjunto potencia Pot(X). Claro
es que (Pot (X),C) es un copo. Y si A es un subconjunto arbitrario de elementos de Pot(X), entonces A es
una familia (X;); de subconjuntos de X; luego

supA=UX;, e mfA=nNX;
el iel

Por lo tanto, (Pot (X),C) es una reticula completa.
Asi, €lat [X] es la familia de 6rdenes parciales que hacen de X una reticula completa; y si A = (X,<) y
B = (Y, <) son dos Clat-objetos cualesquiera, se define

Clat (A, B) = {fEYX:f(SupU) =sup f(U) y f(infU) =inf f (U),VU C X}

cuyos miembros son los homomorfismos reticulares completos.
La reticula completa de tres elementos

({0,2,1},<),con 0 <z <1
es libre sobre {z} porque si (Y, <) € €laty fo : {z} — X es cualquier funcién, entonces
F({0,5,1),<) — (¥,9)

definida por
fO)=0, f(z)=fol(z) , fF(1)=1

es una Clat-extension de fy, como se comprueba ficilmente.

Ejercicio 7.3 Sea X un conjunto arbitrario y dendtese mediante €qi[X] al conjunto de relaciones de equiv-
alencia en X. Para cualesquiera o, B € €qi[X] definase

a<fBealCp
(a) Demuestre que (€qi[X], <) es una reticula completa y describa sus elementos cero y uno.

Definicién 7.4 En cualquier categoria concreta se dice que un objeto B puede encajarse en un objeto A
si B es isomorfo a un subobjeto de A.

Te. 0=infX y1=supX.
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(b) Pruebe que si < es un orden parcial en X, entonces el copo (X, <) puede encajarse (€qi[X], <).

Definicién 7.5 Sea K cualquier categoria concreta. Se dice que K tiene objetos libres si tiene objetos
libres sobre conjuntos de toda cardinalidad.

Ejemplo 7.4 Segin se vio en el ejemplo 2 anterior, el monoide de palabras (X%, (-,0)) es libre sobre 3, para
todo ¥ € Get. Por lo tanto, Mon tiene objetos libres.

Ejemplo 7.5 Top tiene objetos libres porque el espacio discreto (X, 7q) es libre sobre X, para todo X € Get.
En efecto, si (Y,0) € Top y fo: X — Y es cualquier funcion, entonces

fO € (3:0]3 ((X7 Td) ) (Y7 0))

Ejemplo 7.6 Pos tiene objetos libres porque el copo discreto (X, <) fi.e. x1 < x9 < x1 = x2/ es libre sobre
X, para todo X € Get. En efecto, si (Y, =) € Pos y fo: X =Y es cualquier funcion, entonces

fO € %05 ((X7 S) ’ (K j))
Los dos ltimos ejemplos son casos particulares de una situacién mds general que se explicard enseguida.

Definicién 7.6 Sea K cualquier categoria concreta y sea X un conjunto arbitrario. Se dice que una K-
estructura £ € K [X] es discreta si para cualesquiera Y € Get y f € YX se tiene

feK((X,8),(Y.n), Vne K[Y]
En tal caso se habla de (X, &) como de un K-objeto discreto.
Proposicién 7.4 Sean, K una categoria concreta y (X, €) un K-objeto, arbitrarios. Son equivalentes:

(a) (X, &) es discreto.

(b) (X,€) es libre sobre X.

Demostracién. (a) = (b) Sean, (Y,n) € Ky fo: X — Y una funcién, cualesquiera. Debido a la discresién
de (X, ),

foe K((X,€),(Y,n)

O sea que fj es la tnica K-extension de si misma (la unicidad es obvia). Por lo tanto, (X, &) es libre sobre
X.

(b) = (a) Sean, Y € Get, f € YX y n € K[Y], cualesquiera. Entonces, (Y,n) € K vy, por (b), f puede
extenderse a un K-morfismo que no tiene més remedio que ser la propia f : (X,¢) — (Y,n). Por lo tanto,
(X, &) es discreto. ]

et es un ejemplo de categoria concreta sin objetos libres. En efecto, sean (X, d) € Met y M C X con
# (M) > 1, arbitrarios. Si se considera el espacio métrico (X, 2d), entonces para la inclusién

t:M— X

no existe una extension
f(X,d) — (X,2d)

que sea contraccion, ya que para mq, mg € M, m1 # mo, deberfa suceder
2d (f (m1) , f (m2)) = 2d (m1, ma) < d (my, ms)
lo cual es absurdo.

Definicién 7.7 Sea R cualquier categoria. Un R-objeto I es inicial si para cada A € R el conjunto R (I, A)
consta de un solo morfismo. Para tal morfismo se empleard la notacion ! 4.

Proposicién 7.5 En una categoria concreta K, todo objeto inicial es libre sobre el conjunto vacio.
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Demostracion. Sea sabe que del vacio en cualquier conjunto X sélo existe una funcién: ¢, la funcién
vacta. También se sabe que ) C Y, para todo Y € Get. Asi, si A = (X,€§) € K, entonces todo morfismo
de codominio A es extensién de ¢. Por lo tanto, siendo I un K-objeto inicial, ¢ encuentra en K (I, A) una
extension unica, para todo K-objeto A. De aqui que I sea libre sobre (). ]
Observacion 7.2 Como se ha visto, dos K-objetos libres sobre conjuntos con la misma cardinalidad son K-
isomorfos. A consecuencia de la proposicion anterior, en una categoria concreta K dos K-objetos iniciales
siempre son K-isomorfos, pues ambos son libres sobre un conjunto O con 0 generadores. Este resultado
también es vdlido para categorias arbitrarias.

Proposicién 7.6 Si I y J son R-objetos iniciales de una categoria R arbiraria, entonces I =2 J.
Demostracion. Considérense las composiciones
gl Jrl g
Debido a la inicialidad de ambos objetos, las identidades respectivas son los tinicos morfismos
enR(I,LI) y enR(J,J)

Luego,

Wy=1 vy Llr=1,
lo cual significa que !; es un R-isomorfismo y que !; :!;1. ]
Observacion 7.3 Ndtese que el R-isomorfismo ! es el inico posible de J en I; de aqui que se diga que dos
objetos iniciales de una categoria son candnicamente equivalentes.

Ejemplos de objetos iniciales.

1. En Get el objeto inicial es el 0.

2. En &ta el objeto inicial es la digrafica vacia (0, 0).

3. En Top el objeto inicial es el espacio vacio (0, {0}).

4. En 9Mon el objeto inicial es el monoide trivial ({e}, (-, e)).

5. En Mng; el objeto inicial es el anillo de nimeros enteros (Z, (+, -, 1)).

El coconcepto correspondiente al concepto de objeto inicial se llama objeto final.

Definicién 7.8 Sea R cualquier categoria. Un R-objeto F' es final si para cada A € R el conjunto R (A, F)
consta de un solo morfismo. Para tal morfismo se empleard la notacion ;4.

Ejemplo 7.7 En Get, Pos, Top, Met es final el objeto cuyo conjunto subyacente es cualquier simplete {x}.
Desde luego, es verdadera la coproposicién correspondiente a la proposicién anterior.
Proposicién 7.7 Si F' y G son R-objetos finales de una categoria R arbiraria, entonces F = G.

Definicion 7.9 Cuando un R-objeto Z de una categoria R arbiraria es simultdneamente inicial y final recibe
el nombre de objeto cero.

Observacion 7.4 Sea R una categoria con objeto cero; entonces:

1. Todo R-objeto inicial y todo R-objeto final es un objeto cero.
2. Para cualesquiera R-objetos A y B existe un morfismo distinguido 045 € R (A, B). Es, a saber, el que
pasa por el objeto cero:

Oup:Adz2RB

Este morfismo se llama morfismo cero; a veces se lo denota simplemente como 0.
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Proposicién 7.8 Sea R una categoria arbitraria. Entonces, cualesquiera que sean los R-morfismos f y g,
se tiene
0f=0 y ¢g0=0

Demostracion.
Z
T1lz Nl
/. LA
A L4 4 z 2 B % p
'z /
N\ bar 11z
Z

...pocos diagramas.



Capitulo 8

Categorias Concretas Topolégicas

Definicién 8.1 Sea K cualquier categoria concreta.

(a) Se dice que K es topolégica si para todo conjunto X y cualquier fuente F = (X, (f;);) cuyo
codominio sea una familia (A4;); de K-objetos A; = (X;,§;) existe { € K [X] tal que si A = (X, £), entonces
F = ( B Ai) es una K-fuente inicial.

(b) Se dice que K es cotopoldgica si para todo conjunto X y cualquier sumidero S = ((f;);,X) cuyo
dominio sea una familia (A4;); de K-objetos A; = (X;,¢;), existe £ € K [X] tal que si A = (X&), entonces

S = (Az- iy )I es un K-sumidero final.

Observacion 8.1 Cuando K satisface alguna de estas definiciones, hacer la consideracion de las fuentes y
sumideros vacios, respectivamente, resulta de importancia.

a) Si K es cotopoldgica y X es un conjunto cualquiera, entonces la clase de K-estructuras K [X] estd
obligada a contener un miembro, £, que haga del sumidero vacio

S=((fi);,X),conI=0

un K-sumidero final. De acuerdo con la definicién de K-estructura final se debe tener:
(i) Si (V,n) e Ky f: X — Y es una funcién tal que, para toda i € I,

[ e K((X,&),(Y,n)

entonces
feK((X,€),(Y,n)

Pero con I = @ siempre es vilida la implicacién
iel=ffie K((X:,&),(Y.n)
En consecuencia, para cualesquiera Y € Gety f € YX se tiene
feK((X,§),(Y.n), Vne K[Y]

lo que significa que £ es una K-estructura discreta para X.

Por consiguiente, en toda categorfa concreta cotopoldgica todo conjunto puede quedar discretamente
estructurado.

b) En forma casi andloga: si K es topoldgica y para cualquier conjunto X # & se considera la fuente
vacia

F=(X,(fi);),conI=0

94
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entonces, existe ¢ € K [X] tal que para cualesquiera W € Gety f € X" se tenga
feK(Ww), (X)), Ywe K[W]

Esto significa que £ es una K-estructura indiscreta para X y que (X, ¢) es un K-objeto indiscreto.
Por lo tanto, en toda categoria concreta topoldgica siempre es posible dotar a cualquier conjunto no vacio
de una estructura indiscreta.!

Ejemplo 8.1 Se sabe que si F = (X, (fi);) es una fuente cuyo codominio es una familia (X;,7;); de espacios
topoldgicos, entonces la topologia débil para X correspondiente a (f;); y a (7;); es una Top-estructura inicial
para X con respecto a la fuente [ . También se sabe que si S = ((fi);,X) es un sumidero cuyo dominio
es una familia (X;,7;); de espacios topoldgicos, entonces la topologia fuerte para X correspondiente a (T;);
y a (fi); es una Top-estructura final para X con respecto al sumidero S. Por lo tanto, Top es topoldgica y
cotopoldgica.

Ejemplo 8.2 Sea Get la concrecion de Get descrita antes. Se sabe que si
F=(fi:X—(X;,X3);

es cualquier fuente de codominio en Get, entonces X es una Set-estructura inicial para X con respecto a F .
Por un ejemplo, si
S=(fi: (X, Xs) = X);

es un sumidero_de dominio en Get, entonces X es una Set-estructura final para X con respecto a S. Por lo
tanto, también Get es una categoria concreta que es topoldgica y cotopoldgica.

Ejemplo 8.3 Se ha visto que si S = ((Xiaai)] Ry X)I es un sumidero cuyo dominio es una familia de

gréficas dirigidas (X;, o), entonces
a={(fi(2), fi(@)): (z,2) € as,i € I}
es una Gra-estructura para X correspondiente a S. Por lo tanto, &ta es una categoria concreta cotopoldgica.

Gra también es topoldgica porque si una familia de gréficas dirigidas (Y3, 5;); es codominio de una fuente
F = (Y,(fi);), entonces
B={ly.y) €Y xY : (fi(y).fi (¥)) € B;,Vie I}

es una Gra-estructura inicial para Y con respecto a f .
En efecto,
(i) Toda flecha f; : (Y, ) — (Y;, ;) es compatible a consecuencia de la definicién de g;
(ii) Si (X,a) € Bray f: X — Y es una funcién tal que

fif € Bra((X,a),(Yi,B;), Vi€l
entonces para cualquier (z,z’) € o tenemos

(f (), f(@') €Y xY

(fi (f (@), fi (f (")) = (fif (@), fif () € By, Vi € 1
o sea que (f (z), f(2)) € 8, lo cual implica que f : (X, a) — (Y, ) es compatible.[/]

I Nétese que entre (a) y (b) la cuasi dualidad de que son susceptibles no es perfecta; el haber cuidado el caso vacio en (b)
evitdndolo explicitamente, hace una diferencia con (a) que puede parecer irrelevante pero que a la larga mostrard que tiene
consecuencias. Ya dijimos en otra ocasiéon que de la verdad de una proposicién “casi dual” hay que procurar cerciorarse porque
no siempre resulta cierta. En lo sucesivo, serfa bueno tener presente este consejo en lo referente a proposiciones en las que las
ideas de discrecién o de indiscrecién desepefien algin papel.
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En vista de los ejemplos anteriores cabe preguntar acerca de la posibilidad de hallar un ejemplo de una
categorfa concreta que sea topoldgica pero no cotopoldgica, o viceversa.

Si se hace una relacién de conceptos anteriores con los que ahora ocupan la atencién, claramente:

(1) Toda categoria concreta topoldgica es hereditaria.

(#7) Toda categoria concreta cotopolégica es cohereditaria.

Por lo tanto, todas las categorias concretas que no son hereditarias, como Uecg, Btp o R-Mod, tampoco
son topoldgicas. Ni son cotopoldgicas las no cohereditarias, como Sgr, Pos, Lat.

También es claro que:

(731) Toda categoria concreta topoldgica tiene intersecciones.

(iv) Toda categoria concreta cotopolégica tiene niicleos.

Se ha visto que Topc carece de intersecciones; por lo tanto, la categoria de espacios topolégicos compactos
y funciones continuas no es topolégica (!). También se vio que Topcs no es hereditaria; en consecuencia, la
categoria de espacios compactos de Hausdorff y funciones continuas tampoco es topolégica (1).

Se podria demostrar que Topce y Topc, asi como Yecg, Brp y R-Mod, tampoco son cotopoldgicas; y que
no son topolégicas Sgr, Pos, Lat. O sea que ninguna de estas categorias reune la condicién pedida: satisfacer
una de las dos definicién sin satisfacer la otra.

En realidad, es éste un caso de autodualidad notable que quedard evidenciado después del par de resul-
tados que vienen a continuacién.

Proposicion 8.1 Sea K una categoria concreta cotopoldgica y sean, X un conjunto, (A;); una familia de
K-objetos A; = (X;,&;),i €1, F =(fi: X — A;); una fuente y § € K [X]. Entonces son equivalentes:

(a) & es inicial para X con respecto a F .
(b) £ es final para X con respecto al sumidero de identidades

I=(lx: (X&) = X),

donde (f j) ;€ la familia de K-estructuras para X que hacen de f una K-fuente.
Demostracion. (a) = (b) Considérese la familia de K-estructuras (§;) ; descrita arriba, fijese cualquier
j €J yhigase A; = (X, EJ) Entonces
(15 ),

es una K-fuente; por lo tanto, para toda ¢ € I, la composicién

fit (X,6) 3 (X,0 5 (x,,6)
es un K-morfismo; por la inicialidad de &, esto implica que
lx € K ((X,¢5),(X,9), (€J).

Obsérvese, por otra parte, que, debido a la inicialidad de &,
fi
F=(xof &),

es una K-fuente; por lo tanto, £ € (§j)J. Asi,si (Y,n) e Ky f: X — Y son tales que, para toda j € J, la
composicién

fr(X.6) = (.8 5 (Vin)
es un K-morfismo, entonces lo es en particular
Fi(X,9 3 (X,9 L (vin)

es decir
feK((X,8),(Y,n)

Esto prueba que £ es final en X con respecto a Z.
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(b) = (a) Como para toda j € J la fuente F = (Aj EiA i)] es una K -fuente, entonces para toda i € 1
es un K-morfismo la composicién
fir (X,65) 2 (4,9 & (X,€))
Pero ¢ es final para X con respecto a (1x); y a (€;) ;; luego

fi € K((X,9),(X:,¢,)),Viel. 2

Por otra parte, sean (W,w) un K-objeto y g : W — X una funcién tales que, para toda i € I, la
composicién
fig: Ww) — (Xi,&;)
es un K-morfismo. Como K es cotopoldgica, existe la K-estructura final para X con respecto a w y g;
dendtesela por &,. Entonces, para toda ¢ € I, la composicién

fi
(W,W) ﬁ) (Xv 50) - (Xzagz)
es un K-morfismo, y por la finalidad de &, con respecto a w y g, se tiene que

fi € K((X,&0),(Xi,&,)), Vi€l

Por lo tanto, £ € (;) ;; ¥ como £ es final con respecto a (€;) , v a (1x) ;, entonces

Ix: (X7£0) - (ng)

es un K-morfismo. Por lo tanto
lIxg=g€ K((Ww), (X))

Esto demuestra la inicialidad de £ con respecto a F, con lo que la proposicién queda demostrada. V]

También es vélido el resultado casi dual:

Proposicién 8.2 Sea K una categoria concreta topoldgica y sean, X un conjunto, (A;); una familia de
K-objetos A; = (X;,&;),i €1, S=(fi: Ai = X); un sumidero y § € K [X]. Entonces son equivalentes:

(a) & es final para X con respecto a S.
(b) £ es inicial para X con respecto a la fuente de identidades

J=(x: X = (X.¢)),
donde (f j) ;€ la familia de K-estructuras para X que hacen de S un K-sumidero.

Definicién 8.2 FEl sumidero Z de la proposicion anterior se llama sumidero dual de la fuente F . Andloga-
mente, la fuente J de la coproposicion anterior es la fuente dual del sumidero S.

Contando con estos resultados ya se puede responder a la cuestién planteada.
Corolario 8.1 Sea K una categoria concreta arbitraria. Son equivalentes:

a) K es topoldgica.

b) K es cotopoldgica.

Demostracion. (a) = (b) Sea S = ((fi);,X) cualquier sumidero cuyo dominio es una familia (4;); de
K-objetos A; = (X;,&;), v cuyo codominio X es un conjunto arbitrario. Considérese la fuente dual del
sumidero S :

J=(1x:X - (X,¢)),
Por (a) existe £ € K [X], inicial respecto a J. Por la coproposicién anterior, £ es final para X con respecto
a S. Por lo tanto, K es cotopoldgica.

(a) = (b) Se demuestra de manera similar. ]

Observacion 8.2 Fn lo sucesivo, cuando se quiera indicar que K es una categoria concreta topoldgica se
dird, simplemente, que K es topoldgica o, cuando mds, que es una categoria topoldgica.

2Ntese que hasta ahorita no se ha empleado la hiptesis de que K sea cotopolgica; por lo tanto, lo que hasta aqu llevamos
vale para cualquier categora concreta.
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8.1. Discrecién e indiscrecion en categorias topoldgicas

Para seguir adelante, se verdn caracterizaciones de las K-estructuras discretas e indiscretas en categorias
topoldgicas.

Proposicién 8.3 Sea K una categoria topoldgica y sea A = (X, §) un K-objeto arbitrario. Son equivalentes:

(a) € es discreta.
(b) ¢ es final respecto a cualquier K-sumidero del que A sea codominio.
(c) £ es inicial respecto a la fuente de identidades (completa 3)

e (e (1),

€K[X]

Demostracion: (a) = (b) Supéngase que
fi
= (e 2 (x.9),

es un K-sumidero. Entonces, cada una de sus flechas es un K-morfismo. Si ademds (Y,7) es un K-objeto
y g : X — Y es una funcién, tales que toda composicién gf; es un K-morfismo, entonces, aplicando(a),
también lo es g : (X, &) — (Y,n). Por lo tanto, £ es final respecto a S.

(b) = (¢) Considérese el sumidero vacio

S=((fi);,A),conl =2

Por (b), £ es final con respecto a S. En consecuencia se tiene que

Ly € K ((X.8), (X.€)) . V€ e K[X]
Ysi(Ww)€e Ky f: W — X son tales que
frWw) (X, = (X.9)
es un K-morfismo para toda ¢ € K [X], entonces, puesto que & € K [X],
[ Ww) = (X,§)
también es un K-morfismo. Por lo tanto, £ es inicial con respecto a f .

(c) = (a) Sean, Y € Get,n € K[Y]y f € YX, arbitrarios. Como K es topoldgica, existe una K-
estructura, {;, inicial para X con respecto a f y 7. En consecuencia

fi(X,&) — (Yim)
es un K-morfismo. Puesto que £; € K [X], aplicando (c), se tiene que también
es un K-morfismo. Por lo tanto, también lo es la composicién
1 f

que es a lo que se queria llegar. V]

También tiene lugar el resultado casi dual; debido al corolario anterior, puede escribirse:

Proposicién 8.4 Si K es topoldgica y A = (X, &) es un K-objeto arbitrario, entonces son equivalentes:

3En el sentido de que el codominio consta de todos los K-objetos sobre X.
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(a) £ es indiscreta.
(b) £ es inicial respecto a cualquier K-fuente de la que A sea dominio.
(¢) € es final respecto al sumidero de identidades (completo #)

s=(1x: (%,€) = x).

feK[X]

Como enseguida se verd, la existencia de estructuras discretas e indiscretas estd estrechamente relacionada
con la coincidencia de las clases de monomorfismos y morfismos inyectivos, y de epimorfismos y morfismos
suprayectivos, respectivamente.

Proposicién 8.5 Sea K cualquier categoria concreta. Si algin singulete puede dotarse con una K -estructura
discreta, entonces coinciden los K-monomorfismos con los K-morfismos inyectivos.

Demostracion. Ya se sabe que en toda categoria concreta todo K-morfismo inyectivo es un K-monomorfismo.
Para probar lo reciproco, supéngase que {wo} es un singulete para el cual existe una K-estructura discreta
wp- Sea

f(X,8) — (Y,m)
un K-monomorfismo arbitrario y sean x1,xo € X tales que f (z1) = f (z2); definase

h: {w} — X kE: {we} — X

Wo = 1 Y Wo = X2

Debido a la discrecién de wy,
hok € K(({wo},wo), (X,8))
Ademss
fh(wo) = f(21) = [ (x2) = fk (wo)

Debido a la monomorfia de f, esto implica que h = k; en consecuencia
z1 = h(wo) = k (wo) = 2

Por lo tanto, f es inyectivo. ]
Corolario 8.2 Si K es topoldgica, entonces coinciden los K-monomorfismos con los K-morfismos inyec-
tivos.

Demostracion. En efecto, ya se sabe que en toda categoria topoldgica todo conjunto puede quedar disc-
retamente estructurado; particularmente, los simpletes. V]
Es de esperar que también valga el resultado casi dual al enunciado en este corolario; vale. Sin embargo,

no se desprende de la proposicién casi dual a la anterior sino de otra que le es casi casi dual; ésta:

Proposiciéon 8.6 Sea K cualquier categoria concreta. Si existe una K -estructura indiscreta para el conjunto
{0,1}, entonces coinciden los K-epimorfismos con los K-morfismos suprayectivos.

Demostracion. Ya se sabe que en toda categoria concreta todo K-morfismo suprayectivo es un K-
epimorfismo. Supéngase, por otro lado, que el K-morfismo

f(X.8) — (Y,m)
no es suprayectivo y que v es una K-estructura indiscreta para {0, 1}. Escogiendo yg € Y — f (X), definanse
h,k:Y — {0,1}

como .
0, si y # yo

h(y)=0vyeY vy k(y)={1siyy0

4Idem.
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Debido a la indiscrecién de v,
h.k € K((Y,n),({0,1},v))

En consecuencia, f no puede ser un K-epimorfismo pues aunque claramente hf = kf, también es claro que
h # k. ]

Corolario 8.3 Si K es topoldgica, entonces coinciden los K -epimorfismos con los K -morfismos suprayectivos.

Se ha visto que Ty, la categoria de espacios de Hausdorff y funciones continuas, es una categoria en la
que no todo epimorfismo es un morfismo suprayectivo. Como consecuencia del corolario anterior resulta que
T2 no es topoldgica (!)

Otro resultado que es consecuencia de este corolario y del anterior a éste es el siguiente.

Proposicién 8.7 Si K es topoldgica y f : (X,€) — (Y,n) es un K-morfismo, entonces [ es un bimorfismo
si, y sélo si, f: X =Y es biyectiva. )

Ejercicio 8.1 ;Son wdlidas las coproposiciones de las proposiciones de las que derivaron los dos corolarios
anteriores? Justifique su respuesta.

Observacién 8.3 Las proposiciones que dieron lugar a los corolarios anteriores pudieron haber sido corolar-
108, a su vez, de dos resultados mds generales. En efecto, se sabe que los monomorfismos y los epimorfismos
son casos particulares de monofuentes y episumideros, respectivamente, en tanto que un caso particular de
una fuente que separa puntos es un morfismo inyectivo, asi como uno suprayectivo es caso particular de un
sumidero exhaustivo. Con esto en mente resulta claro que las proposiciones a que se alude son corolarios de
las dos siguientes:

Proposicién 8.8 Sea K cualquier categoria concreta. Si algin singulete puede dotarse con una K -estructura
discreta, entonces coinciden las K-monofuentes con las K-fuentes que separan puntos.

Proposiciéon 8.9 Sea K cualquier categoria concreta. Si existe una K -estructura indiscreta para el conjunto
{0,1}, entonces coinciden los K-episumideros con los K-sumideros exhaustivos.

Estas proposiciones pueden demostrarse en forma exactamente similar a como se demostraron las dos
anteriores, respectivamente. Los corolarios que de ellas se desprenden son generalizaciones de los dos corolarios
anteriores.

Corolario 8.4 Sea K una categoria topoldgica y sea F = ((X, &), (fi);) una K-fuente arbitraria. Son equiv-
alentes:

a) F es monofuente.
b) F separa puntos.

Corolario 8.5 Sea K una categoria topoldgica y sea S = ((fi);,(X,§)) un K-sumidero arbitrario. Son
equivalentes:

a) S es episumidero.

b) S es exhaustivo.

Para ver una caracterizacién mds de los objetos discretos en las categorias topoldgicas considérese el
concepto categérico definido a continuacion.

Definicion 8.3 Sea R una categoria arbitraria y sea A un R-objeto cualquiera. Se dice que A es proyectivo
si siempre que se tiene un diagrama como el siguiente

A B’

JARN /g
B

Vi
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en donde f : A — B es un R-morfismoy g : B — B es un R-epimorfismo, es posible definir otro R-morfismo,
h:A— B, tal que gh = f; es decir, tal que
h
A B’

N\~ O Sy
B

Proposicién 8.10 5i (X&) es un K-objeto arbitrario de una categoria topoldgica K cualquiera, entonces
son equivalentes:

a) (X,§) es discreto.

b) (X, &) es proyectivo.

Demostracion. (a) = (b) Sean, f : (X,£) — (Z,¢) un K-morfismoy g : (Y,n) — (Z, () un K-epimorfismo,
cualesquiera. Debido al corolario anterior puede darse por hecho que g : Y — Z es una funcién suprayectiva;
entonces existe una funcién h : X — Y tal que gh = f. Por (a), h: (X,€) — (Y,n) es un K-morfismo, y se
tiene

xo "

N~ o g
(Z,¢)

Por lo tanto, (X, &) es proyectivo.
(b) = (a) Sean, Y € Get,n € K[Y]y f € YX, cualesquiera. Considérese el sumidero S descrito en el
siguiente diagramas:
(X,8) (Y,n)

JARN / ly
Y

Como K es topoldgica, existe una K-estructura 7 para Y que es final con respecto a S; entonces

(X —=n v ly:(Yn)—(Y.n)

son K-morfismos, el segundo de los cuales es epimorfismo, lo que, por (b), implica que

f(X,8) = (Y,n)

es K-morfismo. Por lo tanto, (X, &) es discreto. ]
El coconcepto correspondiente al concepto de objeto proyectivo se llama objeto inyectivo. Para su defini-

ci6én hay que invertir el sentido de cada flecha que aparece en la definicén de objeto proyectivo.

Definicion 8.4 Sea R una categoria arbitraria y sea A un R-objeto cualquiera. Se dice que A es inyectivo
st siempre que se tiene un diagrama como el siguiente

A B’

F\ /9
B

en donde f : B — A es un R-morfismo y g : B — B’ es un R-monomorfismo, es posible definir otro
R-morfismo, h: B — A, tal que hg = f; es decir, tal que
h
A B’

'~ o Jyg
B

Es de esperar que tenga lugar un resultado casi dual al enunciado en la proposicién anterior. Pero he aqui
que en esta ocasién hay un caso particular en que la coproposicién correspondiente deja de ser verdadera; se
trata del caso en el que el K-objeto (X, &) tiene por conjunto subyacente al conjunto vacio.
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Si en la proposicién anterior se toma X = @ y se denota por &, a la K-estructura discreta para X,
entonces f es el morfismo vacio ¢, mismo que hace que conmute el triangulo

(X7£@) fis_) (Yﬂ?)
¢\ /g
(Z,¢)

En cambio, para K-objetos arbitrarios como son (Y, n) v (Z, (), los morfismos f, g y h que desde ellos se
definan no pueden incidir, en general, en un K-objeto vacio salvo que Y y Z sean vacios, ya que el concepto
de funcién exige tener codominio no vacio para toda funcién definida sobre un dominio no vacio. De aqui
que no puedan invertirse las flechas (ni pueda considerarse la situacién dual) del diagrama anterior mientras
se tenga X = @.

Por espacio de cuatro anos este detalle pasé inadvertido ante los ojos de los especialistas hasta que, en
1978 (dirigida por el Dr. Vézquez), Graciela Salicrup lo hizo notar en el tercer capitulo de su tesis doctoral®.
Ello permite mostrar un ejemplo en el que la cuasi dualidad aplicada a una proposicién verdadera da por
resultado una proposicién que no es verdadera.

Ya corregida, la sentencia correspondiente puede escribirse como sigue:

Proposicién 8.11 Si (X&) es un K-objeto arbitrario de una categoria topoldgica K cualquiera, entonces
son equivalentes:

a) ¢ es indiscreta y X # &.

b) (X, &) es inyectivo.

Demostracion. (a) = (b) Se prueba casi dualmente a como se probé la primera parte de la proposicién
anterior.

(b) = (a) Sea (Y,n) un K-objeto, con Y # @. Por vacuidad, la funcién vacia

o:0—Y

es inyectiva; en consecuencia,
o (®7€@) — (Y,n)

es un monomorfismo, siendo £, la K-estructura discreta de ); considérese también el K-morfismo vacfo

¢ (0,€5) — (X,€)

Por (b), existe un K-morfismo
h: (Yin) = (X,€)

que da conmutatividad al tridngulo
h
xo "

AN /¢
(0,¢,)

Como Y # @, el concepto de funcién obliga a tener X # &. El resto de la demostracion es casi dual al de la
segunda parte de la proposicién anterior. -

8.2. Categorias monotopolégicas

No deja de ser desconcertante el haber hallado que subcategorias de Top como T3, Topc y Topcs no
son topoldgicas. Para ellas resulté demasiado restrictiva la condiciéon de tener que dotar de estructuras
iniciales a todos los conjuntos que sean dominio de fuentes cuyos codominios consten de familias de objetos
pertenecientes a ellas. Esta restriccién puede holgarse un poco y dar lugar a una clase de categorias concretas
donde tengan cabida muchas de las que habian quedado excluidas de la clase de las topoldgicas.

5 “Epirreflexividad y Conexidad en Categorias Concretas Topoldgicas”, Anales del Instituto de Matematicas, vol.18 n22,
1978.
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Definicion 8.5 Sea K cualquier categoria concreta. Se dice que K es monotopoldgica si para todo conjunto
X y cualquier fuente que separe puntos I = (X, (f;);), cuyo codominio sea una familia (A;); de K-objetos,

existe £ € K [X] tal que si A = (X,§), entonces F = (A RL i)] es una K-fuente inicial.

Ejemplo 8.4 Toda categoria concreta topoldgica es monotopoldgica.
Ejemplo 8.5 T3 es monotopoldgica.

En efecto, quedé establecido que si F = (X, (f;);) es una fuente que separa puntos cuyo codominio es
una familia de espacios T3, entonces existe una Ta-estructura para X que es inicial con respecto a F .

Ejemplo 8.6 Bos es monotopoldgica.

En efecto, se sabe que para cualquier fuente F = <X 2L (X, §1)>I de codominio en Pos, el preorden <

en X definido para cualesquiera z,z’ € X por
r=22 e fi(r)<; fi(@),Viel

es una ‘Pos-estructura inicial para X con respecto a f si es antisimétrico. Ahora bien, si x y 2’ son tales que

= y o=z
entonces, para toda i € I, se tiene

fite) < fi(2') vy fi(@) < filo)

Y como <;es un orden parcial, entonces

filz)=fi(x),Viel.
Si F separa puntos, esto implica que x = z’ y, por lo tanto, < es antisimétrico.

Observacién 8.4 Dado que la inclusion ¢ de cualquier subconjunto A de X en (X, €) constituye una fuente

que separa puntos con una sola flecha
LA (X,6)

se tiene que toda categoria monotopoldgica es hereditaria.

Esta observacién revela que ni Topc ni Topcy han quedado incluidas en la clase de las categorias mono-
topoldgicas.
El coconcepto correspondiente al de categoria monotopolégica es el de categoria epitopoldgica.

Definicién 8.6 Sea K cualquier categoria concreta. Se dice que K es epitopoldgica si para todo conjunto
X y cualquier sumidero exhaustivo S = ((f;);,X), cuyo dominio sea una familia (A;); de K-objetos, existe

¢ € K[X] tal que si A= (X,§), entonces S = (Az- ELY )I es un K-sumidero final.

Ejercicio 8.2 Siendo K cualquier categoria concreta considérese el par de afirmaciones siguiente

a) K es monotopoldgica.

b) K es epitopoldgica.

?‘Son equivalentes (a) y (b)? Justifique su respuesta.

Como ya se ha senalado, la clase de categorias monotopoldgicas incluye dentro de si a todas las categorias
topoldgicas. Una propiedad que poseen algunas categorfas concretas (y que se describird enseguida) resulta
ser, en la clase de las categorias monotopoldgicas, propiedad caracteristica de las categorias topoldgicas. Con
la prueba de esta caracterizacién se pone fin a este estudio.
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La propiedad referida permite que en algunas categorias concretas puedan obtenerse objetos nuevos de
los ya dados escindiendo puntos en los conjuntos subyacentes. En Top, por ejemplo, escindiendo el punto x
del singulete {z} en dos puntos, se obtiene un espacio topoldgico sobre un conjunto de dos puntos

{z1, 22}

Si se conviene en adoptar para €l la topologia que por cada abierto U en el singulete da un abierto formado
por las escisiones de los puntos de que constaba U, se obtiene que los abiertos son

0y Az}

es decir, se obtiene el espacio indiscreto de dos puntos. Es claro que si en vez de escindir a = en dos lo se
escinde en tres puntos, se obtiene, de acuerdo con la descripcién anterior, el espacio indiscreto de tres puntos.
Escindiendo indefinidamente al singulete se obtienen todos los espacios indiscretos.

Adtn en Top, pero de modo més general: Si el conjunto subyacente de un espacio topolégico (X, 7) consta
de una familia de puntos X = (z;); de la cual cada miembro z; se escinde en una familia z; = (z;;)
entonces por cada U € 7 queda definido un conjunto

Ji?
ﬁ:{l’ijll‘iGU}
y es facil ver que la familia 7 formada por estos conjuntos constituye una topologia para el conjunto

X = iLEJI{(L‘ij YIS Jl}

Obsérvese que de X en X se puede definir de modo natural una funcién f mediante

f:)A(—>X
Tij T4

Notese que f es suprayectiva. Mds ain,

f: <)A(,?> - (X,71)
es una funcién continua, pues, evidentemente,

flw)=U0,VUer
Ademss, si (W,w) €Sopyg: W — X son tales que

fg: (Ww) — (X,7)

es continua, entonces para todo U € T se tiene que

g (0) =g (I 0) = (f9) ' (V) €w

Es decir,
g: Ww)— ()/(\',?)

es continua. Esto demuestra que T es la topologia inicial para X con respecto a f y 7.

Reciprocamente, como Top es topoldgica, a cualquier conjunto X desde el cual se encuentre definida una
funcién suprayectiva f sobre cualquier espacio topoldgico (X,7) puede ser dotado de la topologia inicial
correspondiente a f y 7 y ser visualizado como el resultado de una escisién de puntos ocurrida en X: la fibra
f~!(z) de cada = € X es la familia de puntos en que z se ha escindido.

Considérese otro ejemplo, ahora en &ra. Supéngase que el conjunto subyacente de una gréfica dirigida
(X,B) es X = (z;); y que cada punto z; se escinde en una familia ; = (z;5) ; , dando lugar al conjunto

X = iLEJI{xU YIS Jz}
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Definiendo

~

ﬁ = {(xij,:ci/j/) S )? X )? : (xi,xi/) € B}
es claro que
()A(,ﬁ) € Gra
Obsérvese que también en este caso, de la funcién suprayectiva
I X - X
Tij T
se obtiene un morfismo o
f:(X.B) =9
ya que N
(@i, zirj) € B= (f (@), [ (zirjr)) = (zi,20) € B

Por otro lado, supéngase que otra digrafica (W, «) y una funcién g : W — X son tales que
fg:(W,a) = (X,5)
es compatible. Si para cualquier (wy,ws) € « son

g (wl) = Tij y g (wz) = X4

entonces
(i, i) = (f (@), f(warjr)) = (fg (w1), fg(w2)) € 8

porque fg es compatible; pero entonces de acuerdo con la definicién de B se debe tener

(wij, Tirgr) € B
lo que significa que
g:(W,a) - (X,5)

también es compatible. Esto prueba que B es una Gra-estructura inicial para )?A con respecto a fy .

Y también reciprocamente: como &ta es topoldgica, a cualquier conjunto X desde el cual se encuentre
definida una funcién suprayectiva f sobre cualquier digréfica (X, 8) se lo puede dotar de una &ra-estructura
inicial correspondiente a f y 5y se lo puede visualizar como el resultado de una escisién de puntos ocurrida
en X segun las fibras determinadas por f.

Estos ejemplos ya dan una idea precisa de los siguientes conceptos.

Definicién 8.7 Sean, K una categoria concreta y (X, &) un K-objeto, cualesquiera. Un K-objeto ()A(,/f\) es
una escision de (X, &) si existe un morfismo suprayectivo

Fi(%8) = (x.9

Yy sig es inicial para X con respecto a f y &. Se dice que K permite escisiones si para toda fuente con
una flecha del tipo

F = ()? EA (X, §)> , (f suprayectiva)
stempre existe Z e K [)? } que es inicial con respecto a [ .

Como claramente se puede observar, toda categoria topoldgica permite escisiones. Sin embargo, esta
propiedad no es exclusiva de las categorias topoldgicas; para mostrar un ejemplo se presentard una categoria
que hasta ahora no ha sido vista.

Pmet es la categoria de espacios seudométricos y contracciones.
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Definicién 8.8 Una seudométrica para un conjunto X es una funcion
6: X xX—R
que para cualesquiera x,y,z € X satisface las dos condiciones siguientes:

(1) 6 (x,2) = 0.
(ii) 6 (z,2) <6 (z,y) +6(y,2).
Una contraccién entre dos espacios seudométricos (X,d) y (X’,6’) es una funcién

f:X—-X

tal que para cualesquiera x,y € X,
&' (f (). f(y) <d(2y)

Para probar que Pmet permite escisiones, considérense cualquier espacio seudométrico (X, d) y cualquier
funcién suprayectiva N
f:X = (X,9)

Definiendo IR
d: X xX—=R
mediante

5@, =0(f@).f@®)

se obtiene una funcién bien definida que claramente convierte a
f: ()A(,g) — (X,9)
en una contraccién. Ademsds, si otro espacio seudométrico (W,~) y una funcién g : W — X son tales que
fg:(W,y) = (X,0)
es una contraccién, entonces para u,v € W arbitrarios se tiene
3(9(w),g () =5 (fg(w),fg(v)) <7 (u,0)
lo que significa que
g: (W) — ()Af,g)

también es una contraccién. Esto prueba que 3 es una seudométrica inicial para X con respecto a f y d. Por
lo tanto, Bmet permite escisiones.
Pero Pmet no es topoldgica, pues si para el conjunto X = {0, 1} se definen seudométricas d,, haciendo

0,siz=y

n,six#y vneN

o o) = {
entonces para X no puede haber una seudométrica inicial con respecto a la fuente
F=(0x:X— (X 0n)y
porque para cualquier seudométrica d que se proponga siempre podra hallarse N € N tal que
0(0,1) <n, ¥n > N;

o0 sea que a partir de cierto momento las identidades dejan de ser contracciones.
Para finalizar, se demostrd la caracterizacién de que mencionada.

Proposicién 8.12 Sea K cualquier categoria concreta. Entonces, K es topoldgica si, y sélo si, K es mono-
topoldgica y permite escisiones.
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Demostracion. Basta demostrar la implicacién de derecha a izquierda. Considérese entonces, para X € Get
arbitrario, cualquier fuente de codominio en K

Definase, para cualesquiera x, 2’ € X, la relacién
z~a' & fi(r)=fi(2v),Viel

y considérese la aplicaciéon candnica
p:X—->X/~

Si para toda i € I se define
fi/: X/~ — X;
]  — fi(2)

entonces la fuente

P (xR )

I
separa puntos. En efecto, si [z] # [2] entonces x ~ z’, es decir, existe ¢ € I para la cual

fi(x) # fi (SU/)

Entonces, para esa
fila] = fi [#']

Como K es monotopoldgica, existe una K-estructura £ para X / ~ que es inicial con respecto a F’. Pero
ademds K permite escisiones; entonces, considerando que la aplicacién candnica es una funcién suprayectiva

p:XH(X/N,%v)

es posible garantizar la existencia de una K-estructura Z para X inicial con respecto a py E Se asegura que
& ha resultado inicial para X con respecto a F; comprobémoslo.

(i) fi: (X,E) — (X;,&;) es un K-morfismo por ser la composicién de dos K-morfismos
2 A\ £ .
for (XE) L (X /) B (X06) Vie
(ii) Dados (W,w) € Ky g: W — X tales que para toda i € T
fig: (Ww) — (X5,§;)
son K-morfismos, se tiene (puesto que f; = f/p) el diagrama
fig
W) T e

gl O i
(59 7 (x/-9

Debido a la inicialidad de E con respecto a F' se tiene que pg es un K-morfismo. Y como E es inicial con

respecto a p y &, entonces también g es un K-morfismo, y la demostracion llega a su fin. ]



Capitulo 9

Transformaciones Naturales

En los cursos de aritmética elemental se ensena que la n-ésima potencia de la m-ésima potencia de un
nimero a es igual a la (n X m)-ésima potencia de a. Desde el punto de vista de la Teorfa de los Conjuntos,
este resultado no es mds que un caso particular de uno mucho més general conocido con el nombre de “ley
exponencial de los conjuntos”. Asegura que para cualesquiera A, B,C € Get es valida la equivalencia

(CA)B ~ CAXB
entendida como la biyectividad entre los conjuntos de funciones
Get(B,6et(A4,C)) y 6Get(Ax B,C)

Para demostrar esta ley habria que definir una funcién desde cada uno de estos conjuntos en el otro, con la
idea de obtener la invertibilidad mutua entre las dos funciones definidas. Inténtese definir una, digamos

9o Get(B,Get(A,0)) — Get(Ax B,C)!
Escogiendo cualquier
f €6Get(B,6et(A,C))

se tiene que f es una funcién que asocia con cada b € B una inica funcién
fb A —C

Obsérvese que, en consecuencia, siempre que se tengan a la mano cualesquiera elementos a € Ay b € B, es
posible determinar un elemento en C' como f, (a). Y puesto que hay que determinar un elemento en C' toda
vez que esté dado un par (a,b) € A X B para asi dejar definida la imagen, (goc)f, de f bajo pq, resulta
natural hacerlo escribiendo

(bc)y (a;:b) = fo (a)

Reciprocamente, si se quiere definir
Yo Get(Ax B,C) — Get (B, Get (A, C))

entonces, dada
g € Get(Ax B,C)

se antoja proponer como su imagen (1) g bajo 9. la regla que pone en correspondencia con cada b € B
una funcién

Wc)gb A—C

definida como

(¥c)g, (@) = g(a,b)

108
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Es fécil ver que tanto ¢~ como 1~ son funciones bien definidas.
Si ahora se compone @~ con 1. se obtiene, para cualequier g € Set (A x B, (), que

ecte (9) = o (We), = (@c)(%)g tAxB—C
es tal que para cualquier (a,b) € A x B
(PC) gy, (@ B) = (W), (a) = g (a,b)

lo que significa que
e (9) =9

Y si se compone - con ¢, entonces, para cualquier f € Get (B, Get (A, C)), se tiene que

Yoo (f) =ve (po)f = (Tﬁc)(@C)f 1 B — Get(4,0)

es tal que para cualquier b € B

(V) (pe, ], (@) = (@) (a,) = fu (o)
o sea que para cualquier b € B
(wc)[%)f]b =Jo
de modo que
Yoo (f) =f

Por lo tanto, ¢~ ¥ ¥ han resultado, efectivamente, inversas entre si.

No deja de llamar la atencién ni de sorprender el hecho de que un problema en apariencia complicado como
éste de establecer la equivalencia entre los dos conjuntos de funciones anteriores, se resuelva simplemente
siguiendo las sugerencias que proponen los conceptos y la notacién misma. Es muy probable que la respuesta
se le ocurra a cualquier persona que comprenda el planteamiento del problema y que sélo conozca el concepto
de funcién. Si después se le pregunta cémo se le ocurrieron las definiciones de ¢ y de 9, la respuesta suele
ser: “...porque es natural.” Al contemplar esta “naturalidad”, queda en uno la impresién de que en casos
como éste basta prestarse al juego simbdlico hasta que jzaz!, el problema quede resuelto.

A mediados del siglo XX dos mateméticos, Eilemberg y Mac Lane, sospecharon que en situaciones como
ésta las matemaéticas guardaban una peculiaridad muy sutil, y la bisqueda de comprender en qué consiste
exdctamente esa sutileza los condujo al desarrollo de la Teoria de las Categorias.

Para intentar poner en relieve lo que subyace en la supuesta naturalidad de situaciones como la presente,
hay que complicar un poco las cosas introduciendo en la consideracién la idea de transformacion natural.

Definicién 9.1 Sean Fi, Fs : R — @ dos funtores arbitrarios entre categorias arbitrarias. Se dice que Fy
se transforma naturalmente en Fy si para todo R-objeto A existe un @-morfismo

Ta: 1A — LA
tal que para cualquier R-morfismo h : A — B se tenga

A 5 FRA
FBh|l O | Fh
FiB =N F»B

En tal caso se hablard de una transformacion natural 7 de Fy en Fy y se escribird

T:F — Fy
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Ejercicio 9.1 El funtor cuadrado cartesiano
Qs : Get — Get

se define, para todo conjunto X como
QX =XxX

donde X x X es el conjunto
X x X ={(x1,22) : 21,22 € X};

y para todo Get-morfismo f: X — Y como
Qof=fxf: XxX—Y XY

donde, para cualquier (x1,22) € X x X, f x f viene definida por

[x fz,m2) = (f (z1), f (22))

a) Compruebe que @2 preserva composiciones e identidades.
b) Considere el funtor conjunto potencia covariante, Pot, y demuestre que

T:Qo — Pot y o0:Qs— Pot
definidas para todo X € Get como

Tx: XxX — 2X ox: XxX — 2X
(x1,22) — A{x1, 22} Y (z1,22) +— @

son transformaciones naturales.
En la ley exponencial de los conjuntos se halla implicita una transformacién natural entre funtores de

Get.

Definicion 9.2 Sea R una categoria arbitraria y sea D uno cualquiera de sus objetos. El hom-funtor en
D es un funtor
HD R — Get

que para todo R-objeto A se define como
HpA=R(D;A)

y para todo N-morfismo h € R (A, B), como la funcion

Hph: R(D;A) — R(D;B)
f —  hf

Se verd que esto define efectivamente a un funtor.
[a] Hp preserva composiciones. En efecto, si
heR(A,B) v keR(B,0C)
entonces, para cualquier f € R (D, A),
Hp (kh) (f) = (kh) (f) = k (hf) = Hpk (hf) = (Hpk) (Hph) (f)

es decir
Hp (kh) = (Hpk) (Hph)

[b] Hp preserva identidades. En efecto, sea f € R (D, A); entonces

Hpla(f)=1af = f = 1xw.a) (f)
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es decir
Hpla=lppa

Ahora ffjense en Get cualesquiera dos conjuntos A, B y considérese el producto cartesiano A x B. Con
los hom-funtores H4 y Hp puede formarse el funtor compuesto

HpH, : Get — Get
Reconsidérese, por otra parte, a la funcién
vo : Get(B,Get(A,C)) — Get (A x B,C)
definida en la demostracion de la ley exponencial; obsérvese que ahora se la puede denotar como
o HpHAC — HaxpC
Se verd que cualesquiera que sean
C,DeGet y he6et(C,D)

conmuta el diagrama
HpHAC  PC  Ha,pC

—

HpHah l . l HAth
HpHaD HaxpD
YD

Para ello recuérdese que si

feHpHAC v [f(b)=/f, €Get(AC)

entonces, segtin la definicién de ¢ se tiene que

ec (f) =(ec)y € HaxsC

es tal que para todo (a,b) € A x B
(pc)y (a;b) = fi (a)
Por otro lado, segin la definicién de hom-funtor, H4h es la funcién
Hph: Get(A,C) — 6Get(A,D)
g = hg ’

en consecuencia HgH 4h es la funcién

Hp (Hph): Get(B,6et(A,0)) — Get(B,6et(A,D))
f — (HAh) f
de manera que

HpHuh(f) : B —> Get(A,D)

es la composicion
Get(A,C) — Get(A4,D)

—
— fo — hfp

HgHAh(f): B
b

Por lo tanto, un camino en el diagrama conduce a la funcién

(¢p) (HeHah) (f) = (YD) irymanis)

tal que para todo (a,b) € A x B
(‘PD)HBHAh(f) (a,b) = hfy (a)
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El otro camino lleva a la funcién

(Haxsh) (¢c) (f) = (Haxsh) (pc)f = h(pc);

y para todo (a,b) € A x B
h(ec)s (a,b) = hfy(a)

Esto demuestra la conmutatividad del diagrama y prueba la existencia de una transformacién natural del
funtor compuesto HgH 4 en el hom-funtor H s« .

Para comprender mejor las consecuencias que tiene esto, es conveniente saber més de las transformaciones
naturales estudiando algunas de sus propiedades. Por ejemplo, ocurre que pueden componerse funtores y
transformaciones naturales.

En efecto, sean

E 7
I— R =R
Fy
categorias y funtores arbitrarios, y supéngase que existe una transformaciéon natural
T:F —
Sean A, B $-objetos cualesquiera. Entonces EA, EB € Ry y existen Rg-morfismos
TEA: IEFA— Fh,EA yv 71gp:FEB— F,EB

tales que si h € S (A, B), entonces
REA P4 REA

—
FEh| O | FEh
—

FEB FLEB
TEB

Esto permite definir la composicién de 7 con E
TE : F1E — ILhE
como aquella regla que para todo 3-objeto A tiene determinado el Ro-morfismo
(TE) s =TEA

y se puede asegurar, debido al diagrama anterior, que es una transformacién natural.
Ahora considérese la otra situacién lateral. Sean

=R —p
Fy
categorias y funtores arbitrarios, con la transformacién natural

T:F — I

Entonces, para cualesquiera
B,C’eéRl y gEéRl(B,C)

en Ity se tiene el diagrama

B P BB
—
Fgl O 1By
FC £C

TC
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Debido a que G preserva composiciones, el diagrama anterior da lugar, en p, a éste otro

ears P GRB

—
Glg | O | GFyg

GRC _  GRC
GTC

Por lo tanto, también se puede hablar de la transformacién natural
G717 : GF|, — GF;,
que para todo B € R; define un p-morfismo (G7) 5 mediante la igualdad
(Gr)p =GB

Finalmente, considérense las dos composiciones simultdneamente.
F
E ! G
F—o R =R — p
Fy

De acuerdo con lo anterior, se puede hablar de las transformaciones naturales
G(TE):G(FWE) — G(FE) y (Gr)E:(GF)FE — (GF,)E

Ambas transforman al funtor GF1E en el funtor GF,E;? ademds, segin se ha visto, para cualquier A € &
tenemos, por un lado
(G (rE)], = G (E), = Gria
en tanto que por otro lado
[(GT)E]y = (GT)py = GTEA
Por lo tanto, G (7F) = (G71) E.

Las transformaciones naturales también pueden componerse entre si, dando lugar a nuevas transforma-
ciones naturales.

Definicién 9.3 Sean
Fl,FQ,Fg : % — P

funtores y categorias arbitrarios; si
T:Fi—Fy y o:F— Fj

son transformaciones naturales, entonces la composicion

or: W — Fj

viene definida mediante
(0T) 4 =0ATA

Se verd que ha quedado definida, efectivamente, una transformacion natural. En efecto, si f € R(A, B),
entonces se tiene

A 4 RA 7Y RA
—

—

Fifl Q) | Fah 2, 1 F3h
FlB FZB FgB
TB OB

debido a lo cual, también
FlA OAT A F3A
—_

Bfl O L F3f
FlB OBTRB FgB

que es lo que se tenia que probar.(,)

2Vease (a) del ejercicio 1 de la 12 tanda.
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Ejercicio 9.2 Sean
F1 Gl
=R y R=yp
F2 G2
funtores y categorias cualesquiera. Si

T —F y o0:G; — Gy

son transformaciones naturales arbitrarias, probar que

sSon tmnsformaciones naturales Yy que
(O'Fg) (GlT) = (TGQ) (Fla)

Obsérvese que con esta definicién terminan quedando explicitamente implicitos tres datos en el presente
contexto:

(") El que se refiere a una clase de objetos, siempre que estdan dadas dos categorias arbitrarias R y ¢;
estos objetos son los funtores de R en .

() Otro dato permite la referencia, cualesquiera que sean dos de estos objetos, a una clase de “morfismos”
entre ellos: la clase de transformaciones naturales entre los dos funtores de que se trate.

(*.") Finalmente, la ley de composicién entre morfismos dada en la definicién anterior.

Salvando por el momento el cuidado que hay que tener en cuanto a que la clase de morfismos entre
cualesquiera dos objetos sea un conjunto, y salvo, también, la comprobacién de los axiomas correspondientes,
lo implicito en el contexto es una categoria. Tal parece que, como ocurre con teorfas concretas como la
Topologia en donde la nocién de espacio topolégico puede extenderse hasta los conjuntos de funciones
continuas entre dos espacios dados, aqui también se podrd extender la nocién de categoria para poderse
referir a la categoria de funtores entre dos categorias. Para ir formalizando esta cuestion, se intentars primero
la comprobacién de los axiomas de una categoria.

1. Sean
F1,F>
itk

R

—_—
G1,G2

funtores arbitrarios entre categorias arbitrarias, y supéngase que 7 transforma natural y simultdneamente a
Fyen F5 y a Gy en Go
T:F — Fy 7:G1 — Gy

Entonces, para todo R-objeto A,
Ta € p(F1A F2A)Np (G4, G2A)
lo cual implica (por el axioma que se estd revisando, pero aplicado a la categoria p) que
FA=GIA vy FRA=GA

En consecuencia
Fila=Gila y Fala=Gala
Pero atin més; puesto que se tiene
FA=GA ™ FA=GyA

—
Fih || Gih O Fhl] Goh

P B=GB ;B =GB
B

cualquiera que sea h € R (A, B) y cualesquiera que sean A y B en R, también se tiene

Flh:Glh y FQhZGQh



CAPITULO 9. TRANSFORMACIONES NATURALES 115

Por lo tanto
=G, y F=G

2. Sean los funtores
Fi,Fp, F3,Fy : R —

y las transformaciones naturales
T:Fy—F, o0:F,—F; p:F3— Fy

Entonces
[p(0T)] 4 = pa(07) 4 = pa(oaTa) = (paca)Ta = (po) 474 =[(po) 7] 4

(; estd justificada por el mismo axioma que se estd revisando, pero aplicado a los p-morfismos p 4, 04,7 4).
Esto se ve reflejado en que para cualquier f € R (A, B), al diagrama

FA ™ ma %Y mA PA RA
—_— —_— —_—

Bfl o [EkKf o |FEf O |Ff
—_— — —

F.B F,B F3B F,B
TB OB PB

se lo puede hacer conmutar en sus dos primeros tercios con el tercero o bien en los dos tltimos con el primero,
obteniendo en ambos casos el mismo resultado. Por lo tanto

pl(oT) = (po)T

3. Sea
F:R—p

un funtor arbitrario entre categorias cualesquiera, y sea
lp: F— F

tal que, para todo A € R
(1r)4 =1pa

Entonces, cualquiera que sea f € R (A, B), es obvio que

FA  (1p), FA

Ff| O L Ff
FB (lp)y FB

lo cual implica que 1p es una transformacion natural. Ademsds, si
7T:E—F 'y o0:F—G
son transformaciones naturales, entonces
lpr: E—F 'y olp:F—G
son transformaciones tales que para todo A € R
(ApT)y=(p)pTa=1lpata=7a y (0lp)y=0a(lp)y=0alra=o024

(debido al mismo axioma pero aplicado al gp-morfismo 1g4). Por lo tanto

lpr =171 y olp=o0

como habfa que probar.,
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Los tres axiomas que definen a una categoria han sido, pues, comprobados. Para saber si se puede hablar,
en general, de la categoria de funtores entre dos categorias fijas arbitrarias sélo resta atacar la cuestion acerca
de si la clase de transformaciones naturales entre dos funtores arbitrarios es un conjunto. Desgraciada, o
quizds, afortunadamente, la respuesta a esta interrogante es negativa. De hecho, ni siquiera es formalmente
licito, desde el punto de vista de la Teoria de los Conjuntos, la referencia a la coleccion de funtores entre dos
categorfas cualesquiera como a una clase. Si se ha permitido haber incurrido en este error en el inciso ()
anterior es porque a lo largo de este trabajo se ha hablado de clases vaga e imprecisamente. Es justamente
a consecuencia de que la coleccién de funtores entre dos categorias fijas R y p no siempre es una clase, que
tampoco necesariamente la coleccién de transformaciones naturales entre dos funtores Fp, Fs : ® — p es un
conjunto. Sin embargo, impidiendo que el exponente R crezca demasiado, es posible hablar de la categoria
% de funtores y transformaciones naturales. Para demostrar esta aceveracién se recordard que el producto
cartesiano de una familia de conjuntos (X)),

[T Xx

AEA
es el conjunto de elementos de la forma
T = (z2)s
donde z) € X, para toda A € A. Obsérvese, por otra parte, que una transformacién natural
T F1 — F2

puede mirarse como un elemento de la forma

T= (TA)|%|

donde 74 € p(F1A, FxA) para toda A € |R|; y si la clase |R| de R-objetos es un conjunto, entonces 7 es un
elemento del producto
[I o(F1A, F2A)
A€|R|

y la clase p”® (F}, F,) de transformaciones naturales es un subconjunto de este producto.

Definicién 9.4 Sean, R una categoria pequeiia y o una categoria arbitraria. Entonces p® denotard a la
categoria cuyos objetos son los funtores de R en o, y para cualesquiera funtores Fy, Fy € o

O" (F1, Fy)

es el conjunto de transformaciones naturales de Fi en Fy. % es, pues, la categoria de funtores y
transformaciones naturales.

Ejemplo 9.1 Piénsese en el conjunto {0,1} con el orden < inducido por el usual de Z y dendtese por © a
la categoria
9 =({0,1},<)

formada por el copro correspondiente. Entonces ® posee dos objetos
0 gy 1

y un morfismo no trivial
(0,1)

ademdas de los morfismos idénticos
<070> = 10 ) <17 1> = 11
St p es una categoria arbitraria, entonces todo funtor

F:9—9p
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determina en @ dos objetos
Fo y F1

y un morfismo
F{0,1): FO— F1

aparte de las identidades que preserva pero que no determina
Fly=1pg Fly =1p;

Sea
G:D—yp

otro funtor; entonces, una transformacion natural
T F -G
viene dada por dos @-morfismos
To: FO—-GO0 y 71:F1—-G1

tales que
FO 7o GO

FOLL o  1G{O1)
F1 - Gl

T1
Obsérvese que, reciprocamente, todo p-morfismo
f:1A)— Ay
determina un funtor
F:9—p

En efecto, F' queda determinado por

En consecuencia, se puede describir a ¢° como a la categoria cuyos objetos son todos los p-morfismos (y
que por eso se habla de p®° como de la categoria de morfismos de p) y cuyos conjuntos de morfismos

©° (Ao 4, Ay, By Bl)

consta de parejas de p-morfismos
(Ao —% By, Ay - Bl)

tales que
A 7o By
—
flo o g
—

Ejemplo 9.2 Si en lugar del orden inducido, se da a {0,1} el orden discreto <
1 § To <= T1 = T2

y se denota por
2=({0,1},5)
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a la categoria correspondiente, entonces 2 sdlo consta de los objetos
0 gy 1

y de los morfismos idénticos
o vy L

En consecuencia, todo funtor de 2 en o determina (y estd determinado por) un par de objetos de p. Sean
FG:2—p
funtores cualesquiera y sean
Ag=F0 Ay=F1 y By=G0 B;=G1

Entonces, una transformacion natural
T:F—=G

viene dada por cualquier par de p-morfismos
T():AOHBO Yy 7'11A14>B1

La condicion de naturalidad (que consiste en hacer conmutar en p al diagrama correspondiente a cualquier
morfismo de la categoria 2) aqui se satisface trivialmente, porque los 2-morfismos f son dos:

f=1 o6 f=1

y se tiene
Ao 7o By Ay Tl By
— —
lagl O g ¢ 1al O [|lp
— —
Ao By Ay By v
7o T1

Pasando a otra cosa, es claro que en una categoria de funtores y de transformaciones naturales se puede
hacer referencia a todos los conceptos que se han definido para cualquier categoria como son, por ejemplo, los
tipos especiales de morfismos: los monomorfismos, los epimorfismos, los isomorfismos, etcétera; se entiende
que de ellos se derivardn tipos especiales de transformaciones naturales (vistas como morfismos). Ahora bien;
tomando en cuenta que la nocién de “transformacién natural” es previa a la de “categoria de funtores” y
precursora de ella, nada impide soslayar el rol de “morfismo” de una transformacién natural para asi poder
extender a transformaciones naturales abstractas estos tipos especiales de ellas que surgen cuando se las mira
como a morfismos. Hacerlo asi, da lugar a las definiciones siguientes.

Definicién 9.5 Sean R y o categorias arbitrarias, y Fy, Fs : ® — @ funtores arbitrarios. Una transformacion
natural
T F1 — F2

es un tsomorfismo natural si existe otra transformacion natural
[ F2 — F1

tal que
or=1p y T0=1p

En tal caso se dice que Fy y Fs son funtores naturalmente isomorfos y se escribire

P =2F
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Ejercicio 9.3 Probar que el funtor Q2 del ejercicio 10 anterior es naturalmente isomorfo al hom-funtor
Hj : Get — Get, donde 2 ={0,1}

definiendo una transformacion natural

T QQ — H2
que sea un isomorfismo.
Proposicién 9.1 Si
Fl, F2 R — ©
son funtores arbitrarios entre categorias arbitrarias y
T Fl — F2

es una transformacion natural, entonces son equivalentes:

(a) 7 es un isomorfismo natural.
(b) Para todo A €
Ta: F1A— FbA

es un g-isomorfismo.
Demostracion. (a) = (b) Por (a) existe
g F2 — Fl

tal que
or=1p 'y 7T0=1F

Por lo tanto, si A € R entonces
oata=(07)y=(r)y=1ra vy Ta0a=(10)4=(1p)s=1Ra

lo cual significa que 74 es un p-isomorfismo.
(b) = (a) Por (b), para todo A € R existe

oa: FhA— 1A

tal que
oAaTA=1pa Yy Taca=1Fp4

Hay que probar que se tiene definida una transformacién natural
g F2 — F1
Para ello hay que probar que si f € R (A, B), entonces conmuta el diagrama

BRA 74 RA

—
Kfl L Fif
—
B FiB
OB
Piénseselo asi: - -
A 4 RA 4 RA
— —
Kfl LFf O L Iy f
— —
F2B FlB FQB
oB TB

Se tiene:
opbof =opFof(Taca) =op(Fofta)oa=o0p(tFif)oa = (opTe)Fifoa=Fifoa
Por lo tanto, o es una transformacién natural tal que
or=1p, vy 7T0=1F

lo cual significa que 7 es un isomorfismo natural.|,
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Ejemplo 9.3 En conformidad con la demostracion de la ley exponencial de los conjuntos se sabe que, para
todo C € Get, la funcion
Yo - HBHAC — HAXBC

es una biyeccion (un Set-isomorfismo). Aplicando el resultado de la proposicion anterior se tiene que la
transformacion
p:HpHo — Haxp

es un isomorfismo natural.[,)
Ejemplo 9.4 Para mostrar otro ejemplo fundamental de isomorfismo natural, considérese la categoria Lecy.

Para cualquier V' € Yecr considérese al espacio vectorial de formas lineales
V*={f:V— R,(+,-)) | f es lineal}

llamado espacio dual de V.
Suponiendo que V es de dimensién finita y que

ﬁ = {ela €2, "'7en}

es una de sus bases, se puede definir, para cada j € {1,2,...,n}, la funcién

pj: V— (Rv (+7 ))
tal que

0,sii#j

pi(e:) = {1, sii=7
Es fécil ver que p; € V* y que

ﬁ* = {p17p27 "'7p’n}

es base de V*. Por consiguiente, V* y V son de la misma dimensién y, en consecuencia, la aplicacién
p:V—V*
tal que en los vectores de (8 estd definida como
p(ei) =pi

es un isomorfismo.

Es de notar que la definicién de p se atiene a la eleccién de una base S previamente determinada.

Por otro lado, puesto que esta construccion vale para cualquier espacio vectorial de dimensién finita, se
puede aplicar a V* y asegurar que también V* y V** (es decir, el espacio dual de V*) tienen la misma
dimensién. En consecuencia, también V y V** son isomorfos. Inténtese definir un isomorfismo 7y, de V' y
V**. Para ello higase, para todo = € V,

ny (x) =7

y trétese de definir la regla de correspondencia de

T: V" — (R, (+,))
Después de pensarlo un momento se antoja proponer, para toda p € V*,
z(p) =p(x)

Obsérvese que, en contraste con la definicién de p, la definicién de 7y, no hace referencia a base alguna.
Como se verd a continuacioén, se trata de un isomorfismo.

En @ec\to, para cualesquiera x,y € V' y a € R se tiene:

(@) z+y(p) =p+y) =p)+py) =2/ +7®);
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(i) az (p) = p (aw) = ap (z) = aZ (p)
lo que significa que 7y, es una aplicacién lineal.
Ademass, si un vector x de V se descompone en la base S como

T =x1€1 + T2€2 + ... + €Y

y es tal que R
ny () =0: V' — (R, (+,"))
p 0

entonces, de acuerdo con la definicién de 7y, se tiene que para toda p € V*
p(z) =0

En particular, si se evalia a x bajo cada funcién p; de la base 8* de V* también

pj(z) =0
Pero, para toda j € {1,2,...,n},
pj (x) = x;

Por lo tanto, x = 0. Esto implica que 7, es un Uecg-morfismo inyectivo.
Y si se escoge un vector ¢ de V** arbitrariamente y para toda j € {1,2,...,n} se tiene que

o(pj)=r;
entonces, para
To =T1€1 +T2€2 + ... +Tpey
se tendrd
Ny (Te) =0
En efecto, sea
p=aip1 +azpz2 + ...+ anp, € V"

arbitrario. Entonces

T,(p) = plwy,)
= a1p1 () + a2p2 (To) + ... + anpp ()
= a1r1 +asre + ... +a,"ry
= a10(p1) + a0 (p2) + ... + ano (pn)
= o(p)
que es a lo que se querfa llegar. Por lo tanto, 7y, es un Yecg-morfismo suprayectivo.
Finalmente, la aplicacion
77;1 Ve =V
0 = Ty
también es lineal, porque, en conformidad con lo que se acaba de demostrar, la imagen bajo 7, del vector

Loty €8
Ny (Tory) = 0+ 5

pero, por la linealidad de 7y,
Ny (Te +xy) =y () + 0y (2y) = 0+

y puesto que 7y, es inyectivo, resulta que
Totep = Tp + Typ
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es decir
nyt (e + ) =0yt (o) + 1yt (¥)
Recurriendo nuevamente a la linealidad de 7y, se tiene, cualquiera que sea o € R:
Ny (az,) = any (z,) = ag;
pero
ag =1y (Tag);

debido a la inyectividad de 7y, se tiene
Tap = QT

es decir
ny' (ao) = any' (o)

Toca el turno de confirmar que mediante 7y, se tiene definido a un isomorfismo natural. Para ello con-
sidérese al funtor dualidad
D : Becg — Vecy’

definido, para todo V' € Uecg, por
DV =v* 3

y para toda aplicacién lineal g : V — W,
Dg=g*:W" =V~

es la aplicacién lineal que asocia a toda forma lineal p € W* la forma lineal pg € V*. Hay que asegurarse de
que D satisface las condiciones exigidas por la definicién de funtor.
[a] Sean

vLhvew
aplicaciones lineales arbitrarias. Entonces
(9f)" - W* = U”
es tal que para cualquier p € W*

(9f)" () =p(9f) = (pg) f = f* (pg) = f*g" (p) = (Dg °® Df) (p)

Por lo tanto, D preserva composiciones.
[b] Por otra parte, para la aplicacién lineal 1y del espacio V se tiene

Dly=1,: V' — v
p +— ply=p

de modo que
15 = 1y~

Por lo tanto, D preserva identidades.
Para seguir adelante recuérdese que al funtor dual de un funtor dado lo definen las mismas reglas que
definen al dado. En consecuencia, bajo la composicién

b oo
Becg — Vecy — (Vecp” )"’ = Vecr

la imagen de cualquier espacio vectorial V es

3He aqu el por qu del nombre asignado al espacio vectorial V*: se llama espacio dual porque viene dado por el funtor que
va de Yecg en la categora dual mec%p‘



CAPITULO 9. TRANSFORMACIONES NATURALES 123

y la imagen de cualquier aplicacién lineal g : V — W es
Dong — Dopg* — (g*)* — g** . V** _ W**

Los Yecr-isomorfismos 7y, de V' en V** definen un isomorfismo natural entre el funtor identidad Loy, y
el funtor D°P D. Para demostrarlo basta probar que conmuta el diagrama

v v Ve

e
gl Lg=
—
W W**
Nw

Sea z € V; uno de los caminos conduce a la forma lineal
gy () =g (&) =2g" € W™

Si se aplica esta forma a un elemento p : W — (R, (4, -)) de su dominio, se obtiene

~

zg* (p) = Z (pg) = pg (v)

Ahora recérrase el otro camino; se tiene
lo cual, aplicado a p da

que es a lo que se queria llegar. Por lo tanto,
N lge;, — D°PD
es natural.,
Ejemplo 9.5 Para este ejemplo considérese a la categoria Mon y, desde ella, al funtor que olvida
U :Mon — Get
y al hom-funtor en el monoide aditivo M = (N, (+,0)) de nimeros naturales
Hy : Mon — Get
Sea A = (X, (-,e)) cualquier otro monoide; definase

Ta: MWon (M, A) — X
f = f()

Entonces, para cualquier otro monoide B = (Y, (o,€)) y para cualquier homomorfismo h : A — B conmuta
el diagrama

Mon (N, A) M x
Hyh | Lh 4
Mon (N, B) Y
TB

En efecto, para cualquier f € Mon (N, A), uno de los caminos lleva a

hra(f) =h(f (1) = (hf) (1)

4No debiera quedar sin mencionar el abuso de notacin aqu cometido por denotar con la misma letra h al homomorfismo
entre los monoides A y B y a la funcin entre los conjuntos subyacentes X,Y. Si hubiese que ser demasiado estrictos habra
que recurrir a la notacin formal para morfismos en una categora concreta, convenida en la definicin [REFERENCIA]K.0.5, y
denotar, en este caso, al homomorfismo entre A y B por (h,((-,€),(o,e))). Aclarado esto, el abuso cometido ya no puede dar
lugar a equvocos.
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y también el otro camino:

TpHah (f) =75 (hf) = (hf)(1)
Por lo tanto, hay una transformacion natural
T:Hy — U

Recuérdese, por otra parte, que N es libre sobre {1}; esto quiere decir que para todo monoide A = (X, (-, €))
y para toda funcion

f():{l}HX

existe un unico homomorfismo f de M en A que extiende a fo. Desde luego, de {1} en X pueden definirse
tantas funciones como elementos distintos tenga X. Esto implica la existencia de una biyeccion entre los
conjuntos Mon (N, A) y X, para todo monoide A; y en efecto, precisamente cada funcion T4 define una
biyeccion entre estos conjuntos. Por lo tanto, como consecuencia del resultado de la proposicion anterior, se
tiene que

T:Hny — U

es un isomorfismo natural.[,

Ejemplo 9.6 Ya se habrd advertido que la situacion presentada en el ejemplo anterior no es exclusiva de
Mon. En efecto, si en una categoria concreta I, un K-objeto D es libre sobre un solo generador, entonces el
hom-funtor Hp correspondiente y U, el funtor que olvida, son naturalmente isomorfos. En tal caso, siendo
d el generador libre de D, la transformacion natural

T:Hp — U

definida por

es un isomorfismo natural.[,

Esta situacién en la que un hom-funtor resulta naturalmente isomorfo al funtor que olvida, es propia de
aquellas categorias concretas con objetos libres en un solo generador; es decir, es valido el resultado reciproco
al planteado en el ejemplo anterior.

Proposicién 9.2 Sea K cualquier categoria concreta. Si el funtor que olvida
U: K — Get
es naturalmente isomorfo a un hom-funtor Hp, entonces el K-objeto D es libre sobre un solo generador.

Demostracion. Sea
T:Hp — U

un isomorfismo natural; entonces, para todo K-objeto A, la funcién
T4o: HpA—UA
es biyectiva. En consecuencia, para todo a € U A existe un tnico morfismo
feK(D,A)

tal que
Ta(f)=a

Considérese, por otra parte, al morfismo identidad

1p e HpD
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y hagase
d=1p(1p)

Entonces
deUD

Se probara que D es libre sobre {d}.
En efecto, supdéngase que para un K-objeto A cualquiera se tiene definida una funcién

fo={d} - UA
Sea
a = fo (d)
y sea
feK(D,A)
el unico K-morfismo tal que
Ta(f)=a

Debido a la naturalidad de 7, se tiene el diagrama

K({D,D) P UD
—
Hpfl O LUf
K (D,A) UA
TA
Uno de los caminos en el diagrama lleva de 1p € K (D, D) a

TaHpf(1p)=7a(f) =0
mientras que el otro camino conduce a
Ufrp(1p) =Uf(d) = f (d)
Puesto que el diagrama es conmutativo, se tiene

f(d)=a

125

Esto demuestra que el K-morfismo f es extension unica de la funcién fy. Por lo tanto, D es libre sobre

{d}.v)

Este resultado y su reciproco constituyen un caso particular de una situacién de més amplia caladura

que serd analizada a continuacion.

Obsérvese que cuando en una categoria concreta K un punto d del conjunto subyacente de un K-objeto

D es un generador tnico en D, entonces, con relacién al funtor que olvida

U: K — Get

el punto d posee la propiedad de que para todo K-objeto A y para todo punto a € UA existe un tinico

K-morfismo
f:D— A

tal que
Uf(d)=a

En la definicién que sigue se dard un nombre a los puntos que, en general, son poseedores de esta propiedad.
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Definicion 9.6 Sea R una categoria arbitraria y supdngase que puede definirse un funtor
F:R— Get

Entonces, un punto universal del funtor F es un elemento d del conjunto imagen FD, de algin R-
objeto D bajo F', con la propiedad de que para todo R-objeto A y para todo punto a € FA, existe un dnico
R-morfismo

f:D— A

tal que
Ff(d)=a
Ejercicio 9.4 Sea R una categoria cualquiera y sea
Hp : R — Get
un hom-funtor arbitrario. Probar que 1p es un punto universal de Hp.

Pues bien, resulta que todo funtor en Get (i.e. todo funtor de codominio Get) con al menos un punto
universal, es naturalmente isomorfo a un hom-funtor, y reciprocamente. Para probar esto®, se abordard el
estudio de las transformaciones naturales de que son suceptibles los hom-funtores de cualquier categoria, lo
cual llevara al establecimiento de un lema (por si mismo importante) del que hay que valerse para probar que
un isomorfismo natural entre un hom-funtor y un funtor en Get implica la existencia de un punto universal
del funtor en Get.

Para empezar obsérvese que siempre que desde una categoria R arbitraria se tiene un funtor

F:R— Get

es posible, cualquiera que sea un R-objeto D, definir transformaciones naturales del hom-funtor Hp en F.
En efecto, sea d € F'D un punto arbitrario, y definase, para todo R-objeto A, la funcién

r4: HpA — FA
[ — Ff(d)

Se verd que, cualquiera que sea h € (A, B), conmuta el diagrama

7_d
R(D,A) 4  FA
—
Hph | | Fh
R (D, B) FB

d
;]

En efecto, si f € R (D, A), entonces, por un lado se tiene
(FR)7% (f) = Fh(Ff (d)) = F (hf (d))

y también por el otro lado:
THHph (f) = 7% (hf) = F (hf (d))

Por lo tanto, se tiene una transformacién natural

d .
T.HD—>F V]

Ahora considérese a la familia de transformaciones naturales

(Td) FD

5..., es decir, lo reciproco; porque lo enunciado ya es demostrable desde ahorita.

En términos de esta definicién, el ejemplo 4 anterior viene a ser caso particular (cuando R es concreta) de lo que sigue:

Prop. Si de una categoria R arbitraria sale un funtor F': ® — Get con un punto universal, entonces, para algin R-objeto D,
resulta ser F' naturalmente isomorfo al hom-funtor Hp.
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y obsérvese que en ella se encuentran todas las posibles transformaciones naturales de Hp en F.
En efecto, si

n:Hp — F
es cualquier transformacién natural, hdgase
d=np(1p)
Entonces
de FD

y si A es cualquier R-objeto y f € R (D, A) es cualquier morfismo, entonces debido a la naturalidad de 7 se
tiene el diagrama

R(D,D) "  FD

Hpf | ? LFf

R(D,A) FA
Na

cuyos caminos llevan de 1p € ® (D, D), por un lado, a

Ffnp (1p) = Ff (d)
y, por el otro lado, a
nafpf(1p) =n4(f)

Puesto que el diagrama es conmutativo, se tiene

na (f) = Ff(d)

lo cual significa que
=7

También es de observar que, considerando al conjunto F'D y a la familia (Td) la correspondencia

FD’
d— 74
es inyectiva, porque si d; y do son distintos elementos de F'D, entonces

Tle (1D) = FlD (dl) =1pp (dl) = dl ?é d2 =1pp (d2) = FlD (d2) = 7—dD2 (1D)

lo cual implica que también 7% y 7% son elementos distintos de (77) ..
El resumen de estos resultados constituye el lema de que se hablé antes.
LEMA DE YONEDA. Sea R una categoria arbitraria y supéngase que se tiene un funtor

F:R— Get
arbitrario. Entonces, cualquiera que sea D € R, la aplicacién
d— 74

define una biyeccién del conjunto F'D en el conjunto de transformaciones naturales de Hp en F'./)

Ejercicio 9.5 Sea R cualquier categoria y considere cualquier R-objeto C. Demuestre que para todo R-objeto
D existe una biyeccion entre el conjunto de R-morfismos de C en D y el conjunto de transformaciones
naturales de Hp en He.

Ejercicio 9.6 Demuestre que existen exactamente cuatro transformaciones naturales de Qo en Pot y ex-
hibalas todas. (Sugerencia: Aplique el resultado del ejercicio 2 y el lema de Yoneda.)

El lema de Yoneda pone las condiciones para dar la demostracién que pendiente.
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Proposicion 9.3 Sea R cualquier categoria desde la cual haya un funtor
F:R— Get
Entonces son equivalentes:

a) F tiene un punto universal.
b) F es naturalmente isomorfo a un hom-funtor.
Demostracion. (a) = (b) Sea D € R tal que d € FD es punto universal de F. Se asegura que la
transformacién
4. Hp — F

es un isomorfismo natural. Para probarlo basta demostrar que para todo R-objeto A la funcién
4 R (D, A) — FA

es biyectiva.

7% es inyectiva. En efecto, sean fi, fo € R (D, A) dos morfismos con la misma imagen a € F A bajo 74.

Debido a la universalidad del punto d se tiene que en 3 (D, A) existe un uinico morfismo f tal que
Ff(d)=a

Luego, puesto que

se tiene
h=Ff=1F
7'514 es suprayectiva pues, por la definicién de punto universal, para todo a € F'A existe un morfismo
(dnico) f € R (D, A) tal que Ff (d) = a.
(b) = (a) Supdngase que
T:Hp — F

es un isomorfismo natural. Por el lema de Yoneda se sabe que
d
(r )rp
d

es el conjunto de transformaciones naturales de Hp en F. En consecuencia, existe d € F'D tal que 7 = 7¢.
Se probara que d es un punto universal para F'. Sean, A cualquier R-objeto y a cualquier elemento en F'A;
debido a la isomorffa de 7%, la funcién

4 R (D, A) — FA

es biyectiva; por lo tanto, existe un tnico f € R (D, A) tal que
T (f)=Ff(d)=a
y esto es a lo que se queria llegar./
Ejercicio 9.7 Piénsense dos copos
X=X v 9=(.3)

y tomense dos funciones mondtonas
fi,f2:X—9

cualesquiera. Demuéstrense:

a) De fi a fo, cuanto mds, existe una transformacién natural.
b) De f1 a fs existe una transformacién natural si, y sélo si, para todo z € X

fi(z) 2 fa(x)

Describase a la categoria 2)*.



Capitulo 10

Funtores Adjuntos

Supdéngase que un funtor
F:R— Get

tiene un punto universal d € F'D. Considérese el conjunto

1= {0}

y definase
{£: 1 — FD
0 — d
SiAeRy
f:1—-FA
es cualquier funcién, entonces, debido a la universalidad de d, existe un tnico J-morfismo
ff:D—A
que hace conmutar al diagrama
1 ¢ FD
—
N\ S Ff*
FA

Se hablara de la pareja (D, £) como de una flecha universal del funtor F desde el Set-objeto 1, en conformidad
con la definicién que sigue.

Definicién 10.1 Sean R y p categorias arbitrarias, y sea F : R — @ cualquier funtor entre ellas.
a) Una flecha del funtor F desde un p-objeto M es toda pareja (A, f) en la que
AeR y fep(MFA)

Se hara referencia a esta flecha escribiendo
M-L.FaA

b) Una flecha de F, (Dys, £pr), desde un p-objeto M es universal si para toda flecha de F' desde M
ML FA
existe un tnico R-morfismo
[ :Dy — A
que hace conmutar al diagrama
M M pp,

N JFf
FA

129
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Ejemplo 10.1 Si K es concreta y Dys es un K-objeto libre sobre un conjunto M entonces, con relacion al

funtor que olvida
U: K — Get

la inclusion
Lpg ot M — UDM

es una flecha universal.

En efecto, para cualquier K-objeto A = (X, ¢), cualquier funcién f : M — X puede pensarse como una
flecha del funtor U desde el Get-objeto M. Por la libertad de Dj; sobre M, existe un tinico K-morfismo

ff:Dy— A
que es extensién de f, y esto es precisamente lo que significa la conmutatividad del diagrama

M "M UDy
—
I\ S Uf*
UA V]

Segun puede verse, esta nocién de flecha universal da la pauta para que la idea de objeto libre (definida
s6lo para categorfas concretas) pueda ser pensada para categorias arbitrarias.

Como quedé convenido, cuando un K-objeto D es libre sobre un conjunto M, se dice que M genera a D.
Al convenir esto se hizo uso de un lema que puede reescribirse como sigue:

Sean, K una categoria concreta, (X, &) un K-objeto libre sobre un conjunto M y considérese la inclusién

t:M— X

Si dos K-morfismos cualesquiera
hk:(X,§) — (Y.n)

son tales que
Uhovt=Uko.

entonces h = k.

Este lema concentra la idea de lo que se quiere expresar cuando se dice que M genera a D. En igual
sentido, pero de un modo mds general, se puede decir que una flecha universal (Dps,fpr) de un funtor F'
genera a Dyy.

Lema 10.1 Sea F : R — p un funtor cualquiera entre categorias cualesquiera y sea

M85 FDy (M e g)
una flecha universal de F. Si dos R-morfismos
h,k: Dy — A

son tales que
FhOfM :Fk‘oéM

entonces h = k.

Demostracion. Haciendo f = Fho £y se tienen para la flecha
ML FA

los diagramas
Mo M ppy, v M pp,,
— —
fN O JFh NN O JFk
FA FA
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de los cuales se infiere, debido a la universalidad de la flecha (Das, £ar), que h = k.j,)

La lectura que puede hacerse de este resultado es que los J-morfismos de dominio D), estédn determinados
por la flecha universal (D, £fy). Esta lectura hace sospechar que toda flecha universal es unica, salvo
isomorfismo. Y en efecto, tiene lugar un resultado que generaliza a la proposicién correspondiente.

Proposicién 10.1 Sea F': R — o un funtor cualquiera entre categorias cualesquiera.

(1) Si (Dps, ar) y (Dagry £ar) son flechas universales del funtor F'y los p-objetos M y M’ son p-isomorfos,
entonces los R-objetos Dy; y Dy son R-isomorfos.
(2) Si (Dpr, £ar) es una flecha universal de F'y D € R es R-isomorfo a D), entonces existe un gp-objeto
M' gp-isomorfo a M y un p-morfismo
¢: M — FD

que es una flecha universal de F'.
Demostracion. (1) Sea fo : M — M’ un g-isomorfismo. Entonces, para las flechas

Lo fo 1o fyt
MMIOE Dy y M’ Mo FD
existen sendos R-morfismos unicos

fZDM—>DM/ y fIZDM/—>DM

tales que
M bur FDuy M b FDuy
bofoN O SFEf Y tufgtN O S Ff
FDyy FDy

Para mostrar que f y f/ son mutuamente inversos se recurrira al lema anterior considerando la composicién
F(f'f) o lns; se tiene:

F(f'f)oly =Ff (Ffoly)=Ff (tarfo) = (Ff olar) fo= (bafs) fo="Ltu
Por el lema, esto implica que f'f = 1p,,. Andlogamente, ff’ = 1p, . Por lo tanto, f/ = f~' y f es un
R-isomorfismo.
(2) Sea g : Dp; — D un R-isomorfismo y considérese la flecha
MEob pp
Se probara que se trata de una flecha universal. Sea A € R y sea
ML FA

una flecha arbitraria desde M; por la universalidad de (Djr, £ar) existe un tinico f-morfismo

ff:Dy — A
tal que
M M ppy,
—
N~ O JFf*
FA

Considérese el R-morfismo
ffgt:D— A

Se tiene:
F(f'g~ ") (Fgoln)=Ff (Fg 'Fg)ly = Ff* (1ppy) b =Ff* olpy = f
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lo cual significa que conmuta el diagrama

v Foeotu FD
I\ S F(f g7
FA

Ademsds, si hubiera otro R-morfismo h : D — A tal que Fh(Fgo{y) = f, entonces

hg: Dy — A
seria tal que
F (hg) oty = f
y por la unicidad de f* se tendria
hg = f*
de donde
h=fg™!

-1

Por lo tanto, f*¢g~! es unico. En consecuencia, haciendo M’ = M y ¢ = Fgo £y se tiene que (D, /) es una

flecha universal.j,)

También se convino en decir que una categoria concreta K tiene objetos libres cuando los tiene sobre
conjuntos de toda cardinalidad. Lo andlogo ahora seria decir que un funtor tiene flechas universales cuando
desde todo objeto de su codominio se puede definir una flecha universal suya, pero se ha preferido asignar
un nombre especial para los funtores con esta caracteristica.

Definicién 10.2 Sea F : R — p un funtor cualquiera entre categorias cualesquiera. Se dice que I es un
Sfuntor adjunto (también adjunto derecho) si desde todo p-objeto M existe una flecha universal de F.

Ejercicio 10.1 Suponga que
sLw oy w5
son funtores adjuntos. Probar que el funtor compuesto GF' también es un adjunto.

Como primer ejemplo de esta situacién se tiene, por supuesto, que si K es una categoria concreta con
objetos libres, entonces el funtor que olvida

U: K — Get
es un adjunto, ya que si M es un Get-objeto cualquiera y Djys € K es libre sobre M, entonces la inclusién
t: M — Dy

es una flecha universal de U segin se ha visto anteriormente.
Qué serd de lo reciproco: ;Si el funtor que olvida

U: K — Get

es un funtor adjunto, entonces la categorfa concreta K tiene objetos libres?
Para responder piénsese en la concrecion Get de Get, vista en [REFERENCIAJK.1.9.1, y considérese la
subcategoria Gety de Get cuya clase de objetos es

|Gety| = {(X, X) € Get: §(X) <1}
y cuyos conjuntos de morfismos son de la forma
@‘0 ((XvX) ’ (K Y)) = {(fv (X7 Y)) : f € Get (X7 Y)}

cualesquiera que sean (X, X), (YY) € Geto.
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Gety es una categoria concreta porque es subcategorfa de una concrecién de Get. Apliquesele el funtor
que olvida o
U : Gety — Get

y considérese cualquier Get-objeto M. Hay dos casos por analizar:
12 Cuando M # (); entonces la constante desde M sobre cualquier singulete {z} = U ({z},{z})

M -5 {2}
es una flecha universal de U, ya que para cualquier otra flecha
M f
— {y}

la tinica funcién f* desde {x} hacia {y} da lugar al Geto-morfismo (f*, ({z},{y})) tal que

vt
PN O S

{y}

2° Cuando M = (). Entonces la flecha vacia desde M sobre el conjunto vacio

{(}=U0d 1A}

es flecha universal de U, ya que para cualquier otro Getg-objeto (X, X) sélo hay una flecha
ML x

la flecha vacfa. Pero entonces también es vacio el Getg-morfismo (f*, ({ }, X)), que es el tinico que puede
dar conmutatividad al diagrama

Mo %
N o
X

Esto prueba que U es un funtor adjunto. Sin embargo, Sety no tiene objetos libres sobre conjuntos de
cardinalidad mayor que 1 ya que la cardinalidad de los conjuntos subyacentes de sus objetos es 1 cuando
m&is.[‘/]

A resultas del ejemplo anterior se perfila como condicién necesaria que los cojuntos subyacentes de los
K-objetos tengan cardinalidad tan grande como se quiera, para garantizar que K tiene objetos libres cuando
su funtor que olvida es un adjunto. Esta condicién aunada a la transportabilidad de K resulta suficiente
para dar esa garantia.

Proposiciéon 10.2 Sea K una categoria concreta cuyo funtor que olvida es un adjunto. Si K es transportable
y los conjuntos subyacentes de sus K-objetos son de cardinalidad tan grande como se quiera, entonces K
tiene objetos libres.

Demostracion. Sea M un conjunto arbitrario y sea
M ™ UD,,
una flecha universal desde M del funtor que olvida. De acuerdo con las hipétesis, debe existir un K-objeto
A= (X,¢) tal que
# (M) < #(X)
En consecuencia, es posible definir una funcién inyectiva f : M — X. Debido a la universalidad de (D, £r),

para la flecha
MLua
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existe un unico K-morfismo f* : Dy; — A tal que Uf* o £py = f; por la inyectividad de f se tiene que
también £, es inyectiva. Sea
Y =MUUDy — ¥y (M))

y sea
' UDy — Y
definida por
. d, sidé¢ by (M) .
c@={507
v (d),side by (M)

Entonces ¢* es biyectiva, como fdcilmente se comprueba. Por la transportabilidad de K, existe n € K [Y] tal
que
Dy — (Yym) 2

es un K-isomorfismo. Obsérvese ademés que, con relacién a la flecha

t:M—=Y
L* es tal que
M % UDy
LNy O S
Y

Por lo tanto, el K-morfismo ¢* es tnico. Se asegura que (Y, n) es libre sobre M.
En efecto, si (Z,() € Ky go : M — Z es cualquier funcién entonces, debido a la universalidad de
(Dar, €ar), existe un unico K-morfismo
tal que giar = go.> En consecuencia se tiene que el K-morfismo
s ¢ ox\—1
90 (") = (Yom) = (Z,¢)

es tal que para toda m € M
g5 (¢) 7" (m) = gilar (m) = go (m)

es decir, g§ (1*)"" es una extensién de go. Y si

he K((Y.n),(Z.))
también extiende a gg, entonces el K-morfismo

h* € K (D, (Z,))
es tal que para toda m € M

(he*) ar (m) = b (¥ Lar) (m) = h (v (m)) = h(m) = go (m)
y como g es el tinico K-morfismo con esta propiedad se tiene que ht* = g, de donde
h=g5 ()

lo que demuestra que esta extensién de gy es tnica. Por lo tanto, (Y,7) es libre sobre M. Por lo tanto, K

tiene objetos libres. ]

Se veran dos ejemplos mds de funtores adjuntos antes de pasar a otra cosa.

LSe entiende que al escribir Z;wl se hace referencia a la funcin inversa de la restriccin £y \ZM(M), que es biyectiva.
2Que valga el abuso de notacin que se est cometiendo al denotar a la funcin y al K-morfismo con el mismo smbolo ¢*.
3Idem con 95-
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1. Todo hom-funtor de dominio Get
Hp : Get — Get

es un funtor adjunto.
En efecto, dado cualquier conjunto M hégase

Dy =M xD

y definase
by M — Set (D, M x D)

como sigue: Para cada m € M, {37 (m) es la funcién

by(m): D — MxD
d — (m,d)

Se probara que (Dyz, £pr) es una flecha universal de Hp. Sea A cualquier otro conjunto y sea
f:M — Set(D,A)

una flecha arbitraria. Definase
ff:Dy — A

mediante

fr(m,d) = [f (m)](d) , V(m,d) € Dy
Se asegura que el diagrama
M é‘% Get (D, M x D)

N\ s Hpf*
Get (D, A)

es conmutativo. En efecto, para toda m € M, la funcién
[Hpf*olpy](m):D— A
es tal que para toda d € D

[Hpf*oly](m)(d) = [Hpf" (£ar (m))](d)

|
~
*
—~~
~
S
3
=
E\_/
~—
~—

es decir, coincide con la funcién

f(m):D— A
lo cual es prueba de que el diagrama efectivamente conmuta. Finalmente, si
g: Dy — A

es tal que
Hpgoly = f

entonces, para toda m € M se tiene que

[Hpgolpy](m): D — A

135
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es la funcién que para toda d € D

[Hpgolum](m)(d) = [Hpg(lm(m))](d)
= [gln (m)](d)
= g([lm (m)](d))
= g(m,d)

y en consecuencia la funcién g viene dada por

g (m,d) = [f (m)] (d)
y coincide con f*. Esto prueba que f* es el tinico morfismo que hace conmutar al diagrama anterior. Por lo

tanto, Hp es un adjunto. V]

Antes de mostrar un ejemplo mas de funtor adjunto, se hablara de la antisimetrizacion de un conjunto
preordenado.

Sea A = (X, <) un copro arbitrario y considérese la relacién
1~ T2 1 STy T2 ST

que es una relacién de equivalencia en X, como se comprueba facilmente. Sea X / ~ el conjunto de clases
de equivalencia
[z]={te X :t~uz}

y definase, para cualesquiera [z1],[z2] € X / ~,

[21] € [22] © 21 < 22

Se vera que esta definicién no depende de la eleccién de los representantes en las clases. En efecto, si
s€fxr] vy te€ [z
entonces
s<zy,21<s y t<x9,229<t

Si ademds se tiene x1 < x2, entonces
s<x <xa <t

de lo cual, debido a la transitividad del preorden <, se sigue que también s < .
Es claro que la relacién < es reflexiva y transitiva. También es antisimétrica.
En efecto, si [z1], [z2] € X / ~ son tales que

(1] S [x2] ¥y [22] £ [24]

entonces se tiene

es decir
T ~ X2

y por lo tanto
[1] = [22]

Al copo A* = (X/ ~, Z) se lo llama antisimetrizacién de A.

Ejercicio 10.2 Encuentre la antisimetrizacion del preorden que es toda relacion de equivalencia.

Definicién 10.3 Sea K una categoria concreta y sea H una subcategoria de K. Entonces
ViH— K

definido mediante
VA=A y Vf=f

para todo H-objeto A y para todo H-morfismo f, es el funtor inclusion.
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Se omite la rutina de verificar que V preserva composiciones e identidades.

Ejemplo 10.2 El funtor inclusion
V : Pos — Pros

es un adjunto.

En efecto, para todo copro M = (X, <) considérese su antisimetrizacion M* = (X/ ~, <) y la aplicacién
canénica
oy M — M
m o [m]
Puesto que M* es un copo, se tiene que VM* = M* y, por consiguiente, (M*, p,,) es una flecha de V desde
M. Se probari que es universal.
En efecto, si A = (Y, <) es un copo y

mLva
es una flecha (i.e. una aplicacién monétona) se define, para toda [m] € M*,
ffr Mt — A
[m] —  f(m)
Se verd que f* estd bien definida: Si m’ € [m], entonces
m<m y m<m
Como f es mondtona, se tiene
f)2f(m) vy f(m)=f(m')
y por la antisimetria de =, resulta
f(m) = f(m)
lo que significa que, efectivamente, f* estd bien definida. Ademds f* es monétona pues, por la monotonia

de f, se tiene que
[m] s [n]=m<n=f(m)=f(n)=f"(m]) =2 f (n])

Por otra parte, para toda m € M se tiene

fron (m) = f*([m]) = f (m)

lo cual significa que conmuta el diagrama

MM
I\ o
A
Si hubierse otra funcién mondétona
h:M*"— A

tal que
hep (m) = hm] = f (m)

lo que significa que h = f*. Por lo tanto, (M*, ¢,,) es una flecha universal de V', como se queria demostrar. V]

Definicién 10.4 Sean R é p funtores cualesquiera entre categorias cualesquiera. Se dice que G es un
Sfuntor coadjunto (i tambz‘écri adjunto izquierdo) del funtor F si existe una transformacion natural
Ail, = FG
tal que para todo p-objeto M el p-morfismo
Ay M — FGM

es una flecha universal del funtor F.
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Observacién 10.1 De acuerdo con esta definicion, cuando un funtor F tiene un coadjunto, desde todo
p-objeto M existen flechas universales de F' y, por consiguiente, F' es un adjunto.

El nombre de funtor coadjunto deriva, por de pronto, en un equivoco, porque hace pensar en que se trata
del coconcepto correspondiente al de funtor adjunto, pero no es asi. Obsérvese que de un funtor adjunto
se habla a secas (sin requerir refererencia a ningin otro funtor), en tanto que aqui se estd definiendo al
coadjunto de otro funtor (cuyo concepto dual serd el adjunto de otro funtor). Para tratar de comprender el
por qué haber denominado asi a este concepto se verd, primero, que todo funtor adjunto (a secas) tiene un
coadjunto, y después, que el funtor F' del cual es coadjunto G es, a su vez, adjunto de G. Adviértase que
esto trae consigo la consecuencia de que todo funtor adjunto es un adjunto de otro funtor, y en este sentido
viene a ser dual de su funtor coadjunto. Pero entonces, ya se ve, no es que sean duales funtor adjunto (a
secas) y funtor coadjunto de... sino que el coconcepto correspondiente a este ultimo siempre es satisfecho por
todo funtor adjunto. Cabe preguntarse entonces: ; Cudl es el coconcepto correspondiente al de funtor adjunto
(a secas)? Quede pendiente, de momento, esta cuestion; serd retomada después de desarrollar en detalle los
resultadoes e ideas de que hasta ahorita se ha hablado.

Se empezara haciendo ver que, efectivamente, todo funtor adjunto tiene un coadjunto.

Siendo F': R — p un funtor adjunto, para todo p-objeto M puede escogerse una flecha universal

Esto permite establecer una correspondencia
Ga: ol — R

haciendo
G. (M) =Dy

Por otra parte, para todo p-morfismo p : M — M’ considérese la composicién
M 222 FDyy,
Debido a la universalidad de (D, £as), existe un tinico R-morfismo

I{p:DM HDM/

tal que
M éﬂ FDy,
buwp™\. O / Fryp
FDyy

En consecuencia, también se puede establecer la correspondencia
Goumry 9 (M, M') — R (Dpr, D)

mediante
G,mr) (p) = £p
cualesquiera que sean los p-objetos M y M’. Se vera que esto define a un funtor

G:p—R

[a] G preserva composiciones.
En efecto, sean
p:M—M v ¢ M —-M

dos p-morfismos cualesquiera. Debido a la universalidad de (Dys, £37), para la flecha

Lpgrrqp

M — FDMH
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existe un unico R-morfismo
Rgp * DM — DM//

tal que
14
M M FDy,
Carrgp N\ O / F’fqp
FDM//

y es precisamente G (¢p) = Kqp. Del mismo modo se tienen los $-morfismos

Kp: Dy — Dy y  Kg: Dy — Dy

tales que
L Oy
M M FDy M M, FDyp
lup\. O S Fr, Y lyrg\, O / Fryq
F.DM/ FDMH
Se verd que el R-morfismo compuesto
/iq/ip . DM — DM//
es tal que
L
M M FDy
Cyrgp ™\, O S F (Kqkp)
F.DM”

En efecto, en conformidad con los diagramas anteriores se tiene:

Cargqp = (burq)p
= (Frglm)p
= Frq(tarp)
= FrqFrply
= F(kqkp)lu

Puesto que kg es el inico morfismo que hace conmutar el tridngulo anterior, hay que aceptar que

Kqp = kqkp

0, lo que es lo mismo, que

G (qp) = GqGp

[b] G preserva identidades.
En efecto, al igual que antes, se tiene que

R :DM — DM

es el tinico R-morfismo para el cual

M b ppy,
Ivly N, O  Fr1y,
FDy

y es obvio que con 1p,, el tridngulo sigue conmutando; en consecuencia
GlM = RKiy = 1DM = 1GM

que es a lo que se querfa llegar.

139
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Finalmente, se probard que G satisface la definicién anterior con respecto al funtor adjunto F'. Consid-
érense a los funtores

lo:p—p v FG:p—p
Obsérvese que definiendo para todo g-objeto M al p-morfismo Ay mediante la flecha universal
se obtiene un morfismo
v 1M — FGM

que, de acuerdo con la construccién de G, son tales que, para todo gp-morfismo p : M — M’, debe conmutar
el diagrama

MM peym

pl O [(FG)p

M —  (FQ)M
M7

En efecto, puesto que GM = Dy, GM' = Dy y Gp = Ky, al componer Ay p en una sola flecha, el cuadrado
anterior se convierte en el tridngulo

M y FDyy
bep\. O/ Fryp
FDyp

que, como se sabe, es conmutativo. Esto significa que se tiene una transformacién natural
Ail, = FG

formada por flechas universales del funtor F'. Por lo tanto, G es un funtor coadjunto del funtor F'. V]

Ejercicio 10.3 Sea F : R — o un funtor arbitrario entre categorias arbitrarias. Demuestre que:

(a) Si
Gip—R y G:p—-N
son funtores coadjuntos de F', entonces existe un isomorfismo natural

7:G— G

(b) Si G es un coadjunto de F'y existe un isomorfismo natural entre G y otro funtor G’ : p — R, entonces
también G’ es coadjunto de F.

Antes de seguir adelante, se aprovechard la construcciéon hecha del funtor coadjunto G de un funtor
adjunto F' para mostrar ejemplos de funtores coadjuntos.

Ejemplo 10.3 Se sabe que si K es una categoria concreta con objetos libres, entonces el funtor que olvida
U: K — Get es un adjunto. En este caso,
G:6Get— K

es tal que para todo conjunto M
GM = Dy

es un K-objeto libre sobre M, y para toda funcién p: M — M’ entre conjuntos cualesquiera,
Gp : DM — DM/
es el inico K-morfismo que extiende a la flecha compuesta

M2 M S UDy
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Aqui, las flechas universales de que estd formada la transformacion natural
A 16 et — UG

son las inclusiones
)\M = LM - M — UDM

Ejemplo 10.4 También se sabe que todo hom-funtor Hp : Get — Get es un adjunto. Recuérdese que para
todo conjunto M, una flecha universal (Das,€ar) de Hp viene dada por Dy = M x D y, para toda m € M,
por
by(m): D — MxD
d +— (m,d)

Si A es cualquier conjunto y f : M — HpA es cualquier funcién, entonces

f: MxD — A
(m,d) = [f(m)](d)

es el inico Get-morfismo tal que
(Hpf*)m = f
En consecuencia, el funtor coadjunto de Hp que surge de la construccidn anterior (al cual se denotard como

Kp) es tal que para todo conjunto M
KpM =M x D

y para toda funcién p: M — M’, hay que considerar a la composicion
KM/pIM—)HD(M/ X D)
para dar con el Set-morfismo

(lyp)": MxD — M xD
(m,d) = [larp(m)](d)

que es el unico con la propiedad de que [HD (EM/p)*] Ly = Lypp. Para ver qué morfismo es éste, hay que
simplificar la tmagen que bajo él tiene cualquier (m,d) € M x D. Puesto que p(m) es un punto en M’,
de acuerdo con la regla de correspondencia de la flecha universal (Dypr,€yyr) se tiene que €y (p(m)) es la
funcion
by (p(m)): D — M' xD
d v (p(m),d)

En consecuencia, puesto que Kpp = ({arp)”, se tiene que Kpp es la funcion

Kpp: MxD — M xD
(m,d) — (p(m),d)

es decir, Kpp =p X 1p. Aqut, para todo M € Get, las flechas universales
by: M — HpKpM
son las que conforman a la transformacion natural
Ailgee — HpKp
Ejemplo 10.5 Otro funtor desde el cual aplica la construccion del funtor coadjunto es el funtor inclusion
V : Pos — Pros

Cualquiera que sea el copro M = (X, <), una flecha universal de V desde M wviene dada por la aplicacion
candnica oy; de M en la antisimetrizacion de M, M* = (X/ ~, <), que resulta identificando, cualesquiera
que sean T1,T2 € X,

T1~ T 21 < X2 Y a2 < T
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y dando a X/ ~ la relacion £ dada por
(1] = [z2] ¥ [w2] = [24]

que resulta un orden parcial. Recuérdese que si desde M en algin copo VA = A = (Y, =) se tiene definida

una funcidn mondtona f, entonces
fr M - A

[z] — [f(=)
es la inica funcion mondtona tal que
Vi) em =1
Por consiguiente, el funtor coadjunto de V
A : PBros — Pos
estd definido para todo copro M como
AM = M*

y por esto recibe el nombre de funtor antisimetrizacion; si f : M — M’ es mondtona, entonces
Af = (e f): M* — (M)
[z] = omf ()

es decir, para toda [x] € M*, Af [z] = [f (z)]. Las flechas universales de V, (M*,p,,), conforman aqui una
transformacion natural
¢ lpeos — VA

Ahora toca presentar formalmente al coconcepto correspondiente al de funtor coadjunto de.
Definicién 10.5 Sean R y p categorias arbitrarias y sea F : R — o cualquier funtor entre ellas.
(a) Una flecha del funtor F' hacia un p-objeto M es toda pareja (g, A) en la que
AeR y gep(FAM)

(b) Sea (pps, Ear) una flecha de F hacia un gp-objeto M; se dice que (ps, Far)es couniversal si para
toda flecha de F' hacia M

g
FA— M
existe un tnico R-morfismo
g« A — Epy
que hace conmutar al diagrama
M "™ PRy
-
g™\ /" Fg.
FA

(¢) Se dice que un funtor G : p — R es un adjunto de F si existe una transformaciéon natural
w:FG— 1,
tal que para todo g-objeto M, el p-morfismo
uy  F(GM) - M

es una flecha couniversal del funtor F'.

Lo que sigue es demostrar que cuando G es un funtor coadjunto de un funtor F', a su vez F es un funtor
adjunto de G. Por razones didécticas, se partird de la hipétesis de que F' es un funtor coadjunto del funtor
G y se probard que G es funtor adjunto de F'. La familiaridad adquirida con la nocién de funtor coadjunto
de permite intercambiar los papeles que en la definicién de este concepto desempenan F'y G sin ocasionar
con ello demasiadas confusiones.
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el
Teorema 10.1 Sean p = R funtores tales que F es un coadjunto de G. Entonces, G es un adjunto de F'.
F

Demostracion. Siendo F' un coadjunto de G, existe una transformacién natural
A:lp — GF
tal que para todo J-objeto A, los R-morfismos
M:A—GFA

son flechas universales de G. Téngase presente que el que la flecha (FA, \4) sea universal para G significa
que para cualquier otra flecha (M, f) de G desde A exista un unico p-morfismo f*: FA — M tal que

4 M apa
N O JGfF
GM

De acuerdo con la definicién anterior, cualquiera que sea el g-objeto M, hay que definir un p-morfismo
jiag : (FG) M — M

que sean flechas couniversales de F'y que constituyan una transformacién natural p: FG — 1.

Obsérvese lo siguiente: Puesto que para todo R-objeto A la flecha (F'A,\4) es universal para G, en
particular, para todo p-objeto M, la flecha (F'(GM),Agn) de G desde GM es una flecha universal de G.
Entonces, al considerar la flecha (M, 1gas) de G desde GM, se tiene que existe un tnico p-morfismo

1yt (FG)M — M

tal que
aM M g (FGM)
GM

Por lo tanto, G1f,, es retraccién de Agps. Para todo gp-objeto M, hdgase

tar = lam (%)

Hay que ver que se satisfacen las condiciones de la definicién anterior. Primero se verd que las flechas
(ttpr, GM) de F hacia M satisfacen la definicién de ser couniversales para F'.

En efecto, si FA % M es cualquier otra flecha de F hacia M, entonces para A se tiene la flecha universal
de G
s A— G(FA)

que puede componerse con el R-morfismo Gg para obtener otro R-morfismo
g AMGFA) Y GM
para el cual se asegura que conmuta el diagrama

M MM pGan

g™\ /S Fg,
FA

Efectivamente, dado que (GF') A es un R-objeto, puede considerarse la correspondiente flecha universal de
G
)\(GF)A : (GF) A— GF [(GF) A]
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Puesto que A es una transformacién natural, al considerar a los f-morfismos A4 y Gg, se tiene que conmutan
los cuadrados

A A4 (GF) A (GF) A A@ra GF[(GF) A

Al L(GF)Aa y Gy | L(GF)Gy

(GF)A —— GF[(GF)A] GM  ——  GF(GM)
(GF)A Acm

Ensamblandolos a través de la flecha que tienen en comin y anadiendo el tridgngulo (x) se obtiene:

A4

A Mo @Ry A

Aal O 1 (GF) Aa

@R A NCPA Gp(aF) A

Gg | O 1 (GF)Gg

oM MM Gapam

lem ™ O /Gy
aM

En consecuencia se tiene que
lamGgAa = Gy, [(GF) Ggl [(GF) Aa] Aa
pero
lemGgAa = Ggha

en tanto que
Guy [(GF) Gyl [(GF) Aa] Aa = G [upr F (GgAa)l Aa = G (parFgi) Aa

de manera que
GgAa =G (ppFgi) Aa

Como consecuencia del lema anterior, esto implica que

9 =t Fgs

como habia que probar. En cuanto a la unicidad de g, supéngase que h : A — GM es otro R-morfismo tal
que
g =y Fh

Entonces se puede sustituir esta expresiéon de g en la definicién de g,, y resulta:
9« = Ggra = G (up Fh) Aa = (Gppr) (GFh) Mg
Puesto que A es una transformacién natural y h es un R-morfismo, se tiene que

A M Gra

hl O L(GF)h
GM —— (GF)GM
Aam

de modo que al retomar el iltimo miembro de la igualdad anterior se obtiene:
Guy (GFh) A a = Guydemh = (Guydem) h=h

en vista del cuadrado anterior y del tridngulo (x).
Sélo falta mostrar que los p-morfismos 1, dan lugar a una transformacién natural

pw:FG— 1,
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Para ello basta probar que, cualquiera que sea el gp-morfismo p: M — M’, conmuta el diagrama

(Fe)M MMy
(FG)p | Lp
(FG)M' __, M
Har
Por el tridngulo (x) se tiene:
Gp = Gp (GuyAam) = G (prar) Aam

Por otra parte, puesto que A es una transformacién natural, se tiene que

aM 2em (GF)GM

Gp | O | GFGp
GM' —— (GF)GM
Ag M

lo cual permite escribir
Gy [(GFGp) Aam] = Gppy (Aanr Gp)

Pero un tridngulo conmutativo como (*) también tiene lugar para M’ que es un gp-objeto arbitrario; por
consiguiente, puede reasociarse el ultimo miembro de la igualdad anterior escribiendo

(GparAamr) Gp = 1lamGp = Gp
Comparando con el tltimo miembro de la primera igualdad, resulta:

G (uar FGp) Aanr = G (ppar) Aam

A consecuencia del lema anterior, esto implica que

par FGp = piyy

que es lo que habia que probar. V]

Corolario 10.1 Todo funtor adjunto es adjunto de su funtor coadjunto. )

Con el corolario anterior queda establecido que entre un funtor adjunto F' y su coadjunto G existe una
relacién de dualidad mutua debida, precisamente, a que en tal caso F' es un adjunto de G. Sin embargo, esto
aun no explica el por qué haber dado a G el nombre de coadjunto de F', invitando a creer equivocadamente
que adjunto y coadjunto de son conceptos mutuamente duales.

Es que todavia estd pendiente la cuestién de cudl es el coconcepto correspondiente al de funtor adjunto.
Pensando en ello puede surgir la duda de si todo funtor coadjunto de algtin otro funtor satisfars la definicién
de tal coconcepto. Esto si justificaria el equivoco surgido al emplear la palabra coadjunto en la denominacién
del concepto presentado con el nombre de funtor coadjunto de F', porque entonces resultaria no haber tal
equivoco y que si vale inducir la idea de que G es dual de un adjunto F' si es coadjunto suyo no sélo porque
en tal caso F viene a ser adjunto de G sino porque entonces G serfa un funtor coadjunto (a secas). Esta es
justamente la justificacién que tiene tal uso.

Definicién 10.6 Sea p S Run funtor cualquiera entre categorias cualesquiera. G es un funtor coadjunto
si existen flechas couniversales (ma, E4) de G hacia todo objeto A de su codominio; es decir, si para todo
R-objeto A existen, un p-objeto E4 y un R-morfismo

mA:GEA—)A

tal que si
g:GM — A
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es cualquier otra flecha de G hacia A, entonces existe un inico p-morfismo

g - M — Ey
tal que
A M GEy
g\ O Gy
GM

Ejercicio 10.4 Demuestre que todo funtor coadjunto tiene un adjunto.

F
Proposicién 10.3 Si de los funtores R = @, F es un adjunto y G es coadjunto de F, entonces G es un
G

coadjunto.

Demostracion. Por el teorema anterior, las hipétesis en esta proposicién implican que F' es un adjunto
de G, lo cual quiere decir que existe una transformacién natural

w:GF — 1y

tal que para todo $-objeto A, el R-morfismo iy es una flecha couniversal de G hacia A. Por lo tanto, G
tiene flechas couniversales hacia todo R-objeto A; es decir, G es un funtor coadjunto. ]
Ahora se recurrird al Principio de Dualidad para extraer mds consecuencias de esto.

Debido a la validez del teorema anterior se sabe que si de los funtores

op
oP = ROP
Y
F°P es coadjunto de G°P, entonces G°P es adjunto de F°P. Aplicando el Principio de Dualidad, se obtiene
(ya demostrado:) el teorema dual:

G

Teorema 10.2 Si de los funtores p = R, F' es un adjunto de G, entonces, G es coadjunto de F.///
F

Como consecuencia del ejercicio 10 y del resultado anterior, se tiene el siguiente:

Corolario 10.2 Todo funtor coadjunto es coadjunto de su funtor adjunto. i

C

Otra consecuencia del “°teorema anterior es la “°proposicién correspondiente a la que se acaba de

demostrar:

Proposiciéon 10.4 Si F' es un coadjunto y G es adjunto de F', entonces G es un adjunto,[‘/]

La suma de los resultados mutuamente duales anteriores se puede resumir como sigue:

F
Corolario 10.3 Si R = @ son funtores cualesquiera entre categorias cualesquiera, entonces las siguientes
G

afirmaciones son equivalentes:

(a) F es un adjunto y G es coadjunto de F'.

(b) G es un coadjunto y F' es adjunto de G. ]

De acuerdo con este corolario, los funtores adjuntos y coadjuntos se dan en parejas. Es debido a ello que
se habla de la pareja ordenada (F, G) como de un par adjunto de funtores siempre que G es un coadjunto
de F o que F es un adjunto de G.
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Observacién 10.2 Supdngase que (F,G) es un par adjunto de funtores;entonces G es un coadjunto de F y
F es un adjunto de G, por lo que existen dos transformaciones naturales

AMil, = FG y pu:GF —1g
tales que, para cualesquiera M € o y A € R, los morfimos
Av:M—-FGM y py:GFA— A

son flechas universales y couniversales de F' y G, respectivamente. En particular, cualesquiera que sean A € R
y M € g, las flechas
Ara: FA—-FGFA y pay: GFGM — GM

son respectivamente universales y couniversales. Debido a la esencial unicidad de G para F' y de F' para G
(en conformidad con los resultados enunciados en el ejercicio 9 y con sus duales), para las flechas

1FA:FA—>FA Yy 1GMGM~>GM

se tienen los diagramas

FA A pGgRA am MM gram
. o

lpaN\. O JFu, Y Llam N\ o G
FA GM

Ahora bien, las flechas 1pa y lagas son los morfismos respectivamente correspondientes a los objetos A € R
y M € ¢ segin las transformaciones naturales

lp:F—-F y lg:G—-G

Por su parte, las flechas Apa y gy son los morfismos (AF) 4 y (uG),,, respectivamente, correspondientes
a los objetos A € R y M € p sequn las transformaciones naturales

AF: 1, F - FGF y pG:GFG — 1xG

Ast mismo, Fpy y GAar son los morfismos (Fu) 4 y (GX),,, respectivamente, correspondientes a los objetos
AeR y M € p segin las transformaciones naturales

Fp:FGF — Flg y GM:Gl, — GFG
Puesto que los triangulos anteriores conmutan cualesquiera que sean A € R y M € p, resulta entonces que
lp=(Fu)(AF) v lo=(pG)(GA)

Para demostrar que esta es una propiedad caracteristica de los pares adjuntos de funtores, se probard lo
F . .

reciproco: Supéngase que R = p son tales que existen dos transformaciones naturales
G

Ail, = FG y p:GF — 1y

segun las cuales
(Fp)(AF)=1r y (uG)(GN) =1c

De acuerdo con el corolario anterior, basta demostrar que para todo p-objeto M, el p-morfismo
es una flecha universal de F. Para ello témese cualquier otra flecha (A, f) de F' desde M

f:M—FA
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Hay que definir un R-morfismo
ff:GM — A

que sea unico y satisfaga que (Ff*) Ay = f. Obsérvese que Gf ya es un R-morfismo dedominio GM ; como
su codominio es GFA, se lo puede componer con p, y definir

oMY Grataa
Debido a la primera de las dos igualdades anteriores, se tiene que
lpa = (Fpa) Ara

Por otra parte, puesto que A es una transformacion natural, se tiene

M M poum

i o [|FGf

FA — FGFA
AFA

En consecuencia:
f = Fug (\raf) = g (FGF) Mg = F (0aGF) s = (FF) At
como se queria probar. En cuanto a la unicidad de f*, supdngase que
h:GM — A
es otro R-morfismo tal que (Fh) A\yp = f. Por la sequnda de las dos igualdades anteriores se tiene:
lom = pan (GAn)

Ademds, puesto que p es una transformacion natural y f* y h son R-morfismos dados, se tiene

araM MeM o am araMm MM am

GFf*| o |f* y GFhl © |h

GFA _, A GFA  _, A
Ha Ha

Por consiguiente:
I = rem) GAv = pa (GF ) GAn = paG (Ff"Au) = paGf
lo cual, segin se ha supuesto, puede reescribirse como
tAGf = paG [(Fh) Au] = pa (GFR) GAyr = hugyGAv = h

con lo cual la unicidad de f* queda demostrada. i

Ejercicio 10.5 Piénsense los copos X = (X, <) y Y = (Y, X) como categorias y considérense dos funciones

f
mondtonas X=) tales que para cualesquiera x € X yy €Y,
g

fx)2yer<g(y)

Probar que (f,g) es un par adjunto de funtores.
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10.1. Estudio ulterior de los funtores adjuntos.

En esta seccién se estudiard otra propiedad caracteristica de los pares adjuntos de funtores; esta propiedad
les es fundamental porque, ciertamente, dio fundamento a su existencia. Se comenzard con un ejemplo que
la ilustre.

Segtin se ha visto, para todo conjunto D, los Get-funtores Hp y K p constituyen un par adjunto (Hp, Kp).
En consecuencia, existen dos transformaciones naturales

Ailge = HpKp y p:KpHp — lset

tales que
(Hpp) (MHp) =1m, v  (uKp)(KpA) =1k,

Sea A un conjunto arbitrario y considérese la flecha couniversal de Kp hacia A
wa: KpHpA— A

que es la dnica funcién que hace conmutar al diagrama

HpA oA (HpKp)HpA
—

lapa ™\ O / Hppig
HpA

De acuerdo con su couniversalidad, si
g e GQt(KDM,A)

es cualquier otra flecha de Kp hacia A, existe una tnica

g« € Get (M,HpA)
tal que

ta(Kpge) =g
Se ha visto que este morfismo g, viene dado por la composicién
9o M HyKpM ™8% HpA
de modo que, para toda m € M,
g« (m) = (Hpg o Anr) (m) = Hpg [Anr (m)] = g [Ane (m)] : D — A

es la funcién que, para todo d € D,
g9y (m)] (d) = g (m, d)

Por otro lado, puesto que
)\M M — HDKDM

es una flecha universal de Hp, para cualquier otra flecha de Hp desde M
fe GQt(M,HDA)

existe una unica
freGet(KpM,A)

tal que
(Hpf*)Am = f

Por razones andlogas a las expuestas antes, f* viene dado por la composicién

7 KpM "2 KpHpA™A
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Es facil comprobar (valiéndose del diagrama anterior) que p 4 estd definida, para todo (f,d) € KpHpA, por

pa (f,d) = f(d)
Por lo tanto, para todo (m,d) € KpM,

fr(m,d) = [uaKpfl(m,d) = pa (f (m),d) = [f (m)] ()

en conformidad con la regla de correspondencia que tiene Kp para morfismos.

Al confrontar esto con lo expuesto al presentar la Ley Exponencial de los Conjuntos se ve que esencial-
mente se han redefinido las funciones ¢ y ¥ de que se hablé entonces; por lo tanto, si para dos conjuntos
cualesquiera M y A se define

N, a) - Set (M, HpA) — Get (KpM, A)
haciendo, para toda f € Get (M, HpA),
N,y (f) = [

se puede estar seguro de que 7,7, 4) €s una funcién biyectiva bien definida y que para toda g € Get (KpM, A)

Mg,y (9) = s

con lo cual queda sentada (una vez m&s) la Ley Exponencial de los Conjuntos. Y puede irse més lejos
todavia, porque es de esperar que con estas funciones 7(a,4) se halle involucrado un isomorfismo natural
entre funtores.

Fue D. M. Kan quien introdujo la nocién de funtor adjunto en la Teoria de las Categorias persiguiendo
el propésito de conseguir una generalizacién de la Ley Exponencial de los Conjuntos. Esta generalizacion es
precisamente la que caracteriza a todo par adjunto de funtores, como se demostrara a continuacién.

F
Supdngase que los funtores R = p constituyen un par adjunto (F,G); entonces existen dos transforma-
el

ciones naturales
Al,—=FG y p:GF — 1y

tales que
(Fu)(AF) =1r vy (uG) (GN) = 1g

Cualesquiera que sean los objetos M € py A € R, a cada elemento

[ €p (M, FA)
se lo puede poner en correspondencia con un elemento

freR(GM,A)
definido mediante la composicién

FoGM Y GrAtA A

que, como se sabe, es el unico R-morfismo tal que

(Ff)Am = f

y a cada elemento

g€ R(GM,A)
se lo puede poner en correspondencia con un elemento
g« € p (M, FA)

definido por
g MM raM e FA
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que es el tnico p-morfismo para el cual
pa(Gge) =g

En consecuencia se tiene que

(f=FMAu=f v (9) =pa(Gg) =g

Por lo tanto, al definir
(M, A) - p(M7FA) - 823(67141\4714)

mediante
No,ay (f) = f°

se obtiene una funcién biyectiva bien definida cuya inversa
Nara @ R(GM, A) — o (M, FA)

viene dada por
77(3\}[),4) (9) = O«

Para mostrar que al introducir estas funciones 7, 4) (M € py A €R) va de por medio una transformacién
(v por lo tanto un isomorfismo) natural, tiene que hablarse del producto cartesiano de dos categorias.

Definicién 10.7 FEl producto cartesiano 1 X o de dos categorias 1, Sy es una coleccion que consta,
por un lado, de objetos que son todas las parejas ordenadas (A1, As) en las que Ay € 1 y Ay € S, v,
por otro lado, de morfismos que son todas las parejas ordenadas (f1, f2) en las que f1 € 1 (A1, B1) y
fa € 2 (Aa, Ba); en tal caso se dice que el dominio del morfismo (f1, f2) es el (31 X Sa)-objeto (A1, As)
y que el (37 x Sy)-objeto (By, Bs) es su codominio. La ley de composicion para estos morfismos se define
coordenada a coordenada, asi como la existencia de identidades. Es facil comprobar que esta coleccion 1 X Sy
satisface los axiomas que definen a una categoria.

Con respecto a las categorias R y @ de las que se venia hablando, considérese el producto cartesiano

PP x R
y las reglas
hom (_, F_) PP xR — Get y  hom (G_,_) 1% X R — Get
tales que, para cualquier (M, A) € p°P x R,
hom (_, F_) (M,A) = p(M,FA) vy hom <G_,_> (M, A) = R (GM, A)

y para cualquier (f,g) € p°P? x R ((M1, A1), (Ma, Az)) o, lo que es lo mismo, para cualesquiera

fe® (M, My) 'y gé€R(A;,As)

hom <

F_ ) (£.9) € et(p(Mi, FA) p(Ma, FA)) y  hom (G, ) (f.g) € Set(R(GM, A1), R (GMa, Ay

son funciones tales que, para cualesquiera h € p (My, FA1) y k € R(GMy, Ay),

hom (. F_ ) (£.9)| 0 =Fg)nf v [hom (G, )(f9)] (k) =gk (G

Ejercicio 10.6 Demuestre que hom ( ,F ) y hom (G , ) son funtores bien definidos.
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Se probard que las funciones 7, 4) inducen una transformacién natural

n:hom(_,F >—>hom<G , >

Para ello basta demostrar que, cualquiera que sea (f,g) € p°? xR ((M;, A1), (M2, A2)) conmuta el diagrama

o (M, FAy) TALAY R (GM, A
hom (__,F_)(f.9) | Lhom (G__,__)(/,9)
o (Ma, FAz) TR R (GMa, Ay)

Sea h € p (M7, FA;) un morfismo arbitrario; por un lado se tiene:

[ntsanbom (L F ) (£.9)] () = nas, a0 [(F9) hfl = [(Fg) )" = 11, G [(Fg) hf] = (14, GFg) G (f)

en tanto, por el otro lado:

hom (G, ) (£:9)] nas, a0y ) = [hom (G, ) (£.9)] (0*) = gh* G = g (11a,Gh) GF = (g11,) G (nf)

Como g : A; — A es un R-morfismo arbitrario, debido a la naturalidad de u se tiene:

GFA, M 4

GFyg | O lyg
GFA, __, A
Ha,
lo cual implica la coincidencia entre los dltimos miembros de las igualdades anteriores y, por lo tanto, la

conmutatividad del diagrama. V]

A consecuencia de este resultado y del hecho de que para todo (p°" x %)-objeto (M, A), 1ps,4) €s un
Get-isomorfismo, se tiene que 1 es un isomorfismo natural.



Capitulo 11

Productos y Coproductos

Tanto en este capitulo como en los dos que le siguen, se estudiardn algunos métodos que
implican el hallazgo de objetos nuevos en una categorfa a partir de los elementos dados en ésta,
que pueden ser objetos o morfismos. Para avanzar gradualmente en los niveles de abstraccién que
impondré este estudio, se empezard analizando el primero de estos métodos en el dmbito de las
categorias concretas.

11.1. K-Productos Cartesianos

De acuerdo con la Teoria de los Conjuntos, el producto cartesiano de una familia arbitraria de conjuntos
(X2), es el conjunto de todas las funciones

:A U X
f - A€A A
tales que para toda A € A se tiene que f (A) € X. La notacién usual para designar al producto de (Xy), es

[]

AeA
Por otra parte, para toda A € A se llama \-proyeccidn a la funcién

Ty - HX)\ — X)\
AEA

definida para toda f € [] X mediante
XEA

™ (f) = ()

Por los cursos de Topologia General se sabe que cuando cada conjunto X, estd topologizado, entonces el
producto topoldgico de la familia (X, 7x), es el espacio topolégico

(1)
AEA
cuya topologia 7 estd generada por la familia
v = {le(U):)\GA,UETA}
Se sabe que 7 es la topologia débil para )\HAX)\ correspondiente a (mx), ¥ @ (71),, la cual es una Top-
€

estructura inicial para [] X, con respecto a la fuente de A-proyecciones
AEA

<’/T)\ : HX)\ — (X)\,’T)\)>
A

AEA

153
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Algo similar ocurre con las estructuras algebraicas. Por ejemplo, si a cada conjunto X se lo dota con
una estructura de grupo
(')\,6)\) € Grp (X)\),)\ €A

por la Teorfa de los Gupos se sabe que el producto directo de la familia (Gy), de los grupos

Gy = (X, (x,en))

es el grupo
G= (HXA, (~,e)>
AeA

en el cual la operacion - estd definida para cualesquiera f, f’ € [] X y para toda A € A mediante
€A

(f- YN =FN) 2 f (V)

y enel que e € J] X, es tal que, para toda A € A,
AEA

e(N) = ey

Entonces se demuestra con facilidad que la asociatividad de - depende de la asociatividad de cada -\y que el

elemento inverso f~! de cualquier f € [] X estd definido, para toda X € A, mediante
AEA

Ademis de esto, se tiene lo siguiente:
(i) Sean, f, f' € [ Xx y A € A; entonces
AEA

A (f )= YN =FN) A ffN) =7 (f) ama(f)

lo cual significa que la A-proyeccién my es un homomorfismo de grupos.

(i1) Sea H = (Y, (0,¢)) un grupo y sea h: Y — [] X una funcién tal que para toda A € A
AEA

mah € Grp (H,G)\)

Sean y1,y2 € Y y supdngase

que h(y1) = fi1, queh(y2)=fa yqueh(yioy)=f

Se quisiera ver que f y f1 - f2 son el mismo elemento de [ X,; para ello témese cualquier A € A. Se tiene:
AEA

fA) = m(f)
= 7 (h(y10y2))
= mh(y10y2)
= mah(y1) A mah(y2)
= 7w (h(y1)) A7 (h(y2))
= m(f1) ama(f2)
= AN afa(N)
= (fi-f2) (V)

Por lo tanto, f = f1 - f2 0, lo que es lo mismo,

h(yioy2) =h(y1)-h(y2)



CAPITULO 11. PRODUCTOS Y COPRODUCTOS 155

Puesto que y1 y yo se escogieron arbitrariamente en Y, esto significa que
h:H—G

es un homomorfismo de grupos.

Como consecuencia de (i) y (i7) resulta que la &rp-estructura (-, e) es inicial para [[ X con respecto a
AEA
la fuente de A-proyecciones

(m X — GA>A

AEA

El par de ejemplos anteriores justifican sobradamente la siguiente definicién de producto para objetos de
cualquier categoria concreta K. Puesto que no habrd un nombre especial para distinguir al producto en cada
categoria especifica, y puesto que en todas ellas el objeto producto de cualquier familia de objetos (Ay), (en
caso de existir) tiene como conjunto subyacente al producto cartesiano de los conjuntos subyacentes de los
objetos Ay, se hablarsd en general de K-productos cartesianos en categorias concretas.

Definicién 11.1 Sea K una categoria concreta arbitraria y sea (Ax), una familia cualquiera de K-objetos
A\ = (X, §,). Entonces, un K-producto cartesiano de la familia (Ay), es un K-objeto

A= (HXA@)

AEA

cuya K -estructura subyacente & sea inicial para [] X\ con respecto a la fuente de \-proyecciones
XEA

(m X - AA>A

A€EA

En tal caso se empleard la notacion [] Ax para designar al objeto A. Cuando para toda familia de objetos
AEA
de K haya un K-producto cartesiano se dird que K tiene K-productos cartesianos o, simplemente, que

tiene productos cartesianos, en tanto esté suficientemente claro de qué categoria K se hable.

Observacion 11.1 Puesto que el concepto de K-producto cartesiano ha quedado definido a través de la no-

cion de K-estructura inicial y ésta es inica salvo isomorfismo entonces, también un K-producto | [] Xx,&
AEA

de una familia (X, €y), (cuando existe) es unico salvo isomorfismo. Por lo tanto, se hablard de ( 11 XA,E)
AEA
como de el K-producto cartesiano de la familia (X, §y),-

Ejemplo 11.1 Debido al par de ejemplos anteriores, se tiene que tanto Top como Bra son categorias conc-
retas que tienen productos cartesianos.

Ejemplo 11.2 Toda categoria concreta topoldgica tiene productos cartesianos.

En efecto, si K es topoldgica, entonces siempre existe una K-estructura inicial para [[ X con respecto
A€EA
a la fuente de A-proyecciones (), de cualquier familia de K-objetos (X, &) -

Ejemplo 11.3 En los cursos de Topologia General se demuestra que productos arbitrarios de espacios Ty,
Ty y Ty son, respectivamente, Ty, 11 y To. Por consiguiente las categorias Ty, T1 y 15 tienen productos
cartesianos.

Ejemplo 11.4 También es en esos cursos donde se demuestra el Teorema de Tychonoff que asegura que
el producto topoldgico de espacios compactos es compacto. Consecuentemente, las categorias Topc y Topc,
tienen productos cartesianos.
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Ejemplo 11.5 Pos tiene productos cartesianos.

En efecto, dada cualquier familia de copos (X, <)), puede definirse, cualesquiera que sean f y f’ en

[T X, la relacién < haciendo, para toda A € A,
AEA

ffefh)saf ()

lo cual es un orden parcial para [] X, como se comprueba ficilmente. Ademés:
XeA
(¢) Si f < f’, entonces para toda A € A se tiene:

() =F ) X f (A =ma(f)

O sea que 7 es monotona.

(i7) Si (Y, =) esun copoy h:Y — ][] X, es una funcién tal que para toda A € A la composicién
AEA

mah (Y, 2) — (X, <))
es mondétona, y suponiendo que
h(yi)=fi vy h(y2) = fo

siendo y; y y2 dos puntos de Y tales que y; < y2, entonces para toda A € A se tiene:

(A = 7(fr)
= 7xh(y1)
AR (y2)
= m(f2)
f2(N)

IN

y por lo tanto, f; < f5. Esto significa que también

he(Y,<) — (HXA7S>

es una funcién mondtona.

Asi, queda probado que < es una Jos-estructura inicial para ] X con respecto a la fuente de A-
AEA

(71’)\ : HX)\ — (X)\,<)\)>
A

AEA

proyecciones

Por lo tanto, ( 1T Xx, S) es un producto cartesiano de la familia (X, <y),. v

A€EA

Ejemplo 11.6 Lat tiene productos cartesianos.

Sea (X, <x), una familia arbitraria de reticulas y definase, para cualesquiera dos elementos f1 y f2 del

copo | [] Xa, <> del ejemplo anterior,
AEA

hNnfe vy AV [

como los elementos de [] X tales que, para toda A € A,
XeA

(Anf)N =00 v (AV 2)A)=AQ)Vafz(N)
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Puesto que para toda A € A se tiene que

(fiN) A f2(N) <x i (V)
entonces
(infa) < h

Andlogamente se tiene que

fi<(fiV )

Por otra parte, si g € J[ X es tal que
AEA

g< fi

entonces para toda A € A se tiene que

g(A) <a fi(N)

y como (X, <)) es una reticula, entonces también
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y o (fiN) A f2(N) < f2(N)

y (finfe) < fo

y f=2(fAiVf)

g(A) <a (fi (A) Ax fa(N)

de manera que g < (f1 A f2). Anédlogamente se prueba que si g € ] X es tal que

fi<yg

AEA

y f2<yg

entonces (f; V f2) < g. Esto quiere decir que el copo ( 11X, <) es una reticula. Ademds:

AEA

(i) Para cualesquiera f1, fo € [[ X y para cualquier A € A
AEA

T (f1 A f2)
T (fiV ) =

O sea que 7y es un homomorfismo reticular.

(infa)N)=fr(AN)Ax fa(N) =
(V)N =f(A)Vafa(N)=

(1) Si (Y, =) es una reticulay h:Y — [] X es una funcién tal que para toda A € A la composicién

AEA

7r)\h:(Y,‘_<

es un homomorfismo reticular, y suponiendo

que h(y1) = f1,

entonces para toda A € A se tiene:

(f1 A f2) (V)

de modo que f = f; A f2 0, lo que es lo mismo,

que h(y2) = fo

) = (X, =0)
y que h(y1 Ay2) = f

J1(A) Ax f2 (V)

Y1) A mah (y2)
Y1 N Y2)

)

h(y1 Ay2) =h(y1) Ah(y2)

Anilogamente se prueba que

h(y1Vy2) =h(y1) Vh(y2)
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Por lo tanto
h:(Y,3)— (HXm)

es un homomorfismo reticular.

Esto demuestra que la relacién < es una estructura reticular inicial para [ X con respecto a la fuente
AEA
de A-proyecciones

(71’)\ : HX)\ — (X)\,<)\)>
A

A€EA

Por lo tanto, ( 1T X, S) es un producto cartesiano de la familia de reticulas (Xx, <x),. ]

AEA

Ejercicio 11.1 Demuestre que:

(a) Clat tiene productos cartesianos.

(b) Yecg tiene productos cartesianos. (Sugerencia: Pruebe que el producto directo de una familia de
espacios vectoriales definido en los cursos de Algebra Lineal es un producto cartesiano. )

En el par de ejemplos que siguen se exhiben categorias concretas carentes de productos cartesianos.

Ejemplo 11.7 Dot denota a la categoria de los espacios vectoriales normados y de las contrac-
ciones normadas.

Recuérdese, de los cursos de Anélisis Matematico, que si V' € Yecg, V = (X, (+,-)), entonces una norma
en V es una funcién
|fx =050

que para cualesquiera x,z1,z2 € X y r € R satisface las condiciones:

(n1) |z] =0 2z=0

(n2) llz1 + @2l < [lz1]| + |22l

(n3) |rz|| = |r| =]

En vista de esto se tiene que:

(i) Para todo X € Get, Mot [X] consta de ternas (+,, ||) tales que V = (X, (+,-)) es un espacio
vectorial (sobre R) y || H es una norma en V.

(73) Los Yot-objetos o espacios vectoriales normados son, por lo tanto, parejas (X, (+, ; H)) en
las que X € Gety (+,',| H) € Mot [X].

(731) Los Yor-morfismos o contracciones normadas entre dos espacios vectoriales normados N; =
(X, (+x:x: || [lx) ¥y N2 = (Y, (+v,v,|| ||y)) son transformaciones lineales

f : (X7 (+X7'X)) - (Yv (+Y7 Y))

que para toda z € X satisfacen la condicién:

1 @y < ll=llx

Es facil ver que Dot satisface las condiciones (my) y (ms2) que definen a una categoria concreta.
Primeramente se mostrard que para todo par de Jor-objetos existe el producto cartesiano.
Sean N1 = (X, (+X, X H HX)) y Ny = (Y, (—i—y, v, H Hy)) dos espacios vectoriales normados arbi-
trarios. Si son Vi = (X, (+x,-x)) vy Va = (Y, (+v, y)), entonces, por (b) del ejercicio anterior, se sabe que
definiendo para cualesquiera (z1,y1), (z2,y2) € X X Y:

(@1, 1) + (2,92) = (@1 +x T2, Y1 +v Y2)
y para cualesquiera (z,y) € X xY yr € R:

re(zy) =0 x2ryy)
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entonces

(X x Vi (+,) = Vi
Ahora definase, para cualquier (z,y) € X xY

1z, 9) || = méx{[lz] x , lylly }

Entonces:
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(m1) [[(z,y)]| =0 & méx{[|z|x,|yly} =0 [z]x =0y [lylly =0 2=0yy =0« (z,y) = (0,0)
(n2) Supéngase que ||z1 +z 22|, = max {||z1 +x x2[ x , |[y1 +v Y2y }; entonces Z € {X, Y}, z; € {x;,vy:}

e i€ {1,2}, y es claro que para toda i € {1,2},
1zill 7 < mdx {[|l| x , llwilly }

En consecuencia se tiene que

[(z1,91) + (@2, 92) | = [[(z1 +x 22,91 +v 42)||
= max{[lz1 +x 22l x, ly1 +v v2lly}
llz1 +2 22l 5
21l 7 + ll22ll 2
méx {[|z1 |y, [[y1lly } + max {[[z2] x ; [y2lly
= [z, y)l + [l (z2, y2) ||

(n3) Supéngase que ||z||,, = max {||z| y,||ylly }; entonces Z € {X,Y}, z € {x,y} y se tiene que

lellx <lzllz v lylly <llzllz

de manera que para toda r € R resulta

rlllzlx <Irlllzllz; vy Irllylly <Irllizlz
por lo que
rl |zl z = max{[r| |zl x , I [lylly}
Reciprocamente, si
7| |zl z = max{|r| |zl x . Ir[ 1yl }

entonces Z € {X,Y'}, z € {x,y} y se tiene que

rlllzlly <Irllizllz; v Irlllylly < Irlllzll,

de modo que, si r # 0, entonces
lzlly <llzllz vy llully < llzllz
es decir

1]l z = max {lz] x , lylly }

Como consecuencia se tiene que

- (ol = [0-xzr-yyl
= mdx{[lr-x zllx,[Ir v ylly }
= max{|r|[lz]lx, | [ylly }
= Irlllzllz
= |rlmax{{lzllx, lvlly}
= [l y)l
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Esto demuestra que (X XY, (+, Y H ||)) es un espacio vectorial normado.
Por otra parte se tiene:
(i) Por (b) del ejercicio anterior, para toda i € {1,2},

mi (X XY, (+,)) = V;
es una transformacion lineal, por lo que también es lineal

Wi:(XXY,(+,~,|

1)) = i

Ademsds, para cualquier (z,y) € X x Y se tienen las desigualdades

el x <max{llzllx lvlly} v lylly <méx{lzlx,[ylly}

0, lo que es lo mismo,
[m1 (@ Ylx <@yl v lm@yly <z )l
lo cual significa que 71 y w2 son contracciones normadas.
(13) Si (VV, (EB,@, |)) €MNory h: W — X xY es una funcién tal que, para toda i € {1,2}, la
composicién

mih: (W (€,@,] ) = Ni

es una contraccién normada, entonces, suponiendo que para cierta w € W arbitraria h (w) = (x,y), se tendra
[mih (w)lly = llzlx <lwl vy [lmh W)y = llylly < |wl

Como consecuencia resulta que
[ (w)[| = méx {||z| x . lylly } < |wl

lo que significa que también
he (W (e.8,] ) = (X xY,(+)

es una contraccién normada.
Con esto queda demostrado que

(O (| ) =TT

Por lo tanto, en Mot existe el producto cartesiano de cualesquiera dos de sus objetos.

Pese a lo anterior, Dot es una categoria concreta sin productos cartesianos porque, como enseguida se
verd, ninguna familia infinita de espacios vectoriales normados tiene productos cartesianos. Para probarlo,
obsérvese que de la condicién (n3) que debe satisfacer toda norma, se infiere que ninguna norma es una
funcién acotada. En consecuencia, al tratar de extender la nocién de norma para el producto de una familia

infinita (N), de espacios normados Ny = (Xy, (4, a, H ||)\)), definiendo, para cualquier f € [] X},
AEA

£l =sup {[lf (Mlx: A € A}

siempre sera posible construir un vector fo € [] X, para el cual se tenga:
AEA

[ foll = o0

pues basta intercalar entre sus coordenadas una sucesién de vectores {f (\,)}, que satisfaga, para toda
n € N, que
1f )y, > n
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Y si se supone que hay otra manera de normar al espacio vectorial ( 1T X, (+, )> a fin de obtener un
AEA

Nor-producto cartesiano (H X, (+, ',} })) de la familia (Ny),, entonces toda A-proyeccién 7y serfa
AeA

una contracciéon normada y, por lo tanto, para toda f € [] X, se deberia tener que
AEA

I1F Mlx = llmx (Hllx < (]

Sin embargo, para el vector fy que se ha construido, las desigualdades

[fo My < Ifol, (A € A)

contradicen el hecho de que la sucesion {||fo (An)]| )\n}n diverge a oo. Por lo tanto, falso suponer que

( IT X, (+, )) sea normable.
A€EA

Otra categoria concreta carente de productos cartesianos es §0: la categoria de campos y de homo-
morfismos de campos.

Recuérdese que un anillo con unitario es un anillo que cuenta con un neutro multiplicativo. Un anillo
en donde la multiplicacién es conmutativa es un anillo conmutativo. Por otra parte, si R es un anillo con
unitario, entonces un elemento x de R es una unidad de R si = tiene un inverso multiplicativo en R. Si en R
todo elemento distinto de cero es una unidad, entonces R es un anillo con division. Un campo es un anillo
conmutativo con division.

Tener esto en mente permite formalizar la presentacién de esta categoria como sigue:

(i) Para todo conjunto X, [0 [X] consta de cuartetas (+,0,-,1) para las cuales se tiene que

(X7 (+70)) y (X_ {0}7('71))

son grupos abelianos, y que satisfacen las leyes distributivas izquierda y derecha de la multiplicacién respecto
de la suma.

(77) En consecuencia, los §lv-objetos o campos son parejas (X, (+,0,-,1)) en las que X € Get y
(+,0,-,1) € g [X].

(#44) Dados dos campos

(X7 (+X70X7X71X)) y (Y7 (+Y70Y7'Y71Y))

una funcién f: X — Y tal que para cualesquiera x1,z2 € X satisface:

flritxme)=f(o)+y f22) v [f(rr-xz2)=f(21)y f(22)

es un homomorfismo de campos.

Las condiciones (m1) y (ms) que definen a una categoria concreta se verifican facilmente.

Recuérdese, de los cursos de Algebra Abstracta, que los homomorfismos de campos, salvo que sean con-
stantes (lo cual ocurre si, y s6lo si, el codominio es un campo trivial), siempre son inyectivos. En consecuencia,
ningun par de campos no triviales tiene un producto cartesiano porque lo contrario implicaria que ambas
proyecciones sean inyectivas, lo que es falso. ]

Ejercicio 11.2 Sea (M), una familia arbitraria de espacios métricos, My = (Xx, dy), y, para cualesquiera

f1, f2 € TI X, definase
AEA

d(fl, fz) = sup {d)\ (fl ()\) ,fz ()\)) A E A}

Pruebe que:

(a) Sid(f1,f2) € R, para cualesquiera f1, fa € ] X», entonces d es una métrica para [[ Xy
XeA XEA

(HXA,d> = [ M

AEA AEA
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(b) Si existen fi, fo € J] X para los cuales d (f1, f2) = oo, entonces no existe 6 € et [ I X,\} con la
XEA XEA

cual ( 1T X, 5) sea un producto cartesiano de (My),.
AEA

11.2. K-Coproductos Cartesianos

Para poder referirse al concepto dual correspondiente al de K-producto cartesiano en una categoria
concreta K, es conveniente recordar la definicién conjuntista de coproducto cartesiano.

Definition 2 Sea (X)), una familia de conjuntos arbitraria. Para cada A € A sea
Xg\ = X)\ X {)\}
Entonces:

(a) El conjunto )\UAX; es la unién ajena de la familia (X ),; para designarla se emplears la notacion
€

L] X
A€EA
() Un coproducto cartesiano de la familia (X), es su unién ajena. La notacién empleada para

designarlo es [ X. Entonces se habala de los conjuntos X como de los cofactores del coproducto.
A€EA
(c) Para toda A € A considérense, la biyeccién

h: X\ — X|
x = (x,N)

y la inclusién
L) - X;\ — I_] X)\
AEA
Entonces, se llamard A-coproyeccién a la composicion

E)\ZX)\AX;\‘H |_|X)\
AEA
Observacién 11.2 (a) Sea (X»), una familia de conjuntos arbitraria y para cada X € A sea X3\ = X\ x{A}.
Si ahora se construye la union ajena de la familia (X)), considerando los conjuntos

X5 = X3 x {A}

es obvio que la relacion
(@, A) = ((z,A), A)

define una correspondencia biunivoca entre los conjuntos

U X} U Xy
aeatA YAt

lo cual permite definir al coproducto de la familia (X}), simplemente como la unidn de sus miembros.

(b) Por andlogas razones, cuando los miembros de una familia (X)), son conjuntos ajenos entre s,
entonces la unién de todos ellos puede considerarse un coproducto de la familia (Xy),, ya que tal unién es

un Set-objeto isomorfo al objeto | | X de la definicién precedente. Si tal es el caso, las A-coproyecciones
AEA
€ son, simplemente, las inclusiones ¢y de los uniendos en la unién.

Antes de considerar el concepto de coproducto en una categoria concreta cualquiera, recuérdese, de
los cursos de Topologia General, que cuando cada conjunto X, estd topologizado, entonces el coproducto
topoldgico de la familia (X, Tx), es el espacio topoldgico

(AIEIAXM T)
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en el cual

T:{UC I_]X)\ZVAGA,E)\l(U)GT)\}
AEA

Recuérdese que esta 7 es la topologia fuerte para || X correspondiente a (7)), ¥ a (x),. Consecuente-
AEA
mente, tal topologia es una Top-estructura final para | | X con respecto al sumidero de A-coproyecciones
AEA

AEA

<5)\ C(XnTa) — U XA>A

De aqui la generalizacién es inmediata.

Definicién 11.2 Sea K cualquier categoria concreta y sea (Ay), una familia arbitraria de K-objetos, Ay =
(Xx,€,). Un K-coproducto cartesiano de esta familia es un K-objeto

4= (A'ElAXA’ £>

en el que la K-estructura € es final para | | Xx con respecto al sumidero de \-coproyecciones
AEA

(6)\ . A)\ — |_| X)\)
AEA A
En tal caso se emplea la notacion | | Ax para designar al objeto A. Cuando para toda familia de K-objetos

AEA
hay un K-coproducto cartesiano se dice que K tiene K-coproductos cartesianos o, simplemente, que

tiene coproductos cartesianos (en tanto que la omision de K no dé lugar a equivocos). Cuando los
conjuntos subyacentes sean ajenos dos a dos, se tomard

Xn=UX
)\lglA A AEA A

y & serd una K-estructura final para UAX A con respecto al sumidero de inclusiones
A€

(L)\ (X6 = ALEJAX,\)A

Ejemplo 11.8 Por lo mensionado arriba, Top tiene coproductos cartesianos.
Ejemplo 11.9 Toda categoria concreta topoldgica tiene coproductos cartesianos.
Ejemplo 11.10 Pos tiene coproductos cartesianos.

Para argumentar en favor de esta dltima afirmacién se considerard una familia arbitraria de copos ajenos
entre si; los cambios que requiere la consideracion de una familia de copos que comparten elementos en
comin son sencillos.

Sea (X, <x), una familia de copos ajenos dos a dos y definase la relacién < en ,\LeJAX A haciendo, para

cualesquiera z1,x2 € U X
AEA
T < T & p.a.)\ S A,Sﬂl,xg (S X)\ Yy X1 <\ T2

Es claro que (ALeJAX)" <) € Pos. Ademds:

(1) Para toda A € A y para cualesquiera x1, o € X tales que z1 <) 2, es obvio que

(@) =21 <\ 22 =0y (22)
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En conformidad con la definicién anterior de <, esto significa que para toda A € A

: < <
(X, <y) = (/\LEJAX,M)

es mondtona.
(#3) Si un copo (Y, <) y una funcién g : )\UAXA — Y son tales que, para toda A € A, la composicién
€

gea: (Xn, <3) = (V. 2)

es mondtona, entonces también
: < <
g ()\LEJAX)\7> - (K —)

es una funcién mondétona. En efecto, al ser z1, 2 € )\UAX » tales que z1 <z, entonces existe A € A tal que
€

T1,T3 € Xy v 1 <) T2; consecuentemente,
g(@1) =g (i (z1)) 2 g(en(22)) =g (22)

Esto demuestra que )\UAX A, < | es un Pos-coproducto cartesiano de la familia (X, <x),. (V]
€

Cualquiera que sea k € RT, 9Met;, denotars a la categoria de los espacios métricos de didmetro
< k y de las contracciones. Para comprender de qué categoria se trata baste decir que los espacios
métricos elementos de Mety, son aquéllos cuya métrica esté acotada por el nimero k. Como se ve, Mety, es
una subcategoria de et y, por lo tanto, es una categorfa concreta.

Ejemplo 11.11 9Mety tiene coproductos cartesianos.

Como en el caso anterior, se considerard que los miembros de una familia (X, dy), de Met,-objetos son
ajenos dos a dos. Sea
d: UX,x U X)\H[O,OO)
AEA AEA

la funcién definida, para cualesquiera x1, 2o € )\UAX A COMoO
€

d (21, 72) = dy (z1,22), sip.a. A € A, x1,22 € X))
DRIk sizr € Xy, a0 € Xy AE N

Entonces d € 9Mety, )\UAX ,\} , lo que se comprueba facilmente. Ademaés:
€

(¢) Para toda A € A y para cualesquiera x1,zo € X
d(ex (@1), e (22)) = d(z1,22) = di (71, 22)
lo cual permite asegurar que para toda A € A

Ly : (X)\,d)\) — ()\EJAX)\,CZ)

es una contraccion.
(3) Si un Meti-objeto (Y, ) y una funcién g : )\UAX)‘ — Y son tales que, para toda A € A, la composicién
€

gix (X, dy) — (Y, 9)

es una contraccién, entonces también lo es

g: <)\L6JAX)”d) — (Y,9)
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En efecto, sean x1, 22 € ALeJAX)" Si d(x1,x2) = k, entonces

6 (g9 (21),9(x2)) < d(z1,22)

porque 0 estd acotada por k. Si para alguna A € A se tiene que d (z1,z2) = d) (x1,x2), entonces para esa A
se tiene que

6(g(x1),9(x2)) =6 (g (ea(21)),9(ea (2)) < di (w1,22) = d (21, 72)

Esto demuestra que d es una 9Mety-estructura final para /\UAX A con respecto al sumidero de inclusiones
€

(L)\ : (X)\,d)\) — )\LEJAX)\)A

Por lo tanto, ()\LGJAX,\, d) es un Mety-coproducto de la familia (X, dy),. v

11.3. Propiedades universales del K-producto y del K-coproducto
cartesianos.

A continuacién se mostrara que los K-productos y K-coproductos cartesianos poseen propiedades que
los caracterizan. A estas propiedades se les da el nombre de universales porque su cumplimiento en cualquier
categorfa (no necesariamente de conjuntos estructurados ni siquiera concreta) da lugar a que en ella se pueda
hablar de productos o de coproductos.

Observacién 11.3 Si K es una categoria concreta que tiene K-productos cartesianos y (Xx,&y), es cualquier
familia de K-objetos, entonces la K -fuente de \-proyecciones

(m M ECNNES (XA,@))
A

AEA

es una K-monofuente.

En efecto, sean
hok: (Wow) = [ (X260
AEA

dos K-morfismos cualesquiera, y supéngase que para toda A € A se tiene
7T)\h = 7'(')\](3

Entonces, para toda w € W,
T (h(w)) = mx (K (w))

Quiere decir que, para toda w € W, los puntos h(w) y k(w) de [] (Xx,€,) son iguales coordenada a
AEA
coordenada. De aqui que, para toda w € W,

Por lo tanto
h=k

Esto demuestra que (7‘(‘)\ I (XA, &) — (XA,@\)> es una K -monofuente. ]
A

AEA
Desde luego, con el sumidero de A-coproyecciones ocurre la situacién dual:
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Ejercicio 11.3 Si K es una categoria concreta que tiene K -coproductos cartesianos y (Xx,€y), es cualquier
familia de K-objetos, demuestre que el K-sumidero de \-coproyecciones

(@\ (X)) — U (X,\,T,\)>A

AEA
es un K-episumidero.

Hay que destacar que el que la K-fuente de A-proyecciones (my), sea una K-monofuente (o el que el
K-sumidero de A-coproyecciones (ey),sea un K-episumidero) es un hecho que se demuestra sin tomar en
cuenta a K. Mds todavia: aun cuando K no tenga K-productos (o K-coproductos) cartesianos, se puede
demostrar que la Get-fuente (7)), (o el Get-sumidero (€y),) correspondiente a cualquier familia de K-
objetos (Xy,&,), es una Get-monofuente (o un Set-episumidero). Haciendo apoyo en estas observaciones se
demostrard lo siguiente.

Proposicién 11.1 Sean, K una categoria concreta y (Xx,&y), una familia de K-objetos, arbitrarias. Si K
tiene K-productos cartesianos, entonces para toda K-fuente

F=(py: (W,w) = (Xx,&))a

existe un unico K -morfismo

p: (W,w) — [ (Xx,6)

AEA

tal que, para toda A € A,
TAD = DPx

donde (my), es la fuente de A-proyecciones de la familia (Xx,§)) -

Demostracion de la existencia. Sea
F=(px: (Ww) = (Xx,60))a
una K-fuente arbitraria. Obsérvese que para toda w € W se puede definir una funcién
:A U X
Ju - ACA A

que asocia a cada A € A un elemento de X,. En efecto, empleando las flechas de F', para toda A € A, se
puede hacer

Juw (A) =pa (w) € Xy

lo cual, claramente, da lugar a una funcién bien definida. Consecuentemente, también

p: W — J[Xa
AEA
w o= fu

es una funcién bien definida. Ademds, cualesquiera que sean w € Wy A € A, se tiene:

map (w) = 7 (fuw) = fu (A) = pa (w)
0 sea que
TAP = Px

Por otra parte, puesto que F' es una K-fuente, se tiene, para toda A € A, que la composicién wyp es un
K-morfismo; debido a la inicialidad de la fuente de A-proyecciones (7y),, esto implica que también

p: (W,w) — [T (Xx,6)

AEA
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es un K-morfismo.
Demostracion de la unicidad. Sea

P (Wow) = I (X360

AEA
otro K-morfismo tal que, para toda A € A,
TP = Pa

Entonces los K-morfismos

p.p s (Ww) = [ (Xx,€)
AEA

satisfacen, para toda A € A, la igualdad
mAp = AP
Puesto que la K-fuente de A-proyecciones (7y), es una monofuente, la igualdad anterior implica que p = p/,

que es a lo que se queria llegar. (V]

Proposicién 11.2 Sean, K una categoria concreta y (Xx,&y), una familia de K-objetos, arbitrarias. Si K
tiene K -coproductos cartesianos, entonces para todo K-sumidero

S = (6)\ : (X)\,f)\) - (Yﬂ?))/\

existe un unico K -morfismo

e: [T (X&) = (Vin)

A€EA

tal que, para toda A € A,
eg) = €)

siendo (€x), el sumidero de \-coproyecciones de la familia (Xx,&y) -

Demostracion de la existencia. Sea

S = (6)\ : (X)\,f)\) - (Yﬂ?))/\

un K-sumidero arbitrario y sea

e: HXA—>Y
AEA

la funcién definida para todo (z,A) € ][ X por
AEA

e(z,\)=ex(z)€eY

e es una funcién bien definida porque se estd definiendo a través de funciones ey bien definidas. Adema4s,
cualesquiera que sean A € A y © € X, se tiene:

eey () = e(x,\) = ey (2)

0 sea que
ec) = €)

Por otra parte, puesto que S es un K-sumidero, se tiene, para toda A € A, que la composicién ecy es un
K-morfismo; debido a la finalidad del sumidero de A-coproyecciones (), , esto implica que también

e: [T (X&) = (Vin)

A€A

es un K-morfismo.



CAPITULO 11. PRODUCTOS Y COPRODUCTOS 168

Demostracion de la unicidad. Sea

¢ [T X&) = (vim)

AEA
otro K -morfismo tal que, para toda A € A,
e/E)\ =€)

Entonces los K-morfismos

eve/ : H (X)wé)\) - (Yﬂ])

AEA
satisfacen, para toda A € A, la igualdad
ec) = 6/6)\
Puesto que el K-sumidero de A-coproyecciones (7)), es un episumidero, la igualdad anterior implica que

e = ¢/, que es a lo que se queria llegar. ]

Definicién 11.3 Sea K cualquier categoria concreta y sea

F=(pxr: (X, — (X2, &)

una K-fuente arbitraria. Se dice que F tiene la propiedad universal del K-producto si para toda K-
fuente

Fl= @ (X,€) = (X0, 6)),
existe un K -morfismo, y solamente uno,
p:(X,¢) = (X,9)
tal que para toda A € A
pAp = P\
En tal caso se dice que (X,§) es un K-producto de la familia (X»,£,), con \-proyecciones py. Si

en K cualquier familia de K-objetos puede ponerse como codominio de una K-fuente que tenga la propiedad
universal del K-producto, entonces se dice que K tiene K-productos.

Ejemplo 11.12 A consecuencia de la primera de las dos proposiciones anteriores, si K tiene K -productos
cartesianos entonces K tiene K-productos, ya que la fuente de \-proyecciones

('/T)\ : H (X)\vg)\) - (X>u£)\)>
A

AEA

tiene la propiedad universal del K-producto. De aqui que un K-producto cartesiano sea un K-producto cuyas
A-proyecciones son las \-proyecciones usuales.

Ejemplo 11.13 Se ha visto que Not es una categoria concreta carente de productos cartesianos. Ahora se
verd que, pese a esto, Mot s tiene productos (aunque no cartesianos). Sea (Nx), una familia arbitraria de
espacios normados

Na = (X (xen - 11V)
y considérese al espacio vectorial
(HX)u (+7 ))
AeA

Ahora definase, para cualquier f € T[ X,
A€EA

£l = sup {[lf (Mlx: A € A}
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y considérese al comjunto
X = {f e [Tx: 171 < 00}
AEA
Entonces

(X, (-]

(lo cual no es dificil de comprobar) y las funciones

1)) € e

T = T\ |Y (77 (+7 K |

)= Nx (en

son contracciones normadas porque son transformaciones lineales (lo que se comprueba con facilidad) y para
toda f € X
[7x ()l = 11f My <sup{[lf W, : A e A} =If]]

Ahora se verd que la Nor-fuente N
@ (X (sl D) = M),

tiene la propiedad universal del Nor-producto. Sea

F: (p)\ : (X7 (69707

) = N2

una Nov-fuente arbitraria. Hay que probar que existe un unico Not-morfismo

p:(X (@0 )= & Gl (D)

tal que, para toda A € A,
TAP = P
Para demostrar su existencia, considérese a la funcion
p: X — J[Xx
AEA
T = fa
en la que f, se define, para toda A € A, como

fo (A) =pa(2) € Xy
Puesto que, para toda X\ € A, px es una contraccion normada, entonces, para toda x € X, el conjunto

{llpx (2)lIx = A € A}
estd acotado por el nimero |x|. Como consecuencia de la igualdad anterior, esto implica que

[fell = sup {llfz (Ml[x s A € A} <z <oo (%)
de modo que f, € X y puede hablarse de la restriccion
p=p| XX

Por otro lado, a consecuencia de la linealidad de las flechas de F' y de la definicion de las operaciones + y -

en [] Xa (“coordenada a coordenada”) que hereda X, se tiene que para cualesquiera x, 1,29 € X, 7 €ER ¥
XeA

A€EA:
fei@z, (A) = pa (21 © 72) frow (A) = pa(rowx)
=px (21) +2 pa (2) y =7-Apxr(7)
= for (A) 2 far (V) =72 fz (A)

= [far + fra] (V) =[r- fz] ()
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Estas igualdades implican la linealidad de p, pues por ellas se tiene que

T)(‘Tl @‘TQ):frl@rz ﬁ(rox):fmx
:fm1+fx2 Y =7 fz
=D (1) +D(22) =r-D(z)

Ademds, de (%) se sigue que
17 @) = I fell < |l

p: (X (@0 ) = (X (0l D)

es una contraccion normada. Aplicandola a cualquier © € X y componiéndola con cualquier Ty se obtiene

TP (2) =T (fo) = fo (A) =pa (2)

lo cual significa que p es un Not-morfismo con la propiedad deseada; es decir, que para toda X € A

Todo esto es prueba de que

TAD = Pa

Sdlo resta demostrar que P es la tinica contraccion normada que posee esta propiedad. Supdngase que también

7: (X (@0, )= (X (01 (D)

es una contraccion normada tal que, para toda A € A,

TG = DX
Sea

g: X — J]Xi
AEA

z = q(z)

Ahora obsérvese que coinciden las composiciones de las funciones

p:XHHXA Yy q:XHHX)\
AEA AeA

con las flechas de la Get-fuente
(7‘(‘)\ : HX)\ — X)\>
AEA A

es decir, para toda \ € A,
TAP = TAq

Puesto que esta Get-fuente es una Set-monofuente, esta igualdad implica que
p=q

lo cual permite asegurar que también los Nor-morfismos p y q son iguales. Con esto queda demostrado que

@ (X (D) = M),
es una Not-fuente que tiene la propiedad universal del Nor-producto. Por lo tanto,

(X (0 D)

es un Nor-producto de la familia de espacios normados (Ny),; puesto que ésta se escogid arbitrariamente,
Nor tiene Nor-productos.

[v]

Ejercicio 11.4 sFEs cierto que Met tiene productos que no son cartesianos? Justifique su respuesta.
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Definicién 11.4 Sea K cualquier categoria concreta y sea

S=(ex:(Xa &) — (X, 9))n

un K -sumidero arbitrario. Se dice que S tiene la propiedad universal del K-coproducto si para todo
K-sumidero

S"= (e (Xn,60) = (X',€))
existe un K -morfismo, y solamente uno,
e: (X,¢) = (X,8)
tal que para toda A € A
exe = €}

En tal caso se dice que (X, &) es un K-coproducto de la familia (X,,£,), con \-coproyecciones ey. Si
en K cualquier familia de K-objetos puede ponerse como dominio de un K-sumidero que tenga la propiedad
universal del K-coproducto, entonces se dice que K tiene K-coproductos.

Ejemplo 11.14 Debido a la proposicion anterior, si K tiene K-coproductos cartesianos entonces K tiene
K-coproductos, ya que el sumidero de A-coproyecciones

(5)\ : (X>u€)\) - H (X>u€)\)>
A

AEA

tiene la propiedad universal del K -coproducto. De aqui que un K -coproducto cartesiano sea un K -coproducto
cuyas \-coproyecciones son las \-coproyecciones usuales.

Ejemplo 11.15 Ahora se verd que existen categorias concretas en las que se puede hablar de coproductos
sin que éstos tengan por conjuntos subyacentes a las uniones ajenas de los conjuntos subyacentes de los
cofactores correspondientes. Sea (Vy), una familia arbitraria de espacios vectoriales (sobre R)

Va = (X, (+a,00))

y seaV = ( IT X, (+, )) su Yecg-producto cartesiano. Para toda \ € A, definase a la funcion
AEA

EN - X)\ — HX)\
AEA
x = ex(z)

en la que

ex(z) : A — /\LEJAX)\

viene dada por
N 0)\/, SZ)\I#)\
sx(x)()\) { z, si N =\

donde 0y denota al vector cero de Vy. Siendo ast y teniendo presentes las definiciones de + y - en [] X»,
A€EA

obsérvese que para cualesquiera \,\' € A, x,x1,22 € X yr € R se tiene:

[ex (z1) +ex (22)] (X) = é&x(m) (X) +x ex (72) (X)
Oy v Oy, 58 N 2 A
- {x1+,\x2,si)\')\
Oy, si N £ A
- {xl +rzo, st N =X
= ex(z1+am2) (V)
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[r-ex(2)] ()\/) = 7.y [s,\(a:) ()\’)]
T')\IO)\/, Si)\/#)\
{T')\Sﬂ, siN =\
0)\/, Si)\/#)\
- {r-)\a:,si)\’:)\
8)\(7“-)\(5)()\/)

En consecuencia:
ex (@1 +ax2) =ex(x1) +ex(22)

ex(raz)=r-ex(z)

lo cual significa que para toda A € A
EX - V)\ -V

es una transformacion lineal. Ahora se probard que el Vecg-sumidero
(ex: VA= V),
tiene la propiedad universal del Lecg-coproducto. Sea
S=(ex:Va—B),

un sumidero arbitrario de transformaciones lineales cuyo codominio es un espacio vectorial

B =(Y,(®,0))
arbitrario. Hay que demostrar que existe un inico Lecg-morfismo
e:V—-DB
tal que para toda A € A
ecy = e

Para probar su existencia considérese a la funcion

e: HXA—>Y
AEA

definida para toda f € [] X mediante
AEA

e(f) =Y ex(F (V)
AEA

A consecuencia de la linealidad de las flechas del sumidero S, de la definicion de + y - en [[ Xa y de la
AEA
distributividad sobre la suma de vectores del producto por escalares en todo Uecr-objeto, se tiene que para

cualesquiera N € A, f, f1,fo € X yr € R se tiene:

e(fitf) = D ex((fi+f2)(N)

AEA

= (AN +rfz(V)
AEA

= D (en(hV)@ex(f2(N)
AEA

= Y eahr))ed e (f2(n)
AeA AEA

= e(fi)@e(f)
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Por lo tanto e : V — B es una transformacion lineal. Ademds, de acuerdo con la regla que (para toda A € A
y para toda x© € X)) define a e (), se tiene que

ex (a0 () = {00 T O

Por consiguiente, para toda A € A y para toda x € Xy, se tiene:

eey(z) = ef(er(x))

...@Oy@@y@e)\(x)@()y@()yEB...

= ex(z)

Es decir, que para toda A € A
ec) = ey

Sdlo resta probar que e es el inico Vecg-morfismo con esta propiedad. Supéngase que también
e:V—-D

es una transformacion lineal tal que para toda A € A
€E) = €

Para toda f € [[ Xa y para toda A € A, sea
AEA
f)\ A — )\LGJAX)\

el elemento de [[ X definido para toda \' € A por
XEA

n o OA/,Si)\l7é)\
h@){ﬂm,msz

Es claro que

F=>h

Y que
Ih=ex(f(\)
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Luego, aplicando la linealidad de € se tiene que:

() = e(fo)

= e(f)
Con esto queda demostrado que el UVecr-sumidero
(ex: VA= V),
tiene la propiedad universal del Vecg-coproducto. Por lo tanto, también!
(HX,\, (+, ')>
AeA
es un Vecg-coproducto de la familia de espacios vectoriales (V). ]
Ejercicio 11.5 sFEs cierto que Uecg tiene coproductos cartesianos? Justifique su respuesta.

En adelante, cada vez que alguna afirmacién concierna tanto a productos como a coproductos, para evitar
el ser repetitivo, se hard referencia a ambos conceptos escribiendo (co)productos.

Se ha senalado que, en conformidad con las definiciones precedentes, en una categoria concreta K todo
K-(co)producto cartesiano es un K-(co)producto. En cuanto a lo reciproco, dos ejemplos anteriores han
mostrado que es falso; es decir, que hay categorias concretas que tienen K-(co)productos que no son carte-
sianos. Ahora se verd que si una categoria concreta K tiene K-(co)productos cartesianos, entonces todo
K-(co)producto es esencialmente un K-(co)producto cartesiano.

Proposiciéon 11.3 Sea K una categoria concreta que tienen K-productos cartesianos. Si
Fr=(px: (X,8) = (X5,60))a

es una K-fuente con la propiedad universal del K-producto, entonces el K-objeto (X,&) es K-isomorfo al
K-producto cartesiano de la familia de K-objetos (Xx,€5) -

Demostracion. Sea (H X)\,ﬂ') el K-producto cartesiano de la familia (Xy,&,), y considérese la K-

AEA
1= (71')\ : (HX,\,W) — (X/Mf)\))
AEA A

fuente de \-proyecciones
Por la propiedad universal que posee F', existe un K-morfismo (tinico)
h: (HXm) — (X,8)
AEA

tal que, para toda A,
pah =y

L “También” en el sentido de que ademds de ser un Yecg-producto (cartesiano), el mismo objeto es un Yecg-coproducto.



CAPITULO 11. PRODUCTOS Y COPRODUCTOS 175

Se sabe que también II tiene la propiedad universal del K-producto; por lo tanto, también existe un (tinico)

K-morfismo
W (X, 6) — <HX>\;7T>

AEA

tal que, para toda A,

Ak = py
Considérese la composicién

R’ h
g (X85 (HXm) = (X,€)
AEA
Entonces, para toda ), se tiene:
pag’ = pahh' = w\h' = py

La propiedad universal que posee F' exige que 1x sea el inico K-morfismo para el cual se tenga que

palx =pa
En consecuencia
hh' =1x
Analogamente, pero haciendo g = h'h y aplicando la propiedad universal que posee II, se tiene que
R'h =177 x,
AEA

Esto prueba que

h: (HXAJ) — (X,¢)

AEA

es un K-isomorfismo (y que A~ = k'), con lo que la proposicién queda demostrada. ]
Corolario 11.1 Si K es una categoria concreta que tienen K -productos cartesianos, entonces toda K -fuente
con la propiedad universal del K -producto es una K-fuente inicial.

Demostracion. Se sigue de la inicialidad de la fuente de A-proyecciones y de la existencia del K-isomorfismo

h anterior. ]

Proposicién 11.4 Sea K una categoria concreta que tienen K-coproductos cartesianos. Si

S=(qr: (Xx, &) = (X,9)a

es un K-sumidero con la propiedad universal del K-coproducto, entonces el K-objeto (X, &) es K-isomorfo

al K-coproducto cartesiano de la familia de K-objetos (Xx,&y),- (V]

Corolario 11.2 En una categoria concreta que tenga K-coproductos cartesianos, todo K-sumidero con la

propiedad universal del K-coproducto es un K-sumidero final. (V]

11.4. Productos y coproductos en categorias arbitrarias

Del mismo modo en que se han definido a los (co)productos (a secas) en una categoria concreta K, se
pueden definir a los R-(co)productos en una categoria R arbitraria. Una vez que se hayan elevado a ese nivel
abstracto, habrd una distincién en estos conceptos en comparacién consigo mismos tal cual se han venido
trabajando en las categorias concretas, y es que ahora el -(co)producto de una familia (Ay), de R-objetos
no sélo serd un R-objeto sino un R-objeto y una familia de flechas: (1) que salen de él, si es un R-producto;
(1) que entran a él, si es un R-coproducto. Ya se venia viendo que en la medida que se iba elevando el grado
de abstraccién en el lenguaje al hablar de un K-(co)producto, resultaba inevitable la referencia a la familia
de sus \-(co)proyecciones. Ahora esta mancuerna serd explicitamente inseparable desde la definicién misma.
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Definicién 11.5 Sea R una categoria arbitraria y sea (Ax), una familia de R-objetos. Un R-producto de
(Ax), es una R-fuente

(42 4,)
A
que posee la siguiente propiedad universal: Para toda R-fuente
(B Y AA)
A
existe un R-morfismo, y solamante uno,
p:B— A
tal que, para toda A € A,
TAP = Px

Definicién 11.6 Sea R una categoria arbitraria y sea (Ax), una familia de R-objetos. Un R-coproducto
de (Ay), es un R-sumidero

(AA 2 A)
A
que posee la siguiente propiedad universal: Para toda R-sumidero
(A 23 B)
A
existe un R-morfismo, y solamante uno,
q:A— B
tal que, para toda A € A,
gex = Qgx

Definicién 11.7 Se dice que la categoria R tiene R-(co)productos si cualquier familia de R-objetos tiene
un R-(co)producto.

Observacién 11.4 Se conservan los nombres de A-(co)proyecciones y de A-(co)factores al referirse a
las flechas de (mx), ((ex)p) y a los objetos Ay de su (co)dominio, (respectivamente).

Observacién 11.5 Se denotard al R-objeto A mediante ] Ax ¢ ][ Ax, segin sea dominio de la fuente
XEA XeA
(mA)p 0 codominio del sumidero (€)),, respectivamente.

Observaciéon 11.6 Cuando esté suficientemente claro cudl es la familia de \-(co)proyecciones en cuestion,
se abusard del lenguaje hablando del R-objeto A como de un R-(co)producto de la familia (A)),.

Observacién 11.7 Cuando sea A = {1,2}, A = {1,2,3}, etcétera, se usard la notacion:
Al X Ag,Al X A2 X A3,...

para el caso del R-producto, y

Ay + Ag, Ay + As + As, ..
para el R-coproducto de (Ay),.

De estas definiciones resulta claro que cuando R es una categoria concreta K, el concepto de R-(co)producto
coincide con el de K-(co)producto definido anteriormente.

Ejemplo 11.16 Mirese al copro X = (X, <) como a una categoria. Sea (x)), una familia cualquiera de
X -objetos (es decir, un subconjunto cualquiera de X ) y supdngase que la fuente

AEA A
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es un X-producto de (xy),. Ahord se verd que el X-objeto [] xx es un infimo de (xx),. En efecto, puesto
AEA

™ EX (HSE)\,I'))

AEA

que estan dadas las A-proyecciones

este conjunto de X-morfismos no es vacio, cualquiera que sea A € A; esto implica que, para toda A € A,
HCE,\ <z

es decir, que [] zx es una cota inferior de (xx),. Y st para algin x € X y para toda X\ € A se tiene

AEA
r < x)\
entonces
X (CL‘, CC)\) 7& %)
lo cual quiere decir que se tiene una X -fuente
(2 2:)
T — I)
A

Debido a la propiedad universal que posee al fuente de las A\-proyecciones, existe un X-morfismo (inico)
T ﬁ) HSC)\

tal que, para toda A € A,
TAD = Px

La existencia de este X-morfismo implica que
z < Hsc A

que es a lo que se queria llegar. Por lo tanto

HacA:inf{x)\ eX:AelA}
AEA

Reciprocamente, supdngase que x € X es un X-objeto tal que
x=mf{zye X : A€ A}

Entonces, para toda A € A,
x < Ty

HZ(XX*AMT))
A

P o)

cualquier otra X-fuente de codominio (xy),; entonces, para toda A € A, se tiene que

lo cual significa que se tiene una X -fuente

Sea

A

y < Ty
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Por la condicion de infimo que posee z, se tiene que

y<x

de manera que existe un X-morfismo (dnico, porque sélo puede haber uno)
q:Yy —Xx

tal que, para toda A € A,
XA4 = ax

Quiere decir que 11 es una X-fuente que tiene la propiedad universal del producto; es decir, I es un X-
producto de la familia (x), .

Ejercicio 11.6 Mirese al copro X = (X,<) como a una categoria. Sea (xx), una familia cualquiera de
X-objetos. Demuestre que un X -sumidero
(12 2)
A

es un X-coproducto de (zx), st, y solo si, s es un supremo de (), .

En vista del ejemplo y del ejercicio anteriores se puede afirmar que una condicién necesaria y suficiente
para que el copro X = (X, <) tenga X-(co)productos es que todo subconjunto de X tenga infimo (supremo).

Ejercicio 11.7 Mirese al copro X = (X, <) como a una categoria e indique si son verdaderas ¢ falsas las
stguientes proposiciones:

Si X tiene X-productos, entonces X tiene X-coproductos.

Si X tiene X-coproductos, entonces X tiene X-productos.

Justifique sus respuestas.

La parte que sigue trata de la esencial unicidad que posee todo $-(co)producto.

Sea (Ax), una familia cualquiera de R-objetos de una categoria R arbitraria. Hasta ahora se ha tenido
el cuidado de hablar de un R-(co)producto de (Ay), desde la definicién misma. Enseguida se vera que dos
R-(co)productos de (Ay), “difieren” entre sf por un R-isomorfismo; esto justificard el abuso en el lenguaje
que se cometerd al hablar de un -(co)producto de (Ay), como de el R-(co)producto de (Ay),. También

justifica el abuso de notacién que consiste en designar mediante un mismo simbolo ( [T Ax o ] A4x) al
AEA AEA
(co)dominio de la familia de A-(co)proyecciones.

Ejercicio 11.8 Enuncie y pruebe la proposicion dual de la siguiente:

Proposicién 11.5 Sea R una categoria arbitraria y sea (Ay), una familia cualquiera de R-objetos.

(a) Si
<A ™ A,\>A
es un R-producto de (Ay), y
h:B— A
es un R-isomorfismo, entonces
(524,

también es un R-producto de (Ay),.

(b) Si
T ! ﬂ'l)\
(A*}AA)A y <A HAA)A
son R-productos de (Ay),, entonces existe un tnico f-morfismo

h:A — A
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que es un R-isomorfismo y que, para toda A € A, hace
mah =7

Demostracion. Es totalmente dual a la que se pide en el ejercicio anterior. ]

Ejercicio 11.9 Enuncie, pruebe e interprete la coproposicion correspondiente a la siguiente:

Proposicién 11.6 Sea R una categoria arbitraria y considérense tres R-objetos Ay, Aa, As.

(a) Si _
A:A1 X A2

con \-proyecciones 1 y T, ¥ .
A=AX A;

con \-proyecciones T y 73, entonces

A:A1XA2XA3

con \-proyecciones 71T y ToTT V 3.

(b) Si

Z:AQXAg

con \-proyecciones 72 y T3, ¥

B:Al Xj

con A-proyecciones 71 y T, entonces
B = Al X A2 X A3

con A-proyecciones 7y, Tom ¥ T3,

Demostracion. Es totalmente dual a la que se pide en el ejercicio anterior. v

11.5. R-(co)productos de R-morfismos
Definicién 11.8 Sean, R una categoria arbitraria, (Ax), y (Bx), dos familias cualesquiera de R-objetos,
<7T>\Z HA,\—U‘L\) (] <p>\: HB,\—>B>\>
A€A A AEA A
R-productos de (Ax), y de (Ba)a, ¥y
<5)\3A)\_>HA)\> y <QAIBA—>HB,\>
A€A A AEA A
R-coproductos de (Ax), y de (By),, respectivamente. Si para toda A € A se tiene definido un R-morfismo
Ix i Ax — By
entonces, se llama:

(a) R-producto de (fy), a un R-morfismo
f : HA)\ — HB)\
AEA AEA

que para toda A € A satisfaga
Dy =paf
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(b) R-coproducto de (f1), a un R-morfismo

g: ]_[AAH ]_[BA

AEA AEA
que para toda A € A satisfaga
gex = qrfa

La notacién empleada para designar a estos R-morfismos es:

=1In v 9=]InH

Obsérvese que cuando R tiene R-productos, entonces para toda familia de F-morfismos

(fr: Ax — Ba),

existe su R-producto y es tinico.
En efecto, considérense los R-productos de las familias (Ax), y de (Bx),

H(WA:HAAHA,\> y P(pA:HB,\HB,\>
A A

AEA AEA

asi como la f-fuente
<f>\7f>\ : HA,\ — BA)
AEA A
Por la propiedad universal que posee P, existe un -morfismo, y solamente uno,

f: IIJ4A—% II]BA

AEA AEA
tal que, para toda A € A,
paf = fama

Este R-morfismo es, por lo tanto, el inico #-producto de (fy),.
Similarmente, cuando R tiene R-coproductos, existe el R-coproducto de toda familia de R-morfismos

(f2)a-

Ejercicio 11.10 Enuncie y demuestre la coproposicion correspondiente a la siguiente:

Proposicién 11.7 Sea R una categoria con R-productos y sea (fr: Ax — Bx), una familia arbitraria de
R-morfismos. Si para toda X € A:

(a) fx es un R-monomorfismo, entonces también IIfy lo es.
(b) fx es un R-retraccién, entonces también lo es I1f)y.

Demostracion. Es totalmente dual a la que se pide en el ejercicio anterior. v



