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Introduccion

Todos (o casi todos) sabemos cémo empez6 esta historia. La aparicién de la raiz cuadrada de un ntimero
negativo al aplicar la férmula general para la solucién de algunas ecuaciones de segundo grado, marca el
inicio de una rama muy importante de las matematicas: la teoria de funciones de variable compleja. Y este
inicio deja huellas en mas de un sentido; tal es el caso del nombre de los niimeros a que da origen: “nimeros
imaginarios”. No podia ser de otra forma; estos niimeros no podian “existir”, sélo podian ser “imaginados”.

Este texto tiene como intencién exponer los elementos béasicos de la teoria de funciones de variable
compleja; desde la construccion de los nimeros complejos, hasta las destacadas propiedades que poseen este
tipo de funciones (pasando, claro estd, por el importante teorema de Cauchy). En la medida de lo posible,
se intenta desarrollar todo este material tomando en cuenta que el lector acaba de concluir con sus cursos
de calculo diferencial e integral en una y varias variables.

Atun cuando el teorema de Cauchy es uno de los resultados mas importantes de la variable compleja, el
interés principal de este texto se centra en presentar las propiedades de las funciones de variable compleja y
mostrar que la mayoria de ellas se pueden probar a partir de una versién muy sencilla de este teorema.

En el primer capitulo iniciamos con la construcciéon de los niimeros complejos, abarcando tanto sus
propiedades geométricas como algebraicas. Incluimos su representacion esférica, lo que nos permite introducir
los complejos extendidos. Definimos el concepto de médulo (o0 norma) de un niimero complejo y vemos
su relacién con la aritmética y geometria de los niimeros complejos. Asi mismo, hacemos notar que este
concepto coincide con el concepto de norma de un vector en R?, en virtud de lo cual mencionamos que
todos los conceptos y resultados topoldgicos en el plano complejo, y los correspondientes de convergencia de
sucesiones en los ntimeros complejos, coinciden con los ya abordados y trabajados en R? en cursos anteriores,
y que por esta razén se dan por conocidos.

En el capitulo 2 se abordan los diferentes tipos de funciones entre conjuntos de niimeros, y que seran el
principal objeto de estudio de este texto. Se pone especial énfasis en la definicién y andlisis geométrico de
funciones tales como las funciones de Mobius, la funcién exponencial, las ramas del logaritmo y las funciones
trigonométricas. Apoyados nuevamente en la coincidencia del concepto de médulo (o norma) de un nimero
complejo con el de norma de un vector en R?, damos por conocidos los conceptos de limite y continuidad
para este tipo de funciones, asi como todos los resultados relacionados con éstos.

En el capitulo 3 introducimos los conceptos de derivada e integral de funciones de variable compleja.
Vemos las propiedades mas elementales de estos conceptos y su relacién con los correspondientes conceptos
de derivada y de integral de linea de funciones de R? en R?, respectivamente. En este capitulo se prueba la
primera versién del teorema de Cauchy (sobre una bola abierta o disco en C) y las primeras consecuencias
importantes de este teorema, como lo es el teorema del médulo maximo.

Los capitulos 4 y 5 de este texto son sin duda aquellos en los que de manera mas clara queda de manifiesto
que los temas que ahi se tratan estdn guiados por la linea de desarrollo seguida por L. Ahlfors' en su muy
conocido libro (referencia [1]).

En el capitulo 4 se estudian fundamentalmente aquellas propiedades de las funciones analiticas que tienen
un cardcter local (lo que se refleja en el nombre del capitulo). Inicia con el andlisis de la existencia de las
derivadas de orden superior de este tipo de funciones, con base en lo cual se prueba la férmula integral
de Cauchy para las derivadas y resultados tan importantes como el teorema de Liouville, el teorema de
Morera y el teorema fundamental del dlgebra. A continuacién se introducen las llamadas singularidades

!Lars Valerian Ahlfors, (Helsinki, 18 de abril de 1907 — Pittsfield, Massachusetts; 11 de octubre de 1996), fue un matemético
finlandés. Ahlfors recibié muchos honores por sus contribuciones a las matematicas. Fue el primer ganador de la medalla Fields
(junto a Jesse Douglas del MIT) ademés del premio Wolf en Matematicas en 1981. (Fuente: Wikipedia).



11 Introduccion

aisladas y algunas propiedades que las caracterizan. El estudio de este tipo de singularidades inicia con las
singularidades removibles, de cuya caracterizacion se prueban el lema de Schwarz y el muy importante y til
teorema de Taylor para funciones analiticas. Este teorema permite presentar el primer teorema que relaciona
las funciones analiticas con las series de ntimeros complejos, lo que a su vez nos lleva a incluir un breve
interludio sobre el tema de sucesiones y series de funciones, y en particular sobre las series de potencias.
Como un paso previo al analisis de las singularidades aisladas no removibles, se hace un estudio detallado
sobre los ceros de una funcién analitica, lo que permite caracterizar y clasificar al resto de este tipo de
singularidades: los polos y las singularidades esenciales. Ya que se cuenta con este material, se formula la
primera versién del principio del argumento (para funciones meromorfas en un disco) del que a su vez se
desprenden importantes propiedades topoldgicas, entre las que destacan propiedades sobre la inyectividad e
invertibilidad (local) de este tipo de funciones. Este capitulo concluye con la prueba de importantes teoremas
como lo son el teorema de Rouché y el teorema de Hurwitz.

En el capitulo 5, el dltimo de este texto, se introducen las nociones de ciclo, ciclos homoélogos a cero, y
ciclos homélogos entre si, conceptos con base en los cuales se formula y prueba la segunda (y més general)
version del teorema de Cauchy que se da en este trabajo. Una vez que se cuenta con este teorema, se
prueban dos importantes resultados: el teorema del desarrollo de Laurent y el teorema del residuo. De este
ultimo se desprende la prueba de la segunda version del principio del argumento que se da en este texto,
el correspondiente a funciones meromorfas en regiones arbitrarias. El capitulo concluye con el desarrollo de
una de las aplicaciones clasicas del teorema del residuo: el cdlculo de integrales.



Capitulo 1

Los niimeros complejos

1.1. Un primer vistazo

En este capitulo estudiaremos al sistema de los niimeros complejos, y para ello supondremos que se concoce
bien al conjunto de los ntimeros reales. Los niimeros reales poseen un par de operaciones que satisfacen ciertas
propiedades a partir de las cuales decimos que forman un campo. Los niimeros reales también estdan dotados
de un orden, un orden que “se lleva bien” con las operaciones, en virtud de lo cual también decimos que
forman un campo ordenado.

A pesar de todas estas propiedades, los niimeros reales fallan en algo: existen ecuaciones polinomiales
que no tienen soluciéon dentro de los mismos nimeros reales. El ejemplo mas tipico estd dado por la ecuacién
22 +1 = 0. Para enfrentar este problema se tuvo que “crear” un nuevo niimero que “resolviera” esta ecuacién
y que se denoté por . Asi, este ntimero tiene la propiedad de que i2 +1 =00 i = —1.

Una de la consecuencias mas interesantes de la introduccién de este nimero, es que con él no soélo
obtenemos una solucién para la ecuacién 22 +1 = 0, sino que a cualquier ecuacién polinomial con coeficientes
reales siempre le podremos encontrar una raiz, construida, por supuesto, a partir de este nimero. Este es un
resultado que més adelante estaremos en condiciones de demostrar.

Mientras tanto, por ejemplo, es facil notar que ecuaciones de la forma x? +a = 0 con @ > 0 (que no
tienen soluciones en los niimeros reales) tienen como raices a los nimeros iv/a y —ivy/a.

Como se ve, “combinar” este nimero con los nimeros reales es una buena idea. Esta combinacion da lugar
a “expresiones” que en general son de la forma a + b, a,b € R, “expresiones” que tienen la particularidad
de que si las sumamos y las multiplicamos de acuerdo a las reglas de los niimeros reales, junto con el hecho

de que i2 = —1, el resultado en ambos casos son “expresiones” de la misma forma:
(a+1ib) + (c+id) = (a+c¢) +i(b+d) (1.1)
y
(a+1b)-(c+id) = alc+id)+ ib(c+id)
= ac+iad + ibc + i*bd (1.2)

= (ac — bd) + i(ad + bC).

Es facil mostrar que ademas de estas dos propiedades, estas “expresiones” satisfacen la lista completa de
propiedades que definen a un campo. Por ejemplo, mostremos que, si a 4+ ib # 0, es decir, a # 0 0 b # 0
(o equivalentemente que a® + b*> > 0), entonces existe otra “expresién” x + iy con la propiedad de que
(a +1b)(x + iy) = 1. En efecto, nétese que este problema nos conduce al sistema de ecuaciones

ar—by=1
br +ay =0

el cual tiene solucién tnica puesto que su determinante a® + b2 es diferente de 0. De hecho, las soluciones
estdn dadas por

_a

a2 4 b2

1



2 CapriTuLo 1. Los NUMEROS COMPLEJOS

b
A + b2
Estos hechos, sin duda justifican que de aqui en adelante dejemos de hablar de las “expresiones” a+ib para
hablar de los niimeros a + ib, los nimeros complejos, cuyo conjunto denotaremos por C, y que con la terna
(C,+,") (en donde + y - denotan a las operaciones de suma y producto dadas en 1.1 y 1.2, respectivamente),
nos referiremos al campo de los nimeros complejos.
Lo anterior lo dejaremos plasmado en la siguiente

Definicién 1.1 El conjunto de los nimeros complejos, que denotamos por C, estd dado por
C .= {a+ib| con a,beR, ei tal que i* = 71}

Ademds, definimos las operaciones de suma y producto de elementos de C (que denotamos por + y -,
respectivamente) como:

1. (a+1ib)+ (c+id) == (a+c) +i(b+d)

2. (a+1ib)- (c+id) := (ac — bd) + i(ad + be) (en donde, de aqui en adelante, escribiremos (a+ ib)(c+ id)
en lugar de (a + ib) - (c + id))

Con la terna (C,+, ) denotaremos al campo de los nimeros complejos (ver problema 1).

Asi pues, los niimeros complejos seran los nimeros de la forma a + ib en donde a y b son ntimeros reales
e i es tal que i> = —1. Al ntimero a se le llama la parte real y al ntimero b la parte imaginaria del complejo
a + tb. Con frecuencia usaremos una sola letra para referirnos a un nimero complejo (casi siempre la letra
z) y en este caso denotaremos por Re(z) a la parte real de z, y por Im(z) a la parte imaginaria de z. De este
modo, si z = a + ib, entonces tendremos que a = Re(z) y b = Im(z).

Por otra parte, obsérvese que los numeros reales R estan contenidos en los nimeros complejos C en la
medida de que todo ntmero real a se puede escribir como el niimero complejo de la forma a + 40, es decir, los
numeros reales coinciden con el conjunto de los nimeros complejos que tienen parte imaginaria igual a 0. A
los ntimeros complejos cuya parte real sea 0, es decir, los nimeros de la forma b, los llamaremos imaginarios
puros. Nétese también que dos niimeros complejos seran iguales sélo si su parte real y su parte imaginaria
son iguales, y que el cero de los niimeros complejos (que denotaremos por el mismo simbolo que usamos para
los nimeros reales) es el Ginico nimero complejo cuya parte real y parte imaginaria es 0.

Como deciamos al principio de esta seccion, el surgimiento de los ntimeros complejos esta intimamente
relacionado a cierta insuficiencia de los nimeros reales, a saber, la no existencia de un nimero real cuyo
cuadrado fuera —1, o dicho de otra forma, la no existencia de la raiz cuadrada de —1 (o de cualquier ntimero
negativo).

Para concluir esta seccién, mostraremos que esta es una insuficiencia que ya no comparten los niimeros
complejos; es decir, mostraremos que si a + b es cualquier nimero complejo, entonces siempre existe otro
x 4+ 1y con la propiedad de que

(x+iy)? =a+ib (1.3)
Para probar esto, obsérvese que la ecuacién anterior nos conduce al siguiente sistema de ecuaciones

2 2

-y = a

ory = b (1.4)

Tomando el cuadrado de cada una de estas identidades y sumandolas, tenemos que
(®+y°) =a®+ b

de manera que

z® +y? = Va2 + b2 (1.5)

J. Péez



1.2. OTRAS OPERACIONES CON LOS NUMEROS COMPLEJOS 3

(1). Si sumamos y restamos esta tltima identidad con la primera identidad de 1.4, obtenemos que

2 = a++Va®+ b2
y? = —a++Va2+b?

Dado que los ntimeros a la derecha de estas dos identidades siempre son mayores o iguales a cero (ejercicio

4), se tiene que
r = E£Va+vaZ+b?
y = *V—-a+va®+b?

A primera vista pareciera que la ecuacién 1.3 tiene cuatro soluciones (las cuatro combinaciones de los
signos de z y y en 1.6), pero obsérvese que la segunda identidad de 1.4 s6lo permite dos de estas combinaciones,
las cuales estan determinadas por el signo de b. Nétese también que, de las dos soluciones posibles, una es
la negativa de la otra (como era de suponer que sucediera).

(1.6)

1.2. Otras operaciones con los nimeros complejos

Para un manejo més fluido de la aritmética y el dlgebra de los niimeros complejos, se definen un par de
conceptos que son de gran utilidad. El primero de ellos es el concepto de conjugacion.

Definicién 1.2 Para cada nimero complejo z = a + ib definimos el conjugado de z, que denotaremos por
Z, como el numero complejo a — ib, es decir
Z:=a—1b

Con relacion a este concepto, se tienen las siguientes propiedades las cuales dejaremos plasmadas en la
siguiente proposicién y cuya prueba quedard a cargo del lector.

Proposicién 1.3 Si z,w € C entonces:

2. Zw = zw

3. siw#0, (z/w) = 2/w

4. ﬁ:z

5. Re(z) = 2% y Im(2) = 57
6. 2z =a?+ b2

El segundo concepto que definiremos es el de valor absoluto o médulo de un nimero complejo.

Definicién 1.4 Si z = a + b, definimos el valor absoluto o médulo de z, que denotaremos por |z|, como el

nimero real v a? + b2, es decir
|z] :== Va2 + b2

Aqui vale la pena observar que si z es estrictamente real, es decir si b = 0, entonces |z| = Va2 = |al, lo
que justifica el uso de la misma notacién que se usa para el concepto de valor absoluto de un niimero real.
Ademaés, esta identidad también muestra que el concepto de valor absoluto o médulo de un nimero complejo,
extiende al correspondiente que se tiene para los niimeros reales (esta extensién quedara confirmada aun maés
cuando tengamos una representacién geométrica de los ntimeros complejos).

Como en el caso de la conjugaciéon, hay una serie de propiedades importantes relacionadas con el valor
absoluto o médulo de un ntmero complejo (propiedades que en la mayoria de los casos, no son méas que
la extensién de las correspondientes propiedades del valor absoluto de los nimeros reales) y que dejamos
establecidas en la siguiente proposiciéon. Como es de esperarse, la prueba queda como un problema para el
lector.

1En este texto el simbolo /a, donde a sea un niimero real positivo, siempre denotard al tinico nimero real positivo cuyo
cudrado es «; esta convencién, por cierto, justifica la identidad 1.5.

J. Péez



4 CapriTuLo 1. Los NUMEROS COMPLEJOS

Proposiciéon 1.5 Si z,w € C, entonces

—_

. |2| >0y |2|=0siysélosi z=0

3. 12l = |21
4. |Re(z)|, [Im(2)] < |2]
6. [2] =L siw#0.
7. )z 4+ w| < |z + |w]|

Con relacién a este concepto, y del mismo modo que en el caso de los niimeros reales, el nimero |z — w|
serd una buena forma de medir la distancia entre los complejos z y w. Esto resultard muy importante més
adelante, cuando tratemos el tema de la “topologia” de C.

1.3. La geometria de los niimeros complejos

Hay personas para quienes la idea de “inventarse” un nimero cuyo cuadrado sea —1 y después “combi-
narlo” con los nimeros reales para asi construir los nimeros complejos, es una idea que no los deja dormir
tranquilos.

Estas almas atribuladas prefieren construir los nimeros complejos a partir de un conjunto “bien definido”
(como por ejemplo el conjunto de parejas ordenadas (x,y) de ntimeros reales, es decir R?) y definir en este
conjunto las operaciones de suma y producto que cumplan con las propiedades de campo.

Como es de suponer, dichas operaciones estdn definidas de la siguiente forma: dadas (z,y) y (¢/,y')

L (z,y) + (2"y) = (z+2",y +v)
2. (z,y)(2",y) = (z2’ —yy', 2y’ + 2'y)

Es facil darse cuenta que la manera de definir estas operaciones tiene su origen en la idea de asociar a
cada pareja (x,y) el ntimero complejo x + iy (y viceversa, a cada complejo x + iy, asociarle la pareja (z,y)).
En esta asociacion, por cierto, el ntimero 4 se corresponde con la pareja (0,1).

Ademds de dar tranquilidad a estas almas, esta construccién de los nimeros complejos (més adelante
veremos que cuando menos hay otras dos formas méas de obtener construcciones “isomorfas”), tiene la im-
portante ventaja de proporcionarnos una representacién geométrica de estos ntimeros, en la medida de que
las parejas ordenadas de niimeros reales se pueden representar como los puntos de un plano que esté dotado
de un sistema coordenado.

Asi pues, un nimero complejo z = x + iy lo representaremos geométricamente por un punto en el plano
(por lo que en muchas ocasiones nos referiremos al plano complejo C) y en algunas ocaciones en que resulte
conveniente, incluso por un vector (ver figura 1.1).

En esta representacién los complejos de la forma z = iy, o imaginarios puros (que se corresponden con
las parejas (0,y)), son los puntos del eje de las y's por lo que de aqui en adelante a dicho eje también lo
conoceremos como el eje imaginario; andlogamente, puesto que un ntimero complejo que sea estrictamente
un real x se corresponde con la pareja de la forma (z,0), que a su vez se representa como un punto del eje
de las z’s, dicho eje también lo conoceremos con el nombre de eje real.

Con base en esta representacion geométrica de los nimeros complejos, ahora podemos interpretar también
geométricamente algunos de los conceptos que hemos definido hasta ahora. Tal es el caso de valor absoluto o
modulo de un niimero complejo. Como se recordard, si z = x + iy, definimos el valor absoluto o médulo de z
como |z| = /22 4 y? el cual, en términos geométricos, representa la distancia que hay del punto z al origen
(ver figura 1.2 (a)). De esta forma, por ejemplo, si z,w € C, el ntimero |z — w| representard la distancia entre
los complejos z y w.

J. Péez



1.3. LA GEOMETRIA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS 5

z=x+ 1y z=x+ 1y
Yp—-——— Yp—-——--
| |
| |
| |
| |
| |
| > | >
x x

(a) (b)
Figura 1.1: El nidmero complejo z = x + iy se puede representar geométrica-
mente por un punto (a), o por un vector (b).

La conjugacién también tiene una interpretacién geométrica muy simple; recuerde que, si z = x + iy
entonces el conjugado de z se define (y se denota) como z = x — iy, de modo que, si al complejo z le
corresponde la pareja (x,y), entonces a Z le corresponderd la pareja (z, —y), y es claro que dichas parejas se
representan geométricamente por un par de puntos que son simétricos con respecto al eje real (o lo que es lo
mismo, el punto que representa a la pareja (x, —y) se obtiene de reflejar, con respecto al eje real, al punto
que representa a la pareja (x,y) (ver figura 1.2 (b))).

Observe que de esta interpretacién algunas propiedades resultan ser geométricamente muy claras, como

aquella que establece que (z) = z.

yh——-——— _Tz::v+zy
z=x+ 1y :
Yp-———7"""7""- I
e | |
5% | 1
® | xl
W | I
! |
' > I
T _
yp-———7"—"7- '*Eza:—zy

(a) (b)
Figura 1.2: El médulo de z, |z] = y/22 + y?, representa la distancia del punto
z al origen, (a), y el conjugado de z, Z = x — iy, geométricamente es el punto
que se obtiene al reflejar el punto z con respecto al eje real X, (b).

Las operaciones entre nimeros complejos también son suceptibles de representarse (o realizarse) geomé-
tricamente y para ello es mas adecuado representar a un ntimero complejo por un vector.

En el caso de la suma tenemos que, si 2 = x + iy y w = 2’ + iy entonces z + w = (z + ') +i(y + ')
de modo que a estos nimeros corresponden las parejas (z,y), (z/,vy") v (x + ',y + y’) respectivamente. Por

otra parte y en términos de vectores, a esta tltima pareja también corresponde el vector que se obtiene al
sumar, de acuerdo a la regla del paralelogramo, los vectores cuyas coordenadas son (z,y) y (2, ).

En resumen, la suma de nimeros complejos, geométricamente hablando, coincide con la suma de los
correspondientes vectores (ver figura 1.3).

El producto de nimeros complejos también puede interpretarse (o realizarse) geométricamente, pero para
ello serd necesario recurrir a otra representacion de los niimeros complejos.

J. Péez



6 CapriTuLo 1. Los NUMEROS COMPLEJOS

z+2 = (x+2)+ily+y)

Figura 1.3: Representacién geométrica de la suma z+2' = (z+2') +i(y +v')
de los nimeros complejos z =z + iy y 2’ = 2’ + iy’

1.4. Representacion polar de un niimero complejo

Esta representacion tiene su origen en ese otro sistema coordenado que se utiliza para representar a los
puntos de un plano y que conocemos con el nombre de sistema coordenado polar.

Como sabemos, una vez establecido en un plano un punto O (llamado polo) y una semirecta L que parte
de este punto (llamada eje polar), todo punto P de este plano, excepto el polo, estd determinado por un par
de nimeros reales r y 6, donde r es la distancia de P a O (por lo que r siempre es mayor que 0), y 0 es un
valor del dngulo dirigido formado por el eje polar y la semirecta que parte de O y pasa por P (por lo que
basta con que 6 satisfaga las desigualdades 0 < 6 < 27 si dicho dngulo es medido en radianes (ver figura
1.4 (a)). En este caso decimos que la pareja (r,0) son unas coordenadas polares del punto P en el sistema
coordenado polar determinado por O y L.

P

(a)
Figura 1.4: Si 0 es el valor que satisface la desigualdad 0 < 6 < 27 y que
mide el angulo dirigido formado por el eje polar y la semirecta que parte de O
y pasa por P (figura (a)), 6 + 27 es otro valor que sirve para medir al mismo
angulo dirigido (figura (b)).

Con relacién al ntmero 6 del parrafo anterior, es un hecho conocido que si a éste le sumamos un multiplo
entero de 27 entonces ¢ = 0+ 27k (con k € Z) también es un niimero que nos sirve para medir (en radianes)
el dngulo dirigido formado por el eje polar y la semirecta que pasa por P (ver figura 1.4 (b)).

De hecho, nétese que estos son todos los posibles nimeros que sirven para medir a dicho angulo, y si los
“marcamos” en la recta real, forman un conjunto discreto de puntos que tienen la particularidad de que la
distancia entre cualesquiera dos de ellos es un multiplo entero de 27.

Esta caracteristica tendra especial importancia puesto que de ella se deduce que en cualquier intervalo de
la forma [yg, yo + 27), con yo cualquier niimero real, existe una dnica k € Z tal que 0 + 27k € [yo, yo + 27); es
decir, en cualquier intervalo semiabierto (o semicerrado) de longitud 27, existe un tinico valor que representa
al angulo dirigido determinado por P.

Entre otras cosas, esta propiedad nos dice que el nimero 6 no tiene ninguna importancia particular (salvo
que es el tnico nimero en el intervalo [0, 27) que sirve para medir al dngulo dirigido determinado por P).
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Nos hemos detenido a explicar con detalle este asunto del angulo dirigido determinado por un punto P
(v todos sus posibles valores), debido a que sobre dicho dngulo descansa un concepto muy importante: el
concepto de argumento de un ntiimero complejo z diferente de cero.

Dado un ntimero complejo z # 0, por un argumento de z entenderemos a uno de los valores ¢ = 0 4 27k
(con 0 € [0,27) y k € Z) del dngulo dirigido determinado por 2.

Aun cuando puede resultar un poco incomodo tener mas de un argumento para un nimero complejo
z # 0, quede el consuelo de que basta conocer a uno de ellos para conocer a todos los restantes, puesto que
si p es uno de sus argumentos, todos los demés se escriben de la forma ¢ + 2xk, variando k € Z. A fin de
evitar ambigiiedades, (y a menos que se mencione lo contrario), cuando digamos que 0 es el argumento de z
(o escribamos que 6 = arg(z) ), nos estaremos refiriendo a que 0 es el unico argumento de z que se encuentra
en el intervalo [—m, ).

Con relacion a las coordenadas polares (r, ) de un punto P del plano, también se conoce la forma en que
las coordenadas cartesianas (x,y) del mismo punto se pueden “recuperar” a partir de las primeras (claro, si
el polo conicide con el origen, y el eje polar coincide con la parte positiva del eje de las z’s). Sabemos que la
forma de recuperar estas coordenadas estd dada por las siguientes ecuaciones:

x=rcos(d) 'y y=rsen(d)

y también sabemos que los valores de  y y no cambian aun cuando en lugar de # tomemos cualquiera de
sus otros posibles valores (6 + 27k, k € Z) puesto que las funciones seno y coseno son funciones de periodo
2.

De esta forma, si z = x 4 iy es un nimero complejo que identificamos con el punto P del plano que
tiene coordenadas cartesianas (x,y), y (r,0) son unas coordenadas polares para dicho punto, tenemos que z
también se puede escribir como z = r(cos(d) + isen(d)). Esta otra manera de escribir a z se conoce como la
forma polar del complejo z.

Observacion 1.6 Ndétese que en la forma polar de un numero complejo z, el numero 0 puede ser cualquier
argumento de z, y que en cualquier intervalo de la forma [yo,yo +27), con yo cualquier ndmero real, siempre
podemos encontrar uno (jy solo uno!) de estos argumentos. También observe que el nimero r que aparece en
esta forma de escribir a z cumple con la identidad r = |z|.

Hemos hecho este largo recorrido para llegar a la forma polar de un nimero complejo con el fin de
interpretar (o realizar) geométricamente la operacién producto de estos niimeros, con la ventaja adicional
de que en dicho recorrido introdujimos el importante concepto de argumento de un niimero complejo.

Regresando al producto, supongamos que z,w € C son dos nimeros complejos cuya representacién polar
estd dada por

z = r(cos(f) + isen(0))
w = 1" (cos(p) + isen(p))

con 0, € [—m,m), es decir que 6 = arg(z) y ¢ = arg(w). Realizando el producto zw, obtenemos que
2w = rr'[(cos(8) cos(p) — sen() sen(p)) + i(cos(6) sen(y) + cos(p) sen(6))]
de modo que, si aplicamos las férmulas para el seno y el coseno de una suma, obtenemos que
2w = rr’(cos(0 + ) + isen(f + ¢))

La identidad anterior nos da justo la representacién polar del producto zw y de ésta deducimos que |zw| =
rr’ = |z| |w| (lo cual ya sabiamos) y que

arg(zw) = 0 + ¢
= arg(z) + arg(w) (1.7)

Esta tltima identidad es muy 1til para los fines de obtener geométricamente el producto zw. Observe que
de ella se deduce que zw debe de ser un punto que esta sobre la semirecta que forma un dngulo 6+ ¢ (que se
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puede construir a partir de la semirecta que pasa por z suméndole un dngulo ¢). Una vez que se tiene dicha
semirecta, basta con encontrar el punto sobre ella que diste del origen rr’ (que se puede hacer construyendo
tridngulos semejantes, como se indica en la figura 1.5) con lo cual habremos obtenido el punto que representa
a zw.

Note que, si z es un complejo de médulo 1 (es decir, que » = 1), entonces zw no es mas que el punto (o
el vector) que se obtiene de rotar al punto (o el vector) w un dngulo 6.

Zw

TG
0, "

I

1
Figura 1.5: Representacion geométrica del producto de los niimeros complejos

z =r(cos(0) +isen(d)) y w = r'(cos(p) + isen(yp)).

Una vez dicho y hecho todo lo anterior, tenemos que confesar un abuso que hemos cometido y que es
importante sefialar (abuso que, afortunadamente, no modifica la interpretacién geométrica dada).

Observe que la primera identidad de 1.7 no es necesariamente cierta puesto que no podemos asegurar
que 8+ ¢ € [—7, 7). Esto no quiere decir que 6 + ¢ no sea un argumento de zw (ciertamente si lo es, por lo
que nuestra construccién geométrica es correcta); lo tinico que estamos diciendo es que no es necesariamente
el argumento de zw que pertenece al intervalo [—7, 7).

Es claro que esta situacion se presenta para cualquier eleccién que hagamos del argumento de z y w;
es decir, si 6 y ¢ son argumentos de z y w, respectivamente, que pertenecen a un intervalo de la forma
[Y0, Yo + 27), no necesariamente 6 + ¢ pertenece al mismo intervalo.

En compensaciéon a la no necesaria veracidad de la identidad 1.7 podemos establecer la siguiente: si
denotamos por Arg(z) al conjunto de todos los posibles argumentos de un nimero complejo z (de los cuales
existen tantos como niimeros enteros), entonces se debe cumplir que

Arg(zw) = Arg(z) + Arg(w) (1.8)

Observe que esta identidad establece que cualquier argumento de z sumado con cualquier otro argumento
de w (no necesariamente en el mismo intervalo) nos da un argumento de zw; y reciprocamente, cualquier
argumento de zw se puede escribir como la suma de un argumento de z con un argumento de w (claro, no
necesariamente ambos en el mismo intervalo, y no de forma tinica). Se deja al lector la prueba de la identidad
1.8.

1.5. Raices n-ésimas

Otras de las “operaciones” que con frecuencia se realizan con los niimeros reales son las de extraer la raiz
cuadrada, la rafz ctbica, o en general la raiz n-ésima (con n € N) de un ntimero y € R, entendiendo por esto
el encontrar un ntimero z € R tal que 2" = y.

Como se recordaré, la extraccién de la raiz cuadrada (o de cualquier otra raiz par) tiene dos caracteristicas
importantes: primera, que esté restringida a los nimeros positivos (restriccién que como ya mencionamos esté
relacionada con la “invencién” del nimero i), y segunda, sélo existen dos soluciones (facilmente distinguibles):
una positiva y otra negativa. Como también se recordara, la extraccion de raices impares se puede hacer
para cualquier niimero real y sélo hay una solucién.
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La extraccion de raices n-ésimas es un problema que también se puede plantear en los nimeros complejos
y su formulacion es exactamente la misma: dado b € C y n € N encontrar los a € C tales que a™ = b. Pues
bien, es en este problema en donde la representacién polar resulta ser una herramienta muy 1til.

Primero observe que, si a = r(cos(f) + isen(f)) y n € N, entonces

a™ = r"(cos(nf) + i sen(nh)) (1.9)

Més aun, si r # 0 nétese que el complejo r~!(cos(—6) + isen(—6)) multiplicado por a nos da 1, de tal
forma que
1/a =a' =1 (cos(—0) + isen(—0))

por lo que la identidad 1.9 permanece véalida para toda n € Z. Si en 1.9 hacemos r = 1, obtenemos la
identidad
(cos(0) + isen(d))"™ = cos(nb) + isen(nd)

conocida como la férmula de Moivre* la cual es muy 1til para obtener expresiones de cos(nf) y sen(nf) en
términos de cos(f) y sen(f).
Ahora bien, si b es un niimero complejo distinto de cero y n € N, deseamos encontrar a tal que

a=b (1.10)

(jcudl es la solucién para el caso b = 07). Si a y b tienen representaciones polares de la forma r(cos() +
isen(0)) y p(cos(p) + isen(yp)), respectivamente, la ecuacién 1.10 toma la forma

r" (cos(nf) + isen(nb)) = p(cos(p) + isen(y))
de la que se obtienen las siguientes dos ecuaciones

r=p
nd— (1.11)
por lo que una solucién a nuestro problema estd dada por a = p'/"(cos(p/n) + isen(p/n)).

Llegados a este punto, vale la pena recordar que en la representacién polar de b, en el lugar de ¢ también
podemos usar todos los nimeros de la forma ¢ + 27k, con k € Z, de tal manera que la segunda ecuacién de
1.11 queda como

nf = ¢ + 21k
por lo que entonces los nimeros
2 2
ar = p'/™ (cos (gp + kﬂ> —+ isen <<p + kﬁ)> (1.12)
n n n n
también son soluciones de 1.10. Observe que en la ecuacién anterior si tomamos k € {0,1,2,...,n — 1},

entonces se obtienen todos los posibles nimeros (diferentes) que se pueden conseguir cuando variamos k € Z.
En efecto, si k y k' son cualesquiera dos enteros que difieren por un multiplo entero de n, es decir que

k—k =mn
con m € Z, entonces
2 2 2
(‘Hk”) - <@+k’ﬂ> = (k-K)=Z
n n n n n
27
= (mn) o

=2m™m

2Abraham de Moivre (26 de mayo de 1667, Champagne - 27 de noviembre de 1754, Londres) fue un matemético francés,
conocido por su férmula epénima, por sus aportaciones a la teoria de la probabilidad y porque predijo la fecha de su muerte a
través de un célculo estadistico. (Fuente: Wikipedia).
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de modo que

2 2
ap = p'/™ <cos <<,0 + kw) + isen (Qp +kﬂ>)
n n n n

2 2
= pt/mn (cos ((p iy il +27Tm> +isen <<,0 iyl +27rm>>
n n n n

2 2
= pl/n (cos (Lp +k:'7r> +isen ((p —&—k”ﬂ))
n n n n

= ak:'

Por lo anterior, concluimos que si k y &’ difieren por un miltiplo entero de n, entonces £ + k2Z y £ 4 /2T
son valores diferentes del argumento de la misma solucién de la ecuacién 1.10.

Asi, todas las soluciones de 1.10 estdn dadas por 1.12 tomando k € {0,1,2,...,n — 1} (0 en cualquier
otro subconjunto de Z formado por n ndmeros consecutivos, o que no sean congruentes modulo n). Nétese
que todas tienen el mismo médulo y que cualesquiera dos consecutivas difieren por un dngulo de tamano 27”,
por lo que geométricamente representan los vértices de un poligono regular de n lados (ver figura 1.6 (a)).

En el caso en que b = 1 a dichas soluciones se les conoce como las raices de la unidad. En este caso, si

hacemos
27 . 27
E=cos| — | +isen|—
n n
entonces todas las soluciones de la ecuacién a™ = 1 estan dadas por 1,£,€2, ..., "7 (ver figura 1.6 (b)).
Observe que, si ¢ es una solucién de 1.10, entonces ¢, C€, C€2, ..., ("1 son todas las soluciones de la misma
ecuacion.
w
p
3
\
% - 0 \
Z MR
T 1
p3 /
/
/
52

(a) (b)
Figura 1.6: Las raices cibicas de w = p(cos(p) + isen(y)) (a), y las raices
cubicas de la unidad (b).

Ya que hablamos de raices, es importante recordar que la extracciéon de la raiz n-ésima de un ntimero
real y estd relacionado con lo que significa exponenciar este niimero y a la cantidad 1/n.

De hecho, como se recordard, si z es un nimero real tal que " = y entonces escribimos que z = y*/™,
aunque esta expresién presenta algunos problemas cuando n es par, ya que la solucién a la ecuacién ™ =y
no es unica (o no existe si y < 0).

Pero incluso en el caso en que n es par, basta con definir la exponenciacién de un nimero y a la cantidad
1/n sélo siy > 0y convenir en que y/" representa al tinico niimero real positivo que elevado a la n es igual
ay.

Como se podra notar, para el caso de los niimeros complejos definir la exponenciacién de un ntmero
w # 0 a la cantidad 1/n se vuelve un poco complicado en la medida de que los ntimeros z que satisfacen la
ecuacion z" = w, sin importar la paridad de n, siempre seran exactamente n (diferentes).
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1/ podra tomar varios valores diferentes (en este caso exactamente

1/n

De esta forma, sin > 2, la expresién w
n) por lo que se suele decir que dicha expresién es multivaluada. De manera més especifica, la expresién w
denotara al conjunto de las raices n-ésimas de w, es decir que

w" = {a e C|a" =w}.

Esta discusién la tendremos que recordar mas adelante cuando intentemos definir lo que significa hablar
de la funcién raiz cuadrada (o raiz cibica o raiz n-ésima en general).

Y ya que llegamos a este punto, podemos entonces anadir lo que significard para nosotros la expresion
wP/? en donde p,q € Z con ¢ > 0:

wP/9 = {a”e@|a€w1/q}.

Por ahora quedara pendiente definir lo que significa exponenciar un niimero complejo a una cantidad
real, o mds aun, lo que significard jelevar un ntimero complejo a otro ntimero complejo! (por ejemplo: it).
Para ello, como en el caso real, serd necesario definir primero una funcién exponencial y sus correspondientes
inversas (a las que llamaremos “ramas del logaritmo”).

1.6. La representacion esférica

Mas adelante, cuando analicemos las funciones entre conjuntos de niimeros complejos, sera de particular
interés saber cudl es el comportamiento de estas funciones cuando las evaluamos en puntos muy alejados del
origen. El objetivo de esta seccién es la de establecer los conceptos y notaciones necesarias para llevar a cabo
este andlisis.

En el caso de los niimeros reales hay esencialmente dos formas de elegir nimeros muy alejados del origen
(el cero): o negativos muy grandes o positivos muy grandes. Estas dos formas de alejarse del origen se
expresan usando dos simbolos nuevos: co y —oo.

Asi, cuando queremos decir que una variable z estd tomando valores positivos cada vez més alejados del
origen, decimos que la variable tiende a oo (lo cual sintetizamos escribiendo “x — 00”), y si queremos decir
que x estd tomando valores negativos cada vez mas alejados del origen, decimos que la variable tiende a —oco
(lo cual sintetizamos escribiendo “z — —00”).

Esto no quiere decir que co y —oo sean dos nuevos ntmeros reales, aunque cuando estos simbolos se le
agregan a R, al nuevo conjunto se le conoce como los reales extendidos y se denota por R*. No hay una
forma de extender la aritmética de R a R* de tal forma que sigan cumpliéndose las propiedades basicas de
las operaciones de la suma y el producto, aunque suele convenirse en que: si € R, entonces x + co = £o0;
si > 0 entonces 00 - & = 00, y si # < 0 entonces +00 - x = Foo; si & # 0 entonces z/ + 0o = 0.

También se suele convenir que, si 2 > 0 entonces z/0 = 0o y si & < 0 entonces /0 = —oco. Lo que no es
posible convenir, sin caer en dificiles inconsistencias, es el significado de o0 - 0, £00/0,0/ &+ 00, 00/ £ 00
y 00 F oo (por supuesto que tiene sentido establecer que oo 4+ 0o = 00, —00 — 00 = —00, +00 - £00 = 00 ¥
+00 - Foo = —00).

Toda esta (al parecer exagerada) revision de los reales extendidos tiene como objetivo definir el concepto
analogo para los nimeros complejos. La gran diferencia con el caso real es que hay muchas formas diferentes
de “alejarse del origen”: por ejemplo, cualquier recta en el plano complejo que pase por el origen ofrece
cuando menos dos maneras esencialmente distintas de hacer esto (ver figura 1.7).

Ante esta diversidad de formas (y como el lector estard de acuerdo), no es posible inventar un simbolo
distinto por cada una de ellas. Lo que si sucede en todos los casos anteriores (o con cualquier otra forma de
“alejarse del origen”), es que |z| es un ntimero real positivo cada vez més grande, es decir que |z| — oo.

Por las razones anteriores, en el caso de los nimeros complejos sélo hablaremos de un infinito y diremos
que “z tiende a infinito” (en cuyo caso escribiremos que “z — o0”) si |z| = co. Como en el caso real, co no
es otro ntmero complejo, aunque cuando este simbolo se lo agregamos a C, obtenemos lo que llamaremos
los complejos extendidos.

Este conjunto C U {co} lo denotaremos por C* y, como sucede para los ntimeros reales, no es posible
extender la aritmética de C sin caer, nuevamente, en ineludibles inconsistencias.

Sin embargo, como en el caso de los reales extendidos, se conviene en que, si z € C entonces z+00 =00y
si z # 0, entonces z-00 = 00y z/00 = 0. Andlogamente, no es posible dar sentido “consistente” a expresiones
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0
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Figura 1.7: Si z se “aleja” del origen (es decir, si |z| — o0), decimos que “z
tiende a infinito” (z — o0).

tales como 0 - 00, 0/00, 00/0, co/o0 e incluso la identidad co + co = oo ya no siempre es aceptable (aunque
00 - 00 = 00 si lo es).

En una seccién previa habiamos visto que los nimeros complejos se pueden representar geométricamente
como los puntos del plano. Desafortunadamente en esta representaciéon no hay forma de asignarle algin
punto a oo por lo que el plano ya no es una representacién geométrica de los complejos extendidos.

Afortunadamente, los puntos del plano se pueden hacer corresponder con los puntos de una esfera menos
un punto, por lo que una esfera completa serd una buena representacion geométrica de C*. El método
para lograr esta correspondencia se concoce como proyeccion estereogrdfica y nuestro siguiente objetivo es
describirlo.

Considérese a S C R3, la esfera unitaria con centro en el origen. Como se puede observar en la figura
1.8, cualquier semirecta que parte del punto (0,0, 1) (que de aqui en adelante denotaremos por la letra N y
llamaremos el polo norte) y que pasa por algin otro punto de la esfera S, interseca al plano XY en un solo
punto.

Figura 1.8: Bajo la proyeccién estereografica, al punto de la esfera unitaria

(z1,22,23) # (0,0,1) = N le corresponde el complejo z = 123 —l—ilf'jvg.

Esta correspondencia (descrita por ahora en forma geométrica) es lo que se conoce como la proyeccién
estereografica de los puntos de la esfera S (distintos de V) en el plano XY. Observese que N no se corresponde
con ningun punto del plano, por lo que dicho punto es nuestro candidato para representar a co.

A fin de calcular una expresién para esta proyeccion, sea (z1, 22, z3) € S\{(0,0,1)}. Entonces, los puntos
de la forma

(0,0, ].) + t(.’IZl,.’EQ,LBg — 1) = (t:l?l,thQ, 1+ t(.’l?g — 1)), teR (113)
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representan a los puntos de la recta que pasa por N y por (x1,z2,23). Asi, el punto en que dicha recta
interseca al plano XY es aquel para el cual

L+t(zs—1)=0
de donde obtenemos que

1
t:
1—1‘3

(recuerdese que x3 # 1 puesto que (x1, z2, x3) # (0,0, 1)). Si sustituimos este valor de ¢ en 1.13 tenemos que

T1 L2
17$37171‘3

es el punto del plano XY que se corresponde con el punto (z1,x2,23) € S\ {(0,0,1)}.
En términos de niimeros complejos, podemos establecer que la proyeccién estereografica asocia al punto
(x1,22,23) € S\ {(0,0,1) el complejo

T x2

z +

(1.14)

:1—$3 21—33‘3.

Con base en la proyeccién estereogréafica podemos definir una funcién E de la esfera completa S en C*, de
la siguiente forma

P it si (w, w2, 23) # (0,0,1)
E(x17x27$3) = (115)
o0 si (z1,22,23) = (0,0,1)
La funcién E es una biyeccién entre S y C*. Para probar esto, obsérvese que de la expresién 1.14, se
tiene que

o = AT
(1 — 373)2
1— 23
(1—a3)?
1+
B 1-—- T3

de tal forma que tomando la dltima identidad, despejamos x3, obtenemos que

2° -1
y por lo tanto
2
1l—23=—75—
l2)” +1

Por otra parte, de la misma expresion 1.14 se tiene que

1 z2+z

1 =—(1—2a3)(24+2) = ———

1 2( 3)( ) |Z|2+1

y 1 B
z—Z
To=—(1—-23)(2—2)= ———

de modo que de éstas dos ultimas identidades, junto con la expresién 1.16, obtenemos la expresién inversa
de la proyeccién estereografica y que E~! : C* — S estaria dada por

SR £ M Ll sizeC
. P+ i) 22
E7l(z) = (1.17)

(0,0,1) siz=o00
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Figura 1.9: Bajo la proyeccion estereografica, cualquier circunferencia que pasa
por el polo norte N = (0,0, 1) se proyecta sobre una recta en el plano.

Asi, la proyeccién estereografica es una biyeccion entre la esfera S menos el polo norte N, y el plano XY
Un hecho geométrico muy evidente de esta biyeccion es que un circulo de la esfera que pasa por el polo norte
N se transforma en una recta del plano XY, y reciprocamente (ver figura 1.9).

Aunque menos evidente, también se tiene que un circulo de la esfera que no pasa por N se corresponde,
bajo esta transformacién, con un circulo del plano XY

Para probar estas afirmaciones, obsérvese que cualquier circunferencia sobre la esfera S se obtiene como
la interseccién de este conjunto con un plano cuya ecuacién se puede escribir de la forma

Axy + Bro + Caxs =D

en donde 0 < D < 1y A? + B2 4 C? = 1. Si sustituimos en esta ecuacién las expresiones que obtuvimos
para z1,x2 y T3 en términos de z, tenemos que

A(z+2) = Bi(z—2) +C(]z]° = 1) = D(|z]* + 1)
y si escribimos z = x + iy, esta ecuacién toma la forma
2Ax + 2By + C(z* +y* —1) = D(2* +9* + 1)

0, equivalentemente
(C—D)(x* 4+ y?) + 242 + 2By =C + D (1.18)

Nétese que, si C' = D (que es justo el caso en que la circunferencia que estamos considerando pasaria por el
polo norte N), entonces la ecuacién 1.18, como habiamos mencionado, representa una recta; y si C' # D (que
es justo el caso en que la circunferencia que estamos considerando no pasaria por el polo norte N), entonces
esta misma ecuacién representa una circunferencia en el plano XY

De lo anterior se concluye que, bajo la proyeccién estereogréfica, las rectas y circulos en el plano C se
corresponden con las circunferencias de la esfera S; cada recta en C se corresponde con una circunferencia
que pasa por el polo norte, y cada circunferencia en C con una circunferencia en S que no pasa por el polo
norte.

1.7. La topologia de C

En virtud de que el conjunto de los ntimeros complejos cuenta con el concepto de valor absoluto (o norma
o mé6dulo), y que con base en éste podemos medir la distancia entre nimeros complejos, esto nos permitird
definir ciertos conceptos “topologicos” en C.

De hecho, si observamos que el valor absoluto de z = x + iy coincide con la norma del punto (o vector)

(z,y) € R?, es decir que
2l = Va2 +y* = [[(z,y)l

J. Péez
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la vecindad de radio r > 0 de un complejo zg = xg + iyo definida como
B, (20) :={2€C||z— 20| <}
coincide con la vecindad de radio r > 0 del punto (x9,%) € R? que estd definida como

B, (x0,90) := {(z,y) € R?|||(z,) — (z0,50)| <7}

De esta forma, si A C C (en cuyo caso, dada la identificacién que hemos establecido entre C y R?, también
podemos pensar que A C R? ), los conceptos de punto interior de A, punto frontera de A, punto exterior de
A, y punto de acumulacién de A, serdn exactamente los mismos que definimos si pensamos que A C R?, y
por esta razén, los conjuntos int(A), ext(A), Fr(A), A’ y A seran los mismos.

Y justo por lo anterior, decir que un conjunto A C C es un conjunto abierto, cerrado, conexo o compacto,
serd equivalente a decir que dicho conjunto es abierto, cerrado, conexo o compacto (respectivamente) si
vemos a A como un subconjunto de R2.

Por todo lo anterior, todos los resultados topolégicos conocidos de R? seran trasladados y tomados por
validos en C sin mayor prueba o justificacion.

1.8. La topologia de C*

Si bien es cierto que la estructura aritmética de C no se puede extender a C*, con base en la identificacion
de este conjunto con la esfera unitaria S C R?® (dada por la funcién E~! definida en 1.17) y la distancia
euclideana (de R?), podemos definir una distancia d* en C* de la siguiente forma: si z,w € C, como

E7l(2) = Ptz 2=2 | -1 = (21,22,23) €S
2P+ 170 +1) |2 + 1 b

_ _ 2
n _ 1
B (w) <w w w—w |w

9 ) = Y1,Y2,Y3 ES
lwl® + 17 i(jw]* + 1) |w|2+1> ( )

definimos

d*(z,w) = HE_1 (2) — E! (w)”

= \/(301 —y1)° + (w2 — 42) + (23 — y3)°
= \/2 —2(z1y1 + T2y2 + T3Y3)
(12 4+ 1) (juwl +1) =2z - wl?

(|z\2 + 1) (\w|2 + 1)

2]z — w|

2-2

\/(|22 +1) (wf* + 1).

Y si z € C, definimos

d*(z,00) = [|[E™" (2) — E~* (o0

J. Péez
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Con base en esta distancia, las “bolas” abiertas definidas como

B (z) :={z€C"|d"(z,20) <r} CC"

son como se muestran en las siguientes figuras:

Figura 1.10: Si zp € Cy r < d*(zp,0), entonces B(zp) C Cy es igual a un
circulo (cuyo centro no es z) que contiene a z.

Figura 1.11: Si d*(zg, 00) = r, entonces B(z9) C Cy es igual a un semiplano
que contiene a zp.

J. Péez
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BX(20)NC

Figura 1.12: si d*(z9,00) < r, entonces co € B} (z) y B (29) NC es igual al
complemento de un circulo cerrado que no contiene a zj.

&

e 5
ee, =
LTI

B;(z0)NC

Figura 1.13: Si zp = oo, las “bolas"abiertas B}(co) C C* son tales que
B! (00) N C es igual al complemento de un circulo (cerrado) con centro en el
origen (0).

Una vez que hicimos estas observaciones se puede demostrar (ver problema 30) que si U* C C* es un
conjunto abierto (de acuerdo con la métrica d* definida en C*), entonces U = U* N C C C es un conjunto
abierto en C. Reciprocamente, si U C C es un conjunto abierto (de acuerdo con la métrica usual de C),
entonces existe U* C C* abierto tal que U = U* N C. Estos hechos resultardn ser muy importantes mas
adelante, cuando analicemos los conceptos de limite y continuidad de funciones de C en C.

1.9. Swucesiones y series de niimeros complejos

La inclusién de esta brevisima seccién solo tiene como objetivo aclarar que los conceptos de sucesion y
serie de niimeros complejos son completamente andlogos a sus correspondientes de ntimeros reales. Por esta
razén, no nos tomaremos el tiempo ni el espacio para formular definiciones o proposiciones relacionados con
estos conceptos.

Asimismo, tampoco estableceremos ni formularemos resultados que relacionan a las sucesiones con con-
ceptos topoldgicos, ni con conceptos o proposiciones concernientes a funciones, tales como los conceptos de
limite y continuidad. Todos ellos se dardn por conocidos y probados en virtud de su completa analogia con
el caso real.

J. Péez
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1.10. Problemas

1.
2.

10.

11.

12.

13.

14.

Pruebe que (C,+, ) es un campo.
Pruebe las propocisiones 1.3 y 1.5.

Pruebe que, si solo “incluimos” al niimero ¢ al conjunto de los nimeros reales, entonces toda ecuacién de
segundo grado con coeficientes reales y discriminante negativo, también tiene dos soluciones diferentes.

Dados a,b € R, pruebe que los ntimeros a + va? + b2 y —a + v/a? + b? siempre son mayores o iguales
a cero.

;Cuadles son los niimeros complejos z tales que 22 = i? ;Y cuéles son los que 22 = —i?

Encontrar los valores de
1+ + 1=
para cada n € N.

Resolver la ecuacién cuadratica
24 (a+if)z+ (y+1i8) =0

donde o, 8,7y d € R.

Encontrar las condiciones bajo las cuales la ecuacién az + bz + ¢ = 0 tiene exactamente una solucion
(y encontrar esa solucion) si a, b, c € C.

Pruebe que el conjunto de todas las matrices (de entradas reales) de la forma
a —p
8«
combinadas con la suma y el producto usual de matrices, es isomorfo al campo de los nimeros complejos.

Si cada pareja (x,7y) € R? la identificamos con el complejo x + iy, compruebe que la pareja que resulta

del producto de matrices
( a —f ) < x >
B a Y

se corresponde con el complejo que se obtiene de multiplicar
(a+iB)(x + 1y).

Pruebe que el campo de los nimeros complejos es isomorfo al campo que se obtiene al “dividir” al
anillo de todos los polinomios con coeficientes reales por el polinomio irreducible 22 +1 (R[x]/(2% +1)).

Sean z1,...,z, € C. Pruebe que
pl) =(r—21) - (z—z)(@x—21) - (z— %)
es un polinomio con coeficientes en R.

Probar que

a—>b|
1—ab|
silal]=101b =1 (y claro, ab # 1).
Probar que
azbl
1—ab

sila] <1y b <1

J. Péez
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15.

16.

17.
18.
19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.
27.
28.
29.
30.

J. Péez

Sila;] <1, \; >0parai=1,2,...n;5 A\ + A2 + ... + A\, = 1, pruebe que

|)\1a1 + Xoasg + ... + )\nan| <1

Sea ( # 1 una raiz n-ésima de la unidad. Pruebe que
1+ +-+ (" =0.

Expresar en forma algebraica (no polar) las raices quintas y décimas de la unidad.
Pruebe la identidad 1.8.
Use las raices cuartas de la unidad para encontrar dos polinomios 22 4+ ax + b y x2 + cx + d tales que

2P+ 1= (2 +ax 4+ b) (2 + cx + d)
en donde a,b,c,d € R.
Dados a € Ry n €N, sea

Agn={2z=r(cos(0)+isen(f) eCla<bO<a+2r/nyr>0}.
Si w € C\ {0}, pruebe que existe una unica z € A, 5, tal que 2™ = w.
Si w = cos (2%) + isen (2), probar que
L+ wh +w? + .+ w D =0
donde h es un entero no multiplo de n € N.
Pruebe que, si a1, as y ag € C, entonces:
az—a; _ as—ag

2 2 2 _ 3 A < _
a) ai + a3+ a3 = ajas + as +aza; siy solo si ar—a1 = ai—as

b) ay, as y agz son los vértices de un tridngulo equildtero si y sélo si
2., 2., 2 _
ai + a3 + a3z = ajas + as + aza;

Supoéngase que a,b € C son los vértices de un cuadrado. Exprese a los otros dos vértices en términos
de a y b en todos los casos posibles.

Sean p,q € Z, con p y ¢ primos relativos, y ¢ > 0. Pruebe que los conjuntos (o expresiones multivalua-
das) (wP)Y/? y (w'/9)P son iguales (o toman los mismos valores).

Sean a,b € C, a # b. Identifique geométricante los siguientes conjuntos:

a) {ze C\{b} [ (2 —a)/(z —b) € R}
b) {z€ C\{b} | (z—a)/(z - b) > 0}
¢) {z€C\{b} | (z—a)/(z - b) <0}

Pruebe sus respuestas.

Sia,bycéeR, jcudndo az + bz + ¢ = 0 representa una linea?

Encuentra la ecuacion de una elipse, una hipérbola y una parabola en forma compleja.

Muestre que todos los circulos que pasan por a y % intersectan al circulo |z| = 1 en dngulos rectos.
Sean z,2’' € C. Pruebe que E~1(2') = —E~1(2) si y s6lo si z2/ = —1.

Pruebe que: U* C C* es un conjunto abierto si y sélo si existe U C C abierto (con la topologia usual
de C) tal que U =U*NC.
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Capitulo 2

Funciones

Una vez que hemos definido y establecido las caracteristicas mas importantes del conjunto C de los
numeros complejos, lo siguiente que haremos serd analizar las funciones definidas sobre algin subconjunto
de éste, y cuyos valores también estan en los complejos. Muchas de estas funciones requieren de un analisis
minucioso, andlisis que incluye tanto sus aspectos algebraicos como geométricos, y eso es parte de lo que
haremos en este capitulo.

Dado que la grafica de una funcién f de los complejos en los complejos es un objeto que no podemos
esbozar o visualizar graficamente, el estudio geométrico de este tipo de funciones se concentrara en el analisis
de la imagen bajo f de subconjuntos de C, es decir, conjuntos de la forma

f(B):={f(z) eC|z e B}

en donde B es algtin subconjunto de C.

2.1. Funciones polinomiales y racionales

Sin duda las funciones polinomiales més sencillas seran las de la forma

f(z) =az"

con a € Cyn €N, las cuales estan definidas para toda z € C.

Para el caso n = 1, la funcién f(z) = az, con a # 0, es una biyeccién de C en C que, de acuerdo
con la interpretacién geométrica del producto de ntimeros complejos, se puede ver como una rotacién de
0 = arg(a) € [—m,m) radianes, seguida por una homotecia con factor |a| (o viceversa).

La forma mas general de este tipo de funciones es

f(z) =a(z— z) +wo

la cual traslada el punto zg en el punto wy. Méas adelante, cuando introduzcamos el concepto de derivada,
este tipo de funciones jugardn un papel muy importante. Nétese que en particular, si R es una recta que
pasa por el punto zy que forma un dngulo (dirigido) « con el eje real, entonces su imagen bajo la funcién f
(f (R)) es una recta que pasa por el punto wy que forma un dngulo (dirigido) a4 arg(a) con el eje real (ver
figura 2.1).

En general, una funcién polinomial de grado n € N en la variable compleja z es una funcién de la forma

f(z) =ap+a1(z — 20) + az(z —20)2 + -t an(z—2z0)"

en donde z; € C es fijo (y se suele decir que el polinomio estd centrado en zp).

De entre los resultados importantes que se probaran en este texto, esta el teorema fundamental del dlgebra,
el cual nos asegura que todo polinomio de grado n > 0 tiene al menos una raiz en C, de donde después se
deduce que tiene exactamente n raices, contadas con su multiplicidad.

21
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Figura 2.1: La imagen bajo f de una recta que pasa por el punto zy que forma
un angulo (dirigido) « con el eje real es una recta que pasa por el punto wy
que forma un angulo (dirigido) « 4 arg(a) con el eje real.

Como es de esperarse, las funciones racionales de variable compleja son aquellas que se obtienen al tomar
el cociente de dos funciones polinomiales. Es decir, funciones de la forma

flz) = +ai(z —z0) +az2(z —20)* + -+ anlz — 20)"
bo + bl(Z — ’wo) + bg(z — w0)2 + -4 bm<Z — ’u}o)m

con n,m € N y tal que el polinomio denominador no divide al polinomio numerador (en caso contrario,
f serfa nuevamente una funcién polinomial). Estas funciones estdn definidas en casi todo C, salvo por un
ntimero finito de nimeros complejos (aquellos en los que el polinomio denominador se anula, es decir, las
raices del polinomio by + by (z — wg) + bz (2 — we)? + - + by (2 — wo)™).

2.1.1. Ramas de la raiz n-ésima de 2z

Cuando n > 2, de acuerdo con lo realizado en la seccién 1.5 del capitulo 1, la funcién f(z) = 2™ ya no es
inyectiva pero si suprayectiva en C. De hecho, si w € C\ {0}, tomando z1,...,2, € C, las raices n-ésimas
del complejo w, entonces se tiene que f(z;) = w para i € {1,...,n}, y por lo tanto todas las soluciones de
la ecuacién f(z) = w son los vértices de un n—Aagono regular por lo que, para todo ¢; € Arg(z;) y todo
@; € Arg(z;) se tiene que |@; — ;| > 2m/n si i # j.

Para formalizar la afirmacion anterior, para cada o € R y cada n € N, definimos

Agn ={r(cos(0) +isen(f) e Cla<b<a+2n/nyr>0}.

En el problema 20 el lector probard que este conjunto tiene la propiedad de que para cada w € C\ {0} existe
una Unica z € A, , tal que f(z) = w, lo que significa que la funcién f es inyectiva en cualquiera de estos
conjuntos, ademés de que f (Aqy,,) = C\ {0}.

Como el lector notara también facilmente, se tiene que A, , = Aqt2rn para toda o € R, razén por la
cual bastard con considerar los conjuntos A, , para « € [0,27). La figura 2.2 muestra uno de estos conjuntos
Aan-

Dado que la funcién f restringida a cada conjunto A, , es inyectiva, para cada uno de ellos existe la
funcién inversa de f la cual estd definida sobre C\ {0} (puesto que f(Ann) = C\ {0}) y tiene como
contradominio al conjunto A, , (sobre el cual es suprayectiva). Es decir, f restringida al conjunto A, ,, (que

oy . . ~1

denotamos por fia, ) es una biyeccion entre Aq,, y C\ {0}, de tal forma que existe su inversa (fia,,) -

Con base en la discusién anterior, daremos la definicién general de lo que llamaremos una rama de la raiz
n-ésima de z.

Definicién 2.1 Sean € N, conn > 2. Decimos que g : U C C — C es una rama de la raiz n-ésima de z en
U si g tiene la propiedad de que (g(z))™ = z para toda z € U.

Una vez que tenemos la definicién general, veremos que este tipo de ramas se pueden definir en los
conjuntos A, .

J. Péez
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Figura 2.2: La regién A, 3.

Definicién 2.2 Sean, a« € R, n € N, y f : C — C definida como f(z) = 2". A la inversa de la funcién f

restringida al conjunto Ag ((f‘Aam)fl) le llamaremos la rama de la raiz n-ésima de z que “cae” en (o que
tiene contradominio) Ag n .
De forma explicita se tiene que, si w € C\ {0}, y ¢ es el argumento de w tal que ¢ € [na,na + 27),

entonces . n o - o
(flAa,n) (w) = |w| (cos (E) + i sen (ﬁ)) € Aan

ya que o < o/n < 2w /n.
A la rama de la Taiz n-ésima que tiene como contradominio al conjunto A_,/, ., le llamaremos la rama
principal de la raiz n-ésima de z y la denotaremos por /z.

Observacién 2.3 Hay dos observaciones importantes que debemos hacer con relacion a estas ramas de la
raiz n-ésima de z.

La primera de ellas es que los conjuntos A, ., tienen la “desventaja” de que si z,2 € Ay, entonces
no necesariamente se tiene que zz' € A, . Este hecho tiene una importante consecuencia con relacién a
las ramas de la raiz n-ésima que podemos expresar de la siguiente forma: si w,w’ € C\ {0}, entonces no
necesariamente es cierto que

() ww') = (fa, )" ) (fa, ) ).

Dicho de otra forma y en términos de las ramas de la raiz n-ésima, no necesariamente es cierto que la raiz
n-ésima de un producto es el producto de las raices n-ésimas.

La sequnda observacion tiene que ver con el hecho de que cualquier rama de la raiz n-ésima de z estd
definida como la funcion inversa de una funcion que sélo es inyectiva en algunos subconjuntos de su dominio
(la funcién f(z) = 2™, con n > 2). Esto tiene como consecuencia lo siguiente: cualquier rama de la Taiz
n-ésima de z solo es inversa derecha de f, pero mo inversa izquierda.

Dicho de manera mds “coloquial”, si a z € C\ {0} primero le “sacamos” una raiz n-ésima y después a
ésta la “elevamos” a la n, regresamos a z, es decir, si ¥/z representa el valor de la raiz n-ésima de z cuyo
contradominio es alguno de los conjuntos A n, entonces siempre se cumple que

()" =

para cualquier z € C\ {0}.
Por el contrario, si tomamos z € C\ {0}, primero la elevamos a la n y después le aplicamos la rama de
la raiz n-ésima que tenga como contradominio el conjunto Aq ., sélo regresaremos a z, si z € Ay n; es decir,

n/Zn = 5

sty solo siz € Agn.

J. Péez
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Sin duda existen tantas ramas diferentes como conjuntos diferentes A, , existan, todas definidas en
C\ {0}. Sin embargo, nétese que si z € Ay n N Ay, entonces w = f(z) € C es tal que

(f\Aa,n)il (w) = (f\Aa,’n)_l (w)

-1
difieren (o
coinciden) en “tantos puntos” como en los que difieran (o coincidan) los conjuntos Aq.n ¥ A’ n-
En contraste con lo anterior, observe que si a € [0,2m), entonces los conjuntos Aq, », en donde ap =
a+ k27 /n para k € {0,...,n — 1}, son ajenos entre si y ademds

. . . —1
es decir, ambas ramas coinciden en w, o lo que es lo mismo, las ramas (f|Aa n) y (f\Aa/ n)

Aao,n U---u Aan,l,n = Aa,n U---u Aa+(n71)27r/n,n =C \ {O}

Este hecho muestra que, aun cuando existen muchas ramas de la raiz n—ésima, sélo se pueden contruir hasta
n que no coincidan en ningtin punto de su dominio (aunque estas n ramas que no coincidan en ningin punto
ise pueden construir de muchas formas diferentes!).

( . -1

Maés adelante, cuando veamos el concepto de continuidad, mostraremos que estas ramas ( fi Aa.n) no
son continuas en todo C\ {0}, por lo que habrd que restringir a la funcién f a un subconjunto de A, 4, lo
que a su vez llevara a modificar el dominio en donde se pueden definir estas ramas de la raiz n-ésima de z.

2.1.2. Transformaciones de Mobius

De entre las funciones racionales, hay un subconjunto de éstas que son de particular importancia, las
llamadas transformaciones de Mobius!.

Definicién 2.4 Una funcion de Mébius es una funcion de la forma

az+b
cz+d

T(2)= (2.1)
conad—cb # 0. Sic =0 se tiene que T estd definida en C, y si c # 0 entonces T' estd definida en C\ {—d/c}.

Como se podra observar, a la funcién de Mobius dada por 2.1 se le puede asociar la matriz invertible
M € Msy2 (C) dada por
a b
-t d]

y la transformacion T' se puede “recuperar” tomando el cociente de la primera entrada y la segunda entrada

del producto de matrices
z a b z
ul )= ]]h
| az+b
| ez +d
Noétese también que si ¢ = 0 (en cuyo caso d # 0 y a # 0), entonces para cualquier w € C la ecuacién

T (z) = w tiene una tnica solucién ya que en la identidad

az+b a b

ct+d dta~

podemos despejar a z en términos de w, obteniendo que

d b
Z=—w— -
a a

L August Ferdinand Mébius o Moebius (Schulpforta, 17 de noviembre de 1790 - Leipzig, 26 de septiembre de 1868) fue un
matemético y astrénomo tedrico aleman. (Fuente: Wikipedia).
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b
Ow+1
dw—b
ow+a’

Esta identidad prueba que T es una biyeccién de C en C y que T~ (la funcién inversa de T') estd dada por

_ d b dw —b
r 1(w):aw_520w+a

la cual también es una transformacién de Mobius (puesto que da — 0b = da # 0).
Si ahora suponemos que ¢ # 0, entonces para toda w € C\ {a/c} la ecuacién T (z) = w también tiene

una unica solucién ya que en la identidad
az +b

cz+d

podemos despejar a z en términos de w, obteniendo que

w

dw —b
—cw+a

Esta identidad prueba ahora que T es una biyeccién de C\ {—d/c} en C\ {a/c} y que T~! (la funcién inversa

de T) estd dada por

_ dw—b
T 1(w): —cw +a

la cual también es una transformacién de Mobius (puesto que da — (—¢) (=b) = da — ¢b # 0).
Las propiedades probadas anteriormente las dejamos plasmadas en la siguiente

Proposicién 2.5 Cualquier funcion de Mdbius

az+b

T(2) = cz+d

es inyectiva. Si ¢ = 0, entonces T es una biyeccion de C en C y si ¢ # 0, entonces T es una biyeccion de
C\ {—d/c} en C\ {a/c}. En ambos casos se tiene que T~ también es una funcion de Mébius.

Nétese que la matriz M’ asociada a T~' dada por

veln

—C [¢

multiplicada por el escalar (ad — be) ™", resulta la matriz inversa de M (la matriz asociada a T').
Es importante hacer notar que en ambos casos (¢ =0y ¢ # 0) la transformacién T se puede extender a
una biyeccion de C* en C* de la siguiente forma: si ¢ = 0, definimos 7% : C* — C* como

%z—l—g sizeC
T (2) =
00 siz =00
y si ¢ # 0, como
Zzzidb sizeC, z# —d/c
T (2) = o) siz=—d/c

a/c siz=o00

Lo anterior también resultara ser un hecho importante y lo dejamos expresado en la siguiente proposicién
cuya prueba se deja al lector.
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Proposiciéon 2.6 Cualquier funcion de Mobius T se puede extender a una funcion biyectiva T* de C* en
C* para la cual se satisface que (T‘l)* = (T")".

Mas adelante, con base en la métrica definida en C*, mostraremos que esta forma de extender una funcién
de Mobius siempre resulta ser continua.
Con lo que hemos desarrollado hasta ahora sobre las funciones de Mobius, podemos dar el siguiente

Ejemplo 2.7 Sean a,b € C, con a #b. Definimos T : C\ {b} — C como

zZ—aQ

z—b

T(z) =

Observe que T es una funcion de Mdobius ya que
1(=b) = 1(—a) = -b+a#0

pues a # b.
Por otra parte, si escribimos a los puntos de la recta que pasa por a y b como

z=a+t(b—a)
cont € R, y evaluamos T en estos puntos, obtenemos que

T(=) = Ziiiz:giz - tfl eRA (LN

De esta identidad concluimos que la funcion T “envia” a los puntos de esta recta (salvo por el punto b) en
la recta real (o eje real), salvo el nimero 1. Especificamente se tiene que:

1. sifa,b):={z=a+t(b—a)|te€]0,1)}, entonces
T([a,b)) = (~00,0] C B;

2. si(byoo):={z=a+t(b—a)|te (1,00)}, entonces

T((b,0)) = (1,00) C R;
3. si(0c0,a] :={z=a+t(b—a)|t e (—o0,0]}, entonces
T((o0,a]) =1[0,1) C R.

También se concluye facilmente que T es una biyeccion entre C\ {b} y C\{1} y que T*(b) = co y T*(0) = 1.
La figura 2.3 ilustra el comportamiento de esta funcion.

Con relacién a la composicion entre funciones, es importante destacar que las funciones de Mobius se
preservan bajo esta operacion. En efecto, si T'y L estan dadas por

az+b
cz+d

T(z) =

a'z+b
dz+d’

(LoT)(z):L(aZ+b>

cz+d
a’m+b’

L(z) =

entonces

cz+d

T~ saz+b /
c cz+d + d
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v
b .-
_ z—a
/,O T(z) = =%
a// ——-
"
=== ——— P—————Olle * + o o o o
0 1

Figura 2.3: La funcién de Mobius T manda la recta que pasa por a y b en la
recta real en la forma descrita en esta figura.

_d (az+b) + b (cz+d)

- d(az+b)+d (cz+d)

_ (da+Vc)z+ (a'b+Vd)
(da+dc)z+ (db+dd)

y como

(da+Vc)(db+dd)— (a'b+Vd)(da+dc)=(ad—be)(d'd —b'c)#0

entonces L o T también es una funcién de Mébius. Noétese que si

a b

M =
/ /
;| a b
son las matrices asociadas a las funciones T' y L, respectivamente, entonces el producto de las matrices

a b a b
d d c d

| da+bc db+bd
| da+dec db+dd

M'M

es la matriz asociada a la composicién Lo T.%2 Con base en este resultado, en el problema 4 el lector probara
que si L y T son dos funciones de Mobius, entonces

(LoT)* =L*oT* (2.2)

Un hecho importante que se relaciona con la inyectividad de las funciones de Mobius (y la biyectividad
de sus correspondientes extensiones a C*), y con la propiedad de que este tipo de funciones se preservan
bajo la operacion composicion, es que dadas dos ternas de elementos distintos de C*, digamos 21, 23, 23 € C*
y wi,we, w3 € C*, siempre existe una funcién T de Mdobius tal que T* (z;) = w; para i € {1,2,3}. Esta
caracteristica de las funciones de Mobius resultard ser muy util més adelante por lo que la dejamos expresada
en la siguiente

Proposicién 2.8 Si 21, 22,23 € C* y wy,wa, w3 € C* son tales que z; # 2z y wj # w; st j # [, entonces
eziste una funcion de Mobius T tal que T* (z;) = w; para j € {1,2,3}.

2Para quienes tengan conocimientos bésicos de teorfa de grupos, esta propiedad (y el hecho de que toda funcién de Mébius
tiene una inversa que también es de Mobius) muestra que el conjunto de las funciones de Mobius, junto con la operacién
composicién, satisface las condiciones para ser un grupo. Ademds, considerando la asociacién entre funciones de Mobius y
matrices, este grupo resultard isomorfo al subgrupo de las matrices de 2 X 2 con entradas complejas y de determinante distinto
de 0.
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Demostracién. Primero supondremos que z1, 29, 23 € C. Entonces

Z—2Z1 Z9 —Z3

L(z) = (2.3)

Z—RZ3 R9 — 21
es una funcién de Mobius tal que L* (z1) = L (21) = 0, L* (22) = L (22) = 1 y L* (23) = 0o. Ahora, si en la
definicién anterior de L “hacemos tender z; a 0c0” (lo que formalizaremos més adelante, cuando tratemos el
concepto de limite), obtenemos la funcién

22 — 23

L(2)=

zZ— Z3

que es una funcién de Mébius tal que L* (co) = 0, L* (22) = L(22) = 1 y L* (23) = oo. Si ahora en la
expresién 2.3 “hacemos tender a zo a 00” obtenemos la funcién

L(z)=2"2

zZ — Z3

que es una funcién de Mébius tal que L* (z1) = L (z1) =0, L* (00) =1 y L* (23) = oo. Finalmente, si ahora
en la misma expresién 2.3 “hacemos tender a z3 a co” obtenemos la funcién

zZ— 2z

L(z2)= P
que es una funcién de Mobius tal que L* (z1) = L(21) =0, L* (22) = L(22) = 1y L* (c0) = 0.
Resumiendo, hemos mostrado que si z1, 22,23 € C* (distintos dos a dos), siempre existe una funcién de
Mobius L tal que L* (z1) = 0, L* (23) = 1 y L*(23) = oo. Es decir, para cualquier terna 2z, 25,23 € C*
(distintos dos a dos), siempre existe una funcién de Mobius L tal que L* envia a la terna 21, 25,23 € C* en
la terna 0, 1,00 € C*.
Por lo tanto, dadas las ternas z1, 22, 23 € C* y wy, wa, ws € C* (distintos dos a dos), si Ly es una funcién
de Mobius tal que Lj envia a la terna z;, 29,23 € C* en la terna 0,1,00 € C*, y Ly es una funcién de Mébius
tal que L3 envia a la terna wy,wa, w3 € C* en la terna 0,1, co € C*, entonces (Lg)_l o L1 es una funcién de

Mobius tal que ((LQ)_1 o Ll) = (L3) ' o L7 envia a la terna 21, 23, 23 € C* en la terna wy, wy, ws € C*,

que es lo que deseabamos mostrar. |

Otra caracteristica importante de las funciones de Mobius es la relativa a sus puntos fijos (aquellos puntos
para los cuales se tiene que T'(z) = z).

Proposiciéon 2.9 Si T es una funcion de Mdébius distinta de la funcién identidad, entonces T tiene a lo
mds dos puntos fijos.

Demostracién. Los puntos fijos son aquellos para los cuales se satisface la ecuacién

az+b
z=T(z) = o d
es decir que
2+ (d—a)z—b=0. (2.4)

Si ¢ = 0 hay dos posibles casos: si d = a # 0, entonces T(z) = z + b/d de tal forma que como T no es
la funcién identidad se debe tener que b # 0. En este caso T' es una traslacién por un nimero distinto de
0 de tal forma que no tiene puntos fijos en C (aunque T™* tiene como punto fijo a 00). Si d # a, entonces
T(z) = 92+ % de modo que si b # 0, entonces T tampoco tiene puntos fijos en C (aunque T* tiene como
punto fijo a 00), y si b = 0 entonces z = 0 es el tinico punto fijo de T' (y nuevamente 7™ tiene como punto
fijo a 00). Si ¢ # 0, dado que la ecuacién 2.4 es de grado 2, entonces existen a lo més dos soluciones distintas
de ésta (observe que en este caso 0o no es un punto fijo de 7*). En resumen, cualquier funcién de Mobius
(diferente de la identidad) tiene a lo mas dos puntos fijos en C (y su correspondiente extensién T también
tiene a lo més dos puntos fijos en C*). |
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Para continuar con esta serie de propiedades de las funciones de Mo&bius, mostraremos que cualquier
funcion de este tipo se puede obtener como la composicién de a lo mas cuatro funciones de Mdbius escogidas
de entre tres bésicas: traslaciones de la forma T} (z) = z+a, rotaciones y/o homotecias de la forma T5(z) = az
(a #0) y la “inversion” Tz(z) = 1/z. En efecto, si

az+b
cz+d

T(z) =
con ¢ = 0, entonces

az+b
cz+d
a b
ata

a +b
= — |z —
d a

lo que muestra que en este caso T se puede obtener como la traslacién Ty (z) = z + g seguida de la rotacién-
homotecia Ty (w) = Gw.
Si ¢ # 0, entonces

T(z) =

az+b
cz+d
(cz+d)+b—
cz+d
(cz+d)+ (bc —ad) /c
cz+d
(bc—ad) /c a
cz+d ¢
(bc—ad)/c_’_g
clz+7) ¢
2
(bc—adg/c L
Z+E

T(z) =

ole

ale

lo que muestra que en este caso T se puede obtener como la traslacion Ty (z) = 2+ %, seguida de la inversién
Th(w) = 1/w, seguida de la rotacién-homotecia T3(2’) = ((bc — ad) /c?) 2’ y por tltimo, seguida de la
traslaciéon Ty(w') = w’ + a/c; es decir

az+b
cz+d

=T(z)
=(TyoTz30T50Th)(2)

Una consecuencia geométrica muy importante de esta propiedad de “descomposicién” de las funciones
de Mobius es la relativa al “efecto” que este tipo de funciones tiene sobre las rectas o circunferencias del
plano C. Especificamente, con base en esta propiedad podremos mostrar que si C' C C es una recta o una
circunferencia en C y T es una funcién de Mébius arbitraria, entonces T(C) C C también es una recta o una
circunferencia en C.

En el problema 3 de este capitulo, el lector demostrard que esta propiedad (de que las rectas van en
rectas y las circunferencias van en circunferencias) se cumple para cualquier traslacién y cualquier rotacién-
homotecia (resultado que sin duda es intuitivamente claro).

Pues bien, dado que en la descomposicion de una funciéon de Mobius es posible que aparezca una inversion,
para probar nuestra afirmacién general s6lo hara falta mostrar que la inversion tiene esta misma propiedad.

Para demostrar esto tiltimo, probaremos que la funcién de Mébius T'(z) = 1/z se puede “descomponer”
en términos de la proyeccién estereografica, la inversa de esta proyeccién, y una rotacion de la esfera S. Este
hecho lo establecemos y probamos en la siguiente
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Proposicién 2.10 Sea T(z) = 1/z y T* su extension a C*. Si R es la rotacién de R® en R® determinada
por la matriz

1 0 0
0 -1 0
0 0 -1

y E es la proyeccion estereogrifica de S en C*, entonces
T*(z) = (EoRo E™") (2)
para toda z € C*.

Demostracién. Si z € C, z # 0, de la férmula para E~! (identidad 1.17) se tiene que

_ _ 2
Bl () = z+Z z—ZzZ |z]7 =1
[” + 17 (2 + 1) 2 + 1

de tal forma que, como

entonces

R(E_l(z))=<z+z Z—z 1—|z|>.

22 +17i(2* + 1) |2 + 1

Si ahora llamamos

. 2+ 2z
R

o Z—Z
R T(FL

IEEES

BT
entonces
|2 +1 = (1= |2)
2> +1
_ 20

P+l

171‘3:

y por lo tanto, por la férmula 1.15 tenemos que

z+4Z z—z 1-|z]
1224+ 170(z) + 1) 2> + 1

Bine o) -

= E (21,2, 3)

1 . T2
1-— I3 1-— T3
z+ZzZ zZ—=z

_ 1P n -]z +1)
BT
|27 +1 |27 +1

24+ Zz 22—z

222 22
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_Z
ER

1
Tz

Por otra parte, si z = 0, entonces
E(R(E™(0)) = E(R(0,0,~1))
= FE(0,0,1)
00

y si z = 0o, entonces
E(R(E™'(0))) = E(R(0,0,1))
= FE(0,0,-1)
=0
Con esta ultima identidad hemos probado que
T*(z) = (EoRoE™') (2)

para toda z € C*. |

La ventaja de “descomponer” a la funcién de Mobius T'(z) = 1/z en la forma en que se indica en la
proposicién anterior, es que ahora es muy sencillo demostrar que si C' C C es una recta o circunferencia
entonces T'(C) también es una recta o una circunferencia. Lo anterior es una consecuencia inmediata del
hecho de que las rectas y circunferencias en C se identifican (a través de la proyeccién estereogréfica E) con
las circunferencias en la esfera S las cuales, bajo la rotacion R, también van a dar en circunferencias en la
esfera S. Estos hechos los dejamos plasmados en el siguiente corolario y su prueba se deja al lector.

Corolario 2.11 Sea T la funcién de Mdbius T(z) =1/z. Si C C C es una recta o circunferencia entonces
T(C) también es una recta o una circunferencia en C. Especificamente:

1. si C C C es una recta que no pasa por el origen, entonces T(C) U {0} es una circunferencia que pasa
por el origen,

2. si C C C es una recta que pasa por el origen, entonces T(C)U{0} es una recta que pasa por el origen,

3. si C C C es una circunferencia que no pasa por el origen, entonces T(C) es una circunferencia que no
pasa por el origen,

4. st C C C es una circunferencia que pasa por el origen, entonces T(C) es una recta que no pasa por el
origen.

2.2. Las funciones exponencial y logaritmo

De entre las funciones de variable compleja més importantes, sin duda las funciones exponencial y loga-
ritmo se encuentran entre ellas. Empezaremos por definir la funciéon exponencial.
Imitando la forma en que la funcién exponencial e® (en los niimeros reales) se expresa como la serie

y dado que la correspondiente serie de nimeros complejos también converge para toda z € C, nuestro primer
intento por definir una funcién exponencial en los niimeros complejos, a la que denotaremos por la letra E,
puede ser de la siguiente forma:
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Lamentablemente, a partir de esta definicién resulta dificil probar que esta funcién tiene la propiedad
mas béasica que esperamos que tenga la funciéon exponencial, a saber que

E(z +w) = E(2)E(w) (2.5)

para cualesquiera z,w € C.

Con el fin de encontrar una expresién alternativa de la funcién E con la cual podamos probar identidades
como la dada en 2.5, por ahora supondremos que esta identidad es cierta (lo que sin duda serd un método
de dudosa validez, pero que después corregiremos). Procediendo de esta forma podemos deducir lo siguiente:
si z = x + iy, entonces se deberia de tener que

E(2) = E(x +1iy) = E(x)E(iy)

de modo que, por la definicién de la funcién E tenemos entonces que

E(z +iy) = E(z)E(iy) = (Z f;) (Z (Znyl)n> = (Z (lz3n> '

n=0 n= n=0

Dado que i*F = 1, i***t1 = 4 4+2 = 1 y 4+3 = 4 para toda k € NU {0}, y usando ahora la

representacién en series de las funciones coseno y seno, obtenemos que
0 (s\m o0 -k s \Ak+1 S \Ak+2 - \Ak+3
1 1 1 1 1

ool T\ @R (k1) (W +2) T (4K +3)!

4k:+2 ] e y4k+1 y4k7+3
Z( 4k+2))“z<(4k+1>!<4k+3)!)

2k+1
- Z(_ 2k

P 2k + )
= cos(y) + isen(y)

de modo que llegamos a la conclusién de que se deberia cumplir la identidad:

E(z) = E(z + iy) = €” (cos(y) + isen(y)) .

Para no caer en cuestionables argumentos circulares, pero apoyados en la identidad anterior, definiremos
“otra” funcién exponencial que, para diferenciarla de la funcién E, denotaremos por exp.

Definicién 2.12 Definimos la funcion exponencial, que denotaremos por exp, de la siguiente forma: si
z=uz+1iy € C, entonces

exp(z) = exp(z + iy) := €” (cos(y) + isen(y)) .

Una vez que tenemos esta definicién, uno de nuestros objetivos serd demostrar que

exp(2) = E(2)
para toda z € C.

Observacion 2.13 Antes de probar algunas propiedades de la funcion exponencial, es importante aclarar
la razén por la que, para denotar el valor de esta funcién en una z € C, usamos la expresion “exp(z)” y no
la expresion “e*”. Como el lector recordard, en el capitulo 1, para cada n € N y cada z € C, definimos las
raices n-ésimas de z y al conjunto de todas ellas justo lo denotamos por z'/™. En este sentido, y de acuerdo
con esta notacion, la expresion e*'™, ademds de que ya denota al valor de la funcion exponencial (real) en el
namero 1/n, también denota al conjunto de las raices n-ésimas de e. Por esta razén, y para no agregar un
significado mds (y un motivo mds de confusion), en este texto la expresion e* denotard al conjunto de todos
los posibles valores que se obtengan al exponenciar el nimero e al complejo z (conjunto que mds adelante
podremos determinar apoyados precisamente en la funcidn exponencial), mientras que exp(z) denotard al
(tinico) valor de la funcidn exponencial en el complejo z. De hecho, una vez que hayamos probado algunas
propiedades de la funcidn exponencial, podremos probar que el nimero exp(1/n) es una de las raices n-ésimas
de e ya que se tendrd que (exp(1/n))" =e.
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Una vez dicho lo anterior, lo siguiente que haremos serd justo probar una serie de propiedades de la
funcion exp, las cuales entre otras cosas, nos serviran para justificar por qué a esta funcién le llamamos la
funcion exponencial.

Proposicién 2.14 La funcion exponencial satisface las siguientes propiedades:

1. Para todas z,w € C se tiene que exp(z + w) = exp(z) exp(w).

. Para toda z € C se tiene que |exp(z)| = eRe(2)

. Para toda z € C se tiene que exp(z) # 0.

2
3
4. Para toda z € C se tiene que exp(—z) = 1/ exp(z).
5. exp(z) =1 si y sélo si z = 2kmi para alguna k € Z.
6

. exp(w) = exp(z) si y sdlo si w = z + 2kmi para alguna k € Z.

Todas las afirmaciones de la proposicién anterior son muy sencillas de probar a partir de las propiedades
de las funciones e*, cos(x) y sen(x) (que se conocen de los cursos de cédlculo), razén por la cual dejamos al
amable lector la prueba de todas ellas.

Apoyados en algunas de las propiedades anteriores, podemos determinar facilmente la imagen bajo la
funcién exponencial de las rectas de la forma x = xg y y = yg, lo que si duda nos serd muy util mas adelante
(figura 2.4).

Figura 2.4: La imagen bajo la funcién exp de la recta y = o €s una semirecta
que parte del origen (sin tocarlo) y que forma un angulo (dirigido) yo con el
eje real. La imagen de la recta z = x( es una circunferencia con centro en el
origen de radio e*°.

Nuestro siguiente objetivo es mostrar que la funcién exponencial es suprayectiva sobre el conjunto C\ {0}
y que para obtener dicha suprayectividad, basta con restringirla a ciertos conjuntos.

Proposicién 2.15 Sea yo € R. Definimos el conjunto
Ly, :={z+iy € C|yo <y <wyo+27}.
Se satisfacen las siguientes propiedades:

1. La funcion exponencial es inyectiva en el conjunto L.

2. La imagen del conjunto L, bajo la funcion exponencial es el conjunto C\{0} (es decir que exp (Ly,) =

C\{0}).

Demostracién. Que la funcién exponencial es inyectiva en el conjunto L, es inmediato del inciso 6 de la
proposicién 2.14 puesto que si z,w € Ly, son tales que exp(w) = exp(z), entonces w y z tienen la misma
parte real y sus partes imaginarias deben de diferir por un multiplo de 27, lo cual no es posible que suceda
entre dos elementos del conjunto L,, a menos que w = z.
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Figura 2.5: La funcién exponencial es inyectiva en la regién L,, y suprayectiva
sobre C\ {0}.

Para probar el inciso 2, tomemos w € C\ {0}. Dado que nuestro objetivo es mostrar que existe z =
x + 1y € Ly, tal que
w = exp(z) = e (cos(y) + i sen(y))
de esta identidad se deduce que |w| = e*, de donde concluimos que z = In (Jw|). Esta misma identidad
también nos dice que y debe ser un argumento de w, y como ya lo hicimos notar en la observacién 1.6 del

capitulo 1, en cualquier intervalo de la forma [yg, yo + 27) siempre existe un argumento de cualquier complejo
w € C\ {0}. Por tanto, podemos asegurar que si tomamos

z = In (Jw]) + i(arg(w) + 2kom), (2.6)

en donde kg € Z es tal que arg(w) + 2kom € [yo,yo + 27), entonces z € L, y ademds w = exp(z) lo cual
prueba que exp(L,,) = C\ {0}. |

Con base en la definicién de la funcién exponencial y de las dos proposiciones anteriores, vamos a definir
dos conceptos que es muy importante diferenciar. En el primero se establecera el concepto de logaritmo de
un numero complejo, mientras que en el segundo estableceremos el concepto de rama de la funcion logaritmo.

Como se puede verificar a partir de la definicién de la funcién exponencial, si a € C\ {0}, entonces
b = 1n(Ja]) + i(arg(a) + 2km) es un nimero complejo tal que a = exp(b), para toda k € Z. Por esta razon,
dado a € C\ {0}, hablaremos de los logaritmos de a, conjunto que denotaremos por Log(a), y cuyos elementos
seran todos los b € C tales que a = exp(b). Es decir, Log(a) nuevamente serd una expresién multivaluada.

Definicién 2.16 Para cada a € C\ {0}, definimos

Log(a) :={be C|a=-exp(b)}
={be C|b=1n(|a|)+ i(arg(a) + 2kn), k € Z}
={beC|b=1n(la]) +ip, p € Arg(a)}.

Observe que Log(a) es un conjunto que tiene tantos elementos como el conjunto Arg(a), el cual sabemos
que tiene tantos elementos como el conjunto de los enteros, es decir, una cantidad numerable.

Sin duda, ahora lo que se impone es dar algunos ejemplos.
Ejemplo 2.17

1. Sixz € R es tal que x > 0, entonces

Log(x) ={be C|b=1In(z|) +i(arg(x) + 2kn) k € Z}
— {beC|b=In(x)+i2kn, keZl.

Observe que In(x) € Log(x).
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2. Six €R es tal que x < 0, entonces

Log(z) = {b e C|b=In(|z|) + i(arg(x) + 2kn) k € Z}
={beC|b=In(|z|)+i2k—1)m, keZ}.

3. Siy €R es tal que y > 0, entonces

Log(iy) = {b € C| b =In(|iy|) + i(arg(iy) + 2k7) k € Z}
={beC|b=In(y)+i(n/2+ 2kr), k € Z}
4k +1

={b€(C|b:1n(y)+i F,kGZ}.

En particular, se tiene que

Log(i){bembi‘lk“

, kGZ}

4. Siy € R es tal que y < 0, entonces

Log(iy) = {b € C| b =In(|iy|) + i(arg(iy) + 2k7) k € Z}
={beC|b=I(y|) +i(—n/2+ 2km), k € Z}

4
:{bE(C|b:1n(|y|)—i-iI€ W,kEZ}.

En particular, se tiene que

Log(i){b€C|bi4k217r, keZ}.

Log(1+i) ={be C|b=In(|1+1]) +i(arg(l + i)+ 2km) k € Z}
—{peClb=m(v2) +i(r/4+2km), kez}

1
:{be(C|b:1n(\/§)+i8k2_ . keZ}.

Un hecho muy importante es que si b € Log(a) y ' € Log(a’), entonces b+ V' € Log(aa’). De hecho, si
hacemos

Log(a) + Log(a") :={b+V € C| b€ Log(a) y b' € Log(a')}
entonces se cumple que
Log(aa’) = Log(a) + Log(a') (2.7)

para todas a,a’ € C\ {0}, identidad cuya prueba se deja al lector.

Y ya que contamos con la funcién exponencial y el concepto de logaritmo de un nimero complejo,
podemos aprovechar para definir el concepto de exponenciacion de un numero complejo elevado a otro
numero complejo.

Como el lector recordara, en el caso de los nimeros reales, si x,y € R con y > 0, se define y* como
y® = e**W) | Siguiendo esta misma idea, dados a,b € C, a # 0, definimos a® de la siguiente forma.

Definicién 2.18 Sean a,b € C, con a # 0. Definimos a® como

ab := exp (bLog(a)) := {exp(bb’) € C\ {0} | ¥ € Log(a)}
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De acuerdo con esta definicién, y como era de esperarse, a’ es también una expresién multivaluada. A
fin de mostrar algunas propiedades de esta expresion, damos el siguiente

Ejemplo 2.19

1. Six,y € R, cony >0, entonces

y" = exp(zLog(y))
= {exp(z(In(y) + i2k7)) | k € Z}

)
= {exp(z(In(y))) exp(i2kmz) | k € Z}
= {e“” W) (cos(2kmz) + isen(2kmx)) | k € Z} .
Observe que aun cuando x y y sean numeros reales, en el contexto de la exponenciacion compleja la

expresion y® también puede ser multivaluada (si x no es un entero), aunque se tiene que e” In(y) ¢ y»
(tomando k = 0), que es el nimero con el que se define y* en el caso real.

2. Sixz,y €R, cony#0, entonces

y'* = exp(izLog(y))
= {exp(iz(In(|y|) + i2km)) | k € Z}
= {exp(izIn(ly|) — 2knz) | k € Z}
= {e*™ (cos(z In(|y|)) + isen(zIn(|y|))) | k € Z} .

Observe que si tomamos y = e, entonces
e = {e%”(cos(w) +isen(z)) | k € Z}.

Con frecuencia escribiremos (sélo para abreviar) que e® = cos(x) + isen(z), pero en estricto sentido
e'* es una expresion multivaluada para la cual se satisface que cos(x) + isen(x) € e*, lo que siempre
hay que tener presente.

3. Siae C\{0} yn €N, entonces

a'/™ = exp((1/n)Log(a))
= {exp((1/n)(In(]a|) + z(arg( ) +i2km)) | k€ Z}

- {a|1/”< (arg )—l—isen (argn@ +zk2§>> |I~ceZ}
_ {a|1/n <COS <ari()+zk2;) +isen (Mi@ +zk2§>) ke {0,...,n—1}}.

Observe que el conjunto a*/™ coincide con el conjunto de las raices n-ésimas de a que calculamos en el
capitulo 1.

4. St a € C\ {0}, entonces
a® = exp(0Log(a))
={1}
Es decir, si a € C\ {0}, siempre podemos decir que a® = 1.

5. Sia e C\ {0}, entonces

a' = exp(iLog(a))
= {exp (i (In(|a| + i(arg(a) + 2kn))) | k € Z}
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Observe que si a = i, entonces

-7

1" = exp(iLog(i))

~{ew (i (%520)) 1 ez

_ {e—(4k+1)7r/2 ke Z},

es decir que i* C R.

Aun cuando para a,b € C, con a # 0, a® es una expresiéon multivaluada (al igual que lo es la expresién
Log(a)), podemos establecer una identidad que toda “exponenciacién” debiera cumplir. Si convenimos que

aba¥ = {gg’ eCltedy( e ab’},

entonces se tiene que
’ ’
att = gbat, (2.8)

identidad cuya prueba también queda al lector.

Una vez que ya hemos establecido lo que entenderemos por “logaritmo de un niimero complejo”, ahora
estableceremos lo que se entenderd por una “rama de la funcion logaritmo”.

Como es de suponerse, una funcién logaritmo debera ser la inversa de la funcién exponencial, pero como
vimos en la proposicion 2.14 esta funcién no es inyectiva en C por lo que no existe tal funcién inversa.

Sin embargo, como se probé en la proposicién 2.15, si restringimos la funcién exponencial a los conjuntos
Ly, que estan definidos como

Ly, ={z+iy € Clyo <y < yo + 2}

para cada yo € R, la funcién exponencial si es inyectiva.
Con base en lo anterior, definiremos el concepto general de “rama del logaritmo” y después definiremos
unas ramas especificas basadas en los conjuntos L.

Definicién 2.20 Sea n € N, con n > 2. Decimos que g : U C C — C es una rama del logaritmo de z en U
si g tiene la propiedad de que exp(g(z)) = z para toda z € U.

Definicién 2.21 Sea yo € R. Definimos la rama del logaritmo basada en yo, que denotamos por log, , como
la funcién inversa de la funcion exponencial restringida al conjunto L,. Es decir,

log, : C \ {0} «— Ly,

es tal que para toda z € C\ {0} se tiene que exp (log, (2)) = z.
De manera mds especifica, se tiene que si z € C\ {0}, entonces

log,,(z) = In(|2|) +ip

en donde ¢ es el dnico argumento de z que estd en el intervalo [yo,yo + 27).
A la rama log__. le llamaremos la rama principal del logaritmo y la denotaremos simplemente por log.
Por tanto, para la rama principal se tiene que

log(2) = log_y (=) = In(|<]) + i are()
para toda z € C\ {0} (recuerde que arg(z) € [—m,m)).

Como en el caso de las ramas de la raiz n-ésima de z, estas ramas del logaritmo también estdan deter-
minadas por su contradominio (los conjuntos L,,). Por esta razén, todo parece indicar que hay una gran
cantidad de ellas (tantas como nimeros reales), aunque muchas pueden coincidir en subconjuntos “grandes”
de C\ {0}. En el problema 15 el lector probara una condicién bajo la cual dos ramas del logaritmo no
coinciden en ningtn punto de C\ {0}. En la figura 2.6 mostramos algunos aspectos “geométricos” de una de
estas ramas del logaritmo.

J. Péez



38 CAPITULO 2. FUNCIONES

Figura 2.6: La rama del logaritmo log, ~es una biyeccién entre los conjuntos
CA\{0} y Ly,.

Observacién 2.22 De la misma forma que lo hicimos para las ramas de la Taiz n-ésima de z, es importante
hacer un par de observaciones con relacion a estas ramas del logaritmo.

La primera de ellas tiene que ver nuevamente con el contradominio de estas funciones, los conjuntos
Ly, . Estos conjuntos ahora tienen la “desventaja” de que si w,w’ € Ly, entonces no necesariamente se
puede asequrar que w + w' € Ly, . Este hecho tiene una importante consecuencia con relacion a las ramas
del logaritmo que podemos expresar de la siguiente manera: si z,z' € C\ {0}, entonces no necesariamente
es cierto que

log,, (22") = log, (2) +log, (2').

Dicho de otra forma y en términos de las ramas del logaritmo, no necesariamente es cierto que el logaritmo
de un producto es la suma de los logaritmos.

La segunda observacion, también es andloga a la que hicimos en el caso de la raiz n-ésima de z. Nueva-
mente, cualquier rama del logaritmo sélo es una inversa derecha de la funcion exp. Esto significa de nueva
cuenta que para cualquier z € C\ {0} se tiene que

exp (log, (2)) = z,

pero la identidad
log,, (exp(z)) = 2

solo se cumple si (y sélo si) z € Ly,.

Otra propiedad de las ramas del logaritmo es que resultan ser muy ttiles para construir de forma explicita
las ramas de la raiz n-ésima que introdujimos en la subseccién 2.1.1. Este hecho lo mostramos en el siguiente

Ejemplo 2.23 Mostraremos que la funcién

f = expo (% logna> .C\{0} = C (2.9)

cumple con las propiedades que caracterizan a la rama de la raiz n-ésima que tiene como contradominio al
conjunto Aq pn, Y que son las siguientes:

1. Para toda z € C\ {0}, f(2) € Ann. Esta propiedad es facil de verificar ya que si escribimos z =
r (cos(p) + isen(p)), en donde ¢ es el argumento de z tal que ¢ € [na, na + 2) ), entonces

ﬁlogna(z) = (In(]z]) + ip) = In (7" ) 43

f(z) = <exp o (% 1ogm)> (2)

de modo que
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- (Lot

= exp <ln (rl/”) + z%)

ya que o < p/n < 27 /n.

2. La funcién f satisface que (f(2))" = z para toda z € C\ {0}, lo cual es inmediato a partir de la
expresion que obtuvimos de f(z) y de la férmula de Moivre.

Como el lector estard de acuerdo, el ejemplo anterior nos da la pauta para definir (en general) las ramas
de 2%, es decir, de la exponenciacién de un complejo (o una variable) z € C\ {0} a un complejo fijo a € C.

Definicién 2.24 Sean, yo € R y a € C. Decimos que la funcion f,, : C\ {0} — C definida como

fyo(2) = exp (alog,, (2))

es la rama basada en yy de z*. A la funcion f_. le llamaremos la rama principal y escribiremos que

"= f_(2) = exp (alog(2)).

Y si esta seccién la empezamos definiendo la funcién exponencial (que en la observacion 2.13 ya explicamos
las razones por las que la denotamos por exp, y no por e*), apoydndonos justo en esta funcién y en la
rama principal del logaritmo, terminamos esta seccién definiendo lo que entenderemos por la funciéon que
usualmente se denota por a®, con a € C\ {0}, pero que para ser congruentes con la notacién que hemos
decido usar, nosotros denotaremos por exp,.

Definicién 2.25 Sea a € C\ {0}. Definimos la funcién exp, : C — C, como

exp, (2) := exp (zlog(a))
== exp (z (In(|a| + iarg(a)))),

en donde recuerde que log(a) es el valor en a de la rama principal del logaritmo.

Observe que con base en la definicién anterior, en particular se tendrd que

log(e))
(In([e[ + iarg(e))))
(1+i-0)))

exp,(z) == exp (z
:=exp (z
==exp (2
= exp(z).
En el problema 19 el lector probarad que sia >0y z = x € R, entonces

exp,(z) = €” In(a) — g7

con lo cual se mostrard que la funciéon exp, que acabamos de definir “extiende” a la funcién a” que ya se
tenfa definida en los nimeros reales (con a > 0).
2.3. Funciones trigonométricas

El método para definir las funciones trigonémetricas en los nimeros complejos consistird en tratar de
“extender” las correspondientes funciones que ya conocemos en el caso de los niimeros reales. Y esta tarea se
facilita por el hecho de que dichas funciones aparecen en la definicién que dimos de la funcién exponencial.
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Recordemos que si z = z + iy € C, entonces

exp(z) := e(cos(y) + i sen(y))
de modo que
exp(iy) = cos(y) +isen(y) vy  exp(—iy) = cos(y) —isen(y).
De estas dos identidades es posible despejar cos(y) y sen(y), obteniendo que

exp(iy) + exp(—1iy)
2

cos(y) =

exp(iy) — exp(—iy)
2i '
Como seguramente el lector estard de acuerdo, estas dos ultimas identidades nos permiten definir en los
numeros complejos las dos funciones trigonométricas basicas, con la ventaja inicial de que dicha definicién
“extiende” a las funciones que ya conocemos en el caso real.

sen(y) =

Definicién 2.26 Definimos las funciones trigonométricas (complejas) sen : C — C (seno) y cos : C — C
(coseno) de la siguiente forma:
exp(iz) — exp(—iz)

24

sen(z) :=

exp(iz) + exp(—iz)
2

cos(z) :=
para cada z € C.

Como es de esperarse, las funciones trigonométricas (complejas) seno y coseno tienen las mismas propie-
dades que tiene las correspondientes funciones de los ntimeros reales, las cuales dejaremos expresadas en la
siguiente proposicién y cuya prueba quedard a cargo del lector.

Proposicién 2.27 Para todos z,w € C, se satisface que:
1. sen?(z) + cos?(z) =1

sen(—z) = —sen(z) y cos(—z) = cos(z)

en w) = sen(z) cos(w) + sen(w) cos(z)

0s(z + w) = cos(z) cos(w) — sen(w) sen(z)

en(z + 7/2) =cos(z) y cos(z—7m/2) =sen(z)

0s(z) =0 st y sdlo si z = (2k + 1)7/2 para alguna k € Z

en(z +w) = sen(z) si y sélo si w = 2k para alguna k € Z

.‘0.00.\2‘.339’*‘.“?3?\5

(=
(z +
cos(
(
sen(z) =0 si y solo si z = kw para alguna k € Z
(
(
cos(

s(z +w) = cos(z) si y sdlo si w = 2km para alguna k € Z

A continuacién haremos un breve andlisis del comportamiento geométrico de la funcién seno (el corres-
pondiente andlisis de la funcién coseno quedard como un ejercicio para el lector).
Si z =z 4 1y, por el inciso 3 de la proposicién anterior se tiene que

sen(z) = sen(x + iy)
= sen(x) cos(iy) + sen(iy) cos(x)

)GXP(_Z/) + exp(y)
2

exp(—y) — exp(y)
2i

= sen(x + cos(x)
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= sen(x) cosh(y) + i cos(z) senh(y), (2.10)

en donde senh y cosh son las funciones trigonométricas hiperbdlicas que ya conocemos de los niimeros reales.

Con base en esta expresion, tenemos que bajo la funcién seno cada recta vertical de la forma x = xg,
con xg ¢ {km, (2k + 1)w/2 | k € Z}, se transforma en una de las ramas de ciertas hipérbolas (por razones de
continuidad, no se pueden cubrir ambas ramas), pues si hacemos u = sen(z) cosh(y) vy v = cos(z) senh(y),
las parejas (u, v) satisfacen la ecuacién

u? v?

—~ = cosh?(y) — senh?(y) = 1
sen?(zg)  cos?(xg) cosh™(y) — senh™(y)

para toda y € R. El signo de sen(zg) determina en cudl de las ramas de la hipérbola se transforma la recta
x = xo: en la rama izquierda si sen(zg) < 0, y en la rama derecha si sen(zg) > 0.

Si xg = km, con k € Z, entonces u = 0 de tal forma que la recta © = x( se transforma en la recta u = 0 ya
que v = (—1)¥senh(y), de modo que v recorre todos los niimeros reales, aunque es importante hacer notar
que la orientacién con la que los recorre depende de la paridad de k.

Sizg = (2k+1)m, con k € Z, entonces v = 0 de tal forma que la recta © = x se transforma en la semirecta
{(u,0) | u > 1} si k es par, y en la semirecta {(u,0) | u < —1} si k es impar, ya que u = (—1)* cosh(y). Es
importante hacer notar que dicha semirecta se “recorre” dos veces ya que la funcién cosh recorre dos veces
al intervalo [1, 00).
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Figura 2.7: La funcién sen transforma al conjunto {z=2x+iye C|
—7/2 <z < 7/2} en el conjunto C\ {z € R| |z| > 1}.

De los argumentos anteriores (y la figura 2.7) se deduce que la funcién seno transforma biyectivamente
al conjunto {z + iy € C| —7/2 <z < 7/2} en el conjunto C\ {z € R| |z| > 1}. De manera més especifica,
el conjunto

{z+iyeC|—n/2<z<7/2,y>0}

se transforma biyectivamente en el conjunto {w = u +iv € C| v > 0}, y el conjunto
{zr4+iyeC|—-m/2<z<7/2,y <0}

se transforma biyectivamente en el conjunto {u +iv € C | v < 0}.
La observacion anterior es muy importante, pues aunque la funcién seno también transforma biyectiva-
mente al conjunto
{z+iyeC|n/2 <z <3n/2}

en el conjunto C\ {z € R | |x| > 1}, ahora lo hace de manera diferente: al conjunto
{z+iyeC|n/2 <z <3n/2,y >0}
lo transforma biyectivamente en el conjunto {u +iv € C | v < 0}, y al conjunto

{z+iyeC|n/2<x<3n/2,y <0}
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lo transforma biyectivamente en el conjunto {u +iv € C | v > 0}.
La razén de este cambio en la forma de transformar a estos conjuntos se debe al cambio de signo que
tiene la funcién coseno en los intervalos (—m/2,7/2) y (7/2,37/2), pues recuerde que v = cos(x) senh(y).
La figura 2.8 ilustra las afirmaciones anteriores.

| A | A
| : | .
t : o
T t ‘ T f(z) =sen(z) *
I I -
_— e, ——z= : =t
o T 13 -1 : 1
ENEE
voob ]y Y
| : | A
| |

Figura 2.8: La funcién sen también transforma al conjunto
{z=2+4+iyeC|n/2 <z <3n/2} en el conjunto C\ {z eR| |z|>1},
pero de forma diferente a como transforma la franja “anterior”.

Con base en el analisis geométrico que acabamos de hacer, podemos concluir que la funcién seno es una
biyeccion entre cada uno de los conjuntos

By ={z+iyeC|2k—Dn/2 <z < (2k+ 1)7/2}

para cada k € Z, y el conjunto C\ {x € R | |z| > 1}.
De forma anéloga a como lo hicimos con la raiz n-ésima y el logaritmo, definiremos algunas ramas de la
funcion arcoseno de z.

Definicién 2.28 Para cada k € 7, sea

By ={r+iyeC|2k—-—Drn/2 <z < (2k+1)7/2}.
Decimos que la funcion g, : C\ {z € R ||z| > 1} — By definida como
(=)

es la rama del arcoseno de z que “cae” en (o que tiene contradominio) By. A la rama que tiene contradominio

gr(2) == (senp,)

By:={z+iyeC|—-n/2<z<m/2}
le llamaremos la rama principal del arcoseno de z y la denotaremos por arcsen.

Observacién 2.29 Seguramente el lector noté (o podrd notar) que la funcidn seno es inyectiva en conjuntos
mds grandes que los conjuntos By. Por ejemplo, sobre el conjunto

BrU{(2k - 1)7/2+iy c C|0 <y} U{(2k +1)n/2+iy € C|y < 0}

la funcion seno serd una biyeccion entre esta union y C. Considerando lo anterior, las ramas del arcoseno
se pueden definir en todo C, pero el lector probard en el problema 34 que definidas de esta forma no serdn
continuas en el conjunto {x € R ||z| > 1}. Esta es la razdén por la que cada rama del arcoseno la definimos
como la funcion inversa de la funcion seno restringida al conjunto By.

Un hecho importante con relacién a estas ramas de la funcién arcoseno es que también se pueden expresar
en términos de algunas ramas del logaritmo de z y de algo més general que llamaremos ramas del logaritmo
de una funcion f.Y justo por esa razén tendremos que esperar a definir este concepto, lo cual haremos en
la siguiente seccién de este capitulo.
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Sélo para completar el andlisis geométrico de la funcién seno, veremos ahora cémo transforma esta funcién
a las rectas de la forma y = yo.

Nuevamente con base en la expresion 2.10, si yo # 0 se tiene que las parejas u = sen(x)cosh(yg) y
v = cos(z) senh(yo) satisfacen la ecuacién

u? v?

2 2
= + =1
cos2(y) | senb2(y0) cos”(z) + sen”(z)

la cual describe a una elipse cuyos focos siempre son los puntos (—1,0) y (1,0) para cualquier yo # 0.

Observe que la recta yg = 0 (el eje X) se transforma en el segmento que une a los puntos (—1,0) y (1,0)
el cual se puede considerar como el caso “degenerado” de las mismas elipses. También observe que cada vez
que la variable z “recorra” un intervalo de la forma [z, zg + 27), las parejas (u,v) “recorren” una vez (en el
sentido de las manecillas del reloj) a la correspondiente elipse. Este comportamiento geométrico de la funcién
seno lo ilustramos en la figura 2.9.

Yy U
- y. — .yo 0T~ f(2) = sen(z) senh(yo)
v
—0 O . -
- 0 o7 %ﬂ -1 1 /cosh(yo)
-~ D

Figura 2.9: Las rectas de la forma y = yg, bajo la funcién sen se transforman
en elipses, las cuales son recorridas una cantidad infinita de veces.

Como el lector se podrd imaginar, el resto de las funciones trigonométricas (tangente, cotangente, secante
y cosecante) se definen para los nimeros complejos de manera andloga a como se hace en el caso real. No
obstante lo anterior, es importante que se de a la tarea de realizar un analisis cuidadoso del comportamiento
de estas funciones, tanto para determinar su dominio, como para determinar los subcojuntos en los que cada
una de ellas es inyectiva.

2.4. Limite y continuidad

Como lo mencionamos en el capitulo 1, el concepto de distancia en los ntimeros complejos definido a
través del concepto de médulo (o valor absoluto) de un niimero complejo coincide con la distancia euclideana
de R2. Por esta razén, dijimos que los conceptos topolégicos y de convergencia de sucesiones en los complejos
coinciden con los de R?, de modo que todos los dimos por definidos, asi como probados todos los teoremas
y resultados relacionados con estos conceptos.

Por la misma razén, los conceptos de limite y continuidad de funciones en los complejos coinciden con los
de funciones de R? en R2?, de modo que también estos conceptos los daremos por definidos en los complejos; ¥
por supuesto también daremos por vistos y probados todos los teoremas y resultados relacionados con éstos.

Por lo anterior, se dard como un hecho conocido y probado que las funciones polinomiales, las funciones
racionales (en particular las funciones de Mobius), la funcién exponencial y las funciones trigonométricas,
todas ellas son continuas en sus respectivos dominios. Los tinicos casos de continuidad que analizaremos mas
de cerca seran los relacionados con las ramas del logaritmo de z, las ramas de la raiz n-ésima de z, y las
ramas del arcoseno de z.

Empezaremos por analizar a las ramas del logaritmo de z. De acuerdo con la definicién 2.21, para cualquier
Yo € R la rama del logaritmo log,  estd definida en C\ {0}. Sin embargo, mostraremos que esta rama no es
continua en los puntos de la forma z = r(cos(yo) + isen(yo)) € C, con r > 0. Observe que si z pertenece a
este conjunto, entonces la sucesién cuyos términos estan dados por

{zn = r(cos(yo — 1/n) +isen(yo — 1/n))}
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es tal que z, # z para toda n € N, y que {z,} — z. Sin embargo, como yo — 1/n + 27 es el argumento de
zn que satisface la condicién de que

1
yo§y0—5+2ﬁ<yo+2m

se tiene que
1
10gy0 (zn) =In(r) +i (yO n + 27T>

y por lo tanto obtenemos que

lim log, (2n) = In(r) + i (yo + 27) # In(r) + iyo = log, (2),

n—oo

lo que prueba que log, no es continua en z. En la figura 2.10 se muestra geométricamente este hecho.

log,, ~ _y=tot2 | __
- log,, (2n) 5
logyo(zl) e
Y=o 1ogy0(zj

1

Figura 2.10: La rama del logaritmo log, no es continua en los puntos de la
forma z = r(cos(yo) + isen(yo)).

Aplicando lo anterior, y usando que la rama de la raiz n-ésima de z que tiene como contradominio al
conjunto A, , se puede escribir en términos de la rama del logaritmo log,,, como

(eXpo (% logna>) (), (2.11)

también podemos concluir inmediatamente que esta rama no es continua en los puntos de la forma z =
r(cos(na) + i sen(na)) € C, con r > 0.

Lo que ahora haremos serd mostrar que, salvo por los puntos de la forma z = r(cos(yo) + isen(yo)) € C,
con r > 0, la rama del logaritmo log, = si es continua en el resto de los puntos de su dominio. Esta afirmacion
la dejaremos plasmada en la siguiente

Proposicién 2.30 Para cada yo € R, la rama del logaritmo log, —es continua en el conjunto
C\ {r(cos(yo) +isen(yp)) € C|r > 0}.

Demostracién. Sean, z € C\ {r(cos(yo) + isen(yo)) € C | r > 0}, 0 € (yo,yo + 27) tal que z = |z| (cos(9) +
isen(h)), y {z»} una sucesién tal que

zn € C\ {r(cos(yo) + isen(yg)) € C | r > 0}

para todan € Ny {z,} — z.
Sea 0,, € (Yo, yo + 27) tal que z, = |z,| (cos(by,) + isen(d,)). Como {z,} — z, entonces {|z,|} — |z| >0
y por lo tanto {cos(8,)} — cos(0) y {sen(6,,)} — sen(d). De lo anterior se concluye que

nli)ngo sen(f, — 0) = nh_g)lo (sen(6,) cos(0) — sen(d) cos(6,,)) =0 (2.12)
y
lim cos(f, — 0) = lim (cos(6,,) cos() + sen(f) sen(d,,)) = 1. (2.13)

n—oQ n—oo
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Aseguramos que {6, — 0} — 0. Si esto no fuera asi, deben existir € > 0 y {6,, — 6} una subsucesién tal
que |0, — 0| > ¢ para toda k € Z.
Por otra parte, como 6, 6,, € (yo,yo + 27) también se tiene que

|0, — 0] < max {0 — yo,y0 + 27 — 0} <27

para toda k € Z, de modo que debe existir una subsucesién de la subsucesién (que seguiremos denotando
por {6,, — 0} para no complicar la notacién) que converge a un cierto nimero « el cual también satisface
que

0<e <o <méx{0 —yo,yo + 2m — 0} < 27. (2.14)

Ahora, de la identidad 2.12 se concluye que

sen(a) = klim sen(f,, —0) =0
— 00

de modo que por las desigualdades 2.14 se tiene que a = +7.
Por lo tanto
lim cos(6,, —0) = cos(£m) = —1

k— o0

lo cual contradice la identidad 2.13.
Del razonamiento anterior, concluimos que {6,, — 8} — 0, es decir que {0,,} — 6, de donde se tiene que

lim log, (zn) = Um (In(|zn]) +i6,) =In(|z]) + 0 = log,, (2)

n—o0 n—oo

lo que prueba que log, —es continua en z. |

De la proposicién anterior y las identidades 2.9 y 2.16, tenemos los siguientes corolarios.

Corolario 2.31 La rama de la raiz n-ésima de z que tiene como contradominio al conjunto A, ,, es continua
en el conjunto
C\ {r(cos(na) +isen(na)) € C|r > 0}.

Corolario 2.32 La rama del arcoseno de z que tiene como contradominio al conjunto By, k € Z, es continua
en el conjunto

C\{z €R||z| > 1}.

Ya que determinamos el dominio sobre el cual es continua cada rama del logaritmo log, , y siguiendo
un procedimiento como el del ejemplo 2.23, mostraremos una forma de construir algunos ejemplos de lo que
llamaremos ramas continuas de la raiz n-ésima de una funcién f, y también ramas continuas del logaritmo
de f.

Para ello, daremos primero la definicién general de estos conceptos.

Definicién 2.33 Sea f: QCC—-CyU C Q.

1. Decimos que la funcion g : U C C — C es una rama de la raiz n-ésima de f en U, si

para toda z € U.

2. Decimos que la funcion g : U C C — C es una rama del logaritmo de f en U, si

exp(g(2)) = f(»)

para toda z € U.
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Una vez definido el concepto general de rama de una funcién, formularemos una proposicién en la que
se construyen ramas continuas de la raiz n-ésima y del logaritmo de una funcién f, usando ramas continuas
del logaritmo de z.

Proposicién 2.34 Sea f:Q C C— C continua en Q y U C Q.
1. Sia e R, ne Ny f son tales que
f(U) c C\ {r(cos(na) + isen(na)) | r > 0},

entonces la funcion g : U C C — C definida como

(cwe (L1 ) e 1)

exp (+108,, /()

9(2) :

“© ”

es una rama continua de la raiz n-ésima de f que “cae” en (o que tiene contradominio) Ag . Si
o = —7/n, diremos que g es la rama principal de la raiz n-ésima de f (definida en U) y la denotaremos

por V/f.
2. Siyo € Ry f es tal que
f(U) € C\{r(cos(yo) + isen(yo)) [ r > O},

entonces la la funcion g : U C C — C definida como

9(z) := (log,, of) (2)
:=log,, (f(2))

es una rama continua del logaritmo de f que “cae” en (o que tiene contradominio) Ly,. St yo = —,
diremos que g es la rama principal del logaritmo de f (definida en U) y la denotaremos por log(f).

Ilustraremos la definicién y proposicién anteriores con el siguiente

Ejemplo 2.35 Sea f : C — C dada por f(z) = 1 —2%. Como 1 — 22 € {x eR |z <0} siy sélo si
ze{x eR||z| > 1}, se tiene que si U = C\ {x € R | |x]| > 1}, entonces f(U) =C\{z e R|z <0} de tal
forma que la funcion g : U C C — C dada por

9(z) = exp <; log_, (1 - 22)> = exp (; log (1 — 22))

serd la rama principal de v/1 — 22 en U.
Observe que de la expresion de g se deduce que Re(g(z)) > 0 para toda z € U.

Una vez que ya definimos el concepto de rama del logaritmo de una funcién f, ahora mostraremos en el
siguiente ejemplo que las ramas de la funcién arcoseno que aparecen en la definicién 2.28 también se pueden
expresar en términos de estas ramas del logaritmo. Sélo lo haremos para la rama principal, la que tiene
contradominio

By:={z+iyeC|—n/2<z<m/2},

pues el caso general se resuelve de forma andloga.

Ejemplo 2.36 Si z € By, sabemos que w = sen(z) € C\ {z € R | |z| > 1} y lo que haremos para calcular
la funcion inversa serd expresar (o despejar) a z en términos de w. Tenemos entonces que

exp(iz) — exp(—iz)
24

w = sen(z) =
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de modo que multiplicando de ambos lados de esta identidad por 2iexp(iz), llegamos a la ecuacion
(exp(iz))® — 2iw exp(iz) — 1 = 0.
Si ahora hacemos el “cambio de variable” ( = exp(iz) se obtiene la ecuacion cuadrdtica
= 2iwC—-1=0 (2.15)
cuyas soluciones son de la forma

25w £/ —4w2
Cro = wEy/1

en donde tomamos la rama principal de V1 — w?, la cual estd definida para toda w € C\ {x € R | |2| > 1}
(como se mostrd en el ejemplo 2.35). En decir, las soluciones de la ecuacion cuadrdtica 2.15 son de la forma

Gw)=iw—vV1-w? y Gw) =iw+V1—w?

y si recordamos que hicimos el cambio de variable { = exp(iz), tenemos entonces que

exp(iz) =iw + 1 — w?. (2.16)

A fin de determinar cudl de las soluciones (1(w) y C2(w) debemos tomar, primero observe que como
z € By, entonces iz € L_, y por lo tanto

Re(exp(iz)) > 0, (2.17)

desigualdad que por cierto, nos garantiza que podemos aplicar la rama principal del logaritmo al complejo
exp(iz) y asi asequrar que
log(exp(iz)) = iz.
Para ser consistentes con la identidad 2.16 y la desigualdad 2.17, de entre las soluciones ¢ (w) y (a(w)

debemos elegir entonces aquella cuya parte real sea positiva para toda w € C\{z € R ||z| > 1}.
Para determinar cudl de ellas cumple con esta condicion, observe que

C1(w)Ca(w) = (“U - M) (zw +v1- w2) =-1

de donde
1

Ca(w)

G(w) = —

y por lo tanto

Caluw) + ﬁ — G(w) — G (w) = 21—,

De esta ultima identidad se sigue que
Re (Cz(w) + 1) = Re (2V1-w?) =2Re (VI-u?) >0, (2.18)
Go(w)

para toda w € C\ {z € R | |x| > 1}, como se hizo notar en el ejemplo 2.55.
Si ahora recordamos que en el problema 2 se prueba que, si z € C\ {0}, entonces

1
Re(z) >0 siysdlosi Re (z + ) > 0,
z
por la expresion 2.18 concluimos que
Re (zw +V1- w2> = Re(¢2(w)) >0
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para toda w € C\ {z € R| |z| > 1}.
Con base en el andlisis anterior se debe tener entonces que

exp(iz) = (a(w) = iw + V1 — w?

para toda w € C\ {x € R | |x| > 1} de modo que, aplicando la rama principal del logaritmo en ambos lados
de la identidad anterior obtenemos que

iz = log (exp(iz)) = log (zw +V1- wg)
y por lo tanto
z = —ilog (iw—|— 1 —w2> ,

de donde concluimos que la rama del arcoseno que deseamos calcular estd dada por

arcsen(w) = —ilog (iw +V1- w2) (2.19)
para cada w € C\ {x € R | |z| > 1}.

Por un argumento muy sencillo es facil probar que la expresion 2.19 es valida para cualquier rama del
arcoseno que tenga como contradominio a un conjunto Bsy, con k € Z. Por otra parte, en el problema 33 el
lector probarad una expresiéon andloga para cualquier rama del arcoseno que tenga como contradominio a un
conjunto Byy_1, con k € Z.

Concluimos esta seccién y este capitulo con un par de definiciones referentes a la nocién de limite y
la nocién de oo que introdujimos en el capitulo 1 para obtener los complejos extendidos. En particular,
formalizaremos dos conceptos; en el primero de ellos formalizaremos lo que significard que el limite de una
funcién en un punto de C sea igual a oo, y en el segundo formalizaremos lo que significard que una funcién
tenga limite (finito 0 0o) en co. Sin duda estas definiciones resultardn ser muy “naturales” para el lector.

Definicion 2.37 Sea f: A C C — C y z9 € C un punto de acumulaciéon de A, es decir, zg € A’. Diremos
que f tiene limite oo en zy si para toda M > 0 existe 6 > 0 tal que si z € (Bs(20) \ {z0}) N A, entonces
|f(2)| > M. En este caso escribiremos que

2151;10 f(z) = oc.

Un ejemplo muy clasico y muy claro de un limite como el de la definicién anterior, es el siguiente:

cuya prueba se deja al lector.
Definicién 2.38 Sean, A un conjunto no acotado y f: A C C — C.

1. Decimos que f tiene limite | € C en 0o si para todo € > 0 existe R > 0 con la propiedad de que, si
z € A es tal que |z| > R, entonces |f(z) — 1| < e. En este caso escribimos que

lim f(z) =1.

Z— 00

2. Decimos que f tiene limite oo en 0o si para todo M > 0 existe R > 0 con la propiedad de que, si z € A
es tal que |z| > R, entonces |f(z)| > M. En este caso escribimos que

tim ) = o0

En los problemas 35 y 36 el lector tendra oportunidad de calcular y probar algunos limites relacionados
con estas definiciones.
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2.5. Problemas
1. Muestre que la funcién f(z) = 22 transforma las lineas paralelas al eje real en parabolas.
2. Sea f:C\ {0} — C definida como
=3 (:+1)
a) Pruebe que
Re(z) >0 siysdlosi Re(f(z)) > 0.
b) Determine la imagen bajo f de las circunferencias de radio r > 0 con centro en el origen.
(Sugerencia: observe que f(1/z) = f(z) para toda z € C\ {0} y escriba a z en forma polar).
3. Pruebe que si T(z) = az, con a # 0, 0 T(2) = z+ ¢, y C C C es una recta o una circunferencia,
entonces T'(C) es una recta o una circunferencia, respectivamente.
4. Sean L,T : C — C funciones de Md&bius. Pruebe que
(LoT)" =L*oT*
(recuerde que el * representa la extensién de una funcién a C*).
5. Pruebe la proposicién 2.6.
6. Pruebe que: si T(2) = (az + b)/(cz + d) es una funcién de Mobius que manda al eje real en si mismo,
entonces existen a/, ', ¢, d’ € R tales que T(z) = (a2 + V') /(c'z + d’) para toda z € C*.
7. Pruebe que, si T es una funcién de Mobius tal que T(0) = 0 y |T'(2) — T'(w)| = |z — w| para toda
z,w € C entonces T'(z) = cz para alguna ¢ € C tal que |¢| = 1.
8. Encuentra una funcién de Mobius L tal que: L(0) =1, L(i) = —1 y L(—i) = 0.
9. Sean zp € Cy R > 0 tales que 2y € Bgr(0). Pruebe que la funcién T': C\ {zp} — C definida como
R(z — =z
T() = e
es una funcién de Mobius y que T(Bgr(0)) = B1(0). Calcule la funcién inversa de T'.
10. Sean, @ = {z € C | Im(z) > 0} y 2o € Q. Pruebe que la funcién T': C\ {Zy} — C definida como
z—z
T(2) = — 22
es una funciéon de Mobius y que T(Q) = B;(0). Calcule la funcién inversa de T'.
11. Para que valores de z € C se satisface que exp(iz) = exp(iZ).
12. Pruebe la identidad 2.7.
13. Pruebe la identidad 2.8.
14. Determine cudl es el error en las siguientes igualdades:
1=Vi=+(-1)(-1)=v—-1-vV/—1=i-i=—1.
(sugerencia: relea la observacion 2.3).
15. Pruebe que: log, (2) # log,, (') para toda z,2" € C\ {0} si y sélo si |yo — yg| = 27
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16

17.
18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

. Sea yo € R. Pruebe que existen § € Ry ¢ € C, con |c| = 1, tales que
log,, (2) = log(cz) +i0
para toda z € C\ {0}.
Sea yo € R. Pruebe que: log, (v) = In(x) para toda z > 0 si y sélo si —27 < yo < 0.

Determine cudl es el error en las siguientes igualdades:

a) 0=1log (1) =log((—1)(—-1)) =log (—1) +log (—1) = —2im
b) im = log(exp(im)) = log(cos(m) + isen(w)) = log(—1) = —iw

(sugerencia: relea la observacién 2.22).
Sea a € C\ {0}.

a) Pruebe que, si a,z € R, con a > 0, entonces exp,(x) = a”.

b) Formule y pruebe las propiedades de la funcién exp, equivalentes a las propiedades de la funcién
exp dadas en la proposicién 2.14.

Encuentre la imagen de las rectas x = zg y y = yo bajo la funcién coseno. ;En que regiones es inyectiva
esta funcién?

Encuentra todas las z € C tales que:

a) sen(z) =4
b) cos(z) = (3+41)/4.

Sean z,w € C. Prueba las siguientes identidades:

o
NN N >N
102]
]
=
~ A~~~ o~
\
W
~
|
\
o2}
]
=
—~
I\
N
Q
o
w0
—~
\
N
—
I
Q
o
2]
—~
I\
N
<
03]
@
=
—
3
~
[\
\
W
~—
|
Q
@]
w0
—~
N
—

a) Muestre que en la regién ) se puede definir una rama de la funcién

z4+1

z—1

b) Muestre que en la regién € también se puede definir una rama de la funcién /22 — 1.

Encuentre una regién en la que se pueda definir una rama continua de la funcién /exp(z) — 1. En-
cuentre una expresion de dicha rama en términos de alguna rama del logaritmo.

Sea f:QCC— Cy z € Q (abierto). Pruebe que, si f es continua en zp y f(20) # 0, entonces existe
una vecindad de zg en la cual se puede definir una rama del logaritmo de f y una rama de la raiz n-ésima

de f.

Considerando la distancia d* definida sobre C*, pruebe que si T' es una funcién de Mobius, entonces
T* (su extesién a C*) también es una funcién continua.

Pruebe que la rama del logaritmo log, no tiene limite en cualquier punto de la forma z = r(cos(yo) +
isen(yo)), con r > 0.

J. Péez



2.5. PROBLEMAS o1

28. Pruebe que la rama de la raiz n-ésima de z que tiene como contradominio al conjunto A, , no tiene
limite en cualquier punto de la forma z = r(cos(na) + isen(na)), con r > 0.

29. Sead={zx+iyeClz eR,z—7 <y <az+r}. Pruebe que la funcién g : @ C C — C definida como

g(z) = 10g(2k—1)n(z)
si z € QN L2x—1)x, para cada k € Z, es una rama continua (en 2) del logaritmo.

30. Sea f : Q C C — CyU C Q tal que f(U) C C\ {0}. Pruebe que, si U es abierto y conexo, y
g1,92 : U € C — C son ramas continuas del logaritmo de f en U, entonces existe k € Z tal que
92(2) = g1(2) + 2kmi para toda z € U.

31. Sean, yp € R, f: Q C C — C continua y U C 2 tal que

F(U) Cc C\ {r(cos(yo) +isen(yp)) € C|r > 0}.
Pruebe que, si U es abierto y conexoy g : U C C — C es una rama continua del logaritmo de f en U,
entonces existe k € Z tal que g(z) = log, (f(2)) + 2kmi para toda z € U.
32. Sea g: C\ {z € R| |z| > 1} — C definida como
g(z) = cos(arcsen(z))
en donde arcsen es cualquier rama de la funcién arcoseno.
Pruebe que g es una rama continua de la raiz cuadrada de la funcién 1—22 en U = C\{z € R | |z| > 1}.

33. Pruebe que cualquier rama del arcoseno que tenga como contradominio a un conjunto By, con k € Z

impar, es de la forma
arcsen(w) = —ilog (iw —V1- wz) .

34. Pruebe la afirmacién hecha en la observacién 2.29 sobre la no continuidad de la rama del arcoseno en
el conjunto {z € R ||z| > 1}.

35. Sea T una funcién de Mobius de la forma

az+b
T(z) = .
(2) cz+d
Pruebe que, si ¢ # 0, entonces
lim  T(2) lim T(z) = -
im z) =00 im T(z) = —.
z——d/c Y Z—00 c
36. Pruebe que, si p: C — C es una funcién polinomial de grado mayor o igual que 1, entonces
Jim p(2) =
37. Sean, f: C — C continua (en C) y I € C. Pruebe que si lim,_,«, f(2) =, entonces f estd acotada (en
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Capitulo 3

Derivada e integral en C

En este capitulo vamos a introducir los conceptos de derivada e integral de funciones de C en C. En el
caso de la derivada, dado que imitaremos la definicién de derivada para funciones de R en R, formularemos
todas las propiedades que son analogas en ambos casos, ademas de las propiedades que sélo son véalidas para
las funciones definidas en los complejos.

También analizaremos la relacién del concepto de derivada compleja con el de derivada de funciones de
R? en R? dado que las funciones de C en C también se pueden ver de esta forma.

Por lo que se refiere al concepto de integral de funciones de C en C, veremos su relacién con el de integral
de linea de funciones de R? en R?, asi como las propiedades que sélo son validas en el caso complejo. Este
concepto es basico para la formulacién de uno de los teoremas més importantes de la variable compleja: el
teorema de Cauchy'.

3.1. La derivada en C

De aqui en adelante, todas las funciones que consideraremos estaran definidas sobre @ C C, un conjunto
abierto y conexo al que nos referiremos sélo como una region en C.

Dada una funcion f: Q2 C C — Cy zy € €, definiremos el concepto de derivada de f en zy de forma
analoga a como se hace en el caso real.

Definicién 3.1 Sean, f: Q CC — C y 29 € Q. Decimos que f es derivable en zg si

i 1) = (o)

zZ—20 Z— 20

existe. En este caso al valor de dicho limite lo denotaremos por f'(20) y le llamaremos la derivada de f en
20-

Sin duda el lector recordard que tomando h = z — zg, la existencia del limite anterior es equivalente a la

existencia de
I f(z0+h) — f(Zo)’
h—0 h

razén por la cual en algunas ocasiones usaremos que f’(zp) también se puede calcular de esta forma.

Como en el caso real, la existencia de la derivada f’(zo) se puede interpretar geométricamente. En el
problema 1, el lector probard que la existencia de f’(zg) es equivalente a la existencia de una funcién
polinomial de grado uno de la forma

p1(z) = a(z — z0) + f(20)

L Augustin Louis Cauchy (Parfs, 21 de agosto de 1789 - Sceaux, Lion, 23 de mayo de 1857) fue un matemético francés,
miembro de la Academia de Ciencias de Francia y profesor en la Escuela politécnica. Cauchy ha sido uno de los matematicos
mas prolificos de todos los tiempos, solo superado por Leonhard Euler, Paul Erdés y Arthur Cayley con cerca de 800 publicaciones
y siete trabajos; su investigacién cubre el conjunto de adreas matemaéticas de la época. Fue pionero en andlisis donde se le debe
la introduccién de las funciones analiticas, los criterios de convergencia de series y las series de potencias. Sus trabajos sobre
permutaciones fueron precursores de la teoria de grupos, contribuyendo de manera medular a su desarrollo. (Fuente: Wikipedia).
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que tiene la propiedad de “parecerse mucho a f cerca (o en una vecindad) del punto zp”, en donde esto
dltimo significa que
z) —p1(z
o 12 =i(2)

Z—20 zZ— 20

=0.

Desde un punto de vista geométrico, si a # 0, lo anterior significa que “cerca de zy” la funciéon f realiza
una traslacion (al punto f(zg)), seguida de una rotaciéon por un dngulo de arg(a), y una homotecia de
magnitud |al.

El primer resultado que formularemos con relacién al hecho de que una funcién sea derivable en un punto
Zg es que, como en el caso real, ello implica que la funcién debe ser continua en dicho punto. Como es de
suponerse, la sencilla prueba de esta proposicion quedara a cargo del lector.

Proposicién 3.2 Sean f: Q CC — C y 2z € Q. S f es derivable en zg, entonces f es continua en zg.

Dada la completa analogia del concepto de derivada para funciones de variable compleja con el concepto
de derivada de las funciones de variable real, las propiedades de la primera con relacién a la aritmética de
funciones son idénticas a las de la segunda, las cuales dejaremos formuladas en la siguiente

Proposicién 3.3 Sean f,g: QC C = C yzg € Q. Si f yg son derivables en zy, entonces:
1. f + g es derivable en 2y y ademés (f + g)'(20) = f'(20) + ¢'(20)-
2. SiceC, cf es derivable en 2y y ademads (cf) (z0) = ¢f’(20)-
3. fg es derivable en zo y ademas (fg)'(z0) = f'(20)g(20) + 9'(20) f (20)-
4. Si g(z0) # 0, entonces f/g es derivable en zp y ademds

f'(20)9(20) — g'(20) f(20)
9*(20) .

(f/9)'(z0) =

Por supuesto que la composicién de funciones complejo derivables también es derivable, pero su formu-
lacién merece una proposiciéon aparte.

Proposicién 3.4 (regla de la cadena) Sean, g: QC C—C, f: QC C — C tal que f(Q) CQ, yz € Q. Si
f es derivable en zy y g es derivable en f(zp) € 1, entonces go f es derivable en zy y ademds

(9o f) (20) = ¢ (f(20)) f'(0).

Demostracién. Como seguramente el lector recordara del caso real, la prueba de esta propiedad requiere
construir una funcién auxiliar, de la siguiente forma: definimos h : 2 C C — C como

AR 10 S

9" (f(20)) si f(z) = f(20)
Es un hecho facil de probar (problema 2) que

lim h(z) =g (f(20)) = h(20),

Z—r20

h(z) =

es decir, que h es continua en zj.
También es facil mostrar que

020) () = (90 () _ 1) = )

Z— 20 Z— 20

para toda z € Q, z # 2o, de modo que

(0 1Y () — tim 92 H) ) = (820 (o)

zZ—20 zZ— 20
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N CEich
z2—20 zZ— 20
=g (f(20)) f'(20)
con lo que concluimos la prueba. |

Otro resultado que nos serd de gran utilidad para demostrar la derivabilidad de las diferentes ramas que
definimos en el capitulo 2 es el siguiente.

Proposicién 3.5 Sean, g: QCC - QCC, f:QcC—-QcCyr>0 tales que f(g(2)) = z para toda
2z € Br(20) C Q. Si g es continua en zg, y f es derivable en wy = g(20), con f'(wg) # 0, entonces g es

derivable en zy y ademds
1

90 = Tty

Demostracion. Lo primero que tenemos que hacer notar es que de la hipétesis de que f(g(z)) = z para
toda z € B,(z9) se concluye que g es inyectiva en B, (z).
En virtud de lo anterior, se tiene que

9(2) —g(z0) __ 9(x) —g(z0) _ 1
z— 2 Flg(2) — flg(z0)) ~ IGEN=FaCo))

9(z)—9(20)

para toda z € B,(zg), z # 2o, de modo que, como g es continua en zg y f'(wp) # 0, entonces

. g9(z) —g(20) .. 1
. N (T ESC1ED)
9(2)—g(z0)

B 1

Tyt f(9(2))—F(9(20))
Mz S gt

1
' (wo)

_ 1
f'(9(20))

con lo cual concluimos la prueba. |

Ahora notemos que, partiendo de la identificacion de los nimeros complejos z = x + iy € C con las
parejas (z,y) € R?, toda funcién f de C en C se puede ver como una funcién de R? en R?.

Por lo anterior, sin duda es natural preguntarse qué relacién existe entre el concepto de derivabilidad de
f, vista como funcién de C en C, y el concepto de derivabilidad de f, vista como funcién de R? en R2.

A fin de analizar esta relacién, pensemos primero a f como una funcién de R? en R?, es decir que f estd
definida en Q C R? y que es de la forma f = (u,v), en donde se tiene que u,v : Q C R? — R.

Recordemos que si zo = (zg,y0) € €, que f sea derivable en z significa que existen las derivadas parciales
de u y v (con respecto de z y y) en zg y que la funcién lineal (que denotamos por Df(z¢)) asociada a la
matriz (que también denotamos por D f(z))

Dit) = l b B

es tal que
li Ilf(x,y) — (Df(z0)(x — 20,y — yo) + f(z0,50))l
1m
(@)= (w0,y0) (2, y) — (zo, yo)|

Con base en el problema 10 del capitulo 1, sabemos que si la matriz D f(2p) es de la forma

(5 0)

= 0. (3.1)
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es decir, si se satisfacen las identidades

St = Sha) Y G Gaa) =~ 5 e, (52)

entonces la expresién
f(@,y) = (D f(20)(x — 20,y — Yo) + f(z0,Y0))

se puede escribir de “forma compleja” como

ou Ov
1) = ((Gten) + 550 ) = 20) + 1) ).
De esta forma, por la identidad 3.1 se tendra que

|£(2) — (8% (20) +i22(20)) (2 — 20) + f(20))|

0= lim
zZ—20 |Z — Zo|
v [ fG) = f(20) ([ Ou v
i sl o C )

lo cual sabemos que es equivalente a que

f(z) = f(20) _ Ou v

lim = %(ZQ) Jrz%(zo)

zZ—20 zZ— 20
y lo que a su vez nos lleva a concluir que f serd (complejo) derivable en zg y que ademés

ou ov
f'(20) = %(ZO) + i%(zo)-

Resumiendo lo que acabamos de hacer, hemos probado que si f es derivable en zy (vista como funcién de
R? en R?) y ademés se satisfacen las identidades 3.2, entonces f es (complejo) derivable en z y que ademés

F(ao) = ) + 15 o) = 5 an) — i ).

Afortunadamente, lo reciproco también es cierto; es decir, si f es (complejo) derivable en zg, entonces f
es derivable en zy (vista como funcién de R? en R?) y ademds se satisfacen las multicitadas identidades 3.2,
que se conocen con el nombre de ecuaciones de Cauchy-Riemann?.

Todo lo anterior lo dejaremos expresado en una proposicién, pero antes daremos la definiciéon formal de

lo que significa que una funcién f satisfaga las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Definicién 3.6 (ecuaciones de Cauchy-Riemann) Sean, u,v : Q@ C C — R y z9 € Q. Decimos que u y v
satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en zy si existen sus derivadas parciales Ou/Ox,0u/dy, v /Ox,
y 0v/dy en zo y ademds satisfacen que

ou ov ov ou
%(2’0) = Fy(zo) Y (?Tx(zO) = _@(ZO)'

Proposicién 3.7 Sean, f =u+iv:Q CC— Cyzg=x9+iyg € Q. Se tiene que f es (complejo) derivable
en zo si y sélo si f es derivable en zy (vista como funcién de R? en R?) y f satisface las ecuaciones de
Cauchy-Riemann en zgp.

2Georg Friedrich Bernhard Riemann (Breselenz, Alemania, 17 de septiembre de 1826 - Verbania, Italia, 20 de julio de 1866)
fue un matemédtico aleman que realiz6 contribuciones muy importantes al analisis y la geometria diferencial, algunas de las cuales
allanaron el camino para el desarrollo méas avanzado de la relatividad general. Su nombre estd conectado con la funcién zeta, la
hipdtesis de Riemann, la integral de Riemann, el lema de Riemann, las variedades de Riemann, las superficies de Riemann y la
geometria de Riemann. (Fuente: Wikipedia).
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Demostracion. Sélo probaremos que si f es (complejo) derivable en zg, entonces f es derivable en zg (vista
como funcién de R? en R?) y que ademds f satisface la ecuaciones de Cauchy-Riemann en zq (la implicacién
reciproca se probé en los parrafos previos).

Del hecho de que f es (complejo) derivable en zg se tiene que

flzo+h) = f(20)
h

f/(Z()) = lim

de modo que si en particular h € R, entonces

, . flzo+h) = f(20)
F(z0) = Jim, h
o (ulmo + h,yo) —ulzo,90) | .v(zo+ h,y0) — v(T0,Y0)
= jmy ( h T h
ou v

= a*x(zo) ‘H'%(Zo)

en donde recuerde que la existencia de los limites del segundo renglén esta garantizada por la existencia del
limite del primer renglén.
De forma andloga, si h = i¢h/, con I/ € R, también se debe tener que

f/(ZO> — lim f(ZO + Zh/) — f(20>

h’'—0 ih!
AN N\ _
_ g ((0y0 £ 1) —ul@o,y0) | v(wo, g0 + 1) — v(z0, o)
R’ =0 ih ih’'

ov Ou
= Fy(zo) - Z@(ZO)

de manera que igualando estas dos expresiones para f’(zp), se debe tener que

ou ov ov ou
%(z()) = @(zo) y a*x(%) = —@(Zo),

es decir, que f satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann en z.
Una vez que ya sabemos que existen las derivadas parciales de u y v en zy y que se satisfacen las ecuaciones
de Cauchy-Riemann en zy, podemos hacer

_ %(ZO) %(Zo)
Df(ZO) - [ %(2’0) %(ZO) ]

y escribir, como hicimos en los parrafos anteriores, que

Hf(l'vy)_(Df(ZO)(x_mO,y_yO)+f(x07y0))H = lim f(Z)—f(Zo) (au( O)+Z (ZO)>‘
(z,y)— (0,50) Il(z,y) — (x0,90)|| ) z— 2 Ox 0
zZ—z20 zZ— 20
=0
de donde podemos concluir que f es derivable (como funcién de R? en R?) en 2. |

Con base en la proposicién anterior y en un conocido resultado de funciones de R™ en R, tenemos el
siguiente

Corolario 3.8 Sean, u,v : 2 C C — R. Siu y v son de clase C' en Q y satisfacen las ecuaciones de
Cauchy-Riemann en cada punto de €2, entonces f = u+ v es derivable para toda z € €.
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Y ya que hablamos de funciones que son derivables en todos los puntos de una regién €2, damos la siguiente
Definicién 3.9 Sea f: Q C C — C. Decimos que f es analitica en S si f es derivable para toda z € Q.

Una vez que contamos con las definiciones y proposiciones anteriores, estamos en condiciones de mos-
trar que todas las funciones que definimos en el capitulo 2 son derivables (y por tanto analiticas) en sus
correspondientes dominios. Eso lo dejaremos plasmado en el siguiente

Ejemplo 3.10 Las siguientes funciones son analiticas.
1. La funcion exp que estd definida como
exp(z + 1y) = €”(cos(y) + isen(y))

es analitica en C.

En efecto, en este caso se tiene que u(x,y) = e* cos(y) y v(x,y) = e* sen(y) las cuales claramente son
de clase C' en C y satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann ya que

ou - _Ov
%(x,y) =e"cos(y) = Fy(ﬁﬂ,y)

af(a:,y) = —e"sen(y) = _%(x’y)
para toda z = x + iy € C. Ademds se tiene que

ou Ov
exv/(2) = 9 ,y) + i (2,9)

—_ O~

= e” cos(y) + ie” sen(y)

= e”(cos(y) + isen(y))
= exp(z)

también para toda z = x + iy € C.
2. Por el inciso anterior es inmediato que las funciones seno y coseno son analiticas en C y que ademds

sen’(z) =cos(z) y cos'(z) = sen(z).

3. Por la proposicion 3.5, si g : Q C C — C es una rama continua del logaritmo de z (en ), entonces g
es analitica y ademds

para toda z € C. En particular, para cualquier yo € R se tiene que

1
1 =-.
08y, (2) = -
para toda z € C\ {r(cos(yo) + isen(yo)) | r > 0}.
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4. Sabemos que si g es la rama de la raiz n-ésima de z que tiene como contradominio al conjunto Aq .y,
ésta se puede expresar como

o) = exp (L 1ot (2))

para cada z € C\ {r(cos(yo) +isen(yo)) | 7 > 0} y que en este conjunto es continua. Por lo tanto g es
analitica en este conjunto y ademds

(9(=)"
(9"t

Observe que en el caso de n =2 (la raiz cuadrada) se tiene que

!
 2g(2)

de modo que para la rama principal de la raiz cuadrada se tiene que

q'(2)

4
dz

1
_72\/5

(en donde esperamos que al lector le quede claro que d/dz denota la derivada de la funcién /z).

(V2)

5. Las ramas de la funcion arcoseno cuyo contradominio es algun By, con k € Z par, son analiticas en
C\ {z € R| |z| > 1}. En efecto, de acuerdo con la expresion de la funcion arcoseno que se dedujo en
el ejemplo 2.36 del capitulo 2, se tiene que

arcsen(z) = —ilog (zz +v1- 22>

de modo que

1 z
arcsen’(z) = —i (z’—i— )
() iz + V1 — 22 V1—22
——i< 1 )z V1—22—iz
iz 4+ V1 — 22 V1—22
1

V1—22

3.2. La integral en C

El concepto de integral en los nimeros complejos es analogo al concepto de integral de linea para funciones
(o campos vectoriales) de R? en R?. Por esta razén, lo primero que haremos serd revisar el concepto de curva
parametrizada en C el cual resultard idéntico al de curva parametrizada en R2.

Como el lector seguro recuerda, una curva C' en R? es la imagen de una funcién continua vy = (vy1,72) :
I ¢ R — R?, en donde a las funciones 7, y 2 se les llamé las funciones coordenadas y a la funcién v una
parametrizacién de C. Pues bien, de aqui en adelante lo tinico que cambiaremos sera la notacién; en lugar
de escribir v = (71, 72) ahora escribiremos v = ;1 4 i72 y diremos que 7 es la parte real de v (71 = Re(y))
y 72 es la parte imaginaria de v (72 = Im(%)).
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En cuanto al concepto de derivada de este tipo de funciones, este serd el mismo que se tenfa en R2. Como
también el lector recordard, v = (v1,72) : I CR — R? es derivable en to € I siy s6lo iy y 72 son derivables
to y escribimos que ¥/ (to) = (v1(to),v5(to)). Pues bien, la condicién de derivabilidad de v = 1 + iy2 serd
exactamente la misma (v es derivable en ¢y € I si y s6lo si v, y 72 son derivables en ty) y ahora simplemente
escribiremos que ' (tg) = v} (to) + 75 (to)-

En sus cursos de calculo el lector prob6 que siy: I C R —  C R? es derivableento € Iy f: Q C R? —
R? es derivable en (ty) = 29 € (2, entonces f o es derivable en tg (la regla de la cadena). Pues bien, ahora
enunciaremos el resultado equivalente sélo que ahora supondremos que f es (complejo) derivable.

Proposicién 3.11 Seanv: I CR—-QCCy f:Q CC — C. Si~y es derivable en tg € I y f es derivable
en y(ty) = 2o € Q, entonces f o es derivable en tg y ademds

(Fo) (to) = £ (7(to)) ¥ (to)

(en donde, por supuesto, el término de la derecha de esta igualdad se refiere al producto de los nimeros
complejos [ (v(to)) y 7' (to))-

La prueba de esta proposicién se sigue de manera inmediata de la proposicién 3.7 y la correspondiente
regla de la cadena para el caso real y su prueba se deja al lector.

Y ya que contamos con la proposicion 3.11, podemos aprovechar para introducir un concepto que es muy
importante en el &mbito de las funciones analiticas: el concepto de funcidn (o mapeo) conforme. Para ello, lo
primero que necesitamos hacer es definir el concepto de dngulo formado por dos curvas en un punto zg € C,
punto en el cual se intesecan.

Definicién 3.12 Sean, v: [ CR = C yo: Iy C R — C derivables en ty € I1 y ug € I, respectivamente,
tales que y(to) = o(ug) = z0. Si ' (to) # 0 y o' (ug) # 0, decimos que el dngulo formado pory y o en zy estd
dado por

arg(y'(to)/o”(s0)) € [, ).

Una vez que tenemos este concepto, podemos definir el concepto de funcién (o mapeo) conforme.

Definicién 3.13 Sean, f : Q@ C C — C y 2y € Q. Decimos que [ es conforme en zg si para todo par de
curvas y y o que se intersecan en zy y que en este punto forman un dngulo 6 € [—m, ), se tiene que las
curvas ¥ = foy y & = foo forman el mismo dngulo 0 en el punto f(zo).

Con estas dos definiciones podemos dar un resultado muy importante que describe de manera muy clara
el comportamiento geométrico de una funcién que es derivable en un punto zy de su dominio, cuando se
tiene que f’(z9) # 0. Este resultado lo formulamos en la siguiente proposicién cuya prueba también se deja
al lector en virtud de que ésta es una consecuencia inmediata de la proposicién 3.11.

Proposicién 3.14 Sea f: Q C C — C derivable en zg € Q. Si f'(z9) # 0, entonces f es conforme en zy.

Una vez que hemos establecido lo que entenderemos por una curva C C C, y antes de definir el concepto
de integral de una funcién f : @ C C — C sobre una de estas curvas C C €2, es necesario hacer antes dos
cosas:

1. definir lo que entenderemos por la integral de una funcién continua h = hy + ihy : I C R — C sobre
un intervalo [a,b] C I,y

2. establecer el tipo de curvas sobre las cuales definiremos la integral de una funciéon f: Q2 C C — C.
Empezaremos con el primer punto en la siguiente

Definicién 3.15 Sea h = hy +ihy : I CR — C continua en I. Si[a,b] C I, definimos la integral de h sobre
[a,b], que denotamos por f; h(t)dt, como el nimero complejo dado por

/b h(t)dt = /b ha(t)dt + i /b ha(t)dt.
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Como es de suponerse, esta integral “hereda” todas las propiedades de la integral de funciones de R en
R, las cuales dejamos establecidas en la siguiente

Proposicién 3.16 Sean h,g: I CR — C continuas en I y [a,b] C I. Se satisfacen las siguientes propieda-
des:

1.
b b
Re /h(t)dt :/Re(h(t))dt
Y b b
Im / h(t)dt | = / Tm (A(t)) dt.
2.

/b(h+g)(t)dt= /bh(t)dt+/bg(t)dt.

3. Sic e C, entonces

/bh(t)dt g/bm(t)dt.

Demostracion. Sin duda las pruebas de los incisos 1, 2 y 3 son muy sencillas, razén por la que sélo haremos

la prueba del inciso 4. Hagamos
b

c= / h(t)dt.

a

Si ¢ =0, la desigualdad que deseamos probar es inmediata, por lo que supongamos que ¢ # 0. Si escribimos
¢ = |c| (cos(8) + isen(8)) = |c| e

con 0 = arg(c) € [—m, ), entonces 4
le| = e ¢

de modo que, usando los incisos 1 y 3 y el hecho de que Re(z) < |z| para toda z € C, se tiene que

J. Péez



62 CAPITULO 3. DERIVADA E INTEGRAL EN C

/bRe e h) (t)) dt

con lo cual probamos la desigualdad deseada. |

Para abordar el segundo punto mencionado anteriormente, daremos la definicién de lo que entenderemos
por una curva suave por pedazos.

Definicién 3.17 Sea v : [a,b] C R — C. Decimos que v es una curva suave por pedazos si existe una
particion P = {a =tg < t; < --- <ty = b} del intervalo [a,b] tal que 7 tiene derivada continua (de clase C1)
en cada subintervalo [t;_1,t;] (pam i=1,...,k). A la imagen T = ~([a,b]) le llamaremos una curva suave
por pedazos y diremos que 7y es una pammetrizacio’n suave por pedazos de T'. A v(a) le llamaremos el punto
inicial de v y a y(b) el punto final de v, y si y(a) = y(b) decimos que 7y es cerrada.

Observacién 3.18 Con relacion a la definicion anterior es importante hacer la siguiente observacion: en
un abuso de lenguaje, y con danimo de “simplificar” un poco la notacion, de aqui en adelante a la funcion ~
también le llamaremos “la curva” vy como una forma de referirnos a la curva T' = y([a, b]).

También es importante mencionar que la definicién 3.17 coincide con la definicién 3.1 dada en [1] (para el
caso de R?). Por esta razon, y para no abultar el contenido de este texto, omitiremos otro par de definiciones
relacionadas con estas curvas: la definicién de la “suma” (o unién) de dos curvas de este tipo (definicién
3.3), v la definicién de reparametrizacion de una de estas curvas (definicién 3.4). En caso de ser necesario,
pedimos al lector que consulte la referencia citada.

Con relacién al comentario anterior, sélo haremos una excepcién: si v : [a,b] C R — C es una funcién
suave por pedazos, denotaremos por —vy a la funcién (también de [a,b] C R en C) definida como

(=) @) :==~(a+b—1).

Como el lector seguramente recordara, —y es una reparametrizaciéon de v que tiene la propiedad de “recorrer”
la misma curva, sélo que en “sentido contrario”.

Una vez que hemos dado las definiciones y proposiciones anteriores, ya tenemos todo lo necesario para
enunciar el primer concepto de integral que abordaremos. Este concepto estd muy relacionado con el concepto
de integral de linea de campos escalares (y que ahora llamaremos integral por longitud de arco) que el lector
vio en sus cursos de célculo.

Definicién 3.19 Sean, f = u+iv: Q C C — C continua, y 7 : [a,b] CR — Q C C una curva suave por
pedazos. Definimos la integral por longitud de arco de f sobre (o segin la parametrizacion) vy, que denotaremos

por [ f(2)|dz|, como
/ flde] = / SO O] dr

Obsérvese que si escribimos la definicién anterior en términos de la parte real (la funcién u) e imaginaria
(la funcién v) de f, se tiene que

b

b
/ £(2) |dz| = / (1) Y (0] dt + i / o(4(t) ' () dt

a
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y como se podrd notar, cada una de las integrales del término de la derecha coincide (tomando en cuenta las
diferencias de notacién) con lo que en [4] (definicién 3.4) se definié como la integral de linea de las funciones
escalares u y v, respectivamente.

En cuanto al nombre que usamos para referirnos a esta integral, este se “justifica” por el hecho de que,
si en particular la funcién f es la constante 1 (f = 1), entonces se tiene que

JECICE /b o () dt

y como seguramente el lector recordard, la integral de la derecha coincide con ser lo que en célculo llamamos
la longitud de la curva v y que ahora denotaremos por (7).

En virtud de lo anterior, daremos una proposicién en la que resumiremos las propiedades mas importantes
de este tipo de integral, de las cuales casi todas ellas se deducen de manera inmediata de las correspondientes
propiedades de la integral de linea de campos escalares.

Proposicién 3.20 Sean, f,g : Q@ C C — C continuas, v : [a, CR=-QCCyd:[c,d CR—-QCC
curvas suaves por pedazos. Se satisfacen las siguientes propiedades:

1.
/ F(2)1dz]| < / ()] |dz].

2. Para cualesquiera o, B € C se cumple que

/ (af(2) + Ba(2) |dz] = o / F(2)1dz] + 8 / a(2)|dz .

Y

3. Siy(b) = d(c), es decir si podemos “pegar” (o unir) vy con ¢, entonces

[ fGael = [ @ 1aa+ [ re1az).
5

v+6 Y

4. Sid es una reparametrizacion de v (sin importar si preserva o invierte la orientacion de vy ), entonces

JECIEEN CTEE
5 Yy

[ fGidel = [ 1) 1az).

Demostracion. El inciso 1 es una consecuencia inmediata del inciso 4 de la proposiciéon 3.16 y los incisos
2, 3 y 4 se siguen facilmente de las proposiciones 3.1, 3.2 y 3.3, todas ellas proposiciones de [4], lo cual se
deja al lector verificarlo. |

En particular se tiene que

Salvo por la proposicién anterior, y como sucede en el caso de la integral de linea de campos escalares,
no hay mucho més que decir acerca de este concepto de integral. Por esta razén, ahora nos enfocaremos en
el otro concepto de integral, que sin duda es el mas importante de los dos que veremos.

Como en el caso de la integral por longitud de arco, el siguiente concepto de integral que veremos también
estd muy relacionado con el concepto de integral de linea de campos vectoriales.
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Definicién 3.21 Sean, f =u+iv:Q C C — C continua, y vy =1 +iv2 : [a,0] CR — Q C C una curva
suave por pedazos. Definimos la integral de f sobre (o segin la parametrizacion) v, que denotaremos por

fﬁ/ f(z)dz, como
b
/}@wuz/ﬂﬂmvmm

Lo primero que es importante observar de la definiciéon anterior es que, como

FO@)' (1) = (uw(y(®)) +iv (v(1))) (V1 (1) + iv5(1))
= (u(y(®) () —v (v(1) 72(1))
+i(u(y(0)) 72 (t) + v (v(1) (1),

entonces podemos escribir que

a

Como el lector seguramente estard de acuerdo, si ahora construimos los campos vectoriales (de R? en R?)
F=(u-v):QCR? >Ry G=(v,u): QCR?— R?, usando la definicién 3.5 de [1] (y su notacién), se

tiene que
b
/f

/ﬂz
(w(1(8)) .~ (/1)) - (44 (1), A (8)) it + i

Il
\cr

p\
o
A
—~
0
—~
~+
~—
N
<
—~
-
—~
~~
~—
N
—
—~
=2
—~
—~
~+
~—
2

[ V)

—~
~
~—
N
U
~

b

/bF dt+z/G(7(t)) -~ (t)dt
1/F dv—H/G dr,

en donde recuerde que I' = v([a,b]). Es decir, la integral que acabamos de definir se puede expresar en
términos de la integral de linea de dos campos vectoriales en R?, la misma integral de linea de campos
vectoriales que se definié en célculo.

Tlustraremos la definiciéon anterior con el calculo de una integral que con frecuencia aparecerd en este
texto.

a

Ejemplo 3.22 Sean, zo € C, f: C\ {20} — C definida como

1
zZ— 20

fz) =
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y v :[0,27] = C definida como
v(t) = r(cos(t) +isen(t)) + zo = rexp(it) + zo = re'* + 2.

Como es facil de verificar, v es la parametrizacion de la circunferencia de radio v con centro en zy recorrida
(una vez) en el sentido contrario a las manecillas del reloj. Claramente se tiene que ' (t) = ire para toda

t € [0,2n] de tal forma que
1
/f(z)dz = / dz
zZ— 20
¥ ¥

- / FOr ) ()t
0

1 .,
= | —ireftdt
rett
0
= 2mi.

La relacién que hay entre la integral de una funcién f (de C en C) y las integrales de linea de ciertos
campos vectoriales (de R? en R?) es muy importante pues nos permite formular (y probar) algunas de las
propiedades mas elementales de la integral que acabamos de definir, como las que se dan en la siguiente

Proposicién 3.23 Sean, f,g : Q@ C C — C continuas, v : [a, CR=-QCCyd:[c,d CR—-QCC
curvas suaves por pedazos. Se satisfacen las siguientes propiedades:

1.

[z < [1r@1a.

2. Para cualesquiera o, 5 € C se cumple que

[ @t + sgdz=a [ £z + 5 [ gz)az

Y Y

3. Siy(b) = d(c), es decir si podemos “pegar” (o unir) vy con §, entonces

/f(z)dzz/f(z)dz+/f(z)dz.
vy 5

y+4

4. Si 0 es una reparametrizacion de vy que preserva la orientacion de v, entonces

/f(z)dz:/f(z)dz.
g v

Si 6 invierte la orientacion de vy, entonces
/f(z)dz =— | f(2)d=.
4 v

En particular se tiene que
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Demostracién. Como en el caso de la proposicién 3.20, el inciso 1 es una consecuencia inmediata del inciso
4 de la proposicién 3.16 y los incisos 2, 3 y 4 se siguen facilmente de las proposiciones 3.4, 3.5 y 3.6, todas
ellas proposiciones de [4], lo cual otra vez se deja al lector que lo verifique. |

Como se recordard, una pregunta muy importante con relacion a la integral de linea de campos vectoriales
fue la siguiente: ;bajo qué condiciones la integral de linea de un campo vectorial F' s6lo depende de los valores
inicial y final de una parametrizaciéon v? Como también se recordard la respuesta a esta pregunta se encontrd
en los llamados campos conservativos (o gradiente), aquellos que se pueden expresar como el gradiente de
una cierta funcién escalar.

Pues bien, la misma pregunta también es muy importante para la integral de una funcién f = u + v :
) ¢ C — C y gracias (nuevamente) a la relacién de la integral de f con la integral de linea de los campos
vectoriales (u, —v) y (v,u) podemos dar una respuesta.

En efecto, observe que si los campos (u, —v) y (v,u) son gradientes en la regién (2, esto significa que
existen @, : Q C C — R tales

Vo(z) = (u,—v)(2) vy Vi(z) = (v,u)(2)

para toda z € €. De estas dos identidades concluimos que las funciones ¢ y 1 son de clase C'! en € y ademés
se cumple que
_ %

=

oy

() v )= —vle) =5

dyp
- (2) = u(?) 3y

ox (2)

para toda z € .

Como el lector ya habra notado, las identidades anteriores no son mas que la ecuaciones de Cauchy-
Riemann para las funciones ¢ y ¥ de tal forma que, por el corolario 3.8 se tiene que la funcién g = ¢ + 1) :
Q) C C — C es analitica en Q2 y que ademas

9(2) = 922 +190() = u(z) +iv(e) = £(2)

para toda z € Q.
En resumen, los argumentos anteriores son una parte de la prueba del siguiente

Teorema 3.24 Sea f =u+iv:Q C C — C continua. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. La funcién f tiene una primitiva en Q. Es decir, que existe g : @ C C — C analitica (en ) tal que
g (z) = f(z) para toda z € Q.

2. Para cualquier curva v : [a,b] C R — Q C C suave por pedazos y cerrada (es decir que v(a) = (b)) se

tiene que
/f(z)dz = 0.
5

3. Para cualquier curva v : [a,b] C R — Q C C suave por pedazos, el valor de la integral fv f(2)dz sélo
depende de los valores inicial y final de v (y(a) y v(b)). Es decir, si 6 : [e,d] C R — Q C C es otra
curva suave por pedazos tal que §(c) = y(a) y 6(d) = v(b), entonces

/f(z)dz = /f(z)dz
¥ s
Demostracién. La prueba de que 1 = 2 es la siguiente: observe que

/f(z)dz:/g’(z)dz
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La prueba de que 2 = 3 se deduce rapidamente de la correspondiente implicacién de los incisos 2 y 3 del
teorema 3.1 de [4]. Finalmente, la prueba de que 3 = 1 también se deduce de la implicacién de los incisos 3
y 1 (de la misma referencia) y de los argumentos dados en el parrafo anterior a este teorema. |

El resultado anterior es muy importante, ya que nos permite ubicar una de las preguntas més importantes
del calculo complejo, y como se ha abordado su respuesta. La pregunta la podemos plantear de la siguiente
manera: dada f : Q € C — C, jbajo qué condiciones (sobre f y sobre {2) podemos asegurar que f tiene
una primitiva en 27 Y la manera de buscar la respuesta a esta pregunta es tratando de encontrar bajo qué
condiciones, también sobre f y sobre €2, se satisface la condicién del inciso 2 del mencionado teorema. Y
justo de eso es de lo que trata el resultado que veremos en la siguiente seccién: el teorema de Cauchy.

3.3. El teorema de Cauchy (primera versién)

Una vez definidos los conceptos de derivada e integral para funciones de C en C, ahora desarrollaremos
las herramientas necesarias para poder hacer un analisis mas minucioso de las propiedades de este tipo de
funciones.

Sin lugar a dudas el resultado méas representativo y conocido de la variable compleja es el teorema
de Cauchy. Existen muchas versiones y formulaciones de él y en esta secciéon daremos una de las mas
sencillas. Es importante destacar que con esta versién nos serd suficiente para responder (para cierto tipo de
regiones) la pregunta que planteamos en el parrafo final de la seccién anterior, y también probar una buena
cantidad de propiedades de las funciones de C en C, propiedades que tienen la caracteristica de describir el
comportamiento “local” de este tipo de funciones.

En términos muy generales, el teorema de Cauchy establece condiciones bajo las cuales la integral de
una funcién f (definida en una regién Q C C) sobre una una curva (suave por pedazos) I' C 2 es igual a 0.
La hipétesis sobre la funcién f siempre serd la misma: que sea analitica en 2. En cuanto a la region (2, la
primera versién que veremos sélo requerird justo eso, que sea una regién (es decir, un abierto conexo). Y por
lo que se refiere a la curva I' C ), en esta version supondremos que I' es la frontera de un rectangulo cerrado
R =a,b] x [¢,d] C Q, es decir, que ' = Fr(R) = JR. Por esta razdn, esta primera versién es conocida como
el teorema de Cauchy para rectdngulos o teorema de Goursat>.

Teorema 3.25 (teorema de Goursat) Sean, f : Q@ C C — C una funcidn analitica (en Q) y R =
[a,b] x [¢,d] CQ (un rectingulo cerrado). SiT' = Fr(R) = OR, entonces

[ iz =0,

en donde v es una parametrizacién de I' que la recorre en sentido contrario a las manecillas del reloj (sentido
antihorario).

Demostracién. Para simplificar la notacién, escribiremos que

3 Jean-Baptiste Edouard Goursat (Lanzac, 21 de mayo de 1858 - Paris, 25 de noviembre de 1936). Matemadtico francés mejor
conocido por su versién del teorema de Cauchy. (Fuente: Wikipedia).
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2. d(R) = |(a +ic) — (b+1id)| (la diagonal de R), y

3. I(R) el perimetro de R (o la longitud de T').

El primer paso de esta prueba consiste en subdividir el rectdngulo R en cuatro subrectangulos iguales
RM RA) RG) y R™ (los cuales se obtienen subdividiendo por la mitad a los intervalos [a, b] y [¢, d]). Si vy es

una parametrizacién en sentido antihorario de cada I'y, = OR®), cancelando las correspondientes integrales
sobre los segmentos que comparten los subrectdngulos R*) (ver figura 3.1), se deduce que

[ = [ s+ [ 1@+ [ ez [ s
Y Y1 Y2 T3 Y4
de modo que si usamos la misma notacién que dimos al inicio, para cada subrectdangulo R*) tendremos que

I(R) =T (RM) +1(R®) + 1 (R®) +1(RD).

R = [a,b] x [c,d]

dy—
—_————

| ro || R |

—_— | —

-—

— | e—

N

_— |

| |
d d

a b
Figura 3.1: La subdivisién del rectangulo R = [a,b] X [c,d] en la prueba del
teorema de Goursat.

Por lo tanto, por la desigualdad del tridngulo se concluye que al menos uno de los nimeros I(R*))
(digamos que I(R(M)) satisface que

4

Si repetimos el mismo proceso de subdivisién, ahora con el subrectangulo Ry = R(M), podemos concluir
que existe un subrectangulo Ry C R; tal que

1(R)|

HUSEES

Nétese que siguiendo este proceso de manera inductiva, obtenemos una sucesién { Ry} de rectangulos cerrados
que tienen las siguientes propiedades:

1. Rpy1 C Ry, C R para toda k € N,
2. |1 (Resn)| = [1(Ry)| /4 para toda k € N, y

3. d(Rp+1) =d(Rk) /2 y I (Rg+1) =1 (Rk) /2 para toda k € N.
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Observe que de los puntos 2 y 3 se deduce que

[I(R)| < 4F|I(Ry),

d(Rk) = Qk ) y (33)
(i) =10

para toda k € N.
De la primera identidad se deduce que el didmetro de los rectangulos Ry tiende a 0, de modo que por el
teorema de los rectangulos anidados, existe zy € C tal que

ﬂ Rk = {Zo} .
k=1

Como zg € R C €, entonces f es derivable en zy y por lo tanto, dado € > 0 existe § > 0 tal que

3

|f(2) = f(20) = f'(20)(2 = 20)| < AR)I(R) |z — 2o

para toda z € Bs (20) ;= {2 € C| |z — 20| < 6} C Q.
Ahora observe que la funcién

6(2) = £(z0)z + 5 (0)(z — 20)?

es tal que

9'(2) = f(20) + f'(20) (2 — 20)
para toda z € C de tal forma que, por el teorema 3.24, si 4, es parametrizacién (antihoraria) de dRy, se
tiene que

/ (F(z0) + f'(20) (= — 20))dz = 0

Tk
para toda k € N.
Finalmente, dado que zy € Ry para toda k € N, y que el didmetro de los R tiende a 0, sabemos que
existe N € N tal que si k > N, entonces Ry C Bs (20).
Con toda la informacién anterior, tenemos que si k > N, entonces |z — 29| < d(Ry) para toda z € Ry, C
R C Bs(z9) y por lo tanto

(R = / f(2)dz
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13
< amim ) iz

Ve

d(Rg)l(Ry).-

€
~ d(R)U(R)
Si ahora usamos la desigualdad e identidades de 3.3, concluimos que si k£ > N, entonces
[I(R)| < 4" [I(Ry)|

< 4* d(Rg)I(Ry)

T
= s (o) (5°)

=&

y por lo tanto que

/f(z)dz —I(R)=0
5
como se deseaba demostrar. [ |

Con base en el teorema de Goursat podremos dar una versién un poco més general del teorema de Cauchy.
Sera maés general en cuanto a las curvas sobre las cuales se integrard a la funciéon f, pero a cambio de ello
tendremos que restringir el tipo de regién 2 sobre la cual estd definida; en esta versién {2 sblo podra ser
cualquier disco (o vecindad) de la forma B,.(zp).

Para simplificar la prueba del siguiente teorema, introducimos la siguiente notacién: si z,w € C, denota-
mos por [z, w] al segmento de recta que une a z con w; es decir

[z,w] :={z+t(w—2)|te€]0,1]}.

Teorema 3.26 (de Cauchy (versién local)) Sean, zo € C, r >0y f =u+iv: By(2) CC— C. Si f
es analitica en B, (z0) y v C B.(z0) es cualquier curva cerrada suave por pedazos, entonces

/f(z)dz =0.

Demostracién. De acuerdo con el teorema 3.24, probaremos que f tiene una primitiva en B,.(z), es decir,
que existe g : B.(20) C C — C analitica tal que ¢'(z) = f(z) para toda z € B,(z0).
Supongamos que zg = g + iyp. Para cada z = x + iy € B,(z), llamamos:

1. 7, a la curva suave por pedazos formada por los dos segmentos [z, 2o + ty] v [xo + iy, x + iy], que
empieza en zg y termina en z, y

2. 7, a la curva suave por pedazos formada por los dos segmentos [zg, z + iyo] ¥ [zo + Yo, & + iy, que
también empieza en zg y termina en z.

Como se observa en la figura 3.2 (y se puede probar facilmente), la unién de las curvas v, y v, coinciden
con ser la frontera de un rectdngulo R C B, (2), de modo que, por el teorema de Goursat se tiene que

/f«mcz/}@mc

Con base en lo anterior, definimos g : B,.(2p) C C — C como

o) = [ 10 = [ r0)ac
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————— -
e Yz “Nz=x+1y
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S motiy N
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d d >
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Figura 3.2: Las curvas poligonales 7, y 7y, coinciden con la frontera del rec-

tangulo R.

Ahora veremos que g es una primitiva de f en B,.(2), y para ello probaremos que se satisfacen las
condiciones del problema 5 de este capitulo. Si h € R, con base en el inciso 3 de la proposicién 3.23, se tiene
que

9g 9(z+h) —g(z)
8:c(> 0 h
o1
it [ o fro
U[z,z+h]
—hmf f(Q)d¢
[zz{h]

1

:}llin%/ (m+thydt+zh / (z + th,y)d
0 0

u(z,y) +iv(z,y)

= f(2).
Andlogamente se tiene que
dg (z+ih) (2)
?y(z) h—0 h
—ime | [ s [ o
=y
Yy U[z,2+1h] Ty
L1
= }ILIL% h f(Q)d¢
[z, z+ih]

—zhm /fz—|—tzhhdt
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Por lo tanto, concluimos que g satisface las condiciones del problema 5 y que

g2 = ()= £

para toda z € B,(2g), lo cual prueba que g es una primitiva de f en B, (z). |

El teorema de Goursat (3.25) permite una generalizacién que resultard muy importante, pues con base
en ella podremos dar un resultado un poco mas general a la version anterior del teorema de Cauchy.

Teorema 3.27 Sean, Q C C una region, R C Q un rectdngulo cerrado y z1,...,z, € int(R) (el interior de
R). Sif:Q\{z1,...,2n} CC — C es analitica y

lim (= — z)(2) =0,

Z—rzj

para cada j € {1,...,n}, entonces

en donde v es una parametrizacidn (antihoraria) de T' = OR.

Demostracion. Primero notemos que el rectangulo R se puede subdividir en subrectangulos Ry, ..., R,, de
tal forma que en el interior de cada uno de ellos hay a lo més uno de los puntos z;, para cada j € {1,...,n}
(ver figura 3.3).

RCQ
z1 : : e
. le Rz: Z9
L] : : hd
............................. PSRN
® ® m—1 : Rm
Figura 3.3: Subdivisién del rectangulo R en subrectangulos Ry, ..., R,, tales

que en el interior de cada uno de ellos hay a lo més uno de los puntos z;.

Sean, vy una parametrizacién de R y 7, una parametrizacién de Ry, (para cada k € {1,...,m}), todas
ellas en sentido antihorario. Como en casos anteriores, si hacemos las cancelaciones de la integral de f sobre
los lados comunes de los subrectangulos Ry, sabemos que se cumple que

/f(z)dz:/f(z)dz+~--+/f(z)dz.
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Ry
Rg " Rs Ry
PAEREY
.................. /4 Ne oo v
/ =3 I
- R -
| )
Ry B /R3
.................. . y ...
\.\E_,:/ _
Rg Rl : RZ

Figura 3.4: Los subrectangulos del rectangulo R “generados” al extender los
lados del cuadrado R hasta los lados del rectangulo Ry.

Por la identidad anterior, basta entonces con probar que

/f(z)dz =0

para cada k € {1,...,m}. Nétese que, si Ry es tal que no contiene a ninguno de los puntos z1, ..., z,, €s
decir que Ry C Q\ {z1,...,2,}, por el teorema de Goursat (3.25) se tiene que

/ F(2)dz = 0.

De esta forma, solo restara probar que la identidad anterior también se cumple en el caso en que el rectangulo
Ry, contenga en su interior a s6lo uno de los puntos z; € {z1,...,2,}.
Sea € > 0. De la hipétesis de que lim._,. (2 — z;) f(z) = 0 sabemos que existe 6 > 0 tal que Bj(z;) C

int(Ry) y si 0 < |z — z;| < 6, entonces
€

= %)) < =

Sea R un cuadrado centrado en z; tal que RC Bs(z;). Si “extendemos” los lados de R hasta los lados de
Ry, generamos Ry, ..., Rg subrectangulos de Ry, todos ellos contenidos en Q\ {z1,...,z,} (ver figura 3.4).

Haciendo nuevamente las cancelaciones de la integral de f sobre los segmentos comunes de los subrec-
tangulos Ry,..., ﬁg), y por el teorema de Goursat, se tiene que

/f@ﬂz—/f@wa

en donde 4 es una parametrizacién (antihoraria) de OR. R
Ahora observe que si [ > 0 es la longitud de los lados de R, entonces se tiene que |z — z;| > [/2 para toda
z € OR (ver figura 3.5), de modo que

<
|z — 2]

L2
l

para toda z € OR.
Por lo tanto, tenemos que
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T T T~ ~
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Figura 3.5: La distancia entre cualquier punto z € OR y z; es mayor o igual a
la mitad del lado del cuadrado R.

13
< | ——|d
/8|Z—Zj|z|
¥
e 2
< Z.Z.
<t 7 [
;7'/
e 2
.2
8 1
=¢

de donde conluimos que

Como dijimos anteriormente, esta version del teorema de Goursat nos permite formular y probar una
segunda version del teorema de Cauchy.

Teorema 3.28 Sean, zo € C, r > 0, 21,...,2, € B.(20) v f : Br(20) \ {21,-.-,2n} CTC = C. Si f es
analitica en B.(z0) \ {z1,..-,2n} ¥
lim(z — z)f(2) =0

z—Z

para cada k € {1,...n}, entonces para cualquier curva cerrada suave por pedazos v C By(z0) \ {#z1,--.,2n}
se tiene que

/f(z)dz = 0.

y

Demostracién. La prueba de este teorema consiste en construir una primitiva de f en la regién B,.(zq) \
{#z1,...,2,} de forma andloga a c6mo lo hicimos en la prueba del teorema 3.26.

Como en esa prueba, si fijamos un punto zg € B,(29) \ {#1,.-.,2n}, la construccién de esta primitiva se
basa en el hecho de que para cualquier otro punto z en el mismo conjunto, siempre existe una curva poligonal
(es decir, una unién finita de segmentos de recta) de lados paralelos a los ejes que une a zg con z.

Tomando en cuenta lo anterior, la funcién primitiva g que buscamos se define como

o) = [ 1)z
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en donde v, es una de estas curvas poligonales.
Apoyados en la versién més general del teorema de Goursat se prueba que si 7, es cualquier otra de estas
curvas poligonales que une a zg con z, entonces se satisface que

maszww.

Desafortunadamente esta prueba (aunque intuitiva y geométricamente es muy clara) es muy elaborada, razén
por la cual no la incluimos.

Finalmente, la prueba de que la funcién g asi definida es una primitiva de f es completamente analoga
a la correspondiente prueba que se hizo en el teorema 3.26. |

A partir de esta sencilla versién del teorema de Cauchy podremos deducir importantes propiedades de
las funciones analiticas, y la primera de ellas es una muy importante: la formula integral de Cauchy. En
términos muy generales, esta féormula establece que una funcién analitica estd completamente determinada
por sus valores sobre una curva.

A fin de formular este resultado, primero introduciremos un importante concepto relacionado con las
curvas sobre las cuales estamos integrando: el indice de un punto zg € C con respecto de una curva cerrada
suave por pedazos vy (que no pasa por zp).

Intuitivamente, el indice de un punto zy respecto de una curva v : [a,b] C R — C no es més que una
manera de “contar” el nimero de veces que la curva cerrada “rodea” al punto (incluyendo la direccién en la
que hace este rodeo, la cual estd determinada por el signo de este nimero).

Y sin duda una manera de contar este nimero de veces es fijandonos en la forma en que varia el argumento
de y(t) — zp conforme ¢ varfa en [a, b]. Observe que una “vuelta” completa de « alrededor del punto z implica
una variacién de tamafio 27 del argumento de v(t) — zo.

Ahora, si recordamos que arg(y(t) — zp) es la parte imaginaria de la rama principal de log(y(t) — z0) y
que esta funcién es una primitiva (en ciertas regiones) de la funcién 1/(z — zp), todo parece indicar que el
rango de variacion de la funcién arg(vy(t) — zp) se puede “recobrar” integrando dicha funcién sobre la curva
~. En el problema 38 el lector probard un resultado que justifica esta afirmacion.

Tomando en cuenta la motivacion anterior, para poder justificar la definicién que daremos del concepto
de indice, primero necesitaremos probar el siguiente

Lema 3.29 Sean, v : [a,b] C R — C una curva cerrada suave por pedazos, y zo € C\ 7. La integral

1
/ dz = 2kmi
Z— 20
ol

para alguna k € Z. Fs decir, dicha integral es un multiplo entero de 2mi.

Demostraciéon. Aun cuando en la motivaciéon que dimos en los parrafos anteriores hablamos de la primitiva
de la funcién 1/(z — zp), en el problema 28 el lector probard que dicha primitiva no existe en C\ {z0}
(afirmacién que por cierto, estd directamente relacionada con la afirmacién de este lema).

Por lo anterior, haremos uso de la funcién que se obtiene a partir de la integral que deseamos calcular;
sea h : [a,b] C R — C definida como

xr
/
h(z) = / O g
(

t) — 20

a

Sabemos que h es continua en [a, b], y dado que v’ es continua en [a, b], salvo por un ntimero finito de puntos,
entonces h también es derivable en [a, b], salvo por el mismo nimero finito de puntos, y ademas

L @)
P = -

Ahora consideremos la funcién g : [a,b] C R — C definida como
9(x) = exp(=h(z))(7(z) = 20).
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Nuevamente se tiene que g es continua en [a,b] y derivable en [a,b], salvo por el multimencionado ntimero
finito de puntos, y ademas

g'(x) = exp(=h(x))y (z) — I'(x) exp(—h(2))(v(x) — 20)
= exp(—h(z))y'(x) - M exp(—h(z))(v(z) = 20)
=0.

Por lo tanto, g debe ser una funcién constante, de modo que g(b) = g(a), es decir que

exp(—h(b))(v(b) — z0) = g(b)
= g(a)
= exp(—h(a))(v(a) — 20)
= exp(—0)(v(a) — 20)
) .

Si ahora recordamos que y(b) = «y(a), concluimos que exp(—h(b)) = 1 de modo que por el inciso 5 de la
proposicién 2.14 del capitulo 2 se tiene que existe k € Z tal que

b

/

/ L 4 :/Vi(t)dt = h(b) = 2knmi
z— 2z y(t) — zo

¥ a

que es lo que deseabamos demostrar. |

Con base en el lema anterior, damos la siguiente

Definicién 3.30 Sean, v : [a,b] C R — C una curva cerrada suave por pedazos, y zo € C\ 7. Definimos el
indice del punto zog con respecto a la curva vy, que denotamos por n(7y, zg), como

1 1

2w ) z— 2z
v

dz.

n(vy, z0) =

Con relacién a este concepto, formularemos un par de propiedades (geométricamente muy evidentes) y
para su prueba usaremos dos hechos topol6gicos muy conocidos: si v : [a,b] C R — C es una curva cerrada
y suave por pedazos, entonces:

1. el conjunto C\ v es una unién de regiones, es decir, una unién de conjuntos abiertos y conexos, y sélo
una de ellas es no acotada (estas regiones son las llamadas componentes conexas de C \ ), y

2. en todo conjunto abierto y conexo (en particular en toda componente conexa de C\ ), cualquier par de
puntos se pueden unir por una poligonal; es decir, si 2 es una componente conexa de C\ vy z,w € Q,
entonces existen zy,...,z, € Q tales que

[2,21] U [z1,22] U+ U [z, w] C Q.

Una vez aclarado lo anterior, formulamos la siguiente
Proposicién 3.31 Sean v : [a,b] C R — C una curva cerrada suave por pedazos.

1. Sizp € C yd >0 son tales que vy C Bs(zg), entonces n(y,w) = 0 para toda w ¢ Bs(zp).
2. Si z,w € C pertenecen a la misma componente conexa de C\ v, entonces n(y,z) = n(y,w).

3. Si z pertenece a la componente conexa no acotada de C\ ~, entonces n(~,z) = 0.

J. Péez



3.3. EL TEOREMA DE CAUCHY (PRIMERA VERSION) 77

Figura 3.6: Si w ¢ Bs(zg), siempre existe yo € [0,27) tal que Bs(zp) C
C\ {w + r(cos(yo) + isen(yo))}-

Demostraciéon. Para la prueba del inciso 1 observe que si w ¢ Bs(z), entonces siempre existe yo € [0, 27)
tal que
Bs(z0) € €\ {w + 7 (cos(yo) + isen(yo)) | r = 0} (3.4)

(ver figura 3.6).
De la contension anterior se concluye que la curva 7y estd dentro del dominio de analiticidad de la funcién

log,, (¢ —w), y como
1
log;m ((—w)= C—iuﬂ

1
—d(=0
[
¥
y por lo tanto que n(vy,w) = 0.
Para la prueba del inciso 2, sabemos que si z y w estdn en la misma componente conexa 2 de C \ 7,
entonces existen zq,...,z, € Q tales que

se tiene que

[2,21] U [21,22) U -+ - U [z, w] C Q,

de modo que bastard con probar que si z y w son tales que [z, w] C Q, entonces n(v, z) = n(y,w) (ver figura
3.7).

e

" Bs(z0)

Figura 3.7: Si z y w estan en la misma componente conexa de C \ 7, existe
una poligonal dentro de ella que los une.

Para probar lo anterior, recurriremos a la transformacion de Mobius analizada en el ejemplo 2.7 del
capitulo 2, definida como
(—=z

T()= 2=

Como se mostré en ese ejemplo, se tiene que T'([z,w)) = (—00,0] C R de tal forma que T(C\ [z,w]) C
C\{z € R|z <0} y por lo tanto la funcién logo T estd bien definida en C\ [z, w], donde recuerde que log
es la rama principal del logaritmo.
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Ahora, derivando la funcién log oT se tiene que

(logoT)" (¢) = log'(T(¢))T'(¢)
1 Z—w

T(¢) (¢ - w)2
¢

—w Z—w

(=2 ((-w)’
T2 —w)

(C—w)—(¢(—2)

C—2) (¢ —w)

de modo que, como v C C\ [z,w], por el teorema 3.24 sabemos que

0:/(<1z_<1w)d<

Y

y por lo tanto que

1 1 1 1
n(%z):%/c_zdﬁz %/mdgzn(%w).
vy v

Para la prueba del inciso 3 primero recordemos que, como y es un conjunto compacto, sabemos que existe
r > 0 tal que v C B,-(0). Por tanto, si w ¢ B,(0) por el inciso 1 sabemos que n(vy,w) = 0, y por el inciso 2,
si z pertenece a la componente no acotada de C\ v (aun si z € B,.(0), como en la figura 3.8), se tiene que
n(v, z) = n(vy,w) = 0 que es lo que se deseaba demostrar. |

—_—_—

" Bs(z0)

Figura 3.8: Como z y w estan en la componente conexa no acotada de C\ v,
se tiene que n(y,z) = n(y,w) = 0.

Como dijimos en parrafos anteriores, ya contamos con todo lo necesario para formular y probar un
teorema a partir del cual podremos probar una buena cantidad de propiedades (“locales”) de las funciones
analiticas: la formula integral de Cauchy.

Aun cuando el teorema 3.28 nos permite dar una versién mas general de la férmula integral de Cauchy (la
cual enunciaremos al final de este capitulo), por ahora s6lo probaremos la versién para funciones analiticas
en un disco By (zp).

Teorema 3.32 (férmula integral de Cauchy (en discos)) Sean, 20 € C, >0y f: B,.(z) C C— C.
Si f es analitica en B,.(20) y v C Br(20) es cualquier curva cerrada suave por pedazos, entonces

) f) = 5 [ L
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para toda z € By(29) \ 7.

Demostracién. La prueba de este teorema es inmediata a partir del teorema 3.28. Sea z € B,(zo) \ 7;
definimos F': B,(z) \ {z} € C — C como

F(Q: f(Cg:z(z)
Yaaue © - £(2)
z — 11 _ZM— 1m — z ==
tim (¢ = 2)P(0) = lim(¢ — 9 XD i 50) - 1129) =0,

—z
¥ ¥
y por lo tanto
Q) . [ f(z)
[ [
v ¥
=) [ ¢

de donde se sigue la identidad que se desea probar. |

Noétese que, si en la férmula integral de Cauchy tomamos z € B,.(zp) \ v tal que n(y, z) = 1, entonces se
obtiene la identidad

5

la cual da lugar a una primera interpretacién muy destacable: el valor de la funcion f en aquellos puntos
de su dominio que satisfacen que n(v,z) =1 (que podemos decir que son los que estin “dentro” de vy), estd
determinado por los valores de f sobre la curva . Sin duda esta es una caracteristica muy importante de
las funciones analiticas que jugard un papel muy relevante en el andlisis de las “propiedades locales” que
haremos en el siguiente capitulo.

Sin embargo, no es necesario esperar hasta entonces para mostrar una aplicacion muy importante de la
identidad 3.5. Observe que, si en esta identidad hacemos (t) = re® + zg, con t € [0,27], y z = 2, entonces
se tiene que

f(Zo) =

2m C — zo

L[ flre" +20). 4
= — [ I——Zireitdt 3.6
27ri/ ret e (36)

—/fre + 20)d

la cual es una identidad que se conoce como la formula del valor promedio y a partir de la cual se pueden
obtener importantes resultados, como es el caso del principio del médulo mdzimo, el cual probaremos a
continuacion.
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Teorema 3.33 (principio del médulo maximo) Sea f : @ C C — C analitica. Si zo € Q es tal que
|f(2)] <|f(20)| para toda z € 2, entonces f es constante en §Q.

Demostracion. En este resultado es muy importante el hecho de que €2 sea una regién (un abierto y conexo)
y seguiremos una estrategia que en el siguiente capitulo volveremos a usar.

Observe primero que, si |f(zo)| = 0, entonces se tiene que |f(z)| = 0 para toda z € Q y por lo tanto que
f es la constante 0, en cuyo caso se cumple la afirmacion del teorema.

Si |f(z0)] > 0, definimos dos subconjunto de € de la siguiente forma:

Ur={z€Q|[f(z) = [f(20)l},

y
Uy ={z€Q|f(2)] <[f(z0)[}.

Es facil verificar las siguientes propiedades de Uy y Us:

1. Q=U, UUs,.

2. U1 n U2 =g

3. 29 € Uy y por lo tanto Uy # @.

Adicional a estas propiedades, también probaremos que U; y Us son abiertos, lo cual nos llevard a
la conclusion de que U; = @, pues en caso contrario se tendria que () seria disconexo, lo cual es una
contradiccién.

Empezaremos por probar que U; es un conjunto abierto. Sea z € U; C €2; como {2 es abierto, sabemos
que existe r > 0 tal que B.(z) C Q. Probaremos que B,.(z) C U;. Si esta contensién no se satisface, entonces
existe w € By(z), w # z, tal que |f(w)| < |f(z0)]; sea 0 <1’ =|w —z| < r.

Por la férmula del valor promedio 3.6 sabemos que

f(z) = — /f(r’e” + z)dt
de modo que

27
1 /it
— )| dt.
2 / 7’6 + z ‘

0

Por otra parte, dado que w = 7’e? + z para alguna t’ € [0, 27], entonces ‘f(r’e“/ +2)| = |f(w)] < |f(20)],

y como | f(r'ett + z)| es una funcién continua de ¢, podemos concluir que

2
or [ lr07e s )] d < —/|f ) = 1 (z0)l.
0

Ahora, como z € Uy, se tiene que |f(29)] = |f(2)], y por lo tanto

| (z0)] = If(Z)I

IN
[~
\
=
ﬁ\
mﬁ
_|_
Z\z

< |f(20)|7

lo cual es imposible, por lo que concluimos que B,.(z) C Uy y que U; es abierto.
Ahora tomemos z € Uy C ; nuevamente, como €2 es abierto sabemos que existe r > 0 tal que B,.(z) C Q.
Por otra parte, como |f(z)| < |f(z0)|, por la continuidad de la funcién |f|, existe 0 < ¢ < r tal que
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|f(w)| < |f(20)| para toda w € Bs(z) de tal forma que podemos concluir que Bs(z) C Uz y por lo tanto que
U, también es abierto.

Como ya mencionamos, dado que € es conexo y Uy # @, entonces se debe tener que Q2 = Us lo que
implica que f es tal que |f(z)| = |f(20)| para toda z € Q, es decir, que f es de médulo constante en 2. Por
lo tanto, por el problema 7 concluimos que f es constante en (2. |

El teorema anterior tiene un corolario muy importante y su prueba es muy sencilla (razén por la cual se
deja al lector).

Corolario 3.34 Sea K C C un conjunto compacto tal que int(K) es conexo. Si f : K C C — C es continua
en K y analitica en el int(K), entonces |f| alcanza su valor mdximo en K en un punto de la frontera de K.

Como mencionamos anteriormente, concluimos este capitulo con la version méas general de la férmula
integral de Cauchy. Como la prueba de esta versién es muy similar a la del teorema 3.32, la dejamos como
un problema para el lector.

Teorema 3.35 Sean, z0 € C, r >0, 21,...,2, € By(20) y f : Br(20) \ {21, .., 20} C C — C analitica. Si

lim (z — z;) f(2) =0

Z—rZk

para k € {1,...,n}, yv C Br(20) \ {#1,---,2n} €s cualquier curva cerrada suave por pedazos, entonces

) f) = 5 [ L

para toda z € By(z9) \ (YU {z1,...,2n}).

3.4. Problemas

1. Sean, f: Q2 C C — Cy zy € Q2. Pruebe que f es derivable en zj si y sélo si existe una funcién polinomial
de grado uno de la forma

p1(z) = a(z — z0) + f(20)
tal que
i L) —pz)

Z—Z20 Z— 20

=0.
Muestre que en ambas implicaciones se concluye que f'(z) = a.

2. Sean, g: QCC—C, f:QcC— C tal que f(Q) CQ,yz€ Q. Pruebe que: si f es continua en z
y g es derivable en f(zg) € €2, entonces la funcién h : Q@ C C — C definida como

% si f(z) # f(20)
h(z) =

9' (f(20)) si f(z) = f(z0)
es continua en z.

3. Pruebe que f(z) = |z| no es complejo derivable para ninguna z € C. ;jSe puede decir lo mismo para

F2(2)?
4. Sea f(z) = 2%/ |2|" para z £ 0y f(0) = 0. Prucbe que:

a) siu=Re(f(z)) y v=Im(f(z)) entonces u y v satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en
z=0.

b) if es (complejo) derivable en z = 0?7
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¢) f es real-diferenciable en z = 07
5. Sea f: Q) C C — C. Para cada z € (2, definimos
of fz+h)—f(2) of f(z+ih) — f(2)
) = lfm 2T IR ) = lfm D2 TS
ox (2) s h A (2) 50 h
en donde h € R. Pruebe que, si g—;Z y g—i existen y son continuas en €, y se satisface que
af Of
8790(2) = —Z@(z)
para toda z € €, entonces f es analitica en €.
6. Sea f(z) = f(z +iy) = u(z,y) + iv(z,y) para z en una regién Q@ C C. Pruebe que:
a) si f es analitica en Q y a-u(z,y) +b-v(x,y) = ¢ para toda z = x + iy € ), donde a,b,c € R son
tales que a? + b2 > 0, entonces f debe de ser una contante.
b) iel resultado del inciso anterior sigue siendo cierto si las constantes a,b y ¢ son complejas?
7. Sea f: Q) C C — C analitica en 2. Pruebe que:
a) Si f'(z) = 0 para toda z € Q, entonces f es constante en (2.
b) Si f(z) € R para toda z € Q, entonces f es constante en €.
¢) Si|f(z)| es constante para toda z € ), entonces f es constante en ().
8. Sean f,g:Q C C — C analiticas en 2. Pruebe que si Re(f(z)) = Re(g(z)) para toda z € §, entonces
f y g difieren por una constante (imaginaria pura).
9. Sean Q ={z€ C|Re(z) >1}y f:QCC — C analitica en Q. Si f(z) = u(z) +iv(z) y
Ju v
hathed (2 =0
5+ 52
para toda z € Q, pruebe que existen ¢ € Ry d € C tales que f(z) =icz + d para toda z € Q.
10. Sea Q C C, una regién. Definimos Q = {z € C |z € Q}.
a) LQ es una regién? Identifique geométricamente a €.
b) dada f:Q C C — C, definimos g : Q C C— C como g(z) = f(z). Pruebe que: f es analitica en
Q si y sélo si g es analitica en €.
11. Sea f =u+iv: Q C C — C dada en términos de coordenadas polares (r,#), y analitica. Pruebe que
las ecuaciones de Cauchy-Riemann, en términos de las coordenadas polares, estan dadas por
Ou 10v ov  10u
or  rob Y or  rob
12. Sea f: Q C C — C. Pruebe que:
a) Si f es continua en 0y f(z) = f(22) para toda z € C, entonces f es constante.
b) Si f es analitica en C, f’ continua en 0, y f(2z) = 2f(z) para toda z € C, entonces existe ¢ € C
tal que f(z) = cz para toda z € C.
13. Sea f: Q@ C C\ {0} — C analitica en la regién Q, tal que f'(z) = 1/z para toda z € €. Pruebe que

existe ¢ € C tal que exp(f(z) + ¢) = z para toda z € Q. ;jExiste f analitica en Q@ = C\ {0} tal que
f'(z) = 1/z para toda z € Q7
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

J. Péez

Sea u: Q C C — R de clase C? en €. Decimos que u es armdnica en Q si el laplaciano de u (V2u) es
igual a cero para toda z € (), es decir que

0%u 9%u
2 = —_— — p—
Viu(z) = 52 (z) + 92 (2)=0

para toda z € €.
Pruebe que, si v : 2 C C — R armoénica en €2, y definimos f : 2 C C — C como

entonces f es analitica en 2.

Dada u : © € C — R, definimos @ : Q& € C — R (en donde Q es como en el problema 9) como
(z) = u(z). Pruebe que: u es arménica en € si y sélo si 4 es armoénica en €.

Sea u: Q2 C C — R de clase C! en Q. Decimos que v : Q2 C C — R de clase C' en Q es una conjugada
armonica de u en §2 si la funciéon f = u + iv es analitica en 2.

Sea u(z,y) = ax® + bx’y + cxy® + dy3, con a,b,c,d € R. ;Bajo que condiciones sobre a, b, c y d se tiene
que u es arménica (en C)? Encuentre una conjugada armoénica de u (en C).

Sea u : 2 C C — R armoénica en el abierto Q y zg = xg + iyg € Q. Pruebe que, si B,(z9) C Q y
v : Br(20) C C — R esta definida como

Y

ou [ du
o) = [ Gttt — [ St i,

Yo Zo
entonces v es una conjugada armonica de u en B,.(zg).

Sea u : Q C C — R dada en términos de coordenadas polares (r,6) y de clase C? en Q. Pruebe que el
laplaciano de u (V2u) estd dado por

v? 82u+18u+ 1 9%u
U= 5+-—7+ 5575

or?2  ror  r?00?
Muestre que:

a) u(r,0) =12 cos(20) es arménica en C y encuentre una conjugada armoénica v(r,d) de u en C.
b) u(r,0) =1In(r) es arménica en C\ {0}. ;Existe una conjugada arménica v(r,d) de u en C\ {0}?
Argumente su respuesta.

Siy(t) =€, t €[0,27] y f es una funcién continua sobre la circunferencia unitaria, pruebe que

/f(z)dz = —/%2%2.

Sea ~y(t) = re’, t € [0,27]. Si f es continua sobre v, pruebe que:

/f(z) \dz| = w/@dz.

Sean, f: Q C C — C tal que f’ es continua en Qy v C Q una curva cerrada suave por pedazos. Pruebe
que:

Re /mf'(z)dz =0.
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23. Pruebe que, si |a| # R entonces

/ |dz| < 2rR
|z —al |z + al ‘R2—|a|27

TR

en donde Yg(t) = Re' con t € [0, 27].
24. Pruebe las siguientes afirmaciones:

a) Si f estd definida y es continua en una vecindad del 0, pruebe que

2m
lim [ f(re®)dt = 27 £(0).

r—0
0

b) Si f estd definida y es continua en una vecindad del punto a, pruebe que

lim Mdz =27if(a),

r—0 zZ—a
Ir

en donde 7,.(t) = a + re® con t € [0, 27].
25. Si f estd definida y es continua en Bg(a) \ {a} y

lim(z —a)f(z) = A4,

z—a

pruebe que

r—0

h'm/f(z)dz =iAa,
Y

en donde v, (t) =a+re? cont € [0,a] y 0 < a < 2.

26. Si f estd definida y es continua para |z| > R >0y

lim@ A

= )
zZ— 00 Z

pruebe que
lim [ f(2)dz = —iAa,
T,

en donde I',.(t) = re’ cont € [0,a] y 0 < a < 2.

27. Si f estd definida y es continua en la semi-banda horizontal [zg, c0) X [0, k] y
lim f(x+iy)=A
r—00

para cada y € [0, h], pruebe que
lim [ f(2)dz = iAh,
ﬁ$
en donde 3, (t) = x + it con t € [0, h).

28. Sean, zp € €, una regién. Pruebe que la funcién f(z) = 1/(z — zp) no puede tener una primitiva en la
region 1\ {z0}.
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29. Sean, f : @ C C — C continua, ¢ : Q € C — C tal que ¢’ es continua en €2, o : [a,b) C R — Q) una
curva suave por pedazosy v = goo. Siy C (), pruebe que

[ 11z = [ 6 ©c
0% o
30. Sea f:Q C C — C tal que f’ es continua en la regién 2. Pruebe que:
a) Siyo € Ry wy € C son tales que f(z) € C\ {wo + r(cos(yo) + isen(yp)) € C | r > 0} para toda
z € (1, entonces
/
/ 7f (2) dz=20
f(z) —wo
¥
para toda v C §2 curva cerrada suave por pedazos.
b) Si|f(z) — 1| <1 para toda z € 2, entonces
/
/ &) o
f(z)
¥
para toda v C §2 curva cerrada suave por pedazos.

31. Sean, f : Q C C — C tal que f’ es continua en Q, A C € conexo, yo € Ry wg € C. Pruebe que, si
f(z) € C\{wo +r(cos(yo) +isen(yo)) € C|r > 0} para toda z € A, entonces existe 2 C 2 una regién
talque ACQy

!
/ Sy
f(z) —wo
y
para toda v C Q) curva cerrada suave por pedazos.
32. Sea p(z) un polinomio y 7 la circunferencia de radio R con centro en a € C, recorrida en sentido
positivo. Pruebe que:
/p(z)dz = 27miR*p/(a).
¥
33. Sea 2 =C\[0,1] y f:Q C C— C definida como f(z) =1/z(z — 1). Pruebe que:
/ f(z)dz=0
¥
para toda curva cerrada suave por pedazos vy C (2.

34. Sean 27 y €5 dos regiones en C tales que €7 N Qs es conexo. Suponga que f : Q3 U Qs — C es una
funcién continua tal que f,y f(z)dz =0 para today C Q1 y f,y f(2)dz = 0 para toda v C Q3 (en ambos
casos, v curva cerrada suave por pedazos). Pruebe que f,y f(z)dz = 0 para toda v C € U Qs (v curva
cerrada suave por pedazos). Muestre con un ejemplo que la hipétesis de que €5 N Qg es conexo es
indispensable.

35. Muestre que el teorema 3.25 se puede probar usando el teorema de Green si se supone que f es continua
en €.

36. Decimos que 2 C C es una region estrellada si existe zg € C tal que el segmento [zg, z] C Q para toda

J. Péez

z € Q. Pruebe que, si f: Q C C — C es tal que f’ es continua en 2, una regién estrellada, entonces la
funcién F :  C C — C definida como

Pl) = / F(2)dz = /f(zo +t(z — 20)) (2 — 20)dt
[ 0

20,2]

es una primitiva de f en . (Sugerencia: use el teorema 3.5 de [1]).



86 CAPITULO 3. DERIVADA E INTEGRAL EN C

37. Pruebe que los teoremas 3.28 y 3.35 se pueden generalizar a una cantidad infinita de puntos A =
{#1,..+y2n,...} C By(20), siempre y cuando A no tenga puntos de acumulacién en la bola B, (zp).

38. Sean, yp € R, 29 € C y v : [a,b] € R — C una curva suave por pedazos tales que v C C\ {zp +
r(cos(yo) + zsen(yo)) C | r > 0}. Pruebe que

Im / _1 dz | =i(arg(vy(b) — 2z9) — arg(y(a) — 20) + 2km),
z Z0

¥
para alguna k € {—1,0,1}. Interprete geométricamente.

39. Sean, f: Q C C — C tal que f’ es continua en Q, 29 € Q 'y
por pedazos, tales que f(y(t)) # f(z0) para toda t € [a,b]. S

n(¥, f(zo)) 27m/f

40. Sean, f: Q CC —C, z € Qyr>0tal que. B.(29) C €. Pruebe que si f es analitica en €, entonces
existe ¢ : B,(20) C 2 — C analitica tal que ¢'(z) = f(z) para toda z € B,.(z) (es decir, “localmente”,
toda funcién analitica en una regién €2 siempre tiene una primitiva).

[a,b] C R — Q C C una curva suave

vy
i4 = fo~, pruebe que

41. Sea v C €2 una curva suave por pedazos. Pruebe que existe 4 C {2 una curva formada por segmentos
paralelos a los ejes, cuyos puntos inicial y final de 4 son iguales al punto inicial y final (respectivamente)
de 7, y tal que para cualquier funcién f : Q C C — C analitica en €2, se satisface que

/f(z)dzz/f(z)dz

42. Sean, f,g: ) C C — C analiticas tales que f’ y ¢’ son continuas en 2. Pruebe que:

a) Si~:la,b] = Q es una curva suave por pedazos, entonces

/ F(2a(2)dz = FB)a(() - F(r(@))g(r(a)) - / f(2)g/(2)dz.

B

b) Si~y:[a,b] — Q es una curva cerrada suave por pedazos, entonces

/f dz—/f

¢) Si Q= B,(2), z1,22 € Q, y v C Q\ [21, 22] es una curva cerrada suave por pedazos, entonces

from(:

en donde log es la rama principal del logaritmo.

> dz = 2mi(n(y, 22) f(22) — n(vy, 21) f(21)),

43. Sean, v una curva cerrada suave por pedazos, y 2o, wo € C\ 7. Calcule el valor (en términos de n (7, zo)

y n(v,wp)) de la integral
/ ! dz
(z — z0)™(z — wp)

~

para toda n € N (sugerencia: use fracciones parciales e induccién).
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44. Sea (t) = re't, t € [0,2n]. Calcule la integral
/ |dz]
|z —al*
gl
en donde |a| # r. (sugerencia: recuerde que 2z = |z|> 0 Z = |z|> /2 y use el problema 21).
45. Sean f,g: Q C C — C analiticas sobre la regién  y continuas sobre ), compacto, tales que f(z) = g(z)

46.

J. Péez

para toda z € Fr(Q). Pruebe que f(z) = g(z) para toda z € Q.

Pruebe el teorema 3.35.
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Capitulo 4

Funciones analiticas: propiedades
locales

El objetivo de este capitulo es mostrar una buena cantidad de propiedades de las funciones analiticas,
las cuales tienen la peculariedad de referirse al comportamiento “local” de éstas. Y otro objetivo no menos
importante que el anterior, es mostrar que todas estas propiedades se pueden probar a partir de una versién
“sencilla” (en términos de su formulacién) del teorema de Cauchy, que es la versién para un disco que
desarrollamos en el capitulo anterior.

4.1. Derivadas de orden superior

La primera propiedad local que destacaremos de las funciones analiticas es la siguiente: si una funcién
f es derivable en todos los puntos de un disco, entonces tiene derivadas de todos los 6rdenes en el mismo
conjunto. La motivacién de este resultado se da a partir de la formula integral de Cauchy vista en el capitulo
anterior.

Como se recordard, la férmula integral de Cauchy establece que, si f es analitica en un disco de la forma
Bs(z0) y v C Bs(z0) es una curva suave por pedazos, entonces

) ) = 5 [ L

para toda z € Bs(2).

Pues bien, si analizamos con cuidado la expresion de la derecha notaremos que ésta se puede ver como
una funcién de la variable z definida en C\ v, y ademds dicha funcién serd derivable (recuerde que el indice
n(v, z) es constante en cada una de las componentes de C\ v); es decir, si escribimos que

F(z):;i/cf(_ozdg

se tiene que F es derivable en C\ v y ademds también se tendra que F'(z) = n(y, z) f'(2).

Como el lector estard de acuerdo, a partir de la observacién anterior, la pregunta interesante es si se
podra derivar a F' directamente de la expresion integral que la define, y como el lector recordara de sus
cursos de calculo, esto es posible en el caso en que la funcién f (vista como funciéon de R? en R?) sea de clase
C' en su dominio y ademaés se tendrd que

Lo que mostraremos es que en efecto la formula anterior es cierta y que ademaés se puede probar sin la
hipotesis de continuidad de f’. De hecho, apoyandonos en el mismo argumento, mostraremos que la funcién

89
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F tiene derivadas de todos los érdenes y que éstas se pueden calcular de la misma menera que calculamos la
primera.

A fin de formalizar todo lo anterior, empezaremos por definir lo que llamaremos derivadas de orden
superior de una funcién f, definicién que sin duda resultard muy familiar para el lector.

Definicién 4.1 Sean, f : QCC —-C, z0 € Qyn e N. Sir > 0 es tal que B,-(z9) C Q y la n-ésima derivada
de f existe para todo z € B,(29), definimos la n + 1 derivada de f en zy , que denotamos por f+1)(z),

como
F ) (20) := lim f() ~ f(”)(zo).
zZ—20 zZ— 20

Lo siguiente que haremos serd probar un importante resultado formulado por Ahlfors (lema 3 del capitulo
4 de [1]) con el cual formalizamos las afirmaciones que hicimos en los parrafos anteriores acerca de la funcién
que denotamos por F', y que es la base sobre la cual se apoyan muchos de los resultados que probaremos en
este capitulo.

Con el fin de hacer més accesible este resultado, lo dividiremos en dos partes. La primera parte la
formularemos en el siguiente

Lema 4.2 (Ahlfors) Sea v C C una curva suave por pedazos. Para cada n € N y cada ¢ : v C C — C
continua (en y) la funcion F,, , : C\ v — C definida como

_ [ 90
FnﬂP(Z)_/(C_Z)ndC

Y

es continua en C\ 7.

Demostracién. Primero observemos que, si zg € C\ 7, existe r > 0 tal que B,.(z9) C C\ v de modo que si
|z — z0| < r/2, entonces |¢ — z| > r/2 para toda ¢ € v (ver figura 4.1), y por lo tanto, si m,n € N se tiene

e
‘/ i< () () / P01 14¢] @)

Figura 4.1: Si B,(20) C C\ vy |z — 20| < r/2, entonces | — z| > /2 para
toda ¢ € 7.

Notese que si hacemos

M Z/\w(C)l dc].

entonces M = 0 si y sélo si ¢ es la funcion constante 0.
Ahora probaremos que para cada n € Ny cada ¢ : v C C — C continua (en 7), la funciéon F, , es
continua en C\ 7 y esta prueba la haremos por induccion.
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Seapuesn =1y p:7v C C — C cualquier funcién continua sobre v que no sea la constante 0 (si ¢ fuera
la constante 0, entonces F , también es la constante 0 y la afirmacién es inmediata). De la definicién de la
funcién Fy , se tiene que

- /go(@(cizg_l%)dc

Y

1z — 2| /(C_f)((?_%)dc
<'Z‘Z°'/|< i
<z ) / () (3) 1wt iac
<|z—zO|E;) JATGI

de modo que, dado & > 0, si tomamos § = (er?)/(2M) y 0 < |z — 29| < §, entonces

FuLol) - Fieol <l = sl (5 ) [ et 1ag

<(2:)(3) [wona

=€
lo que prueba que F} , es continua en 2.
Supongamos ahora como hipétesis de induccién que F, 4 es continua en C\ v para cualquier funcién

continua sobre 7. Probaremos que Fj,11 , es continua en C\ v para cualquier funcién ¢ continua sobre .
Observe que, como

2)

i ECZ())Z(Zf(zC))"“ e /

:/[(C—z)+( _Z;)),lﬁ(odc—/ _wig)nﬂdc

s o) = Fusnoton) = [ 2 - / e
Y

(€= 20) (€ -

si hacemos
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la cual es claramente una funcién continua en -, de la identidad anterior se tiene que

Fn+17¢(2) — Fn-l—l,ga(ZO) = Fn7¢(2’) — Fn,'t/)(ZO) + (Z — ZO) / (C _ Z):LO'Ef)(C _ ZO)dC (42)

Si ahora vemos que, por la desigualdad 4.1 se tiene que

©(¢) 2"
/(C— do) < 7‘"+1M

S €= (= =0)

para toda z € B, 2(20) C C\ v, por la hipétesis de induccién (aplicada a la funcién F, ;) concluimos que

©(¢)

lim (F, —F, = lim (F, - F, li — d
i (Fusr.o2) = Funoleo) = Jim (Fugle) = FrolGo) + lim o —20) [ oo Bip e

= Fn,w(ZO) - Fn,w(ZO) +0

=0
y por lo tanto que Fj, 11, es continua en z. |

Una vez probado este lema, podemos formular el siguiente

Teorema 4.3 (Ahlfors) Sea v C C una curva suave por pedazos. Para cada n € N y cada ¢ : v CC — C
continua (en y) la funcion F, , : C\ v — C definida como

_ [ ¥
Fopld) = [ e

Y

es analitica en C\ v, y ademds

F,’W,(z) = n/ @ip(j))nﬂdg“ =nF,41,,(2).

Demostracion. Sea zp € C\ 7; como en la prueba del lema anterior, también procederemos por induccién.
A partir de la definicién de Fi ,, en esa prueba se mostré que

P p(2) — F1p(20) 7/ ©(¢)
) (¢

z— 29 —2) (¢ = 20)

d§ = FL#’(Z)

en donde nuevamente tomamos

para cada ¢ € 7.
Por lo tanto, por el lema anterior se tiene que

Fiy(z) - F
F{ ,(2) = lim Le(2) = Fip(20)

Z—Z20 zZ— 20

= lim Fy 4(2)

Z—Z20

= F14(20)

[ ¥
B / (¢ — ZO)dC

~
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_ A
f C—al

=1-F(2)

lo cual prueba el primer paso de induccién.

Supongamos ahora como hipétesis de induccién que F, 4 es analitica en C\ v para cualquier funcién ¢
continua sobre v y que

mp(2) = nFni,4(2)
para toda z € C\ . Ahora probaremos que F, 1, es analitica en C\ v para cualquier funcién ¢ continua
sobre v y que
Fr1(2) = (n+ 1) Fyya4(2)

para toda z € C\ 7.

Observe que de la identidad 4.2 y tomando la misma funcién 1 de antes, se tiene que

Foi1,0(2) = Foy1,6(20) _ Fop(2) = Fy(20)
zZ— 20 zZ— 20

+ Fot1,9(2)

de modo que por la hipétesis de induccién y el lema anterior, concluimos que

Fri1,0(2) = Fuy1,0(20)

Fian o) = lim —
F, - F,

- ( R +Fn+1,w(2)>
Z—rZ20 Z— 20

= F}, (20) + Fri1,4(20)
=nFpt1,4(20) + Frt1,9(20)
=(n+ 1)Fn+1,w(20)

= (n+1)Fay2,0(20)

que es lo que se deseaba probar. |

Como el lector estard de acuerdo, una consecuencia inmediata del teorema anterior es el siguiente

Corolario 4.4 Sea v C C una curva suave por pedazos y ¢ : v C C — C continua (en ). Si definimos

F:C\vy— C como
e - [ 2
v

entonces F(")(z) existe para toda n € N y para toda z € C\ v, y ademds
F™(z) = nl / %d@
) -2

para toda z € C\ 7.

Con base en el corolario anterior (cuya prueba queda al lector), y en la férmula integral de Cauchy que
probamos en el capitulo anterior es facil probar el siguiente

Teorema 4.5 Sea f: Q C C — C. Si f es analitica en Q, entonces f™)(z) existe para toda n € N y para
toda z € Q. Ademds, si 29 € Q yr > 0 son tales que B.(20) = {2 € C| |z — 20| <r} CQ y7-(t) = € + 29
con t € [0, 2], entonces

211
Ve

e =2 f (Cff))mdc (43)

para toda z € By (zp).
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Demostracion. Sean zg € Qy r > 0 tales que B,(z9) = {z € C| |z — 20| < r} C Q. Por el corolario anterior

tenemos que la funcién
f(©)
= [ =—22d
)= [
¥r

es tal que F(")(z) existe para toda n € N y para toda z € C\ v,, y que ademés
F( zn!/LQd. 4.4
@ =nt [ (4.4
Yr

Por otra parte, como B;.(zy) es un conjunto compacto (cerrado y acotado), sabemos que existe ' > 0 tal
que By (z9) C By (20) C 2, de modo que por la féormula integral de Cauchy (aplicada en el disco B,/(z0) y
para la curva 7,), se tiene que

2m (— z 2mF( 2

para toda z € B,(z9) C C\ 7, (observe que n('yr, z) = 1 para toda z € B,(z0)).
Por lo tanto, por la identidad anterior y la identidad 4.4 se tiene que

My = L pmy = ™[O,
FOE) = g = g [ e

211 21
r

para toda n € N y para toda z € B,.(zp), que es lo que se deseaba demostrar.

La identidad 4.3 es un caso particular de lo que se conoce como la férmula integral de Cauchy para las
derivadas. En realidad esta féormula se puede escribir de forma méas general y de manera andloga a como
escribimos en el capitulo 3 a la féormula integral de Cauchy en un disco, y se puede obtener como una
consecuencia del teorema anterior.

Proposicién 4.6 (férmula integral para las derivadas) Sean, z0 € C,r >0y f : B.(20) CC — C. Si
f es analitica en B.(29) y v C Br(20) es una curva cerrada suave por pedazos, entonces

ey [
(1. 2) /™ (2) '/QIW“dC

21 — 2z

para toda n € N y para toda z € B.(z0) \ 7.

Demostracién. Por el corolario 4.4 sabemos que la funcién

-

es tal que F(")(z) existe para toda n € N y que
F(”)(z) — n!/%d(,
) )

para toda z € C\ .
Por otra parte, por la férmula integral de Cauchy (aplicada en el disco B,.(z9) y para la curva ), se tiene
que

n(7:2) 2m ( - z
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para toda z € B,(z) \ 7

Ahora, si z € B.(29) \ 7, como v es un conjunto compacto entonces es cerrado y por lo tanto existe ' > 0
tal que B,/ (z) C B-(20) \ 7, de tal forma que n(v, z’) es igual a una constante k € Z para toda 2z’ € B,/ (z).
Por tanto, se tiene que

n(y,2)f(Z)
f(9)

:%m/g_z/dg

Ir

— 5 ()

2mi

kf(Z)

para toda 2z’ € B,/ (z).
Dado que esta tltima identidad es vilida en toda la vecindad B, (z), y que por el teorema 4.5 y el
corolario 4.4 sabemos que tanto (") como F(") existen para toda n € N, se tiene que

1
(M (N = — ),
KO = 5 F()

para toda 2z’ € B,s(z) y en particular, tomando 2z’ = z, se tiene que
n(v,2)f™(z) = k™ (2)

1
_— g
ol ()

_n f(©)
“5 |

que es la identidad que se deseaba demostrar. |

Ademas de la férmula integral de Cauchy para las derivadas, el teorema 4.5 tiene un par de consecuencias
muy importantes para aquellas funciones que son la parte real y la parte imaginaria de una funcién analitica.
Este resultado lo dejamos formulado como un corolario y su sencilla prueba queda a cargo del lector.

Corolario 4.7 Sea f =u+iv:Q C C — C. Si f es analitica en 2, entonces las funciones u,v: Q@ C C — R
son de clase C*> y armdnicas en €.

Adicionalmente a los dos resultados anteriores, el teorema 4.5 tiene como consecuencia varios teoremas
importantes y el primero de ellos se conoce como el teorema de Morera® y dice lo siguiente:

Teorema 4.8 (de Morera) Sea f : Q C C — C continua. Si para toda v C Q curva cerrada suave por
pedazos se tiene que

/ f(z)dz =0,

5

entonces [ es analitica en 2.

Demostracion. Por el teorema 3.24 del capitulo 2 sabemos que la hipotesis sobre f implica que ésta tiene
una primitiva en €2, es decir que existe F': Q C C — C analitica tal que F'(z) = f(z) para toda z € Q. Por
lo tanto, por el teorema anterior sabemos que f'(z) = F()(z) existe para toda z € Q, lo que prueba que f
es analitica en €. |

El segundo resultado importante es el muy conocido teorema de Liouville?, pero para cuya formulacion
primero introduciremos la siguiente definicion.

LGiacinto Morera (Novara, Italia, 18 de julio de 1856 - Turin, 8 de febrero de 1909) fue un matemético y fisico italiano, que
hizo trabajos importantes en anélisis complejo. (Fuente: Wikipedia)

2Joseph Liouville (Saint-Omer, 24 de marzo de 1809 - Paris, 8 de septiembre de 1882). Liouville trabajé en una cantidad
muy diversa de campos en matematicas, incluyendo teoria de nimeros, andlisis complejo, topologia diferencial, pero también en
fisica matemética e incluso astronomfia. Se le recuerda en particular por el teorema que lleva su nombre. (Fuente: Wikipedia).
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Definicién 4.9 Sea f: C — C. Decimos que f es una funcion entera si f es analitica en C.

Ejemplos de funciones enteras son las funciones polinomiales, la funcién exponencial y las funciones
trigonométricas seno y coseno.

Una vez que tenemos la definiciéon de funcién entera, formulamos el teorema de Liouville de la siguiente
manera:

Teorema 4.10 (de Liouville) Sea f: C — C. Si f es una funcién entera y acotada (en C), entonces f es
constante.

Demostracion. Para probar que f es constante, mostraremos que f’(z) = 0 para toda z € C. Sea z € C;
dado que B, (z) C C para toda r > 0, sabemos que

16 =55 [

Ir

en donde 7,.(t) = €' + z, con t € [0, 27].
Ahora, si M > 0 es tal que |f(¢)| < M para toda ¢ € C, entonces tenemos que

G- o [ IQ) g

2mi ) (C-2)
o,
| e

r

1 Q)
2m / =™

IA

1 M
<. 2 [
<5n s [l

Yr

1
:%-T—Q-Qwr
M
_7'

para toda r > 0. Por lo tanto, si tomamos el limite cuando r — oo, concluimos que f’(z) = 0, que es lo que
deseabamos probar. |

Terminamos con esta primera ronda de teoremas importantes con una prueba muy sencilla del teorema
fundamental del dlgebra, que formulamos de la siguiente maneras:

Teorema 4.11 (fundamental del algebra) Sea p : C — C un polinomio. Si el grado de p es mayor o
igual a 1, entonces existe zg € C tal que p(z9) = 0.

Demostracién. Procederemos por contradiccion, es decir, supondremos que p(z) # 0 para toda z € C. Por
lo tanto, la funcién

es entera, y como lim, ., p(z) = oo (problema 36 del capitulo 2), entonces lim f(z) = 0 de donde se
Z—r00

concluye que f estd acotada en C (problema 37 del capitulo 2). Por lo tanto, por el teorema de Liouville se
tiene que f debe ser constante, lo cual implica que p es constante y que contradice el hecho de que p es de
grado mayor o igual a 1. |
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4.2. Singularidades aisladas

A fin de continuar con el estudio del comportamiento local de las funciones analiticas, en esta seccién
definiremos y analizaremos lo que se conoce como una singularidad aislada de una funcién analitica. Y justo
empezaremos por dar la definicién de este tipo de puntos asociados con una funcién.

Definicién 4.12 Sea zy € C. Decimos que zg es una singularidad aislada de una funcion f, si existe r > 0
tal que f es analitica en B, (z) \ {z0}-

En el siguiente ejemplo ilustramos este concepto de singularidad aislada para algunas funciones, y un
ejemplo de singularidad de una funcién que no es aislada.

Ejemplo 4.13

1. Sea f(z) = (exp(z) —1)/z, para z € C\{0}. Como se ve claramente, el punto z = 0 es una singularidad
aislada de f pues en cualquier vecindad agujerada de la forma B,.(0) \ {0}, con r > 0, esta funcion es
analitica.

2. Sea f(z) = 1/sen(z), para z € C\ {kn | k € Z}. Observe que todos los puntos de la forma z = km,

con k € Z, son singularidades aisladas de f pues esta funcion es analitica en cualquier vecindad de la
forma By (km) \ {k7}, para cada k € Z.

3. Sea f(z) = exp(1/2), para z € C\ {0}. En esta caso también se tiene que el punto z = 0 es una
singularidad aislada de f pues nuevamente en cualquier vecindad agujerada de la forma B,(0) \ {0},
con r > 0, esta funcion es analitica.

4. Sea f(2) =1/sen(1/z), para z € C\ ({1/kn | k € Z,k # 0} U{0}). Para esta funcion, los puntos de la
forma z = 1/kn, con k € Z\ {0}, son singularidades aisladas de f pues esta funcion es analitica en
cada vecindad By, (1/km) \ {1/kn}, en donde

stk>0,y

stk <0.

Sin embargo, el punto z = 0 no es una singularidad aislada de f pues en cualquier vecindad de este
punto existen puntos de la forma z = 1/km, con k € Z\ {0}, para los cuales f no estd definida.

5. Sea f(z) =log, (2), en donde yo € R y z € C\ {r(cos(yo) +isen(yo)) | r > 0}. En este caso se tiene
que ningin punto de la forma z = r(cos(yo) + isen(yp)), con r > 0, es singularidad aislada de f pues
cualquier vecindad de cualquiera de ellos tiene una infinidad de puntos de la misma forma.

Observe que, si  C C es una regién, zp € Q y f es una funcién analitica en Q \ {20}, entonces 2 es una
singularidad aislada de f. Uno de los objetivos de esta seccién es el de dar una clasificacion completa de este
tipo de singularidades aisladas asociadas con una funcién analitica f.

El primer resultado que daremos en esta direccion es el que nos permite dar condiciones bajo las cuales
una de estas singularidades puede dejar de serlo, es decir, que existe una forma de definir a la funcién f en
el punto zy de tal forma que ésta resulta analitica en todo 2. A las singularidades aisladas que satisfagan la
condicién anterior les llamaremos singularidades removibles, concepto que dejamos expresado en la siguiente

Definicién 4.14 Sean, Q C C una region, zo € Q y f: Q\ {20} C C = C analitica. Decimos que zy es una
singularidad removible de f si existe f: Q C C — C analitica tal que f(z) = f(2) para toda z € Q\ {20}.

Una vez que tenemos esta definicion, damos una caracterizacién de este tipo de singularidades en la
siguiente
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Proposicién 4.15 Sean, Q@ C C una region, zo € Q y f : 2\ {20} C C — C analitica. El punto zy es una
singularidad removible de f si y sélo si
lim (2 — 29)f(2) = 0. (4.5)
z2— 20
Demostracién. Primero probaremos que la identidad 4.5 es una condicion suficiente para que el punto zg
sea una singularidad removible de f.

Como el lector recordard, una consecuencia importante de la férmula integral de Cauchy es la de probar
que los valores de una funcién f dentro de un disco (o bola) B,(zy) C € estdn determinados por los valores
de f sobre la frontera de la B,.(20) (0B(20)), es decir, sobre los puntos de la circunferencia de radio r con
centro en zg.

Con este hecho en mente, es entonces “natural” definir a f de la siguiente manera: si 7 > 0 es tal que
B, (z9) C €, definimos

f(2) si z € Q\ {2}
1) = = [ Cffi)o d¢ siz =z
T

en donde 7,.(t) = €' + zp, con t € [0, 27]. .
Como el lector estard de acuerdo, lo inico que resta probar de la funcién f es que ésta sea derivable en
z = zy. Para ello, basta observar que, por el teorema 3.35 del capitulo 3, sabemos que

L[ f©)
S d
JG) 2mi / (—=z ¢
rr
para toda z € B,(z9) \ {20} de tal forma que podemos concluir que

fo= o [ £

para toda z € B(zp).
Ahora, por el corolario 4.4 sabemos que la funcién

F(z) = QLm/ g(—ode

es analitica en C \ 7., y como f(z) = F(z) para toda z € B,(z), entonces f es derivable en z.
Que la identidad 4.5 se verifica si el punto zg es una singularidad removible de f es un hecho inmediato,
y su prueba se deja al lector. |

En el siguiente ejemplo analizamos las funciones del ejemplo 1 que tienen singularidades aisladas a fin de
determinar si éstas son removibles.

Ejemplo 4.16
1. Para el caso de la funcidn f(z) = (exp(z) — 1)/z se tiene que

lim(z — 0)f(2) = ii_r}r%)(exp(z) -1)=0,

z—0

de modo que podemos concluir que f tiene una singularidad removible en z = 0.

2. Para el caso de la funcion f(z) = 1/sen(z), con z € C\ {k7 | k € Z}, dado que en particular se sabe
que si z =z € R, entonces

. Y €T o

y por lo tanto podemos concluir que z = 0 no es una singularidad removible de f. Por un argumento
andlogo se obtiene la misma conclusion para toda z = km, con k € Z.
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3. Para el caso de la funcion f(z) = exp(1/z) ndtese que si z =x € R, & > 0, se tiene que

lim (z — 0)f(2) = lim ze'/* = oo

z—0 r—0+
y por lo tanto, nuevamente por un argumento similar al del inciso anterior, podemos concluir que z = 0
no es una singularidad removible de f.

4. Para el caso de la funcion f(z) = 1/sen(1/z), para z € C\ {1/kw | k € Z,k # 0}, se puede ver con
facilidad que estas singularidades aisladas son andlogas a las del ejemplo del inciso 2, por lo que en
este caso tampoco son removibles.

Y ya que contamos con el concepto de sigularidad removible, podemos dar una aplicacién muy interesante
del principio del médulo méximo que probamos en el capitulo 3 (teorema 3.33). Probaremos el llamado lema
de Schwarz® el cual es un resultado muy importante y muy 1til para la descripcién y caracterizacién de las
funciones analiticas definidas sobre bolas abiertas (o discos abiertos) que son acotadas.

Lema 4.17 (de Schwarz) Sea f : B1(0) C C — C analitica tal que |f(2)| < 1 para toda z € B1(0). Si
f(0) = 0, entonces |f(2)| < |z| para toda z € B1(0) y |f(0)] < 1. Si ademas |f(z)| = |z| para alguna
z € B1(0), z#0, o |f'(0)] = 1, entonces existe c € C tal que |c| =1 y f(z) = cz para toda z € B1(0).

Demostracién. Definamos g : B1(0) \ {0} € C — C como g(z) = f(z)/z; nétese que, como

lim 2g(2) = lim f(2) =0,
entonces z = 0 es una singularidad removible de g de tal forma que existe g : B1(0) C C — C analitica tal
que §(z) = g(z) para toda z € B1(0) \ {0}.
Observe que, como g debe ser continua en z = 0, se tiene que

9(0) = lim g(2)
z—0

= lim g(2)
z—0

= lim M
z—0 Zz

= Hmw
z—0 Z*O

= f'(0).

Ahora, para cualquier 0 < r < 1 se tiene que § es continua sobre B,.(0) de tal forma que, por el corolario
3.34 del capitulo 3, se sabe que existe zg € B,(0) tal que |z| =7y

f(z0)| _ |f(20)]
20

r

1
<=
r

19(:)] < 13(20) | = \

para toda z € B,(0), de tal forma que, si en la desigualdad anterior hacemos que r — 1, concluimos que

9(2)] <1

para toda z € B1(0) y por lo tanto que |f(z)| < |z| para toda z € B1(0) y también que |f/(0)] = |§(0)] < 1.
Si ademads se satisface que |f(z0)| = |20| para alguna zo € B1(0), zo0 # 0, o | f'(0)| = 1, entonces

3o = L@l o) =170 =1

| o]

3Hermann Schwarz (Hermsdorf, Silesia (ahora Sobieszéw, Polonia), 25 de enero de 1843 - Berlin, 30 de noviembre de 1921)
fue un matemadtico alemédn conocido por su trabajo en anilisis complejo. (Fuente: Wikipedia).
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de modo que en ambos casos se tendra que la funcién |g| alcanza su valor maximo en un punto de B;(0). De
esta forma, por el principio del médulo maximo se debe cumplir que

(2) =3g(z0) o g(z) =g(0) = f'(0)

7
y por lo tanto, tomando ¢ = |f(z0)|/ |20| (en el primer caso) o ¢ = f'(0) (en el segundo caso), concluimos
que [c[ =1y
f) =

para toda z € B;(0). |

En los problemas 13, 14, 15 y 16 el lector tendra oportunidad de probar interesantes e importantes
generalizaciones de este resultado.

Para continuar con el andlisis de las singularidades aisladas de una funcion, lo siguiente que haremos sera
formular, apoyados en la proposicién 4.15, el equivalente al teorema de Taylor* para funciones analiticas, el
cual es una herramienta muy importante en el andlisis del comportamiento local de una funcién. Antes de
enunciar este teorema, damos la siguiente

Definicién 4.18 Sean, f : Q@ C C — C analitica, zg € Q y n € N. Definimos el polinomio de Taylor de
grado n de f basado en zy, que denotamos por py, ¢ .,, COMO

() (5,
Pogoo(2) = F(a0) + Pz = 20+ T (o gy

Sin =0, hacemos po ¢,.,(2) = f(20) para toda z € C.

Una vez que tenemos esta definicién, formulamos el siguiente

Teorema 4.19 (de Taylor) Sean, f : & C C — C analitica, zop € Q, r > 0 tal que B.(z) C Q y
Y (t) = € + 29, con t € [0,27]. Para toda n € N eziste f,, : Q@ C C — C analitica tal que

F(2) = Pnv,f.20(2) + fu(2)(z = 20)" (4.6)

| 70
16 =55 | oy 4.7

para toda z € ), y ademas

para toda z € By(2).

Demostraciéon. Para esta prueba, nuevamente procederemos por induccién. Para el caso n = 1, definimos

Fy:Q\ {2} c C— C como
Fi(z) = f(2) —f(zo)_

zZ— 20
Como claramente se cumple que
lim (z — 2z9)Fi(z) =0,
Z—r 20
por la proposicién 4.15 sabemos que existe fi : 2 C C — C analitica tal que
f(z) = f(20)

zZ— 20

fi1(z) = Fi(z) =
para toda z € Q\ {20} y por lo tanto se tiene que

f(2) = f(20) + fi(20)(z — 20)

4Brook Taylor (Edmonton, Middlesex, Inglaterra, 18 de agosto de 1685 - Somerset House, Londres, 29 de diciembre de 1731)
fue un matematico britdnico, autor del teorema que lleva su nombre y de destacadas contribuciones al desarrollo del calculo
diferencial. (Fuente: Wikipedia).
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para toda z € .
Por otra parte, por la férmula integral de Cauchy aplicada a la funcién f; sabemos que

1o =5 [ 2
J
para toda z € B,(zp), y como
nto = 1=1=)
para toda ¢ € 7, entonces
fiz) = 271m' ?EC; dc

1O )
i) = —20)

Ir

s 1)  f(z) 1
=5 | et | e e ©

Ir Ir

d¢

para toda z € B,(zp), y como

1
/<<—z><<—zo)‘“:0

Yr

para toda z € B,(z9) (problema 43 del capitulo 3), concluimos que

R Y Y (O
hie) = 2m/<<—z><gw>d4

Yr

para toda z € B,(2p), que es lo que deseabamos probar para conluir el primer paso de induccién.
Para la prueba del paso de induccién, supongamos que f, : @ C C — C es analitica tal que se satisface
4.6 y 4.7. Definimos entonces Fy,11 : Q\ {z} C C — C como

Fya(z) = 22 = Inlz0).

zZ— 20

Nuevamente, por la proposicién 4.15 sabemos que existe f,, 1 : 2 C C — C analitica tal que

_ fn(z) B fn(ZO)

zZ— 20

fo1(2) = Frpa(2)
para toda z € Q\ {20} de modo que

fa(2) = fu(20) + fnt1(2) (2 = 20)-

Sustituyendo esta identidad en la expresion 4.6 tenemos que

F(2) = Pn1,1.20(2) + fn(2)(z — 20)"
= Pn—1,f,z0 (Z) + fn(Zo)(Z — Zo)n —+ fn+1(Z)(Z — ZQ)nJrl (48)

y como por la expresion 4.7 para f,, se tiene que

_ (9 S G (.
50 = 5 | Tt~ 5 T s

Ir Ir
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por la féormula integral de Cauchy para las derivadas, concluimos que

(n)
fn(ZO) = fT('ZO)

de manera que sustituyendo este valor en 4.8, obtenemos que

F(2) = Pn-1.£.20(2) + fu(20) (2 = 20)" + frs1 (2) (2 — 20)" "

() (4
= Pn—1,f,2 (Z) + fTSO)(Z — Zo)n + fn+1(Z)(Z — Zo)n+1 (49)

= Pn,f,z0 (2) + far1(2)(z = ZO)n+1v
la expresion deseada para f(z).

Para probar que la funcién f,, 1 satisface la correspondiente expresion integral dada por 4.7, nuevamente
por la formula integral de Cauchy aplicada a f,, 41, sabemos que

1 n
fnr1(2) = i f;_lf)
’Y/’w

g

para toda z € B,.(zp). Ahora, si evaluamos la expresion 4.9 para z = { y despejamos f,,+1(¢) y la sustituimos
en la expresién anterior, tenemos que

1 F(Q) = Pngz ()

)= ami | 1 amic- 9
- 2717 LRl
- 3 / e (kZ:O ! (k;(fo><<—z>k> &
" / <<—zO{ﬁ3<c—z>d<_§y/ e T

y como, nuevamente por el problema 43 del capitulo 3 se tiene que

09 (20) 9z 1 B
/ HC ) - = H / €)=

Ir Yr

para cada k € {0,...,n + 1}, entonces

_ b f(©)
fn+1(2) = o / (C _ Zo)n+1(< _ Z) d¢

Ir

para toda z € B,.(2p), con lo cual terminamos el paso de induccién y la prueba del teorema. |

El teorema de Taylor tiene importantes implicaciones para las funciones analiticas y la primera de ellas
se refiere a la posibilidad de escribir al valor de una funcién en términos de una serie de ntimeros, que por
razones obvias, llamaremos la serie de Taylor. Este resultado lo dejamos formulado en el siguiente

Teorema 4.20 Sean, f : Q2 C C — C analitica, zo € Q yr > 0 tal que B,(z9) C Q. Para cada z € B,(z)

la serie *)
U (=
Z k(' 0) (Z - ZO)k

es convergente y ademds
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Demostracién. Sea z € B,.(29) v 7:(t) = ret® + 2o, con t € [0,27]. Observe que para toda € v, se tiene
que

0<r—|z—20| <|C— 2|

(ver figura 4.2).

Figura 4.2: Si z € B,.(z) se tiene que 0 < r — |z — 29| < |¢ — z| para toda
CEr

Asi, para cada n € N, por la expresiones 4.6 y 4.7 del teorema de Taylor obtenemos que

),
Z fT(IO)(Z - Zo)k - f(Z) = |pn,f,z() (Z) - f(2)|

= |fu+1(2)(z = 20)" |

— (Z_Zo)n+11/(<_zof(<) dC

i P HC—2)
Ir
i o n+1 ‘f(<)|
< g lz =20 J|C—Zo|n+1C—Z| |

IA

1 (|2 — 2 i 1
= (55) == [ onad.
Ir

Ahora, como z € B,(zp), entonces |z — zg| < r y por lo tanto

n+1
lfm ('Z ZO') =0,
n—o00 r

Jim S g

k!
k=0

de modo que

que es lo que se queria demostrar. |

Una aplicacién del teorema anterior nos permite probar la afirmaciéon que hicimos en el capitulo 2 con
relacién a la igualdad de la funciones exp y la funcién E que definimos como
oo Zn
E(z) =) =
n=0

Observe que si tomamos f = exp y zg = 0 en el teorema anterior, dado que para cualquier z € C existe r > 0
tal que z € B,.(z9) C C, podemos asegurar que

" exn(0
; €xXp
exp(z) = nlgrolo E T()(Z _ O)k
k=0 ’
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1
= I =k
nsoo 2 i1 ©
k=0
- nl
0 n:
= E(2).

Una aplicacién del teorema 4.20, aun més relevante que la anterior, se relaciona con la caracterizacién de
las funciones analiticas que tienen la particularidad de que todas sus derivadas se anulen en un punto zg de
su dominio. A diferencia de lo que sucede en el caso real con la funcién

e~1/* siz#0
g(x) =
0 six=0

que como el lector recordard, tiene la particularidad de que f (”)(0) = 0 para toda n € N, en el caso de las
funciones analiticas no existe ninguna (que sea diferente de una constante) que tenga la misma propiedad que
la funcién g. Dicho de otra forma, si f es una funcién analitica que tiene la particularidad de que f(™ (20) =0
para toda n € N en algiin punto zg de su dominio, se debe tener que f es constante. Este resultado lo dejamos
plasmado en la siguiente

Proposicién 4.21 Sean, f: Q C C — C analitica y 2o € Q (una region) tal que f(z) = 0. Si £ (z) =0
para toda n € N, entonces f es la funcion constante 0.

Demostraciéon. En este resultado es muy importante el hecho de que €2 sea una regién (un abierto y conexo).
Definimos dos subconjuntos de €2 de la siguiente forma:

U, = {z € Q| f™(z) =0 para toda n € N},

y
Us = {z € Q| f™(2) # 0 para alguna n € N} .

Es facil verificar las siguientes propiedades de Uy y Uy :

1. Q=U; UUs.

2. UiNU; =@.

3. 29 € Uy y por lo tanto Uy # @.

Adicional a estas propiedades, también probaremos que U; y Us son abiertos, lo cual nos llevara a
la conclusién de que Uy = &, pues en caso contrario se tendria que  seria disconexo, lo cual es una
contradiccion.

Empezaremos por probar que U; es un conjunto abierto. Sea 2z’ € U; C ; como (Q es abierto, sabemos
que existe r > 0 tal que B,.(z') C 2, de modo que por el teorema 4.20 sabemos que

0 p(n)(
=3 Ty = j0 = g
n=0 :

para toda z € B,(z'), es decir, f es la funcién constante f(z’) en la bola B,.(2') y por lo tanto f(™(z) = 0
para toda n € Ny toda z € B,.(2'). Esto prueba que B,.(z') C Uy y por lo tanto que U es abierto.

Ahora probaremos que U, también es un conjunto abierto. Sea 2’ € Us C ; como 2 es abierto, sabemos
que existe r > 0 tal que B,.(z') C Q. Ahora, como 2’ € U, entonces existe n € N tal que £ (2') # 0 y como
£ es continua en z’, sabemos que existe 0 < § < 7 tal que f()(z) # 0 para toda z € B;s(z') C B.(2') C Q,
de modo que Bs(z') C Uy y por lo tanto Us también es abierto.

Por la conexidad de © tenemos entonces que 2 = U; de modo que, en particular f'(z) = 0 para toda
z € Q, y por lo tanto f es la constante 0 puesto que f(zg) = 0. |
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4.3. Interludio de sucesiones y series de funciones

Como ya lo pudimos constatar en la proposicién 4.21, el teorema 4.20 acerca de la representaciéon de una
funcién analitica como una serie de ntimeros es muy importante. Sin embargo, no podemos negar que en
cierto modo este teorema estd incompleto, pues no nos dice si dicha representacion es tinica. Para respoder
a esta importante pregunta serd necesario echar mano del concepto de convergencia uniforme de sucesiones
y series de funciones, y su relacién con los conceptos de derivada e integral de las funciones analiticas, tema
que abordaremos en esta breve seccién.

Sélo para establecer la notacién que usaremos y uniformar conceptos, empezaremos con las definiciones
mas bésicas.

Definicién 4.22 Sean f,,f: Q2 C C — C para cada n € N, y Q una regién. Decimos que:

1. La sucesion de funciones {f,} converge puntualmente (a la funcién f) en A C Q si para cada z € A
se tiene que la sucesion de nimeros complejos {fn(2)} converge (a f(z)).

2. La serie de funciones {> fn} converge puntualmente (a la funcién f) en A C Q si para cada z € A se
tiene que la serie de nimeros complejos {> fn(2)} converge (a f(2)).

3. La sucesion de funciones {f,} converge uniformemente a la funcion f en A C Q si para cada € > 0
existe N € N tal que para toda n > N se tiene que

|fu(2) = f(2)] <&
para toda z € A.

4. La serie de funciones {>_ fn} converge uniformemente (a la funcion f) en A C Q si la sucesién de
sumas parciales {Sp, = >, _, fr} converge uniformemente en A C Q (a la funcion f).

Como seguramente el lector recordara, el concepto de convergencia uniforme es el que nos garantiza que
las propiedades de continuidad, integrabilidad y derivabilidad de las funciones f,, se preservan en la funcién
limite f. En la siguiente proposiciéon formularemos esta propiedad de manera mas precisa.

Teorema 4.23 Sean f,,f : Q@ C C — C tales que para todo A C Q compacto, la sucesidn {f,} converge
uniformemente a la funcion f en A.

1. Si f, es continua en Q para cada n € N, entonces f es continua en €.

2. Si fn, es continua en Q para cada n € N, y v C § es una curva suave por pedazos, entonces

n—oo

/ f(2)dz = lim [ f.(2)dz.

v

3. Si fn es analitica en Q para cada n € N, entonces f es analitica en Q. Ademds, para toda k € N la
sucesion { ék)} converge uniformemente a {f(k)} en cualquier A C Q compacto, y en particular se

tiene que
M (z) = 1 f9(2)

para toda z € €.

Demostracién. Sean, zg € Q, r > 0 tal que B,.(20) C ©, y v C Q una curva suave por pedazos. Como
B,.(z0) y v son compactos, entonces B,.(zg) U~ también es compacto, de modo que por hipétesis sabemos
que dado € > 0 existe N € N tal que para toda n > N se tiene que

[f(2) = f(2)| <€ (4.10)

para toda z € B,(z) U 7.
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Para la prueba del primer inciso, como fy es continua en zy, sabemos que dado € > 0 existe § > 0 tal
que si z € Bs(z9) C B, (20), entonces

|[fn(z) — fn(z0)] < €/3.

Por tanto, si tomamos z € B;s(zo) y en la desigualdad 4.10 elegimos € = ¢/3 > 0, se tiene que

y
1f(2) = f(20)| < [f(2) = fn(2)| + | fn(2) = fv (o)l + | Fv (20) — f(20)]
<e/3+¢/3+¢/3

=&

y por lo tanto que f es continua en zj.
Para la prueba del inciso 2, como por el primer inciso ya sabemos que f es continua en 2, entonces
podemos hablar de la integral de f sobre 7. Ahora, si nuevamente tomamos n > N se tiene que

[z~ [ 1@ = | [ (16) - fa@)ds

< [176) = (el
< 5/|dz|

3

[ ldz]

~

de tal forma que dado € > 0, ahora elegimos

>0

£ =

y concluimos que

/f(z)dzf/fn(z)dz <e€

5
lo que prueba que

/f(z)dz = lim [ fu(2)dz.
n—oo
¥ v
Para la prueba del inciso 3 bastard probar que f es analitica en B, (2g), lo cual es suficiente para concluir
que f es analitica en todo Q. Ahora, como cada f, es analitica (y por tanto continua) en 2, por el primer
inciso sabemos que f es continua en . De esta forma, si ¥ C B,(zg) es cualquier curva cerrada suave por

pedazos, por el teorema de Cauchy para un disco, sabemos que

/fn(z)dz =0

para toda n € N, de modo que por el inciso 2 tenemos que

/f(z)dz = lim [ fu(2)dz=0
v

n—oo
5
y por lo tanto, por el teorema de Morera (teorema 4.8) se tiene que f es analitica en B,.(zp).
Finalmente, tomamos 0 < p < 7 y hacemos J(t) = pe' + 2q, con t € [0,27]. Si k € N, por la férmula
integral de Cauchy para las derivadas, en un disco (teorema 4.5), sabemos que para toda z € B,(zo) se tiene
que

106 =196 = |5 [ o [ e
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ZQW/fg_ k-‘rl C

27r/|f<_ 1Ol 4

S k+l/|f (©)lldc].

Ahora, como la sucesién {f,} converge uniformemente en 5§ C  (compacto) a la funcién f, sabemos que
dado € > 0 existe N € N tal que si n > N, entonces

\ /\

| /\

kL
FQ) — FulQ)] < =T

r

para toda ¢ € 7, de modo que, si n > N, obtenemos que
fPE) - 1Pe) <e

para toda z € B,(29), lo que prueba que la sucesién { fy(bk)} converge uniformemente en la bola B,(zy) C 2

a la funcién f*). Con base en lo anterior, y por el problema 10, concluimos que la sucesién { f,gk)} converge
uniformemente a la funcién f*) en cualquier A C © compacto. |

Como el lector estara de acuerdo, el teorema anterior se puede extender facilmente a las series de funciones,
resultado que formularemos a continuacién como un corolario y cuya prueba queda a su cargo como un
problema.

Corolario 4.24 Sean f,,f : Q C C — C tales que para todo A C Q compacto, la serie > f, converge
uniformemente a la funcion f en A.

1. Si f,, es continua en Q para cada n € N, entonces f es continua en €.

2. Si fn es continua en 2 para cada n € N, y v C £ es una curva suave por pedazos, entonces

f(z)dz := i fu(2) | dz = i fn(2)dz
'y/ 7/ <n—1 ) n—lw/

3. Si fn es analitica en Q) para cada n € N, entonces f es analitica en Q). Ademds, para toda k € N la
serie Y fT(Lk) converge uniformemente a f%) en cualquier A C Q compacto, y en particular se tiene que

) =3 P
n=1

para toda z € Q.

Una vez que ya contamos con estos resultados, los aplicaremos al caso particular de las llamadas series
de potencias, las cuales desarrollamos en la siguiente subseccién.

4.3.1. Series de potencias

En esta subseccién aplicaremos los resultados que obtuvimos previamente para el caso de las funciones
que se pueden obtener como el limite de una serie de funciones de la forma f,(z) = a,(z — 29)", en donde
Gn, 20,2 €ECyneN.
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Las series
an = Zan(z —20)"

son conocidas (por razones obvias) como series de potencias y por ahora lo primero que haremos serd
determinar en qué regiones 2 C C dichas series convergen uniformemente.

Como es de suponerse, la convergencia uniforme en una regién €2 C C de una serie de potencias dependera
de la sucesién de los coeficientes {a, } lo cual dejaremos establecido en una proposicién. Para poder formular
esta proposicién serd necesario definir (o recordar) un concepto asociado a las sucesiones de nimeros reales:
el concepto de limite superior de una sucesion.

Definicién 4.25 Sea {z,} una sucesion de nimeros reales y
S ={z €R|x es limite de alguna subsucesion de {x}}
1. Si{x,} no estd acotada superiormente, definimos el limite superior de la sucesion {x,} igual a co.

2. Si{x,} estd acotada superiormente y S # @, definimos el limite superior de la sucesion {x,} como
a = sup(S).

En ambos casos escribiremos que limsup{z,} := a.
Aunque la definicién anterior es muy féacil de entender, serd necesario contar con otra forma de caracte-
rizar al limite superior de una sucesiéon para el caso en que dicho limite sea finito. Esta caracterizacién la

formularemos en la siguiente proposicion, cuya prueba se deja al lector.

Proposicién 4.26 Sea {x,} una sucesion de nidmeros reales acotada superiormente tal que S # &. El
nimero « € R es el limite superior de {x,} si y sdlo si a satisface las siguientes dos condiciones:

1.aeS,y

2. para toda € > 0 existe N € N tal que para toda n > N se tiene que a < x, < o + €.

Una vez que tenemos esta definicion y este resultado, podemos formular la siguiente proposiciéon con
relacién a la convergencia de una serie de potencias.

Proposicién 4.27 Sean, {a,} una sucesidn de nimeros complejos, y
W sz'0<limsup{M}<oo
R = 00 si limsup{m}zo

0 st Hmsup{’(/m}:oo

1. 8i0 < R < o0, entonces la serie de potencias > an(z — 29)" converge uniformemente en B(zo) para
toda 0 <7 < R.

2. 8i 0 < R < oo, entonces la serie de potencias »_ an(z — 20)™ no converge para toda z € C tal que
|z — 20| > R.

™ converge para toda z € B,/(2p), entonces 1’ < R.

3. 810 <1’ es tal que la serie Y an(z — 2o)
Al nimero R lo llamararemos el radio de convergencia de la serie de potencias Y an(z — zo)™.
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Demostracién. Para la prueba del inciso 1, tomemos s € R tal que r < s < R; entonces se tiene que
1 1 1

lim su {\"/a }:f<f<f

p ‘ n‘ R s r

de modo que, por el inciso 2 de la proposicién 4.26 existe N € N tal que
1 < n | | < 1
— a -
R~ " s

para toda n > N. De esta forma, si |z — z0| < r, entonces

" .
lan(z = 20)"| = lanl |z — 20| < () = (5

para toda n > N.
Si ahora hacemos M,, = (r/s)™, como r/s < 1, entonces la serie > M,, es convergente de modo que por la
prueba M de Weierstrass podemos concluir que la serie de potencias > a,,(z — z9)™ converge uniformemente

en B,.(z0).
Para la prueba del inciso 2, sea z € C tal que |z — 2| > R; entonces

1 1 e
m < E :hmsup{ |Cln|}

de modo que, por el inciso 1 de la proposicién 4.26, existe una sucesién creciente de naturales {n;} tal que
{"/|an,|} = 1/R y por lo tanto, por la desigualdad anterior, existe N € N tal que

1 n
] < "%/ lan,|

para k > N. De esta desigualdad concluimos que

1< an, |1z = 20|"" = lan, (z = 20)""|

para k > N de donde se deduce que la sucesién {a,(z — 20)"} no puede converger a 0 y por lo tanto que la
serie > an(z — 29)™ no converge.

Finalmente, observe que el inciso 3 es una consecuencia inmediata del inciso 2 pues si R < r’, entonces
podemos tomar z € B,/ (2g) tal que R < |z — zp| con la propiedad de que la serie

o0
Z an(z — 20)"
n=0

converge, lo cual contradiria la afirmacién del inciso 2. |

Con base en el inciso 3 de la proposiciéon anterior y del teorema 4.20 podemos obtener un resultado que
nos habla del comportamiento de la sucesiéon

{n

cuando se tiene que f es una funcién analitica en una vecindad B,(z), resultado que dejamos formulado en
la siguiente proposicién y cuya prueba se deja al lector.

) (z0)| /n!} ,

Proposicién 4.28 Sean, f : @ C C — C analitica, z9 € Q y r > 0 tal que B.(20) C Q. La sucesion

{ n f(”)(Zo)‘ /n'} es tal que

1
r

limsup{ v ’f(")(zo)| /n'} <
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De la proposicién 4.27 también concluimos que, si {a,} es una sucesién de niimeros complejos tal que
lim Sup{ N/ |an|} < 00, es decir que lim sup{ y/ |an|} € R, entonces podemos definir la funcién

f(2) =" an(z — 2)" (4.11)
n=0

para toda z € Bg(z0), en donde R es el radio de convergencia de dicha serie de potencias. Observe que si
lim sup{ X/ |an|} =0, entonces R = oco y por lo tanto f estd definida para toda z € C.

Pero ademés de poder definir la funcién dada por 4.11, como las funciones f,(z) = an(z — 29)" son
analiticas en C para toda n € N; el corolario 4.24 nos asegura que f es analitica en Bgr(zg) y nos permite
expresar a los coeficientes a,, en términos de las derivadas de f. Este importante resultado lo dejamos
formulado en el siguiente

Teorema 4.29 Sea {a,} una sucesion de nidmeros complejos tal que

limsup{ Vi |an|} = < oo.

Si R > 0 es el radio de convegencia de la serie de potencias Y an(z — 20)"™, entonces la funcion [ : Bgr(zo) C

C — C definida como
f(z) = Z an(z — 20)"
n=0

es analitica en Br(z) y ademds

(n)
o, = 17 0)
n!
para cada n € N.

Demostracion. Por el corolario 4.24 sélo necesitamos probar que si A C Bg(zg) es compacto, entonces la
serie Y an(z — zp)™ converge uniformemente en A. Pero si A C Bg(z9) es compacto, es inmediato que existe
0 <r < Rtal que A C B.(20) C Br(20), de modo que, como por el inciso 1 de la proposicién 4.27 sabemos
que la serie > a,(z — 29)™ converge uniformemente en B,.(zg), entonces también lo hace en A.

Por otra parte, por el inciso 3 del mismo corolario 4.24 se tiene que para cada k € N

P =30 1)

n=0

= Z Klag(z — zo)" "
n=~k

o0
= kla, + Z Klag(z — 20)" "
n=k+1

para cada z € Bg(2p), de tal forma que

f(k)(zo) = kla + Z Klag(zo — 20)" % = klay,
n=k+1

y por lo tanto

ag = f(k) (20)3

k!
que es lo que se queria demostrar. |

Y una vez que ya tenemos el teorema anterior, podemos probar (como un corolario) el importante
resultado sobre la unicidad de la expresiéon de una funcién analitica como una serie de potencias.
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Corolario 4.30 Sean, {a,} y {bn} sucesiones de nimeros complejos, zo € C y r > 0, tales que las series
Stan(z —20)" y Y, bu(z — 20)™ convergen para toda z € B(z). St

Z an(z — 29)" = Z bn(z — 20)"
n=0 n=0

para toda z € B,(z0), entonces a, = b, para toda n € NU {0}.

Demostraciéon. Para la prueba de este corolario primero observemos que, si R y R’ son los radios de
convergencia de las series ) a,(z —20)" ¥ >_ an(2z — 20)", respectivamente, por el inciso 3 de la proposicién
4.27 se tiene que 0 < r < min{R, R'}. Por tanto, las funciones f y f definidas como

flz) = Z an(z — z9)"
n=0

son analiticas en B, (z) y tales que f(z) = f(z) en esta misma vecindad. Por lo tanto, por el teorema 4.29
se tiene que

CfW(z) W (z) b
Y T

para toda k € NU {0}, que es lo que se queria demostrar. |

ag

4.4. Ceros de funciones

Los puntos en donde una funcién analitica f toma el valor 0 juegan un papel muy relevante para el anélisis
del comportamiento local de f, y la proposicién 4.21 resultarda muy importante para el analisis de este tipo
de puntos. Observe que de esta proposicién tenemos el siguiente corolario, cuya prueba es inmediata.

Corolario 4.31 Sean, f: Q C C — C analitica y zg € Q tal que f(z9) = 0. Si f es no constante, entonces
existe k € N tal que f*)(z) # 0.

Y con base en este corolario, podemos dar la siguiente

Definicién 4.32 Sean, f: Q2 C C — C analitica y zo € Q tal que f(z9) = 0. Si f es no constante, definimos
el orden de zy (como cero de f) como la minima k € N tal que f*)(z) # 0.

Observe que la afirmacion de la proposicién 4.32 se puede reparafrasear de la siguiente forma: si una
funcion tiene un cero de orden co en su dominio, entonces es la funcion constante 0.
Unos ejemplos muy sencillos que ilustran la definicién anterior son los siguientes:

Ejemplo 4.33

1. Sea f(z) = sen(z). Sabemos que f(z) =0 si y sdlo si z = kn, para k € Z. Como f'(z) = cos(z) para
toda z € C, entonces f'(kn) = cos(km) = (=1)* # 0, por lo que podemos concluir que todos los ceros
de la funcion seno son de orden 1.

2. Sea f(z) = 1—cos(z). Sabemos que f(z) = 0 si y sdlo si z = 2kw, para k € Z. En este caso se tiene que
f'(2) = sen(z) para toda z € C y por lo tanto f'(2kmw) = sen(2kw) = 0. Por tanto, habrd que calcular la
siguiente derivada que es " (z) = cos(z) y para la cual se tiene f"(2km) = cos(2km) =1 # 0, de modo
que todos los ceros de f son de orden 2.
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3. Sea f(z) = p(z) un polinomio de grado n € N. Nétese que si p se factoriza de la forma
p(z) = alz = 22"z = 22"z — )

(a #0), entonces cada raiz z; de p es un cero de orden k; de p; es decir el orden de cada z; como cero
de p coincide con la multiplicidad de z; como raiz de p. En este sentido, extendiendo esta analogia a
los ceros de una funcion analitica f, podemos decir que un cero de f de orden k es “una raiz de orden

k de 7

Y ya que contamos con la definicién 4.32; con base en el teorema de Taylor podemos dar la siguiente
caracterizaciéon del orden de un cero zg de una funcién f, que formulamos en la siguiente

Proposicién 4.34 Sean, f: Q C C — C analitica no constante y zg € Q tal que f(z9) = 0. Se cumple que:
zo es un cero de orden k € N de f si y sdlo si existe fr, : @ C C — C analitica tal que

F(2) = (2 = 20)" fi(2)
para toda z € Q y fr(z0) # 0.

Demostracién. Demostraremos solo la condicién necesaria pues para la prueba de la condicién suficiente
s6lo hace falta derivar k veces la funcién (z — 29)* fi(2).
Por el teorema de Taylor sabemos que para cada k € N, existen r > 0y f; : Q@ C C — C analitica, tales
que
F(2) = D172 (2) + (2 = 20)" fu(2)

fe(2) ! /(Cf(odg

“2mi ) (C—z0)F(C— 2)
Yr

para toda z € Q y

para toda z € B,.(20) C B,(20) C Q y en donde ~,(t) = re’ + 2y, con t € [0, 27].
Ahora, como f(z9) =0y fU)(z) =0 para j € {1,...,k — 1}, entonces py_1 f.,(z) = 0 para toda z € C
y por lo tanto

F(z) = (2 = 20)" fu(2). (4.12)

Finalmente, por la férmula integral de Cauchy para las derivadas se tiene que

k) (4
fk(ZO) — 1 /(C f(C)k+1dC: f ( 0) 7&07

% — Z()) k!
Ir

con lo cual concluimos la prueba de la existencia de la funcién f; con las propiedades requeridas. En cuanto
a su unicidad, ésta se sigue de forma inmediata de la identidad 4.12 y la continuidad de fj en zg. |

La proposicién anterior tiene un corolario el cual establece una propiedad muy importante de los ceros
de una funcién analitica no constante: éstos deben ser aislados.

Corolario 4.35 Si f : Q C C — C es analitica, no constante, y zg € ) es tal que f(z0) = 0, entonces existe
r >0 tal que f(z) # 0 para toda z € B,(z0) \ {20} C .

Demostraciéon. El resultado es inmediato del hecho de que fi es continua y que fi(29) # 0. |

Y este corolario también tiene un corolario muy relevante: si los ceros de una funcién analitica f se
acumulan en un punto del dominio de f, entonces f debe ser la funciéon constante 0.

Corolario 4.36 Sea f : Q@ C C — C analitica y Zy = {z € Q| f(z) = 0}. Si z0 € Q es un punto de
acumulacion de Zy (2 € Z}), entonces f es la constante 0.
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Demostracién. Si zp € Z}, entonces existe una sucesién {z,} C Zy tal que {z,} — z¢, de modo que, por
la continuidad de f se debe tener que {f(z,) = 0} — f(z0) y por lo tanto f(z9) =0, es decir, zp € Z;. Pero
como claramente zy no es un cero aislado, entonces concluimos que f es la funcién constante 0. |

Como seguramente el lector ya sabe, la afirmacién del corolario anterior se puede formular en términos
de dos funciones, de la siguiente forma: si dos funciones analiticas f y g definidas en el mismo dominio 2,
coinciden en un conjunto que al menos tiene un punto de acumulacién en €2, entonces son iguales en todo €.
Dicho de otra forma: una funcién analitica f en una region {2 esta totalmente determinada por sus valores
sobre un conjunto A C Q que al menos tenga un punto de acumulacién en §2.

Corolario 4.37 Sean f,g:Q C C — C analiticas y A= {z € Q| f(z) = g(2)}. Si 29 € Q es un punto de
acumulacion de A (zg € A’), entonces f(z) = g(2) para toda z € Q (es decir, A= Q).

Y para concluir con esta ya larga cadena de corolarios y afirmaciones acerca de los ceros de una funcién
analitica, observe que tenemos el siguiente resultado que bien se puede ver como una regla de 'Ho6pital para
el caso de este tipo de funciones, y cuya prueba se deja al lector.

Proposicién 4.38 Sean f,g:Q C C — C analiticas (no constantes) y zo € Q tal que f(z0) =0 = g(z0). Si
k es el orden de zg como cero de f, y m es el orden de zyg como cero de g, se tiene que:

1. Si k > m, entonces

lim M =0.
22 g(z

2. Si k =m, entonces

i 1) _ JF®(z)
=z g(2)  gW(2)

3. Si k < m, entonces

f(2)

e =™

4.5. Polos

Si una funcién f analitica (no constante) tiene un cero en un punto zo € C de su dominio, el corolario
4.35 nos asegura que existe una vecindad B, (zp) tal que f(z) # 0 para toda z € B,(29) \ {20}, lo que significa
que la funcién 1/f estd definida en dicha vecindad agujerada y que el punto zy es una singularidad aislada
de esta funcién para la cual se satisface que

1 1
lim (=) (2)= lim — =
220 (f> ( ) z2—20 f(z)
Con base en esta observacién introducimos el concepto de polo de una funcién en la siguiente

Definicién 4.39 Sea zg € C una singularidad aislada de la funcion f. Decimos que zy es un polo de f si

lim f(z) = .
zZ—20
Es importante destacar que un polo de una funcion analitica f es, por definicion, una singularidad aislada.
Como el lector ya habra notado, existe una relaciéon muy estrecha entre ceros y polos de funciones
analiticas. En reciprocidad a la observaciéon que hicimos al inicio de esta seccién, si ahora tenemos que
2o € C es un polo de una funcién f, entonces existe r > 0 tal que la funcién g = 1/f estd definida para toda
z € Br(20) \ {20} y ademads

1 1
lim () (2) = lim — =0,
zZ— 20 g Z—20 g(z)
de donde, por la proposicién 4.15, sabemos que g se extiende analiticamente a zo definiendo g(z¢) = 0; es

decir, la funcién g = 1/f tendra un cero en zp.
Con base en la observacién anterior, introducimos el concepto de orden de un polo de la siguiente forma.
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Definicién 4.40 Sea zy € C. Decimos que zy es un polo de orden k € N de la funcion f si zg es un cero de
orden k € N de la funcion g =1/f.

En el siguiente ejemplo ilustramos las definiciones anteriores.
Ejemplo 4.41

1. Sea f(z) = 1/sen(z), con z € C\{kn | k € Z}. Observe que como cada z = km, con k € Z, es un
cero de orden 1 de la funcion g(z) = sen(z), entonces f tiene un polo de orden 1 en cada uno de estos
puntos.

2. Sea f(z) =sen(z)/ cos(z), con z € C\{(2k+1)7/2 | k € Z}. En este caso se tiene que z = (2k+1)7/2,
con k € Z, es un cero de orden 2 de la funcion g(z) = cos(z), entonces f tiene un polo de orden 2 en
cada uno de estos puntos.

3. Sea f(z) = p(2)/q(2), en donde p y q son polinomios sin raices comunes (es decir, f es una funcion
racional). Observe que en este se tiene que, st

02) = bz — ) (= ) o — )P
(b #0), entonces cada z; es un polo de f de orden k;.

Es importante destacar que las funciones del ejemplo anterior tienen la particularidad de que todas sus
singularidades aisladas son polos. Las funciones que tienen esta particularidad (ser analiticas en C, salvo por
polos), reciben el nombre de funciones meromorfas.

Las proposiciones 4.38 y 4.34 tienen formulaciones equivalentes para el caso de los polos de una funcién,
las que haremos a continuacién.

Proposicién 4.42 Sean, z0 € Q C C y f: Q\ {20} € C — C analitica. Se cumple que: zy es un polo de
orden k € N de f si y solo si existe fr, : 0 C C — C analitica tal que

f(2) = (2= 20) *fu(z) = _Julz)

(2 — 20)*
para toda z € Q\ {z0} y fr(z0) # 0.

Demostraciéon. Supongamos que zy es un polo de orden k € N de f. Dado que zp es un polo de f, existe
r > 0 tal que la funcién g = 1/f es analitica en B,(z9) C Q y tiene un cero en z = z;. Entonces, por la
proposicion 4.38 existe g : Br(z9) C C — C analitica tal que

7 = 9 = (2= 20 a2 (413)

para toda z € B.(20) ¥ gr(z0) # 0.
Ahora, por la continuidad de la funcién gy en 2o, sabemos que existe 0 < r’ < r tal que gi(z) # 0 para
toda z € By (29) C Br(20) C €, de tal forma que la funcién f: Q\ {29} € C — C definida como

f(2) = (z = 20)" f(2)
tiene una singularidad removible en zy ya que de la identidad 4.13 se tiene que

lim (z — 20)f(2) = lim (z — 20)**1 f(2)

Z—20 zZ—r20
1
= lim (z — z
z—>z0( O)gk(z)

=0.

Por tanto, por la proposicion 4.15, existe fi : Q2 C C — C analitica tal que

fu(2) = f(2) = (2 = 20)" f(2)
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para toda para toda z € Q\ {20}, vy ademéds

1 1
zp) = lim z)= lim —— =
fu(z0) z—rzo fil2) z=z0 gi(2)  gr(2o0)
El lector estara de acuerdo que la implicacién reciproca es inmediata. |

Una consecuencia muy interesante de esta manera de expresar a una funciéon f en una vecindad de un
polo, y del teorema de Taylor, es la que formulamos en la siguiente

Proposicién 4.43 Sean, 20 € Q C C y f: Q\ {20} C C — C analitica. Se satisface lo siguiente: zy es un
polo de orden k de f si y sélo si existen By,...,Br € C, By # 0, y una funcion ¢ : Q C C — C analitica,
tales que

By, B B,
f(z) = 5T e + ¢(2)
(z — 20) (z — zp) Z = 20
para toda z € Q\ {20}, en donde ademds los nimeros By, ..., By y la funcién ¢ son inicos.

Demostracién. Por la proposicion 4.42 sabemos que existe fi : 2 C C — C analitica tal que

£(2) = (2 — 20) i) = LHEL (4.14)

(2 — 29)*

para toda z € Q\ {20} y fr(z0) # 0.
Ahora, por el teorema de Taylor aplicado a la funcién fj para n = k, sabemos que existe una funcién,
que llamaremos ¢ para simplificar la notacion, analitica en 2 tal que

£ ()

fi(2) = fi(20) + fi(20)(z — z0) + -+ + (k—1)!

para toda z € €.
De las dos identidades anteriores tenemos entonces que

o fk(2)
f(Z) - (Z _ Zo)k
B By_ B
ey e P 2 () (4.15)
(z — 20) (z — 20) zZ— 20
para toda z € Q\ {20}, en donde
17 (z0)
B: = S 4.16
J (k _ j)! ( )
para cada j € {1,...,k}, de tal forma que
(k—k)(z ) (0)(2 )
T k- k) ] Jilzo) #
lo cual prueba la existencia de los nimeros By, ..., By y la funcién ¢ con las propiedades deseadas.
En cuanto a la unicidad de los ntimeros By, ..., By y la funciéon ¢, observe que, si en la identidad 4.16

aplicamos a la funcién fi la férmula integral de Cauchy para la derivadas usando la curva v, (t) = re' + z,
con t € [0,27], en donde r > 0 es tal que B, (z) C Q, se tiene que

/A CONN Sy B O N
(k=) 2w (2 — z0)F 7911

Ir

Bj dz

y si después usamos la indentidad 4.14, concluimos que

R R /1 CO
J A7 (Z B Zo)k7j+1
Yr

dz
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_ 1 /(Zzo)kf(z)dz

i (z— Zo)k*jJrl
Yr
e O
271
Yr

para cada j € {1,...,k}.
Una vez que ya tenemos esta forma de expresar a los nimeros B;, podemos probar la unicidad de estos

ntimeros y de la funcién ¢. Supongamos que By,...By € C, B, # 0,y ¢ : Q € C — C analitica, son tales
que

B B

flz) = — 4+ 1+ 3(2).
()= e e .
De esta identidad se sigue que
- B _ j—1 B _ j—1
(=) o) = EZ 2 B o)t
(z = 20) (z — 20)
Bii(z—20)"" | Bj(z—z)"" n Bj1(z—2)""
(z — 20)' ™! (2 — z0)’ (z — 20) "
By(z—z)" i
+...+M+(p(z)(2f@)ﬂ 1
zZ— 20
By By
— 4 TS
(2= 20)"7* (2= 29)"
Bivn B

i—1
(z—2)° 22— ’

+ 4 Bi(z—20) 7+ 8(2) (2 — 20)"

para cada j € {1,...,k}, de tal forma que

1 i
Bj = % (Z — Zo)] ! f(Z)dZ
Yr
B 1 By 1
:l/ —1dz + k.l/ —dz+-- -+
21 (Z — ZO) Jt 21 (Z — ZO) J
Yr Yr
B, 1 B; 1 B;_
Jfl/ dz 4+ =L dz + =2 ,1/dz
21 (2 — 20) 2m ) z— 2z 271
Yr Yr Yr
B -2 L[ i-1
+ ot Sy /(z 20 Tdz+ 57 P(2) (z —20) " dz
Yr Yr
para cada j € {1,...,k}, lo que prueba que los nimeros B; son tunicos. La unicidad de la funcién ¢ es

inmediata, pues

@(Z)=f(2)—<( Be Bt B )

z—20)" (22— 2) Z =20
By, By 1 B
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para toda z € Q\ {20} y por lo tanto para toda z € Q.
El reciproco de esta proposicién es inmediato pues es claro que la funcién

fi(z) = (z = 20)" f(2)

:Bk—I—Bk,l(Z—ZO)+~--+Bl(2’—20)k71

+ (2 — 20)" o(2)

es analitica en Q, fr(z0) = Br # 0, y satisface la condicién del reciproco de la proposicién 4.42. |

A la suma de los términos
By, By o By

k
(z — 20) (z — 20 Z =20
de la proposicién anterior se le suele llamar la parte singular de la funcion f en el polo z = 2.
También de la proposiciéon anterior y del teorema 4.20, se tiene una consecuencia muy importante en
cuanto a la forma en que una funcién se puede expresar en términos de una cierta serie, que bien podemos

decir que es una “serie de Taylor generalizada”, ya que serd una serie de potencias de z — zg que incluye una
cantidad finita de potencias negativas de dicho término.

Proposicién 4.44 Sean, zo € Q C C, f: Q\ {20} C C = C analitica y r > 0 tal que B.(29) C Q. Si 2z es
un polo de orden k de f, entonces existen By,...B, € C, By # 0, y una sucesién {A,} C C tales que

Bl = n
A, (z —
P + 7;) (z = 20)

para toda z € By(29) \ {z0}-

La tdltima proposicién de esta secciéon también es una especie de regla de I’Hopital para el caso de polos
de funciones analiticas, y su prueba también es inmediata de la proposicién 4.42; razén por la cual queda de
nuevo a cargo del lector.

Proposicién 4.45 Sea zg € C un polo de las funciones f y g. Si k es el orden de zg como polo de f ym
es el orden de zg como polo de g, se tiene que:

1. Si k < m, entonces

lim 1) _

2. Si k =m, entonces

3. Si k> m, entonces

4.6. Singularidades esenciales

Para poder determinar qué otro tipo de singularidades aisladas puede tener una funcién analitica, nece-
sitamos tener una forma de caracterizar a los dos tipo que hemos visto.

Para lograr lo anterior, primero observemos que si zg € C es una singularidad removible de una funcién
f, de la definicién de este tipo de singularidad sabemos que lim,_,,,(z — z0)f(2) = 0, y que f se puede
extender analiticamente a zp. Si esta extensién (que seguiremos denotando por f) es tal que f(z9) = 0,
entonces existen k € N y f,, analitica (en el dominio de f) tales que f(z) = (z — 20)* fu(2) v fu(20) # 0, de
modo que podemos asegurar que

lim (z — 20) " f(2) = lim f.(2) = fulz0) #0.

zZ—r2z0 zZ—r2z0

J. Péez



118 CAPITULO 4. FUNCIONES ANALITICAS: PROPIEDADES LOCALES

En resumen, si zyp € C es una singularidad removible de una funcién f, podemos afirmar que existe
ke NU{0} (k=0si f(z9) =0) tal que

lim (z — 20) ¥ f(2) =1 #0

Z—r20

y por lo tanto, que
lim |2 — 2| " | f(2)| = 1] # 0.

Z—20

De este tltimo limite concluimos que k es un entero (k > 0) con la propiedad de que si @ € R es tal que:

1. Si @ < —k, entonces

at+k

|z — 20| " |£(2)]

a+t+k

lim |z — 20| | f(2)| = lim |z — 2|
Z2—20 Z—> 20
= |l| im |z — 2]
zZ—r 20
=00
vaque|l| #0y a+k <0.
2. Si a = —k, entonces
lim |z — 20| " |f(2)] # 0.
zZ—r 20

3. Si @ > —k, entonces

lim [z — 20| |f(2)] = lm |2 — 20" |z — 20| " | f(2)]
z—20 Z—Z20

= I| lim |z — z|*™"
zZ—r 20

vaque|l| A0y a+k > 0.

Si ahora suponemos que zy € C es un polo de la funcién f, entonces sabemos que existen r > 0, k € N
¥ fn : Br(20) C C — C analitica tal que f(2) = (2 — 20) " * f.(2) para toda z € B,(z), con fn(20) # 0, de
modo que

lim (z — 20)"f(2) = Wm f.(2) = fu(z0) # 0.

zZ—20 zZ—20

En resumen, si zg € C es un polo de la funcién f, podemos asegurar que existe k € N tal que

lim (z — 20)Ff(2) =1#0

zZ—r20
y por lo tanto, que
. k
lim |z — 20| [f(z)| = [I] # 0.

zZ—r2z0

De este tltimo l{mite, ahora concluimos que k es un entero (k > 0), con la propiedad de que, si « € R es
tal que:

1. Si o < k, entonces
. . —k k
T |2 — 20| [F()] = lm |2 — 20" | = 20/ | £(2)
= |I| Hm |z — zo|*7*
Z—rZ20
=00

vaque|l| 0y a+k <O0.
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2. Si a = k, entonces i
lim |2 — zof* |£(2)] # 0.

zZ—r 20

3. Si a > k, entonces

‘ « R B a—k _ k
tim Jo = 2ol |£(2)] = Hm |2 = 20"~ |2 = 2" |(2)

= |I] lim |z — 2o|* "
Z—20

yaque |l] 20y a+k > 0.

Resumiendo el analisis que acabamos de hacer, podemos concluir que si f tiene una singularidad removible
o un polo en zg € C, entonces existe k € Z (k < 0 si zp es una singularidad removible, y k¥ > 0 si zg es un
polo) con la propiedad de que, dado a € R:

1. Si a < k, entonces

7 e}
Jim |z — 20[" |£(2)

= Q.

2. Si a = k, entonces
’ [0
lim |2 — 20/ [ £(2)] # 0.
zZ—r20
3. Si a > k, entonces
lim |z — 20| |f(2)] = 0.
Z—20
Antes de preguntarnos si la afirmacién reciproca es cierta, es muy importante hacer notar que la existencia
de este niimero k € Z, con las propiedades que acabamos de enlistar, también se puede probar si simplemente
suponemos que f no es la funcién constante 0 y que para alguna « € R se tiene que
lim [z — 20" |f(2)| =00 o  lim |z — 2" |f(2)] = 0.
z— 20 z—r20
De hecho, lo que en realidad probaremos es que si se satisface alguno de los dos limites anteriores para
alguna a € R, entonces f tiene una singularidad removible o un polo en zy, de modo que la existencia del
nimero k € Z con las propiedades requeridas se seguird del andlisis que hicimos al inicio de esta seccién.
Como seguramente el lector ya estd intuyendo, lo que realmente se tiene es que todas estas afirmaciones
que hemos hecho son equivalentes, resultado que dejaremos formulado en el siguiente

Teorema 4.46 (Ahlfors) Sea zy € C una singularidad aislada de la funcién f, no constante. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. zg € C es una singularidad removible o un polo de f.
2. FExiste k € Z tal que, dado o € R, se satisface que:
a) Si o < k, entonces

’ (03
Jim |z = zo[" |f(2)

= Q.

b) Sia =k, entonces
lim |z — 20|" |f(2)| # 0.

Z—r 20
c) St o>k, entonces
lim |z — 20|" |f(2)| = 0.

zZ—r 20

3. Eziste a € R tal que

Hm |z —20|" |f(2)|=0 o  lm |z — 20| |f(2)

zZ—r 20 zZ—rz0

= Q.
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Demostracion. Que el inciso 1 implica el inciso 2 es justo lo que probamos en el analisis que hicimos previo
a este teorema, y como la prueba de que el inciso 2 implica el inciso 3 es inmediata, s6lo probaremos que el
inciso 3 implica el inciso 1.

Supongamos primero que existe a € R tal que

lim |z — 20| |f(2)| = 0.
Z—20
Si tomamos h € Z tal que o < h, entonces se tiene que
. h . h—
lm |z — 20]" | f(2)] = Um |z — 20" "% |2 — 20|" | f(2)| = 0 (4.17)
Z2—20 zZ—z0

pues

lim |z — 2" =0
Z—20

va que 0 < h — a.
Por tanto, de la identidad 4.17 se sigue que
lim (z—z)" f(z) =0

Z—r 20

de modo que podemos concluir que la funcién

9(z) = (= = 20)" f(2)

tiene una singularidad removible en zp; es decir, existe r > 0 tal que g se extiende analiticamente a B,.(zp),
extension analitica que seguiremos denotando por g. Por lo tanto, se tiene que

f(z) = (z = 20) " g(2) (4.18)

para toda z € B,(z0) \ {20}
Como f no es la constante 0, entonces g tampoco es la constante 0 y por lo tanto existen n € NU {0} y
gn : Br(29) C C — C tales que
9(2) = (2 = 20)" gn(2) (4.19)
para toda z € B,.(zp), con g,(29) # 0. Observe que si n = 0, entonces g(z) = g,(z) para toda z € B.(29), y

en particular g(zo) = gn(20) # 0.
Si ahora sustituimos la expresiéon 4.19 en la expresion 4.18, se obtiene que

f(z) = (z=20)""" ga(2)

para toda z € B,(z9) \ {20} de tal forma que si 0 < n — h, entonces concluimos que f tiene una singularidad
removible en zp; y si n — h < 0, entonces concluimos que f tiene un polo en zj.
Si ahora suponemos que existe a € R tal que

lim |2 — 2| | f(2)] = o0,
Z—r20

procedemos de forma andloga. Elegimos ahora h € Z tal que h < «; entonces tenemos que

lim |z — 20" | £(2)] = lim |z — 2" |z = 20|* | £ (2)] = o0 (4.20)
zZ—20 Z—Z20
pues

; h—a
lim |z — zo] =00
Z—r20

va que h —a < 0.
De la identidad 4.20 se tiene que

. h _
Jim (2 = 20)" £(2) = o,

es decir que ahora la funcién

9(z) = (z — 20)" f(2) (4.21)
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tiene un polo en zy. Si el polo de esta funcién g es de orden m € N, sabemos que existen r > 0 y g, analitica
en B,.(z) tales que

g(z) = (Z - Zo)m gm(z)
para toda z € B,.(20)\{20}, con gm(20) # 0. Sustituyendo esta expresion de g en la identidad 4.21, obtenemos
que

f(2) = (2= 20)" " gm(2)

para toda z € By (z0) \ {70}, de modo que, nuevamente, si 0 < m — h entonces concluimos que zy es una
singularidad removible de f; y si m — h < 0, entonces concluimos que zg es un polo de f, con lo cual
terminamos la prueba. [ |

Una vez que hemos probado el teorema anterior, podemos dar la definicién de lo que llamaremos una
singularidad esencial de una funcién f e inmediatamente dar una primera caracterizacién de este tipo de
singularidad aislada.

Definicién 4.47 Sea zy € C una singularidad aislada de f. Decimos que zy es una singularidad esencial de
f si zg no es una singularidad removible o un polo de f.

Para poder dar algtin ejemplo de una funcién que tenga este tipo de singularidad aislada, primero da-
remos un par de caracterizaciones de las singularidades esenciales. La primera de ellas es en realidad una
consecuencia inmediata del teorema anterior por lo que su prueba queda a cargo del lector.

Proposiciéon 4.48 Sea zy € C una singularidad aislada de f. Se satisface que: zy es una singularidad
esencial de f si y sélo si para toda o € R, se tiene que Um,_,,, |z — z0|™ | f(2)| no emiste.

. .z . . |4 . .
La segunda caracterizacién que daremos en el siguiente teorema’ describe de manera muy precisa el
comportamiento de una funcién alrededor o cerca de este tipo de singularidades, que sin duda bien podemos
calificar de “explosivo”.

Teorema 4.49 Sea zy € C una singularidad aislada de f. Se satisface que: zg es una singularidad esencial
de f si y sdlo si para toda w € C, para todo € > 0 y para toda § > 0, existe z € Bs(zo) \ {20} tal que

f(2) € Bo(w).

Demostraciéon. Supongamos que zy es una singularidad esencial de f y que la propiedad que deseamos
probar no es cierta; es decir, supongamos que existen w € C, ¢ > 0y & > 0, tales que para toda z €
Bs(20) \ {20} se tiene que f(z) ¢ B.(w), o lo que es lo mismo, que

[f(z) —w| > >0
para toda z € Bs(z0) \ {20}. De esta desigualdad tenemos entonces que, si 8 < 0, entonces
ZILII;O |z — zO|B |f(2) —w| = o0.
Por tanto, por la condicién 2 del teorema 4.46 sabemos que existe a > 0 tal que

lim |z — 20| |f(2) —w| = 0.

zZ—20

Ahora, por la desigualdad del tridngulo se tiene que

0<lz—20[" [f(2)] < [z = 20| [f(2) = w] + ]2 = 20| w|

5Este teorema fue publicado (en alemén) por Karl Weierstrass (1815-1897, Alemania) en 1876, y por Julian Sokhotski (1842,
Polonia - 1927, URSS) en su tesis de maestria (escrita en ruso en 1868). Por eso se llamé teorema de Sokhotski en la literatura
rusa y teorema de Weierstrass en la literatura occidental. El mismo teorema fue publicado por Felice Casorati (1835-1890,
Ttalia) en 1868, y por Charles Briot (1817-1882, Francia) y Jean-Claude Bouquet en la primera edicién de su libro Theorie des
fonctions doublement périodiques, et en particulier, des fonctions elliptiques (1859). Sin embargo, Briot y Bouquet eliminaron
este teorema de la segunda edicién (1875). (Fuente: Wikipedia).
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para toda z € Bs(z9) \ {20}, y como
lim |z — 20|” |w| =0,
Z—r 20

va que a > 0, concluimos que

7 (e
Jim |z — 20| |£(2)

=0

de tal manera que, nuevamente por el teorema 4.46, zy tiene que ser una singularidad removible o un polo
de f, lo cual es una contradiccion.

Como el lector estara de acuerdo, la implicacion contraria es inmediata ya que si zg no es una singularidad
esencial de f, entonces zy es una singularidad removible o un polo de f, de modo que lim,_,, f(z) existe, lo
que sin lugar a dudas es una contradiccién con la hipétesis. |

En la figura 4.3 damos una idea geométrica del comportamiento de una funcién alrededor de una singu-
laridad esencial.

e s |
25 = ) :"-.'. ".":f(zs)
wy L )
........... T e o .
........ . fe) -w

Figura 4.3: Si 2z es una singularidad esencial de f, la imagen bajo f de cual-
quier vecindad de zy se “dispersa” a todo C.

Y para terminar de darnos una idea de este comportamiento de una funciéon f alrededor de una singula-
ridad esencial, damos el siguiente corolario al teorema 4.49.

Corolario 4.50 Si zg es una singularidad esencial de f, entonces para todo w € C existe una sucesion {z},
con z, # 2o para toda n € N, tal que {z,} — 20 y {f(zn)} — w.

Una vez que ya contamos con estas caracterizaciones de una singularidad esencial, daremos un ejemplo
de una funcién que tiene una de este tipo.

Ejemplo 4.51 Sea f: C\ {0} — C definida como f(z) = exp(1/z). Claramente z = 0 es una singularidad
aislada de [ y wverificaremos que se satisfacen las condiciones del teorema 4.49 para concluir que esta
singularidad es esencial.

Sean w € C y § > 0; observe que si k € N es tal que 1/6 < 2kw, entonces para toda ¢ € Lop, = {x +1iy €
C|2kr <y <2(k+1)w} se tiene que

1
5<2kw§y=|y\§\él

y por lo tanto 1/¢ € Bs(0). Si ahora recordamos que, por el inciso 2 de la proposicion 2.15 del capitulo
2, se tiene que exp(Lokr) = C\ {0}, si w # 0, entonces existe ( € Logn tal que exp(¢) = w y por lo
tanto f(1/¢) = exp(¢) = w de modo que |f(1/¢) —w| = 0 < & para todo € > 0. Si w = 0, observe que si
Cn = —n + 2kwi € Logy, entonces 1/¢, € Bs(0) para toda n € N y

f(1/¢,) = exp(Cn) = e "(cos(2km) + isen(2km)) =e™ "

de tal forma que {f(1/¢,)} — 0 de modo que, para todo € > 0 existe N € N tal que, si n > N, entonces
|f(1/¢) — 0] =|f(1/¢)] < € con lo cual probamos que se satisfacen las condiciones del teorema 4.49 y por lo
tanto concluimos que z = 0 es una singularidad esencial de f.
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Aprovechando el ejemplo anterior, terminamos esta seccion extendiendo el concepto de singularidad
aislada de una funcién f en z = oco. Como el lector seguramente ya esta deduciendo, la definiciéon de este
concepto es la siguiente.

Definicién 4.52 Sea f : Q C C — C. Diremos que z = oo es una singularidad aislada de una funcion f,
st z =0 es una singularidad aislada de la funcion g definida como g(z) = f(1/z). En este caso diremos que
z = 00 es una singularidad removible, o un polo (de orden k), o una singularidad esencial de f, si z =0 es
una singularidad removible, o un polo (de orden k), o una singularidad esencial de g, respectivamente.

Observe que si z = 0 es una singularidad aislada de la funcién g dada en la definicién anterior, ello implica
que debe existir ¢ > 0 tal que g es analitica en Bs(0)\ {0} y por lo tanto la funcién f debe ser analitica en el
conjunto {z € C| |z| > 1/6}. Dicho de otra forma, si z = co es una singularidad aislada de f : Q@ C C — C,
entonces () debe ser una regién tal que existe R > 0 con la propiedad de que, si z € C es tal que |z| > R,
entonces z € 2, es decir que {z € C | |z|] > R} C Q. Nétese que para que ) satisfaga esta condicién no es
suficiente con que 2 sea un conjunto no acotado, como seria el caso del conjunto @ = {z € C | Re(z) > 0},
que aunque es no acotado, no existe R > 0 tal que el conjunto {z € C | |z| > R} esté contenido en este .

Las siguientes funciones son ejemplos de funciones que tienen una singularidad aislada en z = co.

Ejemplo 4.53

1. Cualquier polinomio p tiene una singularidad aislada en z = oo, y si el grado de p es mayor que 0,
entonces z = 0o es un polo de p (ya que lim,_, o p(z) = 00) cuyo orden es igual al grado de p. En
efecto, si

p(z) =ap+a1z+ -+ a,z"

con an # 0, entonces

p(1/2)

ay an
a+— 4+ —
z AL

9(2)

1
= Z—n(aoz"+~~-+an,1z+an)

=z"(apz" 4+ -+ apn—1z2+a,)

de modo que si hacemos gn(z) = apz™ + -+ + an—12 + a, se tiene que g, es analitica en C, que
gn(o) = Qn 7é 0 Y que
9(z) =z "gn(2)

para toda z € C\ {0}, lo que prueba que g tiene un polo de orden n en z = 0.

2. Cualquier funcion racional f = p/q tiene una singularidad aislada en z = co. Si el grado de q es mayor
o0 igual al grado de p, entonces la singularidad es removible y si el grado de p es mayor que el grado de
q, entonces es un polo. En efecto, si

p(z)=agtarz+ -+ az"

conay, #0, y
q(z) =byg+ b1z + -+ bypz™

con by, # 0, entonces

9(z) = f(1/2)
_p(1/2)
q(1/z)

ag+ %+ 4

b+ U4t lm
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2T (agR" + o ap—12+ ay)
27 (boz™ + -+ am-12 + b))
men @0Z" + -+ ap—12+an
boz™ 4+ -+ am—12 + b
de modo que
0 sim>n
I = dn £ () sim=mn
lim g(2) b 7
00 stm < n.
Observe que si m > n entonces z = 0 serd un cero de g (y por lo tanto z = oo serd un cero de f) de
orden k =m —n ya que si hacemos
apz" + -+ an_1z2+an
gk(z) = m )
boZ +-~-+am_1z+bm
entonces g (0) = /b #+ 0, o9& es  analitica en  alguna  vecindad
del 0, y
9(2) = 2"""gr(2)
para toda z en esta vecindad. De esta ultima identidad también se demuestra que si m < n, entonces
z =10 es un polo de g (y por lo tanto z = 0o es un polo de f) de orden k = m — n.

3. En el problema 35 el lector demostrard que toda funcion entera que tenga un polo en z = oo necesa-
riamente es un polinomio, de donde se concluye que las funciones seno, coseno y exponencial tienen
una singularidad esencial en z = oo (lo que ya comprobamos directamente en el caso de la funcion
exponencial).

4. También es importante hacer notar que la funcion sec(z) = 1/sen(z) no tiene una singularidad aislada

en z = o0 pues como ya mencionamos en el inciso 4 del ejemplo 1, z = 0 no es una singularidad

aislada de la funcion
1

sen(1/2)

Por razones andlogas a las de esta funcion, las funciones tangente, cotangente y cosecante, tampoco
tienen una singularidad aislada en z = co.

9(z) =sec(1/z) =

4.7. El principio del argumento (primera versién)

Intentaremos mostrar, a partir de ejemplos sencillos, cuél es el hecho “geométrico” que se expresa en el
importante resultado conocido como el principio del argumento.

Para ello, consideremos la funcién f(z) = z*, para alguna k& € N. Como es facil de comprobar, si tomamos

la circunferencia unitaria con centro en 0 parametrizada por la funcién

v(t) = cos(t) + isen(t) = e,

con t € [0,27], entonces v “rodea” al punto z = 0 una vez en sentido antihorario, rodeo que queda expresado
en el hecho de que n(v,0) = 1.

Ahora considere la curva

() = (fe)(®)
= f(v(®)
_ ikt

= cos(kt) + isen(kt)
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tomando también ¢ € [0, 27]. Como el lector estard de acuerdo, 4 parametriza nuevamente a la circunferencia
unitaria con centro en 0 con la diferencia de que ahora la recorre (en el mismo sentido antihorario) k veces,
lo que estd relacionado con el hecho de que al aplicar la funcién f a (t), el argumento de ~(¢) se multiplica
(o se incrementa) por k.

También se puede comprobar que la curva 4 rodea k veces al punto f(0) = 0 si se verifica que n(%,0) = k.
Esto se obtiene muy facilmente ya que por el problema 39 del capitulo 3 se tiene que

n(%,0) = n(7, f(0))

RV ON
2mi ) f(z) = f(0)
_ 1 [f@)y,
- 2mi f(z)d

b
1 k k—1
= g

27 2k

Seguramente no escapa a la atencién del lector (o no debe escapar) que la identidad n(%,0) = & (es decir,
que el indice de la curva 4 = f o con respecto al punto f(0) = 0 sea k) estd intimamente relacionado con
las siguientes caracteristicas de la funcién f y la curva ~:

1. Que z =0 es un cero de la funciéon f.
2. Que este cero estd “dentro” de la curva ~.

3. Que el orden de este cero es k.

En el ejemplo que acabamos de dar, la sencillez de la funcién f jugé un papel importante para poder
identificar a la curva ¥ = f o~, lo que a su vez permitié determinar ficilmente cudntas veces rodeaba al
punto f(0) = 0.

Ahora daremos otro ejemplo en el que la funcién f no es tan sencilla como la anterior, pero que auxiliados
por la representacion grafica de la curva 7, podremos obtener conclusiones andlogas a las del primer ejemplo.

Sea f(z) = 2%(2z—1/2) y tomemos nuevamente la circunferencia unitaria con centro en 0 parametrizada por
la misma funcién 74 del ejemplo anterior. En la figura 4.4 se muestra la curva descrita por la parametrizacién
A(t) = (f ov)(t), para t € [0,27r]. Como el lector podrd notar, la curva 4 “rodea” 3 veces al punto f(0) =0
lo que podemos comprobar si calculamos de nueva cuenta el indice del 0 con respecto a la curva 7.

Como en el ejemplo anterior, sabemos que

- L[ f(2)
w0 =5 [ 7o

1 [ 22(z2—1/2) + 22

= — —d
omi 2(z-1/2) ~
vy
1 2 1
= [ (Z+—-)4d
27Ti/<z+z—1/2) -
Y
2 (1 1 1

= — [ ——d
omi ) 2 T om | 2o 1p®
vy vy

J. Péez



126 CAPITULO 4. FUNCIONES ANALITICAS: PROPIEDADES LOCALES

Figura 4.4: La curva 5(t) = (f o v)(t), en donde f(z) = 2%(z — 1/2) y
y(t) = e, con t € [0,27].

=2n(7,0) +n(v,1/2)

)

lo cual confirma que en efecto la curva 4 “rodea” 3 veces al punto f(0) = 0.
Seguramente el lector ya se percatd de que el numero 3 esté relacionado, nuevamente, con las siguientes
caracteristicas de la funcién f y la curva ~:

1. Que z =0y z = 1/2 son ceros de la funcién f.
2. Que estos ceros estan “dentro” de la curva ~.

3. Que el orden del cero z = 0 es 2, que el orden del cero z = 1/2 es 1, y que sumando estos 6rdenes,
jobtenemos 3!

Daremos un tltimo ejemplo con el cual tendremos una idea mas completa de la “afirmacion geométrica”
contenida en el principio del argumento.

Sea ahora

23

4(z—1/2)
la cual estd definida para z € C\ {1/2}. En la figura 4.5 mostramos nuevamente a la curva 5(t) = (f oy)(t),
para t € [0,2x]. Ahora el lector notara que la curva 4 “rodea” 2 veces al punto f(0) = 0 lo cual comprobamos

de nueva cuenta calculando el indice n(%,0), como en los ejemplos anteriores.
En este caso se tiene que

flz) =

n(¥,0) = 5 J;((ZZ)) dz
B 1/4 (322 (z—1/2)7" + 23(— )(z—1/2)_2>d
" 2ni ) (1/4)23 (= — 1/2) ¢

1 3
2/(;; z—1/2>dz
Y
3 1 1
_T/Z 2m/z—1/2dz
Y
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wv

25

-15

Figura 4.5: La curva J(t) = (f o y)(t), en donde f(2) = 23/4(z — 1/2) y
y(t) = €', con t € [0, 27].

=3-n(y,0) —1-n(vy,1/2)

Como en los ejemplos previos, el nimero 2 esté relacionado con las siguientes caracteristicas de la funcion
f y la curva ~:

1. Que z=0es un ceroy z = 1/2 es un polo de la funcién f.
2. Que este cero y este polo estdn “dentro” de la curva ~.

3. Que el orden del cero z = 0 es 3, que el orden del polo z = 1/2 es 1, y que ahora restando estos 6rdenes,
jobtenemos 2!

Una vez que hemos visto estos ejemplos, seguramente al lector ya no le resultarda del todo extrana
la formulacién que daremos del principio del argumento, la cual resume las ideas y caracteristicas més
importantes contenidas en ellos.

Es importante mencionar que la hipotesis que supondremos en esta formulaciéon del principio del argu-
mento sobre el dominio de la funcién involucrada, estd determinada por la hipdtesis necesaria para aplicar
la versién del teorema de Cauchy que hasta ahora tenemos.

Teorema 4.54 (principio del argumento (versién local)) Sean, A C C una bola abierta y ay,...,an,
bi,....b;m € A. Si f es una funcion meromorfa en A tal que a; es un cero de f de orden k; € N, para cada
j€{l,...,n}, y b es un polo de f de orden hy € N, para cada l € {1,...,m}, entonces
L[ f'(2) - c
— dz=S "k; - V=S hn(y,b
ami | oy = 2k n(na) =D hin(y by
5 j=1 1=1
para toda v C Q\{a1,...,an,b1,...,bm} curva cerrada suave por pedazos.

Demostracién. Primero observemos que, como el lector probard en el inciso (b) del problema 33, podemos
asegurar que existe g : A C C — C analitica tal que

f2) = (z=a)™ (2 = an)™ (2 = b)) ™" (2 = b) T g(2)

con g(z) # 0, para toda z € A.
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De esta expresiéon de la funciéon f se sigue que

f'(z) ki ky -l A
f(z)_z—a1+ +z—zn+z—b1+ +Z—bm+g(2)

para toda z € A\ {a1,...,an,b1,...,bn}, de tal forma que

1 1 1
— dz— > I; d
2mi Z J QFZ/Z—ZJ : Z 27ri/z—bj :

¥ v
1 g’(Z)
2t ) g(z)
v
23 M43 = 2 )b 2772 g(2)
j=1 j=1 5

Por otra parte, dado que g(z) # 0 para toda z € A, entonces ¢'/g es analitica en A de tal forma que,
por el teorema de Cauchy (teorema 3.26) se tiene que

y por lo tanto

con lo cual termina la prueba. |

Como se vio en los ejemplos que dimos al inicio de esta seccién, una consecuencia inmediata del principio
del argumento es el siguiente

Corolario 4.55 Sean, A C C una bola abierta, ay,...,an,b1,...,bp € Ay f meromorfa en A tal que a;
es un cero de f de orden k; € N, para cada j € {1,...,n}, y by es un polo de f de orden hy € N, para
cadal € {1,...,m}. Siy C A\{a1,...,an,b1,...,bm} es una curva cerrada suave por pedazos y 4 = f o~,
entonces

77/(’3/,0) = % / ff/(<j)) dz = ;kj 'n(fYaaj) - J;ZJ : n(’%bj)'

Otro hecho que también se deduce del tltimo ejemplo que vimos (y que también formularemos como un
corolario), es que si la curva v que se elija es tal que “sélo da una vuelta en sentido antihorario”; es decir,
si n(v, z) s6lo puede tomar el valor 0 o 1 para cada z € A\ 7, entonces el indice de la curva 4 con respecto
del 0 coincide con el nimero de ceros menos el ndmero de polos de la funcién f, todos ellos “encerrados” (o
“rodeados”) por la curva «, en donde cada cero y cada polo se cuenta tantas veces como su multiplicidad.

Corolario 4.56 Sean, A C C una bola abierta, a1,...,an,b1,...,bp, € Ay f meromorfa en A tal que a;
es un cero de f de orden k; € N, para cada j € {1,...,n}, y by es un polo de f de orden h; € N, para cada
le{l,...om}. Siy C A\{a1,...,an,b1,...,bm} es una curva cerrada suave por pedazos tal que n(vy,z)

sélo toma el valor 0 o 1 para cada z € A\ v y 5= fo~, entonces
n(%,0) = (# de ceros — F# de polos) de f, encerrados por (o dentro de) ~y.

A continuacién veremos algunos importantes resultados que se pueden obtener del teorema 4.54 si lo
aplicamos al caso particular en que la funcién f es analitica en A. En este caso, por el corolario 4.56 sabemos

que ( )
7tz
omi | T ®

~

= # de ceros de f encerrados por (o dentro de)
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Con base en lo anterior, con una leve modificacién de la funcién f podemos tener una integral que nos
permita saber cudntos puntos debe de haber “dentro” de una curva 7 que tienen el mismo valor bajo f.

En efecto, observe que si tomamos zp € A, v C A\ {20} con n(y,z) =00 1 para toda z € A\ ~, y f una
funcién analitica en A tal que f(z) # f(z0) para toda z € -y, entonces zp es un cero de la funcién g definida
como ¢(z) = f(z) — f(z0) de tal forma que el valor de la integral

1 9'(2) /
2t ) g(z) ~ omi f(z

Y

serd igual al nimero de puntos “dentro” de v que bajo la funcién f toman el valor f(zg). Nétese que si
n(v, z0) = 1, entonces

d 0.
2i / f(z i
Pero si ahora recordamos que
1 [4(2)
— dz =n(%,0
i) o) © n(¥,0)
5

en donde
Y=gov=(f—f(2))or=Fov—f(z0) =7~ f(20),
entonces se tiene que

TL(’A)@O) = ’/l("h)‘/ - f(ZO)a 0) = n(;% f(ZO))

Una consecuencia muy importante del analisis que acabamos de hacer es que si w € C esta en la misma
componente conexa de C\ 4 que contiene al punto f(zp), por el inciso 2 de la proposicién 3.31 del capitulo
3, sabemos que n(y,w) = n(%, f(20)) y por lo tanto que

2m/f 27T’L/f dz>0,

lo que significa que “dentro” de « también hay puntos que bajo f toman el valor w, y que estos puntos son
tantos como los que toman el valor f(zp). Este importante resultado lo dejamos formulado en el siguiente

Teorema 4.57 (Ahlfors) Sean, f: Q C C — C analitica, zo € A C Q (A una bola abierta) y wo = f(2o).
Si zg es un cero de orden k € N de la funcion g definida como g(z) = f(2) — f(20) para cada z € A, entonces
existen € > 0 y 6 > 0 tales que para todo w € Bs(wo) \ {wo} la identidad f(z) = w tiene exactamente k
soluciones en Bs(z0) \ {z0}. Ademds, se puede elegir 6 > 0 de tal forma que las soluciones de la identidad
f(z) = w sean todas distintas entre si.

Demostracién. Como g (o f) no es constante, podemos tomar ¢ > 0 tal que Bs(z9) C Ay g(2)
f(2) # f(20) ) para toda z € Bs(z0) \ {20} Sea y(t) = de® + zq, con t € [0,27]; como wg = f(20) & 7
(que es un conjunto cerrado ya que es compacto), existe € > 0 tal que B.(wp) C C\ 7.

Ahora, sabemos que si w € B.(wp) \ {wp}, entonces w y wp estdn en la misma componente conexa de
C\ # (ver figura 4.6) de modo que

Y, f(z
:%/ dz
¥

75 (
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P
-
Q _- \\
-
//'- B(S(ZO) \
/ 1
I \ f
1 A I —_—
\ 1
\
\ I’
A S
S Y /
~ 7/
\\N_ _-

Figura 4.6: Si zp es un cero de orden 3 de la funcién g(z) = f(z) — f(20),
entonces existen € > 0y § > 0 tales que para todo w € B.(wp) \ {wo} la
identidad f(z) = w tiene exactamente 3 soluciones distintas z1, 22 y 23 en

Bs(20) \ {20}

y por lo tanto, como n (7, z) s6lo toma el valor 0 o 1 para toda z € A\ ~, por el corolario 4.56, concluimos que
la funcién g,, definida como g,,(z) = f(z) —w para cada z € A, tiene exactamente k ceros en Bs(zo) \ {z0},
es decir que la identidad f(z) = w tiene exactamente k soluciones en Bjs(zo) \ {z0}-

Finalmente, como f no es constante, podemos elegir 6 > 0 con la propiedad adicional de que f/(z) # 0
para toda z € Bs(z0) \ {20}, de modo que, como g¢,,(z) = f'(z) # 0 para toda z € Bs(z0) \ {20}, entonces los
ceros de g, en Bs(29) \ {20} tienen que ser de orden 1 y por lo tanto distintos dos a dos. |

El teorema anterior tiene interesantes consecuencias relacionadas con algunas propiedades topoldgicas de
las funciones analiticas, las cuales formularemos como corolario de este teorema.

Corolario 4.58 Sea f : Q C C — C analitica y U C Q un subconjunto abierto. Si f no es constante,
entonces f(U) C C es un conjunto abierto.

Demostracion. Sea zg € U y r > 0 tal que B,.(29) C U. Por el teorema 4.57 sabemos que existen § > 0y
€ > 0 tales que

Bg(ZQ) C BT(Z()) - U,
y para toda w € B.(f(20)) existe al menos una z € Bs(zg) tal que f(z) = w, de modo que podemos concluir
que

B:(f(20)) C f(Bs(20)) C f(U)
y por lo tanto que f(U) es abierto. |

El corolario anterior tiene como consecuencia un resultado que ya probamos en el capitulo 3: el principio
del médulo mdximo. Enunciaremos y probaremos de nuevo este resultado pues es importante hacer notar
que éste se puede obtener (de manera muy sencilla) a partir de una propiedad topoldgica de las funciones
analiticas.

Corolario 4.59 (principio del médulo maximo) Sea f : Q@ C C — C analitica y z9 € Q. Si |f(z)] <
|f(z0)| para toda z € Q, entonces f es constante en ().

Demostracién. Si |f(z)| = 0, entonces |f(z)] = 0 para toda z € Q y por lo tanto f es la constante 0 en .
Supongamos entonces que 0 < |f(zp)| v que f no es constante en €.

Por el corolario anterior sabemos que f() es abierto, de modo que existe r > 0 tal que B,.(f(z0)) C f(Q).
Ahora, si hacemos

_ r. f(20)
IR S )
entonces f( )
T 20 T
el = |5 | =5 <7
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de donde w € B, (f(20)) C f(Q) y por lo tanto existe z € 2 tal que

R C)

Pero observe que

r f(20) r
f2)]=f(z) + = —(l—l-)fz > | f(z
£ =10+ 5 17 TR ) o)l > 1£Go)
lo cual contradice la hipdtesis por lo que f debe de ser constante en 2. |

Otro corolario del teorema 4.57 que vamos a probar estéd relacionado con las propiedades que debe tener
la funcién inversa de una funcién analitica f e inyectiva en una region 2 C C. En el caso real sabemos que,
aun cuando una funcioén sea inyectiva y derivable en un intervalo I C R, no se puede asegurar que su funcién
inversa siga siendo derivable en todos los puntos de su dominio f(I). Este es el caso de la funcién f(z) = 22,
cuya inversa f~!(y) = '/ no es derivable en y = 0.

Lo que mostraremos es justo que entre las funciones analiticas, no hay funciones que se comporten como
la funcién f(x) = 23, vista como funcién de R en R. Es decir, probaremos que si una funcién f es inyectiva
en una regién Q C C, entonces su inversa también es analitica en la region f(£2).

Lo primero que demostraremos (también como un corolario del teorema 4.57) es que, si una funcién
analitica f es inyectiva en una regién, entonces su derivada tiene que ser distinta de 0 en dicha region.

Corolario 4.60 Sea f : Q@ C C — C analitica. Si f es inyectiva en la region , entonces f'(z) # 0 para
toda z € Q2.

Demostraciéon. Nétese primero que, como f es inyectiva en (2, entonces f es no constante. Si suponemos que
20 € Q es tal que f'(29) = 0, entonces podemos asegurar que zg es un cero de la funcién ¢g(z) = f(z) — f(z0)
de orden k > 1. Ahora, por el teorema 4.57 sabemos que existen € > 0 y d > 0 tales que para todo
w € Be(wp) \ {wo} la identidad f(z) = w tiene exactamente k > 1 soluciones en Bs(zp) \ {z0} C Q y que ¢
se puede elegir de tal forma que las soluciones de la identidad f(z) = w son distintas entre si, lo cual implica
que f no es inyectiva en 2, contradiccién con la cual concluye la prueba. |

Como el lector habrd notado, el corolario anterior no lo satisfacen las funciones de R en R (justo un
ejemplo es la funcién f(x) = z3). Sin embargo, como se recordara, su reciproco sf lo satisfacen este tipo de
funciones: si una funcién de R en R es tal que f’(x) # 0 para toda x en un intervalo I C R, entonces f es
inyectiva en I. Paraddjicamente, el reciproco del corolario 4.60 no lo satisfacen las funciones analiticas, como
se pide que el lector lo pruebe en el problema 42.

Una vez que contamos con en el corolario 4.60, podemos formular y probar la siguiente

Proposicién 4.61 Sea f : Q@ C C — C analitica. Si f es inyectiva en la region entonc/es la funcion
inversa f~1: f(Q) C C — C es analitica en f(Q) (que también es una region) y ademds (f~') (w) # 0 para
toda w € f(Q).

Demostracién. Lo primero que probaremos es que la funcién f~! es continua en f(£2) para lo cual s6lo
hace falta notar que si U C C es un conjunto abierto, entonces la imagen inversa de U bajo la funcién f~!
es tal que

(Y W) = FUne)

de modo que, por el corolario 4.58 se tiene que f(U NK) es abierto y por lo tanto también (f_l) ! (U), con
lo cual podemos concluir que f~! es continua en f().
Finalmente, por el corolario 4.60 sabemos que f'(z) # 0 para toda z € 2, de modo que por la proposicién
3.5 del capitulo 3 (tomando g = f~!) sabemos que f~! es derivable para toda w € f(Q) y que ademés
1
I (W) = Gy #0
Um0 0= =y

con lo cual concluimos la prueba. |
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Para redondear esta serie de resultados sobre la inyectividad y la existencia de la inversa de una funcién
analitica f, mostraremos que con una pequena variacion en el teorema del principio del argumento, podemos
encontrar una forma de expresar (localmente) a la inversa de f en términos de una integral. Este resultado
lo dejaremos formulado en la siguiente

Proposicién 4.62 Sea f : @ C C — C analitica e inyectiva en Q. Si zg € Q y R > 0 son tales que
Br(z0) CQ, y v-(t) = 1€ + 29, cont € [0,27] y 0 <r < R, entonces

1O
)= 2wi/<f(6)—wdC

para toda w € f(By(z0)).

Demostracién. Sea w € f(Br(20)) y # € Br(20) la Unica z € Q tal que w = f(2). De esta forma, como
z es el tnico cero (incluso en todo Q) de la funcién h(¢) = f(¢) — w, sabemos que existe by : @ C C — C
analitica tal que

h(¢) = (¢ = 2)h1(C)
y h1(¢) # 0, para toda ¢ € Q. Por tanto

de modo que

para toda ¢ € Q\ {z}.
Si ahora notamos que la funciéon

hi(€)
hi(€)

es analitica en el disco Br(2p) v que 7, C Br(20), con base en el teorema de Cauchy, tenemos entonces que

e [ (2)

:z-27rz-n(%,z)+0

=z-2m

1+¢

identidad que podemos escribir de la forma

fHw) ==

2m/<h/
m/c 1Q g

que es la expresién que se deseaba demostrar. |

Con todos los resultados anteriores podemos formular y probar lo que bien podemos llamar el teorema
de la funcion inversa para funciones analiticas.
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Teorema 4.63 Sea f: Q C C — C analitica. Si zg €  es tal que f'(zo) # 0, entonces existe r > 0 tal que
f es inyectiva en B,(z0), f(B,(20)) es abierto, f~1 es analitica en f(B.(z0)) ¥y
1

—1\/ o
U= )= Frtgeray 7 ©

para toda w € f(By(20)).

Demostraciéon. Como el lector estard de acuerdo, para la prueba de este teorema sélo basta hacer notar
que la hip6tesis de que f'(29) # 0 nos asegura que zp es un cero de orden 1 de la funcién g(z) = f(z) — f(20)
de tal forma que, por el teorema 4.57, existe € > 0 tal que B.(f(z0)) C f(2) y f es inyectiva en la imagen
inversa bajo f de B-(f(z0)) (es decir, f=1(B.(f(20)))) el cual es un abierto (pues f es continua) al que
pertenece 2o, por lo que sabemos que existe r > 0 tal que B,.(29) C f~*(B:(f(20)))

Una vez que ya tenemos que f es inyectiva en B,.(z), las afirmaciones de este teorema se siguen del
corolario 4.58 (f(B(20)) es abierto) y de la proposicién 4.61, es decir que f~! es analitica en f(B,(20)) y
que

para toda w € f(By(20)). |

Ademas de esta importante cantidad de resultados relacionados con la inyectividad e invertibilidad de una
funcion analitica, el principio del argumento también tiene como consecuencia un relevante teorema que entre
sus aplicaciones, establece condiciones para que dos funciones analiticas (por ahora en un disco) “encierren”
el mismo niimero de ceros. Este resultado es conocido como el teorema de Rouché® y es importante decir que
la versién que aqui presentamos (més general que la versién cldsica pues abarca a las funciones meromorfas)
es esencialmente la misma que aparece en [2] y que como ah{ se menciona, fue probada por Irving Gliksberg”.

Teorema 4.64 (Rouché-Gliksberg) Sean f y g funciones meromorfas en el disco A C C, y v C A una
curva cerrada suave por pedazos tal que n(vy,z) =0 on(y, z) = 1 para toda z € A\~y. Sea Zy (respectivamente
P;) el nimero de ceros (respectivamente polos) de f (contados segin su multiplicidad) “encerrados” por «y
(es decir, aquellos para los cuales v tiene indice 1), y Z,, Py los correspondientes para la funcion g. Si f y
g son tales que

[f(2) +9() < [f(2)] +19(2)]
para toda z € vy, entonces

Z;— Py =2,—P,.

Demostraciéon. Lo primero que hay que observar es que, dado que f y g estan definidas sobre la curva
~y, entonces los polos de estas funciones estdn contenidos en A \ v. Por otra parte, de la desigualdad que
por hipétesis satisfacen las funciones f y g se sigue que la curva - tampoco contiene a los ceros de estas
funciones. Por lo tanto, se tiene que

f(z)

9(2)

11| <[54 (122)

para toda z € 7.

Si F(z) = f(2)/9(z), entonces F es una funcién meromorfa en A para la que podemos asegurar que
F(z) ¢ [0,00) para toda z en su dominio. En efecto, si F/(z) > 0 para alguna z, entonces |F(z)| = F(z) y
|F(z) + 1| = F(z) + 1 lo cual conduce a una contradiccién con la desigualdad 4.22.

De esta forma, por el problema 31 del capitulo 3 (tomando A = vy yo = 0 = wp) sabemos que existe una
region Q C A tal que v C Q) y en la cual est4 definida una rama del logaritmo de la funcién F (especificamente
la rama log,(F') = log, oF"). Por lo tanto

0= /(logo oF) (2)dz

Y

SEugeéne Rouché (18 de agosto de 1832 - 19 de agosto de 1910) fue un matemético francés. Es conocido por ser el autor del
Teorema de Rouché sobre andlisis complejo y coautor del Teorema de Rouché—Frobenius. (Fuente: Wikipedia).
7 American Mathematical Monthly, 83 (1976), 186-187.
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F'(2)
F(2)

/ (J;%()) gg/g))) *

Y

dz

de modo que, por el corolario 4.56, concluimos que

1
Z;—Pp=— f ——/gzdz:Zg—Pg
vy

2m 2ri ) g(z2)
¥

que es la igualdad que se deseaba probar. |
Como mencionamos parrafos arriba, el resultado anterior es una version mas general del teorema clasico

de Rouché. Aunque esta versién cldsica se puede probar usando el teorema de Rouché-Gliksberg, daremos la
prueba mas conocida de este resultado.

Teorema 4.65 (de Rouché) Sean f y g funciones analiticas en el disco A C C, y v C A una curva
cerrada suave por pedazos tal que n(y,z) =0 o n(y,2z) =1 para toda z € A\ . Sea Z; el nimero de ceros
de f (contados segin su multiplicidad) “encerrados” por «y (es decir, aquellos para los cuales ~y tiene indice
1), y Z4 los correspondientes para la funcion g. Si f y g son tales que

1£(z) = g(2)| <lg(2)| (4.23)

para toda z € vy, entonces
Ly =Zg.

Demostracién. Observe que de la desigualdad 4.23 se sigue que g(z) # 0 para toda z € v, de modo que la
curva vy estd contenida en el dominio de analiticidad de la funcién F' definida como F(z) = f(2)/g(z) la cual
es meromorfa en A (ya que los polos de F' coinciden con los ceros de f).

Por lo tanto, de la misma desigualdad 4.23 se tiene que

IF(z) —1| <1

para toda z € . De esta forma, por el inciso (b) del problema 30 del capitulo 3 sabemos que
FI ! /
D [ (M50,
F(z) f(z) g(2)
¥ ¥
de modo que, por el corolario 4.56 se tiene que
1 1 !
f = 7/ Z = 7/ (Z) dz =
2 (2) 2mi J g(2)
¥ 2l

lo cual prueba la identidad deseada. |

Q

Observacién 4.66 FEn aras de dar la formulacion cldsica del teorema de Rouché, en el teorema anterior
pedimos la hipdtesis de que
1£(2) —9(2)] < lg(2)|

para toda z € 7. Pero observe el lector que, como Z_, = Zy y |—g(2)| = |g(2)], la desigualdad anterior se
puede sustituir por la desigualdad

1£(2) + 9(2)| <lg(2)| (4.24)

para toda z € 7.
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Y ya que estamos analizando estas desigualdades, si pedimos que

1£(2) +9(2) < [f(2)] +19(2)] (4.25)

para toda z € 7, es claro que la conclusion del teorema de Rouché se sigue cumpliendo pues seria una
consecuencia inmediata del teorema de Rouché-Gliksberg. Nétese que esta ultima desigualdad es una “mejor”
hipdtesis en la medida de que, si dos funciones f y g satisfacen la desigualdad 4.2/, entonces satisfacen la
desigualdad 4.25, pero no lo reciproco.

A continuacién damos un ejemplo sencillo de cémo usar el teorema de Rouché para “ubicar” las raices
de un polinomio.

Ejemplo 4.67 Sea p(z) = 2° —4i23+ 2z —i. Si hacemos f(z) = —4iz®, nétese que si z € C es tal que |2| =1,
se tiene que

Ip(2) = f(2)] = |2° + = —
<z’ + |2 + 1
=3
<4

=1/l

de modo que, por el teorema de Rouché sabemos que f y p tienen el mismo numero de ceros en el abierto
B1(0), y como el inico cero de f es z =0, que es de orden 3, podemos concluir que p tiene 3 raices (no
necesariamente distintas) en el mismo disco.

Si ahora hacemos f(z) = 2° y tomamos z € C tal que |z| = 3, entonces

Ip(2) — f(2)] = |—4i2® + z — i
<4z + 2] +1
=4-33+3
<3
=[f(=)l,

por lo que ahora podemos asequrar que las 5 raices de p estdn en el disco B3(0) puesto que z = 0 es el unico
cero de f, de orden 5.

Tomando en cuenta el primer resultado que obtuvimos, podemos concluir que de las 5 raices de p, dos de
ellas estdn en la region Q = B3(0) \ B1(0).

Lo siguiente que mostraremos son dos aplicaciones muy importantes de la version clasica del teorema de
Rouché. La primera de ellas es otra prueba del teorema fundamental del dlgebra, con la ventaja adicional de
que en dicha prueba se da una estimacién del radio de un disco (con centro en en 0) en el cual deben estar
contenidas las raices del polinomio con el que se esté tratando.

Teorema 4.68 (fundamental del algebra) Si p es un polinomio de grado n € N con coeficientes en C,
entonces p tiene n raices en C (contadas con su multiplicidad).

Demostraciéon. Supongamos que
p(z) = anzn + an—lzn_l +---t+a1z2+ag

con a, # 0. Sea g(z) = a,2™; es claro que z = 0 es un cero de g de orden n, es decir, g tiene n ceros “dentro”
de cualquier circunferencia de radio r > 0 con centro en el 0.
Sea, v(t) = re'* con t € [0,27] y

T>méx{1, 1] +...+|CL1|_|_|CL()|},
|an| |a"ﬂ| |an|
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y A = Bgr(0) tal que r < R.
Claramente p y g son analiticas en A y si z € , entonces |z| =r y

p(2) Qan—1 ai ap
2 1l =
‘g(z) ‘ T anz" 1 anz"
lai| | aol
-+ +
( ] 12" A"
<1<|an il +|a1|+|aol>
lan| \ [2] 2] 2]
1 Apy— a a
:("1|+...+1+|0|)
2] \ |an] |an|  |an]
Ay a a
(fealy .l )
r || |an | ||
<1,

de modo que, por el teorema de Rouché (corolario 4.65), el polinomio p tiene n ceros (raices) en el disco A.
|

El otro resultado importante que se prueba con la ayuda del teorema de Rouché es el teorema de Hurwitz®.
Antes de probar este teorema, probaremos el siguiente resultado.

Proposicién 4.69 Sean f,,f: A C C — C analiticas en el disco A y v C A una curva cerrada suave por
pedazos tal que n(vy,z) =0 o n(vy,z) =1 para toda z € A\ 7. Si la sucesion {f,} converge uniformemente a
f sobre v y f(2) # 0 para toda z € ~, entonces existe N € N tal que para toda n > N las funciones f, y f
tiene el mismo nimero de ceros dentro de (o encerrados por) la curva 7.

Demostracién. Sea
m = min{|f(2)| | z € 7}.
Como f(z) # 0 para toda z € v y la curva v es un compacto, se tiene que m > 0.
Ahora, por la convergencia uniforme de la sucesién {f,} a la funcién f sobre la curva 7 sabemos que
existe N € N tal que si n > N, entonces

[fn(2) = F(2)| <m < |f(2)]

para toda z € 7. Por lo tanto, por el teorema de Rouché (corolario 4.65), si n > N se tiene que las funciones
fn y f tiene el mismo nimero de ceros dentro de la (o encerrados por la) curva +. |

Con base en este resultado ahora podemos probar el teorema de Hurwitz cuya formulacién es la siguiente.

Teorema 4.70 (de Hurwitz) Sea f, : Q@ C C — C una sucesion de funciones analiticas tales que la
sucesion {fn} converge uniformemente a [ sobre cualquier K C Q2 compacto. Si fn(z) # 0 para toda n € N
y para toda z € Q), entonces f es la constante 0 o f(z) # 0 para toda z € ).

Demostracién. Supongamos que f no es la constante 0; sea zp € Q y R > 0 tal que Br(zg) C Q. Por el
corolario 4.36 sabemos que existe 0 < r < R tal que f(z) # 0 para toda z € B,-(20) \ {20} C Br(z0).

Sea ahora «(t) = e’ + 29 con t € [0,27]; como v C Br(zp) C  es un compacto, por hipétesis sabemos
que la sucesién {f,} converge uniformemente a f sobre v de tal forma que, por la proposicién 4.69 se tiene
que existe N € N tal que para toda n > N las funciones f,, y f tiene el mismo niimero de ceros dentro de
(o encerrados por) la curva 7.

Por lo tanto, como f,(z) # 0 para toda n € N y para toda z € €, entonces f no tiene ceros “dentro” de
la curva v de modo que, como n(7y, z9) = 1, concluimos que f(zg) # 0 y por lo tanto que f(z) # 0 para toda
z €€ |

8 Adolf Hurwitz (Hildesheim, Reino de Hannover, 26 de marzo de 1859-Zirich, Suiza, 18 de noviembre de 1919) fue un
matemético aleman conocido por sus trabajos en dlgebra, andlisis, geometria y teorfa de ntiimeros. (Fuente: Wikipedia).
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1.

10.
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Problemas

Sean, f: Q2 C C — C continua en 2, v : [a,b] CR = Qy 7 : [¢,d] C R — Q curvas suaves por pedazos
tales que y N4 = &. Definimos h: 2\ v C C — C como

z):/LiU)dw
w):/@dz

(observe que por el lema 4.2 las funciones h y g son continuas). Pruebe que

/h(z)dz = /g(w)dw.

Y ol

yg:Q2\45%CC — C como

(Sugerencia: use el teorema de Fubini).

. Sea f una funcién entera. Pruebe que:

a) SiRe(f) 6 Im(f) estd acotada inferior o superiormente, entonces f es constante.

¢) Si f es no constante, entonces f(C) es denso en C (use el inciso anterior).

)
b) Si f es tal que |f(z)| > ¢ > 0 para toda z € C, entonces f debe ser constante.
)
d)

Si hm f(2)/z =0, entonces f debe ser constante.

Sea f :  C C — C analitica en la regién Q, tal que f(Q) C B C Cy @ C C — R arménica en B.
Pruebe que @ o f es armonica en €.

. Pruebe que, si u : 2 C C — C es funcién armonica en la regién €2, entonces u es de clase C*° en ().

Sean, f una funcién entera, M, R > 0 y n € N tales que |f(z)] < M |z|" siempre que |z] > R > 0.
Pruebe que f debe de ser un polinomio de grado a lo mas n.
Sea f analitica en el disco B1(0) tal que |f(2)]| < 1%|Z| para toda z € By (0). Calcule la mejor estimacion

que pueda para una cota superior de ’f(") (0)|

Sea zg € C una singularidad aislada de f. Pruebe que:

a) zo es una singularidad removible de f siy sélo si existe > 0 tal que f estd acotada en B,.(20)\{%0}-
b) zo es una singularidad removible de f si y sélo si lim,_,,, f(2) existe y es igual a una l € C.

¢) existe r > 0 tal que f estd acotada en B, (zg) \ {20} si y s6lo si lim,_,., f(z) existe y es igual a
una [ € C.

Sea f : Q C C — C analitica y 29 € Q. Pruebe que z; es una singularidad removible de g(z) =

f(2)/(z — zo) siy sblosi f(z9) =0.

Sea f : Q\ {2z} € C — C analitica y zp € Q. Pruebe que, si Re(f) 6 Im(f) es acotada inferior o
superiormente en una vecindad agujerada de zp, entonces zy es una singularidad removible de f.

Sean fp,f : © C C — C tales que para toda z € Q existe r > 0 tal que la sucesién {f,} converge
uniformemente a la funcién f en B,.(z) C Q. Pruebe que para todo A C € compacto, la sucesion { f,,}
converge uniformemente a la funcién f en A C Q.
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11. Sean f,, f :  C C — C tales que la sucesién { f, } converge uniformemente a la funcién f en cualquier
A C Q, compacto. Si zp € Qy k € N, para cada n € N definimos la funcién g, : Q\ {20} ¢ C — C

como o fn(z)
gn(2) (Z—Zo)k.

Pruebe que la sucesién {g,} converge uniformemente a la funcién

f(2)

(z — z0)"
sobre cualquier subconjunto compacto A C \ {20}

12. Sean 0 < r; < r2 y {a,} una sucesién de nimeros complejos.

a) Pruebe que, si la serie de potencias > a,(z — 29)" converge puntualmente para toda z € C tal
que 11 < |z — zg| < 72, entonces la misma serie converge uniformemente sobre cualquier conjunto

compacto A C By, (z0).

b) Pruebe que, si la serie

ze(=3)

converge puntualmente para toda z € C tal que r; < |z — 29| < ro, entonces la misma serie
converge uniformemente sobre cualquier conjunto compacto A C C\ By, (20) = {z € C| 1 <

|z — 20}

13. Pruebe las siguientes generalizaciones del lema de Schwarz.

a) Si f: Br(0) C C — C es analitica tal que f(0) =0y |f(z)| < 1 para toda z € Bg(0), entonces
|f(2)| < |z|/R para toda z € Bgr(0) y |f'(0)] < 1/R. Si ademés |f(z)] = |z2| /R para alguna
z € Br(0), 2 #0, o |f'(0)| = 1/R, entonces existe ¢ € C tal que |c| =1y f(2) = cz/R para toda
A BR(O)

b) Si f: Br(0) C C — C es analitica tal que f(0) =0y |f(z)] < M para toda z € Bg(0) , entonces
|f(2)] < M |z| /R para toda z € Br(0) y |f'(0)] < M/R. Si ademads |f(z)| = M |z| /R para alguna
z € Br(0), 2z # 0, 0 |f'(0)] = M/R, entonces existe ¢ € C tal que |c|] =1y f(z) = ¢Mz/R para
toda z € Br(0).

14. Sea f : Br(0) € C — C analitica tal que f(z9) = wp, con zy € Br(0), |wo| < M,y |f(2)] < M para
toda z € Br(0). Pruebe que

M (f(z) — wo)

M? — o f(z)

R(z — 20)
R? — %)z

<

para toda z € Br(0). Si ademds se tiene que

M (f(z) — wo) R(z — 20)
M2 — wof(z) R2 — 732

para alguna z € Bg(0), z # 29, entonces f es una funcién de Mébius. (Sugerencia: use las transforma-
ciones de Mébius T'y L tales que T(Br(0)) = B1(0) y T(z0) =0, y L(Bn(0)) = B1(0) y L(wg) = 0,
respectivamente, y aplique el lema de Schwarz a la funcién Lo foT~1).

15. Sea f: Br(0) C C — C analitica tal que |f(z)| < 1 para toda z € Br(0). Pruebe que

el
LGP T 1P
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para toda z € B,(0). Si ademés se tiene que
e 1
L= fz)F 12
para alguna z € Bpr(0), entonces f es una funcién de Mobius.(Sugerencia: use la desigualdad que
obtuvo en el problema 14).
16. Sea Q@ ={z € C|Im(z) >0}y f: Q C C — C analitica tal que Im(f(z)) > 0 para toda z € Q. Pruebe
que si zg € Q es tal que Im(f(20)) > 0, entonces
f(2) = f(z0)| o |72 =20
f(z) = f(z0)| 17— %
y !
IO
Im(f(z)) ~ Im(z)
para toda z € 2. También pruebe que, si en alguna de las dos desigualdades anteriores se satisface
la identidad para alguna z € €, entonces f es una funcién de Mdobius. (Sugerencia: use las transfor-
maciones de Mobius Ty L tales que T(Q2) = B1(0) y T(20) = 0, y L(Q) = B1(0) v L(f(20)) = 0,
respectivamente, y aplique el lema de Schwarz a la funcién Lo foT~1).
17. Sea f: Q C C — C analitica y zg € .
a) Pruebe que el polinomio de Taylor p,, s, es tal que
im f(Z) _pn7faz0(z) =0.
z2—20 zZ— 2
b) Pruebe que p, ¢, es el tnico polinomio de grado menor o igual a n que tiene la propiedad del
inciso anterior.
18. Sean f,g: Q C C — C analiticas y zy € Q. Pruebe que, si f(z) = g(z0) y [ (20) = 9\ (%) para
toda n € N, entonces f(z) = g(z) para toda z € Q.
19. Sea f una funcién entera tal que f(0) =1y f/(z) = f(z) para toda z € C. Pruebe que f = exp.
20. Sea f: C — C tal que:
a) f(z+w) = f(z)f(w) para todas z,w € C, y
b) f'(0) =1= f(0).
Pruebe que f es igual a la funcién exponencial.
21. Sea f entera tal que:
a) f"(z)+ f(z) =0 para toda z € C, y
b) f(0)=0y f'(0) =1.
Pruebe que f es igual a la funcién seno.
22. Sea f: ) C C — C analitica sobre la regién Q y zo € €2 tal que

J. Péez

im 1)

z—z0 (2 — 20)"

=0

para toda n € N. Pruebe que f es la constante cero en 2.
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23. Sean, f analitica en una vecindad de 0 tal que f(0) =0y f'(0) # 0, y n € N. Pruebe que la funcién
g(z) = f(z™) tiene un cero de orden n en 0.
24. Sea f una funcién entera que tienen la propiedad de que f(22) = f2(z) para toda z € C. Pruebe que:
@) £(0) =10 £(0) = 0.
b) Si f(0) =1, entonces f es la funcién constante 1 (si no sabe que hacer, jderive!).
¢) Si f(0) =0y f no es la funcién constante 0, entonces existe n € N tal que f(z) = z™ para toda
ze€C.
d) Cudles son todas las funciones enteras que tienen la misma propiedad que f?
25. Sean f,g: Q C C — C analiticas sobre la regién 2 tales que f(z)g(z) = 0 para toda z € €. Pruebe
que, o f es la constante cero 6 g es la constante cero.
26. Sea f(z) = sen(1/z). Muestre que z; = 0 es punto de acumulacién del conjunto de los ceros de f (Zy).
JEsta funcién contradice al corolario 4.367 Justifique su respuesta.
27. jExiste f : Q@ € C — C analitica sobre una regién Q) tal que 0 € Q y f(1/n) = (—1)"/n para toda
n>NeN?
28. Sean f,g: Q C C — C analiticas sobre la regién Q tales que f(z) # 0y g(z) # 0 para toda z € Q y
sea A = {z € Q| J}/((ZZ)) = ‘;/((ZZ)) } Pruebe que, si A tiene un punto de acumulacion en €2, entonces existe
c € C\ {0} tal que f(z) = cg(z) para toda z € Q.
29. Sean f y g dos funciones enteras tales que |f(2)| < |g(z)| para toda z € C. Pruebe que existe ¢ € C tal
que f(z) = cg(z) para toda z € C.
30. Sean f,g: Q C C — C analiticas sobre la region € tales que |f(z)| = |g(z)| para toda z € Q. Pruebe
que existe ¢ € C, con |c| = 1, tal que f(z) = cg(z) para toda z € Q.
31. Pruebe la proposicién 4.38.
32. Sean f,g: 2\ {20} C C — C analiticas (no constantes) y zo € Q. Si lim f(z0) =0 = lim g(z0) {qué
2—20 Z—r20
tipo de singularidad aislada puede tener la funcién f/g en el punto z;? Responda la misma pregunta
suponiendo ahora que zg es un polo de f y de g. Pruebe sus respuestas.
33. Sean, Q C C, by,..., b, € Qy f:Q\{b1,...,by} CC — C analitica. Pruebe que:
a) Siaq,...,an € Q\{b1,..., by} son ceros de f de orden k; € N, para cada j € {1,...,n}, entonces
existe §: Q\ {b1,...,bn} C C — C analitica tal que
f2)=(z—a)" (2 — an)™g(2)
para toda z € Q\ {b1,...,bn}, v §(a;) # 0 para cada j € {1,...,n}.
b) Sibi,...,by, son polos de f de orden I; € N, para cada j € {1,...,m}, entonces existe g : Q C
C — C analitica tal que
JE)=(—a)™ - (z=ap)" (z = b)) ™" - (2 = bn) " g(2)
con g(z) # 0, para toda z € Q.
34. Sea f:Q\ {20} C C — C analitica y zg € Q. Pruebe que zp no puede ser un polo de orden 1 de f.
35. Sea f una funcion entera. Pruebe que:

a) Si oo es un polo de orden k de f, entonces f es un polinomio de grado k.

b) Si f es diferente de un polinomio, entonces co es una singularidad esencial de f.
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36.

37.

38.

39.

40.

41.
42.

43.
44.
45.
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Pruebe que, si f es una funcién meromorfa en C*, es decir que sélo tiene polos en C y un polo en oo,
entonces f es una funcién racional (cociente de dos polinomios).

Sea f: Q\ {20} € C — C analitica y zp € Q. Determine si las siguientes afirmaciones son falsas o
verdaderas:

a) zp es una singularidad removible de f si y s6lo si zg es una singularidad removible de f.

b) zp es un polo de f siy sélo si zg es un polo de f’.

¢) zp es una singularidad esencial de f si y s6lo si zg es una singularidad esencial de f.

Si zg € C es una singularidad aislada de la funcién f, jqué tipo de singularidad aislada tiene la funcién
fo
el

Supoéngase que zy € C es una singularidad esencial de la funcién f. Pruebe que:

a) f no es inyectiva en cualquier vecindad de 2.
b) Existe r > 0 tal que
f(Bs(20) \ {z0}) =C
para toda 0 < § < r.

Pruebe que f tiene una singularidad aislada en z = oo si y sélo si para cualquier zy € C la funciéon
g(z) = f(1/(z — 20)) tiene una singularidad aislada en zp.

Sea f: B1(0) — B1(0) analitica y biyectiva. Demuestre que f es una transformacion lineal.

Determine si el reciproco del corolario 4.60 es cierto. Es decir, si f :  C C — C es analitica tal que
f'(2) # 0 para toda z € Q, entonces ; f es inyectiva en Q2?7 Pruebe su respuesta.

. Cuéntas raices de la ecuacién z7 —22° + 623 — 2 +1 = 0 se localizan en el interior del circulo unitario?

,Cuéntas rafces de la ecuacién z* — 6z + 3 = 0 satisfacen la desigualdad 1 < |z| < 27

Sea f:Q C C — C analitica tal que B1(0) C Qy |f(z)] <1 para |z| = 1.
a) Pruebe que existe un tunico z € B1(0) tal que f(z) = z. Si |f(z)| < 1 para |z| = 1, jse sigue
cumpliendo lo mismo?

b) Pruebe que, si |f(z)] < 1 para |z =1y f no es la funcién identidad, entonces existe un tnico
z € B1(0) tal que f(z) = z. (Sugerencia: defina f, = (1—1/n)f y use el inciso (a) y la proposicién
4.69).

¢) (Cuéntas soluciones tiene la ecuacién f(z) = 2™ (con n € N) en B;1(0)?
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Capitulo 5

Funciones analiticas: propiedades no
locales

Algunas propiedades y resultados importantes de las funciones analiticas no son de caracter local, y por
esta razén requieren de herramientas que describan el comportamiento de estas funciones de manera mas
global. En particular, serd necesario tener una version mas general del teorema de Cauchy, a cuyo desarrollo
destinaremos las primeras secciones de este capitulo.

Como mencionamos en el capitulo 3, las distintas formulaciones del teorema de Cauchy difieren basica-
mente en dos aspectos: en el tipo de dominio que tienen las funciones que se desean integrar, o en el tipo
de curvas sobre las cuales se realizan dichas integrales. En la primera versiéon que dimos en el capitulo 3,
justo lo que hicimos fue restringir el dominio de las funciones a discos abiertos sin imponer restricciones a
las curvas. Ahora haremos lo contrario, en general el dominio de las funciones que consideraremos podra ser
cualquier regién (abierto conexo) y las curvas sobre las cuales habrd que integrar tendrén que tener ciertas
caracteristicas. De hecho, serd necesario “generalizar” el concepto de curva cerrada suave por pedazos, y eso
es justo lo que haremos en la primera seccién de este capitulo.

5.1. Ciclos

Una de las carateristicas mas importantes de la version més general que aqui veremos del teorema de
Cauchy, es que no requeriremos desarrollar conceptos que sean elaborados o laboriosos relacionados con
el tipo de curvas con las que se trabajara. Simplemente tendremos que considerar uniones finitas de las
ya conocidas curvas cerradas suaves por pedazos, uniones a las que llamaremos ciclos. Formalizamos este
concepto en la siguiente

Definicién 5.1 Sean, Q C C una region y ; : [a;,b;] C R = Q una curva cerrada suave por pedazos para
cada i € {1,...,n}. A la unidn de las curvas v;([a;, b;]) junto con sus correspondientes parametrizaciones ;
le llamaremos un ciclo y lo denotaremos por

Y1+Y2+ o+ Y

Observacién 5.2 Fs importante hacer algunas observaciones con relacion a la definicion anterior. La
primera de ellas es que un ciclo puede estar formado por una sola curva cerrada suave por pedazos, de tal
forma que de aqui en adelante a este tipo de curvas también les llamaremos ciclos. La sequnda es que el
hecho de que usemos el signo de suma para denotar a un ciclo no implica que se esté hablando del concepto de
suma de funciones (suma que no necesariamente estd definida pues los intervalos [a;, b;] pueden ser distintos
entre si). Esperamos que esta notacion no cause confusion en el lector. Y ya que mencionamos la notacion,
nos daremos la libertad de hablar del ciclo

—m+r2+-+m)
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el cual denotard al ciclo
(=71) + (=72) + -+ (=),
(en donde —; denota la curva definida en el capitulo 3), es decir
—mArtotm) =)+ () ()

Con relacion a lo anterior, y sin mayor andlisis, hablaremos de las siguientes “operaciones” entre ciclos. Si

MYt

Nt+F2+ o+ Im
son ciclos, escribiremos que

Mm+rt+-+m+m it +9m) =
M+ttt Y+t

Mttt am) = G+ Fe 4+ ) =
MAY2 A () + () + e () -

Finalmente, observe que las curvas cerradas suaves por pedazos que sean parte de un ciclo pueden tener
autointersecciones, se pueden intersectar entre ellas, e incluso jpueden ser iguales!

A continuacién damos algunos ejemplos de ciclos.
Ejemplo 5.3

1. Sean, 71 : [0,27] C R — C definida como v1(t) = rie®® + 1, v : [0,27] C R — C definida como
Y2 (t) = ree — 1 y 43 : [0,27] C R — C definida como v3(t) = rze®. Siry y ro son distintos de 2 y 3
es distinto de 1, entonces y1 + vy2 +v3 es un ciclo contenido en la region C\ {1,—1} (ver figura 5.1).

ga!

=

Figura 5.1: Las curvas 1, 2 y 3 que forman el ciclo v; + 72 + 3.

2. Sea R C C un rectangulo y Ry, ..., Ry subrectingulos de R inducidos por alguna particion de R. Si
v =0R y v; = OR; parametrizadas en sentido antihorario, entonces

MAY

y=(y v+ )

son ejemplos de ciclos (ver figura 5.2).
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' R; Yi = OR;

R

Figura 5.2: El ciclo v — (y1 + -+ - + %) en donde v = OR y cada v; = OR;.

Lo siguiente que haremos sera definir lo que significa integrar una funcién f sobre un ciclo v, +7vy2+- - - +y%
contenido en el dominio de f, definicién que sin duda al lector le resultard muy “natural”. De aqui en adelante
(a menos que se especifique lo contrario), con el fin de simplificar la notacién (jy en un claro abuso de la
mismal), a un ciclo formado por las curvas suaves por pedazos v1,7s,...,7 lo denotaremos simplemente
por la letra ~y, es decir, diremos que

Y=yt Yk

Definicién 5.4 Sea f : Q C C — C una funcion continua y v un ciclo formado por las curvas cerradas
suaves por pedazos 1,7z, - - -, Vk- Definimos la integral de f sobre el ciclo vy, que denotaremos por f,y f(z)dz,

/ F(2)dz = / F(2)dz

Yit+v2+ vk
= [ 1z [ ezt [ f),
Jres frwer]

en donde cada una de las integrales f7~ fdz se calcula de acuerdo con la definicion 3.21 del capitulo 3.

Como es de suponerse, lo siguiente que haremos serd dar algunos ejemplos de este tipo de integral, para
lo cual usaremos los ciclos del ejemplo 5.3.

Ejemplo 5.5 Sean, f: C\ {1,—1} — C definida como

& =he-n - =2-1

71 :[0,27] C R — C definida como v1(t) = rie + 1, v9 : [0,27] C R — C definida como y2(t) = rae’ — 1 y
v3 1 [0,27] C R — C definida como v3(t) = rze®.

1. Seavy=714+7+7v y0<r,re<2y0<rz<1l. Como f es analitica en B1(0) y v3 C B1(0), por el
teorema de Cauchy para discos (teorema 3.26) tenemos que

/f(z)dz = /ﬁdz =0.

Por otra parte, como la funcion g(z) = z/ (2 — 1) es analitica en Ba(—1) yv2 C Ba(—1), por la férmula
integral de Cauchy para discos (teorema 3.32) tenemos que

[f(z)dz/mdz

72

- [ 2y

Y2
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=n(y2,—1) - 2mi-g(-1)
= 1.

Por un argumento similar con la funcion h(z) = z/ (2 + 1), que es analitica en B2(1) yy1 C Ba(1), se

tiene que
!f(z)dz—/mdz

71

_ [ h(z)
=n(y1,1)-2mi - h(1)

= Ti.

Resumiendo los cdlculos anteriores, en este caso se tiene que

/f(z)dz:/f(z)dz+/f(z)dz+/f(z)dz

=mi+m+0

= 2mi.

2. Sea v =1+ v2 + 3 y supongamos que al menos uno de los radios r1 o ro es mayor que 2 o que 3 €s
mayor que 1. Para calcular la integral de f sobre alguna de estas circunferencias que “rodeen” tanto
al 1 como al —1, ya no es posible usar la formula integral de Cauchy como en el inciso anterior. En
ese caso, recurriremos al hecho de que la funcion [ se puede descomponer en fracciones parciales de la

siguiente forma:
z 1 1 1
(z) = (z+1)(z—1) 2 (z+1 +zl>'

De esta forma, st 2 < r; para alguna j € {1,2} o 1 < rs, entonces

1 1 1
/f(z)dz—2/<z+1+zl)dz
Yi Vi
1 1
/z—|—1dz+/7z—1dz

i Vi

DN | =

1
=3 (2mi - n(vy;,1) + 2mi - n(vy;, —1))

1
—(2mi-142mi -1
2

= 2mi.

Con base en lo anterior se tiene por ejemplo que, si 0 <ry <2 <re y 1< rsz, entonces

/f(z)dz:/f(z)dz—i—/f(z)dz—i—/f(z)dz

=i+ 27 + 27

= Hmi.
3. Finalmente, sea v =73 —v1 —v2 = v3 + (—71) + (—2) y supongamos que 0 < ri,79 <2 y 1 <r3. En
este caso se tiene que
/f(z)dz _ /f(z)dz + / F(z)dz+ / F(2)dz
Y 3 -7 -2
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:/ﬂ@@—/ﬂdﬁ—/ﬂ@ﬁ

=27 — W — W
=0.

Una vez que ya contamos con el concepto de integral de una funcién sobre un ciclo, podemos introducir el
concepto de indice de un punto con respecto de un ciclo. Como nuevamente el lector se podra imaginar, esta
definicién serd “una extension” de la correspondiente definicién para curvas cerradas suaves por pedazos.

Definicién 5.6 Sean, v un ciclo formado por las curvas cerradas suaves por pedazos vyi,%a,...,Vk, Y 20 €
C\y=C\ (n1 U---U~g). Definimos el indice del punto zy con respecto al ciclo vy, que denotamos por

’n‘(ryl +72 + - +’>/k;,Z()) = n(’Y?ZO)a

como

1 1
n(y +92 + -+ W, 20) =om Ziz()dz-
Yit+y2+ vk

Es decir, y escrito de forma abreviada, por la definicion de integral de una funcion sobre un ciclo se tiene
que

n(v, z0) == n(11, 20) + n(y2, 20) + -+ - + (W, 20)-
Tlustraremos este concepto aprovechando los ciclos que definimos en el ejemplo 5.5.

Ejemplo 5.7 Sean, v, : [0,27] C R — C definida como v (t)

=riet +1, v : [0,27] C R — C definida
como y2(t) = rae’t — 1 y 3 : [0,27] C R — C definida como y3(t) = rze’

rae’t.
1. Siv=v14+7+73y0<r;,ro<2y0<rsg <1, entonces

TL(’)/, 1) = n(’h? 1) =+ n(727 1) =+ n(’YSa 1)
=14+0+0

77,(")/, 71) = n(’)/h 71) + n(727 71) + n(737 71)
=0+1+0
=1.

2. 5iy=m+7+73y0<r<2<ryyl<rs, entonces

n(’77 1) = n(’Yh 1) + TL(’}/Q, 1) + n(’yi’n 1)
—1+41+1

n(y,—1) = n(y1, —1) + n(y2, —1) + n(y3, —1)
=04+1+1
-9
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3. Sivy=y3—71—Ye="r+((—7)+(—2) y0<r,re <2 yl<rs, entonces

n(77 1) = {n’(’yfn 1) - n(’}/lv 1) - n(’YQ, 1)
—1-1-0

TL(")/, 71) = n(’Yi’)a 71) - n(’hv 71) - n('yQ? 71)
=1-0-1
=0.

En la siguiente seccion se verd la importancia que tiene el concepto de indice de un punto respecto a
un ciclo v para las diferentes formulaciones de la segunda versiéon del teorema de Cauchy. Antes de eso,
simplemente daremos algunas propiedades basicas de este concepto que en realidad son una “extensién” de
las correspondientes propiedades del concepto de indice de un punto respecto de una curva cerrada suave
por pedazos.

Proposicién 5.8 Sea v C C un ciclo formado por las curvas cerradas suaves por pedazos Yi,7¥2,---,Vk
(v=m et )

1. Sizg e C\y=C\(mU---U~) y R> 0 son tales que v C Bg(z), entonces n(~, z) = 0 para toda
z ¢ Br(20)-

2. Si z,w € C pertenecen a la misma componente conexa de C\~v = C\ (y1 U---U), entonces
n(3,2) = nr,w).

3. Si z pertenece a la componente conexa no acotada de C\ v, entonces n(y,z) = 0.

Dado que esta proposicién es una consecuencia inmediata de la proposicién 3.31 del capitulo 3, su prueba
queda a cargo del lector.

5.2. El teorema de Cauchy (segunda version)

Como mencionamos al inicio de este capitulo, hay basicamente dos formas de formular el teorema de
Cauchy: en términos del dominio que tienen las funciones que se desean integrar, o en términos del tipo de
curvas sobre las cuales se realizan dichas integrales. En esta secciéon mostraremos que el concepto de indice
de un punto zo con respecto de un ciclo v serd la herramienta principal para caracterizar a estos dominios y
a estas curvas.

Como posiblemente el lector recordara de sus cursos de calculo vectorial, hay un tipo de regiones en R™
las cuales resultan ser muy importantes para resolver el problema de los campos conservativos (o gradientes).
A estas regiones se les conoce como regiones simplemente conexas y para definirlas de manera formal (y en
cualquier R™) se requiere del concepto de homotopia de curvas.

En el caso particular de R? (o C), las regiones simplemente conexas se caracterizan geométricamente
por el hecho de ser regiones que no tienen “hoyos”, como es el caso de una bola abierta (o disco abierto),
un semiplano o el interior de los conjuntos Ly, (que definimos en el capitulo 2 y sobre las cuales la funcién
exponencial es inyectiva). Con base en esta caracteristica geométrica, hay una forma de definir a las regiones
simplemente conexas sin necesidad de recurrir a la homotopia de curvas, y esa es justo la definicién que
daremos en este texto.

Como se puede ver en la figura 5.3 (a), si una region 2 en C tiene un “hoyo”; incluso un “hoyo” formado por
un solo punto, entonces el conjunto C\ €2 es disconexo. Lamentablemente, lo reciproco no es necesariamente
cierto, como sucede con la region

Q=int(Ly,) ={z+iy e C|yo <y < yo+ 2r}
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(a) (0)
Figura 5.3: (a) La regién 2 tiene un “hoyo" y C\ Q2 es disconexo. (b) La regién
Q2 =int(L,,) no tiene un “hoyo” y C\ Q también es disconexo.

para la cual se tiene que C\ €2 es disconexo y sin embargo claramente (2 no tiene “hoyos” (ver figura 5.3 (b)).
Afortunadamente este “problema” se puede resolver si en lugar de tomar el complemento de Q2 en C, lo
tomamos en C* (los complejos extendidos). Observe que para el caso de la region Q = int(L,, ) se tiene que

C\Q={z+iyeCly<ytU{octU{z+iyeC|yo+2n <y}

y este conjunto si es conexo en C* (ver figura 5.4).

C\Q C\Q

- A
Yo w02

~~—

Figura 5.4: Si Q = int(L,,), entonces C* \ €2 si es conexo.

Con base en la discusién anterior, damos la siguiente

Definicién 5.9 (Ahlfors) Sea Q C C una regién. Decimos que ) es simplemente conexa si C*\ Q es un
conjunto conezxo (en C*).

Aun cuando para dar la definicién anterior no fue necesario recurrir a ningiin concepto relacionado con
las curvas cerradas suaves por pedazos, es indudable que sera necesario establecer la relacién que hay entre
este tipo de curvas y las regiones simplemente conexas, lo cual haremos a continuacién.

Si © C C es una regiéon simplemente conexa y v C €2 es una curva cerrada suave por pedazos, dado que,
intuitivamente hablando, 2 no tiene “hoyos”, entonces v no puede “rodear” a ningin punto que esté en el
complemento de €. O por el contrario, si {2 tuviera un “hoyo” se tendria que, si v C €2 es una curva cerrada
suave por pedazos que “rodea” al “hoyo”, entonces v también “rodearia” a cualquier punto que estuviera en
este “hoyo” (ver figura 5.5).

Dado que el concepto de indice de un punto zp con respecto de una curva ~y (n(vy, zo9)) nos proporciona
una forma de saber si la curva v “rodea” al punto zg, podemos establecer el siguiente teorema que caracteriza
a las regiones simplemente conexas, y que estd formulado en términos del concepto de indice.

Teorema 5.10 (Ahlfors) Sea Q C C una region. La regidn Q es simplemente conexa si y sélo si para toda
v C Q curva cerrada suave por pedazos y para todo z € C\ Q se tiene que n(y,z) = 0.
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Figura 5.5: Si la curva v “rodea” un hoyo de la region €2, entonces “rodea” a
cualquier punto que esté en ese hoyo.

Demostraciéon. La prueba de la condiciéon necesaria es rapida. Si 2 es simplemente conexa se tiene que
C* \ © es un conjunto conexo en C* y como co € C*\ 2 = (C\ Q) U {oc}, entonces cualquier componente
conexa de C\ Q es un conjunto no acotado. Por lo tanto, como C\ Q C C\ v, si z € C\ Q, entonces z estd
en la componente no acotada de C\ v de tal manera que, por el inciso 3 de la proposicién 3.31, concluimos
que n(y,z) =0.

Para el caso de la suficiencia, probaremos la contrapuesta. Supongamos que {2 no es simplemente conexa;
entonces C* \ 2 no es un conjunto conexo en C* de modo que existen A, B C C* ajenos no vacios tales que
C*\ Q = AU B. Observe que, como 2 C C C C* es abierto, entonces C* \ Q es cerrado y por lo tanto A y
B también deben ser cerrados (tanto en C como en C*). Por otra parte, como oo € C*\ 2 = AU B (ya que
2 CcC)y Ay B son ajenos, entonces oo ¢ A o oo ¢ B. Supongamos que oo ¢ A; entonces A C C\ Q, y
como es cerrado, también debe de ser acotado, de tal forma que A debe ser compacto. Por lo tanto, como B
es cerrado, y ambos no vacios, entonces

d=d(A,B) =inf{|z—w||z€ A,we B} >0.

Elegimos z € A C C\ Q y a partir de un cuadrado con centro en z y con lado de longitud ! menor
que §/4/2 > 0, construimos una cuadricula del plano C (ver figura 5.6). Como A es compacto (y por
tanto acotado), existen sélo una cantidad finita Ry,..., Ry de estos cuadrados tales que R; N A # & para
j€{0,1,...,k}. Nétese que por la eleccién de § > 0 se tiene que R; N B = @ para j € {1,...,k}.

Figura 5.6: La construccién de la curva 7 en la prueba del teorema 5.10.

Ahora consideramos cada curva frontera JR; recorrida en sentido antihorario, y definimos el ciclo

k
g = Z@R]
j=1

Noétese que, si eliminamos todos aquellos lados (o segmentos) que sean comunes a dos de los cuadrados R;
obtenemos otro ciclo, que denotamos por 7, para el cual se puede asegurar que YN (AU B) = & y por lo tanto
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que 7 C . Observe que, dado que los segmentos que eliminamos estan recorridos en direcciones contrarias,
entonces n(%, z) = n(o, z).
Finalmente, como z € R; sélo para una j € {1,...,k}, se tiene que

k
n(¥,z) =n(o,z) = Zn (ORj,2z) =1,
j=1

y si el ciclo 4 es tal que
Y=mntrt+Tm,

en donde cada v; es una curva cerrada formada por segmentos paralelos a los ejes que estd recorrida en
sentido antihorario, entonces se debe tener que para una sola 7; se cumple que n(y;,z) = 1, con lo cual
concluimos la prueba. |

Dado que todo ciclo en una region €2 C C esta formado por curvas cerradas suaves por pedazos, el teorema
anterior también se puede formular en términos de ciclos, formulacién que podemos poner como un corolario
de este teorema.

Corolario 5.11 Sea 2 C C una region. La region Q) es simplemente coneza si y solo si para todo ciclo v C )
y para todo z € C\ Q se tiene que n(y,z) = 0.

Aunque el corolario anterior nos da una condicién necesaria y suficiente para que una region {2 sea
simplemente conexa, el lector estard de acuerdo que esto no significa que cuando 2 no sea de este tipo
region, entonces para todo ciclo ¥ C Q y todo punto z € C\ Q se debe satisfacer que n(y,z) # 0. Aun
cuando una region {2 no sea simplemente conexa, siempre existen ciclos v C €2 para los cuales se satisface
que n(v, z) = 0 para todo z € C\ Q. En términos muy coloquiales, se puede decir que este tipo de ciclos no
rodean a los “hoyos” de la region Q y por esta razén tendran un papel muy importante en la formulacién
maés general del teorema de Cauchy. En virtud de lo anterior, damos la siguiente

Definicién 5.12 Sea Q2 C C una region. Decimos que un ciclo v C € es homdlogo a 0 en 2, lo que denotamos
escribiendo que v ~ 0mod(Q2), si se cumple que n(v,z) = 0 para todo z € C\ Q. También diremos que dos
ciclos v, C  son homdlogos en 2, lo que denotamos escribiendo que v ~ ymod(f2), si se cumple que
v —4 ~ 0mod(Q), es decir que n(y —4,z) =0 para todo z € C\ Q.

En el siguiente ejemplo ilustramos estos conceptos.

Ejemplo 5.13 Sean, v : [0,27] C R — C definida como 1 (t) = rie? + 1, v : [0, ] C R — C definida
como y2(t) = e’ — 1, 3 : [0,27] C R — C definida como y3(t) = rze’, y Q= C\ {-1,1}.

1. Siy=y1+7+7 con0<ry,re <2y0<rsy <1, entonces n(vy,1) =1 =n(y,—1) de modo que v
no es homdlogo a 0 en Q.

2. Siy=7v3—7v con0<r <2yl<rs, entonces n(y,1) =0 y n(y,—1) =1 de modo que v no es
homdlogo a O en Q.

3. Siy=73—7v1 con2<ry yl<rs, entonces n(vy,1) =0 =mn(y,—1) de modo que v si es homdlogo a 0
en ). En este caso también se tiene entonces que y3 y y1 son homologos en ).

4. Siy=43—m1+7 con0<r <2<ryyl<rs, entonces n(vy,1) = -1 yn(y,—1) =0 de modo que
v no es homdlogo a 0 en 2.

5 Siy=v3—71 — 72 con0<ry,re <2yl <rs, entonces n(y,1) =0 =n(vy,—1) de modo que v s es
homdlogo a 0 en Q). En este caso también se tiene entonces que v = v3 y ¥ = Y1 + Y2 son homdlogos

en (.

Como se observa en la definiciéon 5.12, dada una regiéon 2 C C, existe una relacién muy estrecha entre
los ciclos v C © que son tales que 7 ~ 0mod(Q), y los ciclos 7,5 C Q que satisfacen que v — 4 ~ 0 mod(2).
Lo siguiente que haremos ver es que este relacion tan estrecha va méas alld de su definicién, y se extiende a
la integral de funciones definidas sobre €2, hecho que formulamos en la siguiente
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Proposicién 5.14 Sea f : Q C C — C continua en la region §2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Para todo ciclo v C Q tal que v ~ 0mod(Q)) se cumple que

/ F(2)dz = 0.

2. Para cualesquiera dos ciclos v,5 C § tales que v ~ ymod(Q) se cumple que

/f(z)dz=/f(z)dz.

Demostraciéon. La prueba de que la afirmaciéon 1 implica la afirmacién 2 es inmediata de la definiciéon de
ciclos homologos ya que si un par de ciclos v,5 C Q son tales que v ~ 4 mod(£2), entonces v — 4 ~ 0 mod ()

y por lo tanto
0= / f(z)dZZ/f(z)dz—/f(z)dz.
=3 v g

Para la prueba de que la afirmacién 2 implica la afirmacién 1, basta con observar que, si v ~ 0mod(2), como

n(=v,2) = —n(y,2) =0
para toda z € C\ , entonces se tiene que —y ~ 0mod(2), de modo que —y ~ ymod(2) y por lo tanto

/f(z)dz:/f(z)dz.
/f(z)dz:—/f(z)dz

de las dos tltimas identidades concluimos que

Por otra parte, como

como se deseaba demostrar. [ |

De la definicién de que un ciclo v C €2 sea homologo a 0 en §2 se tiene que

/f(z)dz =0 (5.1)

para toda funcién f de la forma
1
f(2) = (5.2)

)
zZ—a

la cual es analitica en Q si a € C\ . A partir de esta observacién, la pregunta “natural” es la siguiente: jla
integral 5.1 sigue siendo 0 aun cuando f, una funcién analitica en €2, no sea de la forma 5.27. Y la respuesta
a esta pregunta es que si, y es justo lo que afirma la segunda versién del teorema de Cauchy que veremos en
este texto.

Teorema 5.15 (de Cauchy (segunda versién (Ahlfors))) Sean, Q@ C C una regidn y f : @ Cc C — C.
Si f es analitica en §, entonces

/f(z)dz =0

5

para todo ciclo vy C Q tal que v ~ 0mod(£2).
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Demostracion. Primero haremos la prueba bajo el supuesto de que Q2 sélo es un conjunto abierto y acotado.
Sea v C © un ciclo tal que v ~ 0mod(£2). Como el ciclo v C §2 es un conjunto compacto, sabemos que

§=d(y,C\ Q) > 0.

De manera anéloga a como hicimos en la prueba del teorema 5.10, consideramos una cuadricula del plano C
cuyos cuadrados tienen longitud 0 < I < §/+/2.

Dado que estamos suponiendo que (2 es acotado, podemos asegurar que existen sélo una cantidad finita
Ry,..., Ry de cuadrados (cerrados) tales que R; C Q para j € {1,...,k}. Con base en estos cuadrados,
llamamos

Qs = int Rj

—-

1

J

Observe que por la eleccién que hicimos de d y I podemos asegurar que v C Qs C €.
Ahora consideramos cada curva frontera OR; recorrida en sentido antihorario, y definimos el ciclo

k
g = Z 8Rj.
j=1

Nétese que, si eliminamos todos aquellos lados (o segmentos) que sean comunes a dos de los cuadrados R;
obtenemos otro ciclo, que denotamos por I's y para el cual se puede asegurar que I's C '\ Qs (ver figura
5.7).

4 9
» z I's =17+ +15
- — T S—
I ( ] r > N )
/ Fz
(\ @ YR
v/
Y2
— N\ [\ [ A Q
= 11|+ NN

Figura 5.7: Los elementos geométricos de la prueba del teorema de Cauchy.

Lo siguiente que mostraremos es que v ~ 0mod(£25) para lo cual sélo hard falta probar que n(y,z) =0
para toda z € 2\ Q5. Si z € Q\ Qj, entonces existe un cuadrado R tal que z € Ry R ¢ © de modo que
podemos asegurar que RN Qs = & y por lo tanto que RN~y = &. Ahora, si zg € R\ 2, dado que |z, z9] C R,
tenemos que

n(7,2) = n(y,2) =0,
en donde la segunda identidad se verifica por que zy ¢ Q. Observe que, como I's C Q\ Q5, se tiene que
n(y,z) = 0 para toda z € T';.
Una vez que hemos construido el conjunto €5, probaremos que

1 f(©)
f2) = 5= dg
27['11_[ (—=z

para toda z € Q.
Primero notemos que, si z € int(R},) para alguna jo € {1,...,k}, aplicando el teorema 3.27 a la funciéon
definida como
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para cada ¢ € \ {z} y al rectangulo Rj,, obtenemos que

2772 ( - z (53)

Por otra parte, como z € int(Rj,), entonces R; C Q\ {z} para cada j € {1,...,k}, j # jo, de modo que,
como la funcién
f(©)

(—z

es analitica en Q \ {z}, por el teorema 3.25 sabemos que

[ 29520 o
OR; ‘

para cada m € {1,...,k}, j # jo. Por lo tanto, de las identidades 5.3 y 5.4 se concluye que

L[ f©Q)
271'2 C—z %/C—izdc

k
f(¢
~ omi Z / ¢ — z
i=1oR;
Q4
277@ Q — z

= f(Z).

Ahora, por el lema 4.2 sabemos que la funcién definida como
1 [ f©)
=— [ —*d
) 271 / (—=z ¢
s

para cada z € Q\ I's es una funcién continua, de modo que, como f(z) = g(z) para toda z € UF_, int(R;),
conjunto que es denso en )5, podemos concluir

16 = o) = 5 [ Hac 5.
s

para toda z € Q5.
Supongamos ahora que los ciclos v y I's se escriben de la forma vy =~ +v2+ - +9, y s =1 + 92 +
-+ TI'y,, en donde cada 7; y cada I'; es una curva cerrada suave por pedazos. Dado que v C €, por la

1dent1dad .D se tiene que
_ L[ ()
/f(z)dzf/ Tm/C—de dz
vy Ts

Y

27” Z/C d¢ | dz

:;mé’y/(r[cf(ozd( dz
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_ L5y fQ)
7271‘2'1:1 ;Z(r[c_de dz

Por otra parte, como v NT's = &, entonces tambien se tiene que v, NIy = & para toda s € {1,...,n} y para
toda ! € {1,...,m}, de modo que aplicando el problema 1 del capitulo 4 sabemos que
[ 29 = [ { [ £90) ac
(—z C—z
Vs 1 I Vs

para toda s € {1,...,n} y para toda l € {1,...,m}, y por lo tanto

/f(z)dz=271ri§m: i/ (r/éf(—Ode dz

1=

=1 s:lFl 5

—

Il
]
S|~
<
b
NS
J\‘gﬁ
| =
~
—
QU
QU
Iy

|
3
|~
3
I
-
—
)
-
2 —
N
\
I
U
I\
U
I

con lo cual terminamos la primera parte de esta prueba.

Pasando al caso en que {2 es una regiéon no acotada, como y es un compacto, elegimos r > 0 tal que
v C B,(0) y hacemos Q = QN B,.(0). Entonces  es un abierto acotado tal que v C Q, ysi z € C\ Q =
(C\Q)U(C\ B,(0)), entonces z € C\ Q0 z € C\ B.(0). En el primer caso, como 7 ~ 0mod({2), se tiene
que n(v, z) = 0; en el segundo caso, como v C B,.(0), por el inciso 1 de la proposicién 5.8 también sabemos

que n(v, z) = 0. Es decir, podemos asegurar nuevamente que 7 ~ 0mod(2) de tal forma que por la primera
parte de esta prueba se tiene que

[ ez =0,

5

identidad con la que concluimos la prueba. |

Como una consecuencia inmediata del teorema anterior y del teorema 5.10 obtenemos el teorema clasico
de Cauchy, el cual formulamos como un corolario.
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Corolario 5.16 Sean, 2 C C una region y f : Q@ C C — C analitica en Q. Si Q) es simplemente conexa,
entonces

/f(z)dz =0

para toda v C Q curva cerrada suave por pedazos.

Usando la equivalencia que se demostrd en la proposicién 5.14, el teorema 5.15 se puede formular en
términos de ciclos que son homologos entre si, de la siguiente forma.

Teorema 5.17 Sea f : Q C C — C analitica en la region ). Para cualesquiera ciclos v,5 C  tales que
v ~Fmod(Q) se tiene que

/f(z)dZZ/f(z)dz.

v ¥

Otra consecuencia muy importante del teorema 5.15 esta relacionada con la existencia de ramas analiticas
del logaritmo y la raiz n-ésima de una funcién f, resultado que también dejamos formulado como un corolario.

Corolario 5.18 Sean, Q C C una region simplemente conexa y f : Q C C — C analitica en Q. Si f(z) #0
para toda z € S, entonces existen, definidas en €, ramas analiticas del logaritmo y la raiz n-ésima de f.

Demostracién. Como la funcién ,
f'(z)
f(z)

estéd definida y es analitica en €2, por el corolario anterior sabemos que
!
z
f(2)
p

para toda v C  curva cerrada suave por pedazos, de modo que, por el teorema 3.24 del capitulo 3, sabemos
que existe F': ) C C — C analitica en € tal que

para toda z € ).
Por tanto, si definimos la funcién g : Q@ € C — C como

9(2) = f(z) exp(—F(z))
se tiene que
9'(z) = f'(2) exp(=F(2)) — f(2) exp(—F(2))F'(z) = 0
de modo que g debe ser constante en ). Sea ¢ € C, ¢ # 0, tal que
f(z)exp(=F(2)) = g(z) = ¢
para toda z € Q. Por lo tanto, si zg € C es tal que ¢ = exp(zp), entonces
f(z) = cexp(F(2))

= exp(wp) exp(F(2))
= exp(F(z) + 20).

Por tanto, la funcién h : Q@ C C — C definida como h(z) = F(z) + 2o es tal que exp(h(z)) = f(z) para toda
z € Q, es decir, h es una rama analitica en () del logaritmo de f.
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Finalmente, si definimos H : 2 C C — C como

Iﬂz):em)(iﬂza
se tiene que :
(#)" = (o0 (216)) ) = explt(:) = £1:)

lo que prueba que la funcién H es una rama analitica en 2 de la raiz n-ésima de f. |

Como en el caso local, otra consecuencia importante del teorema de Cauchy es la férmula integral, la
cual también se puede formular en términos de ciclos.

Teorema 5.19 (férmula integral de Cauchy) Sean, f : Q@ C C — C analitica en la region Q y v C Q
un ciclo tal que v ~ 0mod(Q). Si zg € Q\ v, entonces

1
n(v, z0) f(z0) = oyl e EZQO dz.

Y

Demostracién. Esta prueba es completamente andloga a la del caso sobre un disco abierto (teorema 3.32),
con la ventaja adicional de que ahora ya sabemos que la funcién F : Q\ {zp} C C — C definida como

f(z) = f(20)

F(z) = p——

tiene una singularidad removible en zg y por lo tanto una extensién analftica a  (que seguimos denotando
por F). Por lo tanto, como v ~ 0mod({), por el teorema 5.15 sabemos que

0:/F@mz

:}f(z):f(zo)dz

1
= /(z) dz—f(zo)/ dz
zZ— 20 Z— 20
¥ ¥
= /() dz — f(z0) - 2mi - n(y, 20)
zZ— 20
¥
de donde se sigue la identidad deseada. |

5.2.1. Desarrollo de Laurent

Otra aplicacion muy importante de la version del teorema de Cauchy que probamos en este capitulo
se relaciona con la expresion de una funcién analitica f en términos de una serie de niimeros. Aunque en
el teorema 4.20 ya probamos un resultado en esta direccion, ahora podemos probar otro més general que
de alguna forma generaliza al que probamos en la proposiciéon 4.34. Como el lector habra notado, en esta
proposicién se obtiene, para cada z en una vecindad (agujereada) de un un polo zy de f, una serie de niimeros
que converge a f(z), nimeros que se escriben en términos de potencias de z — zp y que algunas de éstas (una
cantidad finita) son negativas.

Lo que ahora probaremos es que esta manera de expresar a los valores de una funcion f se puede obtener
no sélo en una vecindad de una singularidad aislada de f, sino en un tipo de regiéon mas general, que
definiremos a continuaciéon y que llamaremos un “anillo” centrado en un punto zg.
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Definicién 5.20 Sean, zg € C y 0 < ry < ro < 00. Definimos el anillo centrado en zy de radio interior ry
y radio exterior ra, que denotamos por Ay, r,(z0), como

A o (20) ={2€C|r <|z— 2| <ra}.

Figura 5.8: El anillo A, ,,(z20).

Observe que el anillo Ag () coincide con la vecindad agujereada B, (zo) \ {70}

Una vez que ya tenemos esta definicion podemos formular el siguiente teorema, el cual es conocido como
el teorema del desarrollo de Laurent', que es como se llama a la forma de expresar a una funcién como una
serie cuyos términos se escriben en términos de potencias (positivas y negativas) de z — zp. Con el fin de que
la prueba de este teorema sea mas sencilla, primero probaremos un lema el cual es importante por si mismo.

Lema 5.21 Sean, zp € C y 0 < ry < ro. Si f es analitica en el anillo Ay, r,(z0), entonces existen fi :
C\ By, (20) CC—=C y fa: Bry(20) C C — C funciones analiticas tales que f(z) = fi1(z) + fa(z) para toda
z € Ay ry(20).

Demostracién. Si 7 > 0 es tal que 71 < r < rg, hacemos 7,(t) = e’ + 2, con t € [0, 27].
Ahora, si z € C\ By, (20), elegimos r > 0 tal que r; < r < rg, r < |z — %], y definimos

hiz) = 277@ C—z

Observe que la funcién f; estd bien definida, pues si ¥ > 0 también es tal que r1 < 1’ < 1o, 7’ < |2 — 2|,
entonces v = -y, — 7, es un ciclo en la regiéon Q = A, ,(z0) \ {2z} tal que v ~ 0mod (€2), y como la funcién
f(€)/ (€ — %) es analitica en Q (ya que z ¢ ), por el teorema 5.15 se tiene que

_ [ 1O
0‘/<—zd<
C—z

B ] 15

IPierre Alphonse Laurent (18 de julio de 1813 — 2 de septiembre de 1854) fue un matemético y oficial militar francés conocido
por su trabajo de las series de Laurent en 1843, una forma de expresar una funcién en serie de potencias, generalizando a la
serie de Taylor. (Fuente: Wikipedia).

y por lo tanto
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Por otra parte, si z € By,(z0), ahora elegimos r > 11 tal que |z — 29| < r < r9 y definimos

T omi (—=z

Nuevamente, la funcién fo estd bien definida, pues si ' > r1 también es tal que |z — zo| < r' < rq, entonces
otra vez v = 7y, — 7 es un ciclo en la regiéon Q = A, ,,(20) \ {2} tal que v ~ 0mod (), de modo que por
el mismo razonamiento que hicimos para la funcién fi, se tiene que

[ B

Finalmente, si z € A, ,,(20), tomamos 7, tales que r1 < r < |z — 29| < 7’ < ro; entonces de nueva
cuenta ¥ = 7~ — v, es un ciclo tal que v ~ 0mod (A, ,,(20)) ¥y v C Ay ry(20) \ {2z}, de modo que por la
féormula integral de Cauchy (teorema 5.19), se tiene que

n(,2) 2m ( - z

y como n(vy,z) =n(y,2) —n(yr,2) =1—-0= 1, entonces

f(z) = 27rz (: — z
_ f(Q)
_27m/C—z %/C—zdc
Y
= fz(z) + f1(2)
con lo cual concluimos la prueba. |

Con base en le lema anterior, probaremos el teorema del desarrollo de Laurent.

Teorema 5.22 (de Laurent) Sean, zp € C y0 <1y < 13. 5t f es analitica en el anillo A, r,(z), entonces
existen dos sucesiones de nimeros {B1,Ba,...,By,...} y{Ao, A1,...,An,...} tales que las series

Z By (z—20) " Y Z Ap (2= 20)"
n=0

n=1

convergen y satisfacen que
oo

> (zio)” +D A (z—20)" = f(2), (5.6)

n=0
para toda z € Ay, r,(20). Ademds, siry <1 <12 yY.(t) =re’ + zp, con t € [0,27], entonces
1

omi | (€ — z)"+!
Yr

dg

para toda n € NU {0}, y
/ FOC = 200" e
277@

para toda n € N. Estos numeros A, y B, son los unicos que satisfacen la identidad 5.6.

A la serie
(z—20)"

n=1

se le conoce como la parte singular de f en el anillo Ay, r,(z0).
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Demostracion. Por el lema anterior, sabemos que existen fi : C\ By, (20) CC = Cy f2: By, (20) CC— C
funciones analiticas tales que f(z) = fi(z) + f2(z) para toda z € A,, ,,(20).
Como fy es analitica en By, (2g), por el teorema 4.20 sabemos que para cada z € By, (%) se satisface que

Hacemos entonces

para cada n € NU{0}.
Antes de definir a los nimeros B,,, recordemos que en el lema 5.21 la funcién f; se definié como

fi(z) = 1/ﬂ0@

Comi ) (-2

en donde 7 > 0 es tal que 71 < 7 < 1o, 7 < |2 — 20|, ¥ V() = 7€ + 20, con t € [0,27]. Observe que, si
M =max{|f(C)| | | — z0| = r}, se tiene que

L[ 159

< = d
A< 5 [ o2
Yr
1 M
< —f ——|d
- 27r/|zfzo|fr| ¢l
Yr
.
|z — 20| — 7

y por lo tanto podemos concluir que
lim f1(z) =0.

zZ—00

Definamos ahora la funcién g : By, (0) C C — C como

f1(20+1/C) SiO<|<‘<1/T1

g(¢) =
0 si ¢ =0.

Dado que
lim g(¢) = lim fi1(2) =0,

¢—0 Z—00

por la proposicién 4.15 se tiene que g es analitica en By, (0), y nuevamente por el teorema 4.20 sabemos
que para cada ¢ € By, (0) se satisface que

> g(n)
o) =3 W

Hacemos entonces
_ 9"™(0)

B,
n!

para cada n € N,
De esta forma, si z € C es tal que r; < |z — 2|, entonces ( = 1/(z — z0) € By, (0) \ {0} de modo que,
de la definicién de la funcién g se tiene que

fi(2) =g (1/(z = 20))

J. Péez



5.2. EL TEOREMA DE CAUCHY (SEGUNDA VERSION) 161

Por lo tanto,

JE =+ B =3 kS A (2 20)" (5.7)

para toda z € A, r,(%0).
Sean ahora, r > 0 tal que 71 < 7 < 73 y Y.(t) = re®* + 2o, con t € [0,27], y kK € NU{0}. De la identidad

5.7 se tiene que
f(z) - B, - n—k—1
s Z Tt Z An (2 = 20)
(Z - ZO) n=1 (Z - Zo)n n=0
y estas series también convergen para toda z € A, ,,(zp). Por lo tanto, por el problema 12 sabemos que
convergen uniformemente sobre el conjunto compacto v, C Ay, r,(20), de modo que

1 f(2) 1 = B,
RS, FY—— —————|d
2711 / (Z _ Zo)k"rl z 271 < / (Z _ Zo)n+k+l> <

Ir Ir

n=1 ¥
+ii A (z—20)" "z
271 "
n=0 Yr
Ay
= +2T:i (z —20) dz
Fr
= Ay.

Anélogamente, si k € N, entonces

O ) D I CRE ke
n=1

—k+1
(Z - Zo)n * n=0

de modo que, nuevamente por la convergencia uniforme de estas series sobre cualquier subconjunto compacto
de A, r,(20), tenemos que

1 / - 1 — By,
g 16020 i | (X
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Nt 1 n+k—1
+Z%/An(z—zo) dz
n=0 A

B

21 Z— 20
Tr

= By.

dz+0

Como el lector podra observar, con el procedimiento anterior no sélo probamos la expresién deseada para
los nimeros A,, y B,, sino también su unicidad, con lo cual concluimos la prueba. |

Como suele suceder en muchos casos en matematicas, para calcular el desarrollo de Laurent de una funcién
analitica f en algin anillo A,, ,,(20), no es muy util seguir los pasos que se dieron en su demostracién. Por lo
general, para hacer este cdlculo hay que usar métodos indirectos que a continuacién ilustraremos con algunos
ejemplos, y para lo cual daremos por conocido (y probado) que

o0

1
1—=2

2" =

n=0
para toda z € C tal que |z]| < 1.

Ejemplo 5.23 Sea f: C\ {0,1} — C definida como

1
f(z)zm-

1. El desarrollo de Laurent de f en el anillo Ap1(0) = B1(0) \ {0} estd dado por

1
B 1 n 1
N z 1—=z
=2
z
n=0
por lo que en este caso se tiene que B, =0 para toda n > 2, By = —1 y A, = —1 para toda n > 0.

2. El desarrollo de Laurent de f en el anillo A1 »(0) = C\ B1(0) estd dado por

1

f(Z):m

por lo que en este caso se tiene que B, =1 para todan >2, By =0 y A, =0 para toda n > 0.
3. El desarrollo de Laurent de f en el anillo Ag1(1) = B1(1) \ {1} estd dado por

1

f(Z):m
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= —(z—-1))
1 @mmw
z-1 n=0 7

por lo que en este caso se tiene B, = 0 para todan >2, By =1 y A, = (=1)"*! para toda n > 0.

4. El desarrollo de Laurent de f en el anillo A1,00(1) = C\ B1(1) estd dado por

1
f(@zm
_ 1 1
Cz—1 (z—1)—(-1)

n=0
&
= (z-1)"

por lo que en este caso se tiene que By, = (—1)" para todan > 2, By =0 y A, = 0 para toda n > 0.

Una de las aplicaciones méas conocidas del desarrollo de Laurent se relaciona con la caracterizacién de las
singularidades aisladas de una funcién. Aunque en el capitulo 4 ya dimos un criterio para caracterizarlas, en
la siguiente proposicién lo haremos en términos de la parte singular de este desarrollo.

Proposicién 5.24 Sea zy € C una singularidad aislada de una funcion f, y R > 0 tal que f es analitica
en Br(z0) \{20}. Si B1,Ba,...,Bp,... son los coeficientes de la parte singular de f en el anillo Ao r(20) =
Br(z0) \ {20}, entonces

1. zg es una singularidad removible de f si y sélo si B, =0 para toda n € N.
2. 2y es un polo de orden k € N de f si y sélo si By #0 y B, =0 para toda n > k.

3. zog es una singularidad esencial de f si y sélo si B, # 0 para una infinidad de n € N. Es decir, si y
sélo si existe una sucesion creciente de naturales {n;} tal que By, # 0 para toda | € N.

Demostraciéon. Para la prueba del inciso 1, si f tiene una singularidad removible en zy, entonces por
la proposicién 4.15 f se puede extender analiticamente a la vecindad Bgr(zo) de tal forma que la funcién
F(O)(¢ = 29)™! también es analitica en Br(zg) para toda n € N. Por lo tanto, por el teorema de Laurent y
el teorema de Cauchy sabemos que si v,.(t) = re’ + zp, con t € [0,27] y 0 < r < R, entonces

/f ¢ —2z)"td¢ =0.

Reciprocamente, si B,, = 0 para toda n € N, nuevamente por el teorema de Laurent se tiene que
o0
z) = ZA" (z — 20)"
n=0
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para toda z € Br(z0) \ {20}, pero por el teorema 4.29 se tiene que la funcién

[}
E Z*ZO

es una funcién analitica en Bgr(zo) tal que f(z) = f(z) para toda z € Bg(z0) \ {20} y por lo tanto 2y es una
singularidad removible de f.

El inciso 2 es (literalmente) la proposicién 4.43, por lo que sélo nos resta probar el inciso 3.

Como el lector podra comprobar facilmente, la condiciéon necesaria del inciso 3 es una consecuencia
inmediata de la definiciéon de singularidad esencial y de los incisos 1 y 2. Por otra parte, si una infinidad de
los coeficientes de la parte singular de f en el disco Ag . (z0) son diferentes de 0, por la uncidad del desarrollo
de Laurent y los incisos 1 y 2, podemos concluir que zg es una singularidad esencial de f. |

5.3. El teorema del residuo

Una de las aplicaciones mas importantes de la segunda version del teorema de Cauchy que probamos en
este capitulo tiene que ver con aquellas funciones que son analiticas en una regién €2, salvo por un ntmero
finito de singularidades aisladas. Para este tipo de funciones definiremos el concepto de residuo, con el cual
formularemos uno de los teoremas més importantes (y de cardcter “préactico”) de las funciones analiticas.

Consideremos 2 C C una regién, z1,...,2;p € Qy f: Q\ {z1,...,2k} C C — C analitica, de modo que
cada z; es una singularidad aislada de f. Elijamos 71, ..., 7 nimeros reales positivos tales que

1. B, (z) C Q.
2. Si vy, (t) = rje' + z;, con t € [0, 27], entonces

1 sij=I
n(’YTjazl) =
0 sij#l
para cada 7,1 € {1,...,k}.

Observe que bajo estas condiciones, para cada curva +,; también se cumple que n(v,;,2) = 0 para toda
ze C\ .

Convengamos ahora que, dado m € Z, m > 0, la expresion m -7, denota al ciclo compuesto por la suma
de m veces la curva 7,,, es decir

M Yry =Yyt Yy
m veces
y si m € Z, m < 0, entonces la misma expresion m -, denota al ciclo compuesto por la suma de —m = |m|
veces la curva —,,, es decir
MYy 2= (_%,-) +o Tt (_%j)'

|m| veces

Con base en todo lo anterior, observe el lector que, dado v C Q\{z1, ..., 2} un ciclo tal que v ~ 0 mod(f2),
si mj = n(v, z;), entonces
Y~ Yy s Mgy, mod (2 {21, 2k })

de modo que, por el teorema 5.17 se tiene que

/ f(z)dz = / f(2)dz

m1Yry o tMeYr,
— my / 2z + o / f(2)dz,
Yry Ve,
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es decir, el valor de la integral de f sobre un ciclo 7 ~ 0mod(Q2) estd completamente determinado por el
valor de las integrales de f sobre las circunferencias Ve, ¥ los indices m; = n(7, 2;), para cada j € {1,...,k}.
Este hecho lo dejaremos plasmado en la siguiente '

Proposiciéon 5.25 Sean, Q2 C C una region, z1,...,2x € Q y r1,...,7Tx numeros reales positivos para los
cuales se satisface que B, (z;) \ {zj} C Q\ {z1,...,2x} para cada j € {1,...,k}. Si f:Q\{z1,..., 2} C
C — C es analitica, entonces para cualquier ciclo v C Q\ {z1,...,2r} tal que v ~ 0mod(Q) se tiene que

/ f(z)dz = / f(2)dz

MYry o MEYry,
=m / fR)dz+ - +my / f(z)dz
Yy Ve,

en donde m; =n(v,z;) y v, (t) = riet + z;, con t € [0,2n], para cada j € {1,...,k}.

La prueba de esta proposicién es basicamente una repeticiéon de los argumentos que dimos para su
motivacion, razén por la cual la dejamos como un problema al lector. De hecho, en el problema 12 el lector
también probara que esta proposicién se puede generalizar al caso de una infinidad de singularidades aisladas,
siempre y cuando éstas no tengan un punto de acumulacién dentro de 2.

Como se estard de acuerdo, las integrales

/f(z)dz,...,/f(z)dz

juegan un papel muy importante en el calculo de las integrales de f, razoén por la cual las analizaremos con

mas detalle.
Py = 271'2 / 1z

Si denotamos como
lo primero que es importante observar es que el valor del nimero P; no depende del radio r;. En particular
observe que si 0 < r < r;, y 7 (t) = rett + zj, con t € [0,27], entonces se tiene que el ciclo v = Vo, = Ve

0mod(f2) y por lo tanto
0= /f(z)dz = /f(z)dz - /f(z)dz
Bl Tr; Yr

g [ g

Ademads de la propiedad anterior, también tiene la muy notable caracteristica de que, si tomamos la
funcién

de donde concluimos que

z — Zj ’
y v C By(z;) \ {2}, con 0 < r < rj, es cualquier curva cerrada suave por pedazos, se tiene que el ciclo
v ~ n(7,2;)7 mod(By(z;) \ {2;}) y por lo tanto

eSS / 7t

Yy n(y,25)vr
/f
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— n(7,2) /f dzf/ ]_Dzjdz
— (v, 2) /f(z)dz—Pj/z_lzjdz
Yr Yr

=n(v, z;) /f(z)dz — 2miP;

=) | [ 1@z~ [ iz

=0.

De lo anterior, por el teorema 3.24 se deduce que la funciéon f debe tener una primitiva en la vecindad
agujereada B, (z;) \ {z;}-
Resumiendo el andlisis anterior, podemos concluir que el nimero

27rz/f

p;

Z—Zj

posee la particularidad de que la funcién

f(z) -

tiene una primitiva en una vecindad agujereada del punto z;.

Con base en lo anterior, daremos la definicién de lo que llamaremos el residuo de una funcion f en una
singularidad aislada zg. Antes, sin embargo, mostraremos que en efecto podemos usar el articulo “el” para
referirnos a este nimero. En efecto, observe que si P € C es otro niimero tal que la funciéon

f(z) -

z — Zj
también tiene una primitiva en una vecindad agujereada del punto z;, entonces la funcién

f(z) - P <f(z) b )ij?

Z—Zj Z—Zj Z—Zj

también deberia tener una primitiva en una vecindad agujereada del punto z;. Pero como el lector recordara
(teorema 3.24), esto s6lo es posible si Pj — P = 0, es decir, si P; = P.
Una vez dicho y hecho todo lo anterior, damos la siguiente

Definicién 5.26 Sea zy € C una singularidad aislada de una funcion f. Decimos que R € C es el residuo
de f en zg, sila funcién

R

Z— 20

f(z) =
tiene una primitiva en alguna vecindad agujereada de zy. En este caso escribiremos que
R =Res,—,, f.

Ademas de definir el concepto de residuo, la ventaja de tener otra propiedad que caracteriza al nimero
271'@ / 1z
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es que nos da oportunidad de saber su valor sin tener que calcular directamente la integral que lo define. Y
justo eso es lo que haremos a continuacién, recurriendo al desarrollo de Laurent.

En efecto, de acuerdo con el teorema de Laurent (teorema 5.22), si zp € C es una singularidad aislada de
una funcién f y r > 0 es tal que f es analitica en B, (29) \ {20}, entonces existen dos sucesiones de nimeros
complejos {B1, Ba, ..., Bn,...} v {A0, A1,...,Bp,...}, tales que

:Z +ZA Z—Z()

para toda z € Ao r(20) = Br(20) \ {20}. De esta expresién se tiene que

Z*ZO_ZZ—Z +ZA Z_ZO

n2 n=0

f(z) =

y como el lector estard de acuerdo, como todos los términos de la derecha tienen una primitiva en cualquier
vecindad agujereada de zp, podemos sospechar que

B; = Res =, [

La identidad anterior la dejamos formulada en la siguiente proposicién. Su prueba formal se obtiene de la
expresion del coeficiente By que se prob6 en el mencionado teorema 5.22, y del andlisis (previo a la definicién
del concepto de residuo) que hicimos de este nimero, razén por la cual se deja al lector.

Proposicién 5.27 Sea zy € C una singularidad aislada de una funcion f yr > 0 tal que f es analitica en
B, (z0) \ {z0}. Si el desarrollo de Laurent de f en el anillo Ay (z0) = Br(20) \ {20} estd dado por

:Z z—zo —I—ZA Z—Zo) R

n=1 n=0
entonces
B = Res,—, [.

Sin duda, y como le lector estard de acuerdo, lo que ahora procede es dar algunos ejemplos (basados en
la proposicién anterior) de cémo calcular el residuo de algunas funciones, lo que haremos a continuacién.

Ejemplo 5.28

1. Sea f:C\{0,1} — C definida como
1

f(@zm-

Como vimos en el ejemplo 5.23, el desarrollo de Laurent de f en Ag1(0) = B1(0) \ {0} estd dado por

1 o0
z)=——— Zz",
o n=0

de modo que Res,—o f = By = —1.

2. Si f es la misma funcion del inciso anterior, nuevamente del ejemplo 5.23 sabemos que el desarrollo
de Laurent de f en Ao,1(1) = B1(1) \ {1} estd dado por

oo

) = —— 4 S () -1,

z—1
n=0

de modo que Res,—1 f = By = 1.
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3. Sea f:C\ {0} = C definida como f(z) = exp(1/z). Dado que

o0 n

exp(x) = Y =

n=0

para toda z € C, entonces el desarrollo de Laurent de f en A o0(0) = C\ {0} estd dado por
f(z) = exp(1/2)

:i 1/n!

n=0

1 1/2
=1+-+ L+
z z

de modo que Res,—o f = B1 = 1.

Aun cuando la proposicién 5.27 nos da una buena herramienta para el calculo del residuo de una funcién
f en una singularidad zp, dado que el desarrollo de Laurent en algunos casos no es muy sencillo de calcular,
es necesario explorar otros métodos. Algunos de ellos forman parte de los problemas de este capitulo y s6lo
analizaremos el caso en que la funcion f se puede expresar de cierta forma.

Supongamos que zg € ) C C, que g es una funcién analitica en la regién €2, y que £ € N. Si definimos
f:Q\ {2} cC— C como

f(Z) = g(Z) &
(Z - Zo)
es claro que zg es una singularidad aislada de f.

Lo que ahora haremos serd mostrar que para una funcién como esta f es muy sencillo calcular su residuo
en zg. Lo haremos sin recurrir al desarrollo de Laurent, usando una herramienta mas sencilla, como lo es el
teorema de Taylor que probamos en el capitulo 4.

Por el teorema de Taylor, aplicado a la funcién g para k € N, sabemos que existe g : @ € C—C
analitica tal que

g%V ()

9(2) = g(20) + ¢’ (20) (2 — 20) + -+ + (i = 1) (z = 20)" " + gr(2)(z — 20)*
para toda z € 2. Por tanto, de la definiciéon de la funcién f tenemos que
9(20) 9'(20) 1 gt ()
f(z) = + — + -+ + gk (2
) (Z—Zo)k (Z—Zo)k ! (k=1 z—2 +(2)
para toda z € Q \ {2}, de modo que es claro que la funcién
(k=1) —1)! (k—2)
9" (20)/(k — 1)! 9(20) 1 g% (20)
z) = = et + gr(2
f( ) Z— 20 (Z*ZO)k (k*2)' (2—20)2 gk( )

tiene una primitiva en alguna vecindad agujereada B,.(29) \ {20} C Q.
Se estard de acuerdo en que, del argumento anterior se deduce que

g(k—l)(ZO)

Res.—., f = o)

resultado que formulamos en la siguiente proposicién y cuya prueba formal también se deja al lector.

Proposicién 5.29 Sean, zo € Q y g: Q C C — C analitica. Si f : Q\ {20} C C — C estd definida como
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con k € N, entonces
(k—1)
g (Zo)
ReSZ:ZO f = W.
En particular, si k =1, entonces
ResZ:ZO f = 9(20) = zliglo (Z - ZO) f(Z)

Ahora lo siguiente que haremos serd reformular la proposicion 5.25 en términos del concepto de resi-
duo. Esta reformulacién es conocida (por razones obvias) como el teorema del residuo y su prueba es una
consecuencia inmediata de dicha proposicion, razén por la cual también queda como un problema para el
lector.

Teorema 5.30 (del residuo) Sean, Q C C una region y z1,...,2, € Q. Si f: Q\{z1,...,2,} CC = C
es analitica, entonces para cualquier ciclo v C Q\ {z1,..., 2} tal que v ~ 0mod(Q) se tiene que

k
/f(z)dz = QWiZn(’y, zj) Res.—., f.
v J=1

Es importante decir que, como en el caso de la proposicién 5.25, en el problema 24 el lector también
probaré que el teorema del residuo se puede generalizar al caso de una infinidad de singularidades aisladas,
siempre y cuando éstas no tengan un punto de acumulacién dentro de 2.

Como mencionamos en parrafos anteriores, el teorema del residuo tiene importantes aplicaciones, tanto
tedricas como précticas, las cuales seran el tema de la siguiente secciéon. Sin embargo, para dar una primera
muestra de la importancia de este teorema, mostraremos cémo la férmula integral de Cauchy para las
derivadas se puede obtener a partir del teorema del residuo, lo cual dejaremos formulado en el siguiente

Teorema 5.31 (fé6rmula integral de Cauchy para las derivadas) Si f : Q C C — C es analitica en la
region Q, v C Q es un ciclo tal que v ~ 0mod(2) y zo € Q\ v, entonces para cada k € N se tiene que

) ) = Ch [ L

2mi z— zo)k
¥
Demostracién. Definimos f: Q\ {z0} € C — C como
P C))
Por la proposicién 5.29, se tiene que
;%Y (=0)
ReSZ:ZO f = W

Por tanto, por el teorema del residuo tenemos que

f -
[ = e
v 2l
=27t - n('y, Z()) : Resz:zg f

o F51 (z)
= 2mi - n(y, 20) - W
y por lo tanto que
(k—1) _ (k- 1)!/ f(z) d
n(’}/7 Zo)f (ZO) 27 (Z — Zo)k 2,
¥
es decir, la férmula integral de Cauchy para las derivadas. |

Notese que en este teorema, para el caso k = 1 se obtiene la férmula integral de Cauchy que se probd en
el teorema 5.17, lo que muestra que éste también es una consecuencia del teorema del residuo.
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5.3.1. Principio del argumento (segunda versién)

Como ya vimos en el capitulo 4, el principio del argumento es una herramienta muy importante para el
andlisis del comportamiento de una funcién analitica. En esta subseccién probaremos la versién més general
de este resultado, lo que significa que ahora consideraremos funciones meromorfas en una regién arbitraria
QccC.

Sea f una funcién meromorfa en una region 2 C C. Si zg € 2 es un cero de f de orden k € N, entonces
2o es una singularidad aislada de la funcién f’/f y nuestra primera tarea serd calcular el residuo de esta
funcién en zg.

Como se prob6 en el capitulo 4, sabemos que existe una funcién fi, analitica en alguna vecindad B,.(zp),
tal que

F(2) = (2 = 20)* ful2)

y fx(2) # 0, para toda z € B,.(z9) De esta identidad tenemos entonces que

f'(2) _ k(z—20)" " fi(2) + (2 = 20)* fi(2)
f(z) (2 = 20)* fi(2)

__k fi(2)

T z— 2 + f:(z)

para toda z € B, (z9) \ {#0}. Por tanto, dado que f(z) # 0, para toda z € B,(z9) podemos asegurar que la
funcién f}/fi es analitica en B,(zg) y por lo tanto que

Res,—., f1./[x = k.

Si ahora suponemos que zy es un polo de f de orden k € N, en el capitulo 4 también se probd que existe
una funcién fi, analitica en alguna vecindad B,.(zp), tal que

f(z) = (2 = 20) " fu(2)
para toda z € B,(z0) \ {20} v fr(2) # 0 para toda z € B,.(z). De esta identidad tenemos ahora que
f'(z) _ —k(z = 20)"* " ful2) + (2 = 20) " fi(2)

f(2) (z = 20) 7" fu(2)
_ —k fi®)
T z—2 + fx(2)

para toda z € B.(z9) \ {20}. Por tanto, dado que fx(z) # 0, para toda z € B,(z9) podemos asegurar
nuevamente que la funcién f /fx es analitica en B,(zp) y por lo tanto que en este caso ahora se tiene que

Resz:zo f];/fk: = —k.

Una vez visto lo anterior, tenemos todo lo necesario para formular el teorema del principio del argumento.

Teorema 5.32 (principio del argumento (segunda versién)) Sean, Q@ C C una region y ay,...,an,
bi,...,bm €. Si f es una funcion meromorfa en la regién Q) tal que a; es un cero de f de orden k; € N,
para cada j € {1,...,n}, y by es un polo de f de orden hy € N, para cada l € {1,...,m}, entonces
f'(2) - -
— dz = kj - i) = hy - b
o - St St

B

para todo v C Q\ {a1,...,an,b1,...,bp} un ciclo tal que v ~ 0mod ().

Demostraciéon. Como el lector estard de acuerdo, la prueba de este teorema es una consecuencia inmediata
del teorema del residuo ya que, como la funcién f'/f es analitica en la region Q\ {a1,...,an,b1,...,b;m},
entonces

2ri ) f(2)

Y

L[, in(”y, a;)Res.—a, f'/f + in(% b)) Res=—, f'/f
=1

Jj=1
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= Z n ’Ya a] Z ’77 bl hl
j=1 =1
:ij n(y,a;) — Zhl'n(%bl)
j=1 =1
de donde se sigue la indentidad deseada. |

Como suele suceder con los resultados en lo que aparece el teorema del residuo, el principio del argumento
se sigue cumpliendo en el caso en que el conjunto de los ceros o el conjunto de los polos de f (o ambos) sean
infinitos, siempre y cuando dichos conjuntos no tengan puntos de acumulaciéon dentro de 2.

Lo siguiente que formularemos son un par de corolarios del principio del argumento, los cuales son los
equivalentes a los corolarios 4.55 y 4.56 del capitulo 4. Antes, simplemente aclararemos que, si v C 2 es un
ciclo de la forma

Y=ENn Tttt m
y [ :Q C C — C, entonces denotaremos por f o~ al ciclo formado por las curvas
foyi=fom+foyt -+ fomm.

Corolario 5.33 Sean, Q C C una region, ay,...,0n,b1,...,b;m € Q, y f meromorfa en la region Q tal que
a; es un cero de f de orden kj € N, para cada j € {1,...,n}, y b es un polo de f de orden h; € N, para cada
le{l,...,m}. SiyC Q\{a1,...,an,b1,...,b;} es un ciclo tal que v ~ 0mod(Q2) y ¥ = f o+, entonces

) 1 [f - .
n(¥,0) = Tm/ f((zz)) dz = k n(v, a;) 2_: n(y,b).
] -

j:1

Corolario 5.34 Sean, Q C C una region, a1,...,an,b1,...,by € Ay f meromorfa en Q tal que a; es un
cero de f de orden k; € N, para cada j € {1,...,n}, y by es un polo de f de orden h; € N, para cada
le{l,....om}. Sty C Q\{a1,...,an,b1,...,b;} es un ciclo tal que v ~ 0mod(Q2) y n(v,z) sdlo toma el
valor 0 0 1 para cada z € Q\ v, y ¥ = f o~, entonces

n(%,0) = (# de ceros — # de polos) de f, encerrados por (o dentro de) ~.

5.3.2. Calculo de integrales

Una de las principales aplicaciones del teorema del residuo esta sin duda en el cilculo de integrales. Lo
que haremos en esta subseccién sera aplicar este teorema para desarrollar algunos métodos que nos permiten
calcular el valor de cierto tipo de integrales.

1. El primer tipo de integrales que analizaremos son las de la siguiente forma: dada R(z,y) una funcién
racional en las variables (reales) z y y la cual estd definida para toda pareja (x,y) € R? tal que 2 + 32 = 1,
veremos como resolver integrales de la forma

2

/ R(cos(0), sen(0))df. (5.8)

0
Si hacemos (6) = e = cos(#) + i sen(#), como

% = % = e % = cos(f) — isen(6),
~y e

entonces
3 _ 1 i0 —if\ __ 1 1
cos(ﬁ)—2(e +e )—2<7(9)+7(9)>
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Por otra parte, observe que ‘
+(0) = ic = ir(0)
de modo que, si en la integral 5.8 escribimos a cos(6) y sen(f) en términos de (), se tiene que

2m

0/ R(cos(0), sen(6))d6 = /R (300 + =5 ) 35 (10~ =) ) g @0
) -

en donde () = cos(f) + isen(#), con O € [0, 27], serd la circunferencia de radio 1 con centro en el origen,
recorrida una vez en sentido antihorario.
Con base en lo anterior, si llamamos

entonces
2 k
/R(cos(@),sen(@))d@ = /f(z)dz = 27i ZReSZ:z]. £,
0 ¥ J=1

en donde zq, ...,z son los polos de f contenidos (o dentro) del disco unitario B;(0).

Tlustramos este método con el siguiente

Ejemplo 5.35 Calculemos la integral

™

[ e
a + cos(p) 4

0

con |a| > 1.
Lo primero que hay que observar es que, como la funcion coseno es par, entonces la integral que se desea

calcular satisface que
s

/#d _1/¥d
a + cos(p) L a + cos(p) 4
0 -7

y haciendo el cambio de variable p = 0 — w se tiene que

/”1d 1 /”1d
a + cos(p) 773 a + cos(yp) 7
0 -
L7
e R ST
2/a+cos(9—7r)
0
2m 1
= [ ———db.
_/Qa—QCos(G)
0

Una vez visto lo anterior, tenemos entonces que
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B 11
22 -2az+14
B i
22 —2az+1

de tal forma que las singularidades de f son

z1=a++Va2-1 y z=a—+Va2-1

las cuales son polos de orden 1 de modo que

Res,—., f = lim (z — z1) f(2)

zZ—rz1

i

= lim
221 2 — 29

7

21 — 22
)

2va? -1

Res.—., f = lim (=~ 2)f(2)
= lim —
z—z0 2 — 21

7

Z9 — 21
—1
2va2 -1’
Por otra parte, como
2122 = (a+ \/(1271) (af\/anl) =1
s6lo una de estos polos estd dentro del disco unitario B1(0). Por tanto, si a > 1, entonces z1 ¢ B1(0) y

zo € B1(0) de modo que

™

O/Lwd¢/f(z)dz

=2mi Res,—,,
C Ve 1
™
a?—1
y st a < —1, entonces entonces zo ¢ B1(0) y z1 € B1(0) de modo que
™

/M;-(E(@d¢/f(2)dz

0
=2miRes,—,, f
i

2Va? -1

= 2m
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2. Otro tipo de integrales que veremos, seran las de la forma

]o R(z)dx,

en donde R = p/q es una funcién racional tal que el grado de ¢ es al menos dos veces mayor que el grado de
p, es decir, que R tiene un cero en co de orden mayor o igual a 2, y no tiene polos en el eje real. De estas
hipdtesis podemos asegurar que si 7 > 0 es suficientemente grande, se tiene que existe M > 0 tal que

M
|R(2)| < — (5.9)
||
si|z| >r.
Con base en lo anterior podemos asegurar que
/ R(z)dx < o0

y que dicha integral se puede calcular como

r

oo
/ R(z)dx = lim [ R(z)dz.
T—00
—00 —-r
Por otra parte, sea ahora ~ la curva cerrada (suave por pedazos) formada por el segmento parametrizado

por v1(z) = x, con x € [—r, 7], y el semicirculo parametrizado por v (t) = re®, con t € [0, 7] (ver figura 5.9),
en donde también elegimos r > 0 lo suficientemente grande para que los polos de R estén contenidos en el
disco B,-(0). De esta forma, por el teorema del residuo tenemos entonces que

k
7[ R(z)dz + J R(z)dz = 7/ R(z)dz = 27rijz::1ResZ:Zj R, (5.10)

en donde z1,...,2; son los polos de R contenidos en el semiplano superior, es decir que Im(z;) > 0 para
cada j € {1,...,k}.

2
Y=71+72

71

Figura 5.9:

Calculando las integrales de la identidad 5.10, tenemos que

/R(z)dz + /R(z)dz = /R(:r)dx + /R(reit)ire”dt
71 V2 = 0
v lo que ahora mostraremos es que
lim [ R(re')iredt = 0. (5.11)

r—00
0
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En efecto, por la desigualdad 5.9 se tiene que

s ™

/R(re”)ire”dt §/|R(r6it)‘7°dt

0 0
M
,
0
M
r

e

y por lo tanto, tomando el limite cuando r — oo, concluimos la identidad 5.11.
Resumiendo todo lo anterior, tenemos que

/R(x)dx: lim [ R(z)dx
r—00

r—00

~ lim / R(z)dz + / R(2)d=

Y2

=2mi Y Res.—. R.
Im(z;)>0

El siguiente, es un ejemplo de cémo aplicar el método anterior para el cdlculo de una integral.

Ejemplo 5.36 Calculemos la integral

o0
72
—dz
142
— 00
Los polos de la funcion
2
fz) = =
1424
coinciden con los ceros de la funcion 1 + z* que son z, = e'™/*, zy = eB7/4 3 = ®7/4 = —idn/4
iTm /4

Y 24 =€ = e /% de los cuales z, y zy son los que tienen parte imaginaria positiva. Observe que
22 =i=22y22=—i=2% de donde se desprende que

1424 = (zz—i) (22+i)
=(z—21)(z — 23) (22+i)
= (2" 1) (2 — 22)(z — ).

Con base en lo anterior, dado que los polos de f son de orden 1, se tiene que

Res,—., f = lim (z — z1) f(2)

zZ—rz1
Ii z

= m -—F—F
2=z (2 — 23) (22 + 1)

2
— ‘1

(21 — 23) (2 + 1)
- {
o (em/zx _ ei57r/4) %

677;71'/4

T 2(1 —eim)
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1

_4\&’

Resy—z, f = lm (z — 22) f(2)

Z—rz9

i ——
= lim

z—z0 (2 — 24) (22 — 1)

de modo que

o0
2
X .
/ Wdl’ = 27T’L (ReSZ:zl f + ReSz=22 f)

21

T a2
-

3. Un tipo de integrales muy relacionadas con las del caso anterior son las de la forma

(=)= (1+17)

7R(x)sen(x)da: y 7R(x)cos(m)dx,

en donde nuevamente R es una funcién racional con un cero de al menos orden 2 en co y sin polos en el eje
real. Observe que estas integrales son la parte imaginaria y la parte real, respectivamente, de la integral

o0

/ R(x)e"dx,
— 00
la cual nuevamente siempre existe ya que ’R(a:)e”| = |R(x)| para toda = € R, y por tanto se tiene que

T

oo
/ R(z)e™dr = lim | R(z)e™du.
T—>00
—o0 -
Si de nueva cuenta 7y es la curva cerrada (suave por pedazos) formada por el segmento parametrizado
por y1(x) = x, con = € [—r,7], y el semicirculo parametrizado por v2(t) = re*, con t € [0, 7], y r > 0 se elige
como en el caso anterior, entonces otra vez por el teorema del residuo tenemos que

j=1

k
/R(z)eizdz + /R(z)eizdz = /R(z)eizdz = 2mi Z Res._., Re’,
2 8!

Y1

en donde otra vez zi,...,2 seran los polos de Re?* contenidos en el semiplano superior. Observe que en
realidad z1, ...,z serdn los polos de R (en el semiplano superior) ya que e'* es analitica en todo C.
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Calculando la primera integral de la identidad anterior, tenemos que
/R(z)eizdz: /R(:c)e”dz
71 -
de modo que si probamos que
lim [ R(z)e**dz =0, (5.12)

T—00
Y2
tendremos que

T

r—00
“r Im(z;)>0

® k
/ R(x)edr = lim [ R(x)e™dx = 2mi Z Res,_., Re™.

En cuanto a la identidad 5.12 recuerde que, como R tiene un cero de al menos orden 2 en co, entonces
existe M > 0 tal que |R(z)| < M/ |z|° si |2| > r. De esta forma, si z = 2 + iy € o, entonces y > 0 y por

tanto

e @+ | | dz|

/R(z)eizdz §/\R(z)|
2 Y2
M
< /je_y‘dd
2|
72

M
< ﬁ/|dz‘
2

M

r
desigualdad de la cual se deduce la identidad deseada.
Apliquemos lo anterior en el siguiente

Ejemplo 5.37 Culculemos la integral

oo

x sen(x)
/ Tt dx

—0o0

Aprovechando los cdlculos que hicimos en el ejemplo 5.36 con relacién a los ceros de la funcién 1 + z4,

tenemos que los polos en el semiplano superior de la funcion
2%
T 14t
son 21 = ™/ = (144)/V/2 y 2o = /4 = (=1 4+14)/\/2, de modo que

Res,—z, f = Zlirrzll(z —21)f(2)

f(2) = R(2)e™

(21— 23) (22 4+19)
eim/4pi(1+i)/V2
- (ein/t — ¢i5m/4) 2
ei/V2,-1/V2

©2i(1—eim)
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ei/V2,-1/V2
4i ’

Res,—,, [ = lim (z —22)f(2)

(22 — 24) (25 — 1)
i3 /4gi(—144)/V2
o (ei37r/4 _ e—iﬂ'/4) (—2i)
B _e—i/\/ie—u\/i
 2i(1—emim)
e~/ V2—1/V2
44 ’

de modo que

[ xcos(a) [asen(x) [ ac
x cos(x T sen(x re'®
——=d j ——dr = d
/ 14 24 x—!—z/ 1424 v /1+x4 v

k
= 2mi Z Res.—; Re”?
Im(z;)>0
' ei/\/ie—l/\/i e—i/ﬁe—l/\/i
= 2m - — -
41 41
N2 _ —i/V2
— mefl/ﬁ%
i

= ime 1/V2 sen(1/v/2).

De la identidad anterior concluimos que

o0

x sen(x) 1B
/ Wdl’ = Te / sen(l/\/i)
Y
x cos(z)
——dz =0
/ 14 24 . ’

en donde esta ultima identidad era de esperarse pues el integrando es una funcion impar.

4. Como el lector recordard, dada una funcién f : R\ {1, 29,...,2x} = R, en donde 1 < 25 <

<a’;k7

y f es no acotada en cualquier vecindad de cada z;, e integrable sobre cualquier intervalo [c,d] C R\

{x1,29,..., 2k}, se define el valor principal de Cauchy de la integral ffooo f(x)dx como

oo Il*l/a k—1 Ij+171/0(

v.p./f(a:)dz:: Jim / flayde + 3 / F@)de + ] F(@)de

a—0o £
J=1 zj+1/a zp+1l/a
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Calcular el valor principal de Cauchy de la integral de una funcién f puede ser de utilidad, como por ejemplo
en el caso en que la funcién f sea integrable sobre cualquier intervalo contenido en R y sea par, pues en este
caso se tiene que

[} (e

/f(m)da: = lim f(ac)d:z::1 lim /f(x)das:%v.p. / f(z)dz.
0 —o00

a—00 2 a—o0

Lo que ahora haremos serd mostrar como usar el teorema del residuo para calcular el

oo

. / R(x) sen(az)dz

y el

v.p. 7 R(z) cos(ax)dx

en el caso en que a > 0 y R sea una funcién racional que tiene un cero de orden mayor o igual a 1 en co y
polos de orden 1 en el eje real. De hecho, para ilustrar este método por ahora sélo supondremos que R tiene
un polo de orden 1 en z = 0.

Para calcular estas integrales, recurriremos a una curva diferente a la del caso anterior. En este caso
tomaremos a la curva -, formada por los segmentos de recta [1/a, o], [a, @ + ia], [a + ia, —a +ia], [-a +
ia, —al, [-a, —1/a] y el semicirculo inferior que une a los puntos —1/a con 1/«, que denotaremos por 7,
en donde « > 1. (ver figura 5.10).

—a + i a+ia

Q=

—a U o
Yo
Figura 5.10:

Como el lector estara de acuerdo, podemos elegir a « lo suficientemente grande para que todos los polos
de la funcién R que estan en el semiplano superior y en el eje real queden dentro de la curva ~,, de modo
que, por el teorema del residuo se tendra que

/R(z)ei‘”dz = 274 Z Res.—, Re'* + Res,—g Re'®*

Yo Im(z;)>0

Si parametrizamos cada uno de los segmentos que forman a ,, tendremos que
« o «
/R(z)emzdz = / R(x)e' " dx —i—/R(a + ix)etr et gy / R(z + i) e’@@+i%) gy
Ja —«a

Yo 1 0
«a -1/«

—/R(—a+ix)ei“(_o‘+i$)idx+ / R(x)ei”dx—&—/R(z)emzdz.
0 —o Ve
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Ahora, como R tiene un cero de orden al menos 1 en oo, se tiene que existen M, r > 0 tales que

M
[R(z)[ < —
K
si |z| > r. Por tanto, si a > r se tiene que
/R(a—i—im)ei“(aJr”)ida: < / ‘R(a+ix)eia(“+il)i dx (5.13)
0 0
roM
< / —e dx
|o + iz
0
M
< /—e*‘”dx
]
0
M
e
ax
M
< —.
ax
y por un procedimiento analogo se obtiene que
i s M
/ R(—a + iz)e! "ot ®idy| < —. (5.14)
ax

0

Por otra parte

[e%

«
/R(m+ia)eia(m+io‘)dm < / ’R(a:—&—ia)em(x*m) dx

[e3%

< / M, e “dx
|z + iq

—Q

"M
ge*‘w‘/—dx
J

= 2Me .

de donde se sigue que
(03

H_)m R(z + ia)e’@+i) dy = 0. (5.15)

Finalmente, si B = Res,—q Re'*?, sabemos que existen 7 > 0 y ¢ una funcién analitica en B,.(0) tales

que
, B
R2)e™ =~ + p(2)

para toda z € B,,(0). Por tanto, si tomamos « tal que 0 < 1/a < 1’y J4(t) = (1/a)e! con t € [r,27], se

tiene que
; B
/R(z)ewzdz:/—dz—i—/gp(z)dz
z
Ve Ve

Yo
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27

:B/ (1/;)eiti(1/a)e”dt—i—/cp(z)dz

™ VYo

= miB +~/ p(z)dz

Ao
= i Res,—o Re'™* + / o(z)dz.

Yo

De esta identidad también es importante hacer notar que, como ¢ es analitica en B,/(0), entonces esta
acotada en dicha vecindad (o en alguna més “pequefia”) de tal forma que

/ p(2)dz| < / (=) d2]
a <§4’/dzl

Vo
< M'rm(1/a),
y por lo tanto
lim [ R(z)e"“*dz = lim [ miRes,—g Re'™* + / w(z)dz (5.16)
:&/(X ’_Yot

= mi Res,—o Re'* + lim [ ¢(2)dz

a— 00
Yo

az

= mi Res,—g Re""*.

Resumiendo todo lo anterior, por las identidades 5.15 y 5.16 y las desigualdades 5.13 y 5.14, concluimos
que

2mi | Y Res.—., Re'™ + Res.—o Re'™
Im(z;)>0
= lim [ R(2)e"**dz
a— 00
’YO{

[e%

a a
= lim / R(x)e"*dx + /R(a + ix)ei Oty / R(x + ic)e’@+i) gy
1a 0 Za
a ~1/a
- / R(—a + iz)e! =) jdy 4 / R(x)e""dx + /R(z)emzdz
0 —a s
~1/a a
= ah;n;o / R(z)e""dx + / R(x)e"*dx | + mi Res,—o Re"**
—a 1/«

= v.p./R(x)cos(ax)dw +1 v.p./R(m)sen(ax)dx + i Res,—g Re'*,

—00
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y por lo tanto

v.p./R(z)cos(ax)dx +1 v.p./R(x)sen(ax)dm =27 Z Res.—., Re' + i Res,—_o Re'®*.
— o0 Im(z;)>0

— 00
Como el lector intuira facilmente, el caso general en el que la funciéon R tenga un cero de orden al menos

len oo,y x; <9 <--- <z sean polos de orden 1 de R, se tendra que

v.p. / R(z) cos(ax)dx | +i | v.p. / R(z) sen(ax)dz
. k .
= 2mi Z Res.—.; Re'""* + mi Z Res.—s,; Re'**.

Im(z;)>0 j=1

Tampoco debe escapar a la atencién del lector que el método anterior también es valido si la funcién R
no tiene polos simples en el eje real; es decir, si R esta definida para toda = € R y sélo tiene un cero de orden

1 en oo, entonces se cumple que

v.p./R(w)cos(ax)dw +1 v.p./R(x)sen(ax)dm = 2mi Z Res,_., Re"*.
—00 oo Im(z;)>0

Como en los casos anteriores, damos el siguiente

Ejemplo 5.38
1. Sea R(xz) = 1/x. Calcularemos el
v.p. / R(x) sen(z)dx

y el
v.p./R(m)cos(x)da:.

Como R st tiene un cero en 0o y un unico polo en x = 0, ambos de orden 1, entonces

o

oo
cos se .
v.p. / %daz +i | v.p. / ydz‘ =miRes,—ge"”/z
— 0 —0o
1z
=i lim z—
z—0 z
= i,
de modo que
o0
v.p. / cos(z) de =0
x
— 00
)
o0
v.p. / sen(a:)dx =T.
x
—oo
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Observe que en este caso se tiene que la funcion sen(wz)/x se puede extender continuamente a x = 0
y es par, de modo que podemos concluir que

[e3

/sen(x) dr = lim /sen(x)dx
0

T a—0o x
0

1 (03
= lim = / sen(@) 4,

a—oo x
—a
(o]

1
Lo / sen(z) .
2 x

—0o0

vl 3

Por otra parte, como la funcién cos(x)/x es impar se tiene que

—1/(1 [e%
/ cos(x)dx: B / cos(x)d$
x x
—a 1/«
lo cual “explica” el hecho de que
oo
o, / cos(:z:)d 0
x
2. Sea ahora )
R(z) =

z (22 +2x+2)

En este caso claramente R tiene un cero (de orden 3) en oo, un polo de orden 1 en x = 0 y polos
(también de orden 1) en z1 = —1+1i y 20 = —1 — 4.

Por tanto, sabemos que

o0 o0

v / cos(mx) dr | i op / sen(mx) d
- x (2?4 22+ 2) - x (22422 +2)
= 2miRes,—, eim/z (22 + 2z + 2) + mi Res.—g e”z/z (22 + 2z + 2)
eiﬂ'z eiﬂ'Z
—omi ¥ _ "
ngrzll(z Zl)z(22—|—22—|—2) +mzl—r>%zz(22+2z—|—2)

121 i

o eifr(flJri) i
~M 02 2

7T6_i7r€_7r

i
= — —1 _ ) —
G o
= +z§ (1 +e ) ,

y por lo tanto

oo

y / cos(mz) dr — me ™
P (z2+22+2) 2

— 00
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Y
v / __sen(mz) do =1 (1+e™7)
P r(z2+22+2) 2 ’

5. Concluimos esta serie de métodos para el calculo de integrales, analizando ahora integrales del tipo

/x“R(x)d:c,
0

en donde 0 < a < 1y R es una funcién racional que tiene un cero de al menos orden 2 en oo, sin polos en el
eje real positivo, salvo posiblemente por un polo de orden 1 en x = 0. Como se puede verificar facilmente,
estas hipotesis garantizan la existencia de la integral que se desea calcular.

Como el lector se podréa imaginar, para utilizar el teorema del residuo tendremos que echar mano de una
rama de la funcién z?, las cuales introdujimos en la definiciéon 2.24 del capitulo 2. En este método usaremos
la rama de z* basada en la rama del logaritmo log, es decir que

2% — exp (alogy(2))
en donde
log (2) = log (|2]) + 6

con0<6(z)<2m,yzeC\{zeR|z >0}

Ahora tomamos la curva cerrada suave por pedazos v dada por v = v1 — 72 — ¥3 + 74, en donde
Y1(x) = re®, con x € [I/n, 27 — 1/n] y n € N; yo(x) = 2’1" 2 € [5,7] y 0 < § < 7; y3(x) = de’®, con
z € [1/n, 21 — 1/n], y va(x) = ze'?, x € [5,7] (ver figura 5.11).

Y=71—Y2— 73+ N4

et V3

(D

Figura 5.11:

Como el lector estara de acuerdo, si elegimos r y n suficientemente grandes y ¢ suficientemente pequeno,
podemos asegurar que la curva -y encierra a todos los polos de R, de tal forma que, por el teorema del residuo
se tendra que

k
/z“R(z)dz = 27i Z Res.—., 2R,
¥ J=1

en donde z1,. .., 2z son los polos de R contenidos en C\ {z € R | z > 0}.
Dado que

/z“R(z)dz = /z“R(z)dz - /Z“R(z)dz - /z“R(z)der/zaR(z)dz,

il 7 2 3 Y4

analizaremos qué sucede con cada una de estas integrales cuando r,n — co y § — 0F.
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Para la integral sobre la curva 7y; primero recordemos que, como R tiene un cero de orden mayor o igual
. . 2
a 2 en oo, sabemos que si |z| = r es suficientemente grande, entonces |z|” |R(z)| <1 de modo que

[ < [111RE) )

- / 121" |R(2)] |dz]

Y1
1 2
-/ s e R
1
My
§/|Z|2a|d2|
Y1

My
= o0 | i
71

2r —1/n
rl—a

y por lo tanto
lim [ 2°R(z)dz=0
r—00

7

para cualquier valor de n € N.

Por otra parte, para la integral sobre la curva 73, aun suponiendo que R tiene un polo de orden 1 en
x =0, si |z|] = 4 es suficientemente pequeno se tiene que |z| |R(z)| < M para alguna constante M > 0 de tal
forma que

[ Re)| < [ 1RG0

Y3

3
- / 12/ |R(2)] |dz]
Y3

2"

Y E
3

< [H = i

|z

3
:5 (JS\/‘[O/\dz|
Y2

= 6" Moy (21 — 1/n)

2| [R(2)]|dz|

y por lo tanto

lim [ 2°R(z)dz=0
6—0+
3
también para cualquier n € N.
Analicemos ahora el caso de la integral sobre la curva 7. Observe que, como 0 < a(27 — 1/n) < 2,
entonces

(72(2))* R(y2(x)) = exp(alogy(ze!™=1/™)))R(ze!2™—1/m)
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= exp(a (log(z) +i(2m — 1/n))) R(ze' ™ =1/M)
= 2% exp(ia(2m — 1/n))R(ze'?7—1/7)

con z € [§,7]. Dado que la funcién R no tiene polos en el eje real positivo, entonces la funcién
g(x,y) = 2* exp(ia(2m — y)) R(ze' "))

es continua en un rectdngulo de la forma [d, 7] x [—n, 7], con > 0, y por lo tanto uniformemente continua
ahi mismo, de modo que la sucesiéon de funciones

fulz) = 2% exp(ia(2m — 1/n)) R(ze'3m=1/m)
converge uniformemente a la funcién
f(z) = 2% exp(ia2m) R(ze®™) = 2 exp(ia2m) R(x)

en el intervalo [4, r], de tal manera que

lim | 2°R(z)dz = lim /m“ exp(ia(2m — 1/n))R(ze!™=1/™))dy
n— oo n—o0
Y2

>

I
—
=
—

8
S~—"
I
8

Por un procedimiento andlogo, se tiene que

T

lim [ 2°R(z)dz = lim /t“ exp(ia/n)R(te"/™)dt
n— o0 n— oo
V4 4

:/ lim t* exp(ia/n)R(te"/™)dt
5

r

= / t*R(t)dt.

0

Resumiendo todo lo anterior, podemos concluir que, si 7 y n son suficientemente grandes y § suficiente-
mente pequeno, entonces

k
2mi Z Res,—., "R = /Z“R(z)dz
j=1 5

_ / S R(2)d — / R(2)dz / O R(2)dz + / 4 R()d=

71 2 3 Y4
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de modo que si primero hacemos que n — oo se tiene que

T T

27mZResz 5 2R = / z)dz — /zaR(z)dz—i-/xaR(:v)dx —eiazﬂ/xaR(x)dm
3 1 1)
= /zaR(z)dzf/z“R(z)der (1 fem%)/xaR(x)dx,
71 3 4
y si después hacemos que 7 — co y § — 0T, concluimos que
7 2 b
/J? dx = m ZReSz:Zj 22R.
0 i=1

Como el lector supondra (correctamente), ilustraremos el método anterior con el siguiente

Ejemplo 5.39 Sea

y 0 < a < 1. Calcularemos

/x“R /xlaaﬁ—l—ldx'
0 0

Dado que los polos de la funcion R son z =1 y z = —i, y éstos son de orden 1, tenenemos que

/171 a($2+1 /x
0

271
1— eia2‘n’ (

2 (g (z—1) “ Ly (z+1) -~
= — | lim(z2 — ¢) ———— mm (2 1)————~
1 — eta2m \ ;555 2(22 + 1) z2——1 Z(ZQ + 1)

. 271 7@ (—i)®
Lo <i(2i) i —z’(—2¢)>
= % (exp(alogy(i) + exp(alogy(—i))

Res,—; 2R + Res.—_; 2*R)

_ T iam/2 1a3m/2 —iam
(eia27r _ 1) efiaTr € + € €

- _ i ' (e—iaﬂ/2+€ia7\'/2)

67/(177 — e*ZaTr
5; Sen( ) cos (am/2)
mcos (am/2)

gcsc ar/2) .

Concluimos estos métodos y ejemplos sobre el calculo de integrales con un tipo de integral que no se
puede resolver con los métodos anteriores y en la que, en particular, no esta involucrada ninguna funcién

racional.
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Ejemplo 5.40 Probaremos la existencia y el valor de la integral

™

/ In(sen(z))dz.

0

Primero obsérvese que, haciendo el cambio de variable x = u — w/2, se prueba la identidad

/2 ™
/ In(sen(z))dx = / In(sen(z))dx
0 /2
por lo que podemos asumir que
™ T8
/ln(sen(x))dx = lim In(sen(z))dz.
0 o 5

Una vez dicho lo anterior, empecemos por hacer notar que
o o elr — e—iz )
— 2ie** sen(z) = —2ie'? () =1-¢%*
para toda z € C.

De la identidad anterior tenemos que si z = x + iy, entonces la funcion

fz) =1~
—1— 672y€i2$

=1—e % (cos(2x) + isen(2x))

es tal que los conjuntos
L,={z+iyeC|z=nmy<0}

satisfacen que f(L,) = {x € R |z <0} para toda n € Z y por lo tanto
f(C\ (UnezLy)) = C\{z € R |z <0},

(ver figura 5.12).

———————————»

C\{zeR|14<0}=f(Q)

IL—2 L—l ILO L1 L2
Figura 5.12: Como f(2) = C\ {x € R | < 0}, entonces en ) se puede
definir la rama principal de log(f(z)).

De esta forma se tiene que la rama principal del logaritmo de f

log(f(2)) = log(1 — €%%) = log(—2ie'* sen(z))

se puede definir sobre la region Q@ = C\ (UpezLy).-

(5.17)
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1y T+ iy

10 e\ 1 V2 T+ 0
N 'S
| 10 m—=9
| |
Figura 5.13: La curva s .

- -

Sea ahora 5, C Q la curva cerrada suave por pedazos formada por los segmentos [0, m— 0], [m+ i, m+1y],
[m + iy, iy], [iy,id], en donde 0 < § < min{y,n/2}, y los arcos de circunferencia parametrizados por y1(x) =
§e'®, con x € [0,7/2], y v2(x) = de® + 7, con x € [1/2,7] (ver figura 5.13).

Por el teorema de Cauchy, tenemos entonces que

/ log__ (—2ie** sen(z))dz = / log_, (1 —€?*)dz =0,
Y5,y Y5,y

de tal forma que escribiendo sélo las parametrizaciones de los segmentos que forman parte de s, se tiene
que

T—9 Y
0= / log(—2ie' sen(z))dx — /log(—2ieiz sen(z))dz + /log(—2iei(”+”“') sen(m + ix))idx
5 Y2 5

™ y
— /log(—Qiei(z”y) sen(x + iy))dx — /log(—2iei(m sen(ix))idx — /log(—2ie” sen(z))dz.
0 s T
Si ahora observamos que
log(—2ie’ ™) sen(7 + ix)) = log(2ie’™ * sen(ix))
= log(—2ie™ " sen(iz))
iiz)

= log(—2ie""*™ sen(ix))

tenemos que

Y Yy
/log(72iei(””w) sen(m + ix))idr = /log(f%ei(”) sen(iz))idx.
5 s
Por otra parte, usando nuevamente la identidad 5.17 sabemos que
/log(—2iei(x+iy) sen(x +1iy)) = /log(l — ei2(m+iy))dx

0 0
iy

= /log(l — e % cos(2x) + isen(2x)))dx
0

y mostraremos directamente que

s

lim log (1 — e (cos(2z) + isen(2z))) dz = 0. (5.18)
y o0
0
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Dado e > 0, como la funcién g(z) = log(1 — z) es continua en z = 0, existe r > 0 tal que, si |z| < r,
entonces c
[log(2) — log(1)| = Jlog(2)] < —.
Ahora, como claramente se tiene que

lim e %Y =0
yA)OO

le™Y (cos(2x) + isen(2x))| = eV,
entonces existe M > 0 tal que si y > M, entonces
|e_2-” (cos(2x) +isen(2z))| < r

y por lo tanto
‘log (1 —e ¥ (cos(2z) + isen(Zx)))’ < E,
™

para toda x € R, de modo que

/log (1 — e Y (cos(2z) + isen(22))) dz| < / |log (1 — e~ (cos(2x) + i Sen(2x)))| dx
0 0
<g,

lo que prueba la identidad 5.18.
Finalmente, como
log(—2ie'” sen(z)) = log (1 — "*?)
=In (fl — eiQZD +iarg (1 — ei%)

en donde —m < arg (1 — eigz) < m, entonces

/log(—Zieiz sen(z))dz = /ln (|1 - eiQZD dz +i/arg (1—€"%)dz

71 Y1 71

de modo que

Jarg (=) iz < [ forg (1= 620

V2 71

<7r/\dz|

71

=~ (%)

y por lo tanto

i 1—e?*)dz =0. 5.19

i, arg (1 —e%) dz (5.19)
Y1

12z

Por otra parte, si hacemos h(z) = €'%*, se tiene que

_ 2z
2 = (0) = lim ML PO g e

z—0 z—0 z—0 VA
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y por lo tanto

) z ) |z] 1
Im|———|=1lim ————— = —,
20| et2z — 1 z—0 ‘]_ — el22| 2
de modo que existe r1 > 0 tal que si 0 < |z| < r1, entonces
By
|1 — ei27| :

Si ahora recordamos que
lim zln(z) =0,
z—0+

entonces

lim |1 — ™[ 1In (|1 — *]) =0,

asi que, dado € > 0, existe ro > 0 tal que si 0 < |z| < ra, entonces

|1 - ei2z| ’1n(|1 —ei2z|)|

4e
< —.

De esta forma, si 0 < 6 < min{ry,re}, como |y1(t)| = 9, tenemos que

V1
s

- [ln(p-e] o

/2

T

4 _n(0)
< [ Fpema

/2

4e 1
= — —dt
s 2

/2

:E,

lo que prueba que

lim ln(|1—ei22|)dz:

6—0t
Y1

y por lo tanto, junto con la identidad 5.19, concluimos que

lim [ log(—2ie” dz = 0.
6&&/ og(—2ie"* sen(z))dz

71

Por un procedimiento andlogo (que queda a cargo del lector), también se prueba que

I log(—2ie"* dz=0.
6;1%1/ og(—2ie** sen(z))dz

Y2

Reuniendo todo lo anterior, se tiene que

0= lim | lim /log_ﬂ(f%eizsen(z))dz

6—0t+ | y—oo
Y8,y

J. Péez
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T—0
= lim /log(f2ie" sen(x))dxf/log(f%eiz sen(z))dz

§—0+
9 Y2

—/log(—%e“ sen(z))dz

Y2
s

— / log(—2ie" sen(z))dx

0

= jln (|—2ie™ sen(x)|) dz + ijarg (—2ie"* sen(x))
2 0

- O/ In (2seniz)) do +i O/ arg (i@”) dx

=rln(2) + /ln (sen(x)) dz —H’/ (—g + x) da

™

= /111 (sen(z)) dx 4 w1In(2)

0

y por lo tanto

/ln (sen(z)) de = —7In(2).
0

Como el lector habra notado, en el ejemplo anterior no usamos el teorema del residuo y nos bastd con
el teorema de Cauchy, razén por la cual este ejemplo se hubiera podido dar como una aplicacién directa de
este teorema al caculo de integrales.

5.4. Problemas

1.

Sea Q C C una regién tal que Q = QU {o0} es un conjunto abierto en C>. Pruebe que, si  es
simplemente conexa, entonces (2 = C.

. Sean €)1 y 25 dos regiones simplemente conexas tales que 1 N s es conexo. Pruebe que Q7 U Qs es

simplemente conexa.
Pruebe que, si 2 C C es una region estrellada, entonces es simplemente conexa.

Sea f: Q C C — C analitica e inyectiva sobre la regién simplemente conexa ). Pruebe que f(Q) es
simplemente conexa.

. Sea Q C C\ {0} una regién simplemente conexa. Pruebe que sobre 2 se pueden definir ramas analiticas

de las funciones log(z), z* (o € C) y 2.

Sea f : 2 C C — C analitica, con  una regién simplemente conexa, f(z) # 0 para toda z € Q y
z0 € Q. Si wg € Log(f(z0)), pruebe que existe h :  C C — C una rama del logaritmo de f tal que
h(Z(]) = Wo.

Pruebe que la relacién de homologia entre ciclos contenidos en una regién €2 es una relacién de equi-
valencia.

Seany =71 +v+--+7%y7¥=71+7% + -+ Jm ciclos contenidos en la regién 2 C C. Pruebe que:
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0) n(y+7,2) = n(3,2) +n(3, 2) para toda z € C\ (yU),
b) n(y —7%,2) =n(y,2) —n(¥,2) para toda z € C\ (yU 7).
¢) Si Q C C es una region tal que Q C Q y v ~ 0mod(Q2), entonces v ~ 0 mod(£).
d) Si Q) C C es una region tal que Q C Qy v ~ Y mod(£2), entonces vy ~ 'Nymod(f)).
9. Sea Q =C\ {z € R||z| > 1}. Pruebe que se puede definir en  una rama analitica f(z) de la funcién
Vz? — 1 tal que f(0) = .
10. Sea f : Q C C — C analitica, con 2 simplemente conexa. Si z1,22 € ) son tales que [z1,22] C Q, y
v C Q\ [#1,22] es una curva cerrada suave por pedazos, entonces
zZ— 2z .
/f(z) log <z . ) dz = 2mi(n(y, 22)F(z2) — n(vy, z21)F(z1)),
— 22
o
en donde log es la rama principal del logaritmo y F' es una primitiva de f en ).
11. Calcule el desarrollo de Laurent de la funcién
1
f(Z) - 2(22 + 1)
en los anillos Ag 1(0), Ap,1(4), A1,2(—%) ¥ A1,00(0).
12. Pruebe que la proposicién 5.25 se puede generalizar al caso de un conjunto infinito {z1,..., zx,...} que
no tenga puntos de acumulacién en €.
13. Sea zy € C una singularidad aislada de una funcién f. Pruebe que, si zg es una singularidad removible
de f, entonces Res,—,, f = 0. ;Es cierto lo reciproco? Pruebe su respuesta.
14. Sean, zg € C un polo de orden 1 de una funciéon f, y g una funcién analitica en una vecindad de zj.
Pruebe que Res,—., fg = g(z0) Res.—., f.
15. Calcule el residuo de las siguientes funciones en el punto que se indica:
2
‘1 —1
i)ei en a = 0; i7) (COS<Z)> en a = 0;
sen(z) z
2
N im/2
m)ﬁ en a=e"/2,
16. Pruebe que, si f es par en Ag r(0) entonces Res,—o f = 0.
17. Pruebe que
Res._, (Wcot(m)) _!
z n
para toda n € Z\{0}.
18. Sean g, h : ) C C — C analiticas tales que g tiene un cero de orden k y h tiene un cero de orden k + 1
en el punto a € Q. Pruebe que, si f = g/h, entonces
a) f tiene un polo de orden 1 en a
) (q
b) Res.—o f = (k+ 1) 5
19. Supodngase que f tiene un cero de orden 2 en el punto a € C. Calcule:

J. Péez
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

Supoéngase que f tiene un cero o un polo de orden k en el punto a € C, y que g es analitica en una

vecindad de a. Calcule P
Res,—, g)
(o7
Sea f:C\ {-1,1} — C analitica. Pruebe que, si

Res,—1 f = —Res,—_1 f,

entonces existe F: Q@ = C\ [—1,1] — C analitica tal que F'(z) = f(z) para toda z € .

Sea f una funcién analitica para |z| > R. Definimos

21

Res. mff——/f

donde « es una circunferencia de radio r > R recorrida en sentido positivo.
a) Si definimos g(z) = f(1/z) para 0 < |z| < 1/R, pruebe que

Res,—o f = ReSz:O(*g(Z)/Zz)

b) Si f es analitica en C, salvo por un niimero finito de singularidades aisladas z1, . . .,

k
Res,—oo f = — Z Res.—., f

Jj=1
Sea f una funcién analitica para |z| > R. Pruebe que si

L= lim (—zf(2))

Z—00

entonces Res,—, f = L.

Zk, pruebe que

Pruebe que el teorema del residuo (teorema 5.30) se puede generalizar al caso de un conjunto infinito

{#1,.+,2k, ...} que no tenga puntos de acumulacién en €.

Evalue las siguientes integrales:

o s

. dx
Z)/962—2:10—1—4 /a+cos (a>1)

—o00 0
. [ xsen(x)
i) [ / a2
0 0
) /  dr (0<a<1)
v 1 e X a .

— 00
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