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Introduccion

Este texto trata sobre algunos de los distintos conceptos de integracién que existen para funciones
de varias variables, tema que constituye el niicleo central del curso de Célculo Diferencial e Integral
IV que se imparte en la Facultad de Ciencias de la Universidad Nacional Auténoma de México.

Dado que el curso de Célculo Diferencial e Integral IV es un curso de matematicas que forma
parte del tronco comun de materias de cuatro de las cinco licenciaturas que se ofrecen en la Fac-
ultad, el objetivo principal de este texto es el de exponer los conceptos y resultados matemaéticos
relacionados con el tema de la integral de funciones de varias variables.

En general, casi todos los conceptos que aqui se exponen se tratan de motivar a partir de
problemas especificos, la mayoria de ellos tomados de la fisica o de la geometria. De esta forma,
las definiciones de rotacional o de divergencia, se obtienen como resultado del intento de medir “la
rotacién producida” por un campo de fuerzas o “la expansién (o contraccién)” de un fluido. Una
vez hecho lo anterior, se camina hacia la obtencién de los resultados que reflejen las estructuras
matematicas subyacentes a estos conceptos.

Es importante mencionar que, aun cuando el objetivo es mantener un nivel de rigor y formalismo
matematico adecuado a lo largo de todo el texto, hay conceptos y resultados que se discuten en
términos puramente “intuitivos” en virtud del espacio y tiempo que habria que dedicarles a su
formalizacién. En este sentido, su definicién rigurosa y la prueba de algunos teoremas no se incluyen
en este texto y sélo se mencionan con la intencién de que el estudiante los conozca y tenga una
visién mas global del tema en cuestion.

Este texto estd dirigido a aquellos estudiantes que ya han pasado por los primeros tres cursos
de Caélculo de la Facultad, lo que significa que se parte del supuesto de que conocen y manejan
el Célculo diferencial e integral de funciones de una variable y el Célculo diferencial de funciones
de varias variables, ademds de los cursos béasicos de Geometria Analitica, Algebra Superior y un
primer curso de Algebra Lineal.

El texto estd organizado en cinco capitulos y a continuacién se da una somera y rapida des-
cripcién del contenido de cada uno de ellos.

En el primero se aborda el tema de la integral de Riemann para funciones de varias variables
y valores reales. Se hace la construccion formal de este concepto y después se usa para introducir
el de medida de Jordan de subconjuntos de R™. Una vez hecho lo anterior, se extiende el concepto
de integral de Riemann justo a los conjuntos Jordan-medibles.

El segundo capitulo se dedica al desarrollo de las herramientas que permiten el calculo de
integrales. Los resultados mas importantes de este capitulo son el teorema de Fubini y el teorema
de Cambio de Variable, y es justo en el caso de este ultimo teorema, la primera vez que no se incluye
la prueba de un resultado. A cambio de ella, se hace un andlisis detallado de cémo se aplica este
teorema y su relacién con los diferentes sistemas coordenados que suelen usarse con mas frecuencia,
tanto en R? (polares) como en R? (cilindricas y esféricas). El capitulo concluye con una seccién
en la que se muestra cémo usar toda esta herramienta para obtener la masa de un objeto, y como
definir y calcular su centro de masa.
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En el tercer capitulo se aborda el estudio de lo que tradicionalmente se concoce como Célculo
Vectorial. Comienza con el tema de la Integral de Linea, iniciando con una revisién del concepto
de curva y algunos temas relacionados con éstas, como el de longitud de curva. A continuacién, se
define la integral de linea de una funcién de valores reales (o campos escalares) a partir del problema
del calculo de la masa total de un alambre no homogéneo, y ademas de sus propiedades estrictamente
matematicas, se ve cémo este tipo de integrales también se pueden usar para el calculo de areas. En
la siguiente seccidn, se introduce la integral de linea de una funcién de valores vectoriales (o campos
vectoriares) a partir del concepto de trabajo. Con base en este mismo concepto y el problema de
saber si éste depende de la curva (o trayectoria) que se siga, se aborda la cuestién de los campos
conservativos (o campos gradiente, su equivalente en términos matemadticos). Para abordar este
problema, en la siguiente seccién se desarrolla el concepto de rotacional y divergencia en el plano y
se deduce uno de los tres teoremas mas importantes del Céalculo Vectorial, el teorema de Green. En
la siguiente seccién se extiende el concepto de rotacional para campos en el espacio y se concluye
el capitulo con una seccién en la que se dan un par de teoremas que responden al problema de los
campos conservativos.

En el capitulo cuatro se aborda el tema de la Integral de Superficie, y se organiza de forma
similar al capitulo de la integral de linea. Comienza con la definicién de lo que se entendera por
una superficie y se analizan algunas de sus principales caracteristicas. A continuacién, se define la
integral de superficie de una funcién de valores reales (o campos escalares) a partir del problema del
calculo de la masa total de una ldmina no homogénea, y se dan algunas de las propiedades bésicas
de este concepto. En la siguiente seccion, se introduce la integral de superficie de una funcién de
valores vectoriales (o campos vectoriares) a partir del problema de encontrar una forma de medir
qué tanto se expande un fluido a través de una superficie. Dado que desde el capitulo tres ya
se cuenta con el concepto de rotacional en el espacio, y una vez que ya se definié la integral de
superficie de campos vectoriales, se tienen todos los elementos necesarios para abordar otro de los
teoremas mas importantes del Célculo Vectorial: el teorema de Stokes. Con base en este teorema,
se plantea el problema de determinar cudndo un campo vectorial es un campo solenoide, es decir,
cuando un campo vectorial coincide con ser el rotacional de otro campo. Con el fin de resolverlo,
en la siguiente seccién se introduce el concepto de divergencia de un campo vectorial y se presenta
el tercer teorema mas importante del Caculo Vectorial: el teorema de Gauss. Una vez hecho lo
anterior, en la dltima seccion de este capitulo se regresa al problema de los campos solenoides, y se
dan un par de teoremas que lo resuelven.

Finalmente, en el quinto capitulo se desarrolla de una manera mas descriptiva y menos formal,
el tema de las formas diferenciables. El objetivo principal de este capitulo es mostrar cémo el con-
cepto de forma diferenciable unifica los conceptos y resultados que se desarrollaron en los capitulos
anteriores. Comienza con la descripcion y definicién de las p—formas bésicas para después dar paso
a la de p—forma y lo que significa la derivada de esta clase de objetos, dando lugar al concepto
de forma diferenciable. Una vez hecho lo anterior, se muestra que el rotacional y la divergencia se
pueden ver como un caso particular de derivacién de ciertas p—formas y se ve que el problema de los
campos conservativos y los campos solenoides, son un caso particular de un problema mas general:
el problema de las diferenciales exactas. Con el fin de abordar este problema, en las siguientes
secciones se introduce el concepto de p—variedad parametrizada (como una generalizacién de los
de curva y superficie) y se define la integral de una p—forma sobre una p—variedad parametrizada,
mostrando que las integrales de linea y de superficie de campos vectoriales, se pueden ver como un
caso particular de este tipo de integral. Una vez que se cuenta con todo este material, se tiene todo
lo necesario para formular el que bien podria ser calificado como el teorema mas importante de
todo este texto, y que aqui se prefiere bautizar con el nombre de: “el Gran Teorema Fundamental
del Célculo” (y que en la literatura tradicional se le conoce con el nombre de teorema de Stokes).

J. Péex vi
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Después de mostrar que los teoremas de Green, Stokes y Gauss son casos particulares de este gran
teorema, en la 1ltima seccién se formulan un par de resultados que dan respuesta al problema de
las diferenciales exactas. Es importante mencionar que en este capitulo no se incluyé una lista
de problemas, en virtud de que su objetivo sélo es el de proporcionar un panorama general de la
estructura matematica que subyace a todos estos temas.
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Capitulo 1

Integral de Riemann

1.1 Los primeros pasos

Del mismo modo que para el caso real, el concepto de integral de Riemann! de funciones de varias
variables (y valores reales), encuentra su motivacién en problemas de diversa indole. Por ejemplo,
supongase que se tiene una lamina de metal cuyo grosor no es homogéneo. Supongamos que tenemos
la suerte de contar con una funcién p que nos dice cudl es la “densidad” de la ldmina en cada uno
de sus puntos (es decir, una funcién que en “cada punto P de la ldmina” nos asocia un nimero
real p(P) que nos indica la “cantidad de masa (por unidad de 4rea) contenida alrededor de dicho
punto”). La pregunta serfa entonces: ;cémo, a partir de esta funcién p, podriamos saber la masa
total de la lamina? Supongamos por ahora que la ldmina tiene la forma de un rectangulo R (véase
la figura 1.1).

Figura 1.1: Lamina rectangular

Si a este rectangulo R lo subdividimos en rectangulos més pequenos, Ry, ..., Ry y en cada uno de
estos subrectédngulos escogemos cualesquiera puntos py, . . ., p, entonces el producto p(p;)-drea(R;)
nos daria un valor aproximado de la cantidad de masa contenida en el pedazo de lamina representado
por el subrectdngulo R; (obsérvese que en términos de unidades, todo esta bien, ya que la densidad
se mide en unidades de masa por (o sobre) unidades de drea, que al multiplicarlas por el drea de R;,
obtenemos unidades de masa). Asi, una aproximacién a la masa total de la ldmina (representada
por el rectangulo R) estaria dada por

k

Z p(pi) - drea(R;) (1.1)

i=1

!Georg Friedrich Bernhard Riemann (17 de septiembre de 1826 - 20 de junio de 1866) fue un matemético alemén
que realizé contribuciones muy importantes en andlisis y geometria diferencial.



1.1. Los primeros pasos

Es un hecho claro que, si los subrectangulos en los que subdividimos al rectangulo R son cada vez
ma&s pequenos, las diferentes sumas que obtenemos se aproximan “mejor” a la masa de la ldmina.
Es decir, es “intuitivamente claro” que estas sumas deben aproximarse (en la medida en que nuestra
subdivisién sea cada vez “mas fina”) a un valor especifico.

Si s6lo pensamos a p como una funcién que asigna valores positivos (independientemente de
que éstos representen una densidad de masa), la expresién 1.1 tiene un significado geométrico muy
especifico. Si nos fijamos en la gréafica de la funcién p (que en este caso es una superficie en R?
ubicada por arriba del plano XY, como se muestra en la figura 1.2), la cantidad p(p;) - drea(R;)
representa el volumen de un paralelepipedo cuya base es el rectangulo R; y altura p(p;). Asi, la
suma de la expresién 1.1 también se puede interpretar como una aproximacién al volumen que hay
por arriba del rectangulo R y por debajo de la grafica de p. En este sentido, podemos decir que, el
problema del cdlculo de la masa total de nuestra lamina, se puede “cambiar” por el problema de
calcular el volumen de una cierta regién. Este enfoque geométrico serd el que seguiremos de aqui
en adelante para dar un significado maés preciso a las ideas expresadas en los parrafos anteriores.

Figura 1.2: Funcién de densidad sobre R;

Por tanto, el problema que abordaremos se podria resumir de la siguiente manera: si tenemos
1. R un “rectangulo” en R”

2. f una funcién de valores reales que esta definida en R
3. Ry,..., Ry subrectdngulos que se obtienen al subdividir a R y cualesquiera p; € R; (i =

1,...,k)
Jexiste un numero, digamos I, tal que la suma de la forma

“se parece mucho” a I? Mas aun, jsi los rectangulos Ry, ..., R; son una subdivision “mas fina” de
R, entonces la correspondiente suma se parece mas a I7

J. Péex 2



Capitulo 1. Integral de Riemann

1.2 Construccion de la integral de Riemann

A fin de “construir” una respuesta al problema planteado, precisaremos algunos de los términos
que hemos venido utilizando.

Definicion 1.1 R es un rectangulo en R™ si es un conjunto de la forma
R = [al,bl] X oo X [an,bn]

en donde cada [a;,b;] es un intervalo cerrado de nimeros reales. Al nimero

d(R) = /(b1 —a1)? + -+ + (b — an)?
lo llamaremos la diagonal de R, y al numero
m(R) = (b1 —a1) ... (by —ap)
se le llamard la medida de R.

Nétese que m(R) > 0 y que en el caso de R? esta medida es el drea de R, mientras que en R?
coincide con ser el volumen de R.

Diremos que un rectingulo es no degenerado si m(R) > 0. Todos los rectdngulos que conside-
remos de aqui en adelante seran de este tipo, a menos que se indique lo contrario.

Figura 1.3: No-particiones

Existen muchas formas de subdividir a un rectdngulo R, como las que se muestran en la figura
1.3. Sin embargo, para la construccién que vamos a hacer, sera suficiente con que consideremos
a aquellas que se obtienen de hacer subdivisiones en cada uno de los intervalos [a;,b;], como se
muestra en la figura 1.4.

Definicién 1.2 Sea R = [a1,b1] X -+ X [ay,by]. Si P; es una particion del intervalo [a;, b;]
(recuérdese que P; es entonces un subconjunto finito del intervalo [a;, b;] que incluye a los extremos
a;,b;) para cada i =1,...,n, decimos que

P=P1x---xPy

es una particion de R. Obsérvese que P es un subconjunto finito de R, que consta de los vértices de
cada uno de los subrectangulos de R inducidos por P. A la particion P; le llamaremos la i-ésima
particion coordenada de P. Denotaremos por Pgr al conjunto de todas las particiones del rectangulo

R.

3 J. Péen



1.2. Construccion de la integral de Riemann

Y

o

ao-

Figura 1.4: Particiones buenas

Hablando de particiones, que son a final de cuentas las que nos permitirdn hablar de las diferentes
subdivisiones que podemos hacer de un rectangulo R, cabe preguntarse: ;qué relacién tendra que
haber entre dos diferentes particiones de R de tal forma que podamos asegurar que la subdivision
inducida por una de ellas es “méds fina” que la subdivisién inducida por la otra? Esta idea queda
expresada en la siguiente definicién

Definicion 1.3 Sean P y Q dos particiones de R, con P =P1 X -+ X Pp y Q= Q1 X -+ X Q.
Decimos que Q refina a P si P; C Q; para cadai=1,...,n.

Notese que, de acuerdo a esta definicién, si O refina a P entonces P C Q y que lo reciproco
también es cierto (afirmacién que se deja probar al lector como un problema).

La figura 1.5 muestra (para el caso de R?) que, en efecto, la subdivisién inducida por una
particién Q que refina a otra particion P, es “mas fina” que la subdivisién inducida por P.

Dada una particién P = Py X -+ X Py, la particiéon Q@ = (P; U {c}) X Pg X -+ X P,, donde
¢ € la1, b1]\ Py, es una de las particiones més sencillas que refinan a P. En particular, es importante
hacer notar que los subrectangulos inducidos por cada una de ellas son casi los mismos, salvo por
algunos subrectangulos de P, que se pueden poner como la unién de dos de los subrectdngulos
inducidos por esta Q (probar esta afirmacién es mas un problema de notacién que de otra indole)
(ver figura 1.6).

J. Péex 4



Capitulo 1. Integral de Riemann

IR S IR S

03 EETSUR L

Figura 1.5: Una particién y un refinamiento de ella

Destacar la relacién que hay entre estas dos particiones tiene como objetivo mostrar que, si
Q = Q1 x --- X Q, es cualquier otra particién que refina a P, entonces podemos construir una
sucesién finita de particiones Q©), ... Q™ tales que P = Q©, Q = Q™ y con la propiedad
adicional de que la particién Q) sélo tiene un punto mas, en alguna de sus particiones coordenadas,
que QU~1 (para i = 1,...,m). Asi, de acuerdo a lo que observamos en el parrafo anterior, los
subrectdngulos inducidos por la particién QU1 son casi los mismos, salvo por algunos, que se
pueden poner como la unién de dos subrectangulos inducidos por la particién Q. Como esto es
valido para toda ¢ = 1,...,m, podemos concluir que cada uno de los subrectangulos inducidos por
la particién P es la unién de algunos de los subrectangulos inducidos por Q, propiedad que con
frecuencia usaremos.

Y Y
S 1 S
[o%, 2 SR : g : ; - - g 2% S : : :
: X : : X
S o S e
al C by al b1

Figura 1.6: Si O refina a P los subrectangulos inducidos por P son la unién de subrectangulos
inducidos por Q

Note que, para obtener esta sucesién, bastarfa empezar haciendo Q© = P; Q) = (P1U{c}) x
Py x --- x Py, donde ¢ € Q1\Py; QB = (P U{c,d}) x Py x -+ x P,, donde d € Q1\(P1 U {c}), ¥
asi sucesivamente, hasta agotar todos los puntos de Q1 que no estan en Py, para después hacer un
proceso analogo con todos los puntos de Qs que no estan en Py, y una vez agotados estos, continuar
con el mismo procedimiento para el resto de las particiones coordenadas.

En general, dadas dos particiones P y Q de un rectangulo R, no necesariamente existe una

5 J. Péen



1.2. Construccion de la integral de Riemann

relacion de refinamiento entre ellas. Sin embargo, es posible construir una tercera particion que
refine a ambas; la denotaremos por P QysiP=P; X --- X P,y Q=01 X --- X Q, entonces

PyQ=(P,UQi) X x(P,UQy)

(Nétese el simbolo especial de unién que usamos, en virtud de que P & Q no coincide con P U Q)
(ver figura 1.7).

% Q
bot . . .
D
X a | bll X
. PUQ
bot . o o o .
ol v e D
| I — | | I — |
a\l 11 b\l X a|1 I I I bll X

Figura 1.7: P W Q no coincide con P U Q

Una vez que hemos precisado estos conceptos, el siguiente paso consistird en construir sumas
como las que aparecen en 1.1. Para ello, supondremos que tenemos una cierta funcién f, que esta
definida en R, y que toma valores reales. Es importante destacar que para construir sumas como las
de 1.1 (que a partir de este momento empezaremos a llamar por su nombre: sumas de Riemann),
ademéds de contar con una particién P de R (que induce una subdivisién de R), también tenemos
que hacer una elecciéon de un punto en cada uno de los subrectangulos inducidos por dicha particién.
Asi pues, por cada particién P, podemos obtener una infinidad de sumas de Riemann (tantas como
formas diferentes haya de elegir dichos puntos). Veremos que no se necesita hacer tanto.

En realidad, por cada particion P de R s6lo vamos a construir un par de sumas. Si, (como
dijimos anteriormente y para el caso de R?), nuestro problema se puede ver como el célculo de
un volumen (el que estd por “debajo” de la gréfica de f), para alcanzar dicho volumen bastaria
entonces con tomar sumas de Riemann, sélo que en lugar de evaluar a la funcién f en algiin punto
del subrectangulo R;, seria suficiente con tomar el minimo valor de f sobre dicho subrectangulo.
Como podré suponerse, el otro tipo de sumas que vamos a tomar en cuenta seran aquellas en las
que, en lugar de tomar el valor minimo, tomaremos el valor maximo de f sobre el subrectangulo R;.
La “intuicién dice” que con cualquiera de estas sumas deberia de ser suficiente para aproximarnos
al “volumen por debajo de la grafica de f”, con la peculiaridad de que con las primeras nos
aproximamos “por abajo” de dicho volumen, y con las segundas lo hacemos “por arriba” del mismo
volumen (ver figuras 1.8 y 1.9).

Una vez que hemos llegado hasta este punto, sélo resta aclarar un “detalle”. En general,
para que podamos asegurar que una funcién alcanza su valor minimo y su valor maximo sobre un
conjunto, sabemos que es “suficiente” con que dicha funcién sea continua sobre el conjunto y que
éste sea cerrado y acotado. Como esta construccién no la queremos “restringir” sélo a este tipo de
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Capitulo 1. Integral de Riemann

X
Figura 1.8: Suma inferior
VA
W /)
L/
\ —Y>
X

Figura 1.9: Suma superior

funciones, y a este tipo de conjuntos (aunque un rectdngulo si es un conjunto cerrado y acotado), en

lugar del tomar el valor minimo y el valor maximo de f sobre cada subrectdngulo R;, tomaremos el

infimo y el supremo de los valores de f sobre este subrectangulo. Tomar este camino sélo nos obliga

a suponer que la funcion f estd acotada sobre el rectangulo R, que comparada con la hipdtesis de

continuidad, esta nueva condicién nos sale mas barata. Asi pues, de aqui en adelante supondremos

que nuestra funcién f, ademés de estar definida sobre R, también estd acotada (sobre R).
Aclarado el punto, procedemos a dar las siguientes definiciones:

Definicién 1.4 Sean, f una funcion (de valores reales) definida y acotada sobre un rectingulo R
contenido en R™, y P una particion de R. Si Rq,..., R, son los subrectangulos de R inducidos por
la particion P, definimos la suma inferior de f correspondiente a la particion P, que denotaremos
por S(f,P), como

k
S(f,P) = Zmz -m(R;)
i=1

7 J. Péen



1.2. Construccion de la integral de Riemann

en donde m; = inf{f(2) |z € R;},i=1,... k.
Andlogamente, definimos la suma superior de f correspondiente a la particion P, que denotaremos
por S(f,P), como
k
S(f,P)=>_ M;-m(Ry)

1=1

en donde M; =sup{f(2) |2 € R}, i=1,...,k.
Estas sumas tienen una serie de propiedades, de las cuales la primera es bastante evidente:
Proposicién 1.5 Si P es cualquier particion de R, entonces S(f,P) < S(f,P).

Dem. Como m; y M; son, respectivamente, el infimo y el supremo del mismo conjunto, a saber
{f(&) | & € R;}, se tiene que m; < M;. Por otra parte, de la definicién de medida de un rectdngulo
se tiene que 0 < m(R;) por lo que m;-m(R;) < M;-m(R;) para cada i = 1,..., k, de tal forma que
sumando sobre las i’s, se tiene que S(f,P) < S(f,P). [ |

Como ya habiamos observado desde el principio, también es geométricamente claro que si refi-
namos una particién (es decir, la hacemos “més fina”) entonces nuestras sumas se parecen mas a
ese volumen. Maés aun, podemos estar seguros de que si Q refina a P entonces la suma inferior de
f correspondiente a Q es mayor o igual que la suma inferior correspondiente a P (ver figura 1.10);
y analogamente, la suma superior de f correspondiente a Q es menor o igual que la suma superior
correspondiente a P.

. A

Particiéon P Particién Q

Figura 1.10: Si Q refina a P entonces la suma inferior de f correspondiente a Q es mayor que
la suma inferior correspondiente a P

Esta propiedad la dejamos plasmada en la siguiente

Proposicién 1.6 Sean P,Q € Pg. Si Q refina a P entonces S(f,P) < S(f,Q) y S(f,Q) <
S(f,P).

J. Péex 8



Capitulo 1. Integral de Riemann

Dem. Sean Rq,...,R; los subrectangulos de R inducidos por P, y sean R’i,...,R};i los sub-
rectangulos inducidos por Q que unidos nos dan R; (para cada i € {1,...,k}). Dado que cada

R;- estd contenido en R;, tenemos que {f(%) | & € R;} Cc {f(@) | £ € R;} y por lo tanto

inf{f(z) | ¢ € R;} < inf{f(z) | T € R;} y sup{f(z) | € R;} < sup{f(z) | # € R;} para
cada j = 1,...,k;, de modo que multiplicando estas desigualdades por m(R;'-), que es un numero
no negativo, se tiene que

nf(/(2) | & € R} -m(RY) < inf{f(2) | & € R}} - m(R})

sup{f(%) | & € Rj} - m(R}) < sup{f(2) | # € R;} - m(RY)

Si ahora sumamos ambas desigualdades, corriendo el indice j de 1 a k;, tenemos que

ki ki
> inf{f(#) | € Ri} -m(R)) <) inf{f(3) | & € Ry} m(Rj)
j=1 J=1
y
k; k; ‘
> sup{f(@) | & € Rj} - m(R}) Z sup{f(#) | & € R;} - m(R})
j=1 j=1
Ahora como el subrectangulo R; es la unién de los subrectangulos R’i, ceey R};i, se tiene que m(R;) =

Z m(R ) y por lo tanto

inf{f(2)| 2 € R;} -m(R <Zlnf{f )| & € R} -m(RY)

ki
> sup{f(&) | & € R}} - m(R}) < sup{f(&) | & € R;} - m(R;)
j=1

Si en estas desigualdades sumamos con respecto del indice 4, corriendo de 1 a k, tenemos que
k;

k k
> nf{f(2) [& € R} -m(Ri) <Y | Y inf{f(2) | & € Rj} - m(Rj)
i=1

i=1 \j=1

Z Zsup{f ]xGRZ} mRZ <ZSUP{f )| &€ Ri} - m(R;)

=1 7=1

Recordando la definicién de suma inferior y suma superior, tenemos entonces que

S(f,P) < 5(f,9Q)

S(f,Q) <S(f,P)

que es lo que queriamos demostrar. |
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1.2. Construccion de la integral de Riemann

Obsérvese que de las dos proposiciones anteriores podemos concluir, bajo el supuesto de que la
particién Q refina a la particiéon P, que

S(f,P) <S8(f,Q)

S(f,Q) <S(f,P)

De hecho, si recurrimos nuevamente a la interpretacion geométrica, estas desigualdades no nos
deben de causar sorpresa puesto que cualquier suma inferior debe de “estar por debajo” del volumen
que queremos calcular, y de manera analoga, cualquier suma superior debe de “estar por arriba”.
Por lo anterior, debiera ser cierto que, dadas cualesquiera dos particiones P y Q de R, se debe
tener que S(f,P) < S(f, Q). Esta propiedad, que serd muy importante para la construccién que
estamos realizando, la dejaremos establecida en la siguiente

Proposicion 1.7 5i P y Q son cualesquiera dos particiones del rectangulo R entonces se cumple
que

S(f,P) <S8(f,Q)

Dem. Consideremos la particién P W Q. Como dijimos anteriormente, esta particion refina tanto
a P como a Q de tal forma que, por la proposiciéon 1.2 debemos tener que

S(f,P) <S(f,PWQ)

S(f, Py Q) <S(f,Q)
Como S(f,Pw Q) < S(f,Pw Q) (proposicién 1.1), se tiene que S(f,P) < S(f, Q). [ |

La conclusién de la proposicién anterior resultara fundamental para la obtencién (cuando menos
“tedrica”) de ese nimero I al cual se deben de parecer las sumas de Riemann de una cierta funcién
f. Noétese que esta proposicion nos dice dos cosas relevantes:

1. el conjunto de todas las sumas inferiores que se obtiene para una funcién f definida sobre
un rectangulo R, es un conjunto acotado superiormente y ademads cualquier suma superior es
una cota superior de dicho conjunto, y

2. el conjunto de todas las sumas superiores que se obtiene para una funcién f definida sobre
un rectangulo R, es un conjunto acotado inferiormente y ademads cualquier suma inferior es
una cota inferior de dicho conjunto.

Asi pues, cuando menos desde un punto de vista tedrico, podriamos esperar que existiera algo
asi como “la suma inferior mas grande” o “la suma superior mas pequena’”, y si todo funciona bien,
cualquiera de estos dos numeros debiera de coincidir con el tan famoso y anhelado “volumen que
hay por debajo de la grafica de f”. A continuacién daremos una definicién mas precisa de estos
numeros.

Denotaremos por S(f) al conjunto de todas las sumas inferiores de una funcién f (definida
sobre el rectangulo R) y como S(f) al conjunto de todas las sumas superiores, es decir:

S5(f) ={8(f,P) | P €Pr}

J. Péex 10



Capitulo 1. Integral de Riemann

S(f)={S(f,P) | P €Pg}

Dado que estos conjuntos son acotados superior e inferiormente, respectivamente, podemos dar
la siguiente

Definicién 1.8 Al supremo del conjunto S(f) lo_llamaremos la integral inferior de f sobre R, y lo
denotaremos por f—R f, v al infimo del conjunto S(f) lo llamaremos la integral superior de f sobre

R, y lo denotaremos por f}; f. De forma abreviada, se tendrd que

/ f = sup{S(f,P) | P PR}
“R

/ f=int{S(f,P) | P Py}
R

Sin duda nuestra primera reaccién serd pensar que estos nimeros son iguales para cualquier
funcién acotada que consideremos. Desafortunadamente, esto no siempre es asi. El siguiente
ejemplo nos muestra una funcién definida y acotada sobre el rectdngulo [0, 1] x [0, 1], para la que
no se cumple que estos ntmeros sean iguales.

Ejemplo 1.9 Sea f: R =[0,1] x [0,1] — R definida como

1 sixoyeQ
flz,y) =
0 sizyy¢Q

Muestre que [ f# [ 5 f-

Solucion. Obsérvese que si P es cualquier particion del rectdngulo R, y R; es cualquier subrectdngulo
inducido por esta particion, entonces sobre dicho subrectdngulo siempre existen parejas (x,y) tales
que x 0y € Q, y parejas (x,y) tales que x yy ¢ Q. De aqui se deduce que M; =1 ym; =0 de tal
forma que S(f,P) =1y S(f,P) =0 para cualquier particion P de R. De esta forma, se tiene que

S(f)={0} y S(f)={1} porlo que [, f=1y [ of=0.

Aun cuando puede que este ejemplo nos desanime un poco, es importante hacer un par de
observaciones:

1. la integral inferior y la integral superior de una funcién definida y acotada sobre un rectangulo
R siempre existen, y

2. la integral inferior siempre es menor o igual que la integral superior, es decir,

_4f§R/_f

11 J. Péen



1.3. Propiedades de la integral de Riemann

Esta ultima desigualdad se obtiene muy facilmente a partir de la proposicion 1.7; baste recordar
que de esa proposiciéon se deduce que cualquier suma superior es una cota superior del conjunto
de todas las sumas inferiores por lo que [ r S (que es el supremo de todas las sumas inferiores y
por lo tanto la més pequena de todas las cotas superiores de este mismo conjunto) debe cumplir
que [ rf < S(f,P) para cualquier particiéon P de R. De aqui, se tiene que I g J es una cota
inferior del conjunto de todas las sumas superiores, por lo que dicho niimero debe ser menor o igual
que el infimo del conjunto de todas las sumas superiores, que es | g f- Por tanto, se tiene que
/- rf =< 1} r [ (este mismo trabalenguas se puede decir de otra forma si ahora empezamos diciendo
que cualquier suma inferior es una cota inferior del conjunto de todas las sumas superiores, lo que
también se sabe por la misma proposicién. jInténtelo!)

Asi, de entre las funciones que estan definidas y son acotadas sobre un rectangulo R, fijaremos
nuestra atencién en aquéllas para las cuales se tiene que | rf= I g J- Este tipo de funciones seran
conocidas como funciones Riemann-integrables (o simplemente integrables) sobre R, como quedara
establecido en la siguiente

Definicion 1.10 Sea f: R C R™ — R acotada sobre el rectdngulo R. Decimos que f es Riemann-
integrable (o simplemente integrable) sobre R si se tiene que la integral inferior y la integral superior

de f sobre R son iguales. Es decir, si
/f - /f‘
R -R

En este caso, a este nimero lo llamaremos la integral de f y lo denotaremos por [ rf-

1.3 Propiedades de la integral de Riemann

Existen muchas propiedades del concepto que acabamos de definir, pero hay una en particular que
sin duda tiene que ser la primera en aparecer. Se trata de una proposicién que nos da un criterio
alternativo para saber cudndo una funcién es integrable. Este criterio tiene la ventaja (o desventaja,
segun se vea) de establecer cudndo una funcién es integrable sin necesidad de saber cudl es el valor
de la integral, algo asi como el criterio de Cauchy para la convergencia de sucesiones.

Si una funcién es integrable, significa que la integral inferior y la integral superior de dicha
funcién son iguales, digamos a un cierto nimero I. De las propiedades del infimo y del supremo
sabemos entonces que, para cualquier cantidad positiva que demos (por pequenia que esta sea),
existen particiones P y Q para las cuales las correspondientes suma inferior (S(f, Q)) y suma
superior (S(f,P)) distan de este nimero I en menos que la mitad de la cantidad positiva que
dimos, y por lo tanto la distancia entre estos niimeros serd menor a la distancia original (ver figura
1.11).

0 I—¢/2 I I+¢g/2

YO
S(f,9Q) S(f,P)

Figura 1.11: Si una funcién f es integrable y su integral es igual a un nimero I, dada una
cantidad € > 0, existen particiones Q y P tales que S(f, Q) y S(f,P) difieren de I en menos
que €/2
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Asi, podemos asegurar que, para cualquier cantidad positiva que demos (digamos ¢ > 0), se
pueden encontrar particiones P y Q tales que S(f,P) — S(f, Q) < e. De hecho, vamos a mostrar
que se puede conseguir una sola particién para la cual vale la misma desigualdad. Lo mejor
de todo esto es que esta propiedad no sélo es necesaria (como acabamos de platicarlo) sino que
también es una propiedad suficiente (que es la parte mds interesante y mds comunmente usada);
es decir, si para cada cantidad positiva que demos, existe una particién P para la cual se tiene
que S(f,P) — S(f,P) < € entonces podremos estar seguros de que la funcién f es integrable. Esta
importante propiedad la estableceremos en el siguiente

Teorema 1.11 Sea f: R C R™ — R acotada sobre el rectaingulo R. f es integrable sobre R si y
solo si para cada € > 0 existe P particion de R tal que

g(f7']7)—§(f777) <e

Dem. Probemos la necesidad. Sea ¢ > 0. Como f es integrable, sabemos que [ rf= N rt
Llamemos I a este nimero. Como I = [ . f = sup{S(f,P) | P €Pg}, de las propiedades del
supremo sabemos que para /2 > 0, existe P’ particién de R tal que

I—¢/2<8(f,P)<1I

Por otra parte, como I = | rf= inf{S(f,P) | P €Pg}, de las propiedades del infimo sabemos que
para £/2 > 0, existe Q particién de R tal que

I<S(f,Q) <I+¢/2

Si ahora hacemos P = P’ W Q, sabemos que P refina tanto a P’ como a Q de tal forma que, por la
proposicién 1.6 tenemos que

S(f,P) <S(f,P) <S(f,P) <5(f.Q)
y por lo tanto, de las desigualdades anteriores obtenemos que
I—e/2<S(f,P)<S(f,P)<I+e/2
De estas tltimas desigualdades concluimos que
S(f,P)=S(f,P) <e

que es lo que se queria demostrar.
Para la prueba de la suficiencia, tenemos que demostrar que la funcién f es integrable, lo que
significa que tenemos que probar que | rf= B r [ para lo cual basta con demostrar que I} rf—

N rJ = 0. Como sabemos que 0 < i) rf- N r [ es suficiente con demostrar que este ntimero se
puede hacer més pequeno que cualquier cantidad positiva (digamos € > 0). Siendo asi la cosa, sea
€ > 0. De acuerdo a nuestra hipétesis, existe P particion de R tal que

g(f7']7)—§(f777) <e

Por otra parte, como [ o f =sup{S(f,P) | P €Pr}y [5 f=inf{S(f,P) | P €Pr}, sabemos que
sup < [ 12 [1<50m)
-“R R
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1.3. Propiedades de la integral de Riemann

de modo que, como los extremos de estas desigualdades son dos nimeros que distan entre si en
menos de ¢, entonces los nimeros que estan en medio también distan en menos de €, es decir

0§]f—/f<€
R

-R

Como esto se vale para toda € > 0 tenemos que

ot

Por lo tanto f}; f= f—R f, de modo que f es integrable sobre R. |

Quizés fue una decepcién el que no toda funcién definida y acotada sobre un rectangulo resultara
ser integrable. Sin embargo, no hay porque tirarse al suelo. En el siguiente teorema mostraremos
que hay una clase muy grande de funciones que si resultan ser integrables. Estas funciones son
las funciones continuas que (como la intuicién nos lo indica, para este tipo de funciones si debe de
existir el “volumen bajo su grafica”), si son integrables. Y nada mejor que el siguiente teorema
para estrenar el anterior.

Teorema 1.12 Sea f : R C R™ — R continua sobre el rectingulo R. FEntonces f es integrable
sobre R.

Dem. Para la prueba de este teorema, tendremos que usar un par de teoremas (muy importantes)
acerca de las funciones continuas que estan definidas sobre conjuntos cerrados y acotados (como los
rectangulos con los que estamos trabajando). El primero de ellos es el que nos dice que toda funcién
de este tipo alcanza su valor maximo y su valor minimo en puntos del dominio. Y el segundo, el
que nos dice que estas mismas funciones también deben de ser uniformemente continuas sobre el
mismo dominio. Con este par de potentes armas demostraremos nuestro teorema haciendo uso, por
supuesto, del teorema 1.11.

Asi pues, sea € > 0. Como ya dijimos, sabemos que f también es uniformemente continua sobre R,
de modo que, para ¢/m(R) (que es una cantidad positiva), existe § > 0 con la propiedad de que si
Z,9 € R son tales que || — g|| < J entonces |f(z) — f(9)| < ¢/m(R). Sea ahora P una particién
de R con la propiedad de que la diagonal de cualquier subrectangulo R; (de los inducidos sobre R
por la particién P) sea menor que ¢ (es decir, d(R;) < J) (probar que existe una particién con esta
propiedad es un ejercicio de este capitulo). Como también dijimos antes, como f es continua en cada
subrectangulo R; (que supongamos fueron k), existen Z;,9; € R; tales que f(#;) < f(z) < f(u:)
para todo & € R;. Con todo esto en mente, tenemos que

k k
S(f,P) =Y mi-m(Ry) =Y f(&:) m(Rs)
i=1 =1
y
_ k k
S(f,P) = M;-m(Ri) = f(§i) - m(R;)
=1 i=1
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de tal forma que

k k
S(f,P) = S(£,P)=>_ f@)-m(R) = > f(di) - m(R;)
i=1 1=1
k
= (@) — f(@)) - m(Ry)
i=1

Ahora, como %;,9; € R; y d(R;) < ¢, tenemos que ||Z; — 9;|| < 6 de modo que |f(&;) — f(1:)] =
f(@) — f(&;) <e/m(R), para cada i = 1,...,k. Por lo tanto

k k
D (@) = f(@2) - m(Ri) <D (e/m(R)) - m(R;)
i=1 i=1
k
=¢e/m(R) - Zm(R,)
i=1
= (¢/m(R)) - m(R)
=c
de donde tenemos que
g(f77)) _ﬁ(fvp) <e
y por lo tanto, f es integrable sobre R. |

Es importante destacar que el teorema anterior sélo nos dice que la continuidad es una condicién
suficiente para que una funcién sea integrable. De hecho, y afortunadamente, una funcién puede
ser discontinua e integrable al mismo tiempo. El siguiente, es un ejemplo de este tipo de funciones.

Ejemplo 1.13 Sea f: R =[0,1] x [0,1] — R definida como

1 st0<z<1/2

flz,y) =
0 sil/2<x<1

Muestre que f es integrable sobre R.

Solucion. Para demostrar que esta funcion es integrable usaremos (como casi siempre haremos), el
teorema 1.11. Sea € > 0. Para esta €, considérese la siguiente particion P = {0,1/2 —¢/2,1/2 +
€/2,1} x{0,1} del rectangulo R = [0,1] x [0, 1] (observe que necesitamos suponer que 0 < & < 1 para
que0 < 1/2—¢/2 y1/24¢/2 < 1, lo que no representa ningin problema, puesto que si lo probamos
para estos numeros, entonces el teorema 1.11 también serd cierto para niumeros mds grandes). Los
subrectdngulos de R inducidos por esta particion son los siguientes: Ry = [0,1/2—¢/2]x[0,1], Ry =
[1/2—¢/2,1/2+¢/2] x[0,1], y R3 = [1/2+¢/2,1] x [0,1]. Es facil ver que: mg = mg = 0 mientras
que my = 1. Por otra parte, también es facil ver que: My = My = 1 mientras que Mg = 0. De
aqui, se tiene que

S(f,P) =mq-m(Ry) +mgy- m(RQ) + m3 - m(R3)
=1-(1/2—-¢/2)4+0-e4+0-(1/2—-¢/2)
=1/2—¢/2
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g(f,’P) = My -m(Ry) + My - m(R2) + Ms - m(R3)
=1-(1/2—¢/2)+1-e+0-(1/2—¢/2)
=(1/2—-¢/2)+¢
=1/2+4¢/2

de tal forma que S(f,P) — S(f,P) = . Asi, por el teorema 1.11 tenemos que esta funcion es
integrable sobre [0,1] x [0,1] (esperamos que al lector no le cause ningin problema el hecho de que
se haya obtenido una igualdad para la diferencia S(f,P)—S(f,P), en lugar de un menor estricto).

Ademads de mostrar que existen funciones integrables que no son continuas, el ejemplo anterior
muestra que las discontinuidades pueden ser “muchas”. De hecho, el conjunto de discontinuidades
de la funcién del ejemplo anterior (que es el conjunto {(1/2,y) € R? | 0 < y < 1}) tiene tantos
elementos como el conjunto de discontinuidades de la funcién del ejemplo 1.9 (que es el conjunto
[0,1] x [0,1]).

Asi pues, el problema para que una funcién discontinua sea integrable, no radica en la cantidad
de discontinuidades que tenga, sino en la forma en que éstas estdn “acomodadas” (por decirlo de
alguna forma). Observe que en el ejemplo 1.13 el conjunto de discontinuidades de la funcién es un
conjunto “flaco” (o de “area cero”) mientras que el conjunto de discontinuidades de la funcién del
ejemplo 1.9 es un conjunto “gordo” (o de “drea positiva”). Observe también que, para funciones
definidas sobre rectdngulos en R?, que su conjunto de discontinuidades sea un conjunto “flaco”
significaria algo parecido a un conjunto finito de puntos o una linea (no necesariamente recta)
(ver figura 1.12), y “gordo” algo que tuviera “drea” diferente de cero, mientras que para funciones
definidas sobre rectangulos en R3, “flaco” significarfa algo parecido a un conjunto finito de puntos,
una linea o a una superficie (no necesariamente plana), y “gordo” algo que tuviera “volumen”
diferente de cero (se deja al lector “imaginar” el significado de estas palabras en dimensiones més
grandes).

Y

Figura 1.12: El conjunto de discontinuidades de una funcién f definida sobre un rectdngulo
R C R? es “flaco”, si estd formado por puntos “aislados”, lineas (rectas o curvas) o por todos
ellos juntos (claro, siempre y cuando al “juntarlos”, no formen un conjunto “gordo”)
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Otra herramienta que nos permitiria hablar de conjuntos “flacos” y “gordos” (al menos por
ahora) tiene que ver con el concepto de interior de un conjunto. Maés adelante, una vez que
hayamos precisado lo que significa que un conjunto se pueda “medir” (lo que en R? significard
que se puede hablar de su “4rea”, o en R? de su “volumen”), se podra demostrar facilmente que
para estos conjuntos “medibles” se cumplen afirmaciones como la siguiente: si un conjunto A “es
medible”, su “medida” serd cero si y sélo si su interior (int(A)) es vacio.

El siguiente resultado que veremos es una primera aproximacién a las ideas expuestas en los
parrafos anteriores. En la prueba de este teorema serd de vital importancia acordarnos del teorema
de los “rectangulos anidados” (en R™). También serd importante saber que, si una funcién es
integrable sobre un rectdngulo R, entonces también lo es sobre cualquier rectdngulo R’ contenido
en R (este resultado se deja como un problema para el lector).

Teorema 1.14 Sea f: R C R™ — R integrable sobre R. Entonces existe Zo € int(R) tal que f es
continua en Iy.

Dem. Como f es integrable, por el teorema 1.11 sabemos que existe una particion P de R tal que

k
S(f,P) = S(f.P) =Y M;-m(R;) = Y _m;-m(R;)
i=1

=1
k

= (M; —m;) - m(Ry)
=1

< n;(R)

Como los términos de la tltima suma son no negativos, debe existir un indice i € {1,...,k} (que
sin pérdida de generalidad supondremos que i = 1), para el cual se tiene que

My —my <1 (1.2)
Observe que en caso contrario, si M; —m; > 1 paratodai € {1,...,k}, entonces (M; —m;)-m(R;) >
m(R;) (para toda i € {1,...,k}) de tal forma que sumando esta tltima desigualdad, corriendo el
indice ¢ de 1 hasta k, tendriamos que

k k
Y (M —mi)-m(Ri) =y m(Ri)

i=1 i=1

lo cual seria una contradiccién con la propiedad con que se eligié a la particion P.

Llamemos entonces R al subrectangulo inducido por P para el cual se satisface la desigualdad 1.2.
Adicionalmente, supondremos que Ry C int(R). En caso de que este subrectangulo no satisfaga esta
propiedad, siempre podemos tomar otro rectdngulo R’ contenido en el interior del subrectangulo
Ry de tal forma que este nuevo rectangulo también estaria contenido en el interior del rectangulo
original R. Ademas, el supremo y el infimo de los valores de la funcién f sobre este nuevo rectangulo
R’ seguirdn cumpliendo una desigualdad andloga a 1.2 ya que R’ C R;.

Supongamos ahora que el lector ya probé el problema que establece que: si una funcion es integrable
sobre un rectadgulo R entonces es integrable sobre cualquier subrectdngulo contenido en R. Entonces
podemos asegurar que, como f es integrable sobre el rectdngulo Ry, existe una particién P del
rectangulo R; tal que

kl kl
S PW) = 8(f,PD) =3 MP m(RD) = 3w m(RY)
=1 =1
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1.3. Propiedades de la integral de Riemann

Por un argumento analogo al que hicimos renglones arriba, podemos asegurar que existe un sub-
rectangulo Rgl) (de los inducidos por PM) sobre Ry), y que denotaremos simplemente como Ry,
con la propiedad de que

1
Mg—m2<§

donde My = sup{f(z) | £ € Ra} y mo = inf{f(Z) | £ € Rz}, y ademds Ry C int(R;).
Siguiendo con este procedimiento, obtenemos una sucesién {Ry} de rectdngulos (o “intervalos”)
anidados en R"” con las siguientes propiedades:

1. My, —my, < £ donde My, = sup{f(2) | & € Ry} y mg = inf{f(2) | £ € Ry}, y
2. Rg11 C int(Rk)

para toda k € N.
(o] (o]
Asi, por el teorema de los “rectdngulos anidados” sabemos que (| Ry # (0. Ahora, si &g € () R,
k=1 k=1
probaremos que f es continua en Zy. Para ello, tomemos ¢ > 0 y NV € N tal que % < e. Como
2o € Ry+1 C int(Ry), existe § > 0 tal que Bs(Zo) C int(Ry) C Ry de tal forma que

my < f(2) < My

para toda & € Bs(zg). Como My —my < % se tiene que

7(@) ~ fla)] < 5 <2

para toda & € Bs(Zo), lo que prueba que f es continua en . |

Este teorema tiene como consecuencia un hecho que seguido usaremos para determinar cuando
una funcién no es integrable. Para ello, establezcamos primero la siguiente notacién: si f : A C
R™ — R, denotaremos por Dy 4 al conjunto de discontinuidades de f en A, es decir, Dy 4 = {Z €
A| f es discontinua en }.

Corolario 1.15 Sea f : R C R" — R integrable sobre R. Entonces Dy g tiene interior vacio
(int(Dy.) = 0).

Dem. Siint(Dy r) # () entonces existe un rectangulo R’ tal que R’ C int(Dyf r) C Dy r C R. Como
f es integrable sobre Ry R’ C R, entonces f también es integrable sobre R’ de modo que, por el
teorema anterior, existe o € int(R’) tal que f es continua en #y. Observe que, como & € int(R'),
que es un conjunto abierto contenido en R, si f es continua en &, restringida a R/, entonces f es
continua en Zg restringida a R, lo cual contradice el hecho de que &g € Dy g. |

Como dijimos antes, este resultado serd muy util para determinar cuando una funcién no es
integrable. Tal es el caso de la funcién del ejemplo 1.9. En este caso, se tiene que Dy r = [0,1]x [0, 1]
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Capitulo 1. Integral de Riemann

de tal forma que int(Dy ) # 0; asi, por el corolario anterior podemos concluir nuevamente que
dicha funcién no es integrable sobre R = [0,1] x [0, 1].

Es una buena costumbre preguntarse siempre qué pasa con el reciproco de una afirmacion. En el
caso del corolario anterior no hay mucho que decir. En general, que el conjunto de discontinuidades
de una funcién tenga interior vacio no significard necesariamente que dicho conjunto tenga que ser
“flaco” (mds atin, no tendrd nada que ver con el hecho de que se pueda “medir”). De hecho, este
asunto nos conduce hacia una pregunta mas general: jhay alguna manera de medir conjuntos (en
R™) de tal forma que en funcién de dicha medida pudiéramos determinar si un conjunto es “flaco”
o es “gordo”? (es claro que si se contara con esta medida, los conjuntos “flacos” serfan aquellos
que su medida fuera cero, y los “gordos” aquellos que su medida fuera mayor que cero). En el caso
particular de R?, ;existe una forma de extender el concepto de “4rea” a los subconjuntos (cuando
menos acotados) de R?? (aqui usamos la palabra extender puesto que hay conjuntos a los cuales ya
les asignamos un “area”, como es el caso de los rectangulos). La respuesta es si, hay forma de hacer
esto (aunque no para todos los subconjuntos acotados de R?) y justo en este capitulo veremos una
manera de hacerlo.

Sin embargo, antes de hablar de medida de conjuntos, nos serd muy 1til terminar de mencionar
algunas otras propiedades de las funciones integrables, sobre todo aquellas que tienen que ver con
las operaciones entre (o con) funciones. Estas propiedades las resumiremos en el siguiente

Teorema 1.16 Sean f,g: R C R™ — R integrables sobre R. Entonces:

1. f+ g es integrable sobre R y ademds [(f+g)=[f+ [g
R R R

2. siceR, cf es integrable sobre R y ademds [cf =c- [ f
R R

3. fg es integrable sobre R

4. si f(&) >0 para toda & € R entonces [ f >0
R

5. si f(2) < g(&) para toda & € R, entonces [ f < [g
R R

6. |f| es integrable sobre R y ademds

[1]< 1
R R
7. las funciones max{f,g} y min{f, g} (?) son integrables sobre R

La demostracion de cada uno de los incisos de este teorema son parte de los problemas de
este capitulo. Noétese también, que la afirmacion del segundo inciso es un caso particular de la
afirmacién del tercero (tomando g igual a la funcién constante c), s6lo que la férmula que aparece
en el segundo es muy utilizada.

Otra propiedad que destacaremos, relacionada con el cuarto inciso del teorema anterior, tiene
que ver con la siguiente pregunta: ;si f(2) > 0 para toda & € R entonces fR f > 0?7 La respuesta a
esta pregunta es afirmativa, sélo que para probarla hace falta el teorema 1.14 junto con la siguiente

2Recuerde que
fHg+1f—dl
2

f+g—1f -4

y min{f, g} = 5

max{f, g} =
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1.3. Propiedades de la integral de Riemann

Proposicién 1.17 Sea f: R C R™ — R integrable sobre R tal que f(&) > 0 para toda & € R. Si
f es continua en g € R y f(Zo) > 0 entonces fRf > 0.

A~

Dem. Si f es continua en &9 € Ry f(&o) > 0, sabemos que existe 6 > 0 tal que |f(Z) — f(Zo)| <

{{Zo) (9220) para toda & € Bs(Zg) o, equivalentemente
L8 ) - (o) < 52
por lo que, de la primera desigualdad, tenemos que
z X
—f(2°) < f(&)

para toda € By(o).
Ahora, sea P una particion de R tal que uno de los subrectangulos inducidos por dicha particién
(digamos R;) se quede dentro de la vecindad Bg(Zg). Asi, tenemos que

k

S(f, Py =" mi-m(R;)

i=1

>0
donde mq > f(go) > 0 porque Ry C Bs(Zg) y m; > 0 porque f(&) > 0 para toda & € R. Como
0<SUPI< [ f
R
concluimos la prueba. |

Una vez que contamos con la proposicién anterior, se tiene como consecuencia inmediata (usando
también el teorema 1.14) la siguiente

Proposicién 1.18 Sea f : R C R™ — R integrable sobre R tal que f(&) > 0 para toda & € R.
Entonces fRf > 0.

Con relacién a la otra operacién entre funciones (la composicién) existen un par de resultados
importantes. Uno de ellos, cuando componemos a una funcién f : R C R™ — R integrable sobre el
rectangulo R, con otra funcién g : R C R™ — R™; en este resultado se establecen condiciones sobre
la funcién g que permiten asegurar que la funcién fog: R’ C R™ — R serd integrable sobre el
rectdngulo R’ y la relacién entre la integral de f y la de f o g. De hecho, el planteamiento anterior
es un caso particular de un teorema muy importante y mas general (el Teorema del Cambio de
Variable) que analizaremos con mas detalle en el capitulo 2 y que por esta misma razén, ahora
dejaremos pendiente. El otro caso, cuando componemos a f con una funcién h : [a,b] C R — R,
establece las condiciones suficientes sobre la funciéon h que nos permitirdn asegurar que la funcién
hof: R CR"” — R seguira siendo integrable sobre el rectangulo R, resultado que probaremos en
la siguiente proposicion.
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Capitulo 1. Integral de Riemann

Proposicién 1.19 Si f : R C R" — [a,b] C R es integrable sobre el rectangulo R y h : [a,b] C
R — R es continua en [a,b] entonces ho f: R C R™ — R es integrable sobre R.

Dem. Como en la prueba del teorema 1.12, haremos uso nuevamente del hecho de que toda
funcién continua sobre un conjunto cerrado y acotado (es decir, un compacto, como el intervalo
[a,b]) es uniformemente continua sobre ese mismo conjunto, y la integrabilidad de la funcién h o f
la probaremos usando el teorema 1.11. De esta forma, dado € > 0 sabemos que existe 6 > 0 tal que
si z,y € [a,b] son tales que |x — y| < 0 entonces |h(z) — h(y)| < ﬁ(R)' Por otra parte, como f es
integrable sobre R, por el teorema 1.11 existe P € Pg tal que

k
S(f,P)=S(f,P) =D _(M; —my) - m(R;) <

i=1

0-¢
4-M

en donde M > 0 es tal que |h(x)| < M para toda x € [a,b]. Como se suele hacer en estos casos,
clasificaremos a los subrectangulos (a trevés de sus indices) inducidos por la particién P en dos
tipos; por una parte I} = {i € {1,...,k} | M; —m; < 0} e Iy el resto, es decir Io = {i € {1,...,k} |
M; — m; > 6}. De esta forma, podemos escribir que

S(f,P)=S(f,P) = (M;—ms)-m(R) + > _(M; — m;) - m(R;)
1€lq i€l
y nuestro objetivo sera mostrar que

S(ho f,P)=S(ho f,P)="> (M —mj)-m(R;)+ Y (M —mj)-m(R;)

el i€lq
<e€

en donde M} = sup{(ho f)(2) | 2 € R} y m;, = inf{(ho f)(£) | £ € R;} para cada i € {1,...,k}.

Para lograr lo anterior, probaremos que cada una de las sumas (del lado derecho del primer renglén

de la tltima identidad) serd menor o igual que 5 (proceso en el que quedara claro la razén por la

que se escogieron ciertas cantidades).
Para la primera suma, nétese que si @ € I1 entonces para toda z,7y € R; se tiene que

(@) = f(9)] < Mi —m; <8
de modo que, por la forma en que se eligié §, tenemos que

[(ho £)(@) = (ho )@ = |h(f(2)) = h(f(9))l

9
2-m(R)

y por lo tanto

De esta forma, se tiene que
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1.3. Propiedades de la integral de Riemann

IN

Para la segunda suma, si i € Iy entonces § < M; — m; de modo que

0> m(Ri) => 5 -m(R;)

i€ls i€l

<D (M —mi) - m(R;)

i€la

k
<D (M —my) - m(Ry)
=
0-¢

~.

SIM
y por lo tanto
€
Zm(RZ) < 1M
i€la
Si ahora observamos que para toda i € {1,...,k} se tiene que M/ — m} < 2M, entonces
D (M) —mj) -m(R;) <Y (2M) - m(R;)
1€l 1€l
=2M Y “m(R;)
i€l
< (@2M)- 5
4-M
_ =
S 2

obtene.mos que

S(ho f,P)=S(ho f,P) =Y (M —mj)-m(Rs)+ > (M —mj) - m(R;)
el i€ls
<e€

Para concluir esta seccién, probaremos un teorema relacionado con el hecho de que la integral
de una funcién f sobre un rectangulo R C R”, dividida por la medida de R, también se puede
interpretar como “el valor promedio” de los valores de f sobre R. En efecto, si tomamos f : R C
R™ — R, con R = [a1,b1] X -+ X [ay, by], una manera de aproximarnos a “el valor promedio” de f
sobre R consistiria de los siguientes pasos:

1. tomamos la particién de R que se obtiene al subdividir cada intervalo [a;,b;] en k partes
iguales (de longitud (b; — a;)/k); esta particién induce k™ subrectdngulos R; de R, todos de
la misma medida, es decir, se tiene que

paracada j=1,...,k"
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2. en cada uno de estos subrectangulos R; (j = 1,...,k"™) elegimos un punto fj, con lo cual
obtenemos una “muestra” de puntos del rectangulo R muy bien distribuida

3. calculamos el promedio de los valores de f sobre estos puntos fj, es decir, calculamos

kn
Zl f(&)
j:

Es “intuitivamente” claro que esta suma es una muy buena aproximacién a “el promedio” de
los valores de f sobre R, y que esta aproximacién sera mejor en la medida que k sea mds grande.
Lo interesante es que esta misma suma también se puede ver como una suma de Riemann de f
sobre R, dividida por m(R); en efecto, como m(R;) = m(R)/k", entonces

o
> f(&)

Dado que esta suma de Riemann se “parecerd” mucho a la integral de f sobre R cuando k es
muy grande, resultard “natural” decir que el ntimero

|1
R

se puede interpretar como “el valor promedio” de los valores de f sobre R.

Pues bien, el dltimo teorema de esta seccidn establece que, si f es una funcién continua sobre
R, este valor promedio se “alcanza” en algin punto de R, razén por la cual, es conocido como el
Teorema del Valor Promedio.

Teorema 1.20 (del Valor Promedio) Sean f,g: R C R™ — R tales que f es continua en R y
g integrable sobre R. FEntonces:

1 [pf= F(€) - m(R) para alguna é € R
2. si g(&) > 0 para toda & € R entonces [ fg= f(é) - [r 9 para alguna E€R

Dem. Sean m y M el minimo y el maximo de f sobre R, respectivamente. Por el problema 11 de
este capitulo tenemos que

m'm(R)g/fSM-m(R)
R
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de tal forma que

Jof
mgmf(fR)gM

Como f es continua y R es conexo, debe de existir f € R tal que

o _ Jrf

por lo que [, f = f()-m(R).

En cuanto al segundo inciso, como m < f(z) < M y g(z) > 0, para toda & € R, tenemos que

(mg)(2) < (f9)(2) < (Mg)(£)

m‘/QZ/mgé/fgé/Mg:M-/g
R R R R R

Ahora, si ng = 0, de las desigualdades de arriba se tiene que fR fg = 0y por lo tanto fR fg=
0= f(é) : ng para cualquier f € R. Si ng > () entonces

de tal forma que

m < fng <M
Jr9

y nuevamente, como f es continua y R es conexo, debe de existir é € R tal que

o Jrfg
f(&) = I3

por lo que [, fg = f(f)'ng para alguna & € R. [ |

Observe que el primer inciso de la proposicién anterior, es un caso particular del segundo inciso
tomando ¢ igual a la funcién constante 1.

1.4 Medida de Jordan

FEn esta seccion se abordara el problema de encontrar una forma de “medir conjuntos” a fin de
contar con un concepto que nos permita, entre otras cosas, precisar la idea de cudndo un conjunto
en R" es “flaco” o es “gordo”. Veremos que justo el concepto de integraciéon que acabamos de
definir nos proporciona una herramienta para lograrlo.

En realidad, eso de “medir conjuntos” es algo que nos han venido enseniando desde que so-
mos nifnos (quién no recuerda una que otra férmula para calcular “el drea” de una figura plana
(conjuntos en R?) o “el volumen” de uno que otro sélido (conjuntos en R3)). Lo relevante de lo
que haremos a continuacion es que vamos a definir formalmente conceptos como los de “drea” y
“volumen”, y “extender” dichos conceptos cuando menos en dos sentidos: uno, en cuanto a que el
tipo de conjuntos a los cudles podremos asignarle esta “medida” serd bastante mas diverso (no sélo
tridngulos, rectangulos, poligonos, circulos, cilindros, esferas, etc.), y dos, esta forma de “medir”
incluird no sélo figuras planas o sélidos, jsino conjuntos que “viven” en otras dimensiones! (jun
mundo nos vigilal).
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Definiciéon 1.21 Dado A C R"™ acotado, definimos xa : R™ — R, la funcidn caracteristica de A,
de la siguiente forma

xa(?) =

(ver figura 1.13).

X

Figura 1.13: La grafica de la funcién caracteristica y 4 de un conjunto A C R?

Una vez que tenemos esta funcién, estamos en condiciones de definir cuéndo un conjunto (aco-
tado) es Jordan-medible® y cudl es esa medida.

Definicion 1.22 Dado A C R"™ acotado, decimos que A es Jordan-medible si la funcion carac-
teristica de A es integrable sobre algin rectangulo R que contenga a A. En este caso decimos que
la medida de Jordan de A (que denotaremos por J(A)) estd dada por

I = [

R

Antes de entrar de lleno al estudio de los conjuntos Jordan-medibles, es importante hacer algunas
observaciones acerca de la definicién anterior.

Notese primero que en dicha definicién hemos echado mano de un rectangulo R que contiene
al conjunto acotado A; la cuestion, al parecer muy sutil, es: ;qué sucede con nuestra definicién de
medida si en lugar del rectdngulo R tomamos otro, digamos R’, que también contenga al conjunto
A? (es claro que, si A es un conjunto acotado, jhay una infinidad de rectdngulos que lo contienen!).
La pregunta, sin lugar a dudas, es: jel concepto de medibilidad, y lo que llamamos la medida de
A, dependen de qué rectangulo tomemos? Se deja al lector verificar (con ayuda de los problemas
13, 6 y 7 de este capitulo, junto con el hecho de que la interseccién (ja diferencia de la unién!) de
dos rectangulos es un rectangulo) que: si la definicién de medibilidad se cumple para un rectangulo

$Nombrados asf en recuerdo de Camille Jordan (Lyon 1838 - Parfs 1922), un matemitico francés conocido tanto
por su trabajo sobre la teorfa de los grupos como por su influyente Curso de andlisis (Cours d’analyse).
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R entonces también se cumple para cualquier otro rectdngulo R’ que contenga al conjunto A, y

ademas
[a= [
R R

En segundo lugar es importante destacar que para llegar a este concepto de medida, ademas
del concepto de integral (que no es poca cosa, o mejor dicho, que lo es casi todo), sélo fue necesario
haber definido previamente lo que significaba la medida de un cierto tipo de conjuntos, a saber
aquellos que llamamos “rectangulos”. De hecho, la medida de Jordan también se puede interpretar
como una “extensién” (a conjuntos mas “arbitrarios”) de la medida de un rectangulo, sobre todo
si observamos que cualquier rectdngulo R C R" es Jordan-medible y que J(R) = m(R) (problema
19). No obstante lo anterior, hasta este momento no sabemos si figuras (o subconjuntos de R?)
tales como un tridngulo o un circulo, son conjuntos para las cuales tiene sentido hablar de su area,
y en caso de que si, jcémo se calcularia dicha drea?

A continuacién ilustraremos por medio de un ejemplo muy sencillo que en efecto, el concepto de
medida de Jordan no es mas que la formalizacién de conceptos tan intuitivos para nosotros como
los de area y volumen.

Ejemplo 1.23 Sean a,b € R nimeros positivos y A = {(z,y) € R? | 0< 2 < a,0 <y < (b/a)x}.
Como se podrd notar ficilmente, A es un tridngulo de base a y altura b. Mostraremos que A es un

conjunto Jordan-medible en R?, y que su medida (o su drea) es, como todos sabemos, ab,

Solucién. Tomemos el rectingulo R = {(z,y) € R? | 0 < x < a,0 <y < b} = [0,a] x [0,b] el cual
contiene a A. De acuerdo con nuestra definicion tenemos que mostrar que la funcion caracteristica
XA es integrable sobre el rectangulo R y que

/ _a-b
XA—T
R

Para lograr esto echaremos mano del problema 10 de este capitulo. Para cadan € N, sea P = Pgn) X
Pzn), donde P}n) ={i2 |i=0,1,....,n} y Pé") = {z% | ¢ =0,1,...,n}, la particion de R que
lo subdivide en n? subrectingulos de medida (o drea) Z—'Qb. Como la funcion con la que estamos
trabajando es x 4, se tiene que

SeaP™) =N m@R) oy SeaP™) = Y m(R)
R;CA R;NA#D

donde los R; representan a los subrectangulos de R inducidos por P, de modo que en este caso

R,CA
a-b a-b a-b
(I'bn_l,
=5 i
i=1
_a-b (n—1)n
- n2 2
_a-b n—1
2 n
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Por otra parte, se tiene que

R;NA#D
=2 an_-2b+ +(n—1) an—'2b+ L2 4n an'Qb
=1 a’2b+2-an—'2+ +n— +(n—1) an—zb
:(LT-b.n+1 (n—1) n_2b

De estas dos identidades se obtiene inmediatamente que

= lim g(XA, P(n))

n—oo

lim S(xa,P™) =

a-b
n—00 2
de modo que por el problema antes mencionado, tenemos que x 4 es integrable sobre el rectdngulo

R y ademds
ab
2

que es lo que queriamos mostrar.

Finalmente, es importante resaltar que no todos los subconjuntos acotados de R™ resultan ser
Jordan-medibles. El lector podra comprobar facilmente que el ejemplo 1.9 no sélo nos proporciona
una funcién que no es integrable, sino que también nos muestra que el conjunto A = {(z,y) €
[0,1] x [0,1] C R? | 6 y € Q} jes un conjunto que no es Jordan-medible! Por cierto que tampoco
resulta ocioso decir que las siguientes dos frases tienen significados realmente diferentes; no es lo
mismo decir: “A es un conjunto con medida de Jordan cero”, que decir: “A es un conjunto que no
tiene medida de Jordan” o “A no es Jordan-medible”.

Una vez discutidas estas cuestiones acerca de la definicién de lo que son los conjuntos medibles
(y la medida misma), el primer resultado que probaremos nos proporcionara condiciones necesarias
y suficientes para determinar cudndo un conjunto es Jordan-medible. Antes, estableceremos que si

A C R" entonces Fr(A) denotard al conjunto de puntos frontera de A (o simplemente, la frontera
de A).

Teorema 1.24 Sea A C R™ acotado. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. A es Jordan-medible
2. para cada € > 0 existen Ry,..., Ry rectangulos tales que:
(a) Fr(A) C RiU---URg, y
(b) Zk:lm(Rz) <e
3. la Fr(A) es Jordan-medible y J(Fr(A)) =0

Dem.
A lo largo de esta demostracién supondremos que R es un rectangulo tal que la cerradura de A
(A) esta contenida en el interior de R (int(R)), es decir: A C int(R) (observe que con esta eleccién
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1.4. Medida de Jordan

no perdemos generalidad en virtud de que, como lo mencionamos parrafos arriba, nuestra definicién
de medibilidad no depende del rectangulo que contenga a A).

1) = 2) Seae > 0. Como A es Jordan-medible, sabemos que y 4 es integrable sobre este rectangulo
R (que contiene a A) de tal forma que existe P particién de R tal que

S(xa,P) = 8(xa,P) <e (1.4)

Noétese que en este caso se tiene que

S(xa,P)= > m(R)

R;NAZD

S(xaP) = Y m(R)

R;,CA

donde los R; representan a los subrectangulos de R inducidos por P. Asi, tenemos que

5(x4,P) = S(xa,P)= > m(Ry)

R;NAZD
Riﬂ%c7é@
Sean Ry, ..., Ry los subrectdangulos de R, inducidos por la particién P, tales que
RNA#(D y R;NA° £ (1.5)

A fin de concluir la prueba de la condicién 2, por la desigualdad 1.4, sdlo resta probar que
Fr(A) C Ry U---U Ry. Para obtener esta contencién observe primero que, como A C int(R),
entonces Fr(A) C int(R). Sea & € Fr(A). Si tenemos la suerte de que & € int(R;) para alguno
de los subrectangulos inducidos por la particién P (recuerde que R es la unién de todos esos sub-
rectangulos), es claro que R; cumple con las condiciones 1.5, en cuyo caso ya habremos acabado.
Por otra parte, si £ no pertenece al interior de alguno de los subrectangulos, entonces & esta en la
frontera de més de uno de los subrectdangulos de R inducidos por P ya que & € Fr(A) C int(R)
(en realidad debe estar en 2¥ para algin k € {1,...,n}; la figura 1.14 (a) ilustra este hecho en
R?). En este caso, si todos los subrectdngulos que tienen a & en su frontera estén contenidos en A,
entonces Z € int(A) (ver figura 1.14 (b)). De forma andloga, si todos los subrectdngulos que tienen
a T en su frontera estdn contenidos en A€, entonces € ext(A). En ambas situaciones obtenemos
que T ¢ Fr(A) lo cual es una contradiccién. Asi pues, de entre todos los subrectangulos para los
cuales T pertenece a su frontera, debe existir alguno, llamemoslo R;, para el que se satisfacen las
condiciones 1.5. Con esto concluimos la prueba de la condicién 2.

2) = 3) En este inciso tenemos que probar que el conjunto F'r(A) es Jordan-medible, por lo
que es suficiente probar que su funcién caracteristica x p,(4) es integrable sobre el rectdngulo R, ya
que Fr(A) C R. Por otra parte, de acuerdo con nuestra hipdtesis, existen Ry, ..., Ry rectdngulos
tales que

Fr(A) C RyU---U R
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Capitulo 1. Integral de Riemann

(a) (b)

Figura 1.14: En R?, si un punto # € int(R) no pertenece al interior de ninguno de los sub-
rectadngulos inducidos por una particién P, entonces & pertenece a la frontera de 2 = 2! sub-
rectdngulos adyacentes (x), o es un vértice de 4 = 22 de ellos (e). Si todos los subrectangulos
que tienen a Z en su frontera estdn contenidos en A, entonces & € int(A).

Lo primero que vamos a destacar, apoyados por el segundo inciso del problema 2, es que los
rectangulos Ry, ..., R; los podemos elegir de tal forma que, ademds de tener la propiedad de que
la suma de sus medidas es menor que €, también tienen la propiedad de que

Fr(A) Cint(Ry) U--- Uint(Ry) (1.6)

(observe que el problema citado dice, en otras palabras, que todo rectdngulo se puede “agrandar”
un poquito; jtan poquito como se quieral). Una vez aclarado lo anterior, notemos que también
podemos suponer que cada R; C R (de no ser asi, bastaria con tomar los subrectangulos R; N R
los cuales siguen teniendo las mismas propiedades que le estamos pidiendo a los rectdngulos R;).
Ahora “extendamos” los “lados” de cada uno de los rectangulos R; y llamemos P a la particién que
dichas extensiones generan sobre R (la figura 1.15 ilustra este proceso en R?). Si bien es cierto que
los subrectdngulos R; inducidos por esta particién sobre R, no coinciden necesariamente con los
rectangulos originales Ry, ..., R; (jlo mds seguro es que casi nunca coincidan!), también es cierto
que si tomamos cualquiera de estos nuevos subrectdngulos R, que intersecte a la F'r(A), entonces
éste debe estar contenido en alguno de los R;, lo cual es una consecuencia de 1.6 (esperamos que el
lector coincida en que lo dificil de esta afirmacién no esta en imaginar su prueba, sino en jescribirlal).
En sintesis, podemos asegurar que, si R},...,R] son todos los subrectdngulos de R inducidos

por la particiéon P tales que

Fr(A)NR, #0 coni=1,...,1
entonces

RiU---UR/C R U---URy

y por lo tanto tendremos que
!

k
> m(R) <> m(R) <e
=1

i=1
Como

g(XF?"(A)>’P) = Z m(Ri)
RINFr(A)#0
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1.4. Medida de Jordan

Figura 1.15: “Extendiendo” los lados de cada uno de los rectdngulos R; para obtener una
particiéon P del rectangulo R

por el problema 8 podemos concluir que la funcién x g, 4) es integrable sobre R y que ademds

/XFT(A) =0

R

Es decir, F'r(A) es un conjunto Jordan-medible y J(Fr(A)) = 0.

3) = 1) Recordemos que R es un rectdngulo tal que la cerradura de A estd contenida en el
interior de R. Por tanto, también tenemos que F'r(A) C R de modo que fR XFr(A) = f}g XFr(a) = 0.
De la segunda identidad, podemos concluir que existe P particién de R tal que, si Rq,...,R;
son todos los subrectdngulos de R inducidos por la particion P tales que Fr(A) N R; # () (con
i=1,...,1), entonces

S(xreapP)= > m(R)
R,NFr(A)#£0D

l
=> m(R;)
1=1
<e€

Por otra parte, para la misma particion P sabemos que

U

S(xa,P) = S(xa,P) = Y m(R)
RiNA£0
Yy

RiNA°£0

donde los R; también son parte de los subrectdngulos de R inducidos por P. Ahora observe que si
R; es cualquiera de estos subrectangulos que intersecan tanto a A como a A°, entonces éste debe
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Capitulo 1. Integral de Riemann

de intersecar a la F'r(A) (problema 4 de este capitulo). En resumen, si R;, . ,R:,C son todos los
subrectdngulos que intersecan tanto a A como a A€ entonces {R;, . ,R;g} C {Ru1,..., R}, de tal
forma que

S(xa,P) = S8(xa,P)= Y. m(R)

RiNA#D
, Yy
R,NA#£)

I
2
=,

@
Il
,_.

(AN
2
=

A\

M e
Il
—

con lo que podemos concluir que la funcién x4 es integrable sobre R y que por lo tanto A es un
conjunto Jordan-medible, como se queria demostrar. |

Sin duda la demostracion de este teorema fue un poco larga, pero no se podréd negar que es un
teorema que nos proporciona informacion muy valiosa. Para empezar, nos dice que para saber si
un conjunto es Jordan-medible, es suficiente con que su frontera también sea un conjunto Jordan-
medible, pero ademds de medida cero (es decir, “flaco”). Y para terminar, los incisos 2 y 3 nos dan
condiciones necesarias y suficientes para que dicha frontera resulte ser un conjunto Jordan-medible
y de medida cero. Esto ultimo nos hace ver que los conjuntos Jordan-medibles y de medida cero
resultan ser muy importantes (sobre todo si son la frontera de otro conjunto). Es por esta razén
que nuestro siguiente resultado nos da condiciones necesarias y suficientes para que un conjunto
(aunque no sea la frontera de otro) tenga estas importantes caracteristicas; por supuesto que dichas
condiciones estan sugeridas por los mismos incisos 2 y 3, y su prueba resulta muy andloga a lo que
hicimos antes, razon por la cual se deja como un problema para el lector.

Teorema 1.25 Sea A C R", un conjunto acotado. A es Jordan-medible y J(A) = 0 si y sdlo si
para cada € > 0 existen Rq,..., Ry rectangulos tales que:

1. ACRU---URy, y
k

2. > m(R;) <e
i=1

Lo siguiente que vamos a mostrar es que este concepto de medida de conjuntos se lleva bastante
bien con las operaciones entre conjuntos (jcomo es de esperarse de cualquier concepto de medida
que se respete!).

Teorema 1.26 Si A, B C R™ son Jordan-medibles entonces AU B y AN B también son Jordan-

medibles y ademds
J(AUB)=J(A)+ J(B)— J(AN B) (1.7)

Dem. Primero demostraremos que AU B y AN B son Jordan-medibles. Para ello, basta recordar
que Fr(AUB) C Fr(A)UFr(B)y Fr(AnB) C Fr(A)U Fr(B) de tal forma que, por el teorema
1.24 (la equivalencia de los incisos 1 y 3, en ambos sentidos) y el problema 21 (ambos incisos),
podemos concluir que AU B y AN B son Jordan-medibles.
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En cuanto a la identidad 1.7 basta observar que se satisface la siguiente identidad de funciones

XAUB + XAnB = XA + XB

la cual se puede probar facilmente analizando los casos: & € ANB,& € A\B,z € B\Ay & ¢ AUB.
Si ahora tomamos un rectangulo R tal que A, B C R, dado que por la primera parte de esta prueba
ya sabemos que las funciones xauB ¥ X4anp son integrables sobre R, usando el primer inciso del
teorema 1.16 obtenemos la férmula deseada. |

Como se recordara, parte de la motivacién para contar con una forma de medir conjuntos estaba
en la posibilidad de decidir cuéndo un conjunto es “flaco” (o “gordo”), lo cual a su vez estaba rela-
cionado con la posibilidad de decidir la “forma” que deberia tener el conjunto de discontinuidades
de una funcién para que ésta resultara ser integrable (de hecho, habiamos adelantado que ser de
medida cero era una manera de decidir que un conjunto era “flaco”). Pues bien, terminaremos
esta seccion con un resultado que cumple parcialmente con este objetivo. Y decimos que lo cumple
parcialmente en virtud de que las condiciones de este resultado sélo son suficientes.

Teorema 1.27 Sea f : R C R®™ — R acotada sobre el rectangulo R. Si el conjunto de dis-
continuidades de f en R (Dsp) es un conjunto Jordan-medible y de medida cero entonces f es
integrable sobre R.

Dem. Sea M > 0 tal que |f(#)| < M para toda & € R. Usaremos el teorema 1.11 para demostrar
que f es integrable sobre R. Sea pues € > 0. Dado que J(Dyr) = 0 sabemos que existe una
particién P del propio rectangulo R tal que

_ €
S(XD;p P) < Wi

Si Ry,..., R; son los subrectangulos de R inducidos por la particién P que tienen la propiedad de
que RiNDyr#0 (i =1,...,1), tenemos entonces que

l
£

Si ahora Ryy1,..., Ry son el resto de los subrectangulos de R inducidos por P, sabemos entonces
que f es continua en cada uno de ellos de tal forma que, por el teorema 1.12, f es integrable sobre
cada R; (i =1+1,...,k). Nuevamente por el teorema 1.11, para cada uno de estos subrectangulos
podemos encontrar una particién P® tal que

ral i i €

S(f,PD) —S(f,PY) < 20— 1)
para cada ¢ = [ + 1,...,k. Ahora, cada una de estas particiones P(® la extendemos a todo el
rectangulo R y junto con la particién inicial P, formamos una nueva particién del rectangulo R a
la que llamaremos Q (la figura 1.16 ilustra este procedimiento en R?).

Es importante hacer notar que, por la forma en que la construimos, la particién Q es un
refinamiento de la particién P de modo que cada subrectangulo R; (i = 1,..., k) inducido por P es
la unién de subrectangulos inducidos por Q; o dicho de otra forma, si los subrectangulos inducidos
por Q los denotamos por R’ ., en donde ¢ es un indice que corre desde 1 hasta k, y para cada una

30
de estas i's, j es un indice que corre desde 1 hasta una cierta k;, entonces

k;
o /
Ri=J Rj;
=1
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Capitulo 1. Integral de Riemann

Figura 1.16: En cada subrectangulo R; que no interseca al conjunto de las discontinuidades de
fen R (DyR), “extendemos” su particién P para obtener otra particién Q del recténgulo R
(en la figura sélo se hizo en cinco de éstos)

parai=1,..., k.

Obsérvese también que para cada i = [+ 1,...,k, los R;Z (j = 1,...,k;) son subrectangulos
de R; inducidos por alguna particién Q® que refina a P (en la figura 1.16 también se alcanza a
notar este hecho), de modo tal que

S(£,9%) - 8(£,Q9) < 5(£,PY) - 5(£,PY)

€
S3%—)
Una vez aclarado lo anterior, tenemos que
k ki
5(£,Q) = 8(f,.Q) =) | D (Mj; —mf;) -m(R;,)
i=1 \j=1
1 ki k ki
= (Mj/z - m;z) m(RQZ) + Z (M],z - m;z) m(R;,z)
i=1 \j=1 i=l+1 \j=1
l ki k
- (M =) m(R) | + D (S(7,29) - 8(£,))
i=1 \ j=1 i=l+1
l ki k
<S> mmy) |+ Y (S(LP9) - S(£,P0))
i=1 \j=1 i=l+1
! ks / k -
< 2M ; ;m( ') +i§12(k‘_”
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g
m4(——)
< =)+

€
2
=c

en donde, como era de esperarse, M}, = sup{f(#) | € R},;}, y m}, = inf{f(2) | # € R},} para
i=1,...kyji=1,... k.
Como se podra observar, con esto terminamos la prueba del teorema. |

Como dijimos antes, este teorema es una respuesta parcial al problema de caracterizar a las
funciones integrables en términos de la medida de su conjunto de discontinuidades. Es un hecho
desafortunado que, si una funcién es integrable sobre un rectangulo, no se pueda asegurar que
su conjunto de discontinuidades sea Jordan-medible, lo que se puede comprobar con la funcién
del problema 9. Por cierto que, si se supiera que el conjunto de discontinuidades de una funcién
integrable es Jordan-medible, éste tendria que ser necesariamente de medida cero, como se pide
probar en el ejercicio 26.

Sin embargo, y como casi todo mundo lo sabe, los matematicos no suelen quedarse con una
duda y no falté uno de ellos que se diera a la tarea de buscar una nueva forma de medir conjuntos
que permitiera caracterizar a las funciones integrables (o mas especificamente, a el conjunto de
discontinuidades de una funcién integrable). Este trabajo lo realizé el matemético francés Henri
Leén Lebesgue (1875-1941) quien introdujo un nuevo concepto de medida de conjuntos (y que por
razones obvias ahora se le conoce como medida de Lebesgue). En particular, los conjuntos que
resultan ser “flacos” con esta medida (es decir, los conjuntos de medidad de Lebesgue cero) se
caracterizan por una propiedad andloga a la que sirve para caracterizar a los conjuntos de medida
de Jordan cero, y que nosotros probamos en el teorema 1.25. Especificamente se tiene la siguiente

Definiciéon 1.28 Sea A C R", un conjunto acotado. A tiene medida de Lebesgue cero si para cada
e > 0 emiste una cantidad numerable de rectdngulos Ry, Ro, ..., Ry, ... tales que:

1. AC U Rk, v
k=1

2. > m(Ry) <e
k=1
En este caso escribimos que A(A) =0 (en donde A\(A) denota la medida de Lebesgue de A).

Lo mejor de todo esto es que, sin tener que saber cémo se define en general la medida de
Lebesgue, y sélo contando con la definicién anterior, podemos formular el teorema que nos permite
caracterizar plenamente a las funciones integrables sobre un rectangulo R. Este teorema es conocido
como el Teorema de Lebesgue (juno de los muchos que probd!) y dice lo siguiente

Teorema 1.29 (de Lebesgue) Sea f : R C R™ — R acotada sobre el rectingulo R. f es inte-
grable sobre R si y sélo si el conjunto de discontinuidades de f sobre R (D) es un conjunto de
medida de Lebesgue cero (es decir, A\(Dyr) =0).

La prueba de este teorema requiere de algunos resultados previos relacionados con los conjuntos
de medida de Lebesgue cero los cuales, aunque sencillos de probar, escapan a los objetivos de este
texto. Por esta razoén, dichos resultados y la prueba del propio teorema se incluyen en un apéndice.
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1.5 La integral sobre conjuntos Jordan-medibles

En esta seccién mostraremos que el concepto de integral se puede extender a conjuntos més generales
que los rectangulos. En principio, podremos extenderlo a cualquier conjunto acotado A C R™ (de
hecho, asi lo haremos), aunque rapidamente nos daremos cuenta de que, para ciertos conjuntos
acotados, algunas funciones tan sencillas como las funciones constantes (distintas de la constante
cero) no resultaran ser integrables. En este sentido, si queremos que funciones tan “elementales”
(como por ejemplo la funcién constante uno) resulten ser integrables, lo méds apropiado serd que
nos concentremos en los conjuntos Jordan-medibles.
Una vez aclarado lo anterior, procedemos a dar nuestra definicién

Definicion 1.30 Sea f: A C R" — R acotada sobre el conjunto acotado A. Definimos fa : R" —
R como

f(@) stz e A

fa(d) =

0 sit ¢ A
(ver figura 1.17).
Decimos que f es integrable sobre A si la funcion fa es integrable sobre algin rectingulo R que
contenga a A. En este caso diremos que la integral de f sobre A (que denotaremos por fA f) estd

dada por
A/fZ}ZfA

Z

X

Figura 1.17: La gréfica de la funcién f4 de un conjunto A C R?

De forma andloga a como lo hicimos cuando definimos los conjuntos Jordan-medibles, debe
hacerse notar que la definicién anterior no depende del rectdngulo R que se elija. Usando la
misma herramienta que en ese caso se puede probar que, si la funcién f4 es integrable sobre algin
rectangulo R que contenga al conjunto A, entonces es integrable sobre cualquier otro rectangulo
que lo contenga.

Asimismo vale la pena destacar que, si la funcién f es la funcién constante uno sobre A (f = 1)
entonces la funcién f4 no es més que la funcién caracteristica de A, de forma tal que pedir que esta
funcién sea integrable sobre A, es lo mismo que pedir que A sea un conjunto Jordan-medible. He
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1.5. La integral sobre conjuntos Jordan-medibles

aqui la razon por la que decimos que nuestra definiciéon de integral sobre conjuntos mas arbitrarios
que los rectangulos, en realidad debiera de circunscribirse a los conjuntos Jordan-medibles.

La discusién anterior también sirve para mostrar que, si no suponemos que el conjunto A sobre
el cual queremos integrar es Jordan-medible, entonces podemos tomar funciones que, a pesar de
que se porten muy bien sobre dicho conjunto (como por ejemplo que sean continuas sobre A), de
cualquier forma no resultan ser integrables sobre A (jqué mejor ejemplo que la funcién constante
uno!). Por el contrario, si suponemos que el conjunto es Jordan-medible, se puede probar que
cualquier funcién que sea continua sobre A resulta ser integrable sobre él. Mas atn, con ayuda del
teorema 1.27 podemos probar un resultado un poco més general y del cual la afirmacién previa
resultard ser un corolario.

Teorema 1.31 Sea f: A C R"™ — R acotada sobre el conjunto Jordan-medible A. Si el conjunto
de discontinuidades de f sobre A (D a) es un conjunto Jordan-medible y de medida cero entonces
f es integrable sobre A.

Dem. Sea R un rectangulo que contenga a A. De acuerdo con la definicién, hay que probar que
la funcién f4 es integrable sobre este rectangulo. Para obtener esto, por el teorema 1.27 basta
probar que el conjunto de discontinuidades de la funcion f4 sobre el rectangulo R es un conjunto
Jordan-medible y de medida cero, lo cual a su vez se obtiene de la contencién que se prueba en el
ejercicio 30, del hecho que la F'r(A) es un conjunto Jordan-medible y de medida cero (puesto que
A es Jordan-medible (teorema 1.24)), y de ambos incisos del problema 21. |

Corolario 1.32 Si f: A C R™ = R es continua sobre el conjunto Jordan-medible A entonces f es
integrable sobre A.

Esta manera de extender el concepto de integral a otros conjuntos tiene todas las propiedades
bésicas que se pueden esperar de ella. Sobre todo aquellas que tienen que ver con las operaciones
entre funciones (suma, multiplicacién, etc.), en donde incluso ni siquiera hace falta suponer que el
conjunto sobre el cual estemos integrando, es Jordan-medible. Estas propiedades quedan resumidas
en el siguiente teorema y su prueba, como era de esperarse, se deja al lector.

Teorema 1.33 Sean f,g: A C R"™ — R integrables sobre el conjunto A. Entonces:

1. f+ g es integrable sobre A y ademds [(f+g)=[f+ [g

A A A
2. siceR, cf es integrable sobre A y ademds [cf =c- [ f
A A

3. fg es integrable sobre A

4. si f(&) >0 para toda & € A entonces [ f >0
A

5. si f(2) < g(&) para toda & € A, entonces [ f < [g
A A

6. |f| es integrable sobre A y ademds

[1]< g1
A A
7. las funciones max{ f, g} y min{f, g} son integrables sobre A
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Ademids de trabajar bien con las operaciones entre funciones, este concepto de integral también
se lleva bien con las operaciones entre conjuntos. Esto significa que, si una funcién es integrable
sobre un par de conjuntos, entonces es integrable sobre la interseccién y la unién de ambos. Como
en el caso del teorema anterior, estas propiedades son vélidas aun cuando los conjuntos en cuestién
no sean Jordan-medibles, como se establece en el siguiente

Teorema 1.34 Si f : AUB C R" — R es integrable sobre A y sobre B entonces f es integrable

sobre AN B y AU B y ademds
/fz!f+!f—/f (1)

AUB ANB

Dem. Primero observemos que, como f es integrable sobre A y sobre B, entonces f4 y fp son
integrables (sobre algin rectangulo R que contenga a AU B) de tal forma que, por el problema 14
sabemos que (fa)+ y (fB)+ son integrables sobre R. Ahora, por la primera identidad del primer
inciso del problema 35 se tiene que (fanp)+ es integrable sobre R. Andlogamente se prueba que
(fanp)— es integrable sobre R. Por otra parte, dado que fanp = (fans)+ + (fanp)— se tiene que
fanp es integrable sobre R, es decir, f es integrable sobre A N B. Finalmente, por la identidad del
segundo inciso del mismo problema 35 tenemos que

faus = fa+ fB— fanB

de tal forma que podemos concluir que f es integrable sobre A U B, ademé&s de que también
obtenemos la féormula 1.8. |

Para concluir esta seccién (jy este capitulo!), probaremos las correspondientes versiones de “el
Teorema del Valor Promedio” y “el Teorema del Valor Promedio Generalizado” que también son
validos para la integral con la que estamos tratando, sélo que a diferencia de los teoremas anteriores,
para éstos si hace falta suponer que el conjunto sobre el cual se estd integrando sea Jordan-medible
(ademds de otra propiedad).

Teorema 1.35 Sean, f,g: A C R™ — R tales que, f es continua y acotada en A, g es integrable
sobre A y A es un conjunto conexo y Jordan-medible. Entonces:

1. [, f=FfE&) - J(A) para alguna € € A
2. si g(&) > 0 para toda & € A entonces [, fg = f(€)- [, 9 para alguna § € A
Dem. Sean m = inf{f(2) | # € A} y M = sup{f(&) | £ € A}. Entonces
m < f(2) <M (1.9)

para toda & € A. Como A es Jordan-medible, por el inciso 5 del teorema 1.33, tenemos que

m - J(A) §/f§M-J(A) (1.10)
A

Obsérvese que si J(A) = 0 entonces, de las desigualdades anteriores, concluimos que f 4 f=0de
tal forma que la identidad del inciso 1 se cumple para cualquier é € A. Supongamos por tanto que
J(A) > 0. En este caso, por el inciso a) del problema 22 y el problema 38 (aplicado a las funciones
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f—my/o M—f), podemos asegurar que, si en 1.9 se satisface alguna (o0 ambas) de las desigualdades,
para toda & € A, entonces en 1.10 también se satisface la correspondiente desigualdad. De esta
forma, ain cuando en 1.9 se cumpliera alguna (o ambas) desigualdad estricta (para toda & € A),
dado que f es continua sobre el conjunto conexo A, podemos asegurar que el niimero ( i) @t ) /J(A)

pertenece a f(A) (la imagen de A bajo f), o lo que es lo mismo, que existe £ € A tal que

Juf _
ﬁ—f(i)

con lo cual terminamos la prueba del inciso 1).
Para la prueba del inciso 2, si en 1.9 multiplicamos por ¢g(Z) tenemos que

m-g(#) < f(2)-9(2) <M -g(2)

para toda & € A de tal forma que, nuevamente por el inciso 5 del teorema 1.33, se tiene que

m'/gé/fgSM'/g (1.11)
A A A

Como en la prueba del inciso 1, si f 49 =0, por las desigualdades anteriores tenemos que f 4 f9=0
y por tanto la identidad del inciso 2 se cumple para cualquier é € A. Supongamos entonces que
f 49 > 0. En este caso, por el problema 38 (en un sentido aplicado a la funcién g y en el otro a las
funciones fg — mg y/o Mg — fg) de nueva cuenta podemos concluir que, si en 1.9 alguna de las
desigualdades es estricta para toda & € A , entonces la correspondiente en 1.11 también es estricta.
Por este hecho, y por las mismas hipdtesis sobre f y sobre A que usamos en la prueba del primer
inciso, podemos asegurar que el nimero ( f af g) / ( f A g) pertenece a f(A), o lo que es lo mismo,

fAfg: 2
I f(&)

con lo cual terminamos la prueba del inciso 2. |

que existe é € A tal que

1.6 Problemas

1. Sea R = [ay,b1] X - -+ X [an, by,] un rectdngulo en R™. Pruebe que:

(a) sib; —a; <d parai=1,...,n, entonces d(R) < y/n-0
(b) si #,9 € R, entonces ||z — g|| < d(R)
(c) sizg € Ry r>d(R), entonces R C B, (Zo)

2. Sea R = [a1,b1] X -+ X [ay, by] un rectdngulo en R™. Dado € > 0, pruebe que existen Ry, Ry
rectangulos tales que

(a) Ry Cint(R) y m(R) —e < m(Ry)
(b) R Cint(Rs), y m(Rs) < m(R) +e.

3. Pruebe que, si A C R"™ es un conjunto acotado, entonces existe R un rectangulo en R™ tal
que A C R.
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10.

11.

12.

13.

. Pruebe que si A C R" y R es un rectangulo en R" tal que RN A # () y RN A¢ # () entonces
RN Fr(A) #0.

. Sean P y Q dos particiones del rectangulo R C R™. Pruebe que Q refina a P si y sélo si
PcCQ.

. Pruebe que, si f es integrable sobre el rectangulo R C R"”, entonces f es integrable sobre

cualquier rectdngulo R’ C R.

Sea f : R C R" — R acotada tal que f(z) = 0 para toda & € int(R). Pruebe que f es
integrable sobre R y que [ rf=0.

. Sea f: R CR"™ — R acotada tal que f(Z) > 0 para toda & € R. Si para todo £ > 0 existe P

una particién de R tal que S(f,P) < € entonces f es integrable sobre R y i) rf=0.

. Sea f: R=10,1] x [0,1] — R definida como:

0 si x o y es irracional, 0 o 1

flz,y) =

six =

S|

+

1 m _»p i i
7 Yy ==L con (m,n)y (p,q) primos relativos

Determine si f es integrable sobre R. Pruebe su respuesta.

Sean, f : R C R® — R acotada, I € R, y {P®},{Q®)} dos sucesiones de particiones del
rectangulo R tales que

lim S(f,P®)=1= lim S(f,0®)
k—o0 k—o0

Pruebe que f es integrable sobre R y que ademas

=
R

Sea f: R C R™ — R integrable sobre R. Pruebe que, si M y m son tales que m < f(&) < M
para toda & € R, entonces m - m(R) < [ f < M -m(R)

Sean f, g funciones integrables sobre el rectdngulo cerrado R C R™ y ¢ € R. Pruebe que f+g¢g
y cf son integrables sobre R, y ademds

/(f+g)=1Zf+/g y /cfzc]!f

R R R

Sean R, Ry, Rs rectdngulos en R™ tales que R = Ry U Ry e int(R;) Nint(R2) = @ (observe
que, si R = [a1,b1] X -+ X [an,by] ¥ a; < ¢ < b; para alguna i € {1,2,...,n} entonces
Ry = [a1,b1] X -+ X [a;,c] X -+ X [an,by] y Ro = [a1,b1] X -+ X [¢,b;] X -+ X [an, by] son dos
rectangulos que satisfacen las codiciones de este problema. Sin embargo, lo méas importante de
esta observacion es que jtambién se cumple lo reciproco! Es decir, si R, R, Rs son rectangulos
que satisfacen las condiciones de este problema, entonces deben de poderse escribir justo como
los que acabamos de describir). Pruebe que:

@ [pf=lpf+lpf v Jaf=lal+]sf
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(b) f es integrable sobre R si y sélo si f es integrable sobre R; y Ro. Ademés, en ambos
casos se tiene que [, f = fR1f+fR2f

14. Pruebe que, si f: R C R™ — R es integrable sobre R, entonces:

(a) f4 definida como
f@) sif(2)>0
f+(@) =
0 sif(#)<0

es integrable sobre R

(b) f- definida como
f@)  sif(2) <0

0 si f(#) >0

es integrable sobre R (sugerencia: pruebe, y use, que f = fi + f_)

R/ng/m

(sugerencia: pruebe, y use, que |f| = f+ — f-)

(c) |f| es integrable sobre R y ademés

(d) si ademds g : R C R™ — R es integrable sobre R, entonces min{ f, g} y max{f, g} son
integrables sobre R.

15. Sea f: R C R" — R acotada

(a) Suponga que f(Z) > 0 para toda & € R. Pruebe que, si M = sup{ f(z) | & € R},
M' = sup{ f3%(2) | # € R}, m = inf{ f(2) | 2 € R} y m' = inf{ f3(2) | 2 € R},
entonces M’ = M? y m' = m2. ;Es indispensable la hipétesis de que f sea no negativa?
Justifique su respuesta.

(b) Pruebe que, si f es integrable sobre R entonces f? es integrable sobre R.

(¢) Pruebe que, si f y g son integrables sobre R entonces fg es integrable sobre R

16. Pruebe los incisos (¢) y (b) de los problemas 14 y 15, respectivamente, usando la proposicién
1.19.

17. Sea f : R € R® — R acotada. Pruebe que, si f? es integrable sobre R entonces |f| es
integrable sobre R. ;f es integrable sobre R?

18. Sea f: R C R™ — R integrable sobre R tal que f(&) < 0 para toda & € R. Pruebe que:

(@) [pf <0
(b) si f es continua en Zg € Ry f(&o) <0, entonces [, f <0

(c) si f es menor que cero para toda & € R, entonces fR <o

19. Sea R C R™ un recténgulo. Pruebe que R es Jordan-medible y que J(R) = m(R)
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Pruebe el teorema 1.25.

Sean A, B C R" acotados. Pruebe que:

(a) si J(B) = J(A) =0, entonces J(AUB) =0
(b) si BC Ay J(A) =0, entonces B es Jordan-medible y ademés J(B) =0

Sea A C R™ un conjunto Jordan-medible. Pruebe que:

A) >0« int(A4) #0

A)=0& AC Fr(A)

int(A) es Jordan-medible y ademés J(int(A)) = J(A)

(d) si B es un conjunto tal que int(A) C B C (AU Fr(A)), entonces B es Jordan-medible y
ademds J(B) = J(A)

Sea {Ar C R" | k € N} una familia de conjuntos Jordan-medibles tales que |Jy—; Ak vy
Ny Ag son acotados. (Los conjuntos | Jpo; Ak v Nrey Ak son Jordan-medibles? Pruebe su
respuesta.

Sean A, B C R™ Jordan-medibles. Pruebe que A\B es Jordan-medible y ademés J(A\B) =
J(A) — J(AN B)

Determine si el conjunto de discontinuidades de cada una de las funciones de los ejemplos 1.9
y 1.13, y el problema 9 son Jordan-medibles, y diga cudl es su medida. Pruebe sus respuestas.

Sea f: R C R" — R integrable sobre el rectdngulo R tal que Dy g es un conjunto Jordan-
medible. Pruebe que J(Dfg) = 0.

Sean, A= {(z,y) eR?|0<z,y<lyz,y€Ql,y f:ACR"” - R definida como

1 1
f(l', y) =—+-
noq
en donde » = 7,y = g y (m,n),(p,q) son primos relativos.

(a) /A es un conjunto Jordan-medible?

(b) (f es integrable sobre A?
Pruebe sus respuestas.

Sea f: A CR" — R, tal que J(A) =0y f es acotada sobre A. Pruebe que f es integrable
sobre A y ademds [, f = 0.

Sea f: A C R"™ — R acotada sobre el conjunto Jordan-medible A. Pruebe que, si f(&) =0
para toda & € int(A) entonces f es integrable sobre A y ademds [ 4 f=0.

Sea f: A C R"™ — R acotada sobre el conjunto Jordan-medible A y R un rectédngulo tal
que A C R. Pruebe que Dy, p C Fr(A)U Dy 4. (Es necesaria la hipdtesis de que A sea un
conjunto Jordan-medible? Pruebe su respuesta.

Pruebe el teorema 1.33.
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

J. Péez

Sea f: A CR"™ — R integrable sobre el conjunto Jordan-medible A. Pruebe que la grafica de
f(Gy={(2, f(&)) € R""! | 2 € A}) es un conjunto Jordan-medible (en R"*!) y de medida
cero.

Sean f,g : A C R™ — R continuas sobre el conjunto cerrado, acotado y Jordan-medible A,
tales que f(#) < ¢g(&) para toda & € A. Pruebe que el conjunto

{(2,y) e R | f(2) Sy < g(@), & € A}
es Jordan-medible (en R™T1).

Sea f: A CR"™ — R integrable sobre Ay B C A.

L[ es integrable sobre B? Pruebe su respuesta

(a)
(b)
(c)
(d) pruebe que, si f es integrable sobre B y ademés f(&) > 0 para toda & € A, entonces

Jslf<Jaf

Sea f: AU B C R™ — R acotada sobre el conjunto acotado A U B. Pruebe que:

.bajo que condiciones sobre B es cierto que f es integrable sobre B? Pruebe su respuesta

pruebe que, si f es integrable sobre B entonces f es integrable sobre A\B

(@) (fanB)+ = min{(fa)+,(fB)+} v (fanB)- = max{(fa)—,(fB)-} (consulte el problema
14 para la definicién de estas funciones)

(b) fauB + fanB = fa+ fB

Sean A,B,C C R" que A = BUC. Pruebe que, si f: A C R” = R es integrable sobre A,
sobre A\B y sobre A\C entonces f es integrable sobre B, sobre C' y sobre BN C'y ademads

A/sz/erc/f—/f

BNC

Sea f : A C R™ — R integrable sobre el conjunto Jordan-medible A tal que f(Z) > 0 para
toda & € A. Pruebe que, si f es continua en &y € int(A) y f(&o) > 0 entonces [, f > 0. ;Es
indispensable la hip6tesis de que Zp € int(A)?

Sea f: A C R"™ — R integrable sobre el conjunto Jordan-medible A. Suponga que f(Z) > 0
para toda & € Ay sea B={& € A| f(&) > 0}. Pruebe que: [, f > 0siy sélo si int(B) # 0.

Sea f : A C R™ — R integrable sobre el conjunto Jordan-medible A. Sea B = {& € A |
f(&) # 0}

(a) (B es un conjunto Jordan-medible?

(b) pruebe que f es integrable sobre B y que ademés f G f= f i
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Capitulo 2

Calculando integrales

Si bien es cierto que por el material expuesto en el capitulo 1 sabemos cémo se define la integral de
una funcién de varias variables con valores reales, también es cierto que hasta ahora no contamos
con herramientas sencillas que nos permitan calcular, salvo en casos muy especificos, el valor de
este tipo de integrales.

Pues bien, la intencion de este capitulo es la de desarrollar dichas herramientas, las cuales estan
basadas fundamentalmente en dos resultados: el Teorema de Fubini! y el Teorema de Cambio de
Variable.

2.1 Integrales iteradas

Como se recordard, para el caso de una funcién f definida sobre un rectdngulo R = [a,b] X [c,d]
en R?, y de valores positivos, la integral de f sobre R se puede interpretar geométricamente como
el volumen de la regién que se encuentra “por arriba” del rectangulo R y “por abajo” de la grafica
de la funcién f. Y tratandose del calculo de volimenes, seguramente el lector alguna vez habra
escuchado hablar del principio de Cavalieri?, aunque en realidad aqui haremos referencia al método
de Cavalieri para el calculo de volimenes.

Figura 2.1: El método de Cavalieri para aproximar el volumen de un objeto consiste en: “rebanar”
el objeto; después, para cada rebanada, calcular el drea de alguna de sus “caras” (o de alguna
“cara intermedia” ), multiplicarla por el “grosor” de dicha rebanada (obteniendo asi un volumen)
y finalmente sumar todos estos voliimenes

!Guido Fubini, matemético italiano (1879-1943)

2Bonaventura Cavalieri (1598-1647), matemdtico italiano discipulo de Galileo, cuyo principio establece que, si
existe una manera de colocar dos objetos sobre una base de tal forma que al realizar cortes en ambos objetos con
planos paralelos a dicha base, el area de las dos figuras que se forman en cada plano, son iguales, entonces sus
volimenes son iguales.
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En términos generales, dicho método consiste en “rebanar” nuestro objeto; después, para cada
rebanada, calcular el drea de alguna de sus “caras” (o de alguna “cara intermedia”), multiplicarla
por el “grosor” de dicha rebanada (obteniendo asi un volumen) y finalmente sumar todos estos
volimenes (ver figura 2.1). Como seguramente el lector se habra percatado, este método no es méas
que una forma pintoresca de describir la construccion de lo que ahora llamamos sumas de Riemann
de una cierta funcién, que en este caso seria aquella que asigna el drea de las “caras” de cualquier
“rebanada’” o corte que hagamos, y de cuya disponibilidad depende el éxito del método de Cavalieri.

Pues bien, para el caso en R? que nos ocupa, resulta que si hay formas de cortar nuestra regién
de tal manera que si podemos tener la funcién que nos asigna el area de la figura que se obtiene
en cada corte. De hecho, podemos hacer los cortes de dos formas diferentes y en ambas es posible
obtener dicha funcién. Observe que, si cortamos nuestra regién por un plano paralelo al plano
YZ a la “altura” del punto xg € [a,b] del eje X, la figura que se obtiene es justo la misma que
obtenemos al considerar aquella que estd por debajo de la gréfica de la funcién fy, : [¢,d] — R
definida como f,,(y) = f(zo,y) (ver figura 2.2). De esta forma, el drea de la figura correspodiente
al corte realizado a la altura xy, que denotaremos por a(xg), coincide con ser

d
a($0) :/fxo(y)dy

d
= /f(wo,y)dy

Nétese que « es una funcién definida sobre el intervalo [a, b] y es justo una funcién que es 1til para
aplicar el método de Cavalieri.

Z

fao(y) = f(0,y)

Figura 2.2: Si a la regién que se encuentra “por arriba” del rectdngulo R y “por abajo” de la
grafica de la funcién f (Gy), la “cortamos” por un plano paralelo al plano Y'Z a la “altura”
del punto zg € [a,b] del eje X, la figura que se obtiene es justo la misma que obtenemos al
considerar aquella que estd por debajo de la gréfica de la funcién f;, : [c, d] — R definida como

fao(y) = f(0,y)

También podemos hacer cortes con planos paralelos al plano X Z; asi, si cortamos a la altura
del punto yg € [c,d] del eje Y, la figura que se obtiene coincide con la que estd por debajo de la
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grafica de la funcién fy, : [a,b] — R definida como fy,(z) = f(z,yo), de tal forma que el drea de la
figura obtenida con este corte (ver figura 2.3), que denotaremos por S(yo), estard dada por

b
Blyo) = / Fyo ()
b

= /f(ﬂf,yo)dﬂj

a
En este caso,  es una funcién definida sobre el intervalo [c, d] y con ella también podemos aplicar

el método de Cavalieri.

7
fyo(2) = f(2,90)
x<2 a4
............................................. &
b x a
R

Figura 2.3: También podemos hacer cortes con planos paralelos al plano XZ. Si cortamos a
la altura del punto yg € [c,d] del eje Y, la figura que se obtiene coincide con la que estd por
debajo de la gréfica de la funcién f, : [a,b] — R definida como fy,(z) = f(x, o)

Si todo lo dicho anteriormente estd bien (que si lo estard, salvo por uno que otro “pequenio

ajuste”), el volumen de la regién que describimos al principio, y que “geométricamente” es lo que
representa la integral de f sobre R ([ r f); deberd estar dado por

/f /boz(az)dx

R
d
/f(w,y)dy da

I
Se— o

0 por

B(y)dy

0\& 0\&

}Zf

b
/ fla,y)de | dy
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Las integrales que aparecen en el segundo rengléon de cada una de las identidades anteriores, se
llaman integrales iteradas, se calculan de “adentro hacia afuera”, y de la misma forma que en el
caso de la derivacion parcial, en cada paso, las variables diferentes a la variable de integracion, se
consideran como constantes.

Es importante destacar que las identidades anteriores nos proporcionan dos métodos para cal-
cular la integral de f sobre R, y ademas ambos métodos nos dan el mismo resultado. El teorema de
Fubini es famoso por esta propiedad, y ésta se resume diciendo que podemos integrar en el orden
que queramos. Si bien esto es cierto (bajo ciertas hipétesis), es sélo una parte. La otra, es justo
la que establece que la integral de una funcién de varias variables se puede integrar por medio de
integraciones iteradas.

Una vez que hemos llegado hasta aqui, es necesario precisar algunas cuestiones. La primera de
ellas tiene que ver con las funciones o y 8 que definimos parrafos arriba. Y la pregunta es: ;«
y [ estédn definidas para todo = € [a,b] y para toda y € [c,d], respectivamente? Y bueno, si sélo
sabemos que la funcién original f es integrable sobre R, entonces la respuesta es: no. Y un ejemplo
que prueba esta afirmacion nos lo proporciona la funcién del ejercicio 9 del capitulo anterior.

Ejemplo 2.1 Recordemos que esta funcion estd definida como

0 stz oy esirracional, 0 o1

flz,y) =

3=

+ % siz="ryy= g con (m,n) y (p,q) primos relativos
Observemos que, si xg € [0,1] es irracional, entonces fz,(y) = f(xo,y) = 0 para toda y € [0,1] en

cuyo caso la correspondiente funcion « st estd definida para este punto, y ademds

1
a(zo) = [ fao(y)dy
[
0

Sin embargo, si xo € [0,1] es racional, con o = mgy/ng, entonces

0 sty es irracional

f:co(y) = f(wo,y) = . . _ » _ .
a0t a sty =L conp yq primos relativos

Es fdcil comprobar para esta funcion que su integral inferior f_lo fzo(y)dy = 0 y que su integral

superior fo'l fzo(W)dy = 1/ng, lo que significa que no es integrable en el intervalo [0,1] y que por lo

tanto la funcion a no estd definida para estos valores de x. El lector puede verificar que se da una

situacion andloga para la funcion 3.

El ejemplo anterior no debera rompernos el corazén puesto que para una clase muy grande de
funciones (las continuas) no tendremos ningin problema en definir a las ya famosas funciones a y
de los parrafos anteriores, lo cual se deduce facilmente del problema 1. Y aiin menos descorazonador
nos resultard dicho ejemplo, si observamos que, si bien no es posible definir las funciones a y 3
puesto que las integrales fol fz=(y)dy y fol fy(z)dx no existen para todo x € [0, 1] y/o todo y € [0, 1],
de las que si podemos estar seguros que si existen, son las integrales inferiores y superiores de las
mismas funciones f, y f,. Es decir, sin importar qué valores = € [0,1] y y € [0, 1] escojamos, los
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nimeros f_%] fz(y)dy, fo'l fz(y)dy, f_%] fy(z)dx y fo'l fy(x)dx siempre existen. Asi, dado = € [0,1] le
podemos asociar dos nimeros, que ahora denotaremos por ¢(z) y ®(z), de la siguiente forma

1 1

() = [ fe(y)dy = | f(z,y)dy =0 para toda z € [0, 1]
[
y
-1 -1 0 si x es irracional
ﬂ@Z/h@®=/ﬂﬁww=
0 0 5o osiz=1%

Y lo mejor de todo esto es que este par de funciones ¢(z) y ®(z) (x € [0,1]) que obtenemos de esta
manera, json integrables! con la propiedad de que

1
!¢umx:0

y también

1 1
Y(y) = /fy(aj)daz = /f(a:,y)da: =0 para toda y € [0, 1]
0 0
’ -1 -1 0 si y es irracional
W) = [ e = [ sz =
0 0 ; sly= g

que también resultaran integrables, con la propiedad de que
1
/w@MyZO
0

[

R
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Lo que vamos hacer a continuacion es mostrar que estas propiedades no son exclusivas de la
funcién del ejemplo 2.1. Maés aun, veremos que las ideas que estdn detras del método descrito
parrafos arriba para calcular el volumen de una figura que se puede expresar como la integral de
una funcién definida sobre un rectangulo en R?, se pueden extender a funciones que son integrables
sobre rectangulos en R™. Hay varias formas de hacer esto, y la que expondremos aqui nos permitira
mostrar que, bajo ciertas condiciones, el calculo de este tipo de integrales se puede reducir al célculo
de integrales iteradas.

La herramienta m&as importante para lograr todo esto nos la da el teorema de Fubini, del
cual aqui daremos una de sus tantas versiones. Antes, simplemente recordaremos un resultado muy
elemental acerca del infimo y el supremo de conjuntos acotados de niimeros reales, que seguramente
resultarda muy familiar al lector, y que dice lo siguiente: si A, B C R son conjuntos no vacios y
acotados (superior e inferiormente) tales que A C B entonces

inf B<infA<supA<supB (2.1)

Teorema 2.2 (de Fubini) Sean f: R = [a1,b1] X X [an, by] C R™ — R acotada, iy € {1,...,n}
un indice fijo, y R = [a1,b1] X - -+ X [@ig—1,big—1] X [@ig 1, big1] X - -+ X [an, by] C R"™1. Para cada
G = (21, Tig—1,Tigt1,- - -, Tn) € R definimos:

1. fg) : [aioybio] CR —= R como
fg(x) = f(:l?l,. <y Ljg—1, Ly Tig415 - - - ,Jjn)

2. ¢,®: R Cc R = R como

-

big

vi) = [ fyla)da

ai

Si f es integrable sobre R entonces ¢ y ® son integrables sobre el rectingulo R y ademds
[o=fi=[o
R0 R R0
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Dem. Lo primero que hay que destacar es que las funciones ¢ y ® definidas en el enunciado
satisfacen que

o(9) < ©(9)

para toda § € R™.

Para continuar, estableceremos la notacién que vamos a usar en esta demostracion.

SiP=7P; x---x P, es una particién del rectangulo R, sabemos que cada P; es una particion
del correspondiente intervalo [a;,b;] (i = 1,...,n). Si Py = {ai, =to < t1 < -+ <t = by} y
R; (con j =1,...,m) son los subrectdngulos inducidos por la particién Pl =Py X - X Piy_q X
Pio+1 X -+ X Py, en el rectangulo R entonces los subrectangulos de R inducidos por la particién
P (que serdn k- m) los denotaremos por Ry;, y que se puede interpretar como el que se obtiene de
“insertar” el intervalo [t;_1,%;] en la ig-coordenada del rectdangulo R;, paracadal =1,...,k y cada
j=1....m

Para cada uno de estos mismos indices, llamamos

my;(f) =inf{f(2) | € Ry} 'y My(f) =sup{f(Z) | Z € Ry}

Si § € R% entonces

my(fy) = inf{fy(x) |z € [ti_,ti]} v M(fy) =sup{fy(z) | = € [ti_1, 4]}

para cada l € {1,... k}.
Finalmente, para cada j = 1,...,m denotamos como

m;(¢) =inf{o(9) | § € R;} v M;(¢) =sup{o(9) | § € R;}
para la funcién ¢, y
m;(®) =inf{®(9) | g € B;} vy M;(®)=sup{®(9) | 9§ € R;}

para la funcién ®.
Observe que, si § = (T1,...,Tig—1, Tig+1,- - - » Tn) € R; se tiene que

{fo(x) = f(@1,. .., @ig—1, T, Tig 415 - -, Tn) | @ € [tim1, 4]} C {f(&) | 2 € Ry}

de tal forma que por las desiguadades 2.1 tenemos que

my(f) < mi(fy) < Mi(fy) < Mi(f)

para cada l € {1,..., k}.
Ahora, si multiplicamos las desigualdades anteriores por t; — t;_1 > 0, obtenemos que

my(f) - (6 —tiz1) <my(fy) - (= tim) < Mi(fy) - (6 —ti—1) < My (f) - (& — ti—1)

de tal forma que sumando sobre las Is, se tiene que

k k k
Zmz] (t—ti-1) SZ St —ti-1) Z (t—ti-1) Z (= ti-1)

desigualdades que, usando la notacién de sumas superiores y sumas inferiores, se escriben como

k
Zml] (= t1-1) < S(f5, Pio) < S(f3, P sz St —ti-1)
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Si ahora recordamos la definicién de las funciones ¢ y ®, podemos concluir que

k
Zng (tr—ti—1) < S(f3:Pig) < 0(9) < O(9) < S(f5,Pig) < Z (= t—1)

para toda 9 € R;. Esto prueba que los niimeros de los extremos de estas desigualdades son cota
inferior y superior (respectivamente) tanto de ¢ como de ® en el subrectangulo R;, y por lo tanto
tendremos que

k
Zmzy St —tiey) < my(9) < My(¢) <3 My (f) - (t—ti-1)
=1

Zmz] S(t— 1) < my(®) <ZMZJ (i —ti-1)

para cada j = 1,...,m. Ahora, si en ambos grupos de desigualdades multiplicamos por m(R;) > 0,
tenemos que

k k
D omu(f) - m(By) - (= tia) < my(g) - m(Ry) < Mj(¢) - m(Ry) <> Myy(f)-m(Ry) - (b —t1)
=1

=1

~

s
> my(f) - m(Ry) - (t — tim1) < mp(®) - m(Ry) < My(®) - m(Ry) <Y My (f) - m(Ry) - (t— ti—1)
— =1

de tal forma que si sumamos con respecto al indice j, se tiene que

m k m
> <Z mi;(f) - m(R;) - (& — tz—1)> <> mj(9) - m(Ry)
=1

7j=1
m k

<D D0 My(f) - m(Ry) (tl—tz_1)>
7=1 \l=1

j=1
m k

<D Do Miy(f) - m(Ry) - (t—t 1))
7=1 \l=1
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Ya que m(R;) - (t; — t;—1) = m(Ry;), si usamos nuevamente la notaciéon de sumas inferiores y
superiores, concluimos que

S(f,P) < S(¢,P*) < S(¢,P) < S(f,P)

S(f,P) < S(®,P) < S(®,P) <S(f,P)

Como podré notar el lector, estas desigualdades son suficientes para probar que, si f es integrable
sobre el rectangulo R, entonces las funciones ¢ y ® son integrables sobre el rectangulo R* y ademas

/¢=Zf=/¢

Rio Rio

Hay una manera méas general de formular el teorema de Fubini (como se vera en el problema
2), pero la forma en que lo hemos hecho aqui tiene que ver con la manera mas comun en que
suele aplicarse. Dejando un poco de lado el formalismo del lenguaje matematico, podemos leer
este teorema de la siguiente manera; si de lo que se trata es de calcular la integral de una funcién
f(x1,...,x,) sobre un rectangulo R = [a1,b1] X -+ X [an, by], siganse los siguientes pasos:

1. elija un indice i; € {1,...,n}

2. integre a la funcién f(z1,...,i,...,x,) con respecto a la variable z;, sobre el intervalo
[ai,, bi,] (lo que significa que debe tratar “como constantes” a las variables distintas de z;,).
Si por desgracia la funcién f(xy,...,2;,,...,Zy) Do es integrable con respecto a la variable x;,
sobre el intervalo [a;, , b;, ], no se preocupe, calcule la integral inferior o la integral superior de la
misma funcién (con respecto a la misma variable). El resultado de lo anterior es una expresion
(o una funcién) que sélo depende (a lo més) de las variables x1, ..., %, —1, Tij+1,- -, Tn

3. el teorema de Fubini asegura que la funcién del inciso anterior es integrable sobre el rectangulo
R C R"! (que se obtiene del rectdngulo R “quitdndole” el intervalo [a;,, b;,]) por lo que se
puede volver al paso uno eligiendo ahora un indice en {1,...,n}\{i1}

Los incisos anteriores tienen la intencién de bosquejar el algoritmo que se debe seguir a fin de
calcular la integral de una funcién de varias variables. Como se podra notar, éstos nos dicen que la
integral de una funcién sobre un rectdngulo en R™ se puede “reducir” a la integral de otra funcién
sobre un rectangulo en R™~! por lo que después de un niimero finito de pasos (a lo mas n, que
es el nimero méximo de variables) habremos terminado. Una particularidad que es importante
destacar, y por la cual es mas conocido el teorema de Fubini, es que el orden en que vayamos
eligiendo los indices es totalmente arbitrario. Es decir, nosotros podemos ir elegiendo la variable
de integracion que mas nos convenga en cada paso, lo cual, como veremos en algunos ejemplos,
resulta muy conveniente. Esta propiedad se suele expresar diciendo que el teorema de Fubini nos
permite intercambiar “el orden de integracién” de la forma que queramos.

Todo esto queda resumido en el siguiente resultado, que es un corolario del teorema de Fubini.
Con el fin de evitar la posibilidad de que las funciones que se mencionan en el inciso 2 no sean
integrables, para este corolario vamos a suponer que la funcién que deseamos integrar es continua
(ver el problema 1).
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2.1. Integrales iteradas

Corolario 2.3 Sea f: R = [a1,b1] X -+ X [an,by] C R™ — R continua en R, y sean i1,...,i, €
{1,...,n} diferentes dos a dos (es decir, {i1,...,in} ={1,...,n}). Entonces

bin binfl bi2 bil
/f _ / / .. / / fz1,...,zp)day, | day, | -+ | do, | d,
R @iy \Qip_q Jig  \diq

Dem. Como el lector seguramente lo sospechaba, esta prueba se hard por induccion sobre el
numero de vartables y la iniciaremos desde k = 2. Este es el caso con el que se inicié la discusion
de esta seccién, estd directamente relacionado con el método de Cavalieri, y es una consecuencia
directa del teorema de Fubini.

Supongamos ahora que el resultado es valido para cualquier funcién de n variables y continua
sobre un rectangulo en R".

Ahora, sea f: R = [a1,b1] X - X [ant1,bnr1] € R*M — R continua en R, y sean iy, ..., 0,11 €
{1,...,n + 1} diferentes dos a dos. Elegimos el indice i; y definimos ¢ : R' = [a1,b1] X -+ X
[@iy—1,bi,—1] X [@i;4+1,bi;41] X -+ X [an+t1, bny1] C R™ — R como

bi,
¢(‘T17 sy Ty =1y Tig+1s - - - 7‘73n+1) = / f(a:h sy Tig—1, Ty Lig 415« -+ ,Z’n+1)d$
(11'1
para cada & = (Z1,...,%i—1,Ti;+1,---,Tnt1) € R'. Notese que ¢ estd bien definida, pues f es
continua en R; entonces f(x1,...,%i,—1,%,Ti;+1,---,Tn+1) €S también una funcién continua de la

variable = € [a;,,bi,], y por lo tanto integrable sobre el intervalo [a;,,b;,]. Asi, por el teorema de
Fubini sabemos que

[1=]¢

R R

Por otra parte, tenemos que ¢ es una funcién de n variables indexadas por el conjunto {1,...,n+
1N\{i1} = {i2,...,int1}, v por el segundo inciso del problema 1, sabemos que es continua en el
rectdngulo R’. Por lo tanto, por la hipétesis de induccién tenemos que

!¢

bini1 [ by, big [ biy
= / / tee / / (;5(3}1, ey Tip—1,Ti+1, l’n+1)dl’i2 dl’ig e d:L'Zn dl’inJrl
Qi1 &2 dig &
bi, i1 [ biy, big [ biy [ biy
= / / / / /f(l’l, y Lj1—1y Ly Ljg 41y ,:L'n+1)d$ d:L'iz dl’ig dl’ln d$in+l
Qi1 &2 dig & diq

de tal forma que, cambiando el nombre de la variable de integracién = por x;,, obtenemos que

bin+1 bin bi3 bi2 b

i1
/f — / / e / / f@1, .. xpqr)dx;, | dag, | dogy | -+ | dag, | dos,,
R

@iy \Gi Qig  \Gip \Gi

n 3 2
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concluyendo con esto la induccion. |

Sin duda, una vez que hemos llegado hasta aqui, lo que sigue son algunos ejemplos de como
aplicar el corolario anterior.

Ejemplo 2.4 1. calcular la integral [psen(x +y) donde R = [0,7/2] x [0,7/2].
Solucion. De acuerdo con el teorema de Fubini, sabemos que:

w/2 [ /2
/sen(az +y) = / / sen(z + y)dx | dy
R 0 \D0

w/2

w/2

:/—cos(x—i—y)o dy

i
_ / (= cos(m/2 + y) + cos(y)) dy
0

w/2 w/2
= —sen(m/2 + y)‘o + sen(y) .

= (—sen(n/2 + 7/2) +sen(w/2 + 0)) + (sen(n/2) — sen(0))
2

2. calcular la integral [, x cos(xy) donde R = [0,7/2] x [0,1].
Solucion. Nuevamente, por el teorema de Fubini sabemos que esta integral la podemos calcular
de la siguiente forma:

T/2 /1

/xcos(my) = / /a:cos(a:y)dy dz

R 0 0

Se deja al lector que calcule la misma integral usando el otro orden de integracion, que de
acuerdo con el teorema de Fubini, también se vale hacerlo asi.

Si el lector hace la tarea del segundo inciso del ejemplo anterior, se podra dar cuenta de las
ventajas que se tienen al poder elegir el orden de integracion.
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2.2 Calculando integrales sobre otros conjuntos

Como seguramente se recordard, el concepto de integracién lo extendimos a los conjuntos Jordan-
medibles y por la forma en que lo hicimos, integrar una funcién definida sobre uno de estos conjuntos
se reduce a integrar una cierta funciéon sobre algin rectdngulo que lo contenga. Hay un tipo de
conjuntos Jordan-medibles para los cuales todo esto resulta muy conveniente a la hora de calcular
la integral de funciones definidas sobre ellos.

Este tipo de conjuntos es como el que se definié en el problema 33 del capitulo uno y un ejemplo,
en R2 es la regién acotada entre la gréfica de dos funciones «, 8 (continuas) definidas sobre un
intervalo cerrado [a,b] C R que tienen la propiedad de que a(z) < S(x) para toda x € [a,b] (ver
figura 2.4). Es decir, si consideramos

A={(a,y) € |z € [a,8] y alz) <y < B(x)} (2.2)

por el problema antes mencionado sabemos que A es un conjunto Jordan-medible de tal forma que,
si f es una funcién continua sobre A y R C R? es un rectdngulo tal que A C R, entonces

A/sz/fA

En particular, podemos tomar R = [a,b] x [m, M] en donde m es el minimo valor de « en [a,b] y
M es el maximo valor de S en [a, b].

Y

X

Figura 2.4: La regién en R? definida como A = {(z,y) € R? | 2 € [a,b] y a(z) < y < B(x)}
es un conjunto Jordan-medible

Asi, dado que para cada x € [a, b] podemos estar seguros de que la funcién (f4), : [m, M| — R
definida como (f4).(y) = fa(z,y) es integrable (a lo més es discontinua en un par de puntos),

tendremos que
/ = / fa

b M
/ /fA z,y)dy | dzx
b [ a(z) (z) M
=/ /fA:Eydy+/waydy+ fa(z,y)dy | dz
a(z) B(x)

J. Péex 54



Capitulo 2. Calculando integrales

b [ B(z)
:/ /fA(a:,y)dy dx
o \o(z)
b [ B(x)
[ [ tauay | ao
o \o(z)

en donde f fA x,y)dy = fﬁ fa(z,y)dy = 0 dado que fa(xz,y) =0siy € [m,a(z))U(B(z), M].
Es importante hacer notar que la forma en que estd definido el conjunto A determina el orden en
que se toman las variables de integracién de esta integral iterada.

En R? hay otra forma de construir un conjunto similar al definido en 2.2. Asi como en ese
caso se tiene que la coordenada y de cualquier punto en A (que tenga una coordenada z € [a, b))
estd entre el valor de dos funciones de x, ahora la coordenada x de cualquier punto (que tenga
una coordenada y € [c,d]) estard entre el valor de dos funciones de y. En términos mds precisos,
estamos hablando de un conjunto definido de la siguiente forma: si ¢, : [¢,d] — R son continuas
y tales que p(y) < ¢(y) para toda y € [c,d], consideramos

B={(z,y) eR*|y€ledyely) <z <y} (2.3)

La figura 2.5 ilustra un conjunto de este tipo.

X

Figura 2.5: La regién en R? definida como B = {(z,y) € R? |y € [c,d] y ¢(y) < x < ¥(y)}
también es un conjunto Jordan-medible

Procediendo como en el caso del conjunto A, es facil deducir ahora que si f es una funcién
continua sobre el conjunto Jordan-medible B, entonces

]!fZIZfB
o
-/ (w f5(@,y)d | dy
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d [ eo(y) »(y) M’
- / / Fo(,y)da + / Fol,y)da + / fo(e,y)da | dy
¢ m/ o(y) »(y)
»(y)

I
O\&

/ fi(e,y)de | dy

\ely)

»(y)
/ fa,y)de | dy

C/ \sﬂ(y)

tomando R = [m/, M'] x [¢,d] y en donde m/ es el minimo de ¢ en [¢,d] y M’ es el mdximo de 9 en
e, d].

Vale la pena destacar que para las integrales iteradas que se obtuvieron para calcular la integral
de una funcién continua f definida sobre conjuntos como los definidos en 2.2 y en 2.3, no tiene mucho

sentido hablar del cambio en el orden de integracién. Es decir, ni ff ( a((;)) f(z, y)dy) dx es igual a

ff((;)) <f:f(:n,y)d:17> dy ni fcd <f$(§/y)) f(x,y)dx) dy es igual a ff(;y)) (fcd f(x,y)dy) dx porque, entre
otras cosas, integrales iteradas como | f ((;)) < ff f(x, y)d:n) dy o f;l}((yy)) ( fcd f(x, y)dy) dz no tienen un
significado preciso puesto que no nos conducen a algin resultado numeérico especifico (observe que en
ambos casos las tltimas integrales estédn evaluadas de a(z) a B(x) o de ¢(y) a 1 (y), respectivamente,
isin que quede claro cudl valor de x o de y habria que elegir!).

De aqui en adelante a los conjuntos definidos como en 2.2 y en 2.3 los llamaremos regiones
(de R?) tipo I y tipo II, respectivamente. Aunque el tipo de la regién determina el orden en que
se toman las variables de integracién, si un conjunto Jordan-medible (en R?) C' se puede expresar
como una region tipo I y como una region tipo II, entonces la integral de cualquier funcién continua
definida sobre C' se puede calcular por medio de integrales iteradas con los dos ordenes de integracion
posibles. El siguiente ejemplo ilustra esta situacion.

Ejemplo 2.5 Calcular [, f en donde f(z,y) =z+y yA={(z,y) eER?|0<z<1ys<y<1}
(ver figura 2.6).

Solucion. Como se podrd notar, A estd descrito como una region tipo I, tomando a(x) = = y
B(xz) =1 (la funcion constante uno) para x € [0,1]. Por tanto, sabemos que

!f

)

1 [ B=
[ [ sy | ao

0 \a(z)
1

/(m +y)dy | dz
1
> dz

1
/ (2 +1) — (z +2)%) do
0

o O~ _

<%(w +y)?

DO | =
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(=32° + 22 + 1) do

Il
DN | =
/|\ O\H
8

1 1 1
3‘ —i—wz‘ —i—w‘ >
0 0 0

N~ N~

1 X

Figura 2.6: La regién A del ejemplo 2.5

Ahora, como A también se puede expresar de la forma A = {(z,y) € R2 |0 <y <1y
0 <z <y}, es decir, como una region tipo II con o(y) =0 y ¥(y) = y para y € [0,1], tenemos
entonces que

1 )

by
Zfz/ [ #wwds | dy

0 \p(y)

o
:0/ O/(w—i—y)dw dy
_ / (L) a
e

0

2
1
2

,

Este ejemplo no sdlo ilustra que, si un conjunto es de ambos tipos, entonces la integral de una
funcién continua sobre éste se puede expresar en términos de integrales iteradas correspondientes

57 J. Péen



2.2. Calculando integrales sobre otros conjuntos

a los dos diferentes érdenes de integracién posibles, sino que en algunos casos uno de ellos resulta
mas facil de realizar que el otro o, como se verd en uno de los ejercicios de este capitulo, sélo con
uno de ellos es posible calcular el valor de la integral.

Hasta ahora s6lo hemos trabajado en R? pero como seguramente el lector intuird, todo esto
se puede extender a cualquier R®. En R3, por ejemplo, podemos considerar conjuntos como los
siguientes:

{(z,y.2) eR’ | (z,9) € Ay y(a,y) < 2 < oz
{(z,y,2) €R’ | (z,2) € By A,2) <y < plx,2)}
{(%’,y,Z) €R? ‘ (y,Z) € Cyn(yaz) <z

<
~—
——

(2.4)

D
E
F

en donde A, B y C son regiones tipo I y/o tipo IT en R2, y +,8, A\, 1, y o son funciones continuas
(de valores reales) tales que v < 5, \ < py n < o sobre A, By C, respectivamente. Las figuras 2.7
(a), y 2.7 (b) ilustran algunos ejemplos de este tipo de conjuntos.

(a) (b)

Figura 2.7: Ejemplos de conjunto tipo D = {(x,y,2) € R® | (v,y) € Ay y(x,y) < 2z <
d(x,y)} y tipo F' = {(x,y,2) € R’ | (y,2) € Cyn(y,2) <z < o(y,2)}

Asi, si f es una funcién continua definida sobre el conjunto D, sabemos que

!leﬁ)

en donde R C R? es un rectangulo que contiene a D. Si ahora suponemos que el conjunto A C R?
que aparece en la descripcién del conjunto D es una regién tipo I, es decir de la forma 2.2, entonces
podemos tomar R = [a,b] X [m, M] x [m’, M'] en donde m es el minimo valor de la funcién « en
[a,b], M es el méximo valor de la funcién 3 en [a,b], m’ es el minimo valor de la funcién v en Ay
M’ es el maximo valor de la funcién 6 en A. De esta forma, obtendremos que:

!leﬁ)
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Ml
= / /fD(‘TayaZ)dZ
[a,b] x [m,M] !
b [ M [y

:/ / )fD(a:,y,z)dz dy | dz

a \m \y(z,y)
b [ Bx) [ d(zy

:/ / /)f(x,y,z)dz dy | do

e \a(z) \y(zy)

Nuevamente vale la pena insistir en que el orden en que se toman las variables de integracién en
esta integral iterada, estd determinado por la forma en que estd descrito el conjunto D.

Se deja al lector escribir las integrales iteradas que se obtienen al integrar una funcién f sobre
conjuntos como E o F. A los conjuntos descritos en 2.4, sin importar el tipo de regién (en R?) que
sean los conjuntos A, B 'y C que ahi aparecen, los llamaremos regiones (en R?) tipo I, tipo II y tipo
III, respectivamente.

Como es de suponerse, daremos un ejemplo de como se calculan integrales de este tipo.

2 = 22+ 42 ylos planos z = 0,z = 1,z =

Ejemplo 2.6 Sea D la region acotada por el cono z
0,z =1, y sea f(x,y,2) = xz. Calcule [, f.

Solucion. En este caso, D es un ejemplo (en R?) de la clase de conjuntos que se pueden expresar
como regiones de cualquiera de los tres tipos. Aqui lo describiremos como una region de tipo II. En

efecto, tenemos que D se puede expresar como sigue:

D:{(x,y,z)E]R3]O§z§1,0§x§z,—\/z2—a:2§y§\/22—332}

Por tanto,
1 z Vz2—x2
/f:/ / / zzdy | dr | dz
D 0 \0 \vzzp?
PG N
:/ /xz (y )dw dz
VA2
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En gran medida, el problema de calcular la integral de una funcién reside en identificar y
expresar adecuadamente el conjunto sobre el cual se quiere integrar, como lo ilustran los ejemplos
que hemos dado.

Terminaremos esta seccién con un resultado muy 1til y muy importante, en cuya demostracién
el teorema de Fubini juega un papel central.

Teorema 2.7 Sea f : [a,b] X [¢,d] = R continua tal que g—g existe y es continua en [a,b] x [c,d].
Definimos g : [c,d] — R como
b

o(y) = / f(z,y)dz

a

b
9
= / a—g(w,y)dw

Dem. Primero notemos que para cada (z,y) € [a,b] X [¢,d], por el segundo Teorema Fundamental
del Célculo, tenemos que:

Entonces g es derivable en [c,d] y ademds

Yy
/g—g(x,t)dt = f(z,y) = f(x.c)

de tal forma que
y

flz,y) = / Z—ch(fc, t)dt + f(z,c)

Por tanto

(=

o(y) = / flz,y)dz
b

y
:/ g—g(az,t)dt—i-f(a:,c) dx

y
:/ gf(a:tdx dt—i—/fa:c

Noétese que es en el primer sumando de la ultima identidad en donde usamos el Teorema de Fubini, lo

cual nos estd permitido puesto que % af es continua en [a, b] X [¢, y| para toda y € [c,d]. Por otra parte,
usando nuevamente el hecho de que 2_5 es continua en [a,b] x [¢,d], y por lo tanto uniformemente

continua ahi mismo, concluimos que h(t) = [ b oL (z,t)dr es una funcién continua de la variable ¢,

a Oy
de tal forma que por el primer Teorema Fundamental del Célculo sabemos que f Y h(t)dt es una

funcién derivable con respecto de y. Como fa f(x,c)dx es una constante, conclulmos que g es
derivable con respecto a y y ademas
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que es lo que se queria demostrar. |

De entre sus muchas aplicaciones, este tltimo teorema nos proporciona una herramienta muy
util para resolver integrales, como se muestra en el siguiente

Ejemplo 2.8 Calcule la integral
w/2

/ In (sen’(z) + a® cos®(z)) dz (a#£0)

0

Solucidn. Definimos la funcion f : (—o0,00)%(0,00) C R* = R como f(z,y) = In (sen?(z) + y* cos*(z))
la cual es C* en su dominio (y por lo tanto en cualquier rectangulo cerrado contenido ahi). De
esta forma, si definimos g : (0,00) C R — R como

g(y) = / In (sen’(z) + y* cos®(z)) dz
0
por el teorema anterior, sabemos que g es derivable y ademds

/2
/g (In (sen?(z) + y* cos®(z))) dx
0

/2
B 2y cos?(x) .
N 0/ sen?(x) + y? cos2(a:)d

De esta expresion se obtiene fdcilmente que

w/2
2 cos?(x)
/ 1 —
g{) / sen?(z) + cos?(x) d
0
w/2
=2 / cos?(z)dx
0
_T
2
Ahora, siy # 1 se tiene que
w/2 2( )
, 2y cos(z
= d
9) / sen?(x) + y? cos?(x) v
0
w/2

- / 1-— 1 dx
21 J sen?(z) + y? cos?(x)
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w/2

2% [ / 1 .
= —— T
y2—112 J sen?(z) + y? cos?(x)

Resolviendo la ltima integral (lo cual se puede lograr si hacemos el cambio de variable u =

tan(x)(3)) obtenemos que
=4 (T_T

- s
S y+1

para toda y > 0. De esta dltima identidad, junto con el hecho de que g(1) = 0, se tiene que

2
w/2

/ In (sen®(z) + @’ cos*(2)) dz = 7 In (a; 1>
0

de modo que

2.3 El Teorema de Cambio de Variable

Sin duda el lector conoce un teorema que lleva el mismo nombre que el de esta seccién. Se trata de
un teorema para funciones de R en R que es muy 1til para resolver integrales indefinidas (de este
mismo tipo de funciones), aunque también existe su versién para integrales definidas.

De acuerdo con este conocido teorema, si nuestro problema es resolver una integral indefinida

/f(x)dm

escribimos a la variable z en funcién de otra variable ¢, es decir, z = ¢(¢) (de ahi el nombre de
“cambio de variable”) lo que nos conduce a resolver la integral

de la forma

/ Fla(t)g (D)t

El criterio para elegir a la funcién g tiene que ver fundamentalmente con el hecho de que el nuevo
integrando f(g(t))g'(t) resulte més ficil de resolver. Si este es el caso y nos es mds ficil encontrar

3Con este cambio de variable, se tiene que

/2

/ L dx
sen?(x) + y? cos?(z)
0

1
U2+y2

(e ()1

du

Il
Py I O~y

4Si el lector no recuerda por qué cuando hacemos el cambio de variable z = g(t) el nuevo integrando est4 dado por
flg(#)g'(t), sélo considere que, si F' es una primitiva de f, entonces usando la regla de la cadena podemos comprobar
que G = F o g es una primitiva de (f o g)g’
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una primitiva de f(g(¢))g'(¢), digamos una G(t), entonces se puede comprobar que la funcién
F(z) = G(g~%(z)) resulta ser una primitiva de f(z) (esto es lo que nos asegura el Teorema de
Cambio de Variable y serfa muy adecuado que el lector comprobara esta afirmacion).

Si analizamos con m&s detenimiento todo lo hecho hasta aqui, concluimos que la funcién g
tiene que ser una funcién derivable, con derivada continua (para garantizar la integrabilidad de
f(g(t))d'(t)) y ademds invertible. En la practica no solemos hacer mucho caso de estas condiciones
y lo que realmente nos importa es que el cambio de variable “funcione”.

Seguramente no escapa a la atencién del lector el hecho de que, en el concepto de integral para
funciones de varias variables que se ha venido trabajando hasta ahora, no hemos mencionado nada
parecido al concepto de “integral indefinida” (o, equivalentemente, al concepto de “primitiva”).
Es por esta razén que esta formulacién del Teorema de Cambio de Variable para funciones de R
en R no es muy util a fin de guiarnos hacia su generalizacién para funciones de varias variables.
Afortunadamente existe una formulaciéon para integrales definidas y esa si que nos serd ttil.

En el caso de integrales definidas, el Teorema de Cambio de Variable para funciones de R en
R se escribe de la siguiente manera: si g es una funcién con derivada continua en [c,d] y f es una
funcién continua en g([c,d]) (la imagen bajo g del intervalo [c,d]) entonces

g(d) d
/ f(x)dw = / fla(t)g (D)t (2.5)
g(c) ¢

Usando un lenguaje menos riguroso, esta igualdad se podria leer de la siguiente manera: si el
intervalo sobre el cual se integra a una funcién f (digamos [a, b]) se puede ver como la imagen de
otro intervalo (digamos [c,d]) bajo una cierta funcién g, entonces la integral de f sobre el intervalo
[a,b] es igual a la integral de la funcién (f o g)g’ sobre el intervalo [c, d].

Esta forma de leer la identidad 2.5 (que no es muy precisa pero si bastante ilustrativa) nos per-
mite dar un primer paso hacia la generalizacién del Teorema de Cambio de Variable para funciones
de varias variables, haciéndonos la siguiente pregunta: si queremos integrar una funcién f sobre
un conjunto Jordan-medible A C R™, y sabemos que este conjunto A se puede ver como la imagen
bajo una cierta funcién g de otro conjunto Jordan-medible B C R", es decir A = g(B), ;la integral
de f sobre A es igual a la integral sobre B de alguna funcién que involucra a f y a g7

Con el fin de encontrar una respuesta, es conveniente esbozar los argumentos que nos permiten
convencernos de que la identidad 2.5 es cierta. Una manera de hacerlo es justo usando el concepto de
primitiva (esta es la manera en que suele hacerse) pero como dicho concepto no lo conocemos para
las funciones de varias variables, recurriremos a otro mas elemental, el de las sumas de Riemann.

Aunque en la identidad 2.5 no es necesario que g sea una funcién inyectiva, con el fin de que
nuestros argumentos sean mas sostenibles, ahora supondremos que siloes. Sea P = {xg < -+ < xp}
una particién muy “fina” del intervalo que tiene como extremos a g(c) y a g(d) (y que denotaremos
por [a,b]). En este caso, sabemos que las sumas de Riemann correspondientes a esta particién se
aproxima mucho a la integral de f(x) sobre el intervalo [a, b], es decir

g(d) k
/ fl@)do =" f(&) (@i — i) (2.6)
i=1
9(c)
para cualquier & € [x;—1,2;] (i=1,...,k).
Como estamos suponiendo que [a,b] = g([c,d]) entonces sabemos que existe una particién

Q = {tg,...,tx} del intervalo [c,d] tal que x; = ¢g(t;) para cada i = 1,...,k. Ahora, por el
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valiosisimo Teorema del Valor Medio sabemos que existe 7; entre ¢;_1 y t; tal que
v — w1 = g(ti) — g(ti—1)
=g (n:)(ti —ti1)

(nuevamente para cada i = 1,...,k) de tal forma que, tomando en 2.6 la suma de Riemann
correspondiente a los nimeros & = g(7;), tenemos que

g(d) k
fla)dae = flg(m)) (@i — i)
) =1

g(c
k

= Fgm))g (m)(ti — ti1)
1=1

Si se observa bien, esta ultima suma es una suma de Riemann de la funcién f(g(t))g'(t) correspon-
diente a la particién Q del intervalo [c, d] de modo que

k d
> Hglmg )t — i) = [ flo(o) ()
=1 c
y por lo tanto
g(d) d
/ f(a)dz ~ / F(g(t)g(t)dt
g(c) ¢

Si bien es cierto que los “argumentos” que acabamos de dar son imprecisos, también es cierto
que nos sugieren un camino para encontrar una formulacién del Teorema de Cambio de Variable
para funciones de varias variables.

Procediendo como en los parrafos anteriores sabemos que, si R es un rectangulo que contiene a

A, entonces
/f= /fA
A R

de tal forma que si P es una particion muy “fina” del rectdngulo R, entonces

en donde los R; son subrectangulos de R inducidos por P y éz € R;NA.

A diferencia de la suma de Riemann que aparece en 2.6, en donde la medida del subintervalo
[xi—1, ;] (a saber z; — z;_1) se puede expresar en términos de la medida del subintervalo [¢;_1, ;]
(a saber t; — t;_1), gracias a que g([t;—1,t;]) = [zi—1,x;] y al Teorema del Valor Medio, en la suma
de Riemann que aparece en 2.7 no somos tan afortunados. De hecho, ya seria demasiado pedir que,
si R’ es un rectdngulo que contiene a B, entonces existiera una particiéon Q de R’ tal que el niimero
de subrectangulos inducidos por Q en R’ fuera el mismo que los que P induce en R y ademés cada
R; = g(R}) (en donde los R; serfan los subrectdngulos de R’ inducidos por Q).
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R/

X X

Figura 2.8: La imagen bajo la funcién g del conjunto Jordan-medible B, del rectingulo R’ y del
subrectdngulo R)

Sin embargo nos queda otro recurso. Si consideramos el rectdngulo R’ y su particién Q del
pérrafo anterior, y para cada subrectdngulo R que intersecta a B elegimos un 7); que esté en ambos
conjuntos, es decir 7; € R,N B, y nos fijamos en la imagen de R} bajo g, como se ilustra en la figura
2.8 para el caso de R?, ;que podemos esperar de sumas de la forma

> fgli) - mlg(R})?

R,NB#D

Bueno, pues lo que nos gustaria es que estas sumas (que son una especie de sumas de Riemann un
poco sui géneris) se aproximen a f 4 ¥ que esta aproximaciéon sea mejor en la medida de que Q
sea una particién més fina de R’. De hecho, también habria que asegurar que los conjuntos g(R})
son Jordan-medibles y que su medida se pueda expresar (o aproximar) en términos de la medida
de R! (y seguramente de algun otro factor que dependa de la funcién g).

Vale la pena escribir con detalle todos estos supuestos (o buenos deseos) que buscamos se
cumplan:

1. g es tal que si R} es cualquier subrectangulo entonces g(R}) es un conjunto Jordan-medible

2. existe una forma de expresar (o aproximar) la medida de g(R) (m(g(R}))) en términos de la
medida de R (m(R})) y de la funcién g

3. si Q es una particién muy “fina” de R’ las sumas de la forma

> fle(iw) -m(g(R) (@ € RiN B)

RINB#)

se aproximan mucho a [ 4[> es decir

/ fa S flgin) mig(RY)) (s € RO B) (2.8)
A

R/NB#£0
Como se podra notar, todas estas propiedades dependen esencialmente de la funcién g y parte
de lo que haremos sera buscar cudles son las carateristicas de g que nos las puedan garantizar.

Analizaremos lo planteado en el segundo inciso y dejaremos para después los otros dos.
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En este problema, las funciones lineales vuelven a ser muy utiles. En efecto, si R C R" es un
rectangulo y ¢ es una funcién afin (una funcién lineal seguida de una traslacién) entonces g(R) es
“casi” un rectdngulo en R™, sélo que con algunos “4ngulos” no rectos. Por ejemplo en R?, g(R)
coincide con ser un paralelogramo y en R3 con un paralelepipedo “reclinado”, como se muestra
en las figuras 2.9 y 2.10. De hecho, en este caso el problema de encontrar la medida de g(R) en
términos de la medida de R se resuelve facilmente.

Y Y

a1 R

(a,¢) g(a,c)
X X

Figura 2.9: La imagen bajo una funcién afin g (de R? en R?) de un rectdngulo R es un
paralelogramo P

R
b
X

Figura 2.10: La imagen bajo una funcién afin g (de R3 en R?) de un rectdngulo R es un
paralelepipedo P

X

Como se recordard de los cursos de Geometria Analitica, si tomamos dos vectores (z1,y1) y
(x2,72) en R2, el drea del paralelogramo P generado por estos dos vectores (y que es trasladado a
cualquier punto (xg,yo)), estd dada por:

area(P) = |x1y2 — x2y1| = Ty Yo

det( N >‘ (2.9)
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Asi, si g es una funcién lineal de R? en R? cuya matriz asociada es

= (57)

y tomamos el rectdngulo R = [a,b] X [c,d], entonces el paralelogramo P = g(R) coincide con el
paralelogramo generado por los vectores

am=(5 1) (%)

=(b—a) ()
y
(5 )(u2)
= (d—¢)(B,90)

y que esté trasladado al punto g(a,c) (ver la figura 2.9) de tal forma que, usando 2.9, tenemos que

m(g(R)) = drea(P)
—lab =l (b—a) - (d— )
= |det(M)] - area(R)
= |det(M)] - m(R)

Si ahora g es una funcién lineal de R? en R? representada por una matriz M (de 3 x 3), y R C

R3 es un rectdngulo, recurriendo otra vez a la Geometria Analitica podemos probar nuevamente
que

m(g(R)) = |det(M)]| - m(R) (2.10)

iLo mds interesante de todo esto es que la identidad 2.10 es vélida en cualquier R™ aunque,
desafortunadamente, la Geometria Analitica ya no nos alcanza para probarla en el caso general.

Una vez que hemos analizado nuestro problema para el caso en que g sea una funcién lineal,
es importante recordar que estamos trabajando con particiones muy “finas”, y por lo tanto con
rectangulos muy pequenos. Por tal razon, si g es una funcién tal que en cada punto & de su dominio
existe su mejor aproximacion lineal (es decir su derivada, que denotaremos por Dg(Z)), y R es un
rectangulo “muy pequeno”, parece muy razonable esperar que

m(g(R)) = m([Dg(&)](R)) = |det(Dg(d))| - m(R) (2.11)

en donde é es algin elemento de R.
Como se podré notar, la aproximacién a que nos conduce 2.11 es justo lo que estdbamos bus-
cando. Si ahora esta aproximacién la aplicamos en 2.8, tendremos que

/ fra S flglin) mig(RY) (2.12)
A

RINB#)

~ 3 Fg(i) - det(Dg(in))] - m(R})

R.NB#(
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en donde 7; € R, N B.

Si se observa con cuidado, la segunda suma que aparece en 2.12 ahora si es una suma de
Riemann, una de las asociadas a la funcién (f o g) - |det(Dg)| y correspondiente a la particiéon Q
de R'. En este sentido, si dicha particién es muy “fina” deberd ser cierto que

> gl det(Dy(i))| - m(R) = [ (£09)-dex(Dg)

R;ﬂB#@ B

de tal forma que considerando la primera aproximaxién de 2.12 podemos intuir que

[ = [ro0) etng)
A B

Esta ultima aproximacién es la culminacién de nuestra bisqueda. A partir de ella, y recogiendo
todas las suposiciones que hicimos anteriormente (sobre todo las relacionadas con la funcién g),
ahora estamos en condiciones de formular el Teorema de Cambio de Variable para funciones de
varias variables de la siguiente manera:

Teorema 2.9 (de Cambio de Variable) Sean A C R", f: A C R" — R continua en A, g :
Q CR” - R" de clase C' en Q y B C Q Jordan-medible tal que B C Q. Si:

1. g es inyectiva en B\C, con C C B un conjunto de medida de Jordan cero,
2. det(Dg(&)) # 0 para toda & € B\D, con D C B un conjunto de medida de Jordan cero, y
3. g(B)=A

entonces A es Jordan-medible y ademds

[ = [ro9) etng)
A B

Desafortunadamente la prueba de este teorema es muy elaborada y no se puede incluir en
un texto como éste’®, y esa es la razén por la que nos tomamos tanto trabajo para deducir su
formulacién. A cambio de la prueba, discutiremos detalladamente algunos ejemplos de funciones (o
transformaciones) g que suelen usarse mas comunmente en las aplicaciones de este teorema, tanto
en R? como en R3. También es importante aclarar por qué en la formulacién del teorema, ademés
de pedir que g sea derivable, pedimos que dicha derivada sea continua. Esta hipdtesis tiene dos
razones de ser: una, que con ella garantizamos la integrabilidad de la funcién (f o g) - |[det(Dg)|, y
dos, que la aproximacién

m(g(R)) = |det(Dg(€))| - m(R)

para rectangulos pequenos R es una buena aproximacién, no para alguna, sino para cualquier
é € R. En cuanto a la hipdtesis de que g sea “casi” inyectiva en B, esta es necesaria para evitar
“duplicaciones” a la hora de obtener al conjunto A como “imagen” de B (bajo g) y, finalmente, la
hipétesis de que det(Dg(z)) sea distinto de 0 para “casi” toda & € B, en relidad sélo se incluye

5Para los interesados en la prueba, ésta la pueden encontrar en: Rojas Sénchez, Alejandro Darfo. Prueba de
algunos teoremas de Cdlculo de varias variables. Tesis para obtener el titulo de Matematico, Facultad de Ciencias,
UNAM. 2011. O también en: Rojas Sanchez, Alejandro Darfo. Prueba de algunos teoremas de Cdlculo de varias
variables. Vinculos Matematicos, Departamento de Matematicas, Facultad de Ciencias, UNAM. 2011.
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para hacer mas “cémoda” la aplicacion (jy la pruebal!) del teorema ya que el conjunto de puntos en
los que det(Dg(&)) = 0 (el conjunto de puntos criticos de g), “aporta muy poco” a la imagen de B
bajo g (un resultado muy importante, el Teorema de Sard, asegura que la imagen de este conjunto
es de medida de Lebesgue cero).

Concluimos estos comentarios mencionando cual es la notacién méas comin que se usa para el

A~

término det(Dg(€)). A este factor se le suele denotar simplemente por

Jg(€) = det(Dy(£))

y se le conoce como el jacobiano de g en &, en correspondencia con el nombre con que se conoce a
la matriz asociada a Dg(€), a saber, matriz jacobiana®.
Antes de analizar los cambios de variable que se usan con mds frecuencia, ilustraremos el uso

del teorema que acabamos de formular a través del siguiente

Ejemplo 2.10 Calcule la integral de la funcion f(x,y) = xy sobre el conjunto Jordan-medible
A C R?, en donde A es la region contenida en el primer cuadrante y acotada por las hipérbolas
zy =1, zy =4 y las rectas 4y = =, y = 4.

% Y
4+ g 41
N
R = h(A) A=g(R)
\_/
1+ h 1+
i v i T

Figura 2.11: Las regiones del ejemplo 2.10

Solucion. Dado que la intencion de este ejemplo es ilustrar el uso del Teorema de Cambio de
Variable, es necesario encontrar otro conjunto Jordan-medible B y una funcion g (de clase C')
tal que g(B) = A. En este sentido, es importante hacer notar que las curvas que determinan al
conjunto A, forman parte de las curvas de nivel de un par de funciones definidas de R? (o de
algin subconjunto de éste) en R; en efecto, obsérvese que, si hacemos hi(x,y) = zy y ha(z,y) =
y/x, entonces A se puede describir como el conjunto acotado por las curvas de nivel hy(z,y) =
Lhi(z,y) = 4,ho(z,y) = 1/4 y ho(x,y) = 4 (ver figura 2.11). De esta forma, si definimos la
funcion
h(‘ray) = (hl(xay)7h2(x7y))
= (vy,y/)

se tiene que la imagen de A bajo esta funcion h es el rectingulo R = [1,4] x [1/4,4], es decir,
h(A) = R. La relacion que este hecho tiene con nuestro problema, es que si se pudiera encontrar

la funcion inversa de h (a la que llamaremos g, por razones obvias), entonces g es tal que g(R) =
g(h(A)) = A; es decir, g es una funcion como la que estamos buscando (y R seria el conjunto B,

6Como el lector recordard, estos nombres son en honor del matemético aleman Carl Gustav Jakov Jacobi (1804-
1851)
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lo cual resulta muy conveniente). Calcular g en el ejemplo que nos ocupa no es una tarea dificil;
st hacemos

U = hl(lﬂ,y)
:xy
)
v = hQ(xay)
=y/x

calcular la inversa de h se traduce en expresar a las variables x y y en términos de las variables u
y v. En este ejemplo, se verifica facilmente que, para (u,v) € R,

Yy = \Vuv
U

T =4/=
v

lo que significa que la funcion g = (g1, g92) que estamos buscando estd dada por

g(u,v) = (gl(u7v 792(u’v))

()

Una vez hecho esto, ya contamos con todos los elementos necesarios para calcular la integral que
se nos pide haciendo uso del Teorema de Cambio de Variable. Asi, en virtud de este teorema, se
tiene que

/ ;= /(fog) - |det(Dg)|
A=g(R) R
4

4
— [| ] #totu o) det(Dg(u )] do | d
1

1/4
4 4
:/ /u 5 dv | du
1 \1/4
4 4
= /udu /id’u
2v
1 1/4

= 151In(2)

Este ejemplo, ademas de ilustrar el uso del Teorema de Cambio de Variable, establece un método
para calcular integrales sobre regiones que estén determinadas por cuatro curvas de nivel de un par
de funciones (dos curvas por cada una de ellas), en el caso de R? (o por seis superficies de nivel
de tres funciones (dos superficies por cada una de ellas), en el caso de R3, o en general, por 2n
conjuntos de nivel de n funciones (dos conjuntos de nivel por cada una de ellas), en el caso de R™).
La tnica dificultad que se puede encontrar con este método, es a la hora de calcular la inversa de
la funcién que se construye a partir de aquellas que determinan a la regién de integracion.
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2.4 Algunos cambios de variable

Las funciones o transformaciones que aparecen con maés frecuencia en la aplicacion del teorema de
Cambio de Variable estan inspiradas principalmente en los diferentes sistemas de coordenadas que
pueden usarse tanto en el plano como en el espacio.

2.4.1 Cambio a coordenadas polares

En el caso del plano, ademés de las coordenadas cartesianas (o euclideanas) estan las coordenadas
polares. Como se recordard, una vez establecido un origen O, llamado polo, y una semirecta £ que
parte de dicho punto, llamada eje polar, todo punto P en el plano (distinto de O) estd determinado
de manera tnica por los nimeros r y 0: r, que corresponde a la distancia de P al polo O, y 6 que
corresponde a la medida del dngulo dirigido formado entre el eje polar y la semirecta que parte del
origen y pasa por P (ver figura 2.12).

P

J

o L

Figura 2.12: En el sistema polar determinado por el punto O (polo) y la semirecta L (eje polar),
el punto P tiene coordenadas (r,6)

Con las coordenadas polares establecemos una correspondencia biunivoca entre todos los puntos
del plano diferentes de O y las parejas de ntimeros (r,6) en donde 0 < r < 00y 0 < 6 < 27; o
en forma mas general, con el conjunto de parejas (r,6) en donde 0 < r < ooy yo < 0 < yo + 2w
(0 yo < 0 < yo+ 27) con yy € R, fijo’. Sin embargo, aun cuando usando coordenadas polares
no necesitamos echar mano de todas las parejas de nimeros reales (R?) para representar a los
puntos del plano (a diferencia de las coordenadas cartesianas), cualquier pareja de nimeros se
puede “interpretar” como las coordenadas polares de un punto en el plano. Tal es el caso de la
pareja (0,0) (o cualquiera de la forma (0,y)) que se puede interpretar como las coordenadas polares
del punto O (u origen) y que de hecho asi se conviene.

Para nuestros fines, lo més interesante es la relaciéon que existe entre el sistema coordenado
cartesiano y el sistema polar. Si establecemos un sistema cartesiano cuyo origen coincide con el
polo, y la parte positiva del eje de las abscisas (o eje X) coincide con la semirecta £ (ver figura
2.13), sabemos que las coordenadas (z,y) de un punto P en este sistema cartesiano, se pueden
obtener a partir de las coordenadas polares (r,0) de este mismo punto, a través de las siguientes
ecuaciones:

x = rcos(h) (2.13)
y = rsen(0)

"Esto, en particular, significa que para un punto del plano hay una infinidad de parejas de niimeros que representan
sus coordenadas polares
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Y

y = rsen(0)

6
Ol x=rcos(0)

X

Figura 2.13: Las coordenadas (z,y) de un punto P en un sistema cartesiano cuyo origen coincide
con el polo, la parte positiva del eje de las abscisas (o eje X) coincide con el eje polar, y cuyas
coordenadas polares son (r, )

Como se podra notar, estas ecuaciones definen una funcién g : R? — R? de las variables 7 y 6 dada
por

g(r,0) = (rcos(f),rsen(h))

Esta funcién, ademds de ser todo lo derivable que se quiera (es C'°°), nos da un ejemplo de
una funcién que transforma regiones rectangulares en regiones circulares. En efecto, si a las parejas
(r,0) y (rcos(0),rsen(d)) las interpretamos como coordenadas cartesianas (la primera en el sistema
rf y la segunda en el sistema XY'), se puede ver que el rectangulo R = [0, 1] x [0, 27] en el dominio
de g se transforma en el conjunto A = {(z,y) € R? | 22 + y* < 1}; basta notar que los puntos de
la forma (7,60p) con 0 < r <1y 6 fijo, y que vistos en el sistema (cartesiano) rf forman una linea
horizontal de longitud 1 a la altura 6y, se transforman en la linea de longitud 1 que parte del origen
y hace un angulo 6y con el eje X (el radio de la circunferencia unitaria que estd a un angulo 6p)
(ver figura 2.14).

0 Y

27 /\ 1+

T T \90

P

Figura 2.14: Los puntos de la forma (r,60y) con 0 < r < 1y 6y fijo, que vistos en el sistema
(cartesiano) 6 forman una linea horizontal de longitud 1 a la altura 6, bajo la funcién g(r,0) =
(rcos(0),rsen(0)) se transforman en la linea de longitud 1 que parte del origen y hace un dngulo
o con el eje X (el radio de la circunferencia unitaria que estd a un angulo )
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Andlogamente, los puntos de la forma (rg,6) con 0 < 6 < 27 y ry fijo, que en el dominio
de g forman una linea vertical de longitud 27 y a distancia rg del “eje 67, se transforman en la
circunferencia de radio r con centro en el origen (ver figura 2.15).

g(r,0)

)

To 1

Figura 2.15: Los puntos de la forma (rg,6) con 0 < 6 < 27 y 7 fijo, que vistos en el sistema
(cartesiano) r6 forman una linea vertical de longitud 27 a distancia r del eje Y, bajo la funcién
g(r,0) = (rcos(0),rsen(d)) se transforman en la circunferencia de radio ry con centro en el

origen

Observe que, si el rectangulo R se “genera” por medio de lineas horizontales, al aplicar la funcién
g “generamos” al circulo unitario por medio de sus radios (jcomo si se abriera un abanico!) (ver

figura 2.16).

0 Y

27T /\ 1 T

X

Figura 2.16: Si al rectangulo R lo “generamos’ por medio de lineas horizontales, al aplicar
la funcién g “"generamos” al circulo unitario por medio de sus radios (jcomo si se abriera un

abanico!)

Si por otra parte, ahora al rectdngulo R lo “generamos” con lineas verticales, al aplicar la
funcién g “generamos” al circulo unitario por medio de circunferencias centradas en el origen y
cuyo radio va creciendo (jcomo cuando nos preparamos un delicioso hot cake!) (ver figura 2.17).

Antes de dar un ejemplo de cémo usar esta funcién para aplicar el Teorema del Cambio de
Variable, conviene hacer un par de observaciones. En primer lugar nétese que, de las ecuaciones
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g(r,0)

Figura 2.17: Si al rectangulo R lo “generamos” con lineas verticales, al aplicar la funcién g
“generamos” al circulo unitario por medio de circunferencias centradas en el origen y cuyo radio
va creciendo (jcomo cuando nos preparamos un delicioso hot cake!)

2.13 se obtienen las identidades

rP=z?+y? 6 r=+a2+y2 (2.14)

y en segundo lugar, el jacobiano de esta funcién estd dado por

Jg(r,0) = det(Dg(r,8))

oy ( ) —reen(®) )

=r

Ejemplo 2.11 Clalcule la integral de la funcion f(xz,y) = e+ sobre el conjunto

A={(z,y) eR?|2* +¢* <1}

Solucion. Quizds lo primero que habria que senalar en este ejemplo es que, aun cuando la region
A es de ambos tipos, no es posible calcular la integral de la funcion f sobre A, usando las técnicas
desarrolladas en la seccion anterior (el lector deberia confirmar que esta afirmacion es cierta).
Recurramos entonces al Teorema de Cambio de Variable.

Como se vié pdrrafos arriba, la region A coincide con ser la imagen, bajo la transformacion de
coordenadas polares g(r,0) = (r cos(0),rsen(0)) (que es con este nombre como llamaremos de aqui
en adelante a esta funcion), del rectingulo R = [0,1] x [0,27]. Como dijimos antes, g es de clase
C' y si la restringimos al subconjunto (0, 1] x (0, 27] resulta ser inyectiva (es decir, g es inyectiva en
R salvo por un conjunto de medida de Jordan cero). Asi, tenemos que, por el Teorema de Cambio

de Variable
[=[won 11
A R
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1
/ (0 0)(r-0) - |Tg(r6)| dr | b
0

1
r - f(rcos(0),rsen())dr | df

0
1
2
/r-er dr | do
0

1

do /r e dr

0

Il

Il
o\;\‘,

0
51
(71
=m-(e—1)

En este ejemplo es importante mencionar que la decision de recurrir a el cambio a coordenadas
polares (que es lo que se suele decir cuando se usa esta transformacién g) se debe no sélo al hecho
de que la regién original de integracién es un circulo, sino que la funcién que se deseaba integrar
también lo sugeria. En efecto, cuando a la funcién e+ ge le aplica el cambio a coordenadas
polares, obtenemos la funcién erz, para la cual (como el lector debe saber) no es posible encontrar
una primitiva en término de “funciones elementales”; sin embargo, como al aplicar el cambio de
variable también debemos incluir el jacobiano de la transformacién (que en este caso es r), nos
queda el integrando 7 - e’"z, el cual, salvo por una constante (un 2) estd “completo” (jtiene una
primitiva facil de identificar!).

2.4.2 Cambio a coordenadas cilindricas

La siguiente transformacién que analizaremos estd en el espacio y estd inspirada en el sistema de
coordenadas cilindricas. Como seguramente es del conocimiento del lector, este sistema de coorde-
nadas es en cierto modo una “combinacién” de un sistema polar y un sistema cartesiano. Si fijamos
un sistema cartesiano XY Z en el espacio y tomamos P un punto, que tenga coordenadas (x,y, z),
las coordenadas cilindricas de P estan dadas por las siguientes tres cantidades que determinan de
manera unica al punto: 7 y € que seran las coordenadas polares del punto (x,y,0) (la proyeccién
del punto P en el plano XY); es decir, r es la distancia entre el origen (del sistema XY Z) y el
punto (z,y,0), y 0 es el dngulo dirigido formado por la semirecta que parte del origen y pasa por
(z,y,0), vy la parte positiva del eje X. Finalmente, la dltima coordenada cilindrica coincide con la
ultima coordenada del sistema cartesiano XY Z, es decir “la altura” z. Asi, decimos que (r,6, z)
son las coordenadas cilindricas de P en el sistema cartesiano XY Z (ver figura 2.18).

De esta forma, los puntos del espacio que no pertenecen al eje Z (en el sistema XY Z) estdn
en correspondencia biunivoca con el conjunto de ternas (r,6,z) € R3, donde 0 < r < o0,yp <
0 < yo+2m (0yo <0 < yo+2m) (con yp € R fijo) y —00 < z < o0, es decir con el conjunto
(0,00) X [y0, Y0 + 27) x (—00,00) C R? (0 con el conjunto (0,00) x (yo,yo + 27] x (—00,00) C R3).
Ahora, si recordamos que en el sistema polar cualquier pareja de la forma (0,6) representa las
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Figura 2.18: La terna (r,0,z) representa a las coordenadas cilindricas de P en el sistema
cartesiano XY Z

coordenadas polares del origen, entonces para un punto arbitrario P del eje Z, cuyas coordenadas
cartesianas sean (0,0, z), tendremos que las ternas de la forma (0, 0, z) representaran las coordenadas
cilindricas de P. Nuevamente, aunque para representar las coordenadas cilindricas de los puntos
del espacio no necesitamos todas las ternas de R?, cualquiera de ellas se puede interpretar como las
coordenadas de este tipo de algin punto del espacio.

Como en el caso de las coordenadas polares, para nosotros es de particular importancia la
relaciéon que existe entre el sistema cartesiano XY Z y el sistema cilindrico asociado con éste. De
hecho, dada la relacién tan estrecha entre estos dos sistemas, las ecuaciones que nos permiten
obtener las coordenadas cartesianas (z,y, z) de un punto P del espacio en términos de sus corres-
pondientes coordenadas cilindricas (r,6,z), son muy parecidas al caso polar, como se muestra a
continuacion:

x = rcos(h)
y = rsen(f)

=z

(observe que la dltima de estas ecuaciones pareciera un poco absurda, pero no es mas que una
consecuencia de un abuso de notacién; jestamos usando la misma letra para denotar la iltima
coordenada en ambos sistemas!).
De nueva cuenta, estas ecuaciones nos permiten definir una funcién ¢ : R> — R? de la siguiente
forma:
g(r,0,z) = (rcos(8),rsen(d), 2) (2.15)

y las caracteristicas, sobre todo geométricas, de esta funcién las describiremos a continuacién.

Sin duda la funcién g definida en 2.15 tiene todas las propiedades de derivabilidad que queramos,
asi que nos concentraremos en sus propiedades geométricas. Para ello, analizaremos la forma en
que transforma al rectangulo R = [0, 1] x [0, 27] x [0, 1] (del sistema cartesiano r67). En particular,
veremos cémo actia la funcién g cuando una de sus variables permanece fija; esto, en términos de
coordenadas cilindricas, equivale a identificar los conjuntos de puntos del espacio que se obtienen
al fijar cada una de estas coordenadas (que por lo general resultan ser superficies).
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Figura 2.19: Si consideramos puntos de la forma (r,0,29) € R (con zg € [0,1] fijo) y que
equivale a tomar una “rebanada” del rectingulo R paralela al plano r6 a la altura zg, dicho
conjunto de puntos se transforma bajo la funcién g(r, 6, z) = (r cos(6), r sen(#), z) en un circulo
unitario con centro en el punto (0,0, z9) y contenido en el plano z = zy (paralelo al plano XY")

Obsérvese que si tomamos puntos de la forma (r,6,0), lo cual equivale a considerar la base del
rectdangulo R, la funcién g actia de forma idéntica a la transformacion polar, de tal manera que
dichos puntos van a dar a el circulo unitario con centro en el origen y contenido en el plano XY. De
forma més general, si consideramos puntos de la forma (r,6, zg) (con zg € [0, 1] fijo, y que equivale
a tomar una “rebanada” del rectangulo R paralela al plano 76 a la altura zg), dicho conjunto de
puntos se transforma en un circulo unitario con centro en el punto (0,0, zp) y contenido en el plano
z = zp (paralelo al plano XY') (ver figura 2.19). De esta forma, si “generamos” el rectangulo R con
“rebanadas” paralelas al plano r8 entonces al aplicarles la transformacion g obtenemos un cilindro
de base circular de altura 1, “generado” por circulos unitarios.

Si ahora “rebanamos” al rectangulo R con planos paralelos al plano rZ, es decir, si consideramos
ternas de la forma (7, 6y, z) (con 6y € [0, 27] fijo), al aplicarles la transformacién g a dichos conjuntos
obtenemos cuadrados de lado 1, perpendiculares al plano XY y “pegados” por uno de sus lados al eje
Z (formando justo un éngulo 6y con el plano X Z) (ver figura 2.20). En este caso, si “generamos” el
rectangulo R con “rebanadas” paralelas al plano rZ, al aplicarles la transformacién ¢ “generamos”
el mismo cilindro sélo que ahora por medio de cuadrados que giran alrededor del eje Z.

Para terminar, consideremos “rebanadas” del rectangulo R paralelas al plano 67, es decir,
consideremos ternas de la forma (rg,0,z) (con ro € [0,1] fijo). En este caso, la imagen bajo la
funcién g de cada una de estas rebanadas resulta ser la superficie de un cilindro, justo de radio r¢
y perpendicular al plano XY (salvo cuando rg = 0, en cuyo caso se obtiene el segmento que va de
0 a 1 sobre el eje Z) (ver figura 2.21). Aqui, al generar al rectangulo R por medio de “rebanadas”
paralelas al plano 67, aplicando la funcién g generamos al cilindro a través de superficies cilindricas
cuyo eje estd en el eje Z.

Vale la pena destacar que las identidades que aparecen en 2.14 también son validas para las
coordenadas cilindricas, y que el jacobiano de esta transformacion vale lo mismo que en el caso
polar ya que

Jg(r,0,z) = det(Dg(r,0,z))
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Figura 2.20: Si consideramos puntos de la forma (7, 6y, z) € R (con 6y € [0, 27] fijo), que equi-
vale a tomar una “rebanada” del rectdngulo R paralela al plano rZ a la altura 6y, dicho conjunto
de puntos se transforma bajo la funcién g(r,6,z) = (rcos(8),rsen(f), z) en un cuadrado de
lado 1, perpendicular al plano XY y “pegado” por uno de sus lados al eje Z (formando justo
un angulo 6y con el plano X Z7)

cos(f) —rsen(d) 0
=det | sen(d) rcos(d) 0O
0 01

=r

A continuacién, damos un ejemplo de como usar esta transformaciéon en el cdlculo de una
integral.

Ejemplo 2.12 Calcule la integral de la funcion f(x,y,z) = /2% + y?-e*V® 92 sobre el conjunto

A={(z,y,2) 6R3|0§x2+y2§1,0§z§\/az2—|—y2}

Solucion. Obsérvese con atencion que, aplicando la primera identidad de 2.14 a las desigualdades
que intervienen en la definicion del conjunto A, éstas se transforman en 0 < r? <1 (60<r<1)
y 0 < z <r. Cuando hacemos esto, en realidad lo que estamos haciendo es expresar al mismo
conjunto A sdlo que en términos de las coordenadas cilindricas de sus puntos por lo que, si ahora
hacemos B = {(r,0,2) € R} |0 <60 <21,0<r <1,0 <z <7}, B resulta ser un conjunto (en el
sistema cartesiano r0z) que al aplicarle la transformacion de coordenadas cilindricas g es tal que
g(B) = A (ver figura 2.22). Una vez hecho esto, que en algunos casos es la parte mds importante,
al aplicar el Teorema de Cambio de Variable, dado que B es una region en R? de tipo I, tenemos

que
/ f = / ) - 19l

7 /1 / (fog)(r,0,2)-|Jg(r,0,2)|dz | dr | do
0 0 0
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Figura 2.21: Si consideramos puntos de la forma (79,6, z) € R (con rg € [0, 1] fijo), que equivale
a tomar una ‘“rebanada” del rectdngulo R paralela al plano 67 a la altura rg, dicho conjunto
de puntos se transforma bajo la funcién g(r, 6, z) = (rcos(6),rsen(f), z) en la superficie de un
cilindro, justo de radio 7 y perpendicular al plano XY (salvo cuando ry = 0, en cuyo caso se
obtiene el segmento que va de 0 a 1 sobre el eje Z)

2 1 r
:/ / /r-f(rcos(@),rsen(@),z)dz dr | df
0 \0 \o
21 1 T
:/ / r-/r'e"dz dr | do
0 0
21 1
= /d@ /r' (e 0) dr
0

0
1
- /2r dr
0

m-(e—2)

2.4.3 Cambio a coordenadas esféricas

Concluimos esta seccién con la transformacién asociada a las coordenadas esféricas. Como en el caso
de las coordenadas cilindricas, las coordenadas esféricas estan asociadas a un sistema cartesiano.
Es decir, dado un sistema cartesiano XY Z y un punto P del espacio, las coordenadas esféricas de
P en este sistema estdn dadas por tres nimeros: p la distancia de P al origen del sistema XY Z; 0
el angulo dirigido formado por la parte positiva del eje X y la semirecta que parte del origen y pasa
por el punto en que se proyecta el punto P sobre el plano XY (el mismo dngulo de las coordenadas
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g(r,0,z)

Figura 2.22: B = {(r,0,2) e R® |0 <0 <27m,0 <r < 1,0 < z < r} es un conjunto (en el
sistema cartesiano r07) que al aplicarle la transformacién de coordenadas cilindricas g es tal
que g(B) = A, en donde A = {(7,y,2) e R? |0 <22+ 4> < 1,0 < 2 < /a2 +y?} es la
regién de integracién del ejemplo 2.12

cilindricas); y ¢ el dngulo® (no dirigido) que forman la parte positiva del eje Z y la semirecta que
parte del origen y pasa por el punto P (ver figura 2.23). Asi, son las ternas de la forma (p, 0, ¢), en
donde 0 < p < 00,90 <O <yo+2m (6 yo <O <yp+2m) (con yp € R fijo) y 0 < ¢ < w. Como en
el caso de los sistemas coordenados anteriores, aun cuando las coordenadas esféricas no necesitan
de todas las ternas de niimeros reales (R?), cualquier terna se puede ver como las coordenadas
esféricas de un punto en el espacio.

Como antes, lo importante aqui es la relacién entre las coordenadas cartesianas (z,y, z) de un
punto P y sus correspondientes coordenadas esféricas (p,0,¢). De la figura 2.23 se deducen las
siguientes ecuaciones:

x = psen(p)cos(d) (2.16)
y = psen(p) sen(0)
z = pcos(p)

A partir de estas ecuaciones, como en los casos anteriores, podemos definir una funcién g : R? — R3
de la siguiente forma:

9(p,0,¢) = (psen(p) cos(6), psen(y) sen(8), p cos(p)) (2.17)

la cual tiene, nuevamente, todas las propiedades de derivabilidad que se deseen.

En cuanto a la parte geométrica, mostraremos cudl es la imagen bajo g del rectangulo R =
[0,1] x [0, 27] x [0, 7r]. Bajo la funcién g, las ternas de la forma (p, 8, ¢g) con ¢y € (0,7) fijo (ternas
que se obtienen al “rebanar” al rectangulo R con un plano paralelo al plano pf, justo a la altura
) van a dar a un cono cuyo eje es el eje Z; esto se deduce del hecho de que, justo los puntos de
un cono de este tipo, son puntos para los cuales su coordenada esférica ¢ es la misma (ver figura

8En algunos textos, el segundo dngulo de las coordenadas esféricas se toma como el dngulo dirigido ¢’ formado
por la semirecta que parte del origen y pasa por P, y el plano XY, y cuya relaciéon con el dngulo definido en este
texto es: @ =m/2 —
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Figura 2.23: La terna (p,0, ) representa a las coordenadas esféricas de P en el sistema carte-
siano XY Z

2.24). Para ¢y = 0 se obtiene el segmento que va de 0 a 1 sobre el eje Z y para ¢y = 7 el segmento
que va de 0 a —1 (sobre el mismo eje). Asi, si generamos al rectédngulo R por medio de “rebanadas”
paralelas al plano p6, al aplicarles la funcién g “generamos” la esfera unitaria (centrada en el origen)
a través de conos.

Si ahora tomamos las ternas de la forma (p, 6g, ¢) con 0y € [0, 27| fijo (ternas que se obtienen al
“rebanar” al rectangulo R con un plano paralelo al plano pyp, a la altura 6y), al aplicar la funcién g
obtenemos el semicirculo unitario que esta contenido en el plano que contiene al eje Z y que forma
justo un angulo (dirigido) fy con la parte positiva del eje X (ver figura 2.25). En este caso, si
generamos al rectangulo R por medio de “rebanadas” paralelas al plano py, al aplicarles la funcién
g “generamos” la misma esfera solo que ahora atraves de semicirculos que giran alrededor del eje
Z (jcomo un abanico que giral).

Finalmente, si tomamos las ternas de la forma (po,6,¢) con pg € [0,1] fijo (ternas que se
obtienen al “rebanar” al rectdngulo R con un plano paralelo al plano f¢, a la altura pg), al aplicar
la funcién g obtenemos la esfera de radio py con centro en el origen (ver figura 2.26). Por tanto, si
generamos al rectangulo R por medio de “rebanadas” paralelas al plano 6y, al aplicarles la funcién
g “generamos” la misma esfera unitaria sélo que ahora a través de esferas centradas en el origen y
cuyo radio “va creciendo”.

De las identidades 2.16 se deduce que:

P=rtty?+22 6 p=a?ty? 22

y el jacobiano de la funcién ¢ definida en 2.17 (que de aqui en adelante conoceremos como la
transformacién de coordenadas esféricas) estd dado por:

Jg(p,0, ) = det(Dg(p,0,»))

sen(p) cos(f) —psen(p)sen(d) pcos(p)cos(h)
=det [ sen(p)sen(d)  psen(p)cos(f) pcos(yp)sen(d)

cos(p) 0 —psen(yp)
= cos(gp) - (—p? sen(i) cos()) — psen(p) - (psen®(p))

¥
¥

81 J. Péez



2.4. Algunos cambios de variable

Figura 2.24: Si consideramos puntos de la forma (p, 0, po) € R (con ¢y € (0, ) fijo), que equiv-
ale a tomar una “rebanada” del rectangulo R paralela al plano pf a la altura (g, dicho conjunto
de puntos se transforma bajo la funcién g(p, 0, p) = (psen(p) cos(9), psen(p) sen(f), p cos(p))
en un cono cuyo eje es el eje Z y que tiene una “abertura” de un angulo g

— —p?-sen(p)

Como es de suponerse, terminamos esta seccién con un ejemplo que muestra el uso de esta
transformacion.

Ejemplo 2.13 Calcular el volumen de la region que estd dentro de la esfera unitaria con centro
en el origen, y fuera del cono determinado por la ecuacién 2> = z2 + y>.
En términos mds precisos, se desea calcular el volumen de la region

A={(z,y,2) eR®|2? +¢* + 2% < 1,22 < 2? +¢?}

Solucion. Observese primero que, si tomamos

B={(pﬁ,sﬁ)€R3|0SPS1,0§9§2W, <p<

=~ w

)

N

y g la transformacion de coordenadas esféricas, entonces
9(B) = A

Por otra parte, sabemos que si f = 1, entonces
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9(p,0,¢)

Figura 2.25: Si consideramos puntos de la forma (p, 8y, ¢) € R (con 0y € [0, 2] fijo), que equiv-
ale a tomar una “rebanada” del rectdngulo R paralela al plano py a la altura 6y, dicho conjunto
de puntos se transforma bajo la funcién g(p, 0, p) = (psen(p) cos(9), psen(p) sen(f), p cos(p))
en el semicirculo unitario que estd contenido en el plano que contiene al eje Z y que forma justo
un dngulo (dirigido) 6y con la parte positiva del eje X

0o \o \=
1 o ir
= /pzdp . /d@ . /sen(go)dgp
0 0 z

- (30)- () (o
l 1
z
3

o <— cos(%r) 4 cos(zw)>

™

V2

2.5 Masa y centro de masa

Iniciamos este texto planteando un problema: ;cémo calcular la masa total de una ldmina si
disponemos de una funciéon f que nos proporciona la densidad de masa en cada punto de ésta?
Este fue el problema a partir del cual iniciamos la discusién que finalmente nos condujo al concepto
de integral de una funcién de varias variables (y de valores reales). Ahora sabemos que, si nuestra
ldmina tiene la forma de un rectangulo R, o de manera mas general, coincide con la de un conjunto
A C R? que resulta ser Jordan-medible, entonces la masa total de dicha ldmina estard dada por

MA) = | f (2.18)
/
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Figura 2.26: Si consideramos puntos de la forma (pg, ¢, ) € R (con pg € [0, 1] fijo), que equivale
a tomar una “rebanada” del rectdngulo R paralela al plano ¢ a la altura pg, dicho conjunto
de puntos se transforma bajo la funcién g(p, 8, ¢) = (psen(p) cos(f), psen(p) sen(d), pcos(p))
en la esfera de radio py con centro en el origen

De hecho, esto mismo lo podemos extender a objetos en el espacio (o en dimensiones més altas, si
hace falta); en efecto, si tenemos un objeto en el espacio cuya forma coincide con la de un conjunto
A C R3 el cual resulta ser Jordan-medible, y ademés contamos con una funcién que nos proporciona
la densidad de masa del objeto en cada uno de sus puntos, entonces no dudamos en afirmar que la
masa total del objeto se puede obtener por medio de la correspondiente integral.

En esta secciéon mostraremos otro ejemplo de como usar el concepto de integral que hemos
desarrollado, para resolver un problema muy relacionado con el del calculo de la masa total de un
objeto.

Imaginemos que tenemos un alambre (cuya masa estd distribuida de forma homogénea) que
flota sobre un cierto liquido. Sobre éste, colocamos objetos de diferente peso (o, para ser més
exactos, con diferente masa). La pregunta es: jdesde qué punto del alambre debemos sostenerlo
para que éste no se sumerja y ademés permanezca horizontal? (ver figura 2.27).

T ) @y

Figura 2.27: En un alambre que flota sobre algiin liquido colocamos objetos de diferente masa

Si sostenemos el alambre por alguno de sus puntos, digamos P;, y en otro, digamos P, colocamos
un objeto de masa m, el efecto producido sobre el alambre dependera de las posiciones relativas
de P, y de P,. Si el punto P, esta a la derecha de Pj, el alambre se sumergira hacia la derecha (o
girard en el sentido de las manecillas de reloj) y si el punto P esta a la izquierda de Py, el alambre
se sumergira hacia la izquierda (o girara en el sentido contrario al de las manecillas de reloj). Si P,
y P» coinciden, entonces el alambre permanecerd horizontal (o “equilibrado”). En los dos primeros
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casos, la “fuerza” con que gire el alambre dependera de dos cosas: una, de la cantidad m de masa
que hayamos colocado, y dos, de la distancia d entre los puntos P; y P, (ver figura 2.28).

(m)

P =P

Py P

Figura 2.28: Si P, y P, coinciden, el alambre permanecerd horizontal (o “equilibrado”); si el
punto P» estd a la izquierda de P;, el alambre se sumergird hacia la izquierda (o girard en el
sentido contrario al de las manecillas de reloj); y si el punto P, estd a la derecha de Py, el
alambre se sumergirad hacia la derecha (o girard en el sentido de las manecillas de reloj)

Para simplificar nuestro andlisis, vamos a suponer que empezamos sosteniendo el alambre por
su punto medio, y que sobre el alambre colocamos una recta que representa a los niimeros reales,
haciendo coincidir el origen con dicho punto. Ya que elegimos este sistema de referencia, obsérvese
que si la masa de magnitud m la colocamos en un cierto punto del alambre, y dicho punto coincide
con el nimero real = (en cuyo caso diremos que la masa m esté colocada en la posicién x) entonces
el nimero que se obtiene al multiplicar m y x, es decir m - x, es una muy buena forma de medir el
giro producido sobre el alambre, incluyendo su orientacién, la cual quedaréd expresada en el signo
de dicho numero (ver figura 2.29).

Figura 2.29: Sostenemos el alambre por su punto medio, y sobre el alambre colocamos una
recta que representa a los niimeros reales, haciendo coincidir el origen con dicho punto

Una vez establecida esta forma de medir el efecto producido sobre el alambre al colocarle
una masa, veremos como usando esta medida podemos expresar el hecho de que el alambre estd
“equilibrado” o en posicién horizontal. Se comprueba facilmente que, si colocamos dos masas de la
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misma magnitud m, una en la posicién x1 y otra en la posiciéon xo entonces la suma m-x1+m-xo =
m - (z1 + x2) nos da un nimero que vuelve a reflejar el efecto producido sobre el alambre al colocar
ambas masas. En efecto, si 1 + z2 > 0 entonces el alambre gira en el sentido de las manecillas
del reloj, si #1 + 22 < 0 lo hace en el sentido contrario, y si 1 + x2 = 0 (lo que significa que las
posiciones en que colocamos las masas de la misma magnitud son simétricas) entonces, como era
de esperarse, el alambre no gira, es decir, estd “equilibrado” (ver figura 2.30).

@ . @)

T 0 T2

1 +x0=0

1+ a9 >0
\ 33'1 0 96'2 )
1+ 29 <0

Figura 2.30: Si 21 + x5 > 0 entonces el alambre gira en el sentido de las manecillas del reloj; si
x1 4+ 22 < 0 lo hace en el sentido contrario, y si 1 + x2 = 0 el alambre no gira

Otro caso que también es muy sencillo de verificar es el siguiente: si ahora colocamos dos masas
m1 y me, no necesariamente de la misma magnitud, pero en posiciones x1 y xo simétricas, es decir
T9 = —x1 6 1 + x2 = 0, entonces la suma

ml-arl—i-mg'xg:(ml—mg)'a:l

es nuevamente un numero que refleja con toda presicion el efecto producido sobre el alambre.

En general, se puede comprobar que, si colocamos sobre nuestro alambre masas myq,...,m; en
las posiciones x1, ..., T, respectivamente, entonces el niimero
my-T1+ -+ mg - Tk (2.19)

nos permite medir (y saber) cudl es el giro producido sobre dicho alambre al sostenerlo por su punto
medio; en particular, si
my-ry -+ +mg-rp =0

podemos asegurar que el alambre no girara, o lo que es lo mismo, permanerd “equilibrado”.
Es importante destacar que hasta ahora la expresién 2.19 sélo nos permite determinar si las
masas mi, ..., my, ubicadas en las posiciones z1,...,x, estdn equilibradas (o no) con respecto
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al punto medio del alambre (que por cierto, es el punto del alambre que ocupa la posicién 0, de
acuerdo con la forma en que ubicamos nuestra recta real). Por esta razon, es pertinente hacernos
la siguiente pregunta: ;cudl es la expresion que nos permite determinar si el mismo conjunto de
masas y ubicaciones estd equilibrado, si ahora suponemos que el alambre se sostiene desde un punto
que estd en una posicién zy arbitraria?

Figura 2.31: Ahora sostenemos el alambre por un punto que ocupa una posicién xg y colocamos
una masa de magnitud m en una posicién x

Supongamos entonces que sostenemos el alambre por un punto que ocupa una posicién zg y que
colocamos una masa de magnitud m en una posicién x (ver figura 2.31). No es dificil convencerse
de que ahora el nimero m - (x — x¢) es el que nos da una medida del giro (incluyendo la orientacién
de éste, por medio de su signo) producido sobre nuestro alambre. Y si razonamos como parrafos
arriba, también llegaremos a la conclusién de que, al colocar un conjunto de masas my,...,my en
las posiciones 1, ..., T, el nimero

my - (x1 —xo) + -+ + my - (T — x0)

nos proporciona una manera de saber la magnitud y orientacién del giro producido, y en particular
que, si
ml-(a:l—xo)—l—-"—i—mk-(xk—xo):O (2.20)

entonces el alambre permanecerd en equilibrio.
Lo maés relevante de la identidad 2.20 es que ésta determina al valor xy en términos de los
valores my,...,mr y x1,...,x. En efecto, si en esta identidad despejamos a x(, obtenemos que

my a1+ Mg T
my + -+ mg

Trog —

k

=1
k
> m;
=1

Como se podra observar, esta ultima identidad resuelve el problema que planteamos inicial-
mente: si colocamos sobre nuestro alambre k objetos con masas mi,...,m; en las posiciones
x1,...,Tk, respectivamente, entonces la posicién dada por la férmula

my a1+ Mg T

To = 2.21
0 my + -+ mg ( )

es aquella desde la cual se debe de sostener al alambre para que éste permanezca equilibrado.
Todo lo discutido péarrafos arriba constituye la base de lo que haremos a continuaciéon. Ahora

nuestro nuevo problema es el siguiente: si tenemos un alambre cuya distribucién de masa no es

homogénea, y contamos con una funcién que nos asigna la densidad de masa en cada punto del

87 J. Péen



2.5. Masa y centro de masa

alambre, la pregunta es: jcudl es el punto de equilibrio de este alambre?, es decir, ;desde qué punto
debemos sostener a nuestro alambre para que se mantenga en posicién horizontal?

iManos a la obra! Empecemos por establecer un sistema de referencia sobre el alambre, es decir,
lo ubicamos sobre una recta real. Si el extremo izquierdo del alambre se ubica en la posicién a y
el derecho en la posicién b, entonces la funcién de densidad (de masa) del alambre se puede pensar
como una funcién p : [a,b] C R — R.

El siguiente paso consistird en subdividir el alambre en pedazos méas pequenos, lo que en términos
de posiciones equivale a tomar una particion P = {a = t9 < t; < ... <ty = b} del intervalo [a, b].
A continuacién, elegimos &; € [t;_1,t;] para cada uno de los subintervalos inducidos por P en
[a,b]. Ahora, resulta razonable suponer que la cantidad p(&;) - (t; — t;—1) es una aproximacién a
la masa contenida en la porcién del alambre representada por el subintervalo [t;—1,t;], y que esta
aproximacion es mejor en la medida de que dicho subintervalo sea méas pequeno, es decir, en la
medida de que la particiéon P sea mas “fina”. Como seguramente se recordard, la masa total m del
alambre se parecerd mucho a la suma de estos niimeros, es decir

k
ma Y p(&) - (ti—tio)
=1

b
/p(m)dm

b
m= /p(m)dm

sSulna que a Su vez Se parece mucho a

de donde concluimos que

lo cual debe de resultarle muy familiar al lector.

En cuanto al problema de encontrar el punto de equilibrio del alambre, se estara de acuerdo en
que nos podemos aproximar a éste através del punto de equilibrio del conjunto de masas (colocadas
sobre un alambre homogéneo que flota sobre algin liquido) m; = p(&;) - (t; — t;—1) ubicadas en las
posiciones & (i = 1,...,k) que, de acuerdo con la identidad 2.21, estd4 dado por

k
>omy &
=1

%

i=1
k
;& -p(&) - (ti —tiz1)
%

> (&) (ti —tio1)

1=1

y que esta aproximacién serd mejor en la medida de que la particién P sea mas fina (ver figura
2.32).
Seguramente el lector coincidira en que, como

k b
D &iopl&) - (ti—tis) & /x - p(z)d
=1 .
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f 7o e — o o %)
NG N NG — - NG &
a =ty t to 0 t3 ty ts te = b

m; = p(&) - (ti —ti-1)

a« & & &0 & & &

Figura 2.32: El punto de equilibrio de un alambre no homogéneo, se puede aproximar a través
del punto de equilibrio del conjunto de masas (colocadas sobre un alambre homogéneo que flota
sobre algin liquido) m; = p(&;) - (t; — t;—1) ubicadas en las posiciones §; (i =1,...,k)

justo cuando la particién P es mas fina, es del todo razonable afirmar que el nimero

Jx- p(z)dx
Tp = (2.22)

J p(z)dz

nos proporciona la ubicacién del punto de equilibrio de nuestro alambre.

Al niimero que aparece a la derecha de la identidad 2.22 se le concoce como el centro de masa
de un alambre (identificado con el intervalo [a, b]) cuya funcién de densidad de masa estd dada por
p:la,b) CR — R.

Como se habra notado, en todo lo que hemos hecho hasta ahora no han aparecido las integrales
de funciones de varias variables, pero como seguramente se sospechard, éstas aparecerdn cuando
abordemos el problema equivalente para objetos en el plano (ldminas) o en el espacio (sélidos).

~—

——
2P0 "ol

Figura 2.33: En una lamina que flota sobre algin liquido colocamos objetos de diferente masa

iY aqui vamos! Imaginemos ahora que tenemos una ldmina de forma rectangular (lo que por
ahora serd irrelevante) que flota sobre un cierto liquido y cuya masa estd distribuida de forma
homogénea. Sobre ésta, colocamos objetos de diferente masa. La pregunta nuevamente es: jdesde
que punto de la ldmina debemos sostenerla para que ésta no se sumerja y ademdas permanezca
horizontal? (ver figura 2.33).

Como en el caso del alambre, si ahora sostenemos nuestra lamina por alguno de sus puntos,
digamos B, y en otro, digamos Py, colocamos un objeto de masa m, el efecto producido sobre la
lamina dependerd, de nueva cuenta, de las posiciones de b y de Py. De hecho, es intuitivamente
(y experimentalmente) claro que la ldmina se sumergird en la direccién del punto P (visto desde
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el punto 150) como si ésta estuviera sostenida a lo largo de toda la linea que para por B y que es
perpendicular a la linea que une a By con Py (ver figura 2.34). También es intuitivamente claro que
la “fuerza” con la que hara este movimiento dependera de la magnitud de la masa y de la distancia
entre los puntos. Asi, es facil converserse de que el vector

me (B 1)

es una muy buena forma de medir el efecto producido sobre la lamina.

Figura 2.34: La ldmina se “sumergird” en la direccién del punto P; (visto desde el punto FP)
como si ésta estuviera sostenida a lo largo de toda la linea que pasa por Py y que es perpendicular
a la linea que une a Py con P;

En general, podemos afirmar que, si colocamos k masas de magnitudes mq, ..., my en los puntos
Py, ..., Py, respectivamente, entonces el efecto producido sobre la ldmina (que seguimos suponiendo
se sostiene por el punto Py) queda plenamente determinado por el vector

m1'(Pl—lﬁo>+"'+mk'<ﬁk—ﬁo)

(seguramente el lector se podra imaginar algunas “configuraciones” sencillas de masas y posiciones
que confirman esta afirmacién), y en particular, si

ml-(pl—Po)—l-"'—l-mk'(Pk—P(]):6 (2.23)

entonces podemos asegurar que la ldmina permanece horizontal (o en “equilibrio”).
Como en el caso unidimensional, la identidad 2.23 determina de manera tnica al punto Py ya
que, despejando, tenemos que

. 1 . .
Pz—-(m-P —|—---+m-P) 2.24
0 e 141 k- Lk (2.24)

con lo cual resolvemos el problema inicialmente planteado.
Si elegimos un sistema cartesiano en el que los puntos Py, ..., Py tienen coordenadas (z1,y1), .. .,
(zk,yr), respectivamente, entonces las coordenadas (xg,yo) (en el mismo sistema) del punto de
“equilibrio” Py (o centro de masa) del conjunto de masas my, ..., my ubicadas en dichos puntos,

estan dadas por

my-r1+ -+ mg - Ty
my + - 4 myg

micyr s My Yk
myp+ -+ myg

Trog =
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Con base en lo anterior, podemos resolver ahora el problema de encontrar el punto de “equili-
brio” (o centro de masa) de una ldmina cuya densidad de masa estd dada por un funcién p. Para
empezar, supondremos nuevamente que nuestra lamina tiene la forma de un rectdngulo R. Como en
el caso de un alambre, si damos una particiéon P del rectangulo R y consideramos los subrectangulos

R1,..., R; de R inducidos por esta particién, una primera aproximacién al punto de “equilibrio”
de la ldmina se obtiene calculando el punto de “equilibrio” correspondiente al conjunto de masas
myq, ..., my ubicadas en los puntos P, = (z1,%1), ..., Px = (g, yx), en donde tomamos

m; = p(B) - area(R;) = p(P) - m(R;)

y P, es cualquier punto del subrectdangulo R;, para ¢ =1,...,k (ver figura 2.35).

Figura 2.35: El punto de equilibrio de una Idmina no homogénea, se puede aproximar a través
del punto de equilibrio del conjunto de masas (colocadas sobre una ldmina homogénea) m; =
p(F;) - drea(R;) ubicadas en las posiciones P; (i = 1,...,k)

Asi, el punto b cuyas coordenadas estdan dadas por

my -1+ -+ mg - Ty

Trog =
my + - 4 my
k
o xi - plxi,yi) - m(Ry)
=1
B k
> (i, yi) - m(Ry)
i=1
y
_miyn g Yg
Yo =

myp+ - 4 my

éyi -p(xi, y:) - m(Ry)

(2

%
:1p($iayi) -m(R;)
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son una aproximacion a las coordenadas del centro de masa de la ldmina, y esta aproximacion es
mejor entre mas “fina” sea la particion P.
Por otra parte, justo si la particién P es muy “fina”, sabemos que

k
> plaisy) () ~ [ o)
i=1

. R
S uie plas) - mE) ~ [y play)
i=1 R
Y k
> plaieu) - m(R) ~ [ play)
=1 R

de tal forma que podemos estar seguros de que las coordenadas del centro de masa (o punto de
“equilibrio”) de la ldmina estdn dadas por

Sz p(x,y)
R
O T o(x,y)
R
Ty pz,y)
Yo = L
[ p(z,y)
R

Como el lector deducira facilmente, si ahora la forma de nuestra ldmina coincide con la de un
conjunto Jordan-medible A C R?, en este caso el centro de masa de dicha ldmina estara en el punto
cuyas coordenadas son

Sz plz,y)
oA
O T o(zy)
A
Jy-pl@y)
Yo = 4
[ p(z,y)
A

Por nuestra incapacidad para “percibir” una cuarta dimensién espacial (jen caso de que exis-
tieral), resultaria “poco intuitivo” seguir el mismo procedimiento que en los casos anteriores para
“motivar” el concepto de punto de “equilibrio” (o centro de masa) de un conjunto de masas
mi,...,m; ubicadas ahora en puntos del espacio Pl, . ,Pk. Es por esta razén que en este caso
plantearemos el problema de manera diferente.

Supongamos que tenemos un objeto ubicado en una posicién Py el cual vamos a unir, por medio
de resortes de diferente tipo, a un conjunto de masas my, ..., my ubicadas en los puntos del espacio
]51, . ,Pk, respectivamente (ver figura 2.36). Supongamos también que la “tensién” del resorte
que une a la masa en el punto P, con el objeto en la posicién Po, es igual al producto de la masa
m; por la distancia entre dichos puntos, de tal forma que la medida de la fuerza (o “tir6n”) que se

ejerce sobre nuestro objeto estd dada por m; - (PZ — P0>9. Por tanto, la fuerza neta que se ejercerd

9El lector estara de acuerdo en que este planteamiento también funcionaria para los casos en una y dos dimensiones.
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‘\&
:
VA
/

Figura 2.36: Un objeto ubicado en una posicién Py estd unido por medio de resortes de difer-
ente tipo, a un conjunto de masas myq, ..., mg ubicadas en los puntos del espacio Pl, ..,P6,
respectivamente

sobre el objeto que esta colocado en el punto Py estard dada por
my - (151—p0> ot my (pk—lﬁo)

y como en los casos anteriores, podremos decir que el punto Py es el punto de “equilibrio” de nuestro
conjunto de masas y resortes si

m1-<131—ﬁ0)—|—~-—|—mk-<I5k—130>:6

Como en los otros casos, esta ultima identidad determina de manera unica al punto Py por lo

que diremos que el punto de “equilAibrio” (Ao centro de masa) del conjunto de masas mq,...,myg
ubicadas en los puntos del espacio P, ..., P estd dado por

Si estos puntos tienen (en algin sistema de referencia) coordenadas (x1,y1,21), .-, (Tk, Yk, 2k)s
respectAivamnente7 entonces las coordenadas (xg, Yo, 20) (en el mismo sistema) del punto de “equili-
brio” Py del conjunto de masas mq,...,my ubicadas en dichos puntos, estdn dadas por

my a1+ Mg T

Trog =
my+ -+ mg
" _ Myt e Yk
0 myp+ -+ myg
my-21+ -+ mg -2k
zZ0 —

my 4+ mg

Si ahora seguimos el mismo procedimiento que en los casos anteriores (y que a estas alturas el
lector debe saberse de memoria) debe ser claro que, si tenemos un sélido cuya forma coincide con la
de un conjunto Jordan-medible A C R? y su densidad de masa estd dada por la funcién p(z,y, 2),
entonces las coordenadas (g, yo, 29) del centro de masa By de este sélido, estan dadas por

f(L' : p(fL’,y,Z)
A

:L‘O =
[ p(z,y,2)
A
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iyp(g%y) Z)
o= fp(:l"ayvz)
A
fZ'p(ﬂi',y, Z)
A
’ fp($7y7 Z)
A

Concluimos esta seccién (y este capitulo) con un ejemplo.

Ejemplo 2.14 Considere una ldmina cuya forma coincide con la del conjunto A C R? que se
encuentra dentro de la circunferencia unitaria con centro en el origen, y por arriba de la pardbola
Y= %(1 —2?). Si la densidad de masa de la ldmina es homogénea, es decir, p(x,y) = ¢, calcule su
centro de masa.

Solucion. Primero observemos que la region en cuestion se puede escribir como

A:{(x,y)€R2|—1§x§1,%(1—x2)§y§\/1—$2}

Como se sabe, la masa total de la ldmina estd dada por

1 1—x2
/p(x,y)Z/ / c-dy | dx
A -1 %(1_902)

:c-/1<M—%(1—x2)>daz

(-3

ol 3

Por otra parte, como

1 [ Vi-a?
/x-p(x,y):/ / c-xdy | dz
A -1 \l(1-22)
1
=c /3:-<\/1—3:2—%(1—3:2)>dx

se tiene que la abcisa xo del centro de masa es igual a 0, como era de esperarse, puesto que la
region A es simétrica con respecto al eje Y y la ldmina es homogénea.
Por otra parte, como

1 1—22
/y'p(x,y)Z/ / c-ydy | dx
A -1 %(1_902)
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8¢
15
se tiene que la ordenada del centro de masa es
Jy-plz,y)
Yo = 4
[ p(z.y)
A
~ 8¢/15
- 2
¢ (3-3)
B 8
15 (5-3)

la cual, por cierto, es independiente de la densidad c. Por tanto, el centro de masa de nuestra
lamina es

2.6 Problemas

1. Sea f: R =[a1,b1] X -+ X [an,by] C R™ — R continua en R, y sean {iy,...,it} C {1,...,n}
tales que i) < ijpp paral=1,....,k—=1y {j1,. ., Jn—k} ={1,...,n}\{i1, ..., ik} con j; < Ji41
paral=1,....,n—k—1. Siy;, € [a;,bi],..., v, € [ai,bi] pruebe que:

(a) la funcién fy, .y @ Rjije oy = (5. 05] x o xaj, 005, ] C R"* — R definida

como
fyil,---,yik (lev cee 7xjn7k) = f((lev cee 7‘Tjn7k)(yi17~~~,yik))

en donde (zj,... 7xjnfk)(yi17---yyik) denota al elemento de R™ cuya 7; coordenada es y;,

(para | = 1,...,k) y su j; coordenadas es z; (para l = 1,...,n — k), es continua en

Rjy,. g

(b) la funcién ¢ : Ry, i, = [ai;, biy] X -+ X [ai,, b, ] C RF — R definida como

qb(yila"‘ 7y2k) = / fyilr--,yik
le vvvv Jn—k

es continua en R; . .

2. (Teorema de Fubini generalizado) Sean, f : R = [a1,b1] X -+ X [an, by] C R™ — R integrable
sobre R,y {i1,...,ix} C {1,...,n} tales que i; < ij11 paral =1,...,k— 1. Usando la misma
notacion del ejercicio anterior, definimos las funciones ¢, ® : R;, ;. C RF — R como

¢(yi17 cee 7ylk) = / fyil,...7yik
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y -
é(yh? e 7ylk) = / fyil,...,yik
le ~~~~~ In—k
para cada (Yi,,-..,¥i,) € Ri,,. .. Pruebe que ¢ y ® son integrables sobre R;, _ ; y que
[o=fi- |
Rip .. R Rip .. i,
3. Considere las hipétesis, los conjuntos y las funciones definidas en el problema 1. Agregue la
funcién ¥ : Rj,_j, _, C R" % — R definida como
TJZ)(:EJ'N s 7':an7k) = / fwjl""’wjnfk
Ri,...ip
Pruebe que
[o= | v
Rip .. Rji ik
o lo que es lo mismo, que
/ / fyilv"'vyik = / / ijl"'”xjnfkr
i1,y i le ,,,,, Jn—k le ,,,,, Jn—k Ril ,,,,, i
4. Sea f: A C R? — R con A abierto. Pruebe, usando el teorema de Fubini que, si a%y y aifafm
son continuas en A, entonces
0? 0?
axéfy (u,v) = ayéfzn (u,v) para toda (u,v) € A
5. Sean f; : [a;,b;] CR — R (i = 1,...,n) funciones continuas. Si definimos f : R = [a1,b1] X
<o+ X [an,by] CR™ = R como f(z1,...,2,) = fi(x1) ...  fn(xn), pruebe que f es integrable
sobre R y ademas
b1 bn
/f = /fl(xl)dxl e /fn(:nn)dxn
R 1 n
6. Sea f : R = [a,b] x [c,d] C R? — R con derivadas parciales continuas. Definimos F : R =
[a,b] x [c,d] € R? — R como
Fe)= [ paratoda (o) € fab] x fed
[a,z]x[c,y]
Pruebe que F es de clase C2 en int(R). Calcule todas las derivadas parciales hasta de orden
dos de F.
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7. Sea f: R=[0,1] x [0,1] € R? — R definida como:

1 si x es racional

flz,y) =

2y si x es irracional

1/1

Pruebe que la integral iterada [ ( [ fz, y)dy> dx existe pero que sin embargo f no es inte-
0 \0

grable sobre R.

8. Sea f : [a,b] C R — R integrable en [a,b] y R = [a,b] X [a,b]. Pruebe que para toda u € [a, b]:

u 2
/b(/f(u)f(v)dv) du:/b (/bf(u)f(v)dv) du:% (/bf(t)dt)

9. Sea f: R = [a1,b1] x [az,bo] X [as,bs] C R® — R tal que la funcién f,, : [a3,b3] C R — R
definida como f, () = f(x,y, 2) es integrable para toda (z,y) € R’ = [a1,b1] X [az, bs] C R?
y % es continua en R. Si definimos g : R’ € R? — R como g(z,y) = f;j f(x,y, z)dz, pruebe

que %(JE, y) existe para toda (z,y) € R’ y ademés

b3
dg [ Of
%(m,y)—/%(x,y,z)dz
as

10. Sea f como en el problema anterior y suponga que [a1, b1] = [ag, bs]. Si definimos F' : a1, b1] C
R — R como
T b3
F(z) = / flz,y,2)dz | dy
al as

(a) ;bajo qué condiciones F' es derivable?

b3 T b3
(b) si F es derivable, pruebe que F'(z) = [ f(z,x,2)dz + [ (f %(w,y,z)dz) dy
as a1 \a3

11. Determine las regiones de integracién que conducen a las siguientes integrales muiltiples, y
evalielas

2 [z [VZZ-y? 1 ||
(1) of f [ wdx|dy|dz (i) [ ( i ex+ydy> dx

0 0 —1 —2‘;1;‘

1 [z z+y 3 [6-2z [4—(2y/3)—4z/3
(¢ii) [ (f ( i dz) dy) dx (iv) [ ( S < S yzdm) dy) dz
0 \O0 \z2+4y2 0 0 0

t
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Problemas

12.

13.

14.

15.

16.

J. Péez

Pruebe que, si g : [¢,d] — [a,b] es una biyeccién de clase C' y f : [a,b] — R es continua,
entonces

b d
/ f(a)d = / Flg(t)) - |g'(#)] dt

Sea f:[0,a] C R — R continua.

(a) identifique la regién que conduce a la siguiente integral

a x

/ / O/f(z)dz dy | dx

0 0

(b) use el teorema de Fubini para probar la identidad

a x

/ / /yf(z)dz dy d$:%/af(z)(a—z)2dz
0 0

0 0

Calcule la integral de la funcién f sobre la region A, donde:

(a) A es la regién acotada por la parte positiva de los ejes X y Y y la recta 3x + 4y =10 y
flz,y) =2 +y?

(b) A es la regién comprendida entre el circulo de radio 1 y el circulo radio 2, ambos con
centro en el origen, y f(z,y) =1+ zy

(c) A es la regién acotada por el eje Y y la pardbola x = —4y? + 3,y f(x,y) = 23y

(d) A es la regién encerrada por la superficie z = 22 + 32 y los planos z = 5y z = 10, y
fla,y,2) =1

() A={(z,y) eR*|a? +y? <9,y <z +3,a+y <0}y flz,y) ==y

() A={(@y eR?|0<z<lyzs<y<l}yflry) =e"

(g) A es la regién acotada por los planos z = 0, z = x y la superficie y> = 4 — 2z, y
fla,y,2) =1

(h) A es la regién encerrada por las superficies y? + 22 = 4a y |z| = 4a, y f(2,y,2) =

)

2

(i) A es la interseccién de los cilindros sdlidos 22 +y? <1y 22+ 22 <1,y f(z,y,2) =1

Sea A= {(z,y) ER? |a <z <b —¢(xr) <y < ¢(x)} donde ¢ : [a,b] — R es continua y no
negativa. Pruebe que:

(a) si(x,y) € A, entonces (z,—y) € A
(b) si f: ACR? — Res tal que f(x,—y) = —f(z,y), entonces [ f =0
A

En cada inciso, encuentra la imagen bajo la transformacién g de la regién A e integre la
funcién f sobre g(A), donde:

(8) gluv) = (2 =%, 2u0), A = {(u,0) €R? [, 2 0y 2407 < 1y flo,y) = Ty
ey
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(®) g(u,v) = (u+v,u?—v), A ={(u,v) € R* |u,v > 0y u+v <2}, y f(z,y) = W
(c) g(u,v) = (u,v(1 +u?)), A=1[0,3] x[0,2] y f(z,y) ==

(d) g(u,v) = (u,v(1+2u)), (;cudl es la imagen de las lineas horizontales bajo esta transfor-
macién?) A =10,3] x [1,3] y f(z,y) =1

17. Calcule el area de las siguientes regiones:

2

la regién acotada por las curvas cuyas ecuaciones polares son § =0, 0 = 7 y r =60

(a)
(b)
()

)

(d) la regién que estd dentro de la curva r = 3sen(f) y fuera de la curva r = 1 + sen(0)

la regién acotada por la curva r? = 2a? |cos(26)| (dibijela)

la regién que estd dentro de la curva r = 1+ cos(f) y fuera de la curva r = 1

18. Calcule el volumen de las siguientes regiones:

(a) la regién que estd dentro del cilindro 22 + y? = 1, debajo de la esfera de radio 2 con
centro en el origen y arriba del plano XY

(b) la regién que estd dentro del elipsoide 422 + 4% + 22 = 16 y fuera del cilindro 22 +32 = 1
19. Sea M > 0.

(a) muestre que

(1l — e_Mz) < e~ (@ Hv?) < (1l — €_2M2)

[—M,M]x[—M,M]

M 2
7T(1—€_M2) < (/ e dt Sﬂ(l—e_2M2)
M

(c) (cudnto vale [ et dt?

— 00

(b) pruebe que

20. Calcule la integral de la funcién f(zx,y,z) = xyz sobre el conjunto Jordan-medible A C R3,
en donde A es la regién acotada por los planos 40 —y =0, —4dy =0,z +y = lL,oe+y =
4, +y—2z2=0y z=0 (sugerencia: proceda como en el ejemplo 2.10).

21. Una bola en R* de radio R > 0 con centro en el origen se define como {(x1, 2,73, 24) € R? |
22 + 23 + 22 + 22 < R?}. Calcule el “volumen” de esta bola.

22. Si g es la transformacién de coordenadas esféricas, verifique que los puntos de la forma
9(p,0,00) (vo fijo) satisfacen la ecuacién de un cono.

23. Usando el cambio de coordenadas “adecuado”, integra la funcién f sobre la regiéon A, donde:

(a) A es la regién que estd fuera del cilindro 22 +%2? = a? y dentro de la esfera 22 + 4% + 22 =
4a?,y f(z,y,2) = kz*
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

J. Péez

(b) A es laregién que estd dentro del cono 2 +y% = 22 y dentro de la esfera z2 +y% 422 = 2z,
y f(z,y,2) = k2

(c) A es la region que estd dentro del paraboloide 22 4+ y? = z y dentro de la esfera 2% +
y*+ 2% =22,y fz,y,2) =2

(d) A eslaregién que ests fuera del cono 22 +9? = 22 y dentro del cilindro x2 +y? — 2y = 0,
y flz,y,2) =z

(e) A es la regién que estd dentro del cilindro 22 + y? = 4 y fuera del hiperboloide 22 +y* —
2 =1y flr,y,2) =y

(f) A es la regién que esté por debajo del paraboloide x? + y? = z, arriba del plano z =0 y
dentro del cilindro recto cuya base tiene la forma de la curva r = 1+ cos(0), f(z,y,2) =
22 4 y? (esboce la regién)

(g) A es la regién que estd dentro del paraboloide 22 + y?> = z y por debajo del plano
x—2242=0,y f(z,y,z) =2

(h) A es la regién que estd dentro de la esfera o2 4+ y2 + 22 = 4 y dentro del cilindro recto
cuya base tiene la forma de la curva r = cos(26), y f(z,y, z) = 2% +y? (esboce la region)

Sea h : [a,b] C R — R continua. Deduzca, usando coordenadas cilindricas, cuél es el volumen
del sélido de revolucion que se obtiene cuando se gira la grafica de h con respecto al eje X.

De una esfera de radio p se corta una cuna mediante dos planos que se intersecan en un
v

didmetro de la esfera. Si el dngulo entre los planos es %, jcudl es el volumen de la cuna?
Defina, en general, el concepto de masa y centro de masa para un “objeto en n dimensiones”
cuya forma coincide con la de un conjunto Jordan-medible A C R" y cuya “densidad” esta
dada por la funcién p: A C R” — R.

Considere dos objetos cuyas formas coinciden con los conjuntos A, B C R™ Jordan-medibles,
respectivamente, tales que J (AN B) =0, y con funcién de densidad p: AUB C R" — R.
Si Py, Pg, y Paup son puntos de R” que representan los centros de masa de A, B y AU B,
respectivamente. Pruebe que

. M(A - M(B -

Pup——MA) p o MB) 5

M(A)+ M(B) M(A) + M(B)

Interprete “geométricamente” (el lector estard de acuerdo en que este problema “justifica”
de alguna manera la expresién: “un objeto (o masa) ubicado(a) en un punto”’, que sin duda
“idealiza” una situacién que es muy dificil que se cumpla en “la realidad”).

Considere una ldmina de densidad constante 1 cuya forma coincide con la del conjunto A =
[-2,2] x [~1,1] C R2.

(a) muestre que cualquier recta que pasa por su centro de masa la divide en dos partes con
la misma masa (o drea)

(b) si ahora la ldmina tiene la forma del conjunto A = [~2,0] x [~2,2]U[0,2] x [-1,1] C R
se sigue cumpliendo la misma propiedad del inciso anterior?

Sea A la regién que estd dentro de la circunferencia de radio 1 con centro en el (0,1). Si
A es la forma de una placa metdlica cuya densidad de masa p estd dada por la funcién
p(z,y) = 22 + y?, calcule:
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30.

31.

32.

33.

(a) la masa total de la placa

(b) el centro de masa de la placa

Sea A la regién que estd dentro de la circunferencia de radio 1 con centro en el (0,1). Si A es
la forma de una placa metalica cuya densidad de masa p estd dada por la funcién

x2—|—y2 si —1<x<0
p(z,y) =
y2 si0<zx<1

calcule:

(a) la masa total de la placa

(b) el centro de masa de la placa

Considere la regién del problema 23 inciso (a). Si A es el complemento (en la esfera) de dicha
regién y es tal que su densidad de masa estd dada por la funcién p(z,y,2) = 22 + y? + 22,
calcule:

(a) la masa total de A
(b) el centro de masa de A

Una placa metdlica tiene la forma de la regién que estd dentro de la curva r = 3sen(d) y
fuera de la curva r = 1 +sen(), y tiene una funcién de densidad de masa en el punto P igual
al cuadrado de la distancia que hay de P al eje polar. Calcule:

(a) la masa total de la placa

(b) el centro de masa de la placa

Encuentre la masa total y el centro de masa del sélido que estd en el interior, tanto del cilindro
z? + 32 — 2y = 0 como de la esfera z? + y? + 22 = 4, suponiendo que la densidad de masa en
el punto P es directamente proporcional a la distancia de P al plano XY

101 J. Péez



2.6. Problemas

J. Péex 102



Capitulo 3

Integrando sobre curvas

En el capitulo anterior vimos cémo calcular la masa total de un alambre, aun cuando éste fuera
de densidad no homogénea, pero suponiendo que era recto. Surge entonces la pregunta de cémo
hacer el mismo calculo, pero suponiendo ahora que nuestro alambre esta curvado. Y ya metidos en
gastos, por supuesto que también nos podemos preguntar lo mismo para laminas no necesariamente
planas. Parte de lo que haremos en este capitulo sera desarrollar las herramientas necesarias para
contestar la primera pregunta y en el siguiente, las necesarias para responder la segunda.

En este capitulo también desarrollaremos herramientas que nos permitiran dar sentido a la idea
de integrar una funcién de valores reales sobre una curva (de este tipo es la funcién que nos da la
densidad de masa de un alambre no homogéneo), y més aun, veremos que hay ciertos problemas
(de la Fisica, jpor supuesto!) que nos conducen al concepto de integral sobre una curva de una
funcién de valores vectoriales.

3.1 Curvas y trayectorias

La herramienta més adecuada para describir la forma de un alambre que no es recto, son las
funciones de R en R? (si nuestro alambre no es recto pero es plano) o de R en R3, justo porque
las imégenes de este tipo de funciones se ven como curvas. Para ser mas precisos, trabajaremos
con funciones que estédn definidas sobre algin intervalo [a,b] C R y cuyos valores estdn en R", en
general. Necesitaremos también que estas funciones sean derivables!, o cuando menos que lo sean
por pedazos, y que esta derivada sea continua (para no tener problemas si nos topamos con alguna
expresion que la incluya y que vayamos a integrar). Este tipo de funciones reciben un nombre
particular el cual queda establecido en la siguiente

Definicién 3.1 Una funcion v : [a,b] C R = R" es suave por pedazos si existe una particion
P={a=ty<ty <---<ty=>b} del intervalo [a,b] tal que vy tiene derivada continua (de clase C')
en cada subintervalo [ti—1,t;] (parai=1,...,k). A la imagen T = ~([a,b]) de una funcion v suave
por pedazos la llamaremos curva suave por pedazos y diremos que vy es una parametrizacion suave
por pedazos de I'. A ~(a) se le conoce como el punto inicial de v y a y(b) como el punto final, y
st y(a) = y(b) decimos que v es cerrada.

Un ejemplo tipico de una curva suave por pedazos es la siguiente:

!Existen funciones definidas sobre el intervalo [0,1] con valores en R?, continuas, cuya imagen es el cuadrado
[0,1] x [0,1]. Se les conoce con el nombre de “curvas de Peano” en honor del matemético italiano Giuseppe Peano
(1858-1932).
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Ejemplo 3.2 Considere el cuadrado (en R?) con vértices en los puntos (0,0), (1,0),(1,1) y (0,1)
(ver figura 3.1). Una parametrizacion (suave por pedazos) para esta curva puede ser la funcion
v :[0,4] € R — R? definida como:

(t,0) si0<t<1

) at-1) sit<t<?
=9 3-41) siz<t<3
(0,4—t) si3<t<d

1 X

Figura 3.1: Cuadrado unitario

Es un hecho conocido que una curva con “picos” se puede ver como la imagen de una funcién
v : la,b] € R — R" derivable en todo su dominio (sélo que en estos “picos” es necesario que la
velocidad se haga cero, para que se pueda hacer un cambio “brusco” de direccién). Tal es el caso
de la gréfica de la funcién f(z) = |z| en el intervalo [—1,1] (ver figura 3.2) para la cual se puede
conseguir una parametrizacién que sea derivable y que ademds dicha derivada sea continua en
todo su dominio (es un buen ejercicio encontrar esta parametrizacién). Sin embargo, la funcién
v :[~1,1] € R — R? definida como v(t) = (t, |t|) también es una parametrizacién suave por pedazos
de la misma curva (basta tomar la particiéon {—1,0,1}), en donde ademds la derivada de 7 en los
correspondientes subintervalos nunca se hace cero.

Y

Figura 3.2: Valor absoluto

Observe que el ejemplo anterior no es mas que un caso particular de algo que se puede hacer de
manera més general. Nétese que, si f : [a,b] C R — R es una funcién suave por pedazos, entonces
la grifica de f (Gy = {(z, f(z)) € R? | « € [a,b]}) también es una curva suave por pedazos y
la funcién v : [a,b] € R — R? definida como ~(z) = (x, f(z)) es una parametrizacién (suave por
pedazos) de ella (ver figura 3.3).

Muchas de las propiedades de las funciones de R en R" ya las conocemos, asi que solo agregare-
mos algunas muy especificas de las suaves por pedazos.

La primera de ellas, y que usaremos con mucha frecuencia, es que este tipo de funciones se
pueden “unir” o “pegar”. En efecto, si dos funciones v y § son suaves por pedazos, con la propiedad
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(b, f(b))

X

o+

Figura 3.3: La grafica de una funcién también es una curva

de que § “empieza” donde “termina” -, entonces podemos construir una tercera funcién (o curva)
suave por pedazos, que denotaremos por v + d, y que se obtiene “pegando” ambas funciones (ver
figura 3.4). Formalizamos esta “operacién” en la siguiente

Definicién 3.3 Sean, v:[a,b] CR—R" y ¢ : [c,d] C R — R" dos funciones suaves por pedazos
tales que v(b) = 6(c). Definimos la funcion v+46 : [a,b+ (d—c)] C R — R" de la siguiente manera:

~(t) sit € [a,b
(v +0)(t) =
t—b+c) site[bb+ (d—c)
)
5(d)

v(b) = 4(¢)

Figura 3.4: La curva v+ §

Se deja como ejercicio al lector probar que en efecto, v + d es nuevamente una funcién suave
por pedazos, y por lo tanto, que la unién de sus imagenes también es una curva suave por pedazos.

Otro concepto importante relacionado con las funciones de R en R™ es el que tiene que ver
con la idea de cambio de parametro o reparametrizacién. Incluimos todo lo relacionado con este
concepto en la siguiente

Definicién 3.4 Sea v : [a,b] C R — R" una funcion suave por pedazos y « : [c,d] C R —[a,b] C R
suprayectiva en [a,b], y de clase C' en [c,d]. Sila funcion yoa : [c,d] C R — R™ (cuya imagen es
la misma que la de 7y) es nuevamente suave por pedazos, decimos que yo«a es una reparametrizacion
de la curva T = v([a,b]). Si adicionalmente la funcion « es inyectiva, se debe tener que o/(t) > 0
para toda t € [c,d] 6 &/ (t) <0 para toda t € [¢,d]. En el primer caso (en el que se debe de cumplir
que a(c) = a y a(d) = b) decimos que v o o es una reparametrizacion que preserva la direccion, y
en el sequndo (en el que se debe de cumplir que a(c) =b y a(d) = a) que invierte la direccion.
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Dada v : [a,b] € R — R" una funcién suave por pedazos, hay una reparametrizacién muy
particular de ésta que usaremos con mucha frecuencia y que por tanto merece mencién aparte. Es la
que se obtiene al considerar la funcién « : [a, b]—[a, b] definida como «(t) = a+b—t. Como se verifica
facilmente, v o a es una reparametrizacién que invierte la orientacién y que tiene la particularidad
de recorrer la misma curva I' = ~([a, b]), s6lo que en sentido contrario; el punto inicial de v o «
es el punto final de v y el punto final de v o « es el punto inicial de v. A esta reparametrizacién
especifica de v la denotaremos como —~ (ver figura 3.5). Resumiendo, si v : [a,b] C R — R" es una
funcién suave por pedazos, definimos — : [a,b] C R — R" como

(=)@) =~v(a+b—1)
que también es una funcién suave por pedazos.

v -

7(b) —()

Figura 3.5: Las curvas vy —v

Concluimos esta seccién recordando cémo se usan las parametrizaciones para calcular la longitud
de una curva I' C R™. Supongamos por ahora que v = (7y1,...,7,) : [a,b] C R — R" es una
parametrizacién inyectiva y de clase C! de esta curva. Como es intuitivamente claro, un método
para aproximarse a la longitud de la curva I' consiste en tomar un numero finito de puntos de
ésta (empezando y terminando en los puntos inicial y final), digamos By,...,P; €T, y calcular la

longitud entre cada dos consecutivos, es decir ‘  — P4 H De esta forma, la suma de todos estos

numeros <Zf 1 - 1”) es una aproximacién a la longitud de la curva, y esta serd mejor si

tomamos més puntos y maés cercanos entre si (ver figura 3.6).

7 (b)

Figura 3.6: Aproximacién a la longitud de la curva

Dado que estamos suponiendo que v es una parametrizaciéon inyectiva de I', existe una tnica
particion P = {tg,...,tx} del intervalo [a,b] tal que P; = ~(¢;), y por lo tanto tenemos que

k k
S8 B = S At
=1 =1
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Por otra parte, como estamos suponiendo que ¥ = (71,...,7,) es una funcién de clase C' en
(1) (n)
4 e

[a,b], por el Teorema del Valor Medio para funciones de R en R, tenemos que existen ¢; . ..

[ti—1,t;] tales que
Y(ti) = y(tic1) = (n(ts) —y(tiz1), - ynlti) — Ynlti-1))
(’Y{ (tl(-l)) (i —tic1), - (tE")) (ti — ti—l))

= (ti —ti-1) (% <t§1)> T <t§n))>

Ahora, si los puntos Py, ..., P, € I’ son muchos y muy cercanos entre si (los consecutivos), entonces
la particion P serd muy fina, de tal forma que t;_1 y t; también seran puntos muy cercanos. Asi,
por la continuidad de la derivada de v debemos tener que

(L (89) ot (6)) = (46 )
para cualquier &; € [t;_1,t;]. De esta forma, debemos tener entonces que
Y(ti) —y(ti-1) = (ti — ti-1) (71 <t§1)) see s Yn <t§n))) (3.1)
~ (b —tim1) (V1 (&) - (&)

para cualquier §; € [t;—1,t;] y paracadai=1,... k.
Por lo tanto, tenemos que

k
i=1

k
P = Pia| = 3 Iv(t) = (i)
i=1

k
~ SNG4 D]t~ i)
i=1

y como el lector sabra reconocer, esta ultima suma es una suma de Riemann correspondiente a la

integral
b
[l a

por lo que es de esperarse que la longitud de la curva I', que denotaremos por [(I"), coincida con
esta integral, es decir, se debe tener que

b
i) = / Iy (6)|] e (3.2)

Es importante destacar que la integral que aparece en la identidad anterior estd bien definida
aun cuando « sea una funcién suave por pedazos, en virtud de que [|7/(¢)]| serd una funcién acotada
y continua en [a, b], salvo por un nimero finito de puntos. Por otra parte, si v no es una funcién
inyectiva entonces esta integral no representa la longitud de la curva descrita, sino la longitud total
recorrida por un objeto que sigue la trayectoria descrita por . Esta tltima observacion es muy
relevante, puesto que expresa el otro uso que le vamos a dar a las funciones como ~; es decir, este
tipo de funciones también las usaremos para describir el recorrido o trayectoria seguida por un
objeto.

Para terminar esta seccion, vale la pena decir que la aproximacion expresada en 3.1 funciona
muy bien y por tanto serd muy usada en lo que resta de este capitulo.
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3.2 Integrando funciones escalares

Una vez que hemos definido y establecido las propiedades béasicas de la herramienta con la cual
vamos a trabajar (las funciones de R en R” suaves por pedazos), estamos en condiciones de abordar
el primer problema que nos planteamos al inicio de este capitulo.

Supongamos que tenemos un alambre no homogéneo cuya forma coincide con la de una curva
I' € R” (claro, con n =2 6 n = 3) y cuya densidad de masa esta dada por la funcién p. Por ahora,
vamos a suponer que I' es la imagen de una funcién v = (y1,...,7,) : [a,b] C R — R" inyectiva y
de clase C'. La pregunta es: jcémo calcular la masa total del alambre?

De forma andloga a como hicimos en el caso del calculo de la longitud de una curva, todo parece
indicar que lo méds apropiado es proceder de la siguiente manera (ver figura 3.7):

con densidad p(gl)

Figura 3.7: Un alambre no homogéneo cuya forma coincide con la de una curva I’

1. elegir nuevamente un nimero finito de puntos Py, ..., P, € T

—

2. en cada arco de curva ]5,-_1]52- elegir un punto é,

—

3. suponer que la densidad de masa a lo largo de cada arco ]%_1]5,- estd dada por p(fz)

—

4. aproximar la longitud del arco ]%_1]5,- por la distancia entre los puntos Jf’Z y ]52-_1, es decir,

por pi - pi—lH

Siguiendo estos pasos se tiene que la cantidad p(é,) . ‘]5, — Jf’,-_lH es una aproximacién a la

cantidad de masa contenida en el pedazo de alambre representado por el arco Pi_llsi, por lo que

la suma
k

Zp(éi) :

i=1

A

P - Pi—l” (3.3)

es una aproximacion a la masa total, la cual, como siempre sucede y sucedera en estos casos, serd
mejor en la medida de que tomemos muchos puntos, y muy bien distribuidos, a lo largo de I'.

Si ahora recordamos que la curva I' estd parametrizada por la funcién v, la seleccion de los
puntos Py, ..., P, € T se corresponde con una particién P = {to,...,tr} del intervalo [a,b] tal que
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Py =~y(ti-1)
Figura 3.8: Los puntos Dp,...,P; € I se corresponden con los elementos de una particién

P = {to,...,tx} del intervalo [a, b]

—

b, = v(t;), y la eleccién de los puntos éz € P,_1 P, con la eleccién de un punto & € [ti—1,t;], para
cadai=1,...,k (ver figura 3.8). De esta forma, la suma 3.3 se puede escribir como
k
ZP(’Y(&)) Aly() = v(Ei-)l
i=1

y esta suma se aproximard cada vez mejor a la masa del alambre si la particion P es cada vez mas
fina.
Por otra parte, si usamos 3.1 tendremos que

k k

D p(r(&)) - llv(t) = vt = Y p(v(&) - IV (€] - (ti — tima) (3.4)

i=1 i=1

y nuevamente, el ojo bien entrenado del lector reconoceré rapidamente que la suma de la derecha
es una suma de Riemann correspondiente a la integral

b

/ (1)) - |2/ (®)|] (3.5)

a

vy que dicha suma se parecerd més a esta integral, justo en la medida de que P sea una particién
muy fina.

Dado que la suma que estd a la izquierda en 3.4 se parece mas a la masa total de nuestro
alambre en la medida de que P sea una particion muy fina, y en esta misma medida, la suma de
la derecha se parece més a la integral 3.5, es ficil concluir entonces que la masa total debera estar
dada por esta integral. De hecho obsérvese que, si el alambre es homogéneo, es decir, p es una
funcién constante, entonces el valor de esta integral es igual a esta constante multiplicada por la
longitud de la curva [(I'), como era de esperarse.

Es importante destacar que la integral que aparece en 3.5 esta perfectamente bien definida aun
cuando < sea una curva suave por pedazos, razén por la cual todos nuestros razonamientos son
aplicables en este caso.

Tlustraremos la discusién anterior con el siguiente

Ejemplo 3.5 Considere un alambre cuya forma coincide con la imagen de la funcion ~(t) =
(cos(2mt),sen(2wt),t) con t € [—1,1] (un resorte), y su densidad de masa estd dada por la funcion
p(x,y,2) =1 — 2% Calcular la masa total del alambre.
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Solucion. Dado que ' (t) = (—2msen(2nt), 27 cos(2nt), 1) entonces ||/ (t)|| = V1 + 4x2 y por lo
tanto

1 1
[ o) Iyl d = viva . [o- e
—1 -1

:\/1+47T2-<2—§>
:é-\/1+47r2

3

Hay otro problema, en este caso geométrico, cuya solucién nos conduce a calcular una integral
como la que aparece en 3.5. Supdngase que se tiene una barda cuya base tiene la forma de una
curva I' C R? y su altura, que varfa en cada punto de esta curva, estd dada por una funcién f (la
que supondremos que es continua, aunque podemos suponer menos que eso) (ver figura 3.9). Como
es de imaginarse, la pregunta en este caso es: jcudl es el area total de la barda?

Figura 3.9: Una barda de altura variable (dada por la funcién f) y cuya base tiene la forma de
la curva ~

Si seguimos exactamente los mismos cuatro pasos que en el caso anterior, aclarando que en el
—_—

paso 3 ahora lo que supondriamos es que la altura de la barda a lo largo del arco P,_1 P, estd dada
por f(&), entonces la cantidad f(&;) -
mucho a la barda en ese arco de la curva (ver figura 3.10). De esta forma, la suma

Zk:f(éi) : ‘ P
i=1

.

i_lH representa el area de una tabla que se parece

sera una aproximacién al area total de la barda.
Si ahora suponemos que tenemos una parametrizacion v de la curva I', con las mismas carac-
teristicas de antes, y aplicamos la misma aproximacién para la cantidad

|12 = B | = (k) = v(tim) | ~ I @] - (= =)

Zfsz\ 21H~Zf (&) - IV (&) - (s —ti-)

y como la suma de la derecha es una suma de Riemann de la integral

entonces

b
/ Fv@) - | @) de (3.6)
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Figura 3.10: Una tabla que se parece mucho a la barda en un subarco de la curva «

llegamos a la conclusion de que el area de la barda debe estar dada por esta integral.
El siguiente ejemplo muestra que estamos en lo correcto.

Ejemplo 3.6 Considere una barda circular (de radio 1) cuya altura en cada punto estd dada por
la funcion f(x,y) =1—y (ver figura 3.11). Calcular el drea de la barda.

Solucion. Lo primero que se debe destacar es que el drea que se quiere calcular, coincide con
ser la mitad del drea de un cilindro de base circular (de radio 1) y altura 2 (perimetro de la
base(2m) x altura(2) = 4w ). Por esta razon, el valor al que debemos llegar es 2.

Para calcular la integral 3.6, parametrizaremos la base de la barda con la funcidn (t) = (cos(t),sen(t))
con t € [0,27]. Por tanto, +'(t) = (—sen(t),cos(t)) de tal forma que

b 2
/f(’y(t)) : H’y'(t)Hdt:/(l —sen(t)) - 1dt
a 0

=2m

como habiamos previsto.

Figura 3.11: Una barda circular

El trabajo desarrollado hasta aqui es parte de la motivacién para introducir el concepto matemé-
tico que definiremos a continuacién. Se trata del concepto de integral de una funcién f (de valores
reales) sobre una curva I' C R™ parametrizada por una funcién v : [a,b] C R — R™. A este tipo de
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integral se le conoce con el nombre de integral de linea de una funcién f (o de un campo escalar
f, como también se le nombra a este tipo de funciones por su cercania con la Fisica). En términos
estrictamente matematicos, la definicién es la siguiente:

Definicién 3.7 Sea I' C R™ una curva suave por pedazos, parametrizada por una funcion (suave
por pedazos) v : [a,b] CR - R™. Si f: T C R™ — R es continua, definimos la integral de f sobre
T, seqin la parametrizacion vy, (que denotaremos por [. f|dvy|) como

b
L/mmuz/ﬂwm-wﬁwﬁ
r a

Por el trabajo realizado hasta aqui, este tipo de integral puede tener varias interpretaciones
(masa, drea, etc.) de acuerdo con el contexto en el que se esté trabajando, lo que por cierto, es una
caracteristica comiin a muchos conceptos matemaéticos.

Lo siguiente que haremos serd mostrar algunas de las propiedades de este nuevo concepto, todas
ellas muy sencillas. La primera se relaciona con la aritmética del tipo de funciones que se integran,
y dice lo siguiente:

Proposicién 3.8 Sea I’ C R™ una curva suave por pedazos parametrizada por la funcion vy : a,b] C
R—R" Sif,g:T CR"™ — R son continuas y o, B € R entonces

Jas+solari=a [ fla+5 [ glar)
r r r

Como es de suponerse, la prueba de esta proposicién se deja al lector.

La siguiente propiedad que mencionaremos tiene que ver con lo se puede llamar la “aritmética
de las curvas” sobre las que se integra, y establece que, si una curva se puede ver como la “suma”
de otras dos (ver definicién 3.3), entonces la integral de una funcién sobre la curva original, es igual
a la suma de las integrales sobre cada una de ellas.

Proposiciéon 3.9 Sean, I') A C R" curvas suaves por pedazos parametrizadas por las funciones
v:[a, b CR—=R" yd: e, d CR — R", respectivamente, tales que I' U A es suave por pedazos y
estd parametrizada por v +9. Si f:TUA CR™ — R es continua entonces

/fWW+®H=/ﬂWM+/fWW
T A

TUuA
Dem. De acuerdo con la definicién de « + 9, tenemos que

b+d—c

/’f«w+au»'wv+6wwuﬁ

/fWW+®H

TUA a
b b+d—c
= /f((’Y +0)(1)) - || (v + 8)' (1)]| dt + / F((y+8)(®) - [|(v +0)' ()| dt
a b
b b+d—c

:/f(y(t))-Hv’(t)Hdt—l— / Ot — b+ ) - [[8/(t — b+ o) de
b

a
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b+d—c

:/f\|d7\|+ / fOE—=b+c)-||0'(t—b+c)| dt
r

b

Ahora, si en la segunda integral del iltimo renglén hacemos el cambio de variable s =t — b + ¢,
tendremos que

b+d—c

d
/ f(é(t—b+c))-HcS’(t—b—i—c)Hdt:/f(é(s))-Hé’(s)Hds

b c
=/fWW
A

con lo cual concluimos la prueba. |

Esta propiedad tiene un valor practico muy importante, ya que nos permite “ahorrarnos” el
calculo de la parametrizacion v + §. Ilustraremos esto con un ejemplo.

Ejemplo 3.10 Considere el cuadrado T' parametrizado por la funcion ~ (suave por pedazos) del
ejemplo 3.2, y la funcion f(x,y) = 2>+ y%. Calcule Jr flld]l.

Solucion. De acuerdo con el problema 4, se tiene que v = v1 + Y2 + 3 + 4 de modo que, por la
proposicion 3.9

/fMﬂ%i/ﬂWwW+/waH+/fM%H+/fMMH
1 1
/t2dt+0/1+t2dt+/(1+ (1—1t)? dt+/1—t2dt

0

(4 — 4t +4t%) dt

Il
o—__°

Il
W

2+4
3

5=

en donde I'1,T'y,T's y T'y son la curva imagen (cada uno de los lados del cuadrado) de las funciones
Y1,7Y2,7Y3 Y Y4, respectivamente.

Una pregunta que es muy pertinente hacerse con relacién a este tipo de integral es la siguiente:
iqué tanto depende el valor de fr flldv| de la parametrizaciéon v? Cuando se calculé la longi-
tud de una curva I'" (o la masa total de un alambre, o el drea de una barda) supusimos que la
parametrizacion con la que estabamos trabajando era inyectiva, y esto se hizo con el fin de no
“agregar de mas” a lo que estdbamos calculando. Esto nos lleva a sospechar que, en tanto dos
parametrizaciones v y d recorran “el mismo ntimero de veces” a la curva I', sin importar la rapidez
y la orientaciéon con que lo hagan, al realizar la integral con cualquiera de ellas nos debe de dar
el mismo resultado. Esta idea de que dos parametrizaciones recorran “el mismo numero de veces”
a la curva I', se puede formalizar usando el concepto de reparametrizacién definida en 3.4, de la
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siguiente manera: si 0 se puede escribir como una reparametrizacién inyectiva de 7 (sin importar
si preserva o no la orientacién) entonces diremos que 7 y § recorren “el mismo nimero de veces” a
la curva I'. La siguiente proposicion, con la que concluimos esta seccién, concreta estas ideas.

Proposicion 3.11 Sean, I' C R™ una curva suave por pedazos y f : I' C R® — R continua.
Sivy:fa,b) CR—=R" yd: [c,d CR—=R" son dos parametrizaciones de T tales que existe
a:[e,d] — [a,b] una biyeccion de clase C con la propiedad de que § = y o o, entonces

[ sl = [ slasi
N N

Dem. Como se establece en la definicién 3.4 (y se pide probar en el problema 5), dado que
a: [e,d] — [a,b] es una biyeccion, se debe tener que o/(s) > 0 para toda s € [¢,d] 6 o/(s) < 0 para
toda s € [¢,d]. Supongamos que ocurre la segunda posibilidad (la primera se deja como problema
al lector) en cuyo caso se debe tener que a(c) = by a(d) = a. Ahora, si en la integral

b

/ﬂwm-wwwa

a
hacemos el cambio de variable ¢t = «a(s), tenemos que

b

/fMﬂ _ /fw@wuvmuw
I

a
Cc

- /ﬂ%M@DMVW@MMd®@
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— [ r1as)
N

Una consecuencia de la proposicién anterior que es importante mencionar, es que

/ flldr] = / fld(=)]
T T

Concluimos esta seccién mostrando otra interpretaciéon del concepto de integral de una funcién
escalar f sobre una curva I' C R™. Un problema que suele ser importante resolver, es el de conocer
el “promedio” de los valores de la funcién f a lo largo de la curva I' (si, por ejemplo, f representa
la densidad de masa de un alambre que tiene la forma de la curva I', suele ser importante saber
cudl es la “densidad promedio” de dicho alambre).

A fin de contestar esta pregunta, empezaremos por subdividir a la curva I' en k subarcos
I'y, ..., de la misma longitud y elegir en cada uno de ellos puntos él, . ,ék. De esta forma, el
nimero

es una aproximacién al promedio de los valores de la funcién f sobre la curva I', y esta aproximacién
sera mejor en la medida de que k sea mas grande.
Dado que subdividimos en subarcos I'; de la misma longitud, se tiene que

I(ry) 1
IT) &k
para cada i = 1,...,k, de tal forma que
(&) + k; + /(&) _ f(f1)% TR f(ék)%
L1 a0
— F@) S+ s
1

-0 (f(él)l(l“l) et f(ék)l(rk))

Ahora, si v : [a,b] C R — R™ es una parametrizacién inyectiva de T, si tomamos la particién
P = {to,...,tr} del intervalo [a, b] tal que v([t;—1,t;]) = I'; y elegimos §; € [t;—1,t;] tal que v(&) = &;
(para cada i = 1,...,k), entonces

FE)+ -+ (&) _ 1
2 I

/N

FEDUTL) + -+ + FENTY))
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de donde es claro que el niimero
1
5 [
r

es la forma adecuada de calcular el “promedio” de los valores de f a lo largo de la curva I' (sin
olvidar que 7 debe ser una parametrizacién inyectiva de I').

3.3 Integrando funciones vectoriales

Como en los casos anteriores, plantearemos un problema cuya soluciéon nos conduzca a la definicién
del concepto de integral de linea de funciones vectoriales, que desarrollaremos en esta seccién.

)

P
Figura 3.12: Una fuerza F “actuando” en un punto P

Todos tenemos una idea intuitiva de lo que significa que en un cierto punto P del espacio (o del
plano) esté “actuando” una fuerza F. Este hecho lo podemos representar geométricamente si en
este punto P colocamos una flecha que represente a esa fuerza a (ver figura 3.12). Un ejemplo de
esto es la fuerza de gravedad que ejerce la tierra y que actia en cada punto del espacio. En general,
sabemos que hay situaciones en las que, ya sea por la presencia de un objeto de masa muy grande,
de un objeto que posea carga eléctrica, o de un iman, en cada punto alrededor de ellos “actiia” una
fuerza, es decir, se crea un “campo de fuerzas”, o en términos mas generales, un “campo vectorial”
(ver figura 3.13).

L
=0=
AN

Figura 3.13: Un campo de fuerzas

Para empezar con algo sencillo, supongamos que en el plano tenemos un campo de fuerzas
constante, es decir, que en cada punto P del plano actia la misma fuerza hacia abajo F , como se
muestra en la figura 3.14 (asi suele suponerse que es el campo gravitatorio de la tierra para escalas
muy pequenas).

Si ahora suponemos que un objeto se mueve desde un punto P hacia un punto Q sobre el
segmento de recta que los une. Existen basicamente tres situaciones que se pueden distinguir en
cuanto a las posiciones de estos puntos:
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'

X

Figura 3.14: Un campo de fuerzas constante

1. P estd mas elevado que Q
2. Q estd més elevado que P
3. Py Q estén a la misma altura

En el primer caso, en cada punto del trayecto de Pa Q el campo de fuerzas actua en “favor”
del movimiento; en el segundo caso actia en “contra” del movimiento y en el tercero, ni en “favor”
ni en “contra” del movimiento (situaciones que seguramente todos las hemos experimentado) (ver
figura 3.15). Una manera de medir la magnitud de esta “accién” del campo es a través de la
componente de la fuerza F en la direccién del vector Q - P (que es el que determina la direccién
del movimiento) y que estd dada por:

Pl 2=r
QO-P
Yy Y R Y
P Q
P .
Q
R P [HHHH
Q

3¢ v X X

Figura 3.15: Posibles posiciones de los puntos p y Q

Noétese que este niimero nos da una medida muy precisa del efecto producido por el campo en
cada punto del recorrido. Justo cuando el campo no actia en favor o en contra del movimiento,
este nimero es cero; y si no es cero, su valor absoluto es una medida de la magnitud con la que
actda, y su signo nos dice si lo hace en favor o en contra del movimiento. En la Fisica, a este
numero, multiplicado por la distancia recorrida, es decir,

|

|
~3

F. Q- P

:F(Q—P) (3.7)

SO
|
5
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se le conoce como el trabajo realizado por el campo de fuerzas a lo largo de ese segmento.

Como es de suponerse, este concepto de trabajo se puede extender a un campo de fuerzas
arbitrario y a una trayectoria (o curva) arbitraria que una a dos puntos. Supongamos que tenemos
una funcién F' que a cada punto & del plano le asocia un vector F'(#) (también en el plano) que
representa a la fuerza que actia en 2, y que 7 : [a,b] C R — R? es una funcién que describe la
trayectoria que sigue un objeto para ir de un punto P = v(a) hacia un punto Q= v(b). ;Cuél
es, y como lo calculamos, el trabajo total (o el trabajo “neto”, como seria més adecuado llamarlo)
realizado por el campo de fuerzas F a lo largo de la trayectoria descrita por 7

Hagamos lo siguiente:

1. tomemos una particién P = {to,..., ¢} del intervalo [a, D]
2. en cada subintervalo [t;_1,t;] elijamos un punto & (paracadai=1,...,k ),y

3. supongamos que en cada punto del segmento de recta que une a los puntos y(¢;—1) y v(t;) el
campo de fuerzas F' tiene un valor constante F'(y(&;))

Entonces, de acuerdo con 3.7, el nimero

F(y(&)) - (v(ti) = v(ti-1))

es el trabajo realizado por el campo F' si el objeto se mueve del punto v(¢;—1) hacia el punto ~(¢;)
sobre el segmento de recta que los une, y seria una aproximacién a lo que bien podria calificarse
como el trabajo realizado por el campo F', cuando se empieza y se termina en estos mismos puntos,
pero siguiendo la trayectoria descrita por « (restringida al intervalo [t;—1,t;]). De esta forma, la

suma
k

ZF(’Y(&)) ~(y(t:) —v(ti-1)) (3.8)

i=1
sera una buena forma de “medir” el trabajo realizado por el campo F' cuando el objeto se mueve
del punto P = «(a) hacia el punto ) = v(b), siguiendo la trayectoria descrita por ~.
La mejor parte de este procedimiento es que si ahora usamos la aproximacién

Y(t:) = y(tim1) & (i — tim1) (71 (&) - - (&) = (8 — tim1)Y (&)

que establecimos en 3.1 para este vector, la suma 3.8 serd muy parecida a la suma

k
> (F(r(&) (&) (ti —tia)

i=1
la cual es facilmente reconocible como una suma de Riemann de la integral

b

/ F(o(t)) -/ (1)t (3.9)

a

Dado que todas las estimaciones que estamos haciendo, tanto para “medir” el trabajo realizado
por el campo, como para calcular la integral anterior, son mejores en la medida de que la particién
P sea cada vez mas fina, es del todo razonable concluir que la integral 3.9 es la forma més adecuada
de extender el concepto de trabajo realizado por un campo arbitrario F' sobre una trayectoria =,
también arbitraria.
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Vale la pena destacar que, al menos en el caso en que F' es un campo constante (es decir, que
F (a:) F para toda & € R?) y v es la trayectoria que recorre el segmento de recta que une a P
con Q (empezando en Py terminando en Q) la integral 3.9 nos conduce a lo mismo que definimos

en 3.7. En efecto, si tomamos y(t) = P+t (Q - 15) con t € [0, 1], entonces
b 1
[Fow)-vwa= [F-(Q-P)a
a 0

=F- Q /1dt
0

(o)

El concepto (fisico) de trabajo (realizado por un campo de fuerzas) es una de las motivaciones
mds importantes para definir el concepto (matemdtico) de integral de linea (o de trayectoria) de
una funcién de valores vectoriales. Nuestro siguiente trabajo serd formalizar este ultimo concepto y
exponer sus propiedades més importantes, la mayoria de las cuales serdn motivadas e interpretadas
en términos de este concepto fisico.

Definicién 3.12 Sean, F = (Fy,...,F,) : U C R" — R™ una funcion continua en el conjunto
U, abierto y conexo, una curva I' C U y v : [a,b] C R — R"™ una funcidn suave por pedazos tal
que T' = ~([a,b]). Definimos la integral de F sobre la curva I' segin la parametrizacion v (que
denotaremos por [ F - dy) como

b

[Fav= [ Fow) -y

r a

Es relevante destacar que dos de las herramientas més importantes que se usan en esta definicién
son:

1. las funciones de R™ en R"™ con las cuales describimos a los campos de fuerza de la siguiente

manera: cada n —ada (x1,...,x,) del dominio representard las coordenadas (casi siempre en
un sistema euclideano) del punto Z sobre el que actia la fuerza F(&), que a su vez se represen-
tard por la n —ada (Fy(z1,...,2n), ..., Fo(21,...,2,)) la cual (casi siempre) se interpretard

como las coordenadas de un vector en el mismo sistema euclideano, sélo que trasladado al
punto . En cuanto al dominio de estas funciones, de aqui en adelante siempre supondremos
que es un conjunto abierto y conexo, y para abreviar, a este tipo de conjunto simplemente le
llamaremos region.

2. las funciones de R en R"™ suaves por pedazos, con las cuales describiremos a la trayectoria
seguida entre dos puntos, y cuyas propiedades ya discutimos anteriormente.

Antes de abordar las propiedades bésicas de este nuevo concepto (y que serdn muy parecidas a
las de la integral de linea de funciones escalares), daremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.13 Considere la funcién F(x,y) = (0,—g) para toda (x,y) € R?, con g > 0. Calcular
frF -dy donde I' sea:
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3.8. Integrando funciones vectoriales

1. el segmento de recta que va del punto (0,0) al punto (1,1), recorrido en esa direccion

2. el arco de la circunferencia con centro en el (0,1) que une a esos mismos puntos, recorrido
en la direccion contraria a las manecillas del reloj y cuyo punto inicial es el (0,0)

3. el segmento de la pardbola y = 2* que une a estos dos puntos, recorrido del punto (1,1) al
punto (0,0)

Solucion. Para el primer inciso, hacemos (t) = (t,t) con t € [0,1]. Entonces, v'(t) = (1,1)
para toda t € [0,1] y por lo tanto

1

/F-dvz/(o,—g)-(l,l)dt

r 0
1
:/—gdt
0
=g

Para el sequndo inciso, hacemos v(t) = (cos(t),sen(t) + 1) con t € [-m/2,0]. Entonces,
v (t) = (—sen(t), cos(t)) para toda t € [—m/2,0] y por lo tanto

0
/F cdy = / (0,—g) - (—sen(t), cos(t))dt
r —x/2

0

B / cos(t)dt

—x/2
0

=—g (sen(t) _W/2>

= —g (sen(0) — sen(—m/2))

=g

Para el iiltimo inciso, tomamos y(t) = (1 —t,(1 —t)?) con t € [0,1]. Entonces, 7' (t) =
(—1,—2(1 —t)) para toda t € [0,1] y por lo tanto

1
F.-dy= [(0,—g) (—1,—-2(1 —¢t))dt
[

1
=—g [ —2(1—t)dt
[

——a(a-e2])
—9(0—1)
=g
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Los resultados de este ejemplo dardan lugar a algunas reflexiones importantes acerca de este tipo
de integrales, pero antes veremos sus propiedades basicas.

Las dos primeras son totalmente equivalentes a las que vimos para el caso de funciones escalares
y en su formulacion casi es suficiente nada mas cambiar el nombre de la integral.

Proposicion 3.14 Sean, U C R™ una region, y I' C U una curva suave por pedazos parametrizada
por la funcion v : [a,b] CR = R™. Si F,G : U C R"™ — R" son continuas y o, 5 € R entonces

/(aFJrﬂG)-dfy:aF/F-dnyrBF/G-dfy

r

Proposiciéon 3.15 Sean, U C R™ una region, yI', A C U curvas suaves por pedazos parametrizadas
por las funciones v : [a,b] C R —=R" y 6 : [¢,d] C R — R", respectivamente, tales que I' U A es
suave por pedazos y estd parametrizada por v+ 0. Si F: U C R™ — R™ es continua entonces

/F-d(7+5):/F-d7+/F-d5

TUA T A

Como es de suponerse, la prueba de estas proposiciones se deja como un problema para el lector.

Con respecto a la tercera proposicién que probamos para el caso de la integral de funciones
escalares, si bien hay una equivalente para el caso de la integral de funciones vectoriales, tenemos
que ser mas cuidadosos a la hora de formularla puesto que, como se puede apreciar en su definicién,
la “direccién” con que se hace un recorrido afecta la forma que en que “actiia” un campo de fuerzas
(simplemente tenga presente el lector, por ejemplo, que bajo la influencia del campo gravitatorio
de la tierra no es lo mismo ir para “arriba” que para “abajo” (jcomo en muchas otras situaciones
de la vidal)).

Proposicion 3.16 Sean, U C R"™ wuna region, I' C U una curva suave por pedazos, y F' : ' C
R™ — R™ continua. Si~vy : [a,b] CR—R" y§: [e,d] C R—R" son dos parametrizaciones de
I' tales que existe o : [c,d] — [a,b] una biyeccion de clase C' con la propiedad de que § = v o a,
entonces:

1. si « preserva la direccion, se tiene que
/F cdy = /F -dé
r r

2. si « invierte la direccion, se tiene que

/F-dwz—/F-(M

r r

F/F-d(—wz—/F-ch

r

En particular
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3.4. Campos conservativos (primera parte)

Dem. Probaremos el segundo inciso y el primero queda como un problema para el lector. En el
caso que nos ocupamos, se tiene que a(c) = by a(d) = a. Ahora, si en la integral

b

/Fwwwymw

a

hacemos el cambio de variable t = «a(s), tenemos que

r

/thszW@%Mwﬁ

=/ﬂwmwwvm@»d@w

U

F(5(s)) - &' (s)ds

F-do

J
/

Con base en el segundo inciso de esta tltima proposicién podemos concluir que, si en el tercer
inciso del ejemplo 3.13 calculamos fr F - d(—~), entonces

/F'd(—v) =g

T

de tal forma que el trabajo realizado por el campo F es el mismo para los tres recorridos ahi
descritos (los cuales empiezan en el (0,0) y terminan en el (1,1)). Esta caracteristica de este
campo F' constituye el punto de arranque de la siguiente seccién.

3.4 Campos conservativos (primera parte)

Como se recordarad, el tipo de problemas que motivan la definicion del concepto de integral de linea
de funciones escalares, estan relacionados con el cdlculo de la masa de un alambre o el drea de una
barda. Asi, si dos alambres coinciden en sus extremos pero son de formas diferentes, aun cuando
hubiera una sola funciéon que describa la densidad de masa de ambos alambres, en general no hay
porque esperar que sus masas sean iguales. De esta forma, lo més seguro es que las integrales de
una funcién escalar sobre dos curvas que coinciden en sus puntos extremos, en general no tengan
por qué ser iguales (jlo més seguro es que casi nunca lo sean!).

Este no es el caso de la integral de linea de una funcién de valores vectoriales. Por el contrario,
cuando se tiene un campo de fuerzas F'(&), una de las preguntas importantes a responder es si el
trabajo realizado por dicho campo a lo largo de una trayectoria v que une a dos puntos P y Q,
depende de la trayectoria v que se siguid, o sélo de los puntos extremos de ésta (I3 y Q) (ver figura
3.16).
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N

=

Figura 3.16: Distintas curvas (o trayectorias) que inician en P y terminan en Q

El campo de fuerzas definido por la funcién del ejemplo 3.13 (que por cierto es la forma en que
suele representarse al campo gravitacional de la tierra a pequenas escalas y en un plano), pareciera
ser uno de esos campos para los cuales el trabajo realizado sélo dependera de los puntos extremos
de la trayectoria y no de ésta.

En términos més técnicos, la pregunta que abordaremos en esta seccion es la siguiente:

(st F: U C R"— R" es una funcién continua, y v : [a,)) CR - R"yd: [c,d] CR — R"
son dos funciones suaves por pedazos, una describiendo una curva I' C U y la otra una

curva A C U, tales que y(a) = P =6(c) y v(b) = @ = 6(d) (es decir, que empiezan en
el mismo punto P € U y terminan en el mismo punto ) € U) entonces

/F-d’y:/F-dd?

r A

En el caso particular de la funcién del ejemplo 3.13 es facil verificar que esta propiedad si se
cumple. Supongamos que v = (y1,72) : [a,0] CR = R? y § = (61,82) : [e,d] C R — R? satisfacen
las condiciones requeridas y que F' es la funciéon dada en ese ejemplo. En particular, tendremos
que:

Y2(a) = d2(c) ¥y 2(b) = d2(d)
Entonces, usando el Segundo Teorema Fundamental del Célculo para funciones suaves por pedazos
(problema 2), tenemos que

b
/ Fody= / F(y(t) -+ (t)dt
T a

b

- / (0, —g) - (4, (t), 7 (8))dt
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= —g (72(b) — 72(a))
= —g(d2(d) — d2(c))

g
d
_ —g/ag(t)dt

ISH

= [(0,—g) - (01(2), 52(t))dt

F(5(t) - & (t)dt

e o ©

F-do

El ejemplo anterior sugiere que la clave de nuestra pregunta se encuentra en la expresiéon

F(y(t))-+'(t)

y si el lector tiene buena memoria, recordard que una expresion similar a ésta aparece en la formula
de cambio de variable para integrales de funciones de R en R (ecuacién 2.5 del capitulo 2) y que
ésta coincidiria con ser la derivada de una composicién de funciones, si F' tuviera una especie de
“primitiva”.
Las funciones cuya derivada se representa en términos de un vector son las funciones de R™ en
R. En efecto, si ¢ : U C R"— R es una de estas funciones, su derivada en cada punto & € U (a la
cual se le conoce con el nombre de gradiente de ¢ en Z y se denota por V(z)) es un vector en R™,
de tal forma que si
F(2) =Vep(z) paratodazeU (3.10)

entonces
F(y(1) -7 (t) = Ve(r(t) - 7'(t) = (¢ o 7)'(t)
para toda t € [a,b], y de esta manera se tiene que

b

[Far= [ Paw) -y

= (po7) Z
= o(7(b)) = (~(a))
= ¢(Q) — ¢(P)
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con lo cual concluimos que, si una funcién F satisface la condiciéon 3.10 para alguna funcién ¢,
jentonces la integral de linea de F' sobre una curva I" parametrizada por una funcién « sélo depende
de los puntos extremos de 4! (y de la funcién ¢). jObsérvese que la identidad

/ F - dy = p(7()) — 9(1(a)) (3.11)

r

cuando F(Z) = V(Z), es una especie de generalizacién del Segundo Teorema Fundamental del
Célculo!

De la identidad 3.11 también se desprende una propiedad que estd muy relacionada con el
problema que planteamos en un principio. Notese que, si en particular la funcién v describe una
trayectoria cerrada, es decir que y(a) = 7(b), entonces

/F-d’y:O
r

En resumen, si la funcién (o el campo) F' satisface la condicién 3.10, entonces necesariamente
sucede lo siguiente:

1. la integral de linea de F' sobre una curva I' parametrizada por una funcién y sélo depende de
los puntos extremos de ~y

2. la integral de linea de F' sobre cualquier curva I' parametrizada por una trayectoria cerrada
v, vale cero

La mejor parte de esta historia es que jes suficiente que alguna de las condiciones anteriores se
cumpla para que podamos asegurar que existe una funcién ¢ para la cual se satisface 3.10!

Si una funcién ¢ satisface la multicitada condicién 3.10 entonces se dice que la funciéon F' es un
campo conservativo (o gradiente) y este concepto lo formalizamos en la siguiente

Definicién 3.17 Sea F : U C R"— R" una funcion continua en la region U. Decimos que F es
un campo conservativo (o gradiente) en U si existe ¢ : U C R"— R tal que

F(z) =Vep(&) para toda € U
En este caso decimos que ¢ es un gradiente (o un potencial)?® de F.

Un ejemplo de un campo conservativo es justo el que definimos en el ejemplo 3.13. Nétese que,
si tomamos ¢(x,y) = —gy entonces

ch(a:,y) = (07 _g) = F(‘Tvy)

para toda (z,y) € R?, es decir, esta funcién F es un campo conservativo en la regiéon U = R?, lo
que por cierto explica los resultados obtenidos en ese ejemplo.
Toda la discusién anterior queda sintetizada en el siguiente

Teorema 3.18 Sea F' = (Fy,...,F,) : U C R"— R" una funcién continua en la region U. Las
stguientes afirmaciones son equivalentes:

2Como es de suponer, el término “potencial” proviene de la Fisica.

125 J. Péez



3.4. Campos conservativos (primera parte)

1. F es un campo conservativo en U

2. la integral de linea de F' sobre cualquier curva I' C U parametrizada por una funcion suave
por pedazos y cerrada v vale cero, es decir

/F-d’y:O

T

3. la integral de linea de F sobre cualquier curva I' C U parametrizada por una funcion suave
por pedazos 7y sdlo depende de los puntos extremos de . FEs decir, si~y : [a,b) C R —R" y
0:[e,d] C R — R"™ son dos funciones suaves por pedazos, una describiendo una curva I' C U
y la otra una curva A C U , tales que y(a) = d(c) y v(b) = 6(d) entonces

/F-dvz/F-ch
T A

Dem. 1) = 2) Se sigue de manera inmediata de la identidad 3.11 y de que y es una parametrizacién
cerrada, es decir, que y(a) = y(b).

Y (a) = 5(c)

Figura 3.17: La curva I' U A parametrizada por v + (—9)

2) = 3) Sean v: [a,b] CR = R" y § : [e,d] C R — R" dos funciones suaves por pedazos, una
describiendo una curva I' C U y la otra una curva A C U , tales que y(a) = d(c) y v(b) = 6(d). Por
estas dos tultimas identidades, y el hecho de que (—d)(c) = d(d) = v(b) y (—9)(d) = d(c) = (a),
podemos construir la parametrizacién vy + (—¢) de I' U A y ademds concluir que es cerrada (ver
figura 3.17). De esta forma, por la hipétesis tenemos que

[ Fedt+ o) =0

TuA

Por otra parte, por la proposicién 3.15 y el segundo inciso de la proposicién 3.16, sabemos que

/F-d(7+(—5)):/F-d7+/F-d(—5)

ruA r A
:/F-d’y—/F-dé
r A

J. Péex 126



Capitulo 8. Integrando sobre curvas

con lo cual, considerando ambas identidades, obtenemos el resultado deseado.
3) = 1) Sea &y € U un punto fijo. Definiremos ¢ : U C R” — R de la siguiente manera: dado
Z € U, hacemos

w(i)Z/F'd’y

T

en donde I' C U es cualquier curva formada por segmentos paralelos a los ejes coordenados (en
el problema 18 se pide probar que siempre existe al menos una de estas curvas) (ver figura 3.18)
parametrizada por una funcién suave por pedazos 7 : [a,b] C R — R" tal que v(a) = 2o y y(b) = Z.
Nétese que por nuestra hipétesis, podemos asegurar que el valor ¢(2) no depende ni de la curva
I' C U ni de su parametrizacion «, siempre y cuando ésta ultima empiece en Iy y termine en Z.
Por esta razén, ¢ estd bien definida.

U

Figura 3.18: Lacurva ' UTy

Probaremos ahora que Vip(2) = F(&) para toda & € U. Para cada i € {1,...,n} sabemos que

p(& + hé;) — o(2)
1
(%ci hl—H;(l) h

en donde é; es el i — ésimo vector bésico de R™ (el que tiene un 1 en la i — ésima coordenada y
cero en las demads).

Supongamos que I' y 7 son como en la definicién de ¢(z) y sea I'y, el segmento de recta que
va del punto & al punto & + hé; y v,(t) = & + thé; con t € [0, 1], una parametrizacién de éste (ver
figura 3.18). Usando estas curvas y sus parametrizaciones, podemos escribir que

o0 + ) = / Fod(y + )
rury,

y por lo tanto

:lim%- /F-d(7+7h)—/F-d7
r

Ul
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I
1 1
=lim — - [ F(y(t)) - v, (t)dt
tim = [ POn(©) %0
0
1 1
—lim ~ - [ P&+ thé;) - (héy) dt
h%h/($+ hés) - (hés) d
0

en donde la tltima identidad se sigue de la continuidad de F' (y por tanto de cada F;) y con la cual
concluimos la prueba.

La importancia del teorema anterior estd en el hecho de que establece dos maneras diferentes
de responder a la pregunta con que iniciamos esta secciéon. Por lo general, la condicién del primer
inciso suele ser util para mostrar cudndo el trabajo realizado por un campo de fuerzas no depende
de la trayectoria que une a dos puntos, y la condicién del segundo inciso suele ser més 1til cuando
sucede lo contrario. Estas caracteristicas quedan ilustradas en los siguientes ejemplos.

Y

Figura 3.19: El campo F'y la curva I" del ejemplo 3.19

Ejemplo 3.19 Considere el campo definido por la funcion

F(z,y) = <x2 a2 y2> (3.12)

con (z,y) € U = R2\{(0,0)}. Mostraremos, usando el inciso dos del teorema 3.18, que este campo
no es conservativo en su dominio U.
Solucion. En efecto, sea I' C U la circunferencia de radio r > 0 con centro en el origen,
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parametrizada por la funcion y(t) = (rcos(t),rsen(t)) con t € [0,27]. Entonces

S
3

F(y(t)) -~/ (t)dt

—
R
=Y
3
I

—

3

( —rsen(t) rcos(t)

(rcos(8))2 1 (rsen(£))2’ (rcos(t))Z + (r sen(t))2> - (—=rsen(t),r cos(t)) dt

(r? sen®(t) + r* cos®(t)) dt

ﬂm| —

3

U
~

—y Ty TT—y T

Nl
S N o
3

y por lo tanto, dado que v es una parametrizacion cerrada de ', el inciso dos del teorema 3.18 nos
asegura que este campo no es conservativo en U = R?\{(0,0)}.

Vale la pena aclarar que en este ejemplo lo que se prueba es que el campo definido por la funcién
de 3.12 no es conservativo en U = R?\{(0,0)}, aclaracién cuya razén de ser serd comprendida més
adelante.

En realidad, hasta ahora no contamos con ninguna herramienta que nos permita, ya no digamos
decidir, sino cuando menos sospechar, cuando un campo cumple alguna de las tres condiciones del
teorema 3.18. Si bien es cierto que la eleccién que hicimos de la curva I" (y de su parametrizacion
7) del ejemplo anterior se podria justificar “geométricamente”?, esto es algo que en general s6lo se
puede hacer con algunos ejemplos. Proceder con audacia (o ingenuidad, si se prefiere) puede tener
sus compensaciones, como se ilustra en el siguiente

Ejemplo 3.20 Considere el campo definido por la funcién F(x,y) = (—e” cos(y), e” sen(y)) con
(r,y) e U = R2. sF es un campo conservativo en la region U ?
Solucidon. Si partimos del supuesto de que la respuesta es afirmativa, esto significa que debe existir
una funcion ¢ : R? — R tal que
8(,0 z T
5, @y) = —€eos(y) y o (w,y) = e"sen(y) (3.13)
para toda (v,y) € R
De la primera de estas identidades concluimos entonces que

p(z,y) = —e" cos(y) + g(y)

donde g es una funcion que solo depende de la variable y. Ahora, si la expresion anterior la
derivamos con respecto de la variable y tendremos que

g—j(:v, y) = e"sen(y) + ¢'(y)

30bserve el lector que en cada punto de esta curva, el campo F siempre “acttia” en la direccién del movimiento
determinada por la parametrizacién v (ver figura 3.19), lo cual “explica” por qué el trabajo neto realizado por el
campo F' a lo largo de esa curva cerrada no es cero.
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y comparando con la sequnda identidad de 3.13, llegamos a que
g(y) =0

para toda y, o lo que es lo mismo, que g debe ser una funcion constante. Por tanto, nuestra
conclusion es que

o(r,y) = —e” cos(y) + ¢

para toda (x,y) € R%, con ¢ € R una constante. Como el lector podrd comprobar facilmente,
jcualquier funcion ¢ de este tipo cumple con ser un gradiente para nuestro campo F'!

No se puede negar que la funcién del ejemplo anterior es muy sencilla y que el procedimiento
que ahi se sigue se puede complicar si el nimero de variables aumenta. Sin embargo, el hecho de
suponer que un campo si es conservativo nos puede llevar a conclusiones muy interesantes.

En efecto, nétese que si un campo F = (P, Q) : U C R? — R? es un campo conservativo en U,
esto significa que existe ¢ : U C R? = R tal que

Elwa) =Pl v Golen) = Q) (3.19)

para toda (z,y) € U. Si ahora también suponemos que F' es una funcién de clase C'' en U (como en
el ejemplo anterior), las identidades anteriores nos llevan a concluir que ¢ es entonces una funcién
de clase C? en U y justo para este tipo de funciones existe una propiedad muy importante: la
propiedad de las derivadas parciales cruzadas (ver problema 4 del capitulo 2) que establece que

P2 (2,) = 22 (0,9)
oxoy 7 Oyox Y

para toda (z,y) € U. Dado que, por las identidades 3.14, los dos elementos de la identidad anterior
se pueden escribir en términos de las funciones P y (), entonces debemos tener que

OP o) = 2L ()
8y 7y - ayax 7y
0%

)
= a—f(w,y)

para toda (z,y) € U.

Como el lector habra notado, la discusiéon anterior nos permite establecer un primer criterio
para determinar si un campo F' es un campo conservativo. Aun cuando lo hicimos para campos en
R?, su generalizacién es muy sencilla para campos en R” y asi lo establecemos en la siguiente

Proposicién 3.21 Sea F = (F,...,F,) : U C R® — R" una funcion de clase C* en U. Si F es
un campo conservativo en U entonces
OF; OF;

oz, = 55, @) (3.15)

para toda & € U y para toda i,j € {1,...,n}, i # j.
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Dem. Se deja al lector u

La proposicién anterior establece lo que se conoce como una consecuencia (o condicién) necesaria
del hecho de que un campo F sea un campo conservativo en una regién U. Como suele suceder,
este tipo de condiciones son mas tiles cuando no se satisfacen. En efecto, si la identidad 3.15 no
se cumple para al menos una & € U podemos asegurar entonces que el campo F' no es conservativo
en U. El siguiente ejemplo ilustra esto.

Ejemplo 3.22 Considere el campo definido por la funcion

F(‘Tayaz) = (Fl(xuyuZ)7F2(‘T7y72)7F3(x7y72))
—yYz zz 1 9 9
_ -1
<:172—|—y2’:172—|—y2’2 n (2% +y ))

con (z,y,2) € U =R3\{(0,0,2) | z € R}. 4F es un campo conservativo en U ?
Solucion. De las tres identidades que debieran satisfacerse en caso de que este campo fuera conser-
vativo, dos de ellas no se satisfacen para toda (x,y,z) € U. En efecto

aFg( ) T
—(z,y,2) = ——
oz Y x? 4 y?
)
@(:U )=t
5, YT e
las cuales difieren, por ejemplo, en (x,y,z) = (1,0,0) € U.
Andlogamente
%(az 2) = Yy
)
8F2( ) T
—(z,y,2) = ——
5, Y x2 + y?

que también difieren en el mismo punto. Por tanto, la proposicion 3.21 nos permite asequrar que
el campo F no es un campo conservativo en U = R3\{(0,0, 2) | z € R}.

Sin duda la pregunta que surge de manera natural e inmediata es si la condicién 3.15 de la
proposicién 3.21 también es una condicién suficiente para que un campo F' sea un campo conser-
vativo en una regién U, y como seguramente el lector ya se sospecha, la respuesta es negativa. Y
el contraejemplo nos lo proporciona la funciéon del ejemplo 3.19. En efecto, si tomamos

F(z,y) = (P(2,y), Q(z,y))

_ Y X
- $2+y2’$2+y2

sabemos que este campo no es un campo conservativo en U = R?\{(0,0)}. Sin embargo,

a_P(:E y) — _(12 +y2) +2y2
oy (@2 +y?)?
y2 — 2
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y
8_Q(x ) = (2% +y°) — 227
ox Y= (2% 4 y2)2
y? — 22
T (22 +42)2
de modo que
oP 0Q

a_y(x7y) = %(way)

para toda (x,y) € U = R?\{(0,0)}.

;,Cudl es el problema? ;hace falta pedir alguna condicién adicional a la funcién F'? La respuesta
a estas preguntas requiere de la introduccién de otros conceptos y de algunos resultados relacionados
con ellos, trabajo que haremos en la siguiente secciéon. Estos nuevos conceptos y resultados nos
mostraran que el problema que aparece aqui tiene que ver con la “geometria” (o topologia) del
dominio de F.

3.5 El rotacional en el plano

Como lo hemos hecho a lo largo de este texto, empezaremos por plantear un problema fisico que,
por ahora, sélo lo discutiremos para el caso del espacio de dos dimensiones.

Supongamos que tenemos un disco D de radio r > 0, “infinitamente delgado” (y por tanto “sin
volumen”) el cual se encuentra sujeto por su centro (con un alfiler) en un punto Zp de un plano.
Ahora, si en un punto & del perimetro I' del disco D (en este caso una circunferencia) aplicamos
una fuerza F, es de esperarse que dicha fuerza produzca una rotacién (o un giro) del disco (ver
figura 3.20).

Figura 3.20: Una fuerza F “actuando” sobre el punto T que esta en el “borde” del disco
(“infinitamente delgado”) D centrado (y “sujetado” por un alfiler) en el punto Z,

., Como medimos esta rotacion? Es claro que la intensidad de esta rotacién dependerd de “la
forma” en que la fuerza F' pegue sobre el punto & € I'. Por ejemplo, si la fuerza pega en “di-
)
recciéon perpendicular” al disco, éste no girara, mientras que si lo hace de “direccién tangencial”,
seguramente serd de esta manera como se produzca la méxima rotacién posible (ver figura 3.21).
Como el lector se habra dado cuenta, cuando hablamos de “la forma” en que la fuerza F pega
sobre el punto Z, en realidad nos referimos al dngulo que forman dicha fuerza y el disco en ese
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Figura 3.21: La fuerza F “pegando” sobre el punto T en “direccién perpendicular’ a D y en
“direccién tangencial’ a D

punto. De hecho, si T, es un vector unitario y tangente a la circunferencia I' en el punto Z, “la
parte de F’ que realmente actia para produmr una rotacion es justo la componente de Falo largo
de T %, la cual esta dada por el nimero F-T; %, nimero que a su vez sirve para medir el angulo entre
FyD (en ). Ademas de lo anterior, nétese también que el signo de F - T indica si la fuerza F
acttia en la direccién de T} o en la contraria, lo que sin duda sera de utilidad para determinar “la
direccion de la rotacion” producida, la que por cierto, sélo tiene dos opciones: o rota en la direccién
del movimiento de las manecillas del reloj, o rota en la contraria. Con respecto a esto, obsérvese
que cualquier vector T; tangente a la circunferencia I" sélo puede “apuntar” en alguna de estas dos
posibles “direcciones de rotacién” (o “direcciones de recorrido”) (ver figura 3.22). Con el fin de
evitar ambigiiedades, aqui supondremos que siempre tomamos los vectores tangentes que apuntan
en la “direccién de rotaciéon” (o “direccién de recorrido”) contraria al movimiento de las manecillas
del reloj.

Figura 3.22: Un vector tangente al disco D en un punto T de su “borde” siempre “apunta
hacia” alguna de las dos posibles “direcciones de rotacién” (o “direcciones de recorrido”) de D

Asi pues, por todas estas razones, es un hecho que el nimero
F.-T;

es una buena forma de medir la fuerza neta ejercida (que produce rotacién) sobre el disco D al
aplicar la fuerza F en el punto & de su perimetro I', y no sélo su intensidad, sino también su
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direccién: si este numero es negativo, significa que la fuerza ejercida actia en la direccion del
movimiento de las manecillas del reloj, y si es positivo, en la contraria.

Una vez que hemos determinado la fuerza neta ejercida sobre el disco D al aplicar la fuerza
Fen el punto & de su perimetro I', podemos determinar cudl es la intensidad del movimiento de
rotacion producido por la accién de dicha fuerza. Recuérdese que, como una consecuencia de la
Primera Ley de Newton (o Ley de la Inercia), si en un instante dado un objeto es golpeado por
una fuerza que produce una aceleracién de E - Ty (unidades de longitud)/(unidades de tiempo)?,
y después de ese instante no lo vuelve a afectar ninguna otra fuerza, entonces este objeto viajara
en linea recta y a una rapidez constante de F' - T} (unidades de longitud)/(unidades de tiempo),
lo que a su vez significa que en una unidad de tiempo recorrerd una distancia de F - Tj (unidades
de longitud). Dado que en nuestro caso el disco D estard sujeto por su centro, para obtener el
nimero de revoluciones (o giros) que éste realizard en una unidad de tiempo, bastard con dividir la
distancia que recorreria en linea recta (13’ : Tw) por su perimetro (27r) de tal forma que el nimero

2rr

SN

serda una medida de la rotacién producida por la fuerza F' sobre el disco D y su signo determinara
la orientacién en la que rota, en donde (como debe de ser) dicha rotacién estd medida en (nimero

de revoluciones (o giros))/(unidades de tiempo).
. F;
1%, I
z

1
2 Ts,

Fl'Tj1+F2-T@2>O

Figura 3.23: La fuerza "neta” ejercida sobre el disco D por las fuerzas Py y F, aplicadas
(simultdneamente) en los puntos &1 y &2 (respectivamente), estd “bien medida” con el nimero
Fy 'le +F2-T:g2

Si ahora tomamos un nimero finito de puntos Z1,...,Z; en I' y suponemos que en cada uno
de ellos actua una fuerza F7y,..., F}, respectivamente, el lector estard de acuerdo en que la fuerza
neta ejercida sobre el disco D estard bien medida con el ntimero

Fl-Tfl—i-"'—i-Fk'T@k

(hay muchas formas sencillas de tomar puntos Zi,...,%; en I', y fuerzas Fl, e ,Fk que “expe-
rimentalmente” confirmarian esta afirmacién (ver figura 3.23)), de tal manera que la magnitud del
movimiento de rotacién producido por dichas fuerzas estard dado por

A ~

FI‘T:?: +"'+Fk'chk
2mr
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Ahora el siguiente paso es suponer que tenemos todo un campo de fuerzas que actia en cada
punto de la circunferencia I' y el primer problema que tenemos que resolver es el de calcular la fuerza
neta ejercida sobre el disco D por dicho campo de fuerzas. Desafortunadamente, y a diferencia del
caso finito, no estamos en condiciones de calcular dicha fuerza. Lo que si podemos calcular, incluso
de manera muy sencilla y echando mano de uno de los conceptos que hemos definido en este mismo
capitulo, es la fuerza promedio ejercida por el campo que actia sobre la circunferencia I.

Supongamos que el campo de fuerzas estd representado por una funcién continua F : U C
R? — R? tal que D C U. Asociado a este campo, definimos el campo escalar f:I' C R? = R de la
siguiente manera: para cada z € I', hacemos

A

f(@) = F(z)-T;

en donde T} es el vector unitario tangente a I' en £ que apunta en la “direccién de recorrido”
contrario al movimiento de las manecillas del reloj. De acuerdo con lo que discutimos parrafos
arriba, f es justo la funcién tal que, para cada a & € T', f(Z) nos asocia la fuerza neta ejercida
sobre el disco D al aplicar la fuerza F(z).

Ahora, si tomamos la parametrizacién de I', y(t) = (rcos(t),rsen(t))+ &o con t € [0,2n],
que la recorre (una vez) en el sentido contrario al de las manecillas del reloj, entonces la funcién
fov:]0,2r] C R — R asocia a cada valor de t el valor de la fuerza ejercida por el campo F' en el
punto v(t) (f(y(t))), y como sabemos que el valor promedio de esta funcién esta dado por

[
0

om—0  2mr
0
21

1

— o [ 100 @)

2rr
0

fy(@))rdt

entonces tenemos que la fuerza promedio (por unidad de distancia) ejercida por el campo F sobre
la circunferencia I', que denotaremos por F),, estara dada por la integral de linea del campo escalar
f sobre la circunferencia I', dividida por la longitud de I'. Es decir,

_ Jefldn

2rr

_ Jeflldn
I(T)

Ey

Si volvemos a escribir explicitamente la definicién de esta integral, tenemos que

27
[l = [ sy o) a
T 0

2m

:/(F(fy(t))- () )!h’(t)Hdt

ol
0
27

— [ Fo@) -+ v
0
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:/F-d’y

r
de tal forma que la fuerza promedio Fj, también se puede calcular como
_ Jo F-dy
27r

B [o F-dy
IO

Ey

(observe que esta expresién es consistente en términos de unidades).
Hagamos un ejemplo para ilustrar lo anterior.

Ejemplo 3.23 Considere el campo F(xz,y) = (—zy,xy). ¢Cudl es la fuerza promedio ejercida por
el campo F sobre un disco D de radio r > 0 con centro en el punto &y = (xo,yo)?
Solucion. En este caso tenemos que

27
[Far= [ Fow) -y
I 0

27

= /(—(7‘ sen(t) + yo)(rcos(t) + xo), (rsen(t) + yo)(r cos(t) + zg)) - (—rsen(t), r cos(t))dt

0
2
= / ( sen(t) cos(t)) + zor sen(t) + yor cos(t) + woyo) r sen(t)dt
0
2T
+ / (r*sen(t) cos(t)) + zor sen(t) + yor cos(t) + woyo) 7 cos(t)dt
0
27 2
= zor? / sen2(t)dt + yor? / cosz(t)dt
0 0

= 7”"2(!170 +10)

de tal forma que

r
F, = 5(%0 + o)

Observe que, si tomamos (zo,y0) = (2,0) yr = 1 entonces F,, = 1, mientras que si (zo,y0) = (—2,0)
yr =1 entonces F, = —1.

Ya que hemos calculado la fuerza promedio ejercida por el campo F sobre el disco D, estamos
en condiciones de calcular la rotacién promedio producida sobre dicho disco, la cual denotaremos
por Rot,F(&y). Como hicimos en el caso en el que sélo actuaban un nimero finito de fuerzas, el
numero

Fy

ROtTF(i‘O) = %

(fp F - dy/2mr)
2rr
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B Jo F-dy
B (27?7‘)2

sera entonces una medida de la rotacién promedio producida por el campo F, en donde dicho
numero indicard la cantidad de revoluciones (o giros) realizadas por unidad de tiempo.

Una vez que hemos llegado hasta aqui, lo que sigue es hacerse la siguiente pregunta: ;existe
una manera de medir la rotaciéon producida por el campo F' en el punto Zy? Es posible que esta
pregunta cause en un principio cierto desconcierto y resulte poco intuitiva, pero jno es cierto acaso
que esta idea tiene tanto sentido como la de calcular la velocidad de un objeto en un instante?

Con el fin de responder a esta pregunta, y como el lector seguramente ya se imaginara, si el

F.d
lim Jo

lim (2nr? (3.16)

existe, a ese valor limite lo podemos interpretar como la rotacién producida por el campo F' en el
punto Zg.
Obsérvese que la rotacién promedio Rot,F (&) se puede escribir como

Rot, Flig) = — <M>

 An 2
1 Jp F-dy
~ 4x \ drea(D)

y que la existencia del limite 3.16 es equivalente a la existencia del limite

I JpF-dy
r—0 area(D)

Dado que, salvo por una constante, el valor del limite anterior se puede interpretar como la
rotacién producida por el campo F' en el punto Zg, cuando exista dicho limite lo llamaremos el
rotacional de F en T, y lo denotaremos por Rot F(Zy). Es decir

Jp F - dy
Rot F'(d0) = lim T——0—
(%) r—0 area(D)

Mas adelante mostraremos que la eleccion de discos centrados en Iy es irrelevante para la
definicién de este concepto y que hay otra forma de hacerlo. Sin embargo, por ahora asi lo mane-
jaremos en la siguiente

Definicién 3.24 (provisional) Sean, F': U C R? — R? continua en la region U, &g € U, D C U
el disco de radio r > 0 con centro en &g, y I' = Fr(D) = dD. Decimos que F produce rotacion en
el punto g si existe

i fp F- d7

A
r—0 area(D) (8.17)

en donde 7y es la parametrizacion de T' definida como ~(t) = (rcos(t), rsen(t))+ &g con t € [0, 27|,
que la recorre en el sentido contrario a las manecillas del reloj. A este valor limite le llamaremos
el rotacional de F en %o y lo denotaremos por Rot F (&), es decir

~ IERT frF'd’Y
Rot F(2o) = lim 222Dy

F-d
= lim 7]1“ 5 7
r—0 r
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Si tomamos la funcién F(z,y) = (—zy,zy) del ejemplo 3.23 y el resultado que obtuvimos ahi,
se tiene que al calcular el limite 3.17 para este caso, obtenemos que

Rot F(z,y) =z +y

para toda (z,y) € R

Esta forma rapida y simple de calcular el rotacional de un campo no es algo que sélo suceda
para este ejemplo. El resultado que vamos a dar a continuacién justo lo que prueba es que si un
campo F = (P,Q) : U C R? — R? es de clase C!' en su dominio, entonces el Rot F' tiene una
expresion sencilla en términos de Py de Q.

Proposicién 3.25 Sea F = (P,Q) : U C R? — R? de clase C* en la region U. Entonces

F-d
Rot F(#) = lim 2201
r—0 r
_0Q,.. 0P

G @) = 5 (@)
para toda & € U.

Dem. Para empezar recordemos que, como F es un campo de clase C' en su dominio, dado
Zo = (x0,y0) € U, por el Teorema de Taylor sabemos que

P(z,y) = P(Z0) + VP(Zo) - (x — z0,y — y0) + Rp(7,y)

Q(x,y) = Q(%0) + VQ(Z0) - (x — z0,y — yo) + Ro(,y)

para toda (z,y) € B, (%0) = {(z,y) € R? | ||(x — w0,y — y0)|| <7} C U, y en donde Rp y Rq son
tales que

im  AP@Y gy _felow)

(@)~ (wo.y0) [[(2,y) = Zo (z.)=@o.0) [| (2, y) — Zo

Ahora, si y(t) = (rcos(t), rsen(t))+ &o con t € [0,27], se tiene que

(3.18)

2w

[Fav= [ Fow) -y

T

(P((rcos(t),rsen(t)) + o), Q((r cos(t), rsen(t)) + Zg)) - (—rsen(t), r cos(t))dt

2 2
=— /rsen(t)P((r cos(t),rsen(t)) + Zo)dt + /rcos(t)Q((r cos(t), rsen(t)) + Zo)dt
0 0

Analizaremos por separado cada una de estas dos 1ltimas integrales. Para la primera, tenemos
que

2T 2T
/rsen(t)P((r cos(t), rsen(t)) + zo)dt = /rsen(t) [P(z9) + VP(Zo) - (rcos(t),rsen(t)) + Rp(y(t))] dt
0 0
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2 2

= TP(&%O)/sen(t)dt—i-r —(Z0) / ) sen(t)dt+
0 0
2 2
26P 2
5 (o) [ sen*(t)dt +r [ Rp(~(t))sen(t)dt
Y 0 0
2m

y para la segunda

2 2
/rcos(t)Q((r cos(t),rsen(t)) + Zp)dt = /rcos(t) [Q(Zo) + VQ(Zo) - (rcos(t), rsen(t)) + Ro(y(t))] dt
0 0

21 21

:rQ(io)/cos(t)dt+r2g—§(azo)/cosz(t)dH—
0 0
5 2w 2w
7‘28—Q(§30)/S€n(i) cos(t)dt—H‘/RQ(’y(t))cos(t)dt
Y 0 0
P 2w
:777"28—22(9% )+7‘/RQ(’y(t))cos(t)dt
0
Por tanto
2 2w
JoF-dy _8Q oP . 1 [ Rp(y(t)) 1 [ Ro(y(®))
—3 G_x( 0) — a—y(a:o)— ;/Tsen(t)dt—kg/fcos(t)dt
0 0
0Q,. | oP 12”R<<>> 1 Rol(t)
p(y(t Q(y(t
———"_gen(t)dt + o) — ol cos(t)dt
~ o3 5w - al O 7 - 2o
de tal forma que, como
21
lim Msen = lim / cos(t)dt
=0 [7(t) = ol r=0J []v( —:EoH
(lo cual es una consecuencia casi directa de 3.18), tenemos que
B Jp F-dy
2 27
. (0@, .. orP . 1 [ Rp(y(t) 1 [ Rq(y(t))
=lim | —(Z9) — —(Z9) + — | ————2"5 dt+ %costdt
s (ax( R B T S A TGN R
Q.. oP
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Lo mas interesante del resultado anterior es que la identidad
Rot F(z) = — (&) — —(&)

se sigue cumpliendo aun cuando el rotacional no se calcule con base en discos centrados en Z. Lo
siguiente que vamos a mostrar es que si Rot F'(z) lo definimos ahora en términos de cuadrados con
centro en Z, entonces la identidad anterior sigue siendo vélida cuando F' es nuevamente una funcién

de clase C1.

Proposicién 3.26 Sean, F = (P,Q) : U C R? — R? de clase C' en la region U, y &0 = (z0,v0) €
U. Dado r > 0 tal que R, = [xo — 7,20 +7] X [yo — 7,90 + 7] C U, hacemos I', = OR, = Fr(R;) (la
frontera de R, ) y tomamos 7, una parametrizacion que la recorra una vez y en sentido contrario a
las manecillas del reloj (ver figura 3.24). Entonces

fr F’d’Yr
t F (&) = lim 2o — "
Rot F(#o) r0 area(Ry)

Y
y0_|_7=__, ...............
vo Lol o
Yo — T A= :
xo—“r 33.}0 xé—kr X

Figura 3.24: El cuadrado R, de la proposicién 3.26

Dem. Sabemos que

J v = [P+t =) (1,00t + [ Flao+ o +1)- 0,1

Iy -r -r
—/F(mo+t,yo+r)-(1,0)dt—/F(x0—r,yo +1t)-(0,1)dt
Z/[Q(9€0+7‘7y0+t)—Q(ﬂfo—ﬁyoﬂ)]dt—/[P(330+t7y0+7‘)—P(9€0+t7y0—7’)]dt

de tal forma que, por el Teorema del Valor Promedio, existen &,.,n, € [—r,r| tales que

/F'd’% =2r (Q($0 +7,yo + gr) - Q($0 — 7Y + 57‘))_27' (P(:EO + Nr, Yo + T‘) - P(ﬂfo + Nry Yo — T‘))
v (3.19)
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y por el Teorema del Valor Medio existen &, 7). € (—r,r) tales que

0 0
P = @) G+ g+ &) - @ENG @+ i+ 1)

rr
Por lo tanto, como % y %—I; son funciones continuas y &., &, n,, 1. — 0 si r — 0, se tiene que
oP
e Eedn (@D F (@0 + &y +&) (22 (2o + 0 v0 + 1)
r—=0 area(R,)  r—0 42 4r?

) o oP
= lim (8—§(x0 +& Yo+ &) — 8—y($0 + ey Yo + 77:«))

r—0
0Q oP
= %(xo,yo) - a—y(xo,yo)
= Rot F(Zg)
que es lo que se queria demostrar. |

Sin duda las dos tdltimas proposiciones nos conducen a replantear la definicién de rotacional que
dimos anteriormente. Todo parece indicar que la definicién mas adecuada es la siguiente.

Definicién 3.27 Sea F = (P,Q) : U C R? — R? tal que %—]; Y %—2 existen para toda T en la region
U. Definimos el rotacional de F' en & € U, que denotamos por Rot F(Z), como

Rot F(2) = 2%(3) — = (2)

Como es de suponerse, esta nueva operacién definida para las funciones (o campos) de R? en
R? se lleva bien con la suma y multiplicacién por un escalar de este tipo de funciones, lo cual
establecemos en la siguiente proposicién y cuya prueba se deja al lector.

Proposicién 3.28 Sean, F,G : U C R?> = R? y o, 8 € R. Si Rot F(#) y Rot G(&) existen para
toda & € U entonces Rot(oF + BG)(Z) existe para toda & € U y ademds

Rot(aF + BG)(z) = aRot F(z) + S Rot G(Z)

3.5.1 El teorema de Green

Lo importante de todo el trabajo que realizamos antes de llegar a la definicién 3.27 es que ahora
sabemos que si F' = (P, Q) es un campo de clase C' en su dominio, entonces Rot F|(2) se puede
ver como un limite (o dos, para ser més exactos). De hecho, la conclusién de la proposicién 3.26
nos serd de gran utilidad para deducir uno de los teoremas més importantes de este capitulo: el
Teorema de Green?.

Antes de entrar en materia, es necesario definir con precision ese tipo de curva que, esencialmente

(es decir, “topolégicamente”), “es como” una circunferencia.

Definicion 3.29 Sea I' C R™ una curva suave por pedazos. Decimos que I' es una curva cerrada
simple (suave por pedazos) si existe v : [a,b] — R™ parametrizacion de T tal que 7 es cerrada

(v(a) = (b)) e inyectiva en (a,b] (o en [a,b)).

“George Green (1793-1841) matemético autodidacta inglés (su famoso teorema lo publicé en 1828), quien ingresé
como estudiante a la universidad de Cambridge a la edad de 40 afios.
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Son ejemplos de curvas cerradas simples, el perimetro de un tridngulo, el de un cuadrilatero (o
en general, el perimetro de cualquier figura poligonal, que no se autointerseca), elipses, etc. (ver
figura 3.25).

-

Figura 3.25: Curvas cerradas simples

Una vez establecido este concepto, procedemos a deducir el Teorema de Green. Supongamos
que tenemos un campo F = (P, Q) : U € R? — R? de clase C'! en su dominio, y 2 C U un conjunto
Jordan-medible tal que I' = 9Q = Fr(Q2) es una curva cerrada simple. Dado que F' es de clase
C' entonces Rot F' = % — %—I; es una funcién continua en 2 y por lo tanto integrable sobre este
conjunto. De esta forma, sabemos que

k k
/Rot Z Rot F( él (R;) = Z Rot F(fl) -area(Ry)
1 i=1

Q

en donde él € R; y los R; son los subrectangulos inducidos por una particion P de algun rectangulo
R que contiene al conjunto ) y tales que R; N # () (ver figura 3.26). De hecho, como podemos
suponer que tanto R como los R; son cuadrados, si tomamos cada él como el centro de R;, por la
proposicién 3.26 tenemos que

Rot F(&;) - drea(R;) ~ /F - dry;
I

en donde I'; es el perimetro de R; y ; es una parametrizacion de éste que lo recorre en sentido
contrario al de las manecillas del reloj. Por tanto

y esta aproximacién serd mejor en la medida de que P sea una particién muy fina.

Ahora obsérvese que, dado que cada una de las integrales fFi F'-d~; se puede descomponer como
la suma de cuatro integrales (sobre cada uno de los lados del cuadrado R;), si R; y R; son dos
cuadrados adyacentes, entonces en la suma

/F.dfy,-+/F-dfyj
I r;

se cancela justo la integral sobre el lado comin a ambos cuadrados de tal forma que esta suma es
igual a la integral de F' sobre el perimetro del rectangulo R; U R;, recorrido en el sentido contrario
a las manecillas del reloj (ver figura 3.27).
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E'LRL/

Figura 3.26: Los R; son los subrectangulos inducidos por una particién P de algin rectangulo
R que contiene al conjunto  y tales que R; NQ # ()

Figura 3.27: Las integrales sobre el lado comin de dos subrectangulos adyacentes R; y R; se
cancelan ya que se recorre en sentidos opuestos

Si este proceso de “cancelacién” de integrales sobre lados adyacentes lo hacemos para todos los
R;, tenemos que

k
Z/F-d%-:/F-d&
r

1=1 T,

en donde T es una curva poligonal de lados paralelos a los ejes y 4 es una parametrizacién de ésta
que la recorre (una vez) en el sentido contrario al de las manecillas del reloj (ver figura 3.28).

—

Figura 3.28: La curva I’

Lo mejor de todo esto es que, si los cuadrados R; son muy pequenos (es decir, la particién P es
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muy fina) entonces [~ =99y por lo tanto
/F -dy &= / F-dy
P =09

en donde 7 es una parametrizaciéon de I' = 9€) que la recorre (una vez) en el sentido contrario al
de las manecillas del reloj (ver figura 3.29).

Figura 3.29: Las curvas I' y I = 92 se “parecen”

Todas estas identidades y aproximaciones sugieren que

!RotF:!<g—§—g—];>: / F-dy

iy esto es justo lo que asegura el Teorema de Green!
Formularemos el Teorema de Green en los mismos términos en que acabamos de deducirlo, aun
cuando la prueba sélo la haremos para cierto tipo de regiones €.

Teorema 3.30 (de Green) Sean, F = (P,Q) : U C R? — R? de clase C' en U, y Q C U un
conjunto Jordan-medible tal que T' = 0Q = Fr(Q) es una curva cerrada simple y QUT C U.

Entonces 50 op
Q Q

I'=0Q

donde v es una parametrizacion de I’ que la recorre (una vez) en el sentido contrario al de las
manecillas del reloj.

Dem. Haremos esta prueba para el caso en que  C R? sea una regién tipo I y tipo II, si-

multaneamente. Como
B 0Q 0P
/R"tF—/<%‘a—y>
Q Q

_[oQ_ [or
-] ox dy
Q Q

analizaremos cada una de estas integrales por separado.
Dado que Q) es una regién tipo I, sabemos que existen «, 3 : [a,b] — R continuas tales que

Q= {(z,y) eR* |z € [a,0] y a(z) <y < Blx)}
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Entonces

(P(z, B(z)) — Pz, o(x))) dw

/b
a  \a(z)
/b

Por otra parte, ndétese que v = 1 + 2 + (—v3) + (=74), con 1,73 : [a,b] — R? definidas como

71(:17) = (:L'v a(gj)), /73(33) = (3375(1'))7 y ’)/2(33‘) = (b,ﬂj‘) con r € [a(b)75(b)]7 74(3:) = (a7$) con
x € [a(a), B(a)], es una parametrizaciéon de I' = 9 que la recorre (una vez) en el sentido contrario
al de las manecillas del reloj, de tal forma que si consideramos el campo (P, 0), tenemos que

[ ®oyav=[o)y-dn+ [(R0)-ar- [(P0)dn- [@0)-d

I'=0Q I I's Ty

Iy
b
:/(P(az,oz(:n)),O)-(1,@'(3:))d:n+ /(P(b,a:),O)-(O, 1)dz

donde I'1,I'9, I'3 v I'4 son los cuatro subarcos en que se subdivide a I' = 99 y que estéan parametriza-
dos por 1,72, =3 y —74, respectivamente (ver figura 3.30).

(a,8(a))

Iy (b,8(b))
Iy
Iy
(b,a(b))
(a,0(a)) Iy

Figura 3.30: I'y,I'5,I's y I'4 son los cuatro subarcos en que se subdivide a I' = 02
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Si ahora usamos el hecho de que  C R? también es una regién tipo II, por un procedimiento

analogo al anterior se prueba que
0Q
0 cdy= | —
/ 0,Q) - dvy / e
Ir'=0Q Q

de tal forma que

B 0Q 0P
[ror=[(5-%)
Q Q
_[oQ_ [op
] ox oy
Q Q
- [0 o+ [ (R0
I'=0Q I'=0Q
- [ a+ro) @
I'=0Q
- [ ®Q-a
r=o0Q
= / F - dy
=00
con lo cual termina la prueba. |

El lector no deberia de quedar muy a disgusto por la suposicién que se hizo acerca de §2 en
la prueba anterior. Esta no es una suposicién muy restrictiva, sobre todo si se toma en cuenta
que justo las regiones de tipo I y tipo II son aquellas para las cuales realmente se saben calcular
integrales.

Por otra parte, también vale la pena destacar cierta analogia entre el Segundo Teorema Fun-
damental del Célculo y el Teorema de Green. En efecto, si recordamos la definicién provisional
que dimos del rotacional de un campo F', dicho concepto se puede interpretar como una cierta
“derivada”, de tal forma que integrar esta “derivada” sobre una regién ) jse reduce a “evaluar”
(de cierta forma) la funcién original F' sobre el borde (o frontera) I' = 9 de la regién! (el Segundo
Teorema Fundamental del Calculo cldsico también se puede ver de esta forma).

Dado que el Teorema de Green relaciona una integral de linea de una funcién de valores vec-
toriales con una integral de Riemann de una funcién de valores reales (ambas en el plano), este
teorema se suele usar para sustituir el cdlculo de alguna de estas integrales en términos de la otra.
El siguiente ejemplo muestra cémo se hace esto para el campo definido en el ejemplo 3.19, resultado
que por cierto nos sera muy util cuando retomemos el problema de los campos conservativos.

Ejemplo 3.31 Sea F' = (P,Q) : U = R?\(0,0) c R? — R? definido como
F(z,y) = (P(z,y),Q(z,y))

_ —Y z
- $2+y27$2+y2
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y Q C U una region tal que T' = Fr(Q) = 0Q es una curva cerrada simple y (0,0) ¢ QUT. Calcule

F-dy
=

en donde 7 es una parametrizacion de I' que la recorre (una vez) en el sentido contrario al de las
manecillas del reloj.
Solucion. Como se mostré anteriormente, para este campo F se tiene que

9Q (1 y) = Z—];(:c,y)

ox
para toda (x,y) € U, de tal forma que Rot FF = 0 en la region U. Dado que la region Q y F
satisfacen las condiciones del teorema de Green, tenemos que

[ (0Q 0P
/F'd”—/<%‘a—y>
I'=002 Q

=0

Obsérvese que en particular este resultado es vdlido si I' es cualquier circunferencia, o el perimetro
de cualquier rectangulo, siempre y cuando el (0,0) no quede “encerrado” por T.

Figura 3.31: La frontera o “borde” de la regidn () esta formada por dos circunferencias

El Teorema de Green se puede extender a regiones ) cuya frontera esté formada por mas de
una curva cerrada simple, como serfa el caso de un anillo (ver figura 3.31). Para deducir el tipo
de identidad que se obtiene en este caso, podemos recurrir al mismo procedimiento que seguimos
antes: si a la regiéon Q la “metemos” dentro de un cuadrado R y a éste lo subdividimos (o lo
particionamos) en cuadrados muy pequenos, haciendo las mismas aproximaciones, sustituciones y
cancelaciones que en el caso anterior, llegaremos a la conclusiéon de que

[ [0Q 9P
[roer= [ (5 5)
Q Q
:/Fdw+/de+m+/Fd%

FO Fl Fk

en donde T'g,T'q,...,T'x son las curvas cerradas simples tales que Fr(Q2) = 9Q =ToUTU... U
[k, con Ty “la més exterior” (o que “rodea” al resto) y 79,71, ...,k parametrizaciones de éstas,
respectivamente, todas ellas recorriéndolas una vez, 7i,...,7; en el sentido de las manecillas del
reloj y 7o en el contrario (ver figura 3.32).
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1)
Q

000
o> 9

Figura 3.32: Ejemplo de regién 2 sobre la que se aplica la versién general del Teorema de Green

Aun cuando formularemos esta version més general del teorema de Green, no estamos en condi-
M
ciones de dar una prueba “rigurosa” de ella. Seria necesario precisar algunos conceptos, como el
de que I'y es la curva “mas exterior” (o que “rodea’” al resto), lo cual escapa a los objetivos de este
0 )
texto.

Teorema 3.32 (de Green (versién general)) Sean, F = (P,Q) : U C R? = R? de clase C* en
U, yQ C U un conjunto Jordan-medible tal que Fr(Q) = 0Q =ToUT1U...UT, con Ty, T'y,..., T
curvas cerradas simples y Ty “la mds exterior” (o que “rodea” al resto). Entonces

fror- [(2-3)
:/F-ah

o0
:/F'd70+/F'd71+---—|—/F-d7k
FO Fl Fk
donde 0,71, ...,k son parametrizaciones de I'g,I'1,..., Ty, todas ellas recorriéndolas una vez,
V1,57 en el sentido de las manecillas del reloj y vy en el contrario.

De hecho, en la mayoria de los problemas en los que se puede aplicar la version anterior del
teorema de Green, también se pueden resolver adaptdndolos a una aplicacién de la version mas
sencilla. El siguiente ejemplo, ademas de ilustrar lo anterior, también muestra en qué tipo de
situaciones suele ser 1til este teorema.

Ejemplo 3.33 Calcule la integral fr F - dv donde

y I' es el perimetro del cuadrado R = [—1,1] x [—1,1] recorrido en el sentido contrario al de las
manecillas del reloj.

Solucion. Lo primero que hay que decir es que, si bien intentar calcular directamente la integral
de linea no es una tarea imposible, st puede resultar bastante laboriosa. Por otra parte, la primera
version del teorema de Green no se puede aplicar en este caso puesto que R (ni ningin otro conjunto
que tenga como frontera a T') estd contenido en el dominio de F, es decir, R € U = R*\{(0,0)}.
El camino que sequiremos serd el siguiente: tomamos @ = R\B,((0,0)) con 0 <r < 1 de tal forma
que Q C U = R?\{(0,0)} y 9Q = Fr(Q) = T UC, donde C, es la circunferencia de radio v con
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T

7
SN

Figura 3.33: La regién () del ejemplo 3.33

centro en el (0,0) (ver figura 3.33). Dado que en este caso se tiene que Rot F(x,y) = 0 para toda
(z,y) € U =R>\{(0,0)}, si v, es una parametrizacion de C, que la recorre en el sentido contrario
al de las manecillas del reloj, por la versidn mds general del teorema de Green tenemos que

O:/RotF

Q
:/F-dy—/F'd%
T Cr
de tal forma que
/F-dq:/F'd%
T Chr

como se calculo en el ejemplo 3.19.

Figura 3.34: Una manera de subdividir la regién 2 del ejemplo 3.33 para después aplicar (en
cada pedazo) la versién m3s sencilla del Teorema de Green

St no quisiéramos echar mano de la version mds general del teorema de Green, observe que la region
Q se puede subdividir en cuatro regiones 1,9, Q3 y Q4, las que se obtienen de intersectar a )
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con cada uno de los cuadrantes (que por cierto, cada una de estas regiones es de tipo I y tipo II,
simultdneamente) (ver figura 8.84). Dado que Rot F(x,y) = 0 para toda (z,y) € U = R?\{(0,0)},
por el teorema de Green (la primera version) tenemos que

/F-d%‘zo

T

en donde T'; = 08 y v; es una parametrizacion que la recorre en el sentido contrario al de las
manecillas del reloj, para i = 1,2,3 y 4. Si ahora observamos que en cada segmento que sea comun
a dos de estas curvas I'; y I';j, en las correspondientes integrales dicho segmento es recorrido en
sentidos contrarios (ver figura 3.35), concluimos que

O:/F-d’yl+/F-d’yg+/F-dfy3+/F-dfy4

Iy o I's Ty
:/F-d’y—/F'd’yr
r Cr
de donde
/F'd’y:/F'd’yr
T Cr
=27

Figura 3.35: Las curvas I'1, I'g, I's y I'y del ejemplo 3.33

Como se muestra en el ejemplo anterior, la version méas general del teorema de Green suele ser
util para sustituir el cdlculo de una integral de linea por otra(s) més sencilla(s) de realizar.

Otra consecuencia importante del teorema de Green es que, en el caso de un campo F de
clase C1, el rotacional de F' en un punto & (Rot F(#)) se puede ver como un limite, y no sélo
para circunferencias o cuadrados centrados en Z (como se hizo al inicio de esta seccién) sino para
regiones mas generales. En la siguiente proposiciéon establecemos este hecho y sélo es necesario
recordar que, si A C R? es un conjunto acotado, entonces diam(A) = sup {||& — 9| | #,9 € A}.

Proposicién 3.34 Sean, F = (P,Q) : U C R? — R? de clase C' en U, & € U y {Q:}ocece
una familia de subconjuntos de U, Jordan-medibles, cerrados y acotados, y tales que: T'e = 09 =
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Fr(Q:) es una curva cerrada simple, T € int(€)e) para toda 0 < e < ¢ € R y lim._,o diam(£2) = 0.
Entonces
F-d
Rot F(2) = lim 7fFS IS
e—0 area(€):)

donde v. es una parametrizacion de I'c que la recorre en el sentido contrario al de las manecillas
del reloj.

Dem. De acuerdo con el teorema de Green, sabemos que

fron- (24

o (Sz—f@e) -G -m(o)

~ (5261~ 5 @) -area@)

para alguna ée € Q. (Teorema del Valor Promedio). Como g—g y %—]; son continuas y éa — 2 cuando

e — 0, ya que lim._,o diam(Q:) =0 y & € int(S):) para toda 0 < £ < ¢, tenemos que

F-dy. Q ~. 0P -
lim M = lim (a—f( c) — —(§a)>

e—0 drea():) e—0 dy
oqQ . oP .
= Rot F (%)
que es lo que se deseaba demostrar. |

3.5.2 El rotacional en coordenadas polares

Una de las ventajas de poder usar una gama amplia de regiones para ver al rotacional de un campo
F (en un punto &) como un limite, es que podremos deducir cémo se calcula este valor en el caso
en que el campo F' esté expresado en otros sistemas coordenados. Lo siguiente que haremos serd
encontrar una expresion para Rot F'(z) suponiendo que F' estd dado en términos de coordenadas
polares.

ée(?)

Figura 3.36: El sistema cartesiano formado por los vectores é,(Z) y é9(&) asociado al punto &
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Antes de hacer cualquier cosa, es necesario aclarar lo que significa que un campo vectorial F' esté
dado en términos de coordenadas polares. A un punto Z en el dominio de F' lo representaremos por
una pareja de nimeros (r, ) que denotardn las coordenadas polares de & en un cierto sistema polar
rf. Al valor de F en & (el vector F'(Z)) lo representaremos por una pareja de numeros (F.(z), Fy(z))
que denotaran las coordenadas del vector F(Z) en el sistema cartesiano formado por los vectores
é-(2) y ép(), en donde é,(Z) es un vector unitario en la direccién de Z (por lo que serd necesario
suponer que & # 0) y é(&) es el vector que se obtiene al girar é,(#) un dngulo de noventa grados
en la direccién contraria al movimiento de las manecillas del reloj (ver figura 3.36). De esta forma,
se tiene que

F(&) = Fr(2)é () + Fp(2)éq(2)

B(&)-e.(2) = F(2) y  F(2)-ép(2) = Fy(2) (3.20)

Es importante destacar que en el sistema cartesiano XY asociado al sistema polar rf (aquel
cuyo eje real positivo coincide con el eje polar) el vector é,(%) tiene coordenadas (cos(6),sen(f)) y el
vector ég(Z) coordenadas (— sen(6), cos(@)) (ver figura 3.37). Dado que el punto & estd representado
por sus coordenadas polares (r,6), F,. y Fy son funciones (de valores reales) de las variables r y 6.

Y
T
éo()
! ()
cos(0) é..sen
1 i
—sen (0) | cos(6) X

Figura 3.37: Las coordenadas de los vectores é,(Z) y ép(Z) en el sistema cartesiano XY asociado
estan dadas por (cos(6),sen(6)) y (—sen(),cos(f)), respectivamente

Por cierto, suponer que un campo que estd dado en términos de coordenadas polares cumple
con estas caracteristicas, no es una ocurrencia o un mero capricho. Estas caracteristicas estan
justificadas en el siguiente hecho. Los campos vectoriales mas comunes son aquellos que se obtienen
como el gradiente de una funcién ¢ : U C R?>— R. Ahora, si esta funcién estd dada en términos de
las coordenadas polares (r,0) de &, jcomo obtenemos una expresién para el campo F (&) = V()7

Dada la funcién ¢, las derivadas que podemos calcular en cada punto & € U son precisamente
g—f(:ﬁ) y g—‘g(:ﬁ), por lo que vale la pena recordar qué relacién tienen con el V(Z).

De la definicion de g—f(i) se tiene que

dp .\
E(l’) = 5(7’79)

= jm, h

_ lim (T + hén(2)) — o(Z)
h—0 h
Dq, (3)p(2)

donde Dg, (3)¢(#) representa la derivada direccional de ¢ en # en la direccién del vector é,(Z).
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Por otra parte, si consideramos la funcién g(h) = (r cos(8 + h),rsen(0+ h)) (o g(h) = (r,0 +h)
si la expresamos en coordenadas polares) y la componemos con la funcién ¢, tenemos que

(¢09)(0) = lim (pog)(0+ hh — (o g)(0)
©(g(h)) — ¢(g(0))

~—

= fm h

— lim 90(7'7 6 + h) - (10(7‘79)
h—0 h
dp .
%(JE)

22 #) = (pog) 0

= Vplg(0) -0

= V(&) - (—rsen(f),r cos(d))
= V(&) - (rég(2)

es decir 19
—o (&) = V(@) - é(@)
Por tanto
(&) = V()

Esto prueba que, dada ¢, lo que podemos calcular en cada punto & € U son justo las coordenadas
del V() en el sistema coordenado cartesiano formado por los vectores é,() y ép(Z), y esto es lo
que justifica la forma en que supondremos que estan dados los campos vectoriales en coordenadas
polares.

Una vez aclarado lo anterior, procederemos a calcular Rot F'(Z) para un campo F' = (F,, Fp) :
U c R?— R? de clase C! que estd dado en términos de coordenadas polares. Sea iy € U tal que
sus coordenadas polares son (79, 6p). Dado € > 0 definimos

Qaz{(r,e)GRz‘T0—€§7’§T0+5790_€§9§90+E}

en donde (r,0) representa coordenadas polares (ver figura 3.38). Observe que ). cumple con las
condiciones de la proposicién 3.34 (y que ademés siempre se puede descomponer en una unién finita
de regiones que son tipo I y tipo II, simultdneamente), por lo que podemos asegurar que

F-d
Rot F(2) = lim u
e—0 area(€):)

Para calcular st F' - d., subdividimos a la curva I'; en los segmentos I'1,I's y en los subarcos
I'5,T'4 y los parametrizamos por

Y1 (t) = (tcos(fp —€),tsen(fy —e)) cont € [rg —e,ro+ €]
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Figura 3.38: La regién €,

Y2(t) = ((ro + €) cos(t), (ro +€)sen(t)) cont € [0y —e,00 + €]
v3(t) = (tcos(fy +¢€),tsen(fy +¢)) cont € [ro—e,rg+ €
~a(t) = ((ro —€) cos(t), (ro — €)sen(t)) cont € [y —¢,00 + €]

respectivamente, de modo que

71 (t) = (cos(By — €),sen(y — ¢)) = é-(y1(t))  paratodat € [ro —&,70 + €]
vy(t) = (—=(ro + €) sen(t), (ro + €) cos(t)) = (ro +€)éa(12(t))  para toda t € [0y — &, 0 + €]
3(t) = (cos(f +€),sen(fy +€)) = ér(73(t))  para toda t € [rg —&,70 + €]
v4(t) = (=(rg — &) sen(t), (rg — &) cos(t)) = (ro —e)ég(y4(t))  para todat € [0y — &, 0 + €]

Por tanto, si hacemos 7. = v1 + 72 + (—73) + (—74) tenemos que

/F'd’ye

re

:/F-d"}/l+/F'd’}/2—/F'd’yg—/F'd’Y4
Iy Iy I's Ty

ro+e Oo+-¢ ro+e 0o+
- / Fln () -, (t)dt + / F(rn(t)) - 7b(t)dt — / F(ys(t)) - 7 (t)dt — / Flu(t)) - vi(t)dt
ro—¢ 6p—e¢ ro—e Op—e¢

ro+e Oo+e ro+e
- / Fn(®) - en(n (1)t + / Flma(t)) - (o + £)éo(ra(t))) dt — / Flrs(t)) - 6 (ya(8))dt
T’ZO—:E Op—e To—¢€
- / Fu(®)) - (ro — )es(a(0))) dt

Oo—e

Ahora, si usamos las identidades 3.20, escribimos a los puntos 71 (t), y2(t), v3(¢)

,74(t) en términos
de sus coordenadas polares (es decir, y1(t) = (t,00 — €), 72(t) = (ro + &,t), 13(t) =

(t,90 + E) y
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() = (ro — &,t)) (°), y llamamos g a la funcién de las variables polares (r,0) definida como
g(r,0) = rFy(r,0), tenemos que

ro+e Oo+e
—— [ (Bu®) - Bn@) e+ [ o+ Fo(t) - (o — ) Faln(e))
ro—e Oo—¢
ro+e Oo+¢
= - / (F(t,00 + ) — Fp.(t,00 —€)) dt + / ((ro +e)Fy(ro +&,t) — (ro — e)Fy(ro — &,t)) dt
ro—e Op—e
ro+e Oo+¢
= - / (F(t,00 + ) — Fp.(t,00 —€)) dt + / (g(ro+e,t) —g(rg — &,t)) dt
ro—e Oo—c

Asi, por el Teorema del Valor Promedio, existen . € (6p —e,00+¢) y r- € (ro —e&,7r0 + €) tales
que

/F cdye = —2e (Fp(re,0p +€) — Fr(re,600 — €)) + 2 (g(ro + £,0:) — g(ro — &,0:))
e

y por el Teorema del Valor Medio, existen 0. € (g —e,0p +¢) y rL € (ro — &,70 + £) tales que

[P =~ G 8 + (2)(20) 22020
Ie

de modo que, como %FOT Y 3 ag son continuas y (7., 0.), (r.,60:) = (r9,6p) cuando € — 0 se tiene que
f F - dr,
Rot F(T(), 60) = gl_)l% W (321)
1 OF,

- gl_% e(ro + )2 — e(ro — €)2 <_(2E)(25)W(7’67 00) + (25)(25)%(7"27950

— i (-G + ko))

e—0 7 or

_ %( a;; (70, 60) + g (ro,90)>

_ % <_ a;;" (70, 60) + 6(87‘ )(ro,90)>
aaFe (70, 60) +- Fg(ro,Ho) 10 8812 (r0,60)

5Sin duda hacer esto se puede ver como un abuso de notacién puesto que péarrafos arriba se escribié que estos
mismos puntos v1(t),v2(t),v3(t), v4(t) eran iguales a otras parejas de ndmeros. Esto se puede “resolver” si justo los
pensamos como puntos del plano. En general, si £ es un punto del plano y establecemos un sistema coordenado
cartesiano XY (en el que, por cierto, el origen no estd en &), el punto % se puede designar por dos parejas de nimeros
asociadas al mismo sistema coordenado XY'; una correspondiente a las coordenadas cartesianas (digamos (z,y)) y
otra a las coordenadas polares (digamos (r,0)). De esta forma, escribir que & = (z,y) 6 & = (r,0) no debiera causar
confusién, siempre y cuando se aclare de qué coordenadas estamos hablando.
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Aun cuando los cédlculos que acabamos de hacer fueron un poco més extensos que los que hicimos
en la prueba de la proposicién 3.26 (ahora fuimos més especificos con las parametrizaciones que
usamos), seguramente el lector se ha percatado de la similitud que hay entre ellos. De hecho vale la
pena resaltar que, mientras en la proposiciéon 3.26 usamos los rectangulos R, acotados por las rectas
cuyas ecuaciones cartesianas estin dadas porx =z —r, c =29+ 7, Y=Y — Ty Yy =Yg+ 7, €n
lo que acabamos de hacer usamos las regiones ). acotadas por las curvas cuyas ecuaciones polares
estan dadas porr=rg—¢e, r=1r9+¢,0 =09 —cy 0 =0y+ . jEsta clara la analogia?

Antes de pasar al ultimo tema de esta seccién, veremos un ejemplo de como se usa el cédlculo
que acabamos de hacer.

Ejemplo 3.35 Sea F : U = R?\{(0,0)} ¢ R?—= R? definido en coordenadas polares como F(r,0) =
(f(r),1/r), con f: (a,b) CR — R de clase C'. Calcular Rot F(ro,00) para todo (ro,0p) € U.
Solucion. En este caso tenemos que F,.(r,0) = f(r) y Fp(r,0) = 1/r, de tal forma que, de acuerdo
a lo que obtuvimos en 3.21, se tiene que

OF, 1 1 OF,
ROt F(To,eo) = —87‘0 (7‘0,90) + %Fg(ro,eo) — % 69 (7‘0,90)
1 1 1 1
=—= + - — ——.0
7’0 To To To

iSi f =0, compare con el campo del ejemplo 3.19!

3.6 La divergencia en el plano

En esta seccién introduciremos el concepto de divergencia de un campo F = (P, Q) : U C R>— R?,
concepto que motivaremos a partir del siguiente problema. Supongamos ahora que F' representa
al campo de velocidades de un fluido en un cierto instante; es decir, si £ € U es un punto por
el cual pasa el fluido, entonces F'(Z) representard la velocidad con la que “viaja el fluido” (o una
“molécula” o porcién muy pequena de éste) en ese punto (y en ese instante).

Figura 3.39: Si el fluido tiene una velocidad constante F, la zona “cubierta” por éste al pasar
durante una unidad de tiempo através de un segmento L, tiene la forma de un paralelogramo
cuya drea estd dada por (F'-n) - longitud(L)

Empecemos por suponer también que F' es constante, es decir, que F(&) = F para toda z.
Ahora, si colocamos un segmento de recta £ por donde pasa el fluido y elegimos un vector n que
apunte en una direccién normal (de las dos posibles) a £, nuestro primer problema sera encontrar
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una forma de medir qué tanto se “expandird” el fluido a través de L en la direcciéon de n en una
unidad de tiempo. Sin duda una muy buena manera de medir esta “expansién” es por medio del
area de la zona “cubierta” por el fluido después de que se le deja “fluir” a través del segmento L
durante una unidad de tiempo. Bajo el supuesto que estamos haciendo de que nuestro fluido tiene
una velocidad constante, es “intuitivamente” claro que la zona “cubierta” en este caso por el fluido
coincide con un paralelogramo, como se muestra en la figura 3.39.

Si el vector F “apunta’ hacia el mismo “lado” que n, sabemos que el darea de este paralelogramo
estd dada por (F . ﬁ) - longitud(L), en donde F - fi nos da la altura de dicho paralelogramo. De
hecho, este ultimo nimero también se puede interpretar como una medida de qué tanto “cruza el
vector F' al segmento L£”. Nétese que, si F tiene una direccién muy parecida a la del segmento
L, en cuyo caso nuestra intuicién nos dice que el vector F lo “cruza poco”, justo este nimero es
pequeno, siendo igual a cero cuando F es paralelo a £, lo que concuerda con la nocién intuitiva
de que en esa posicién F no “cruza” a L. Por lo que se refiere al signo de F. n, éste también
proporciona informacién importante puesto que nos indica hacia qué lado cruza F a £: hacia el
lado en que apunta 7, si es positivo, y hacia el lado contrario al que apunta 7, si es negativo.

De esta forma, resulta entonces razonable decir que el niimero

<F . ﬁ) - longitud(L) (3.22)

nos da la medida (en términos de un &drea) de qué tanto se “expande” el fluido a través de L en
una unidad de tiempo, y que esta “expansion” es en la direccién en la que apunta n si el nimero
es positivo, o en la direccién contraria a la que apunta 7, si es negativo®.

Una vez resuelto este problema, pasamos al siguiente. Sea F = (P,Q) : U C R?— R? una
funciéon que representa el campo de velocidades de un fluido en un instante dado, y I' C U una
curva suave. Nuestro problema ahora es encontrar una forma de medir qué tanto se “expandird” el
fluido a través de I' (jy en qué direccién!) en una cierta unidad de tiempo, si durante dicho lapso
de tiempo conserva la misma velocidad que tiene en ese instante dado.

. . R R 1
Tomamos Fy,..., P, € I'; si denotamos por (P, — Pi_1> al vector que se obtiene de girar
noventa grados en la direccion del movimiento de las manecillas del reloj al vector f’, — f’,-_l (es

A

R L . o h\ L
decir, si P; — P,_; tiene coordenadas (z,y) entonces <Pi - Pi_l) tiene coordenadas (y, —x)) el

(B-B) )y, . .
ey Il (ot

(con {AZ un punto en el subarco I'; de I' que une a los puntos P4 y ISZ) es una aproximacién a la

nuimero

F(&)- H

. R il
“expansién” del fluido a través del subarco I'; en la direccién del vector (PZ- — H_l) (ver figura

3.40), por lo que

k 1
Y F(&)- <Pz - Pi—l) (3.23)
i=1
serd una aproximacién a la “expansién neta” del fluido a través de toda la curva I' en la direccién

. R 1
determinada por los vectores (P, — H_l) .

SNétese que, si lo que quisiéramos calcular fuera la “cantidad de fluido” que cruzarfa a través de £ en esa unidad
de tiempo, habria que multiplicar a este nimero por la densidad de masa del fluido. En este sentido, el nimero dado
en 8.22 sélo es una medida de qué tanto se “expande” nuestro fluido a través de L en la direccion del vector .
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Figura 3.40: Si fl es un punto en el subarco de I" que une a los puntos P4 y P, una
aproximacién a la “expansién” del fluido (descrito por el campo F') a través de dicho subarco

. 1 . . n
en la direccién del vector <Pi — Pi_l) estd dada por F(§;) - (B — B_1>

Ahora, si v : [a,b] C R — R? es una parametrizacién de I' que la recorre una vez, y P =
{to,...,tr} es una particién de [a,b] que se corresponde con los puntos Py,..., P € I' entonces la
suma 3.23 se puede escribir como

k

ZF(V(&)) C(y(t) = y(tic1)) T

1=1

en donde &; € [t;—1,t;] es tal que (&) = éz paracadai=1,... k.

Como en ocasiones anteriores, si la particién P es muy fina, ademds de que esta suma serd una
mejor aproximacion a la “expansion neta” del fluido a través de toda la curva I' en “la direccién
determinada por los vectores (y(t;) — v(ti—1))™7, se tiene que y(t;) — v(tic1) ~ v'(&)(ti — ti—1)
(para cada i =1,...,k) y por lo tanto

k

k
STF((E)) - (v(t) = v(tim) = Y F( (&) - (7€) — i)
i=1

1=1

k
=3 F(y(&)) - (7€) (ti — tioa)
=1

Por estas aproximaciones, podemos concluir que esta integral serd una buena forma de medir qué
tanto se “expande” un fluido cuyo campo de velocidades estd descrito por F' a través de la curva I’
en “la direccién determinada por los vectores (7 (t))L”, los que por cierto, son normales a I'.
Antes de continuar con nuestro problema, estableceremos una notacién especifica para esta
ultima integral. En general, si I' es una curva suave por pedazos y v : [a,b] C R — R? una
parametrizaciéon de I', denotaremos por [i. F - (dy)™* a la integral ff F(y(t)) - (7 (t))" dt, es decir

b
/ Feldnt = [FO®)- (0) de

T

J. Péex 158



Capitulo 8. Integrando sobre curvas

en donde recuérdese que (z,y)" = (y, —z). Como vimos, esta integral se puede interpretar como
una medida de la “expansién” producida por el campo F' a través de I" en “la direccién determinada
por los vectores normales a I’ inducidos por la parametrizacién v, (v/())>7.

Vale la pena hacer notar que, si F' = (P,Q) y v = (71,72) entonces

[ @t = [@)- @)
I T

Una vez resuelto este problema, pasamos al siguiente. Sean 29 € Uy F = (P, Q) : U C R?— R2;
la pregunta ahora es: ;existe una manera de medir que tanto se tiende a “expandir” alrededor de
Zo (en un instante dado) un fluido cuyo campo de velocidades estd descrito por F'?

Con el fin de responder a esta pregunta, tomemos I', (r > 0) la circunferencia de radio r con
centro en Iy y 7, una parametrizacién de ', que la recorre una vez y en el sentido contrario al
movimiento de las manecillas del reloj (ver figura 3.41). Obsérvese que en este caso, los vectores
(’y,’n(t))L siempre apuntan hacia “afuera” de la circunferencia I',, de tal forma que el signo de la
integral fl“r F - (dv,)* tiene la siguiente interpretacién: si es positivo, significa que la “expansién
hacia afuera” de la circunferencia fue mayor que la “expansién hacia adentro”, mientras que si es
negativo, significa que la “expansién hacia adentro” de la circunferencia fue mayor que la “expansién
hacia afuera”.

Una vez aclarado lo anterior, tenemos entonces que la integral fl“r- F - (dv,)* es una medida de
la “expansiéon” (dada en términos de un édrea) producida por el campo de velocidades F' a través
de la circunferencia I',, de tal forma que el cociente

frr F - (dyy)*

. (3.24)

r

se puede interpretar como la “expansion” promedio producida por F' a través del disco de radio
r con centro en Ty. Como seguramente el lector ya sospecha, si el cociente de arriba tiene limite
cuando r — 0, a este valor limite se le podra considerar como la “expansion” producida por F en

el punto &o.
JF@nt= [t

Dado que
r r
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X

Figura 3.41: Si T', es la circunferencia de radio r con centro en Zg y -, una parametrizacion

que la recorre una vez y en el sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj, los
L s " . .

vectores (.(t))™ siempre apuntan hacia “afuera” de la circunferencia T,

para cualquier curva suave por pedazos I', y que a estas alturas contamos con herramientas tan
importantes (y potentes) como el Teorema de Green, es facil mostrar que si la funcién F = (P, Q)
que describe al campo de velocidades es de clase C! (en su dominio U) entonces el cociente 3.24
siempre tiene limite. Mads aln, en la siguiente proposicién mostraremos que dicho cociente tiene
limite incluso para regiones mas generales que los discos con centro en el punto Zy.

Proposicién 3.36 Sean, F = (P,Q) : U C R? — R? de clase C' en U, &9 € U y {Q:}o<c<e una
familia de regiones contenidas en U, Jordan-medibles, cerradas y acotadas, vy tales que: I'c = 092, =
Fr(Q:) es una curva cerrada simple, &y € int(e) para toda 0 < ¢ < ¢ € R y lim._,o diam(Q.) = 0.

FEntonces N
Jr. F-(dve)

li 2
50 area(Q)
existe y ademds
Jo. F-(dv)"  op 0Q

€

= %(@o) + 8—y(9?0)

50 area(de)
Dem. Dado que
/F- (dye)t = /(—F)l - dry.
S Ie

y que el campo (—F )l también es de clase C' en U, por la proposicién 3.34 se tiene que

fp F- (d%)l T fr (_F)J_ ~drye

lim ———— = lim —=
=0 drea(2:) =0 drea(§2;)

= Rot((—F)")(io)

= Rot(~Q, P)(20)

= ) + G (ao)
|

Como es de suponerse, la proposicién anterior nos da la pauta para definir el concepto de
divergencia de un campo F = (P, Q).
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Definicién 3.37 Sea F = (P,Q) : U C R? — R? tal que %—]; % existen para toda T en la region

U. Definimos la divergencia de F en & € U, que denotamos por div F (&), como

oP )
div F(#) = 5 (&) + 8—3(@)

Aun cuando el concepto de divergencia no lo definimos como un limite (ni siquiera provisional-
mente, tal como sucedié en el caso del rotacional), es importante hacer notar que cuando F' = (P, Q)
sea de clase C' en su dominio, la div F(2) si se puede ver como un limite, el cual tiene una in-
terpretacion muy especifica. De hecho, la proposicién anterior se puede reformular en términos de
este concepto de la siguiente manera:

Proposicién 3.38 Sean, F = (P,Q) : U C R? — R? de clase C' en U, &9 € U y {Q:}o<c<e una
familia de regiones contenidas en U, Jordan-medibles, cerradas y acotadas, vy tales que: I'c = 092, =
Fr(Q:) es una curva cerrada simple, &y € int(e) para toda 0 < ¢ < ¢ € R y lim._,o diam(Q.) = 0.
Entonces
Jo, F - (dye)*
. PR ) W8 e
div F(#o) = gl—% area(Q;)

La identidad que se dio parrafos arriba, en la que se establece que si F' = (P, Q) : U C R? — R?

entonces /FF _ (dV)L _ /(_F)i - dry

T

es la base sobre la cual se deduce la estrecha relacién que hay entre la divergencia del campo
F = (P,Q) y el rotacional del campo (—F)*+ = (—Q, P), relacién que por cierto ya usamos en la
prueba de la proposicion 3.36 y que de acuerdo con nuestra notacién se escribe como

div(P,Q)(2) = Rot(~Q, P)()

para toda & € U.

Aunque la identidad anterior no se da para el mismo campo (lo cual es muy importante tenerlo
siempre muy presente), y que fisicamente los conceptos de divergencia y rotacional no son lo mismo,
desde un punto de vista puramente matematico si da lugar a que, para cualquier resultado que sea
valido para el rotacional, exista uno casi igual para la divergencia. Tan es asi, que el Teorema
de Green se podria reformular usando el concepto de div F' y la integral [. F' - (dy)* (lo que se
deja como un problema para el lector) y a esta seccién se le pudo haber titulado “Divergencia y
rotacional en el plano”. Es por esta razén que ya no tenemos mucho mas que agregar con relacién
al concepto de divergencia.

Sin embargo, las cosas seran diferentes en el espacio. Ambos conceptos se van a generalizar
para campos de R® en R® y mientras que para estos campos la divergencia seguird siendo una
cantidad escalar, el rotacional de uno de ellos ya no se definird por medio de un sélo ndmero.
Afortunadamente para definir el concepto de rotacional para campos de R3 en R? no hace falta mas
que el concepto de integral de linea de funciones de valores vectoriales que hemos desarrollado en
este capitulo, por lo que procederemos a hacerlo en la siguiente secciéon. Para definir la divergencia
de campos de R? en R3 habra que esperar el desarrollo del concepto de integral de superficie, lo
que haremos en el siguiente capitulo.
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3.7 El rotacional en el espacio

Motivaremos el concepto de rotacional para un campo F = (P,Q, R) : U C R? — R3 planteando el
mismo problema que para el caso de R? sélo que con una condicién adicional.

Sea &g € U y D, C U un disco (infinitamente delgado, es decir “sin volumen”) de radio r > 0
cuyo centro estd “sujeto” en el punto Zg. Si una fuerza F golpea a este disco en un punto z de su
borde I, (una circunferencia de radio r con centro en Zp) el movimiento producido sobre el disco
D, puede ser muy dificil de describir (jy mucho mas de medir!). Por esta razén, vamos a suponer
adicionalmente que el disco D, se encuentra confinado en un plano P del cual no puede salirse. A
este plano P lo describiremos por medio de un vector (unitario) normal a él que denotaremos por
n (ver figura 3.42).

Z

7
P
D,

X

Figura 3.42: Una fuerza " golpea en el punto Z que pertenece al borde de la circunferencia D,
(de radio  y centro en %) la cual se encuentra confinada al plano P (que pasa por Zg y tiene
vector normal 7)

En esta situacion, es claro que el efecto producido sobre el disco D, por una fuerza F que lo
golpea en un punto Z de su borde I, sélo puede ser el de girar (dentro de P) o permanecer inmdvil

(sin duda en este caso hay muchas més posiciones de la fuerza F' para las que no se produce ningin
movimiento). Como hicimos en la seccién anterior, es facil convencerse de que el nimero

2rr

>

(3.25)

en donde T} es un vector tangente (unitario) a I', en & y contenido en el plano P, es una buena
forma de medir la rotacién producida por la fuerza F sobre el disco D,.

Con respecto al nimero dado en 3.25 hace falta hacer una precisién en cuanto a la forma de
interpretar su signo. Notese que el giro de un disco contenido en un plano P del espacio no tiene
una “direccién” prestablecida y que la determinacion de la “direccién” de este giro depende desde
cudl de los dos “lados” (aquellos en que queda subdividido el espacio por el plano P) lo observemos
(ver figura 3.43).

Afortunadamente esta situacién se puede resolver con el mismo vector n que usamos para
determinar al plano P puesto que dicho vector “apunta” hacia uno de estos dos lados. En efecto, si
establecemos que T} es el vector tangente (unitario) a I'; en & (y contenido en el plano P) que apunta
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A A

>

>

(a) (b)

Figura 3.43: (a) Si se observa una circunferencia en el plano Y Z desde el “lado” al que “apunta”
el vector n (parte positiva del eje X), el vector tangente T “apunta” en la direccién contraria
al movimiento de las manecillas del reloj; (b) si se observa desde el “lado” contrario al que
“apunta” el vector n (parte negativa del eje X), el mismo vector tangente T “apunta” en la
direccién del movimiento de las manecillas del reloj

en la direccion contraria al movimiento de las manecillas del reloj cuando se le ve desde el “lado”
al que apunta el vector i (ver figura 3.43 (a)), entonces podremos asegurar que: si (13’ Ty /2mr
es positivo, se tiene que D, gira en la direccién contraria al movimiento de las manecillas del reloj,
y si es negativo, entonces D, gira en la direccién del movimiento de las manecillas del reloj, en
ambos casos, cuando se le ve desde el “lado” al que apunta el vector n.

Como en el caso de R?, si ahora F representa a un campo de fuerzas que actia sobre el disco
D, el nimero dado por

frr, F- d’Yr
27r

serd el adecuado para medir la fuerza promedio ejercida por el campo F sobre el disco D,., de tal
forma que al nimero

(fl“r F- d%/27r7‘) 1 Jo, Fedy

27r ~ 4rm area(D,)

se le puede interpretar como la rotacién promedio producida sobre el disco D,., debida a la accién
del campo F.
Con base en lo anterior, estamos en condiciones de dar la siguiente

Definicién 3.39 Sean, F' : U C R? — R? continua en la region U, 39 € U, P C R3 un plano tal
que Tg € P, D, C P el disco de radio r > 0 con centro en &g, ', la curva perimetro (o borde) de
D, y v una parametrizacion de T, que la recorre (una vez) en el sentido contrario al movimiento
de las manecillas del reloj cuando se le ve desde 1, un vector (unitario) normal a P. Si

fpr F- d’Yr

3.26
0 area(Dy) (3:26)

existe, definimos la rotacion (con referencia al vector n) producida por el campo F sobre el plano
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P en el punto &y, que denotamos por Rot;F (&), como

. 1 .. fFT E - dryr
Rotak (F0) = 42 I drea(D;)

Lo siguiente que habria que hacer seria mostrar que el limite de 3.26 siempre existe si F' =
(P,Q,R) : U C R® - R? es una funcién de clase C' en su dominio, y encontrar su valor. Esta
tarea se dejard como un problema para el lector, y lo que aqui haremos serd mostrar que ese limite
también existe si en lugar de tomar los discos D,., tomamos rectangulos R, C P centrados en
(ver figura 3.44). Como en el caso de R?, lo que se espera es que ambos limites sean iguales y que
su valor se pueda expresar en términos de F' = (P,Q, R), Zo y 7.

VA

X

Figura 3.44: Un rectdngulo R, centrado en el punto Zg y contenido en el plano P

Antes de formular la proposicién que contiene este resultado, necesitamos hacer algunos prepa-
rativos.
Denotemos por L : R? — R3 a una rotacién del espacio con la propiedad de que

L(é3) = L(07 0, 1)
="
Si esta rotacion estd representada (en la base canénica) por la matriz

ail aiz a3
M = | a1 az a3
asy asz ass
tendremos entonces que los vectores L(é1) = L(1,0,0) = (a11,a91,a31), L(é2) = L(0,1,0) =

ai12,a22,0a32 €3) = = (a13,0a923,a33 orman una base ortonorma (§] O que
(a12,a22,a32) y L(é3) = L(0,0,1) = (a13,a23,a33) fi b ] de R3, 1o q
significa que

3 1 sii=7j
Z aia; = parai,7 =1,2,3
=1 0 sii#j
y
n = L(é3) (3.27)
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= L(é1) x L(é2)
= (a11,a21,a31) x (a2, aze, azz)

(a21a32 — a31a22, 031012 — 11032, 411022 — a12a21)
Dado que {L(zx,y,0) + &9 € R? | 2,y € R} = P entonces el conjunto
R, = {L(x,y,0) + & € R® | 2,y € [-r,7]} (3.28)

es un rectangulo contenido en P y centrado en el punto #;. Al borde (o perimetro) de R, lo
denotamos por I', y lo subdividimos en los cuatro segmentos I',1,I'.2,1', 3, y I, 4 a los cuales
parametrizamos por las funciones

Yr(t) = L(r,t,0) + 2o (3.29)
Yr2(t) = L(t,7,0) + Zo

Yr3(t) = L(—r,t,0) + 2o

Yra(t) = L(t, —1,0) + 2o

tomando ¢ € [—r,r] para todas ellas.

Nétese que la parametrizacién v, = 7,1 + (—7¥r2) + (—7r,3) + Yra recorre a la curva I'; en el
sentido contrario al de las manecillas del reloj, cuando a ésta se le mira desde el lado en que apunta
el vector n, y que ademds, por la regla de la cadena se tiene que

Y1 (t) = DL(r,t,0) - (0,1,0)" = M - (0,1,0)" = L(és)
Y,.5(t) = DL(t,7,0) - (1,0,0)" = M - (1,0,0)" = L(é1)
,.3(t) = DL(—r,t,0) - (0,1,0)" = M - (0,1,0)" = L(é2)
Yra(t) = DL(t, —r,0) - (1,0,0)" = M - (1,0,0)" = L(é1)

Finalmente, enunciamos un lema que nos permitira simplificar sustancialmente la prueba de la
proposicién que vamos a formular. En este lema y la proposicién que le sigue, supondremos que
r > 0 es tal que el rectangulo R, (definido en 3.28) estd contenido en U.

Lema 3.40 Sea f:U C R® — R una funcién de clase C' en U. Sic,d € [—r,r] entonces existen
&, n € [—rr] tales que

f(L(r,e,0) + 29) — f(L(—7,¢,0) + o) = 2rVf(L(E, ¢,0) + o) - L(é1)

f(L(d,r,0) + Zo) — f(L(d,—7,0) + Zo) = 2rV f(L(d,n,0) + Z¢) - L(é2)

Dem. Definimos h,g : [-r,r] C R — R como h(t) = f(L(t,c,0) + o) y g(t) = f(L(d,t,0) + Zo).
Por el Teorema del Valor Medio sabemos que existe &, € [—r, 7] tales que

f(L(r,¢,0) + &) — f(L(—r,¢,0) + Zg) = h(r) — h(—r)

= 2rh'()

= 2rV f(L(€,¢,0) + &) - (DL(€, ¢,0) - (1,0,0)")
= 2V f(L(E,¢,0) + o) - (M - (1,0,0) >

= 2V f(L(E,c, o) ) L(éy1)
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f(L(d’ T’O) + ‘%0) - f(L(dv _T’O) + ‘%0) = g(T‘) - g(—r)

=2rg'(n)

=2rVf(L(d,n,0) (DL (d,n,0) - (0,1,0)" )
= 2rV f(L(d,n,0) )+ (M - (0, 1,0 )

= QT‘Vf(L(d, UR ) ) L( 2)

Una vez hecho todo lo anterior, formulamos la proposicién que anunciamos.

Proposicién 3.41 Sean, F = (P,Q,R) : U C R?® — R3 una funcién de clase C' en U, y &9 € U.
Si tomamos R,, I'y y v como se definieron en los pdrrafos anteriores, entonces

li f F - dyy
r0 area(R;)

existe.

Dem. Usando las parametrizaciones dadas por 3.29 tenemos que

/F'd%‘:/F'd'yr,l_/F'd’WQ_/F'd7r,3+/F'd’7r,4

2 . I Frs Tra
= / F (Y1 (t)) - (t)dt — / F(yr2(t)) - yo(t)dt
- / F(yr3(1)) - 2hs(t)dt + / F(vr,4(t)) - yra(t)dt
- / F(y1(t)) - L(ég)dt — / F(yra(t)) - L(é1)dt
- / F(yr,3(t)) - L(é2)dt + / F(yralt)) - L(éy)dt
= / [F (1 () — F(rs(t))] - L(é2)dt — / [F(r2(t) = F(yra(t))] - L(ér)dt

Dado que las funciones que aparecen en estas integrales son continuas, por el Teorema del Valor
Promedio sabemos que existen &, n, € [—r,r] tales que

/F ~dyr = 2r ([F (1 (&) = F(r3(60))] - L(é2)) = 2r ((F(vr2(0r)) = F(yra(nr))] - L(é1))

Iy
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Por otra parte, como 7,,1(&) = L(r,&,0) + 2o y Vr3(&) = L(—7,&,0)+ 2o, por el lema anterior
(3.40) aplicado a cada una de las coordenadas del vector F(vy,1(&r)) — F(vr3(&)), sabemos que

existen ff,ﬁ,ci? y &R € [—r, 7] tales que
P(L(r,&,0) + &) — P(L(=7,&,0) + &) = 2rVP(L(&,&,0) + do) - L(é1)
Q(L(?", 57‘7 0) + jO) - Q(L(_Tv 67“7 0) + jO) = ZTVQ(L(£7“Q7 57‘7 0) =+ i'(]) : L(él)
R(L(r,&,0) + 20) — R(L(—7,&,0) + &) = 2rVR(L(&F, &,0) + &) - L(é1)

es decir que

F(’Yr,l(fr)) - F(’YT’,?»(&’))
=2r (VP(L(&F, &,0) + &) - L(é1), VQ(L(£Q, &, 0) + d0) - L(é1), VR(L(ER, &,0) + 20) - L(é1))

Anélogamente, dado que 7, 2(n,) = L(1,7,0) + 2o ¥ Yra(nr) = L(ny, —7,0) + &g, para cada una de

las coordenadas del vector F(7y,2(n-)) — F(yr4(n-)) existen nl’, 779 y nk € [~r, 7] tales que

P(L(n,,7,0) 4 i9) — P(L(n,, —7,0) + &) = 2rVP(L(n,,nt,0) + o) - L(é2)
Q(L(n,,7,0) 4+ Z¢) — Q(L(n,, —1,0) + &) = 2rVQ(L(n,,n%,0) + &) - L(é3)
R(L(n,,7,0) 4+ Z9) — R(L(n,, —7,0) 4+ Z¢) = 2rVR(L(n,,n%,0) + 2¢) - L(é3)

de modo que

F(’Yr,2(77r)) - F(fYTA(TIT’))
=2r (VP(L(nr,my ,0) + &0) - L(2), VQ(L(ny,n?,0) + &0) - L(é2), VR(L(n,,nf, 0) 4 20) - L(é2))

Si ahora observamos que &, 1, &5 5?, R P, 77,9 y nft — 0 cuando 7 — 0y que L(0,0,0) = (0,0,0),
como las funciones P,Q y R son de clase C', tenemos que

tiyy 208D =Tl DL ) (9 () - 1), 9QUa0) - Li@r), TR() - Lier)) - Liea)

R oP . .
= a12a11%($0) + alzazla—y(xo) + a12a31§($0)+

0qQ . 0qQ . aQ ..
a22a118—§($0) + a22a21_8§ (%0) + 6L22a31—ai2 (Z0)+
052011 22 () + azpany O (30) + assas S (i)
5201175 (2o 3202175 (%0 320315~ (20
y

lim z ([F(%’Q(m)iw;(ig"f(m))] L)) (9P(ag) - L(es). VQ0) - LE), VR(G) - L(és)) - L)

P oP P,
= a11a12%(x0) + a11a22a—y(9€0) + a11a325($0)+

oqQ . oqQ . 0qQ , .
azaiz a—f (Z0) + az1a2 8_3 (Zo) + az1azz a—g (Z0)+

asia —R(i*)—l—a a —R(i*)—l—a a —R(i)
310125 (%o 3102275, (%o 31032 5~ (%0
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de tal forma que

lim % = (g—lj(io) — g—g(i@) (ag1a32 — agasy) + (g—f(ﬁ:o) — g—f(i@) (a12a31 — aj1asz)
+ (g—g(io) - g—];(@o)> (a11a22 — a12a91)
= (Gotan) — Ftan), G o) — a0, G2 aw) - 520 ) - (L(er) x L)
= (Gotan) — ). S o) — G Gaoh, G aw) - a0 ) - L2

|
Aun cuando esta prueba estuvo un poco laboriosa, la identidad
Jo, Fdve (R, 0Q, 0P, . OR, . 9Q, . OP A
M rea(Ry) (8_y(x0) - 5(950)7 55 (@) = 5 (o), 7 ~(F0) — a—y(x0)> "N (3.30)

bien vali6 la pena todo ese trabajo. Més adelante (en el préximo capitulo) probaremos que si
{Qc}o<e<c es una familia de superficies (no necesariamente contenidas en un plano) tales que para
toda 0 < € < c¢ se satisface que:

1. &g € Q\00:

2. el vector (unitario) normal a €. en el punto &y siempre es n

3. lim. o diam () =0

4. el borde T'; de Q. (es decir, I'c = 0€2.) es una curva cerrada simple, y

5. 7. es una parametrizacién de I'c que la recorre (una vez) en el sentido contrario al de las
manecillas del reloj cuando se le ve desde el lado en que apunta el vector 7

entonces

i I 2 e (OR s 99 50 O iy 2R 501, 92050y - 22 ) -
e—=0 area(Q) oy Y 02 Y 0 T 0 Y 9 Y oy

(ver figura 3.45).
Por esta razon, el vector

(Gotan) = 20000 5 (o) - 5 0), 52400) ~ 5 ) )

ocupa un papel muy relevante en el problema de determinar la rotacién promedio producida por un
campo F', motivo por el cual se le nombra y se le denota de una manera especifica en la siguiente
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>

X

Figura 3.45: Una superficie Q. tal que 2o € Q.\09Qc y el vector (unitario) normal a €. en el
punto Zg es n

Definicién 3.42 Sea F = (P,Q,R) : U C R®*— R? tal que %—];, %—JZD, %—?, %—g, % Y %—}; existen para

toda & € U. Definimos el rotacional de F en &, al cual se denotard por RotF(Z), como el vector

orR, . 0Q, 0P, . OR, 0Q,. OP,
(@ - @@ - 5hw. 2w - o)

es decir
RotF (o) = (50) - G200, 5 @) - S @ G2 - 5 0)

Anélogamente a lo que sucede en el caso de campos de R? en R?, esta nueva operacién definida
para campos de R? en R3 también se lleva bien con la aritmética bésica de este tipo de funciones,
como lo formulamos en la siguiente

Proposicién 3.43 Sean F,G : U C R3>— R? tales que RotF (&) y RotG(Z) existen para toda
zelU.

1. sia, B € R entonces Rot(aF + BG)(2) = aRotF(z) + fRotG (&) para toda & € U

2. si f:U CR3= R es de clase C' entonces Rot(fF)(#) = f(&)RotF(2)+ V() x F(Z) para
toda £ € U

Como es de suponerse, la prueba de esta proposicion se deja al lector.

Cuando definimos el concepto de rotacién puntual (promedio) producida por un campo F en un
plano (definido en 3.39), mencionamos que dicha rotacién puntual siempre existe si F' es un campo
de clase C'. De hecho, con base en la definicién anterior podemos formular el siguiente resultado.

Proposicién 3.44 Si F = (P,Q,R) : U C R?® — R? es una funcién de clase C* en U, y 29 € U,
entonces

Roty Fig) = 4i (Rot F(i) - ) (3.31)

7
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Dem. Se deja al lector (ver problema 33). [ |

La identidad 3.31 nos permite dar una interpretacién muy interesante del rotacional de un
campo F de R? en R3. En términos sencillos, lo que nos dice dicha identidad es que el vector
rotacional de un campo F' en un punto Zg, es decir RotF(Z(), nos indica cuél es el plano sobre el
cual el campo F produce la méxima rotacién puntual (promedio). Esto significa que, si tomamos
un plano que contenga al punto Zg y sobre de éste colocamos una pequena circunferencia C' con
centro en zy (jde “esas” que no tienen volumen!), entonces la rotaciéon promedio producida por
el campo F sobre la circunferencia C' alcanzard su méximo valor (y girard en el sentido contrario
al movimiento de las manecillas del reloj), justo cuando se tome el plano que es perpendicular al
vector RotF'(g) (ver figura 3.46). Seguramente el lector recordard que esta es una propiedad muy
similar a la del vector gradiente de una funcién f en un punto &y (Vf(Zp)) que nos indica cuédl es
la direccion, a partir de Zg, en la que la funcién alcanza su maxima razén de cambio.

Z

ROtF((ifo)

X

Figura 3.46: Si tomamos un plano P que contenga al punto Z( y sobre de éste colocamos una
pequeia circunferencia C' con centro en Z(, entonces la rotacién promedio producida por el
campo F sobre la circunferencia C' alcanzard su maximo valor (y girard en el sentido contrario
al movimiento de las manecillas del reloj) justo cuando se tome el plano que es perpendicular
al vector Rot F'(Zg)

A continuacién daremos un ejemplo en el que, ademéas de mostrar como se calcula la rotacién
puntual (promedio), veremos que también se confirma la interpretacién anterior.

Ejemplo 3.45 Considere el campo F(x,y,z) = (—y,x,0). Calcule la rotacion producida por el
campo F' en el punto (0,0,0) sobre el plano perpendicular a un vector unitario n, arbitrario.
Solucion. Lo primero que hay que observar en este ejemplo es que el campo F representa un campo
de fuerzas que siempre actia paralelamente al plano XY, de tal forma que es de esperarse que la
mdzima rotacién puntual (promedio) en (0,0,0) =0 (o en cualquier otro punto) la produzca en el
plano XY (o en uno paralelo a éste). De acuerdo con la definicion 3.42

RotF(0,0,0) = (2—5(0> 2900, %) - Mi5), %) - ‘2—5(0))

=(0-0,0-0,1—(-1))
=(0,0,2)
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de modo que, por la identidad 3.31 se tiene que
RotAF(O) =—((0,0,2) - n)
n - 1 b

Como se puede observar, este nimero alcanza su mdzximo valor justo cuando n = (0,0,1) lo cual
confirma lo que esperdbamos.

Terminamos esta seccion con un par de observaciones. La primera tiene que ver con la rotacién
puntual (promedio) producida por un campo F' en un punto Zp contenido en un plano P. Como se
recordard, la conveniencia de usar a un vector unitario n no sélo estaba en el hecho de que con éste
determinabamos al plano P, sino que ademaés a través de n podiamos establecer la direccién de la
rotacién producida por F. De esta forma, ain cuando los vectores 1 y —n determinan al mismo
plano P, si Rot;F(Zo) es un ndmero positivo (en cuyo caso sabemos que desde el lado en el que
apunta el vector n, la rotacién producida por F' se ve en el sentido contrario al movimiento de las
manecillas del reloj) se debiera tener que Rot_; F (&) es un nimero negativo (desde —n el mismo
movimiento de rotacién se ve en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj); y por la
misma razén, si Rot;F (&) es un nimero negativo, Rot_;F(Zo) tiene que ser un nimero positivo.
Observe que la identidad 3.31 confirma esta observacion puesto que de ella se deduce que

Rot_;F(20) = —Rot; F(Zo)

Finalmente, atin cuando la expresiéon para el vector RotF' parece un poco elaborada, nétese
que ésta se puede recordar facilmente si notamos lo siguiente: su primera coordenada

OR 0Q

dy 0z

se puede pensar como el rotacional del campo (de R? en R?) (@, R) considerando, a Q y R sélo
como funciones de las variables y y z. Es decir, para obtener la primera coordenada de RotF' basta
con “eliminar” la primara coordenada de F' (en esta caso la funcién P) y la primera variable (en
este caso z) y calcular Rot(Q, R) en términos de las variables y y z. Para la segunda coordenada
de RotF siga un procedimiento similar: elimine la segunda coordenada de F' (en esta caso @), al
campo que le queda (P, R) considérelo sélo como funcién de las variables = y z (“elimine la segunda
variable) y después calcule

—Rot(P(z,2), R(z,2)) = — (g_f B (??_]:>

9P OR

Oz ox

Siguiendo este procedimiento “elimine” la tercera funcién coordenada de F' y la tercera variable, y
calcule

oQ oP

ROt(P(:Evy)’Q(:Evy)) = % - a_y

para obtener la tercera coordenada de RotF. En resumen, observe que se cumple la siguiente
identidad

RotF' = (Rot(Q(-,y,z),R(-,y,z)),—Rot(P(a:,-,z),R(m,-,z)),Rot(P(a:,y, )7Q(x7y7)))
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3.8 Campos conservativos (segunda parte)

Si bien es cierto que el concepto de rotacional, y los teoremas asociados a éste (como el Teorema de
Green) son muy importantes por si mismos, también es cierto que juegan un papel muy relevante
en el tema de los campos conservativos. En la seccién 3.4 probamos la proposicion 3.21 la cual se
podria reformular para campos de R? en R? o de R3 en R? usando el concepto de rotacional, de la
siguiente forma:

Proposicién 3.46 Sea F : U C R” — R" una funcién de clase C* enU, conn=26n=3. Si F
es un campo conservativo en U entonces Rot FI(z) =0 (sin =2) o RotF(z) = (0,0,0) (sin=3)
para toda & € U.

Como vimos en esa misma seccién, el campo

F(z,y) = (P(z,y),Q(x,y)) (3.32)

_ —Y z
- $2+y27$2+y2

definido en U = R?\{(0,0)}, es un campo que no es conservativo (ejemplo 3.19) y satisface que

o) = 52 @)

para toda (x,y) € R?\{(0,0)}, lo que significa que el Rot F(x,y) = 0 en ese mismo dominio y por
lo tanto este campo es un contraejemplo para el reciproco de la proposicién anterior.

De hecho, basicamente con este mismo ejemplo de R? en R? podemos construir uno que cumpla
con el mismo propésito de mostrar que este reciproco tampoco es cierto para campos de R? en R3.
Considere

G(z,y,2) = (P(z,y,2),Qz,y,2), R(z,y, 2)) (3.33)

_ Y T )
- $2+y2’$2+y2’

el cual esté definido para (z,y,2) € U = R3\{(0,0,2) € R3 | z € R} = R*\{eje Z}. Es facil ver
que RotG(z) = (0,0,0) para toda (x,y,2) € U y sin embargo tampoco es un campo conservativo
(jsi G fuera un campo conservativo F' también lo serial).

Como dijimos al final de la seccién 3.4, el problema con la validez del reciproco de cualquiera
de estas dos proposiciones (la 3.21 y la 3.46) tiene que ver con la geometria del dominio del campo
en cuestion y la clave de la solucién nos la da el Teorema de Green.

Consideremos F = (P, Q) : U € R? — R? de clase C' en su dominio y tal que Rot F(Z) = 0 para
toda (x,y) € U. De acuerdo con el teorema 3.18 basta que la integral de F' sobre cualquier curva
cerrada I' contenida en U sea cero, para que podamos concluir que F' es un campo conservativo en
U. De hecho, por el problema 19 serfa suficiente que esta afirmacién fuera cierta para cualquier
curva I' C U cerrada y poligonal, con lados paralelos a los ejes, e incluso con el agregado de que I
fuera simple (si una de estas curvas I' no es cerrada simple, jse puede probar que la integral de un
campo F' sobre una de estas curvas I es igual a una suma finita de integrales sobre curvas cerradas
simples de este tipo!).

Ahora, si la regiéon U fuera tal que cualquiera de estas curvas cerradas simples y poligonales
I' € U se pudiera ver como el borde (o la frontera) de un conjunto Jordan-medible 2 contenido en
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U, por el Teorema de Green concluiriamos que

fron-[(2-5)
:/RotF

Q
=0

para todas estas curvas y, por el problema 19, jF' seria un campo conservativo!
Esta argumentacién es tan convincente, que cuando menos para campos de R? en R?, podemos
formular un resultado como el siguiente:

Proposicién 3.47 Sea F = (P,Q) : U C R? — R? de clase C' en su dominio y tal que Rot F(&) =
0 para toda (x,y) € U. SiU es tal que para cualquier curva cerrada simple y poligonal I' C U existe
una region Jordan-medible Q0 contenida en U tal que T' = 0Q2 = Fr(QQ) entonces F es un campo
conservativo en U.

Dem. Se deja al lector u

Dado que el campo definido en 3.32 ya sabemos que no es conservativo en su dominio U =
R2\{(0,0)}, debe de haber una parte de las hipétesis de la proposicién anterior que no se cumple
en este ejemplo, y justo la parte que no se cumple es la que se refiere al dominio U. En efecto, si se
toma la curva cerrada simple y poligonal I' contenida en U, formada por el cuadrado con vértices en
los puntos (1,1),(—1,1),(—=1,—1) y (1, —1), observe que jno existe ningin conjunto Jordan-medible
(y por lo tanto acotado) Q contenido en U = R?\{(0,0)} tal que I' = 99 = Fr(Q)! (ver figura
3.47).

Y
1
T
X
-1 1
-1

Figura 3.47: Si hacemos U = R?\{(0,0)} y I la curva cerrada simple contenida en U que estd
formada por el cuadrado con vértices en los puntos (1,1),(—1,1),(—=1,—1) y (1,—1), observe
que jno existe ningtin conjunto Jordan-medible (y por lo tanto acotado) 2 contenido en U tal
que I' = 09 = Fr(Q)!

Desafortunadamente, la condicién que le impusimos al dominio U C R? en la proposicién
anterior no se puede generalizar a otras dimensiones (ademds de que tampoco contamos en otras
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dimensiones con un resultado “equivalente” al Teorema de Green (jpor ahoral!)). Sin embargo,
existe otra manera de formular esta propiedad.

Observe que la regién U = R2\{(0,0)} tiene un “hoyo” en el (0,0) y este “hoyo” es el que impide
que esta regién U satisfaga la condicion de la proposicién anterior. Una manera de decir que una
regién U C R? no tiene “hoyos”, es justo usando curvas cerradas simples contenidas en U de la
siguiente manera: si una region U no tiene “hoyos” entonces cualquier curva cerrada simple I' C U
se puede “contraer” a un punto de U sin “salirnos” de U (ver figura 3.48) (lo que por cierto no
sucede en el caso de la region U = R?\{(0,0)} ya que cualquier curva cerrada simple que “rodee”
al origen no se puede “contraer” a un punto sin pasar por el origen (que no estd en U)).

U

Figura 3.48: Una regién U C R? no tiene “hoyos” si cualquier curva cerrada simple I' C U se
puede “contraer” a un punto de U sin “salirnos” de U

Lo mejor de este método para determinar si una regién tiene “hoyos”, es que se puede aplicar a
regiones contenidas en cualquier R”. De hecho, observe que el dominio del campo G (de R? en R?)
definido en 3.33 es U= R?’\{eje Z} y esta region si tiene un “hoyo”, puesto que cualquier curva
cerrada simple que rodee al eje Z no se puede “contraer” a un punto sin pasar por dicho eje (ver
figura 3.49). Aun cuando se satisface que RotG(2) = (0,0,0) para toda (z,y, 2) € U, todo parece
indicar que este “hoyo” de U es la razén principal por la que G no es un campo conservativo en U.

Z

>

X

Figura 3.49: La regién U= R3\{eje Z} si tiene un “hoyo" puesto que cualquier curva cerrada
simple que rodee al eje Z no se puede “contraer” a un punto sin pasar por dicho eje

Formalizar de manera rigurosa lo que significa que una curva cerrada simple I' C R" se pueda
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“contraer” a un punto, es algo que escapa a los objetivos de este texto. Simplemente mencionaremos
que a las regiones U C R" que tengan la propiedad de que cualquier curva cerrada simple I' C U
se puede contraer a un punto de U, sin salirse de U (que geométricamente significa que U no
tiene “hoyos”7), se les conoce con el nombre de regiones simplemente coneras y que el teorema
mas general que se puede probar con relacién a los campos conservativos y estas regiones, dice lo
siguiente:

Teorema 3.48 Sea F = (F,...,F,) : U C R = R" una funcién de clase C* en U, con U una
region simplemente conezra. Si

oF; , . 0F; , .
T)=—(2
5 ()= 5 @)
para toda & € U y para toda i,j € {1,...,n} (i # j) entonces F es un campo conservativo en U.

Aun cuando no contamos con todo lo necesario para probar este teorema, no hay por qué
desanimarse. Afortunadamente existe una clase (muy grande) de regiones en R", cuya definicién
es muy sencilla y para las cuales se puede probar un teorema completamente andlogo al anterior.

U

Figura 3.50: Una regién U C R? con forma de estrella o estrellada

Estas regiones estdan inspiradas en aquellos conjuntos U del plano que tienen forma de estrella y
que una de sus principales caracteristicas es que al menos existe un punto &y € U con la propiedad
de que el segmento de recta que lo une con cualquier otro punto £ € U se queda totalmente
contenido en U (ver figura 3.50). Por esta razén se les conoce con el nombre de regiones en forma
de estrella o regiones estrelladas. A continuacién damos la definicién formal de este tipo de regiones
para cualquier R"™.

Definicion 3.49 Sea U C R™ una region. Decimos que U tiene forma de estrella o que U es una
region estrellada, si existe o € U tal que para cada T € U el segmento de recta que une a Ty con
Z, y que denotamos por [Zo,Z|, estd contenido en U. Es decir, si

[0, 2] = {G0 + (2 — 20) |t € [0,1]} C U

"Existe una manera “més topolégica” de decir que una regién U C R™ no tiene “hoyos”. Se dice que U C R™ no
tiene “hoyos” si cada vez que U = AU B, con A y B abiertos conexos, se tiene que A N B es conexo. En topologia
general, a lo conjuntos que tienen esta propiedad se les conoce con el nombre de conjuntos unicoherentes.
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para toda T € U. En este caso diremos que U es estrellada con respecto a Zg.
Un ejemplo de regién estrellada (jaunque no lo parezcal), es el siguiente.

Ejemplo 3.50 Sea U = R?\{(x,0) € R? | 2 < 0}. Pruebe que U es una region estrellada.
Solucion. Hacemos To = (1,0) € U y sea & = (x,y) € U arbitrario. Entonces

[0, 2] = {20 + t(& — Z0) | t € [0,1]}
={(1+t(x—1),ty) |t €]0,1]}

y distinguimos dos casos. Siy = 0 entonces 0 < z y por lo tanto 1 +t(x —1) = (1 —t) +tx > 0

para toda t € [0,1] de modo que {(1+t(x —1),0) |t €[0,1]} CU. Siy # 0 entonces ty # 0 para
toda t € (0,1] y por lo tanto

(1+t(z —1),ty) ¢ {(z,0) € R* | & < 0}
para toda t € [0, 1] por lo que también en este caso se satisface que
[Z0, 2] = {&0 +t(2 —20) [t €[0,1]} CU

Por lo tanto U es una region estrellada (ver figura 3.51).

Y

Figura 3.51: La regién U = R?\{(x,0) € R? | z < 0} es estrellada
Como mencionamos parrafos arriba, el siguiente teorema si que lo podemos probar.

Teorema 3.51 Sea F = (Fy,...,F,) : U C R® — R" una funcion de clase C' en U, con U una
region estrellada. St

oF; , . OFj .
z) = z
@) =52()
para toda & € U y para toda i,j € {1,...,n} (i # j) entonces F es un campo conservativo en U.
Dem. Dado que U es una regién estrellada, existe Zg = :Ego)’ e ,$£LO)) € U tal que [Zg,2] C U

para toda & € U. Ahora, definimos ¢ : U C R™ — R de la siguiente manera: para cada & € U,
definimos

)= [ Py

I'=[z0,]
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I
’11

(y(t)) -~/ (t)at

0
1
_ /F(geo 1@ — d0)) - (& — do)dt
0

Observe que ¢ estd bien definida puesto que la curva I' = [Zg, 2] C U sobre la cual se integra a F’
estd unicamente determinada.

Ahora probaremos que, para cada & = (1, .

dyp
8:Ei

.., Zpn) € U, se tiene que

(@) = Fi(2)
para cadai=1,...,n.

Por el teorema 2.7 del capitulo dos (en su versién més general) y la regla de la cadena, se tiene
que

i
axz( )

1 1
(/Fl (1—t)+t2) (xl —x§0)> dt+---+/ﬂ(az~0(1—t) +t2) (a: —x§°)> di+
0 0

1
:/ai‘ [Fl <x§0>(1—t)+tx1,..-7 Z(O)(l—t)+tx2, ..,x,(f])(l—t)thxnﬂ (ml—x§0)> dt
0

i [Fz <x§0>(1_t)+m1,..., 201 = t) + tay,. ..,xgo)(l—t)ﬂxn) (:ni—wgo))}dt

_l_
+

Q

+
+
Q

n

O O~ _

o (R (0= )+t 0 )t (0= )+ 1) | (50— 20

5

jtgxi ((t)) (a:l—azl dt+ +0/1< 8% x; _x§°>) +Fi(’v(t))> dt

1
OF,
n )
+ +/taxi (/1)) (wn — ) at
0

y como
ory ..  OF; .
8:Ei = al‘j (x)
para toda € U y toda j € {1,...,n}, j # i, se tiene que
1 1
dp .. [, OF ) OF; 0 .
5 (@) = [ 5 0) (o1 =) dt ot [ (0) (- o) de + / Fy(y(t))dt
0 0 0
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|
Una consecuencia inmediata del teorema anterior, que es importante destacar puesto que de
alguna forma representa el reciproco de la proposicion 3.46, es el siguiente

Corolario 3.52 Sea F = (Fy,...,F,) : U CR" - R", conn =2 on =3, una funcion de clase
Cl en U, con U una region estrellada. Si Rot F(2) =0 (sin =2) o RotF(#) = (0,0,0) (sin=3)
para toda & € U, entonces F' es un campo conservativo en U.

Concluimos este capitulo con un ejemplo de cémo aplicar el teorema anterior, y lo haremos con
un campo que hemos usado con mucha frecuencia en las iltimas secciones.

Ejemplo 3.53 Muestre que el campo

F(:c,y)z(P(x,y),Q(x,y)):< ~y z )

$2 + y2 ’ $2 + y2

es un campo conservativo en la region U = R*\{(z,0) € R? | x < 0} y encuentre una funcién
©:U CR? =R tal que V(&) = F(2) para toda & € U.
Solucion. En virtud de que la region U es estrellada (3.50) y que Rot F(&) = 0, es decir, que

oP . Q..

—(z) = —(z

5, (=52
para toda & € U, por el teorema anterior sabemos que F' es un campo conservativo en U. Aun

cuando no vamos a obtener una funcion ¢ siguiendo la construccion que se dio en la prueba de
dicho teorema, se tiene que la funcion

(arctan(y/x) stz >0
/2 siz=0,y>0
olx,y) =4 —7/2 siz=0,y<0

arctan(y/z) +7  six <0,y >0

 arctan(y/z) — 7  siz <0,y <0
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cumple con la propiedad que se desea, cuya verificacion se deja como un problema para el lector.

3.9 Problemas

1.

2.

Sea v : [a,b] C R — R" una funcién suave por pedazos. Pruebe que v es continua en [a, b].

(Teorema Fundamental del Célculo para funciones suaves por pedazos) Sea f : [a,b] CR — R
una funcién suave por pedazos. Pruebe que

b

/ F(t)dt = F(b) — f(a)

a

. Pruebe que, si v y § son suaves por pedazos, entonces v + § es suave por pedazos.

. Considere las funciones v;(t) = (¢,0),v2(t) = (1,t),73(t) = (1 —t,1) y 7a(t) = (0,1 — ¢), con

t € [0, 1] para todas ellas. Pruebe que

Y=7t72+73+ 7

donde 7 es la funcién suave por pedazos definida en el ejemplo 3.2. (Observe que, siendo
estrictos, habria que escribir que v = ((v1 +12) +3) + 74 , pero lo dejaremos asi para no
complicar la notacién).

. Sea v : [a,b] C R — R" una funcién suave por pedazos y « : [¢,d] C R —[a,b] C R suprayec-

tiva en [a,b], y de clase C* en [c, d].

(a) Muestre con un ejemplo que la funcién v o « : [¢,d] C R — R" no siempre resulta ser
suave por pedazos.

(b) Sea P = {a =ty9 < t; < --- <t = b} una particién del intervalo [a,b] tal que 7 tiene
derivada continua (de clase C') en cada subintervalo [t;_1,t;] (parai = 1,...,k). Pruebe
que, si el conjunto {z € [¢,d] | a(x) € P} es finito entonces 7y o v es suave por pedazos.

(c) Pruebe las afirmaciones que aparecen en la definicién 3.4.

6. Pruebe la proposicién 3.8.

7. En cada uno de los siguientes problemas calcule [, f||dv||, donde:

(a) T es el tridngulo de vértices (1,0,0),(0,1,0) y (0,0,1); v es una parametrizacién que la
recorre en este orden y f(z,y,2) =x +y+ 2.

(b) T es el segmento de la pardbola y = % entre los puntos (0,0) y (4,4) v f(z,y) = z — .

(¢) T es la parte de la elipse %; + %; = 1 que estd en el cuadrante superior derecho; v es
una parametrizacién que la recorre en el sentido de las manecillas del reloj y f(x,y) =

2 2
Ty <Z—2x2 + ‘g—2y2>.
(d) T es la interseccién del cilindro 22+y? = 1 y el plano y+2z = 1; v es una parametrizacién

que la recorre en el sentido contrario al de las manecillas del reloj cuando la vemos desde
el origen, y f(x,y,2) = v2% + zyz.
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3.9.

Problemas

10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

J. Péez

. Calcule el 4rea de la superficie del cilindro 2% + y? = 1 que esta entre los planos z = 0 y
z=x+y+2.
. Deduzca cudles son las coordenadas del centro de masa de un alambre que tiene la forma de

una curva I' € R? (suave por pedazos) y que tiene una funcién de densidad p(z,v).
Un alambre tiene la forma de la circunferencia 22 + y? = a? y una densidad segtin la funcién
p(z,y) = |z|+ %. Calcule:

i) la masa del alambre i1) su centro de masa

Pruebe las proposiciones 3.14 y 3.15.

Sean f,g : [a,b] C R — R con derivada continua, tales que f(a) = g(a), f(b) = g(b) y
g(x) < f(x) para toda = € (a,b). Sea I la curva formada por las graficas de f y g. Si~y
es una parametrizacion de I', que la recorre una sola vez en el sentido contrario al de las
manecillas del reloj, pruebe que las integrales

/(0, z) - dy y /(—y, 0) - dvy
T

T

calculan el drea de la regién acotada por I'.

Sea v : [a,b] C R — R"™ una parametrizacién de una curva I' C U y supéngase que F' : U C
R"™— R"™ es un campo vectorial tal que, en cada punto (t) € T, F(y(t)) estd en la misma
direccién que el vector 4/(t). Pruebe que

/ Fody= / Tl
T

T

Pruebe que
/F-d’y < M -I(T)
r

donde M = max{||F(z)] | £ € T} y I(T') es la longitud de arco de T".

Una particula se mueve a lo largo de la curva I' parametrizada por «(t) = (sen(t), cos(t),t),
(t > 0). Durante todo su recorrido actia sobre ella un campo de fuerzas dado por F(z,y,z) =
(y—1,z,2). Silaparticula abandona la curva por su tangente en el instante ¢t = /2, calcule el
trabajo realizado por el campo F’ sobre la trayectoria seguida por la particula en los intervalos
de tiempo [0,7/2] y [7/2,7].

En cada uno de los siguientes incisos calcule fr F - d~, donde:

(a) F(x,y,2) = (y,—x,2) y I es la interseccién del cilindro 22 +y% = 1 y el plano y + 2z = 1.
La parametrizacion « debe ser tal, que vista desde el origen, recorre a I' en el sentido
contrario al de las manecillas del reloj.

(b) F(z,v,2) = (y,(1 — 2)y,y?2) y T es la interseccién del hemisferio superior de la esfera
22 4+ 9% + 22 =4 y el cilindro (z — 1)? 4+ y? = 1. La parametrizacién v debe ser tal que,
vista desde el origen, recorre a I' en el sentido de las manecillas del reloj.
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17.

18.

19.

20.

21.
22.

23.

24.

25.

Sean f,g: (a,b) C R — R funciones continuas;

(a) pruebe que el campo F': (a,b) x (a,b) C R? — R? definido como F(z,y) = (f(z),9(y))
es conservativo en su dominio. Calcule una funcién gradiente para F'.

(b) si 0 < a, pruebe que el campo F = (Fy,...,F,) : U = {& € R" | a < ||&|* <
b} — R", donde cada funcién coordenada Fj esté definida como Fj() = z; f (||2]*), es

conservativo en su dominio. Si h es una primitiva de f, calcule una funcién gradiente
para F' en términos de h.

Pruebe que, si U C R™ es un abierto conexo (una regién), entonces cualquier par de puntos
en U se puede unir por una curva poligonal formada por segmentos paralelos a alguno de los
ejes coordenados.

Pruebe que el teorema 3.18 sigue siendo cierto si se supone que todas las curvas que ahi se
mencionan, son curvas poligonales y de lados paralelos a los ejes.

Sean, ¢ : U C R® — R de clase C! en la regién U, y F = Vo : U C R* — R™. Pruebe que,
si Zg, 21 € U pertenecen al mismo conjunto de nivel de ¢ entonces

/F-d’y:O

T

para cualquier parametrizacién v de I' C U que empieza en g y termina en 2.
Pruebe la proposicién 3.21.

Dé cuando menos dos argumentos distintos para demostrar que los siguientes campos no son
conservativos en su dominio:

(a) F(z,y) = (y + zcos(y), z + ysen(x))
(b) F(z,y,2) = (2vy — 22,y + z cos(z), %2)

Calcule la integral de linea [ F - dy donde F(z,y) = (2? + ay,y* + 2?) y T es:

cualquier circulo con centro en el origen
el cuadrado |z| + |y| =1
cualquier tridngulo con vértices (—a, 1), (a,1) y (0,b), a A0y b<0

L F es un campo conservativo en su dominio? Justifique su respuesta

Sea F(z,y) = (—y,x). Pruebe que, si I' es una curva cerrada simple parametrizada en el
sentido contrario al de las manecillas del reloj por «, y D es la region acotada por I'; entonces

1
A(D):éreadeD:§/F'd7
r

Calcule la integral de linea [ F' - dv, donde:

(a) F(z,y) = (2zy,2%y) y I es la elipse 422 + y? = 4 recorrida en el sentido contrario al de
las manecillas del reloj.
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(b) F(z,y) = (323 — 93,23 +2y3) y T es el circulo unitario con centro en el origen recorrido
en el sentido contrario al de las manecillas del reloj.

(c)
F(z,y) = <x2+(y+1)2’x2+(y+1)2>

(z,y) # (0,—1) y T es el circulo 22 + y? = 4 recorrido en el sentido de las manecillas del
reloj.

(d)

—(y—1) n —y x n r+1 >
e ) A R Ve M S Ve

F(:U,y)=<

(z,y) # (0,1),(=1,0) y T es el circulo 22 + 2 = 6 recorrido en el sentido contrario al de
las manecillas del reloj.

26. Sea

T y

Calcule [ F-(dy)*, donde I es una curva cerrada simple contenida en R?\{(0,0)} y recorrida
en sentido positivo (hay dos casos).

27. Sean F = (P,Q): U CR? - R?y f:U C R? = R de clase C' en la regién U. Pruebe que:

(a)
Rot(fF) = fRot F +Vf-Ft

(b) si © C U es un conjunto Jordan-medible tal que I' = 09 = Fr(2) es una curva cerrada
simple y QU I' C U entonces

/fRotF: / (fF)-dy—/Vf-FL
Q

Q I'=0Q

en donde v es una parametrizacién de I' que la recorre (una vez) en el sentido contrario
a las manecillas del reloj (esta identidad se puede interpretar como una férmula de
integracion por partes usando el rotacional en el plano®).

28. Sea f: U C R? — R de clase C! en la regiéon U. Si Q = {2 € U | f(&) # 0} es un conjunto
Jordan-medible tal que I' = 92 = Fr(Q2) es una curva cerrada simple y QU T C U, pruebe

que
of [ of

R
Q Q

0

(sugerencia: aplique el inciso (b) del problema 27, usando un campo F' “adecuado” en cada
caso).

29. Sea F' = (F,, Fp) un campo vectorial definido en U C R2\{(0,0)}, dado en términos de
coordenadas polares (ver pagina 152 para recordar lo que significa esto). Calcule el Rot F'(&)
a partir de su expresion en coordenadas cartesianas.

8Férmula sugerida por “Carlitos” Prieto Lépez
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30.

31.
32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

Sea I = (F,, Fy) un campo vectorial definido en U C R2\{(0,0)}, dado en términos de
coordenadas polares. Si T' es una curva contenida en U y v = (v1,72) : [a,0] C R — R? es
una parametrizacién de I' tal que la pareja (y1(t),v2(t)) representa coordenadas polares del
punto 7(t) para cada t € [a, b], encuentre una expresién para calcular fy F-dy.

(dv)*.

Sea F = (F,,Fy) un campo vectorial definido en U C R2?\{(0,0)}, dado en términos de
coordenadas polares. Encuentre una expresién para div F'(Z).

Reformule (y pruebe) el Teorema de Green en términos de la div F' y la integral [ F

Pruebe la proposicién 3.44 (sugerencia: use la misma rotacién L que se usé en la prueba de
la proposicién 3.41 para parametrizar el borde del disco D, y después proceda como en la
demostracién de la proposicién 3.25. Esta prueba es laboriosa pero no dificil. jVale la pena
hacerlal).

Determine si cada uno de los siguientes campos es conservativo en su dominio (en caso afir-
mativo, calcule una funcién gradiente). Pruebe su respuesta.

(a) F(z,y) = (2" + 2zy,2° + )

(b) Flz,y) = () (@® +y*)*2, 2%/ (a® +y*)*?)

(c) F(z,y,2) = (3¢* + 2zy, 2% + zsen(y), 3xe* — cos(y))

(d) F(z,y,2) = (x/(@® +y* + 2%),y/(@* + y* + 2%), 2/ (2® + y* + 2?)). Diga si este campo es

conservativo en U = {(z,y,2) € R? | z > 0}. Pruebe su respuesta.

Para cada uno de los siguientes campos, determine cuél es el plano sobre el que produce la
maxima rotacién promedio en el origen:

(a) F(x,y,z) = (2z,3y,4z2)

(b) F(z,y,2) = (z%,y° 2°)

(c) F(z,y,2) = (!E+y y+zz+z)
(d) F(z,y,2) = (y,2, %)

Pruebe, ademas de las identidades de la proposicién 3.43, la siguiente identidad

Rot(F x G)(z) = F(z) x RotG(#) + RotF(z) x G()

Sea F': U C R® — R" una funcién de clase C' en la regién U, con n = 2 6 n = 3. Si
Rot F(z) = 0 (si n = 2) o RotF(Z) = (0,0,0) (si n = 3) para toda & € U pruebe que para
cada & € U existe r > 0 tal que F' es un campo conservativo en B,(Z) (lo que significa que
todo campo de rotacional cero es, localmente, un campo conservativo).

Sean, U C R" una regioén, &g € Uy U = {& — &9 € R" | & € U}. Pruebe que U es estrellada
con respecto a 0 (el origen) si y sélo si U es estrellada con respecto a .

Sean F,G : U C R"® — R" funciones de clase C! en la regién estrellada U, con n =2 6 n = 3.

Si Rot F(Z) = Rot G(z) (sin = 2) o RotF (&) = RotG(z) (si n = 3) para toda & € U pruebe

que existe ¢ : U C R® — R de clase C! en U tal que F(2) = G(#) + V(&) para toda & € U

(lo que significa que, si dos campos tienen el mismo rotacional en una regién estrellada U

entonces difieren por un campo conservativo en U). ;Esta afirmacién sigue siendo cierta si U

no es una regién estrellada (jni simplemente conexa!)? Pruebe su respuesta.
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40. Demuestre que el campo F : R* — R*, dado por:
F(z,y,z,w) = (dwzy + 3yz, 2wz’ + 3xz, 3zy + 3w?2?, 2y2? + 2wz?)

es conservativo y calcule una funcién gradiente para F'.
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Capitulo 4

Integrando sobre superficies

En el inicio del capitulo tres planteamos el problema de calcular la masa total de una ldmina no
homogénea y no necesariamente plana. Este, y otro tipo de problemas, son los que nos serviran
de motivacién para desarrollar el concepto de integral sobre una superficie, tanto de funciones
con valores reales, como de funciones con valores vectoriales. Como en el caso de la integral de
linea, antes serd necesario precisar el concepto de superficie, asi como desarrollar algunas de sus
caracteristicas mas elementales. Ese es el objetivo de la siguiente seccién.

4.1 Superficies

De la misma forma que en el caso de las curvas, para nosotros las superficies serdn todos aque-
llos conjuntos que se puedan ver como la imagen de una funciéon derivable definida sobre ciertos
subconjuntos del plano. Aun cuando aqui sélo trataremos con superficies contenidas en el espacio
(R3), daremos su definicién para cualquier R™.

Definicién 4.1 Decimos que S C R" es una superficie si existen, o = (o1,...,0,) : U C R? — R"
de clase C' en U (abierto), y A C U una region de tipo I o tipo II, tales que S = o(A). En este
caso, decimos que o es una parametrizacion de S.

A pesar de que en esta definicién hacemos el énfasis de que toda parametrizacién o de una
superficie S debe de estar definida en un conjunto abierto (puesto que se quiere que sea derivable),
de aqui en adelante nos concretaremos a describir inicamente al conjunto A que bajo ¢ nos lleva
al conjunto S.

Asi, si tomamos o(z,y) = (cos(x)sen(y), sen(x) sen(y), cos(y)) con (z,y) € A = [0,27] x [0, 7]
tenemos que S = o(A) es la esfera de radio 1 con centro en el origen de la figura 4.1 (a); o si
tomamos o(x,y) = (cos(x),sen(z),y) con (z,y) € A = [0,27n] x [0,1] tenemos que S = o(A) es
el cilindro de la figura 4.1 (b); y si o(x,y) = (x cos(y),xsen(y),x) con (x,y) € A = [0,1] x [0, 27]
tenemos que S = o(A) es el cono de la figura 4.1 (c).

Este tltimo ejemplo es muy interesante porque, al igual que en el caso de las curvas, muestra
que las superficies que acabamos de definir, también pueden tener “picos”.

Otras superficies que usaremos con mucha frecuencia, son aquellas que se obtienen por medio
de la grafica de una funcién f: U C R? — R de clase C! (en U). Si A C U es una regién de tipo I
o tipo II, entonces

o(z,y) = (z,y, f(z,y)) (4.1)
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Figura 4.1: Estas superficies estan parametrizadas de la siguiente manera: (a) por o(x,y) =
(cos(x) sen(y),sen(z) sen(y),cos(y)) con (x,y) € A = [0,2x] x [0,7]; (b) por o(x,y) =
(cos(z),sen(x),y) con (z,y) € A =[0,27] x [0,1]; y (¢) por o(x,y) = (x cos(y),xsen(y), z)
con (z,y) € A=10,1] x [0, 27]

con (x,y) € A es una parametrizacién de la parte de la gréfica de f que esta por arriba del conjunto
A, como seria el caso del sector de paraboloide que estd por arriba del cuadrado [0, 1] x [0, 1] cuando
consideramos la funcién f(z,y) = 2% + y? (ver figura 4.2).

X

Figura 4.2: La gréfica Gy de una funcién f : U C R? — R de clase C' tomada sobre A ¢ U
(una regién de tipo | o tipo II) también es una superficie parametrizada

Asi como la parametrizacién de una curva en general nos permite calcular vectores tangentes (y
por lo tanto, rectas tangentes), una parametrizaciéon de una superficie también nos proporciona la
manera del calcular vectores normales a la superficie (y por lo tanto, planos tangentes). En efecto,
si o = (01,09,03) : U C R? = R? es una parametrizacién de una superficie S y &g = (zg,y0) € U
entonces Y(t) = o(zo+1t,y0) y 0(t) = o(x0,y0 + 1) con t € (—¢,¢e), parametrizan a un par de curvas
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contenidas en .S de tal forma que

70) = (G20 20, 52 )y 0 = (0. G20, S @)

en general serdn un par de vectores tangentes a S en el punto g9 = o(Zg) (ver figura 4.3). De esta
forma, si estos vectores son linealmente independientes, el vector

801 N 60'2 R 803 N 60'1 n 60'2 R 803 n
(@(330)7 %(950)7 %(ﬂfo)> X (a—y(ﬂ?o), 8—y(xo), a—y(a:o)>

es distinto del vector cero y sera normal a la superficie .S en ese punto.

A los vectores que aparecen en 4.2 los denotaremos por g—g(io) y g—;’(io) respectivamente, es
decir 5 5 5 5
@ ooy = (99105 992 4 D03
St = (G0, 5200 S o)
y
oo . B doy,. . Ooy,. . Oos, .
81/ (‘TO) - <8y (.Z'()), ay (‘TO)? 81/ (.Z'())

de tal forma que el vector normal a S en el punto gg = o(&) inducido por la parametrizacién o
sera denotado por

99 (1) x g—‘;@o) (4.3)

Observe que en el caso en que gy sea un “pico” de S, los vectores de 4.2 serdn el vector cero y por
lo tanto este vector no serd un vector normal a S (jcomo era de esperarse!).

Yo+

X

Figura 4.3: Si los vectores %(io) y g—‘;(:ﬁo) son linealmente independientes entonces el vector

g—g(io) X g—‘;(:ﬁo) es normal a la superficie S en el punto o (&)

Cuando una superficie S tenga una parametrizacion o tal que el vector dado por 4.3 sea distinto
del vector cero, entonces diremos que la superficie S es suave en el punto gg = o(Zp), y si esto sucede
para todo punto gy € S diremos que S es una superficie suave. Como también es de esperarse,
un ejemplo de superficie suave es aquella que coincide con la grafica de una funcién derivable f.
En efecto, dado que o(x,y) = (x,y, f(z,y)) es una parametrizacién para este tipo de superficies,

entonces
do B of
%(3% y) - (17 07 %(3% y)>
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oo 0
2 ) = (o, 1 a—§<x,y>)

oo 0o 0 0
o) % Gtwn) = (~ )~ (1)

de modo que

el cual siempre es un vector distinto de cero.

Es importante hacer notar que los vectores g” (Zo) y ay 2 (%o) también se pueden obtener a través
de la derivada de la funcién o en el punto &y (Do (Zg)). En efecto, como se recordara, esta derivada
es la funcién lineal determinada por la matriz

891 (20) %L;(i?o)
822 (9) 952 (io)
G (20)  F(do)
de tal forma que
do1 (2 do1 (4
F-(To)  F(To)
do . ga 0y N 1
o= | B 2w | ()
893 (&) %Lyg(!ﬁo)
= Do (Zo)(é1)
y
do1 (4 0o (4
-\ - \T
o B aa(fz(AO) 8803'/2(A0) 0
8—y($0) a—z(xo) a—y(iﬂo) 1
%(fo) 8%3(!%0)
= Do(%o)(é2)

Esta manera de obtener a estos vectores nos permitird deducir una importante propiedad
geométrica del vector normal 2 2 (o) x g—Z(ﬁ:o), de la siguiente manera. Sea I' el arco de la cir-
cunferencia unitaria, con centro en el origen, que une al punto é; = (1,0) con el punto é; = (0, 1).
Dado que cada punto & € I' se escribe como un combinacidn lineal de é; y € con coeficientes no ne-
gativos, entonces cada punto Do (Z)(Z) que pertenece a la imagen bajo la funcién lineal Do (Zg) del
arco I, también se puede escribir como una combinacién lineal de los vectores Do (2¢)(é1) = g—g(io)
y Do(zg)(é2) = g—g(io) con coeficientes no negativos. Con base en esta observacién, podemos con-

cluir que la curva I' = Do (#9)(I") es una curva (contenida en el plano generado por los vectores
gg (Zo) y 8y Z(20)) que une a la “punta” del vector Do (&)(é1) con la “punta” del vector Do (&g)(é2),
y que esto lo hace siguiendo el dngulo menor a 180 grados formado por dichos vectores (ver figura
4.4). Si ahora recordamos que la direccién del producto cruz de estos mismos vectores también estd
determinada por el mismo dngulo (como se muestra en la misma figura 4.4), podemos concluir que
el vector 32 (Zo) X ‘g—‘y’(io) tiene la propiedad de que, si v es una parametrizacién del arco I" que lo
recorre en el sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj, entonces 4 = Do (Zg) o 7y
es una parametrizacién de la curva I tal que, vista desde la direccién en la que apunta el vector
gg (Zo) X ‘g—(xo) observaremos que ésta también estd recorrida en el mismo sentido (contrario al
movimiento de las manecillas del reloj).
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(Do (20))(é1) = 2(d0)

Figura 4.4: SiT es el arco de la circunferencia unitaria que estd contenido en el primer cuadrante
del plano XY que inicia en el punto é; = (1,0) y termina en el punto é; = (0, 1), entonces
I' = (Do (i))(I) es una curva (contenida en el plano generado por los vectores Do (#g)(é1) y
Do(z0)(é2)) que une a la “punta” del vector %(:ﬁo) con la “punta” del vector g—‘;(:ﬁg), y esto

lo hace siguiendo el dngulo menor a 180 grados formado por dichos vectores

Con base en lo anterior ahora podemos asegurar que, si en general I es una circunferencia con
centro en el origen de radio arbitrario (o cualquier otra curva cerrada simple que “rodea” al origen)
parametrizada en el sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj por una funcién -,
entonces 4 = Do (%) 07 es una parametrizacién de la curva T' = Do (20)(T) tal que, vista desde la
direccion en la que apunta el vector g—g(io) X g—‘;(ﬁco), observaremos que ésta también esta recorrida
en el mismo sentido (contrario al movimiento de las manecillas del reloj).

Finalmente, dado que para puntos & muy cercanos a Zp la funcién o(z) y la funcién afin
(Do (20))(& — &0) + o(Zo) se “parecen” mucho, podemos concluir que, si I' es una curva cerrada
simple (contenida en una vecindad “pequena” del punto #y) que “rodea” al punto g, y dicha
curva esta parametrizada en el sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj por una
funcién -y, entonces 4 = ¢ o+ es una parametrizacién de la curva I = (') (que est4 contenida en
la superficie S parametrizada por o) que tiene la propiedad de que, al observarla desde la direccién
en que apunta el vector %(i’o) X g—g(io), veremos que ésta también estd recorrida en el mismo
sentido (contrario al movimiento de las manecillas del reloj).

Otro tipo de puntos de una superficie S que es importante distinguir son aquellos que forman
lo que “geométricamente” caracterizamos como el borde de S. Si la superficie S C R3 tiene la
particularidad de ser plana, es decir, que estd contenida en un plano, el borde de S se puede ver
como la frontera topolégica de S (viendo a S como un subconjunto de R?). Sin embargo, esto ya
no funciona tan ficilmente para una superficie S C R3 que no sea plana.

Una posibilidad para caracterizar el borde (“geométrico”) de S es a través de una parametrizacién
o:ACR? = R?de S; esta forma consiste en tomar el borde de A y fijarnos en su imagen bajo o.
Denotaremos por 0,5 a la imagen del borde 0A (o frontera de A, Fr(A)) bajo o, es decir

0,S = 7(9A) (4.4)

Aun cuando una parametrizacién o de una superficie S puede ser una herramienta 1til para
identificar a este tipo de puntos, en general esto no siempre funciona. A continuacién daremos una
serie de ejemplos en los que mostraremos que el conjunto definido en 4.4 puede, desde coincidir con
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ese conjunto que “geométricamente” identificamos como el borde de S, o ser totalmente ajeno a
éste.

Un ejemplo en el que el conjunto 9,5 coincide con el borde “geométrico” de S es aquel en el que
la superficie se puede ver como la grafica de una funcién f : A € R? — R. Recuérdese que en este
caso S se puede parametrizar con la funcién o(z,y) = (z,y, f(x,y)) y para esta parametrizacién
es claro que el conjunto 0,5 coincide con el borde “geométrico” de S (ver figura 4.2). En este
caso, la parametrizacién o tiene la propiedad de ser una funcién inyectiva en todo su dominio, lo
que sin duda es una condicién suficiente para que el conjunto 0,5 siempre coincida con el borde
“geométrico” de S.

Desafortunadamente no toda superficie S se puede parametrizar por medio de una funcién
inyectiva, y justo cuando no se tiene esta propiedad es que el conjunto J,.5 no es lo que esperamos.
Sélo para ilustrar hasta qué punto el conjunto 0,5 puede no tener nada que ver con el borde
“geométrico” de S, damos el siguiente ejemplo.

Y
\ o(.4)=(cos(x),sen () sen(y))
ST
1 ) v< .................................. A A T T~

T !
| 5 X
T 2n
I

L
P R 2 -

e

Figura 4.5: La superficie S parametrizada por la funcién o es el cilindro circular recto cuyo
borde “geométrico” estd formado por dos circunferencias de radio 1: una con centro en el punto
(0,0,—1) y contenida en el plano z = —1, y otra contenida en el plano z =1 con centro en el
punto (0,0,1). Por otra parte, el conjunto 9,5 estd formado por otras dos circunferencias de
radio 1, una con centro en el punto (0,0, —1/+/2) y contenida en el plano z = —1/4/2, y otra
contenida en el plano z = 1/4/2 con centro en el punto (0,0,1/v/2), ademds del segmento de
recta que une a los puntos (1,0,—1) y (1,0,1)

Sea o : A =[0,27] x [~37/4,37/4] C R? = R? definida como o(z,y) = (cos(z), sen(x),sen(y)).
Es facil ver que la superficie S parametrizada por esta funcién es el cilindro circular recto cuyo borde
“geométrico” estd formado por dos circunferencias de radio 1: una con centro en el punto (0,0, —1)
y contenida en el plano z = —1, y otra contenida en el plano z = 1 con centro en el punto (0,0, 1).
Sin embargo, en este caso el conjunto 0,5 estard formado por otras dos circunferencias de radio 1,
una con centro en el punto (0,0, —1/v/2) y contenida en el plano z = —1/4/2, y otra contenida en
el plano z =1/ V/2 con centro en el punto (0,0,1/ vV 5), ademads del segmento de recta que une a los
puntos (1,0,—1) y (1,0,1) (ver figura 4.5). Seguramente no escapa al lector el hecho de que en este
caso el conjunto 0,5 estd formado por estas curvas debido a que la parametrizacién o, ademas de
“unir” (o “pegar”) a los segmentos verticales que forman parte del borde de A, “recorre” dos veces
algunas partes del cilindro S, “terminando” en las dos circunferencias que se encuentran contenidas
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en los planos z = 1/v/2 y z = —1/v/2, y que este doble “recorrido” es la razén principal por la cual
el conjunto 0,5 no coincide con el borde “geométrico” de S.

Cuando la funcién o es inyectiva en el interior de su dominio (en cuyo caso diremos que o es
una parametrizacion simple de S) se tienen mas posibilidades de que 0,5 coincida con el borde
“geométrico” de S. Considérese ahora la superficie S parametrizada por la misma funcién o(z,y) =
(cos(x),sen(x),sen(y)) pero con (z,y) € A = [0,27] x [-7/2,7/2]. En este caso se tiene que S es
el mismo cilindro circular recto del ejemplo anterior, de tal forma que el borde “geométrico” de
S también es el mismo. Por otra parte, ahora el conjunto 0,5 estd formado, ademas de las dos
circunferencias que forman el borde “geométrico” de S, por el segmento de recta que une a los
puntos (1,0,1) y (1,0,—1). Si se observa con cuidado, se notard que este segmento es la imagen
bajo o del segmento que une a los puntos (0, —7/2) y (0,7/2), y del segmento que une a los puntos
(2w, —7/2) y (2m,7/2), que no son mds que la parte del borde de A que la funcién o “pega” para
formar el cilindro S (ver figura 4.5).

Un caso mas extremo que el anterior es el que nos proporciona la funcién o(x,y) = (cos(z) sen(y),
sen(z)sen(y),cos(y)) con (z,y) € A =[0,27] x [0,7]. Como vimos anteriormente, en este caso la
superficie S es la esfera de radio 1 con centro en el origen la cual, geométricamente hablando, jno
tiene borde! Sin embargo, el conjunto 9,5 es no vacio y coincide con la semicircunferencia de radio
1 contenida en el semiplano “derecho” del plano coordenado X Z (ver figura 4.6).

—1

Figura 4.6: Si parametrizamos a la esfera unitaria con la funcién o(x,y) = (cos(z)sen(y),
sen(z)sen(y),cos(y)) con (z,y) € A = [0,27] x [0, 7], el “borde” 0,5 inducido por esta
parametrizacién es la semicircunferencia de radio 1 contenida en el semiplano “derecho” del
plano coordenado X 7

En estos dos ltimos ejemplos se tiene que el conjunto J,S no sélo contiene a los puntos que
forman el borde “geométrico” de S, sino que también contiene (o incluso es igual) a los puntos que
forman parte de lo que podriamos llamar la “costura” de S (producida por la parametrizacién o).
Obsérvese que, si v es una parametrizaciéon del borde de A (en cualquiera de los dos ejemplos) que
lo recorre una vez (sin importar con que orientacién), entonces

y=00% (4.5)

serd una parametrizacién de la curva 0,5, parametrizacién que tiene la particularidad de que la
curva que forma “la costura” de S, es recorrida dos veces por ¥ sdlo que, una vez en un sen-
tido, y la otra jen el sentido contrario! (ver las figuras 4.5 y 4.6). Esto significa que, si usamos
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la parametrizaciéon dada por 4.5 para integrar un campo F' sobre la curva 0,5, entonces esta
integracion a final de cuentas se reducird a integrar sobre el borde “geométrico” de S (las dos
circunferencias en el caso del cilindro), o dicha integral valdra cero (en el caso de la esfera).

Aun cuando nuestro objetivo inicial era caracterizar a aquellos puntos de una superficie S que
forman lo que hemos venido llamando el borde “geométrico” de S, el conjunto 0,5 (definido en
4.4 y que de aqui en adelante llamaremos “el borde (o costura) de S inducido(a) por o”) nos seréd
suficiente para formular los teoremas que veremos mas adelante, razén por la cual abandonamos
este objetivo y damos por concluido el analisis de estos puntos.

En varios de los ejemplos anteriores, la parametrizacién 4 = o o« de la curva 0,5 siempre
recorre dos (0 mas) veces a la parte de esta curva que forma lo que hemos llamado la “costura” de
S (en caso de que exista dicha “costura”). Es importante mencionar que este doble recorrido no
siempre lo hace en sentidos contrarios. A continuacién daremos un ejemplo de una superficie S y
una parametrizacion o de ésta, que ilustra este hecho y que ademads nos da la pauta para introducir
el concepto de superficie orientada.

La superficie que parametrizaremos a continuacién es la muy conocida cinta de Mobius!. Sea

o(z,y) = (2 + ycos(x/2)) cos(x), (2 + ycos(x/2)) sen(z), y sen(x/2)) (4.6)
= 2(cos(x),sen(z),0) + y(cos(z/2) cos(x), cos(x/2) sen(z),sen(x/2))

con (z,y) € A = [0,2w] x [—1,1]. Obsérvese que si tomamos v = 73 + Y2 + 73 + 74 una
parametrizacion del borde de A que lo recorra en el sentido contrario al de las manecillas del
reloj, y tomamos v2(y) = (2m,y) v 74(y) = (0, —y) con y € [—1,1], como las parametrizaciones co-
rrespondientes a los segmentos verticales del borde de A, entonces o(y2(y)) = o(27,y) = (2—,0,0)
y 0(74(y)) = (0, —y) = (2 — y,0,0) recorren el segmento que une a los puntos (1,0,0) y (3,0,0),
ambas empezando en el primero y terminando en el segundo (ver figura 4.7). Lo anterior muestra
que dicho segmento es donde la parametrizacién o “pega” los bordes verticales de A y que ademas
la parametrizacién 4 = o o v de la curva 0,5 lo recorre dos veces jen la misma direccién! Este
ultimo hecho es un reflejo de una caracteristica muy importante de la banda de Mdbius: es una
superficie no orientada.

Z

m 27T

Figura 4.7: Una banda de M®dbius parametrizada por la funcién o(z,y) = ((2 +
ycos(x/2)) cos(x), (2 + ycos(x/2)) sen(z), y sen(x/2))

IEsta superficie fue construida en 1858 de manera independiente por los mateméticos alemanes August Ferdinand
Mobius (1790-1868) y Johann Benedict Listing (1808-1882).
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El concepto de superficie orientada se puede describir en términos coloquiales de la siguiente
manera: decimos que una superficie S es orientada si S tiene dos “lados” o dos “caras” perfecta-
mente diferenciadas. Otra forma de decir esto mismo es la siguiente: existe una forma de “pintar”
a toda la superficie S con dos colores distintos de tal manera que el Uinico camino para “pasar” de
un color a otro es a través del borde (geométrico) de S, o “perforandola”. Ejemplos de superficies
orientadas son un cilindro o una esfera, en las cuales es muy facil identificar sus dos “caras” (y que
comtinmente llamamos “cara interior” y “cara exterior”). Este no es el caso de la cinta de Mobius?
y de otra también muy famosa superficie, que ademas tiene la particularidad de ser una superficie
“cerrada” (lo que significa que su borde “geométrico” es vacio, como en la esfera) y que se le conoce
como la botella de Klein® (ver figura 4.8).

Figura 4.8: Una botella de Klein
La definicién formal de superficie orientada es la siguiente:

Definicién 4.2 Sea S C R? una superficie. Decimos que S es orientada si existe F : S C R3 — R3
tal que F es continua en S, F(Z) es un vector normal a S en Z y |[F ()| = 1, para toda & € S.

Dado que cualquier superficie S que estamos considerando cuenta con una parametrizacién o
de clase C! a partir de la cual, de acuerdo con 4.3, podemos asignar vectores normales a S en cada
uno de sus puntos, es claro que cada parametrizaciéon puede inducir una orientaciéon sobre S sin
embargo, esta asignacion de vectores normales no necesariamente cumple con todas las condiciones
de la definicién anterior, como sucede en el caso de la parametrizaciéon que dimos (jo cualquier
otral) de la banda de Mdobius (ver problema 3).

Un concepto que no hemos mencionado hasta ahora y que esta relacionado con lo anterior, es
el concepto de reparametrizacién de una superficie. Obsérvese que, si a : B C R?> — R? es una
funcién de clase C* tal que a(B) = A C R? y 0 : A C R? — R3 es una parametrizacién de una
superficie S, entonces 6 = c o : B C R?> — R? es otra parametrizacién de S. Queda como un
problema para el lector (el nimero 4) probar que los vectores normales inducidos por esta nueva
parametrizacién ¢ satisfacen que

g—Z(u,v) X Z—Z(u,v) = Ja(u,v) (g—;(a(u,v)) X %(a(u,v))) (4.7)

2Seguramente el lector alguna vez a construido una cinta de Mobius y ha intentado colorearla con las caracterfsticas
descritas arriba (y si no la ha hecho jinténtelo!)
3Conocida con este nombre en honor de su creador, el matemético aleman Christian Felix Klein (1849-1925)
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para toda (u,v) € B.
Con la identidad anterior tenemos todo lo necesario para introducir el concepto de reparametriza-
cion de una superficie.

Definicién 4.3 Dada o : A C R? — R3 una parametrizacion de la superficie S y o : B C R? — R?
es una funcion de clase O, inyectiva en B y con Ja # 0 (salvo en un conjunto de medida de Jordan
cero, para ambas condiciones) tal que a(B) = A, decimos que la funcion 6 = coa : B C R? — R3
es una reparametrizacion de S. Si Ja(u,v) > 0 para toda (u,v) € B decimos que & “recorre” a S
con la misma “orientacion” que o y si Ja(u,v) < 0 para toda (u,v) € B entonces decimos que &
“recorre” a S con la “orientacion” contraria a o.

Como se recordard del capitulo 3, dada una parametrizaciéon v de una curva I', se construye
la parametrizacion —y que no es mas que una reparametrizacion de I' que la recorre justo en la
direccién contraria que «y; esta particularidad se reflejaba en el hecho de que los vectores tangentes
a I' inducidos por —v apuntan en la direccién contraria a los inducidos por 7. Esto mismo se
puede hacer para las superficies y lo mas interesante es que hay méas de una forma de hacerlo. Por
ejemplo, si o : A C R? — R3 es una parametrizaciéon de la superficie S, observe que la funcién
G:A={(u,v) € R?| (u,—v) € A} ¢ R?> - R® definida como &(u,v) = o(u,—v) es una
reparametrizacion de S (jcudl seria la funcién « : A — Aen este caso?) que tiene la particularidad
de que el vector normal inducido por 6 en cada punto de S, apunta en la direccién contraria al

asignado por o (ver figura 4.9).

_yo__

Figura 4.9: El vector normal inducido por la parametrizacién o(x,y) en cada punto de S, apunta
en la direccién contraria al asignado por la parametrizacién &(u,v) = o(u, —v)

Terminamos el estudio del concepto de superficie, definiendo lo que significard para nosotros que
un conjunto S C R™ sea una superficie por pedazos. Como es de esperarse, un conjunto .S sera una
superficie por pedazos si se puede expresar como la unién finita de superficies. A diferencia de lo que
hicimos para las curvas, en este caso no nos preocuparemos por “construir” una parametrizacion de
todo S; nos bastara con tener una parametrizacion de cada “pedazo” de S. Todo esto lo resumimos
en la siguiente

J. Péex 194



Capitulo 4. Integrando sobre superficies

Definiciéon 4.4 Decimos que S C R" es una superficie por pedazos si existen Si,...,S; C R™
superficies tales que S = Sy U---USg. Si 0; es una parametrizacion de S; para i = 1,... )k,
escribimos o = o1 + - - - + 01, y decimos que o es una parametrizacion® de S.

Ejemplos de superficies por pedazos son un cubo (o parte de un cubo) y en general cualquier
poliedro (o parte de un poliedro), o un cilindro con “tapas”, que ademads tiene la particularidad de
ser una superficie cerrada (como seria el caso de un cubo o un poliedro completo). La forma en
que se parametrice cada “pedazo” de una superficie S por pedazos es muy importante dado que
por medio de cada una de esas parametrizaciones es que obtenemos vectores normales a S. En el
siguiente ejemplo ilustramos lo anterior.

Z

S1

X

Figura 4.10: Un cilindro con “tapas” es ejemplo de una superficie por pedazos

Ejemplo 4.5 Sea S C R3? la superficie cerrada formada por el cilindro circular recto (cuyo eje es
el eje Z) que esta contenido entre los planos z =0 y z = 1, y los dos circulos que estdn contenidos
en cada uno de estos dos planos y que forman las “tapas” de S. Calcular una parametrizacion de
esta superficie.

Solucion. Expresaremos a la superficie como S = S1USoU S3 en donde Sy es el cilindro y Sy y S3
son las “tapas” (ver figura 4.10). Hacemos oy : A = [0,27] x [0,1] — R3 definida como o1(z,y) =
(cos(z),sen(z),y); oo : A = [0,27] x [0,1] — R3 definida como o3(z,y) = (ycos(z),ysen(z),0)
y o3 : A=10,2n] x [0,1] = R? definida como o3(x,y) = (ycos(x), —ysen(z),1). De esta forma
tenemos que:

801

(z,y) X 8—y(az,y) = (—sen(z), cos(zx),0) x (0,0,1)

60'1
£
= (cos(x),sen(x),0)

que son vectores normales a S que “apuntan” hacia afuera de S.
Andlogamente
60'2 60'2

o (z,y) X a—y(:ﬂ,y) = (—ysen(x),ycos(z),0) x (cos(z),sen(x),0)

4Esta notacién no significa que una “parametrizacién” de una superficie por pedazos sea una suma de parametriza-
ciones de cada uno de los “pedazos” de S.

195 J. Péen



4.1. Superficies

= (0’ 0, _y)

que son vectores normales a la tapa inferior de S que “apuntan” hacia afuera de S.
Finalmente

(x,y) x %(w,y) = (—ysen(x),—ycos(z),0) x (cos(z), —sen(x),0)

Jy
=(0,0,y)

93
oz

que son vectores normales a la tapa superior de S que “apuntan” hacia afuera de S.
Por tanto, la “parametrizacion” o = o1 + 09 + 03 de la superficie por pedazos S asigna vectores
normales que “apuntan” hacia afuera de S.

4.1.1 Area de una superficie

Para concluir esta seccién, abordaremos el problema de deducir lo que llamaremos el drea de
una superficie S parametrizada por una funcién o = (01,09,03) : A C R?> — R3 la cual, dada
la naturaleza del problema, supondremos que es simple. Procederemos de la siguiente manera:
primero, “aproximamos” al conjunto A por medio de una familia finita de pequenos rectangulos
Ry, ..., Ry (contenidos en A); después, “subdividimos” a la superficie S en un nimero finito de
“pedazos” a través de la imagen de estos rectangulos bajo la funcién o (ver figura 4.11). Lo primero
que hay que notar es que eso a lo que queremos llamar el drea de S (drea(S)) se le puede aproximar
por la suma de las dreas de cada uno de estos pedazos de superficie (o parches) o(R;), es decir

k
area(S) ~ Zc’w‘ea(a(Ri))
i=1
y que esta aproximaciéon serd mejor en la medida de que los rectdngulos Rj,..., R, sean mas
pequenos.
Y
o

X

Figura 4.11: El 4drea de una superficie S se puede aproximar por medio de la suma de las areas
de cada uno de los pedazos de superficie (o parches) o(R;) y esta aproximacion serd mejor en
la medida de que los rectangulos R1,..., Ry sean mas pequefios

En virtud de lo anterior, nuestro problema ahora es calcular o aproximar lo mejor que se pueda

el drea de cada pedazo de superficie o(R;). Si R; = [x;—1,%;] X [yi—1,%;] es un rectdngulo muy
pequeiio es de esperarse que el pedazo de superficie o(R;) se parezca mucho al paralelogramo P;
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generado por los vectores o(x;—1,vy;) — o(zi—1,Yi—1) ¥ 0(Ti, yi—1) — o(xi—1,yi—1) (ver figura 4.12)
de tal forma que, de acuerdo con lo que sabemos de la Geometria Analitica, se tiene que

area(o(R;)) =~ drea(P;)
= |[(o(zs, yi-1) — o(Tiz1,Yi-1)) X (0(Ti=1,Yi) — o(@i=1,Yi-1))]|

o(xi-1,Yi) o(R;)

\
o(Ti—1,Yi-1)

o (T, Yi-1)

Figura 4.12: El drea del pedazo de superficie o(R;) C R? se parece mucho al drea del paralelo-
gramo P; C R3 generado por los vectores o (x;—1,Y;) —0 (Ti—1,Yi—1) Y 0(Ti, Yi—1)—0(Ti—1, Yi—1)

Por otra parte, por el Teorema del Valor Medio aplicado a cada una de las funciones coordenadas
01,09,03 de o, sabemos que

Oo Oo Oo
o (i, Yi—1) — o(i—1,Yi—1) = (i — Ti—1) (8—;(51,1',%—1)7 8—;(52,2',%—1)7 8—5(53,1',?4;'—1))

y

0 0 0
U(ZEi—l,yi) - 0’(332‘—171/2‘—1) = (yz - yi—l) (aiyl(ﬂfi—h?h,i), aiyz(ﬂfi—lanZi)a aiyg(fﬂi—lﬂk,i))

en donde &1 5,82, €3, € (Ti—1,2i) ¥ M M2,i5 13,0 € (Yie1, Vi)
Por tanto, dado que las funciones oy, 02, 03 son de clase C, si los intervalos (x;_1,%;) v (yi—1,¥:)
son muy pequenos, se tendra que

drea(o(Ry)) ~ area(P) (4.8)
= [lo (i, yi-1) — o(xi1,9i-1)) X (0(zi-1,9:) — o(@i1,9i-1))]|
~ |52 ) x o @) @ = ) — i)
_ g—i(é)xg—z(@) drea(Ry)
_ g_;@xg_;@ -m(R;)

para cualquier §; € R;.
Considerando todas estas aproximaciones, tenemos entonces que

k
area(S) ~ Z area(o(R;))
i=1
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k
%Zdrea(PZ)
i=1
" oo ,.. 8o -
~ 3 5060 % 5, @) - m(Ry)
i=1

y como seguramente el lector sabrd reconocer, esta ultima suma es una suma de Riemann de la

integral
Oo do
A

de donde se intuye que la forma mas adecuada de definir lo que es el area de una superficie S
parametrizada por una funcién o : A C R? — R? es la siguiente.

Definicién 4.6 Sea S C R? una superficie parametrizada por la funcion o : A C R?2 = R3. Sio
es una parametrizacion simple, definimos el drea de S (que denotamos por area(S)) de la siguiente
forma:

drea(S) = Z Hg—;(x,y) « g—;(x,y)u (4.9)

Vale la pena resaltar la analogia que existe entre la integral de la identidad anterior y la co-
rrespondiente integral que se obtuvo en el capitulo 3 (3.2) para calcular la longitud de una curva I’
parametrizada por una funcién ~.

Lo siguiente que haremos serd mostrar con un ejemplo que la integral de 4.9 en efecto nos
permite calcular eso que nuestra intuicién nos dice que debe ser el area de una superficie S. Lo
mostraremos con una superficie para la cual podamos “calcular su area” por “otro método”.

Ejemplo 4.7 Sea S el cilindro circular recto parametrizado por la funcion o(x,y) = (cos(z), sen(x), y)
con (x,y) € A=[0,2n] x [0,1]. Calcular el drea de S.

Solucion. Lo primero que hay que observar es que, si hacemos un “corte” vertical en el cilindro, y
“aplanamos” la superficie (que en este caso si se puede), entonces obtenemos un rectingulo cuya
base mide 27 (el perimetro de la circunferencia que “genera” al cilindro) y altura 1 (ver figura
4.13). De esta forma, el drea de S es 2w que es el valor que debemos obtener al calcular la integral
de 4.9. Para calcular dicha integral, primero ndtese que

S ey) = (= senla),cos(@).0) v o(w9) = (0.0.1)

de tal forma que
do oo
Ge@) x 5 (wy) = (cos(a),sen(a). 0)

para toda (z,y) € A =10,27] x [0,1] (lo que significa que los vectores normales a S inducidos por
la particion o apuntan hacia “afuera” del cilindro). Por lo tanto

irea(s) = [ || 52 % Ston|
A

_ / 1
[0,27] x[0,1]
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= drea(A)

=27

que es lo que esperdbamos.

N~ | o |

Figura 4.13: Si a la superficie de un cilindro circular recto (sin tapas) de altura 1 y base de radio
1 le hacemos un “corte” vertical y después la “aplanamos”, entonces obtenemos un rectangulo
de base 27 (el perimetro de la circunferencia de radio 1) y altura 1 cuya drea es 27

4.2 Integrando funciones escalares

Ya en el capitulo tres mencionabamos el problema de calcular la masa total de una ldmina no
homogénea que tuviera la forma de una superficie S C R?. En esta seccién empezaremos por
resolver este problema y su solucién nos conducird a la definicién de lo que significa integrar una
funcion de valores reales sobre una superficie S.

Supongamos que p : S C R® — R es una funcién (continua) que en cada punto de S nos asigna
su densidad de masa, y que S estd parametrizada por la funcién ¢ : A C R? — R?, inyectiva en el
interior de su dominio (es decir, una parametrizacién simple). Procediendo como en el problema
del calculo del area de S, “aproximamos” al conjunto A por medio de una familia de pequenos
rectdangulos Ry,..., Ry contenidos en A, los cuales a su vez usamos para “aproximarnos” a la
superficie S por medio de la imagen de estos rectangulos bajo la funcién o. De esta forma, tenemos
que

masa(S) ~ Zp(a(ﬁi)) -area(o(R;))

donde & € R; parai=1,...,k.
Ahora, si usamos la misma aproximacién para el drea(o(R;)) obtenida en 4.8, tenemos que

k
masa(S) = Y _ p(o(&)) - drea(o(Ry))
i=1

do  » do  »
%(&) X a—y(&)

k
~ > ploté) ()
=1

y esta tltima suma es facilmente reconocible como una suma de Riemann de la integral

[ otate | G < e
A

199 J. Péen



4.2. Integrando funciones escalares

de tal forma que, como hemos hecho ya varias veces a lo largo de este texto, podemos deducir que

Jo Jo

o) x 5w (4.10)

masa(S) = /p(a(x,y)) : '
A

Obsérvese que de la identidad anterior se tiene que, si la funcién de densidad es constante (p = c¢),
es decir, que nuestra ldmina es homogénea, entonces masa(S) = c-drea(S) como tiene que suceder.

Con base en la identidad 4.10, definimos en general lo que significard la integral de una funcién
f de valores reales definida sobre una superficie S que estd parametrizada por una funcién o, y
que de aqui en adelante conoceremos como la integral de superficie de f sobre S, de la siguiente
manera:

Definicién 4.8 Sean, S una superficie pararametrizada por o : ACR?> - R3, y f: S CcR? - R
una funcion continua. Definimos la integral de f sobre S segun la parametrizacion o, que denotamos

por [q f||do]|, como

Fldoll = [ Fot.y) || 9260 x 52 (em) (a.11)
S A Y

Como es de suponerse, esta definicién se comporta bien con la aritmética bésica de las funciones
escalares, como lo establecemos en la siguiente proposicién cuya prueba, sin lugar a dudas, queda
en manos del lector.

Proposicién 4.9 Si S es una superficie parametrizada por 0 : A C R> > R3?, f,g: S CR?> = R
son funciones continuas y o, 3 € R entonces

/ (af + Bg) ||do]| = a / fldo|| + 8 / glldo]
S S

S

Otra cuestiéon importante con relacion a la definicién 4.8 es la de saber qué tanto depende el
concepto de integral ahi definido, de la parametrizaciéon o de la superficie S. Como en el caso de la
integral de linea de funciones escalares, basta que dos parametrizaciones “recorran” a la superficie
S esencialmente el mismo “nuimero” de veces, para que el valor de la integral sea el mismo. Asi, de
acuerdo con la definicién 4.3, basta que dos parametrizaciones de una superficie S la “recorran” con
la misma direccién o con la direccién contraria, para que el valor de la integral 4.11 sea el mismo.
Lo anterior queda expresado en la siguiente

Proposicién 4.10 Sean, S una superficie pararametrizada poro: ACR?2 5 R3y f: SCR? - R
continua. Si & : B C R2 — R? es otra paramatrizacion que “recorre” a S con la misma direccion
o con la direccion contraria que o entonces

[ Flasl = [ f1as)
S S

Dem. De acuerdo con la definiciéon 4.3, dado que & “recorre” a S con la misma direccién o
con la direccién contraria que o, entonces existe a : B C R?> - A C R? de clase C! tal que
det(Da(u,v)) > 0 para toda (u,v) € B 6 det(Da(u,v)) < 0 para toda (u,v) € B.
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En cualquiera de estos dos casos, por el Teorema de Cambio de Variable sabemos que

S/ e A/ o) |52 x S|

do

. ! Flotatu) - |Gl o) x G atu o) - det(Datu,)

Oo Oo

:/f((aoa)(u,v)) -‘det(Da(u,U)) <%(a(u7v)> x a—yW(”’“)))H
B

de tal forma que por la identidad 4.7 tenemos que

S/ Pldal = [ (o) | Gt x 5w

que es lo que queriamos demostrar. |

Concluimos esta breve seccién extendiendo el concepto de integral de superficie de funciones
escalares, a superficies por pedazos.

Definicién 4.11 Sean, S = S; U---U S, C R? una superficie por pedazos con o; : A; C R? — R3
una parametrizacion de S; para i =1,...,k, y f : S C R> = R continua. Definimos la integral de
f sobre S, que denotamos por [ f|dol|, como

[ #ldol = [ fldonl+-+ [ 5ldow]
S S1 Sk

donde 0 = o1+ -+ - + 0%

Es una tarea facil (tarea que se deja al lector) mostrar que la proposicién 4.9 se puede extender
a superficies por pedazos.

4.3 Integrando funciones vectoriales

Vamos a motivar el concepto de integral de superficie de una funcién de valores vectoriales por
medio del problema equivalente (en el espacio) al que usamos en el capitulo tres para motivar el
concepto de divergencia (en el plano). Esto es, vamos a suponer que F' = (P,Q,R) : U C R? — R3
es una funcién que representa el campo de velocidades de un fluido y nuestro objetivo es encontrar
una forma de “medir” qué tanto se “expande” este fluido a través de una superficie S C U.

Como hicimos antes, empezaremos por el caso mas sencillo en el que F es constante, es decir,
supondremos que F(&) = F para toda & € U. También empezaremos por suponer que S es una
superficie plana, es decir, que existe P C R? un plano tal que S C P. De esta forma, y recurriendo
a los mismos argumentos que usamos en el capitulo tres, si 7w € R? es un vector unitario que es
normal al plano P (y por tanto a S), entonces el nimero F'-# es una medida de qué tanto “cruza”
el campo F' a el plano P, en donde, como antes, su signo nos indica la direcciéon en la que lo hace
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(si es positivo, “cruza” a P en la direccién en la que apunta 71, y si es negativo, en la direccién
contraria). Por tanto, el nimero

(F-n)-drea(S)
que es el volumen de un cilindro cuya base tiene la forma de la superficie S y altura E - i, serd una
medida de qué tanto se “expande” el fluido representado por F' a través de S (ver figura 4.14).

A

F

>

Figura 4.14: Si S es una superficie plana, es decir, contenida en un plano P C R3, y 7L es un
vector unitario que es normal a P (y por tanto a S), el ndmero F -1 es una medida de qué
tanto “cruza” el vector F a el plano P de modo que (F - 71) - drea(S) serd una medida de que
tanto se “expande” el fluido (cuya velocidad estd representada por F) a través de S

Para resolver el mismo problema en el caso mas general (F' no necesariamente constante y S
no necesariamente plana), supondremos que S estd parametrizada por o : A C R? — R3, una
paramatrizaciéon simple. Como ya hicimos en dos ocasiones en este capitulo, “aproximamos” al
conjunto A por medio de una familia de pequenos rectangulos Ry,..., Ry contenidos en A, los
cuales a su vez usamos para “aproximarnos”’ a la superficie S por medio de la imagen de estos
rectangulos bajo la funcién o.

Ahora, si para cada i = 1, ...k elegimos & € R; tal que 6—;(&) X ay 7 (&) # 0 y hacemos

entonces el niimero

(F(o(&)) - i) - drea(o(R;))
es una medida de qué tanto se “expande” el fluido a través del pedazo de superficie o(R;) en la
direccién del vector normal n; (ver figura 4.15) de tal forma que

D (F(o(&)) - ) - drea(o(Ry))
serd una medida de qué tanto se “expande” el fluido (cuya velocidad esta dada por F') a través de

la superficie S en la direccién de los vectores normales n,...,ny inducidos por o.
Si ahora recordamos que en la seccién 4.1 (4.8) obtuv1m0s que

area(o H (él)
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A

n; =

52 (E)x 52 (&)
G2 x 55 &)

o(zi—1,9i)

o(Ti—1,Yi—1)

o (i, Yi—1)

Figura 4.15: Si elegimos fl € Ri = [zi—1, %] X [yi—1, ] tal que 52 (52) X 8y (52) # () entonces el

nimero (F(o(&;))-7;) - drea(o(R;)) serd una medida de qué tanto se “expande” el fluido (cuya
velocidad estd dada por el campo F') a través del pedazo de superficie o(R;) en la direccién del
vector normal n; inducido por o

entonces tenemos que

m(RZ-)>

5> F(cr(éi))-‘g;(é")x gf (JFe-Fe

y esta tltima suma es facilmente reconocible como una suma de Riemann de la integral

[ Flotw) e < 5w

A

por lo que podemos intuir que la solucién a nuestro problema estd dada por esta integral.

El problema que planteamos y la solucién que dedujimos son la base sobre la cual se obtiene el
concepto de integral de superficie de una funcion de valores vectoriales y que dan pie a la siguiente

Definicién 4.12 Sean, S C R3 una superficie parametrizada por 0 : A C R? - R3 y F : S C

R3 — R? continua. Definimos la integral de F sobre S, que denotamos por fs F-do, como

/F-da: /F(a(x,y)) : g—‘;(w,y) X Z—Z(ﬂc,y)

S A
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4.8. Integrando funciones vectoriales

Si S =5SU---US; es una superficie por pedazos y o; : A; C R? — R3 es una parametrizacion de
S; para cada i =1,...,k, definimos

/F-dU:/F-dal—l-----i-/F-dak

S S1 Sk

donde 0 = 01+ -+ - + 0%
En el siguiente ejemplo, mostramos como se calcula una de estas integrales de superficie.

Ejemplo 4.13 Sean, S C R3 la esfera de radio v > 0 con centro en el origen, y F : U = R3\{0} C
R3 — R? definida como

F( ) x Y z
':L'7 y?'z = ) )
(@2 + g2+ 2% (a2 + 2 + 22)%27 (a2 + 32 + 22)%

Calcule |, g F'-do donde o sea una parametrizacion que induzca vectores normales a S que apunten
hacia adentro de S.

Solucion. Parametrizamos a S por medio de la funcion

o(x,y) = (rcos(z)sen(y), rsen(z) sen(y), r cos(y))
con (x,y) € [0,27] x [0,7]. Entonces

oo oo
%(x7y) X a_y(:pvy)

= (—rsen(z)sen(y),r cos(z) sen(y),0) x (rcos(x) cos(y), r sen(x) cos(y), —r sen(y))

= —rsen(y)(r cos(z) sen(y), r sen(z) sen(y), r cos(y))

los cuales son vectores mnormales a S que apuntan hacia adentro de S.

Por tanto,
/F~da
S
— /F(J(x,y)) . %(m,y) X Z_Z(:E’y)
A
— / %2 (cos() sen(y), sen(x) sen(y), cos(y)) - (=r* sen(y)(cos(x) sen(y), sen(w) sen(y), cos(y)))
A
_ / —sen(y)
[0,27] % [0,7]
271— ™
= dz —sen(y)dy
[“)\/
=27 <COS(y) 0>
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Capitulo 4. Integrando sobre superficies

Con respecto a este ejemplo, vale la pena hacer las siguientes dos observaciones. La primera es
que el campo F es tal que en cada punto & € S, F(Z) es un vector normal que apunta justo en la
direccién normal y hacia afuera de S, lo que explica que el valor de la integral sea distinto de cero
y negativo; y la segunda, que el valor de la integral es independiente del radio de la esfera. Ambos
hechos jugaran un papel importante mas adelante.

Como es de esperarse, este nuevo tipo de integral se lleva bien con la aritmética elemental de
las funciones de R3 en R3, lo cual dejamos expresado en la siguiente

Proposicién 4.14 Sean, S C R3 una superficie parametrizada por o : A C R? - R3, F,G : S C
R3 — R? continuas y o, f € R. Entonces

/(aFJrﬁG)-da:a/F-da+ﬁS/G-da

S S

Si S =S1U---USy es una superficie por pedazos y o; : A; C R? = R3 es una parametrizacion de
S; para cada i =1,...,k, entonces la identidad anterior también se cumple, con 0 = o1+ - - - + 0.

Dem. Se deja al lector u

Como en los casos anteriores, es importante saber qué tanto depende la integral sobre una
superficie S de una funcién de valores vectoriales F', de la parametrizacion o de S que utilicemos.
Dado que esta integral se puede interpretar como una medida de qué tanto se “expande” el campo
F' en la direccién de los vectores normales inducidos por la parametrizacion o, es de esperarse que
si otra parametrizacién ¢ recorre a la superficie S con la misma orientaciéon que o, entonces las
integrales son iguales para ambas parametrizaciones, mientras que si ¢ recorre a la superficie S con
la orientacion contraria, entonces las integrales difieren sélo por el signo. Concluimos esta seccién
con una proposicién que expresa justo estas propiedades.

Proposicién 4.15 Sean, S C R? una superficie y F : S C R? = R3 continua. Sean o : A C R? —
R3 y & : B C R? = R3 dos parametrizaciones de S tales que & es una reparametrizacion de o.

1. si & recorre a S con la misma orientacion que o entonces

/F-daz/F'dc}

S S

2. st & recorre a S con la orientacion contraria que o entonces

/F~d0:—/F-d&

S S

Dem. Haremos la prueba del segundo inciso y se deja al lector la prueba del primero. Dado que
& es una reparametrizaciéon de o, sabemos que existe o : B C R? —+ A C R? de clase C! tal que
& =ocoaq,y como ¢ recorre a S con la orientacién contraria que o entonces det(Da(u,v)) < 0 para
toda (u,v) € B. Por tanto, por el Teorema de Cambio de Variable y la identidad 4.7, tenemos que

/F-da: /F(a(a;,y)) : g—‘;(x,y) X g—;(w,y)

S A
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4.4. El teorema de Stokes

Oo

= /F(U(a(u,v))) "5y (@w, ) X g—Z(a(uvv)) |det(Da(u, v))|
B

F(o(u,v)) - <det(Da(u,v))g—Z(a(u,v)) X %(a(u,v)))
06
B

(u,v)

Il
|
n— W B
3
Qe
=
S
Q|
Qe
=
S
X

que es lo que se queria demostrar. |

Es importante que el lector note la analogia que existe entre la proposicién anterior y la
proposicién 3.16 del tercer capitulo.

4.4 El teorema de Stokes

Cuando en el capitulo tres formulamos el Teorema de Green, dijimos que este resultado se podia
interpretar como una generalizacién del Segundo Teorema Fundamental del Célculo. En efecto, asi
como este tltimo teorema establece que la integral sobre un intervalo [a, b] C R de una derivada f’ se
puede calcular simplemente evaluando la funcién original f en los puntos a y b (que por cierto forman
“el borde” del intervalo [a,b]), el teorema de Green establece que la integral sobre un conjunto
A C R? de Rot F(£) (que es como una cierta “derivada” de F') se puede calcular “evaluando” la
funcién original F' sobre el “borde” de A (la integral de linea de F' sobre I' = JA). De hecho, en
el caso del segundo teorema fundamental, éste se puede “extender” al calculo de integrales sobre
conjuntos unidimensionales (como lo es el intervalo [a,b] C R) contenidos en espacios de dimensién
mas alta (R™), es decir, sobre curvas. Esto estd expresado en la identidad

/ V- dy = p(4(5)) - p(1(a))
T

en donde v : [a,b] C R — R" es una parametrizacién de la carva ' CU CR" y ¢ : U C R" — R,
y en donde en lugar de integrar f’ integramos V.

Como seguramente el lector estard sospechando, ahora la pregunta es: jel Teorema de Green
se puede “extender” al cdlculo de integrales sobre conjuntos dos-dimensionales no necesariamente
planos, es decir, superficies? La respuesta es que si y eso es justo de lo que trata el Teorema de
Stokes®.

Aun cuando la discusién anterior nos puede dar una idea de lo que afirma el Teorema de Stokes,
es mejor deducirlo a partir de la interpretacién fisica y geométrica de los conceptos que involucra,
que en este caso son el de integral de superficie y el del rotacional de un campo. Como en el caso
de los teoremas que hemos mencionado, el Teorema de Stokes trata de cémo calcular la integral
sobre una superficie S de un cierto tipo de “derivada” de una funcién F' de R® en R?, el rotacional

®Nombrado asi por el fisico y matemdtico inglés George Gabriel Stokes (1819-1903), a pesar de que la primera
formulacién conocida del teorema fue realizada por William Thomson (Lord Kelvin) y aparece en una correspondencia
que él mantuvo con Stokes.
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de F' (RotF), es decir, trata de
/RotF ~do

Supongamos entonces que tenemos S C U C R? una superficie parametrizada por o : A C
R? -5 R3 vy F:U C R = R? de clase C' en U. Como hemos hecho en ocasiones anteriores,
“aproximamos” al conjunto A con un nimero finito de pequenos rectangulos Ry, ..., R contenidos
en A de tal forma que

/RotF ~do = /RotF(a(:E,y)) . g—g(az,y) X g—g(:n,y)

k
~ 3 RotF g;; (€) x o @) - m(R)

i=1

u 82(&) x (%) oo . 0o
=3 [ Rotr(o(é)) - 2B ) (1976 s 226 | - m(Ry)
2( Hg—m)x % (&) <' G Oy )

con & € int(R;) para cada i =1, .
Ahora, si hacemos

y recordamos que

0o - 80’ ,
‘ o -m(R;) ~ drea(o(R;))

~ area(F;)
en donde P, es el paralelogramo que tomamos en 4.8 y que se “parece” mucho a o(R;) (figura 4.12),
para cada ¢ = 1,... k, tenemos entonces que
k

/RotF ~do ~ Z (RotF(J(é)) : f%) area(F;)
S

1=1

Una vez que hemos llegado hasta aqui, es el momento de recordar la identidad 3.30 del capitulo
tres y tomarnos la libertad de sustituir cuadrados con paralelogramos en dicha identidad, de tal
manera que podamos afirmar que

<RotF( (&)) - h area /F do;

oP;

en donde §; es una parametrizacion del borde 0P; del paralelogramo P; que lo recorre en el sentido
contrario al de las manecillas del reloj cuando se le ve desde el vector unitario n;.

Nétese que, como el campo F y la parametrizacién o son funciones de clase C', si R; =
[Ti—1, 2] X [yi—1,yi] ¥ C; es el “cuadrildtero” (formado por la unién de dos tridngulos, no nece-
sariamente contenidos en el mismo plano) cuyos vértices son los puntos o(x;—1,yi—1), o(xi—1,Yi),
o(xi,yi—1) v o(zi,y;) (ver figura 4.16), entonces C; y P; “se parecen mucho” de tal forma que

/F-déiw /F-d&

oP; aC;
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4.4. El teorema de Stokes

o(Ti—1,Yi-1)

o (i, Yi-1)

Figura 4.16: Si R; = [zj—1,2;] X [yi—1,y:] y C; es el “cuadrilatero” (formado por la unién de
dos tridngulos, no necesariamente contenidos en el mismo plano) cuyos vértices son los puntos
o(zi—1,Yi-1), 0(xi—1,v:), o(xi,yi—1) y o(x;,9;), entonces C; y P; “se parecen mucho”

en donde ahora 5, es una parametrizacion del borde 9C; del cuadrilatero C; que lo recorre en el
sentido contrario al de las manecillas del reloj cuando se le ve desde el vector unitario n;. De esta

forma, tenemos que

k
/RotF-dU%Z/F'dSi
S

i:laci

y esta aproximacién serd mejor en la medida de que los cuadrildteros C; sean muy pequenos (es
decir, si los rectdangulos R; son muy pequenos).
)

ng

Figura 4.17: Si C; y C; son dos cuadrildteros adyacentes, la integral del campo F sobre el lado
comin a ambos cuadrildteros se cancela de tal forma que la suma de las integrales sobre el
borde de cada uno de ellos, es igual a la integral de F' sobre el borde de C; U C’;, recorrido en el
sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj cuando se le mira desde la direccién
en la que apunta el vector 7; o el vector 7;

Ahora obsérvese que, dado que cada una de las integrales faci F - dj; se puede descomponer
como la suma de cuatro integrales (sobre cada uno de los lados del cuadrildtero C;), si C; y C; son
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dos cuadrilateros adyacentes, entonces en la suma

/F.dS,-Jr/F-de

oC; ac,

se cancela justo la integral sobre el lado comun a ambos cuadrilateros de tal forma que esta suma
es igual a la integral de F' sobre el borde de C; U (), recorrido en el sentido contrario al movimiento
de las manecillas del reloj cuando se le mira desde la direccién en la que apunta el vector n; o el
vector 7i; (ver figura 4.17). Si este proceso de “cancelacién” de integrales sobre lados adyacentes lo
hacemos para todos los Cj, tenemos que

f:/F-dSi:/F-dS

izlaCi I

en donde I es la curva poligonal formada por todos los lados de los C; que no se cancelaron, y 8
es una parametrizacion de ésta que la recorre en el sentido contrario al de las manecillas del reloj
cuando se le mira desde la direccién en la que apuntan los vectores normales inducidos por o (ver
figura 4.18). Lo mejor de todo esto es que, nuevamente, si los cuadrildteros C; son muy pequenos
(es decir, los rectdngulos R; son muy pequenos) entonces se tiene que I' = 0,5 (el borde de S
inducido por o definido en 4.4) y por lo tanto

/F-dgz /F-di
r 05 S

en donde 7 es la parametrizaciéon de 9,5 dada en 4.5.

Figura 4.18: Si I" es la curva poligonal formada por todos los lados de los cuadrildteros C; que
no se cancelan, y los C; son muy pequefios (es decir, los rectdngulos R; son muy pequefios)
entonces se tiene que I' =~ 0,5 (el borde de S inducido por o)

Todas estas identidades y aproximaciones sugieren que

/RotF-daz /F'd&
S 055

iy esto es justo lo que asegura el Teorema de Stokes!
Con base en esta tltima identidad, formulamos el Teorema de Stokes de la siguiente manera:
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4.4. El teorema de Stokes

Teorema 4.16 (de Stokes) Sean, S C U C R? una superficie parametrizada por o = (01, 02,03) :
A C R? = R de clase C% (), v : [a,b] C R — R? una parametrizacion de dA (el borde de A,
una curva cerrada simple) que lo recorre (una vez) en el sentido contrario al movimiento de las
manecillas del reloj, y F = (P,Q,R) : U C R?* — R3 una funcién de clase C* en U. Entonces

/RotF-daz /F'd&
S 055

en donde ¥ = ooy :[a,b] CR — R3, 4y 0,8 = 0(0A) (el borde de S inducido por o).

Dem. Dado que esta prueba estd basada en el Teorema de Green (como era de esperarse), supon-
dremos que A C R? es una regién tipo Iy tipo II.

Si hacemos 3 5
a—Z(u,fu) X a—g(u,fu) = (n1(u,v), na2(u,v),nz(u,v))
se tiene que
/RotF -do
S
= /RotF(J(u,v)) . %(u,v) X Z—Z(Uav)
A
- [ (Gt - Gt mauo + [ (Gietwo) - o) miwo)
A

s ab b b
=/me%ww+/M%m%@ﬁ+/mwm%@ﬁ

en donde ¥ = (31,72,73) = (01 07,02 0,03 0 7).

5 Aun cuando esta hipStesis no es necesaria, se pide asi para hacer un poco més sencilla la prueba
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Probaremos que

b
[ (Gt - o) = [ Pao; 6
A

b
/ <<‘;§( (u, 0))ns (u, v) — ‘;_Cj(g(u,v))m(u,v)> = / Q((1))35(t)dt
A

Y que

— (o (u,v))ny (u,v) — a—R(a(u v))na(u,v) R(3(t))7
A/<0y 0

X

) %). Como o es de clase C?, se tiene que

B 0?01 O (Poo)do 0?0y O(Poo)doy
B <(P °0) duov T o W) (u,0) = <<PO o) dvou T v %) (u,0)

= G 00 Gt T+ Gt ) G ) + Fotuo) )

= S ) | G o o) G ) + G o ) G2 ) + 5 (o) G o)

= G- o) (G252 - S8 o) = G o) (G252 - G52 ) )

ou Ov ov Ou

(u,v) = %@_@@( )
LY = e o ou ov )\

por el Teorema de Green se tiene que

Y

Z (G (ot om(u) - Flotuom(u)) = A oot (G250 - SR ()

G_P )) 80'180'2 80’280’1 ( )
o ou ov  ou ov )Y
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4.4. El teorema de Stokes

Las dos identidades restantes se prueban de manera andloga (se dejan como un problema para
el lector) [ |

Es importante mencionar que la versién del Teorema de Stokes que hemos dado aqui tiene dos
particularidades que vale la pena destacar. La primera, es que en la identidad

/RotF-da: /F-dfy (4.12)
S 0sS

que se establece en el teorema, se usa el “borde” de la superficie S inducido por la parametrizacion
o (0,5) y no el “borde geométrico” de S (9S5), que es como suele hacerse la mayoria de las
veces. Hacerlo de esta forma tiene la ventaja de que nos ahorramos la definicién precisa del
“borde geométrico” AS (cuestién que discutimos ampliamente en la seccién 4.1) ademads de que la
demostraciéon mds frecuente (por ser la més sencilla) es precisamente la que hicimos aqui y que
es usando el “borde” 0,S. En todo caso, la validez de la identidad 4.12 en términos del “borde
geométrico” 9S es un problema que tiene que ver con la parametrizaciéon o de S que se use y que
casi siempre se resuelve tomando una parametrizacién simple o (para que 9,5 y 0S5 coincidan, o
cuando menos que 0S C 9,5, como también lo discutimos en la seccién 4.1), junto con la hipdtesis
de que S sea una superficie orientable.

Y justo la segunda particularidad que se quiere destacar es que en la formulacién que hemos
dado, no es necesario suponer que S sea una superficie orientable, lo cual tiene que ver con el hecho
de que el teorema lo escribimos precisamente en términos de J,5 y no de 0S.

A continuacién damos un par de ejemplos que sirven para ilustrar estas caracteristicas del
Teorema de Stokes.

Ejemplo 4.17 Sean, S C R? la superficie parametrizada por la funcién o : A = [0,27] x [0,37/4] C
R? — R? definida como o(x,y) = (cos(z),sen(x),sen(y)), y F(z,y,2) = (—zy,zz,0) para toda

(7,y,2) € R®. Muestre que
/RotF-dU#/F-d’y
S oS

Solucion. En este caso S es la parte del cilindro circular recto contenido entre los planos z =0 y
z =1, cuyo eje es el eje Z, y o es una parametrizacion de S que recorre dos veces parte de éste (la
parte contenida entre los planos z = 1/\/5 y z =1, ver figura 4.19). Por esta razon, o asigna dos
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vectores normales en cada punto de esta parte que recorre dos veces, como se observa al calcular

g—;(az,y) X g—;(az,y) = (—sen(z),cos(x),0) x (0,0, cos(y))

= (cos(x) cos(y), sen(z) cos(y), 0)

el cual es un vector normal a S que apunta hacia afuera siy € [0,7/2), y hacia adentro si y €
(m/2,3m/4].
Por tanto, como

RotF(z,y,z) = (—x,—y,2z)

entonces

/RotF ~do = /RotF(a(:E,y)) . g—;(az,y) X g—;(az,y)

S A

= /(— cos(z), —sen(x),2sen(y)) - (cos(z) cos(y),sen(x) cos(y), 0)

A
- [ e
[0,27] x[0,37 /4]
3n/4
=2 <— sen(y) . >
2

V2

X

Figura 4.19: Para S = o(A) con o : A = [0,27] x [0,37/4] C R? — R3 definida como
o(z,y) = (cos(x),sen(z),sen(y)), se tiene que 35S = CoUC y 9,5 = CoUCo UT

Por otra parte, 0S = Cy U Cq, con Cy la circunferencia de radio 1 que estd contenida en el
plano z = 0 con centro en el origen, y C1 la circunferencia de radio 1 que estd contenida en el
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plano z =1 con centro en el punto (0,0,1). Dado que F(z,y,0) = (0,0,0) para toda (z,y,0) € Cy,

se tiene que
/F-d’y: / F-dy
oS

CoUCq

:/F~d’y+/F-dfy

Co C1
2m
=0+ /F(cos(t),sen(t), 1) - (—sen(t), cos(t),0)dt

0
2

= /(—sen(t),cos(t),O) - (—sen(t), cos(t),0)dt
0
2

:/dt
0
=27

en donde tomamos la parametrizacion de Ci que la recorre en el sentido de las manecillas del reloj
cuando se le mira desde los vectores normales inducidos por o que apuntan hacia afuera de S. Con

esto mostramos que
/RotF-dU#/F-d’y
S as

y esto sequird siendo cierto aunque parametricemos a Cy en la direccion contraria.

Observe que 0,5 = CoUCy UL, ahora con Cy la circunferencia de radio 1 que estd contenida en el
plano z = 1/+/2 con centro en el punto (0,0,1/v/2), y T el segmento que une a los puntos (1,0,0)
y (1,0,1/4/2) (pasando por el punto (1,0,1)). Como este tiltimo segmento es recorrido dos veces
(de ida y de regreso) por la parametrizacion 4 de 0,5 (dada por la identidad 4.5), se tiene que

/F-d&: / F-d¥
05 S

CouCoul’
:/F-di+/F-di—|—/F-d&
Co Ca r
2
=0+ /F(cos(27r —t),sen(2m — t),sen(3w/4)) - (sen(2m — t), — cos(2m — t),0)dt + 0
0
2
= / 1/V2(—sen(2m — t), cos(2m — t),0) - (sen (2w — t), — cos(2mw — t), 0)dt
0
2
V2
= /RotF -do
S
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con lo cual confirmamos lo que asequra el Teorema de Stokes.

Si en el ejemplo anterior se muestra que la no inyectividad de una parametrizacién o es deter-
minante para que la identidad |, gRotF - do = fasF - dvy no se satisfaga, en el siguiente ejemplo
mostraremos que aun cuando la parametrizacién sea simple, si la superficie S no es orientable,
entonces dicha identidad tampoco se cumple. Como es de suponerse, S serd la banda de Mdbius y
usaremos la parametrizacién que dimos en la seccion 4.1.

Ejemplo 4.18 Sean, S C R? la banda de Mébius parametrizada por la funcion o : A = [0,27] x
[-1,1] € R? — R3 definida como

o(x,y) = 2(cos(x),sen(z),0) + y(cos(x/2) cos(z), cos(x/2) sen(x), sen(x/2))

para toda (z,y,z) € R3\{eje Z}. Muestre que

/RotF-dU#/F-d’y
S as

Solucion. Como se menciond en el capitulo 3, es facil ver que RotF(x,y,z) = (0,0,0) para toda
(z,y,2) € R¥\{eje Z}, y por lo tanto se tiene que

/RotF-dazO
S

Por otra parte, si hacemos ((x) = o(x,—1) y §(z) = o(z,1), con x € [0,27|, entonces

((x) = (2cos(x) — cos(x/2) cos(z),2sen(z) — cos(x/2) sen(z), — sen(x/2))
= (cos(z)[2 — cos(x/2)],sen(x)[2 — cos(xz/2)], — sen(x/2))

d(z) = (2cos(x) + cos(z/2) cos(x),2sen(x) + cos(x/2) sen(x), sen(x/2))
= (cos(x)[2 + cos(z/2)],sen(z)[2 + cos(x/2)],sen(x/2))
de tal forma que ¢ + 0 resulta ser una parametrizacion de 0S que la recorre en el sentido contrario
al movimiento de las manecillas del reloj cuando se le mira desde un punto de la parte positiva del
eje Z (ver figura 4.20).
Realizando unos fdciles cdlculos (que se dejan al lector), se obtiene que F(((x))-{'(x) =1y
F(6(z)) -8 (z) =1 para toda x € [0, 27|, de tal forma que

21

21
/ Fod(C+6) = / F(¢(@)) - ¢ (a)da + / F(6(z)) - & (a)dz
o8 0
27

0
:2/daz
0
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A
|
-
—2 — |-
.................... N Y
/C(O) (27) 2
2 ;
o)
s, )0 — |
((2m)=6(0)—> 5 ¢
X
Figura 4.20: Una banda de Mobius parametrizada por la funcién o(z,y) = ((2 +

ycos(x/2)) cos(z), (2 + ycos(x/2)) sen(x),y sen(x/2))

=4r
=+ /RotF -do
S
AhOT&, si hacemos Oé(y) = 0(27T7y) = (2 - y7070) Y B(y) = 0(07y) = (2 + y7070)) cony € [_17 1]}

entonces ¥ = ( + a + (—0) + (=) es una parametrizacion de 0,S (como la que se toma en el
Teorema de Stokes) de tal forma que

/F.dry:/F~d(§+a+(—5)+(—ﬁ))

05 S 05 S
2 1 2 1
- [ FGeta) / Fla(y)) - o (y)dy — / F(6(x)) - () — / F(BW)) - B (v)dy
0 —1 -1

/(_> 1000 -2 /( )00

—

1

=27 + 0dy—27r—/0dy
-1 —1

=0

:/RotF-da

con lo que nuevamente comprobamos la conclusion de dicho teorema.

Finalmente, en el siguiente ejemplo tomaremos una superficie orientable S y ¢ una parametriza-
cién simple de S, y verificaremos que en ese caso si se cumple que f gRotF -do = f ag ' -dv , en

J. Péex 216



Capitulo 4. Integrando sobre superficies

donde 7 es una parametrizacién que recorre a 95 en el sentido de las manecillas del reloj cuando
se le mira desde la direccién en la que apuntan los vectores normales a S inducidos por o.

Ejemplo 4.19 Sean, S C R? la semiesfera de radio 1 parametrizada por la funcién o : A = [0, 2] x
[0,7/2] € R? — R? definida como o(x,y) = (cos(x)sen(y),sen(x)sen(y),cos(y)), y F(x,y,z) =
(y, —x,zy) para toda (x,y,z) € R3. Muestre que

/RotF-da:/F-d’y
S

as
en donde 7y es una parametrizacion que recorre a S en el sentido de las manecillas del reloj cuando
se le mira desde la direccion en la que apuntan los vectores normales a S inducidos por o.
Solucion. Se tiene que

g—;(az,y) X Z—Z(az,y) = (—sen(z) sen(y), cos(x) sen(y),0) x (cos(x) cos(y), sen(z) cos(y), — sen(y))

= —sen(y)(cos(z) sen(y), sen(z) sen(y), cos(y))

por lo que los vectores normales a S inducidos por o apuntan hacia adentro de la semiesfera.
Por otra parte
RotF(z,y,z2) = (x,—y,—2))

Ast,
/RotF -do
S
Oo Oo
— [ RotF(a(w.0) - 5(w.0) x (@)
A
— [ (costa)senty), ~sen(e) sen(y), ~2) - (~ sen(y) (cos(a) sem(y), sen(a)sem(y). cos(y))
A
= / —sen(y) [(cos(a:) sen(y))? — (sen(z)sen(y))* — 2 cos(y)
[0,27] % [0,7/2]
=— / sen®(y) cos(2z) + / 2sen(y) cos(y)
[0,27] % [0,7/2] [0,27] x[0,7 /2]
27 /2 /2
=— /cos(2x)daz /sen3(y)dy +27T/28en(y) cos(y)dy
0 0 0
w/2
=—-0+27 (Senz(y) . >
=27
Ahora, dado que OS es la circunferencia unitaria contenida en el plano z = 0 con centro en

el origen, y dado que los vectores normales a S inducidos por o apuntan hacia adentro de la
semiesfera, definimos y(t) = (cos(t), —sen(t),0) de modo que

21
/F«wz/Fw@wV@w
oS 0
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4.4. El teorema de Stokes

2w

= / (—sen(t), — cos(t), —2) - (—sen(t), — cos(t),0) dt
0
2T

:/dt
0
=2m

:/RotF-da
S

que es lo que desedbamos mostrar.

En el capitulo tres formulamos una versién mas general del Teorema de Green la cual consistia
en considerar campos definidos sobre regiones cuyo borde estaba formado por méas de una curva
(teorema 3.32). Para el caso del Teorema de Stokes, la situacién equivalente consistird en considerar
una superficie S parametrizada por una funcién o definida sobre una regién A C R? tal que el borde
(o frontera) de A (0A) esté formada por mas de una curva. En este caso es muy probable que la
curva JS también esté formada por més de una curva, aunque esto ya podia suceder aun cuando
la OA estuviera formada de una séla curva (como en el caso en que S es un cilindro).

Asi, la generalizacién del Teorema de Stokes queda formulada de la siguiente manera y su
prueba, por las mismas razones que en el caso de la generalizacién del Teorema de Green, tampoco
la daremos.

Teorema 4.20 (de Stokes (versién general)) Sean, S C U C R3 una superficie parametrizada
poro: ACR? 5 R yF = (PQR):U C R — R una funcion de clase C* en U. Si
OA=TogUI'1U...UTy, con Ty, Ty,...,Tx curvas cerradas simples y Ty “la mds exterior” (o que
“rodea” al resto), entonces

/ROtF'dUZ/F'd’?()—l-/F-d’%—l-...—l-/F-d’?k
S I Ty,

0 I

en donde fi =o(Iy), 7 = oo7; y i una parametrizacion de I'; que la recorre una vez, en el sentido
de las manecillas del reloj para i =1,...,k y 7o en el contrario (ver figura 4.21).

Como sucede en el caso del Teorema de Green, en la mayoria de los problemas en los que se
puede aplicar la versién anterior del Teorema de Stokes, también se pueden resolver adaptandolos
a una aplicacion de la versién mas sencilla.

Entre las consecuencias importantes del Teorema de Stokes estd la de poder generalizar la
identidad 3.30 del capitulo tres, en la que se establece que

f F- d%«
RotF (i) - 71 = lim =——
r—0 drea(R,)
en donde R, representa un cuadrado centrado en el punto %y contenido en un plano P, n es un
vector unitario normal al mismo plano P, y I, = OR,..
Como anunciamos en ese mismo capitulo, la identidad anterior se generaliza de la siguiente
manera.
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To Z

X

Figura 4.21: Ejemplo de superficie S = o(A) sobre la que se aplica la versién general del
Teorema de Stokes

Proposicién 4.21 Sean, F : U C R? = R? una funcion de clase C* en U, 0 : A C R? = R? una
funcion de clase C* tal que o(A) C U, y (ug,vo) € int(A) tal que

Jo

5] R
%(uo,vo) X a—g(uojvo) # 0

Sea también {A;}o<e<e una familia de subconjuntos conexos de A tal que:
1. (ug,v0) € int(A:)
2. I'. = 0A; es una curva cerrada simple, y

3. lim. g diam(A:) =0
Si Se es la superficie parametrizada por 0|4, (para cada 0 < € < c) entonces

. fagssF‘d’%
lim =22

— RotF (&) - 7
e—0  area(Se) RotF (&) -

en donde: . = 0 0. Yy Ve es una parametrizacion de la curva I'c que la recorre una vez y en
el sentido contrario al de las manecillas del reloj (para cada 0 < e < ¢); Ty = o(up,vo) Y

%(umvo) X %(uo,’vo)

’fL g
Hg—Z(UO,Uo) X %(uojvo)H

Dem. Por el teorema de Stokes tenemos que

/ F-d’yaz/RotF~da
0o Se p:
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4.4. El teorema de Stokes

y por el Teorema del Valor Promedio

fa(,SEF'd% J4. RotF(o
area(S:) fA

(RotF(

v)) - o (u,v) x G2 (u,v)

(u,
g—u(uv)x?f’uvu

)-8 (E) x 2(E)) drea(A.)
A

3
H{)_Z 77 X av(%)Hm”ea( 6)
_ Rotr(ele) 5 >><%<sa>
155 () > 32 (ie)|

en donde fg, 7e € A; para cada 0 < e < c.
Por otra parte, como lim._,o diam(A:) = 0, se tiene que &, 1. — (up,vo) cuando € — 0, y como
F y o son de clase C!, entonces

f&,SS F-dAye — lim RotF (o (é ) - @(ée) X 61) (fe)

e50  drea(S.) =0 Hau fi.) x av (he H
_ RotF(o(ug,v0)) - 2 (uoﬂfo) x 9 (ug, vo)
B [0, 0) x G v
_ RotF(s < 82 (uo > 82 (uo, vo) )
H%( ) % av( vo)
= RotF(zg) - n
que es lo que queriamos demostrar. |

4.4.1 Campos vectoriales y sistemas coordenados no cartesianos

Una aplicacién importante de la proposicién 4.21 es la que nos permite obtener una expresion para
el rotacional de un campo vectorial F' cuando éste estd dado en términos de coordenadas distintas
a las cartesianas. En la secciéon cinco del capitulo tres ya discutimos lo que significa que un campo
F = (F,, Fy) esté dado en términos de las coordenadas polares (r,6) y lo que representa la pareja
(Fy, Fp). En breves palabras, esto significa que F,. y Fy son funciones (de valores reales) de las
variables 7 y 6, y si & # 0 es un punto del plano que tiene coordenadas polares (r,0), entonces
(Fy(r,8),Fp(r,0)) representan las coordenadas del valor del campo F' en & (F(Z)) en el sistema
cartesiano ubicado en el punto , é,.(Z) = (cos(f),sen(d)) y ép(z) = (—sen(h),cos(8)) (ver figura
3.37 del capitulo 3).

De forma andloga, decir que un campo vectorial F' = (F,, Fy, F,) (definido en alguna regién
del espacio) estd dado en términos de coordenadas cilindricas, significard que F,., Fy y F, son
funciones (de valores reales) de las variables r,0 y z, y si & es un punto del espacio que tiene
coordenadas cilidricas (r,0, z), entonces (F,.(r,0,z2), Fy(r,0,z), F.(r, 0, 2)) representard las coorde-
nadas del valor del campo F' en & (F(Z)) en un cierto sistema cartesiano ubicado en el punto
Z. En este caso, este sistema cartesiano es el formado por los vectores é,(&) = (cos(6),sen(6),0),
ég(2) = (—sen(f),cos(0),0) y é.(z) = (0,0, 1), en donde estos vectores estan expresados en términos
de sus coordenadas en el sistema cartesiano XY Z asociado al sistema cilindrico rfz (ver figura 4.22).
Lo anterior significa que, para cada & en el dominio del campo F', se tiene que

F(‘%) = Fr(‘%)ér(i) + FG(‘%)éG(j:) + Fz(‘%)éz(‘%)
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Observe que los vectores é,(Z),69(Z) y €,(Z) sélo estén bien definidos si & es un punto que
no pertenece al eje Z, en virtud de lo cual sélo se consideraran campos definidos en regiones
U c R3\{eje Z}.

A
F(z)
Z |
&, (2)
ée(i‘)é v
§ \&@)
N

X

Figura 4.22: Si & es un punto del dominio de un campo F = (F,, Fy,F.), y tiene coor-
denadas cilidricas (r, 0, z), entonces la terna (F,.(r, 6, z), Fp(r,0,z2), F.(r, 0, z)) representa a las
coordenadas del valor del campo F en & (F'(Z)) en el sistema cartesiano formado por los vectores

ér(2),e0(2) y éx(2)

Anélogamente, decir que un campo vectorial F' = (F),, Fp, F,) estd dado en términos de co-
ordenadas esféricas, significard que F),, Fy y F,, son funciones (de valores reales) de las variables
0,0y @,y siZ es un punto del espacio que tiene coordenadas esféricas (p, 6, ), entonces la terna
(Ey(p,8,0),Fo(p,0,90),F,(p,0,¢)) representara las coordenadas del valor del campo F' en 2 (F(2))
en un cierto sistema cartesiano ubicado en el punto . En este caso, este sistema cartesiano es el
formado por los vectores

é,(2) = (cos(#) sen(y), sen(f) sen(yp), cos(yp))
ég(2) = (—sen(0), cos(6),0)

€, (Z) = (cos() cos(p),sen(f) cos(p), —sen(yp))

en donde estos vectores estan expresados en términos de sus coordenadas en el sistema cartesiano
XY Z asociado al sistema esférico pf¢ (ver figura 4.23). Es decir,

F(2) = F,(2)e,(2) + Fo(2)éo(2) + Fip(2)ép(2) (4.13)

Como en el caso de las coordenadas cilindricas, estos vectores también sélo estan bien definidos si &
es un punto que no pertenece al eje Z, en virtud de lo cual en este caso también sélo se consideraran
campos definidos en regiones U C R3\{eje Z}.

A diferencia del caso cartesiano en el que el valor F(Z) del campo siempre estd expresado en
términos de los vectores candnicos (tanto en el plano como en el espacio), cuando el campo F' estd
dado en términos de otras coordenadas, el valor F'(Z) se expresa en un sistema cartesiano que va
cambiando con el punto & (lo que explica la notacién que empleamos).
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ep(2)

ep(2)

X

Figura 4.23: Si & es un punto del dominio de un campo F' = (F),, Fy, F,), y tiene coor-
denadas esféricas (p, 8, ), entonces la terna (F,(p,0,¢), Fy(p,0,¢), F,(p,0,¢)) representa a
las coordenadas del valor del campo F' en & (F(&)) en el sistema cartesiano formado por los
vectores €,(%),€4(Z) y é,(2)

4.4.2 FEl rotacional en coordenadas esféricas

Para ilustrar un uso de la proposiciéon 4.21, mostraremos como encontrar una expresién para el
rotacional de un campo vectorial F' = (F), Fy, F,) : U C R¥\{eje Z} — R3 de clase C'! que estd
dado en términos de coordenadas esféricas. Ya que el RotF(Z) en este caso es un vector, para
conocer a dicho vector basta con saber sus coordenadas en algiin sistema cartesiano, y justo el
sistema coordenado formado por los vectores €,(Z), é9(Z) y €,(Z) resulta ser el mas indicado. De
esta forma, nuestro objetivo es calcular RotF (z) - é,(2), RotF(2) - ég(2) y RotF (&) - é,(%).

Sean, &g € U un punto con coordenadas esféricas (pg, 6o, po). Calcularemos RotF(Zg) - €,(Zo).
Definimos o : (=00, 00) x (0,7) C R? - R3 como

o(0,¢) = po(cos(f) sen(p),sen(h) sen(yp), cos(p)) (4.14)
Observe que o(0p, o) = To y que
0o 0o 9

%(e,gp) X %(9,@ = pi(—sen(f) sen(p), cos(f) sen(p),0) x (cos(f) cos(p),sen() cos(p), — sen(yp))
= —pg sen(ip)(cos () sen(y), sen(8) sen(y), cos())
= —ppsen(p)é, (o (6,¢))
de tal forma que, como 0 < g < 7, entonces
57 (60, v0) x 35 (60, v0)

H%(GO#’O) x 52 (00 po)

H = _ép(0(907 900))

= _ép(io)

Dado & > 0 definimos A. = [fy — &,0p + €] X [po — &, 90 + €] C R2. Nétese que existe ¢ > 0 tal
que S; = 0(A;) C U paratoda 0 < € < ¢, y que la familia { A; }o<.<. satisface todas las condiciones
de la proposicién 4.21 (ver figura 4.24).
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Z
2
+e +
¥o Ae
g
OO =L . /\
$o—E T
Y
| i | 0 7
T T T -
Oo—¢ 6o Oo+e b0 '-_. —
ote -
Oo—e EE EJ
X r PO

Figura 4.24: La familia {A.=0(A¢) }o<e<c con o (0, p)=po(cos(f) sen(p),sen(h) sen(p),cos(¢))
y (0,p) € Ac=[00—¢,00+¢] X [po — €, po + €], satisface todas las condiciones de la proposicién
4.21

Por lo tanto, sabemos que

) . - Jops B A
RotF (&) - (—€,(%0)) = ;I_I}%) W
g

Si recordamos que 9,5 = 0(90A:) y que 3. = 0 0 7., donde 7. es una parametrizacién del JA,
que lo recorre una vez y en el sentido contrario al de las manecillas del reloj, tenemos que
90+€
/ F-dye = / F(o(8, 00 —¢)) - (po(—sen(f) sen(py — €), cos(6) sen(po — €),0)) df

acss 90—8
pote

+ / F(o(8p +¢€,¢)) - (po(cos(Bg + €) cos(p),sen(by + €) cos(p), —sen(p))) de

po—¢€
90+€

- / F(o(0,90+¢€)) - (po(—sen(d) sen(pp + €), cos(#) sen(po + €),0)) df

90 —€&
wo+e

- / F(o(bo —&,¢)) - (po(cos(fo — &) cos(yp), sen(fo — €) cos(p), — sen(p))) dg

po—¢€

Oo+e
= Po L/ F(o(60, 00 —¢)) - (sen(po — £)ég(a (0,00 —€))) db
900-1-60_8

n / F(o(0 +2,9)) - éx(0(bo + &, 0))de

o—e
Oo+e

- / F(0(0, 0 + ) - (sen(go + £)éa (o (8, g0 + £))) df

90—8
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wo+e
- / F(o(bo — €,9)) - é(a (b0 — &, w))dw]
po—e

Si ahora usamos la identidad 4.13 y escribimos a los puntos o (6, g +¢), (0, po —¢€), (00 + <, ¥)
y 0(6g — €, ) en términos de sus coordenadas esféricas, tenemos que

Oo+e
/ F-di. = po [ / (sen(ipo + £)Fp (06, 0 + €)) — sen(go — &) Fy(0 (0, o — £))) df

05 Se Op—e

pot+e
+ / (F@(0(00+6790)) _FSO(O-(HO _6790))) d(p]

Yo—E

Oo+e
= po [ / (sen(wo + &) Fo(po, 0, po + ) — sen(po — €)Fy(po, 0, po — €)) db
0

h—e
po+e
+ / (Fy(po,bo+¢€,0) — Fy(po,bo —€,¢)) dw]
po—¢€

Ahora (y como en otras ocasiones), por el Teorema del Valor Promedio y el Teorema del Valor
Medio, se obtiene que

/ F - dy: = po [—(2¢) (sen(po + ) Fp(po, Oe, o + €) — sen(po — €)Fy(po, b=, 00 — €))

O Se
(26) (F@(pov 00 + ¢, (108) - Fap(p(]a 00 — &, (106))]
oF, J (sen(p)Fy)
_ 2 ! . !
- p0(2‘€) < 89 ( 07657 E) 890 (p07067(10£)

en donde 9670:: S [00 - 6700 + 6] Yy 9087(10:/3 € [(100 —&,%0 + 6]‘
Por otra parte, sabemos que

CL?"ECL

< or 0.9

- / | sen(e)es (o (6, 9))|
A

Oo+e wo+e
e Q / do) / Sen(cp)dw)
h—e 0—¢€

(w7
)

pa(2¢)(cos (o — €) — cos(pg + €))

de modo que

- g FdA
RotF(Zo) - €,(Zo) = —ggr(l] 27?2@7(5)
€
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po(2¢)? (%(po,eg,%) - %;”Fe)(po,@e,wé))

— _ L

50 p3(2¢)(cos(po — €) — cos(po +€))
e % 9 (sen()Fy) o OF,
o o (cos(po — €) — cos(po +€)) ( Iy (po, b, v2) = —50~ (Po, Oc, ©c)
_ i : 2 8(Sen(90)F9) AN % /
B e =T r e T (e mesh) — T )

~ posen(yo)

. P E OF,

Para el célculo de RotF(&g) - €9(Z0) y RotF(&o) - é,(&o) se sigue un procedimiento totalmente
analogo. De hecho, una mirada cuidadosa a la funcién definida en 4.14 nos permitira descubrir la
estrecha relacién que hay entre esta funcién o y la funcién ¢ : R? — R3 de cambio de coordenadas
esféricas a coordenadas cartesianas, dada por

9(p,0,¢) = (pcos(b) sen(p), psen(d) sen (), pcos(p))
Es decir, nétese que
o(8,¢) = g(po, 0, ¢)

Esta ultima identidad debe de dar una idea de las funciones o (y las correspondientes familias de
superfcies {S:}) que habrd que usar para mostrar que

1 [/ O(pF, OF
< (gp@) (po, 6o, w0) — 8—(;(00,90,900)>

RotF (Zo) - é9(Z0) = —
0o

... 1( 1 0F O(oFy)
tF . = _—°r —
Rot F(2g) - é,(%0) P (Sen(%) 50 (po, 6o, ¢0) R (00,907900)>

tarea que por supuesto, queda como un problema para el lector.

4.5 Campos solenoides (primera parte)

Como es bien sabido, toda identidad tiene dos formas de leerse: de izquierda a derecha y de derecha
a izquierda. En este sentido, la identidad que se prueba en el Teorema de Stokes no es la excepcién.
Una manera de leer esta identidad es que la integral de linea de un campo F' sobre el borde de una
superficie S se puede “cambiar” por la integral de superficie sobre S del rotacional de F', es decir

/F-d’y:/RotF'da
S

os

Leerla de esta manera es muy conveniente, sobre todo cuando se esta interesado en el problema
de determinar si F' es un campo conservativo. Como se recordara, en el capitulo tres abordamos
este problema y mencionamos que el resultado mas general que se puede obtener a este respecto
es aquel que asegura que, si un campo F' tiene rotacional cero en una regiéon simplemente conexa
U entonces F' es un campo gradiente en U. Como también mencionamos (de manera informal),
una regién simplemente conexa es aquella en la que toda curva cerrada I' C U se puede “contraer”
(sin “salirse” de U) a un punto. Si este es el caso, justo al “contraer” dicha curva a un punto,
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“generamos” una superficie S C U con la propiedad de que 9S = I' (ver figura 4.25). De esta

forma, se tendra que
/F ~dy = /F - dy

r os

:/RotF'da
S
=0

de donde podemos concluir que la integral de linea de F' sobre cualquier curva cerrada I' C U
vale cero, lo cual es equivalente a que F' sea un campo gradiente en U. Salvo por unos cuantos
“detalles”, en términos generales esta argumentaciéon seria una buena “demostracion” de ese im-
portante resultado y en la que la identidad probada en el Teorema de Stokes (leida de esa forma)

juega un papel muy relevante.

Figura 4.25: Una regién U C R3 no tiene “hoyos” si cualquier curva cerrada simple I' ¢ U
se puede “contraer” a un punto de U sin “salirnos” de U. En este proceso se “genera” una
superficie S C U con la propiedad de que 05 =T

La otra forma de leer la misma identidad nos diria que la integral del rotacional de un campo F
(RotF) sobre una superficie S, se puede “reducir” a calcular la integral de linea del campo sobre
el borde de S (lectura que por cierto, nos hace recordar al Teorema Fundamental del Calculo). Es

/RotF-da:/F-d’y
S

oS

Esta forma de leer la misma identidad nos conduce a plantearnos el siguiente problema: si para
cualquier campo G : U C R?® — R? se pudiera encontrar un campo F : U C R? — R3 tal que

decir,

G(i) = RotF(#) (4.15)

para toda & € U, entonces para cualquier superficie S C U se tendria que

/G~da:/R0tF'da
S S
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:/F'd’y

08

lo que significaria que cualquier integral de superficie de un campo G se podria reducir a una
integral de linea de un campo F' que cumpliera la identidad 4.15.

Como es de suponerse, aqui la pregunta importante es si es verdad que para cualquier campo
G : U C R?® = R3 se puede encontrar un campo F : U C R? — R3 que satisfaga la condicién 4.15.
Lo maés interesante de todo este problema es que a estas alturas ya contamos con un ejemplo (y los
resultados necesarios) para mostrar que esto no siempre es cierto.

Ejemplo 4.22 Considerese el campo G : U = R3\{0} € R? — R? definido como

x Y z

G(;U? y7 Z) = ) )
(@2 + 2+ 22 (a2 + 2 + 22)%2 (a2 + 92 + 22)

3/2

Muestre que no existe F : U = R?\{0} € R® = R? tal que G(2) = RotF(Z) para toda & € U.
Solucion. En el ejemplo 4.18 probamos que si S es la esfera de radio v > 0 con centro en el origen
(de modo que S C U ) parametrizada por la funcion o(x,y) = (r cos(z)sen(y), r sen(x) sen(y), r cos(y))

con (x,y) € [0,2n] x [0, 7], entonces
/G -do = —47
S

Por otra parte, si existiera un campo F : U = Rg\{ﬁ} C R? = R? que cumpliera la condicién 4.15,
por el primer inciso del problema 24 se tendria que

/G-da:/RotF-da
S S

=0

lo cual contradice la identidad anterior y por lo tanto podemos concluir que no existe este campo F
(idefinido en U!).

A un campo que cumple la condicién 4.15 se le conoce con el nombre de campo solenoide”, lo
cual establecemos en la siguiente

Definicién 4.23 Sea G : U C R3 — R3 continua en la region U. Decimos que G es un campo
solenoide en U si existe F: U C R? — R3 de clase C' en U tal que

G(#) = RotF(#)

para toda & € U.

"De acuerdo con la Wikipedia: un “solenoide es un alambre aislado enrollado en forma de hélice (bobina) o n
numero de espiras con un paso acorde a las necesidades, por el que circula una corriente eléctrica. Cuando esto sucede,
se genera un campo magnético dentro del solenoide. El solenoide con un nicleo apropiado se convierte en un imén (en
realidad electroimdn). Este tipo de bobinas o solenoides es utilizado para accionar un tipo de vélvula, llamada vélvula
solenoide, que responde a pulsos eléctricos respecto de su apertura y cierre. Eventualmente controlable por programa,
su aplicacién maés recurrente en la actualidad, tiene relacién con sistemas de regulacién hidrdulica y neumética.”
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Encontrar condiciones necesarias y suficientes que nos garanticen cuando un campo es solenoide
serd un problema que abordaremos de manera andlogo a como lo hicimos para los campos conserva-
tivos. Asi como el concepto de rotacional y el Teorema de Green jugaron un papel muy importante
para encontrar condiciones necesarias y suficientes que nos garantizaran cudndo un campo era con-
servativo, para el caso de los campos solenoide desarrollaremos el concepto de divergencia (para
campos en el espacio) y probaremos un teorema muy importante relacionado con este concepto: el

Teorema de Gauss®.

4.6 Divergencia y teorema de Gauss

Como se recordard, en la seccién tres de este capitulo introdujimos el concepto de integral de
superficie de un campo vectorial en el espacio, por medio del problema equivalente (en el espacio)
al que usamos en el capitulo tres para motivar el concepto de divergencia (en el plano). En este
caso, se supuso que F : U C R? — R3 representaba el campo de velocidades de un fluido y nuestro
objetivo fue encontrar una forma de “medir” qué tanto se “expande” este fluido a través de una
superficie S C U. De esta forma, la integral de superficie [ g F' - do se puede interpretar como
una medida (dada en términos de un volumen) de qué tanto se “expande” este fluido a través
de una superficie S en la direccion en que apuntan los vectores normales a S inducidos por la
parametrizacién o.

Ahora, si en particular tomamos E, igual a la esfera (sélida) de radio » > 0 con centro en un
punto &g € U, S, = Fr(E,) y o, una parametrizacién que induce vectores normales que apuntan
hacia “afuera” de S,, entonces la integral f s, F - do, se puede interpretar como una medida de qué
tanto se “expande” nuestro fluido alrededor del punto zg y ademas el signo de dicha integral tiene
la siguiente interpretacion: si es positivo, significa que la “expansién hacia afuera” de la esfera fue
mayor que la “expansion hacia adentro”, mientras que si es negativo, significa que la “expansién
hacia adentro” de la esfera fue mayor que la “expansién hacia afuera” (ver figura 4.26).

Una vez hecho lo anterior, tenemos entonces que la integral | g I do, es una medida de la
“expansién” (dada en términos de un volumen) producida por el campo de velocidades F' a través
de la esfera E,., de tal forma que el cociente

fSTF-dJT fSTF'dUT

volumen(E,)  (4/3)7r3

se puede interpretar como la “expansiéon” promedio producida por F' a través de la esfera de radio
r con centro en Zg. Como seguramente se sospecha, si el cociente de arriba tiene limite cuando
r — 0, a este valor limite lo llamaremos la “expansion” producida por F en el punto Zq.

A estas alturas el lector seguramente ya intuye (o se imagina) que en la discusién anterior es
irrelevante el hecho de que S, sea una esfera y que ésta se puede cambiar por cualquier otro tipo

8Johann Carl Friedrich Gauss (30 de abril de 1777-23 de febrero de 1855), fue un matematico, astrénomo y fisico
aleman que contribuyé significativamente en muchos campos, incluida la teoria de nimeros, el anélisis matemaético,
la geometria diferencial, la geodesia, el magnetismo y la 6ptica. Conocido como “el principe de las matematicas” y
“el mateméatico mas grande desde la antigiiedad”, Gauss ha tenido una influencia notable en muchos campos de la
matemadtica y de la ciencia, y es considerado uno de los matematicos cuyo trabajo ha tenido mas relevancia en la
historia.

Gauss fue un nino prodigio de quien existen muchas anécdotas acerca de su asombrosa precocidad siendo apenas
un infante, e hizo sus primeros grandes descubrimientos mientras era apenas un adolescente. Completé su magnum
opus, Disquisitiones Arithmeticae a los veintitin afios (1798), aunque no serfa publicado hasta 1801. Un trabajo que
fue fundamental para que la teoria de los nimeros se consolidara y ha moldeado esta drea hasta los dias presentes.
(fuente: Wikipedia)
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Figura 4.26: La integral de un campo F' sobre la esfera S, = Fr(E,) (fSr F - do,) se puede
interpretar como una medida de qué tanto se “expande” nuestro fluido alrededor del punto Zg y
ademds el signo de dicha integral tiene la siguiente interpretacién: si es positivo, significa que la
“expansion hacia afuera” de la esfera fue mayor que la “expansién hacia adentro” (figura (a)),
mientras que si es negativo, significa que la “expansién hacia adentro” de la esfera fue mayor
que la “expansién hacia afuera” (figura (b))

de superficie “cerrada”, centrada en el punto 9 = (z¢,¥0,20) ¥y que tenga la particularidad de
“colapsarse” en este punto cuando r — 0. De hecho, lo siguiente que vamos a demostrar es que si
en particular S, = F'r(R,), en donde

R, =[xog—rx0+7r] X [yo—1ry0+7r]x[20—1,20+7] CU

y cada “cara”’ de S, la parametrizamos de tal forma que los vectores normales inducidos apunten
hacia “afuera” de R,., entonces el

. Jg F-doy
r—0 volumen(R,.)

existe si F' = (P,Q, R) es de clase C! en U, y ademds

. Jg, Frdoy 9P, 0Q . OR,.
r0 volumen(R,) %(ZEO) * a_y(‘m) * E(ﬂfo)

Proposicién 4.24 Sean, ' = (P,Q,R) : U C R® = R? de clase C' en U, y ¢ > 0 tal que
R, = [zo —r,z0 + 7] X [yo — 1,90 + 7] X [20 = 1,20 + 7] CU

para toda 0 < r < c. Si S, = Fr(R,) y o, es una parametrizacion simple de S, tal que los vectores
normales inducidos en cada una de las “caras” apuntan hacia “afuera” de R,, entonces

. Jg, Frdor 9P, 0Q . OR,.
}1—% volumen(R,) %(ZEO) a_y(‘m) * E(ﬂfo)

Dem. Sean o1(u,v) = Zo + (u,v,r), o2(u,v) = &g + (u,v, —7r), o3(u,v) = Ty + (u,r,v), o4(u,v) =
j30""(“’7 -, U), O’5(U, U) = 'i'()—’_(ra Uu, U) y Uﬁ(ua U) = '@0+(_T7 U, U), con (U, U) S AT’ = [—7’, 7’] X [—7’, 7’].
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Entonces o, = 01 + (—032) + 03 + (—04) + 05 + (—06) cumple con las condiciones requeridas y por
lo tanto

/F-dar:/F-dal—/F-d02+/F-d03—/F~dU4+/F-d05—/F-d06

Sr 51 52 Sg 54 55 SS

= /F(Ul(u,v)) -(0,0,1) — /F(Ug(u,v)) -(0,0,1) + /F(Ug(u,v)) -(0,1,0)

AT Ar AT

—/F(J4(u,v))-(0,1,0)+/F(J5(u,v))-(1,0,0) —/F(Jﬁ(u,v))-(l,0,0)
AT.

Ay Ay

:/(R($0+U,yo+v,20+7’)—R(xo+u,yo+v,zo—r))
Ay

+/(Q($0+u,yo+hzo +v) — Q(zo+u,yo — 7,20 +v))
A,

+/(P(<E0+7“,yo+u,zo+v)—P(:Eo—r,yo+u,zo+v))
Ay

de tal forma que, como en multiples ocasiones hemos argumentado, por el Teorema de Valor
Promedio y el Teorema del Valor Medio, se tiene que existen

61,7‘7 M,r, (1,7“7 62,7‘7 72,1, CQ,T) 63,7“7 n3.r, C3,7‘ € [_Tv T]

tales que

/F ~doy = (P(xo+ 7,90+ &10,20 + M) — Pzo — 7,90 + &1y 20 + 1)) drea(Ay)
Sr
+ (Q(xo + &2,r Y0 + 17,20 + M2,r) — Q0 + &2, Y0 — 7, 20 + M2,r)) drea(Ay)
+ (R(xo + &30, Y0 + 13,05 20 + 1) — R(xo + &30, Y0 + N30, 20 — 7)) drea(A,)
oP ,
= %(5170 + Cims Yo + &1,y 20 + M1) (2r)area(Ay)
0Q ,
+ 8—y($0 + &, Y0 + Gy 20 + M2,) (2r)area(Ay)
OR ,
+ g(xo + &3, Y0 + 03,05 20 + (3,)(2r)area(A,)
de tal forma que

fs F - do, OP 90
volumen(By) — B 0 T SLri¥o F a2 F )+ 5 (@0 + Lo o+ G 20 2)

n OR (
0z
Ahora, como F es de clase C! y 1, Mrs Gy 2,0 2,05 G205 3,0, 13,0, G3, tienden a cero cuando
r — 0, tenemos que

_Jg F-do,  ToP 00
llg(l] volumen(Ry) }13% %(!Eo + Cim Yo + €1y 20 + 1) + 8—y($0 + & Y0 + Cory 20 + M2,r)

2o + &3, Yo + M3, 20 + (3,r)
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OR
+ 8—(960 + &0 Y0 + M3,r5 20 + C3,1)

oprP oQ OR
= 5 (B0 + (o) + G- (o)

que es lo que queriamos demostrar. |

Como el lector seguramente intuird, el resultado anterior sirve como base para definir el concepto
de divergencia de un campo F' = (P, @, R) de la siguiente manera.

Definicién 4.25 Sea F = (P,Q,R) : U C R3 — R3 tal que %—5(:%), %( )y az( Z) existen para

cada & € U. Definimos la divergencia de F en & € U, que denotamos por div F (&), como

oP . 0
div F(#) = 5= (#) + ai,?@)*@(@

A continuacién, calcularemos este nimero para un campo especifico, el cual nos serd de gran
utilidad méas adelante.

Ejemplo 4.26 Sea F : U = R3\{(0,0,0)} C R3> — R3 definido como
F(:L.7 y7 Z) = (P(x7 y7 2)7 Q(x7 y7 Z)? R(x7 y7 Z))

_ x Y z
((3:2 +12+22)° (@24 2+ 2% (a2 492 + z2)3/2>

Calcule div F(Z) para cualquier & € U.
Solucion. Dado que

oP (@2 + 2 + 22)%% = 322 (a2 + 42 + 22) /2
%(x,y,z) N (2 +y? +z2)
0Q (@2 412+ 22)%° =32 (a2 + 2 + 22)
By ("7 = (22 + 32 +z2)

y
OR (@2 42 +22)%2 =322 (a2 4 42 4 22) 2
%(%?J,Z) = (:E2+y2—|—z2)3

se tiene que

1/2

(:132 L2y 22)3/2 _ 32 ($2 Foy? z2) (:132 L2y 22)3/2 _ 342 ($2 +oy? 22)1/2
(22 +y% + 22)° " (22 + 92 + 22)°
L@y 22322 (a2 4 y? 4 22)
(22 4 y2 + 22)°
3(22 +y2+22)"? —3 (a2 + 2 + 227 (a2 + y? + 22)
(22 4 y2 + 22)°
3(w2+y2+z —3(w2+y2+z
(22 4+ y2 + 22)°

div F(z,y,z2) =

2)3/2 2)3/2

=0
para toda (x,y,z) € U.
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Un tipo de campos para los cuales resulta de particular interés el calculo de su divergencia,
son los campos conservativos o campos gradiente. Si F' = Vo = (d¢/0x,0p/dy,dp/0z), con
¢ :U C R?® = R, entonces

div F = div(Vy)

P ¢ 9%
Qa2 + oy? + 022

A esta expresién se le conoce con el nombre de el laplaciano® de ¢ y se le denota como V2, es
decir

2, P e D
L oy? 022
Cuando V2¢(2) = 0 para toda & € U decimos que ¢ es arménica en U.

Este campo escalar asociado al campo escalar ¢ es de gran relevancia y algunos resultados
importantes con respecto a éste se obtienen en los problemas 26,27 y 28 de este capitulo.

Por supuesto que el concepto de divergencia también se lleva bien con las operaciones aritméticas
elementales entre campos de R? en R? (y de hecho, también para los de R? en R?), lo cual dejamos
expresado en la siguiente proposicién y cuya prueba, como es de suponer, se deja al lector.

Proposicién 4.27 Sean F,G : U C R"—= R" (conn =2 ¢ n = 3) tales que div F(z) y div G(Z)
existen para toda T € U.

1. si o, B € R entonces div (oF + G)(2) = adiv F(z) + fdiv G(Z) para toda & € U

2. si f:U CR" R es de clase C' entonces div (fF)(2) = f(2)div F(2) + Vf(2) - F(£) para
toda £ € U

Asociado al concepto de divergencia para campos de R3 en R3 existe un importante teorema,
cuya formulacién deduciremos a partir de la identidad probada en la proposicion 4.24.

Si F = (P,Q,R):U C R3— R? es un campo de clase C', entonces la divergencia de F en
cada punto # de U define una funcién de valores reales (que denotamos como divF : U C R? —
R) la cual sera continua en U y por lo tanto integrable sobre cualquier conjunto 2 C U que sea
Jordan-medible. Supongamos que €2 C U es uno de estos conjuntos con la propiedad adicional de
que S = Fr(Q) es una superficie por pedazos. Si R C R3 es un rectdngulo tal que @ C Ry lo
subdividimos (por medio de una particién P muy fina) en subrectdngulos muy pequenos, sabemos
que

k
/diVF 2 Zdiv F(é}) -m(R;)

Q =1

k
= Z div F(&;) - volumen(R;)
i=1

en donde éz € R;y R; (coni=1,...,k) son aquellos subrectdngulos tales que R; C QU S.

9Este nombre es en reconocimiento de Pierre-Simon Laplace (1749-1827), fisico y matemadtico francés, quien estudié
soluciones de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales en las que aparecia dicho expresién.
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Como podemos suponer que tanto R como los R; son cubos, y que {AZ es el centro de cada R;,
por la proposicion 4.24, sabemos que

div F(&;) - volumen(R;) = <8P &)+ == 0Q

/F do;

en donde S; = Fr(R;) y 0; es una parametrizacién simple de S; que induce vectores normales que
apuntan hacia “afuera” de R; (para cada ¢ =1,...,k), y por lo tanto tenemos que

)+ <5z>> volumen(R;)

/leF ~ ZleF &) - volumen(R;)

k
%Z/F do;

Ahora obsérvese que, dado que cada una de las integrales f s; F'-do; se puede descomponer como
la suma de seis integrales (sobre cada uno de las “caras” del cubo R;), si R; y R; son dos cubos

adyacentes, entonces en la suma
/F-dai—l—/F-daj

S; S;

se cancelan justo las integrales sobre la “cara” comin a ambos cubos (ya que en dichas integrales
se usan vectores normales “opuestos” (ver figura 4.27 (a))) de tal forma que esta suma es igual a
la integral de F' sobre la frontera del rectangulo R; U R; (tomando vectores normales que apuntan
hacia “afuera” de R; U R;) (ver figura 4.27 (b)).

Figura 4.27: Si los cubos R; y R; son adyacentes, al sumar las integrales de un campo F' sobre
la frontera de cada uno de ellos, las correspondientes integrales sobre la “cara” comdn a ambos
cubos se cancelan (ya que en dichas integrales se usan vectores normales “opuestos’ (figura
(a))), de tal forma que la suma es igual a la integral de F' sobre la frontera del rectdngulo
R; U R; (figura (b))
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Si este proceso de “cancelacion” de integrales sobre “caras” adyacentes lo hacemos para todos

los R;, tenemos que
Z/F dal—/F-dc}

= 1S g

en donde S = F T‘(UleRi) es una superficie “poliédrica” de “caras” paralelas a los planos coorde-
nados (ver figura 4.28 (a)) y & es una parametrizacién simple de ésta que induce vectores normales
que apuntan hacia “afuera” de UleRi. Lo mejor de todo esto es que, si los cubos R; son muy
pequefios (es decir, la particién P es muy fina) entonces S ~ S = Fr(Q) (ver figura 4.28 (b)) y por

lo tanto se debe tener que
/F -do =~ /F -do

S S
en donde o es una parametrizacion simple de S que induce vectores normales que apuntan hacia
“afuera” de €.

S = Fr(U_|R)) S = Fr(Q)

(a) (b)

Figura 4.28: S = FT(U?ZIR,-) es una superficie “poliédrica” de “caras” paralelas a los planos
coordenados (figura (a)) y si los cubos R; son muy pequefios entonces S ~ S = Fr(Q) (figura

(b))

Todas estas identidades y aproximaciones sugieren que

. _ oP 0@ OR
/leF_/<8:E+8y 87:) / F-do
Q Q

S=Fr(Q

iy esto es justo lo que asegura el Teorema de Gauss!
Formularemos el Teorema de Gauss en los mismos términos en que acabamos de deducirlo, aun
cuando la prueba sélo la haremos para cierto tipo de regiones Q C R3.

Teorema 4.28 (de Gauss) Sean, ' = (P,Q,R) : U C R? — R3 de clase C' en U, y Q C U
un conjunto Jordan-medible tal que S = Fr(2) = 0 es una superficie por pedazos y QU S C U.

Entonces oP 90 OR
/leF:/<%+8_y+§> /F-da
Q Q

S=00
donde o es una parametrizacion simple de S que induce vectores normales que apuntan hacia
“afuera” de 2.
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Dem. Haremos la prueba para aquellas regiones Q C R3 que sean tipo I, tipo II y tipo III,
simultaneamente. Dado que
/ div F’

[
-/

oP  0Q  OR
oxr Oy 0z
Q

_P/__
or ) @

calcularemos cada una de estas integrales por separado.
Como estamos suponiendo que €2 se puede expresar como una regién tipo III, sabemos que
existe A C R? (Jordan-medible) y o, 3: A C R? — R de clase C! en A, tales que

Q={(t,u,v) € R3 | (u,v) € A, a(u,v) <t < B(u,v)}

Por tanto, se tiene que

ap ) op
Q A (u,v)
- / (P(B(u, v), u,v) — P(a(u,v),u,v))

Por otra parte, obsérvese que cuando €2 se describe de esta forma, se tiene que Fr(Q2) = 90 =
S1 U S3U S5 en donde S; y S3 son las gréficas (sobre A) de las funciones v y 3, respectivamente,
y S3 es una superficie “cilindrica” (que sigue al borde de A) perpendicular al plano Y Z (ver figura
4.29).

Z

Sa

X

Figura 4.29: Cuando 2 C R3 se describe como una regién tipo lll, se tiene que Fr(Q) =
00 = S; U Sy U Ss, en donde S; y S3 son las gréficas (sobre A) de dos funciones a y 3,
respectivamente, y So es una superficie “cilindrica” (que sigue al borde de A) perpendicular al
plano Y Z

De esta manera se tiene que, si o1(u,v) = (a(u,v),u,v),o03(u,v) = (B(u,v),u,v) con (u,v) € A,
entonces o1 y o3 son parametrizaciones simples de S; y Ss3, respectivamente, tales que los vectores
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normales que inducen estdn dados por

80’1 80'1 -
%(u,v) X E(u,v) =

que apuntan hacia “adentro” de Q, y

80'3 80'3 -
8—u(u,v) X E(U,U) =

que apuntan hacia “afuera” de €.

Ahora, si o9 es una parametrizacién simple de Ss, dado que esta superficie es perpendicular al
plano Y Z, se debe tener que los vectores normales inducidos por esta parametrizacién (o cualquier
otra) estdn contenidos en dicho plano, es decir, son de la forma

802 802 .
%(U,U) X W(U,U) =(0,-,)

Tomando estas parametrizaciones, tenemos entonces que

(P,0,0) - do

S=00

= [(P,0,0)-doy + [ (P,0,0)-dos+ [ (P,0,0) - dos
Jinsor [irories ]

—— [ P00 (1-F2 w0 52w 0)) + [ (Ploat0),0.0)- 0.
A A

—l—/(P(ag(u,v)),0,0) : <1,—%(u,v),—g—f(u,v)>

(P(a3(u,v)) = P(o1(u,v)))

Si ahora usamos que €2 también es una region tipo II, por un procedimiento andlogo podemos
probar que

oQ
— = 0,Q,0)-d
o= | 0.0
Q S=00Q
y si usamos que €2 también es una region tipo I, probamos que
OR
— = 0,0,R)-d
5= [ 0om-do
Q S=00Q
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de tal forma que

or _ 0Q _oR
/leF /<8 8y+8z>
oP [0
%—i_ 8y+ az
Q Q Q
- /(P,0,0)-da—i— /(O,Q,O)-da+ /(0,0,R)-da

S=00Q S=00 S=0Q

/chr

S=00

que es lo que se queria demostrar. |

No podemos dejar de mencionar que, asi como los teoremas de Green y Stokes nos hacen recordar
el Segundo Teorema Fundamental del Célculo, el Teorema de Gauss también tiene esta peculiaridad.
En efecto, si recordamos la motivacién que nos condujo a la definicién de la divergencia de un campo
F, dicho concepto se puede interpretar como una cierta “derivada’”, de tal forma que integrar esta
“derivada” sobre una regién 2 C R3 jse reduce a “evaluar” (de cierta forma) la funcién original F
sobre el borde (o frontera) S = 992 de la regién!

Dado que el Teorema de Gauss relaciona una integral de superficie de una funcién de valores
vectoriales con una integral de Riemann de una funcién de valores reales, ambas definidas en algin
subconjunto del espacio, este teorema se suele usar para sustituir el calculo de alguna de estas
integrales en términos de la otra. El siguiente ejemplo muestra cémo usar el teorema de Gauss para
calcular integrales de superficie.

Ejemplo 4.29 Sea I : U = R*\{eje Z} C R? — R? definida como

Muestre que
F-do=0
S=00

en donde Q C U es cualquier conjunto Jordan-medible tal que su frontera (o borde 9 = S) es una
superficie por pedazos.
Solucion. Notese que

(20)(y) | (20
@+ @2y
=0

div F(z,y,z) = +0

para toda (x,y,z) € U. Como Q C U satisface la hipdtesis del teorema de Gauss, tenemos que
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El Teorema de Gauss se puede extender a regiones 2 C R? cuya frontera esté formada por varias
superficies (incluyendo superficies por pedazos), como seria el caso de una regién acotada entre dos
esferas concéntricas. Para deducir el tipo de identidad que se obtiene en este caso, podemos recurrir
al mismo procedimiento que seguimos antes: si a la regién 2 la “metemos” dentro de un cubo R C
R? y a éste lo subdividimos (o lo particionamos) en cubos muy pequeios, haciendo las mismas
aproximaciones, sustituciones y cancelaciones que en el caso anterior, llegaremos a la conclusién de

que
/dIVF /<8P 8Q+8R>
dy
:/F-dao+/F'd01—|—---+/F-dak

So St Sk

en donde Sy, S1,...,Sk son las superficies tales que Fr(Q2) = 9Q = Sp U Sy U...U Sk, con Sy
“la més exterior” (o que “rodea” al resto) y o0g,01,...,0, parametrizaciones simples de éstas,
respectivamente, que inducen vectores normales que apuntan hacia “afuera” de €2 (ver figura 4.30).

So

Figura 4.30: El Teorema de Gauss se puede extender a regiones 2 C R3 cuya frontera esté
formada por varias superficies (suaves por pedazos). En esta figura, Fr(Q2) = 0Q = Sy U S; U
Sy U S3, con Sy “la mds exterior” (o que “rodea” al resto) y 0, 01,09 y 03 parametrizaciones
simples de éstas, respectivamente, que inducen vectores normales que apuntan hacia “afuera”
de Q

Aun cuando formularemos esta version mas general del teorema de Gauss, no estamos en condi-
ciones de dar una prueba “rigurosa”’ de ella. Seria necesario precisar algunos conceptos, como el de
que Sp es la superficie “mds exterior” (o que “rodea” al resto), lo cual, nuevamente, escapa a los
objetivos de este texto.

Teorema 4.30 (de Gauss (versién general)) Sean, F = (P,Q,R) : U C R®* — R? de clase
Cl enU, y Q C U un conjunto Jordan-medible tal que Fr(Q) = 0Q = Sy U S1 U...U Sy, con
So, 51, - .., Sk superficies (por pedazos) y Sy “la mds exterior” (o que “rodea” al resto). Entonces

/dlvF /(3—P+@+g—f>
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:/F'da
o0
:/F-dO'()—l-/F'ddl—|—"'+/F'd0k

So Sy S,

donde ¢, 01, . ..,0, son parametrizaciones simples de Sy, S1, ..., Sk, que inducen vectores normales
que apuntan hacia “afuera” de §Q.

De hecho, y de forma andloga a como sucede en el caso de las correspondientes generalizaciones
de los teoremas de Green y Stokes, en la mayoria de los problemas en los que se puede aplicar la
versién anterior del teorema de Gauss, también se pueden resolver adaptandolos a una aplicacién
de la versién mas sencilla. El siguiente ejemplo, ademas de ilustrar lo anterior, también muestra
en qué tipo de situaciones suele ser 1til este teorema.

X

Figura 4.31: Si Q C R? es la regién definida en el ejemplo 4.31 entonces Fr(Q)) = S U E,

Ejemplo 4.31 Calcule la integral fSF -do donde

F( ) = - - :
T,Y,z) = (:1;2 N y2 + 22)3/2, (IIJ‘2 + y2 + z2)3/2’ (ZE2 + y2 + 22)3/2

S es el elipsoide determinado por la ecuacion

con 0 < a,b,c, y o es una parametrizacion simple de S que induce vectores normales que apuntan
hacia “afuera” del elipsoide.
Solucion. Tomamos r > 0 tal que r < min{a, b, c}. Por tanto el conjunto (Jordan-medible)

3,2 2 2 o @ty 2
Q:{(x,y,z)eR | <ax*+y +z y§+b_2+c_2§1}

estd contenido en R3\{(0,0,0)}, que es el dominio del campo F, y ademds Fr(Q) = SU E,., donde
E, es la esfera de radio v con centro en el origen (ver figura 4.31). De esta forma, por la versién
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general del teorema de Gauss, se tiene que

/F-dU—F/F'd&:/divF:O

S E. Q

en donde ¢ es una parametrizacion simple de E, que induce vectores normales que apuntan hacia

“adentro” de la esfera. Por tanto,
/F-daz—/F-d&
S Er

—(—4m)
=4r

(considerando el cdlculo realizado en el ejemplo 4.13).

Otra consecuencia importante del teorema de Gauss es que en el caso de un campo F' de clase
C1, la divergencia de un campo F en un punto & (div F((#)) se puede ver como un limite, y no
sélo haciendo uso de la expansién o contraccién producida sobre esferas o cubos centrados en T
(como se hizo en la proposicién 4.24) sino para regiones mas generales. En la siguiente proposicién
establecemos este hecho.

Proposicién 4.32 Sean, F = (P,Q,R) : U C R?® — R3 de clase C' en U, 2 € U y {Q:}ocecce
una familia de comjuntos contenidos en U, Jordan-medibles, cerrados y acotados, y tales que:
S. = Fr(Q:) = 09, es una superficie (por pedazos), & € int(Q:) para toda 0 < ¢ < c € Ry
lim,_,o diam(Q:) = 0. Entonces

divF(z) =1 —f F-doe
v F(2 )_elg(lJ volumen(£2;)

donde 0. es una parametrizacion simple de S. que induce vectores normales que apuntan hacia
“afuera” de ..

Dem. De acuerdo con el Teorema de Gauss, sabemos que

B oP 0@ OR
/F-d/crg—/<a +8y+8z>
Se

€

— (Gor+ 52+ aZ(é))-mma

- (G Q(@) ) - votumen(s)

para alguna éa € Q. (Teorema del Valor Promedio). Como (?9]; , aag y az son continuas y éa —

cuando € — 0, ya que lim._,o diam(2:) =0y & € int(€).) para toda 0 < € < ¢, tenemos que

Js F-do. . [(oP,; 2Q , OR »
= lim (8—y(§5) + —(55) + 5(55))

im ——
e—=0 volumen(§).) =0
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= div F'()
que es lo que se deseaba demostrar. |

Una de las ventajas de poder usar una gama amplia de regiones para ver a la divergencia de un
campo F' (en un punto Z) como un limite, es que podemos deducir cémo se calcula este valor en el
caso en que el campo F' esté expresado en otros sistemas coordenados. Dado que esto ya lo hemos
hecho en varias ocasiones en este texto, ahora esta tarea queda como un problema para el lector.

El teorema de Gauss también es una herramienta muy tutil para obtener una interpretacion
alternativa del concepto de rotacional para campos en R®. Para mostrar esto, empecemos plantean-
do la siguiente situacién: supongamos que la superficie E,. es la esfera de radio r > 0 con centro
en un punto &9 € R3, que & es un punto de E, y que 7; es el vector unitario normal a E, en el
punto &, que apunta hacia “afuera” de F,. La primera pregunta que nos haremos es la siguiente:
si suponemos que la esfera estd “sujeta” al punto Zy (por medio de un alfiler jpuesto desde una
cuarta dimensién!) de tal forma que al golpearla por una fuerza F en el punto Z, no se desplaza
pero si “rota”, jcémo (;y con qué?) medimos este movimiento de rotacién?

X

Figura 4.32: Si & es el punto de la esfera E, de coordenadas (0,0,r) y F = (0,a,0), es de
esperarse que el eje de rotacién del movimiento producido por esta fuerza sobre E,. sea el eje
X, lo cual concuerda con el hecho de que n; % F= (0,0,1) x (0,a,0) = (—a,0,0). Obsérvese
ademads que si miramos al punto Z desde la direccién en la que apunta el vector 1z x F| se verd
que éste (o la esfera E,.) gira en la direccién contraria al movimiento de las manecillas del reloj

Para saber como rota una esfera es necesario conocer su “eje de rotacién” por lo que lo més
probable es que este tipo de movimiento se deba medir por medio de un vector. En la situacién
que acabamos de plantear, parece razonable suponer que este eje de rotacién esta determinado por
el vector
Ng X F

Por ejemplo (suponiendo que &g es el origen) si & es el punto de E, de coordenadas (0,0,7) y
F = (0,a,0) (ver figura 4.32), es de esperarse que el eje de rotacién del movimiento producido por
esta fuerza sobre E,. sea el eje X, lo cual concuerda con el hecho de que

fz x F =(0,0,1) x (0,a,0) = (—a,0,0)
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Obsérvese ademés que si miramos al punto & desde la direccién en la que apunta el vector (—a, 0,0),
se verd que éste gira en la direccién contraria al movimiento de las manecillas del reloj. Es decir,
el vector 7z x F' ademés de indicarnos cudl es el eje de rotacion del movimiento producido sobre la
esfera, nos indicard desde dénde hay que observar al punto Z (o a la esfera F,) para ver que éste
(o ésta) se mueva en la direccién contraria al movimiento de las manecillas del reloj.

Como es de esperarse, la magnitud del vector n; x F serd una medida de la magnitud de la
fuerza ejercida sobre la esfera F,. en el punto Z, de tal forma que este punto & girard a razén de

)

revoluciones (por unidad de tiempo) lo que también se puede tomar como una medida de la rotacién
producida sobre la esfera FE,.
En resumen, el vector

ﬁjXF

2rr - ‘

1 . .
7oy (2% F)
27r
contiene toda la informacién necesaria para conocer el movimiento de rotacién producido por la

fuerza F sobre la esfera E,. Vale la pena hacer notar que si iz = (nz1,M32,M23) Y F= (Fy, Fy, F3)
entonces

iy X F' = (ngoF3 —ng 3Fo,np 3F1 —ng1Fs,ng 1 Fy — ngoFy) (4.16)
= ((07F37 _F2) : ﬁi) (_F3707 Fl) : ﬁi) (F27 _Fbo) : ﬁi)

Si ahora tomamos un nimero finito de puntos Z1, ..., Z; en E, y suponemos que en cada uno de
ellos actia una fuerza Fi, ..., F}, respectivamente, el lector coincidird en que el eje de la rotacién
producida sobre la esfera FE, por todas estas fuerzas estara dado por el vector

ﬁjl XFl—i-"'—l-TAl@kXFk

y que la magnitud del movimiento de rotacién producido por dichas fuerzas estara dado por

Hﬁil XF1+---+7¢ijXFk
2mr _‘

Hay muchas formas sencillas de tomar puntos Z1,...,Z; en E,., y fuerzas Fi, ..., Fp que “experi-
mentalmente” confirmarfan esta afirmacién (ver figura 4.33).

Nuevamente es importante destacar que, si g, = (14,1, 74,2, 3,.3) ¥ Fi = (Fi1, Fi2, Fi3) (para
i=1,...,k) entonces

k k k
Mgy X Fi4- -+ g, X Fj, = (Z(U,Fi,:’,, ~F,2) fa, Y (—F3,0,F1) - ha, Y (Fia,—Fi1,0) nm)
i—1 i=1 i=1

Ahora el siguiente paso es suponer que tenemos todo un campo de fuerzas que actia en cada
punto de la esfera E, y el problema que tenemos que resolver es el de calcular la rotaciéon que
éste produce en la esfera. Supongamos que el campo de fuerzas esta representado por una funcién
continua F' = (P,Q,R) : U C R? — R3 y que D,., la esfera (sélida) de radio 7 > 0 con centro en
Zg, estd contenida en U.
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X Mgy

Figura 4.33: Formas sencillas de ‘tomar puntos ﬁcl,A...,itk en K, y fuerzas Fi,..., Fy que
“confirman” que el vector iz, x Fy + --- + fz, X F} contiene toda la informacién necesaria
para “medir’ el movimiento de rotacién producido por dichas fuerzas sobre la esfera E,

Con base en este campo F', podemos definir otro campo vectorial sobre la esfera F, de la
siguiente manera:

G(#) = 5 (s % F(2))
_ % (s x (P(2), Q(#), R(#)))
1

((0, R(2), =Q(2)) - o, (= R(2),0, P(%)) - 7z, (Q(£), —P(2),0) - n3)

" 21

para cada £ € FE,.. Notese que este campo se puede interpretar como el campo que, para cada
Z € E,, nos dice cuél es el eje de la rotacién producida por la fuerza F'(&) sobre la esfera E,., y su
norma ||G(Z)|| nos indica la magnitud de esta rotacién.

Si ahora hacemos uso de la férmula que nos permite calcular el valor promedio (sobre la esfera
E,) de cada una de las funciones coordenadas de este campo G (y que el lector deducira en el
problema 15), podemos asegurar que el vector

SR / (0, R(3), ~Q(#)) - do / (—R(#),0, P(#)) - do, / (Q(#), —P(#),0) - do

orr  area(E,)
v K, E,

contiene la informacién necesaria (eje de rotacién e intensidad) para conocer la rotacién (promedio)
producida por el campo F' sobre la esfera FE,.
Por el teorema de Gauss tenemos que este vector se puede escribir como

er)@m") (D/ div(O,R(ﬁc),—Q(ﬁc)),/div(—R(ﬁc),O,P(ﬁc)),/div(Q(i),—P(ﬁc),O)

D, Dy
y por el Teorema de Valor Promedio, como
volumen(D,) (OR - 0Q - OR . orP,. . 0Q oP .
e (Gt~ 5246~ St + S ). 52 )
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en donde &, 7, € D,.
Si, finalmente, tomamos el limite de estos vectores cuando r — 0, en cuyo caso se tiene que
&y ey G — T, entonces el vector

1<8RA 2Q OR, . 9P, . 0Q 8PA>

o= (Gt = 2 (0), G @0) + 5 (20), 52 a0) - 5 (00) ) = S-RotF(an

67
se puede interpretar como el vector que nos indica cudl es la rotacién producida por el campo F
en el punto Zg.

La conclusién mas importante de toda esta discusién es que el RotF(Zg) es un vector que
también se puede intepretar como el eje de la rotaciéon producida por el campo F' en el punto .
Es decir, si en el punto %y colocamos una esfera de radio muy pequeno, como resultado de la accién
del campo F esta esfera rotard teniendo como eje de rotacién al vector RotF'(Zg), y esta rotacion
sera en la direcciéon contraria al movimiento de las manecillas del reloj cuando se le mira desde la
direccion en la que apunta éste.

4.7 Campos solenoides (segunda parte)

Una vez que hemos llegado hasta aqui, recordemos que el concepto de divergencia lo introdujimos
con la idea de contar con una herramienta que nos permitiera saber cuando un campo F : U C
R3 — R3 es un campo solenoide. Un primer resultado importante con respecto a este concepto y
los campos solenoides se puede deducir a partir del Teorema de las Derivadas Parciales Cruzadas.
En efecto, usando este teorema se puede probar que, si F es un campo solenoide (de clase C'!) en
una regiéon U, entonces se debe tener que div F'(Z) = 0 para toda & € U. Nétese que este resultado
nos proporciona una consecuencia (o condicién) necesaria del hecho de que un campo sea solenoide.

Proposicién 4.33 Si F = (P,Q,R) : U ¢ R? — R3 de clase C' es un campo solenoide en U
entonces div F'(2) = 0 para toda & € U.

Dem. Se deja al lector. |

Sin duda la pregunta que inmediatamente tiene uno que hacerse es si el reciproco de esta
proposicién también es cierto, es decir, jsi div F'(#) = 0 para toda & € U entonces F es un campo
solenoide en U? Como seguramente el lector ya se imagina, la respuesta es negativa. En el ejemplo
4.22, apoyandonos en el problema 24, mostramos que el campo

F(:Evyvz) = (

T Y z
(@2 +y2 +22)%2 (a2 + 42+ 22)%2 (22 + 2 + z2)3/2>

no es un campo solenoide en la regién U = R3\{(0,0,0)}, y en el ejemplo 4.26 mostramos que este
mismo campo es tal que div F(Z) = 0 para toda & € U.

;,Cudl es el problema? De la misma forma en que el reciproco de la proposicién 3.46 del capitulo
tres (es decir, que todo campo de rotacional cero en una regién U es un campo gradiente en dicha
regién) no es cierto por razones que tienen que ver con la geométria de la regién U, eso mismo
sucede ahora con el reciproco de la proposicién 4.33.

Asi como los campos que sirven de contraejemplo al reciproco de la proposicién 3.46 del capitulo
tres estan definidos en regiones U que tienen la caracteristica geométrica de que no toda curva
cerrada I' C U se puede “contraer” (sin salirse de U) a un punto de U, obsérvese ahora que en
la region U = R3\{(0,0,0)} (que es el dominio del campo F que nos sirvié de contraejemplo al
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reciproco de la proposicién 4.33) podemos encontrar cierto tipo de superficies “cerradas” S C U
que tampoco se pueden “contraer” (sin salirse de U) a un punto de U, como por ejemplo, cualquier
esfera con centro en el origen (ver figura 4.34).

Z

Wz

T

X

Figura 4.34: Si tomamos la regién U = R3\{(0,0,0)} entonces la esfera E, es un ejemplo de
una superficie contenida en U que no se puede “contraer” (sin salirse de U) a un punto de U

Formalizar de manera més rigurosa lo que significa que una superficie “cerrada” S C R3 se pueda
“contraer” a un punto, es algo que escapa a los objetivos de este texto. Simplemente mencionaremos
que a las regiones U C R3 que tuvieran la propiedad de que cierto tipo de superficies “cerradas”
(especificamente las esferas o las “parecidas” a éstas) S C U se pudieran contraer a un punto de
U, sin salirse de U (y que geométricamente significaria que U no tiene algo que bien podriamos
bautizar como “hoyos” de dimensién dos), se les deberian de llamar regiones doblemente (o dos-
dimensionalmente) conexas y que el teorema mas general que se podria formular con relacién a los
campos solenoides y este tipo de regiones, dirfa lo siguiente:

Teorema 4.34 Sea F = (P,Q,R) : U C R? — R? una funcién de clase C* en U, con U una
region dos-dimensionalmente conexa. Si div F(&) = 0 para toda & € U entonces F es un campo
solenoide en U.

Aunque no contamos con todo lo necesario para probar este teorema, no hay porque desanimarse.
Afortunadamente existen las regiones estrelladas (cuya definicién dimos en el capitulo 3) y para las
cuales se puede probar un teorema completamente analogo al anterior.

Teorema 4.35 Sea F = (P,Q,R) : U C R3 — R? una funcién de clase C* en U, con U una
region estrellada. Si div F(&) = 0 para toda & € U entonces F' es un campo solenoide en U.

Dem. Para esta prueba, supondremos que U es estrellada con respecto al origen. El caso general
queda como un problema para el lector. Bajo este supuesto se tiene que, si & € U, entonces tz € U
para toda t € [0, 1].

En virtud de lo anterior, definimos G : U C R? — R? de la siguiente manera:

1
Gla,y,2) = / (F(t2) x (t2)) dt
0

para cada (z,y,2) = & € U, (en donde la integral de la funcién de valores vectoriales F'(tZ) X (tZ) es
igual al vector formado por la integral de cada una de las funciones coordenadas de F'(tZ) x (tz)).
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Dado que F es de clase C! en U, por el teorema 2.7 tenemos que

1
RotG(#) — Rot / (F(t2) x (t2)) dt
0

1
_ / Rot (F(t) x (1)) dt
0

Ahora, por el problema 34 de este capitulo, tenemos que

Rot (F(t2) x (t2)) = 2tF(t2) + tz%
 d(PF ()
R

de tal forma que

1
RotG(i) = / Rot (F(ti) x (t2)) dt
0

. d(F(t1))
<2tF(tx) - tQT> dt

(1emen),

O O

dt

= t?F(ti)
= F(z)

0

lo que demuestra que F' es un campo solenoide en U. |

Concluimos esta seccién (jy este capitulo!) con un ejemplo en el cual se da una aplicacién de este
teorema. Ah{ mostraremos explicitamente que, si bien el campo del ejemplo 4.22 no es solenoide en
su dominio ( R3\{(0,0,0)}), lo debe de ser en la (sub)regién estrellada de éste, U = R3\{(0,0, z) €
R? | z < 0}, como lo afirma el teorema.

Ejemplo 4.36 Muestre que el campo

F( ) = - - :
T,Y,z) = (:1;2 N y2 + 22)3/2, (IIJ‘2 + y2 + z2)3/2’ (ZE2 + y2 + 22)3/2

es solenoide en la region U = R3\{(0,0,2) € R?| z < 0}.
Solucién. Sea G : U =R3\{(0,0,2) € R? | 2 < 0} — R3 definida como

—y z x 2 S92
(wﬁﬂﬁ (1 B (z2+y2+z2)1/2> ' Ty (1 B (m2+y2+22)1/2) ’0) siat+y  #0
G(z,y,z) =

(0,0,0) six?+y? =0
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Obsérvese que

1 z 14 2z B x2+y2
(m2+y2+22)1/2 ($2+y2+22)1/2 - $2+y2+22

de tal forma que, por ejemplo, se tiene que

z 1 z _ T 1
2+ 12 (22 + 42 + 22)1/2 2 +y2 422 14 7(:024-;;22-#)1/2

de donde se deduce que, si 0 < zg, entonces

lim % 1- : iz | =0
(w7yvz)—>(0707'20) e+ Yy (332 + y2 + Z2) /

(spor qué?).

Con base en lo anterior se prueba que G es continua en U y por procedimientos andlogos se puede
probar que es de clase C* (en U). Ademds, es fdcil ver que RotG (%) = F(&) para toda & € U, que
es lo que se queria mostrar.

4.8 Problemas

1. Calcule una parametrizacién para cada una de las siguientes superficies:

(
(

a) el elipsoide 2—; + 3;—; + Z—; =1

b) el paraboloide eliptico i—z + %—j =1—=z

d

el hiperboloide de dos ramas o P2 (parametrice cada rama)

)

)
(c) el hiperboloide de una rama %; + %; -5 =1
(@) b

)

(e) el hiperboloide parabdlico z—; - %—; =

[SWEN

2. En cada uno de los siguientes incisos, describa cual es la superficie parametrizada por la

funcién o, encuentre una ecuacién cartesiana que la determine y calcule el vector normal

5o (u,0) x G2 (u, ).

(a) o(u,v) = (ucos(v),usen(v),u?) con (u,v) € [0,00) x [0, 27]

(b) o(u,v) = (acos(v),asen(v),u) con (u,v) € (—oo,00) x [0, 27]

(c) o(u,v) = (asen(u)cos(v), bsen(u)sen(v), ccos(u)) con (u,v) € [0, 7] x [0, 27]

(d) o(u,v) = (a(u +v),b(u —v),uv) con (u,v) € (—00,00) X (—00,00)

(e) o(u,v) = (cos(u)(2 — cos(v)),sen(u)(2 — cos(v)),sen(v)), con (u,v) € [—m, 7] X [—m, 7).

3. Dé un argumento de por qué la banda de Mobius no es una superficie orientada. ;Por qué
los vectores normales inducidos por la parametrizacién dada en 4.6 no hacen de la banda de
Mobius una superficie orientada? Justifique su respuesta.

4. Pruebe la identidad 4.7.
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5. Sean, & : [0,27] x [0,1] ¢ R? — R? definida como &(z,y) = (cos(z),sen(x),y) y o :
[0,27] x [~1,1] € R? — R? definida como o(z,y) = (cos(z),sen(z),y?). Muestre, que o y &
parametrizan a la misma superficie S (jcudl?), y que existe a : [0, 27] x [—1, 1] — [0, 27] x [0, 1]
de clase C! tal que 0 = G oa. (& “recorre” a S con la misma “orientacién” que o? jcon la
orientacién contraria? Justifique su respuesta.

6. Sea v : [a,b] C R — R? de clase C'. Si v([a,b]) estd contenida en el semiplano {(z,y) € R? |
x > 0}, encuentre una parametrizacién de la superficie que se obtiene al girar a la curva =y
con respecto al eje y. Encuentre una férmula para el drea de esta superficie.

7. Encuentre una parametrizacion del toro generado por una circunferencia de radio a con centro
en el punto (0,b,0) cuando éste se gira alrededor del eje Z, en donde 0 < a < b. Calcule el
area de dicho toro.

8. Supéngase que una superficie S es la grafica de una funcién f : A € R?> — R de clase
C', y que también es la superficie de nivel cero de una cierta funcién F : R3 — R tal que
%—f(u,v, f(u,v)) # 0 para toda (u,v) € A. Encuentre una férmula para el drea de S (A(S))
que sélo involucre a f y otra que sélo involucre a F'.

9. Sea S C R? una superficie parametrizada por 0 : A € R? = R3. Si v : [a,b] C R — R?
parametriza a una curva suave contenida en A, entonces 7 = g o~ : [a,b] C R — R3 es una
curva suave contenida en S. Pruebe que, 7/(¢) es un vector ortogonal al vector normal a S en
7(t) y que 7(t) + 7/(t) pertenece al plano tangente a S en 7(t).

10. Sea S la gréfica de la funcién de clase C', z = g(z,y) sobre el conjunto A C R2,
(a) pruebe que el drea de S esta dada por la férmula
/ sec(a)dzdy
A
donde « es el dangulo entre el vector (0,0,1) y el vector unitario 7 normal a S (en cada
punto de S) cuya tercera componente siempre es positiva.
(b) pruebe que, si S estd contenida en un plano P, entonces
area(S) = sec(a) - area(A)
donde « es el dngulo formado por el vector unitario 7 (normal a P y cuya tercera
componente es positiva) y el vector (0,0, 1).
11. Usando la féormula para calcular el drea de superficies contenidas en un plano del ejercicio
anterior, calcule el area de las siguientes superficies:
(a) el tridngulo cuyos vértices son (1,0,0),(0,1,0) y (0,0,1)
(b) la porcién del plano z + y + z = a que queda dentro del cilindro z2 + y? = a?
(¢) la porcién del plano y = 2z que queda dentro de la superficie 22 + 32 — 2ay = 22
12. Calcule el area de la superficie S, donde:
(a) S es la esfera de radio r > 0 con centro en &y € R3
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

(b) S es la porcién de la esfera 22 +y% + 22 = a? que queda dentro del cilindro x2 +y? = ay,
con a > 0
(c) S es la porcién del cilindro 22 + 22 = a? que queda dentro del cilindro 22 + y? = a?

(d) S es la superficie de la parte del cono z2 4+ y? = 22 que est4 arriba del plano zy y debajo
del plano 2z =y + 1

(e) S es la superficie parametrizada por la funcién o(u,v) = (u,v,uv), (u,v) € R?, que
queda dentro del cilindro z? + 4% = a®

Dadas las superficies 22 + y% + 22 = 4a® y 22 + y?> = a(z + a), con a > 0

(a) calcule el drea de la parte de la esfera que queda dentro del paraboloide

(b) calcule el area de la parte del paraboloide que queda dentro de la esfera

El 4ngulo sélido determinado por un cono sélido C en R3, con vértice en el origen, se define
como el drea de la interseccion de C con la superficie de la esfera unitaria

(a) calcule el 4ngulo sélido determinado por el cono 22 + y? <222, 0 < 2z

(b) muestre que una reduccién adecuada de la definicién anterior, conduce a la definicién
usual de dngulo entre dos semirectas que parten del origen (en R?)

Sean, f : U ¢ R® — R continua, S C U una superficie y ¢ : A ¢ R> — R3 una
parametrizacién simple de S. Deduzca una férmula para calcular el promedio de los val-
ores de f sobre S. Justifique su respuesta.

Sea S C R? la esfera de radio r con centro en el origen y &9 € R? tal que 2o ¢ S. Si definimos
f:S CR?® =R como f(&)=1/|&— &ol|, calcule [q f||do||

Calcule la masa total de una ldmina cuya forma corresponde a la de una superficie .S, y con
una funcién de densidad p, donde:

(a) S es el paraboloide 22 +y? =2, 0< 2 <1,y p(x,y,2) = 1+ 2
(b) Seselcilindro2? +y?>=4,0< 2 <4,y p(z,y,2) = |z| + |y|

Deduzca cuéles son las coordenadas del centro de masa de una superficie S C R? que tiene
una funcién de densidad p(z,y, 2).

Calcule qué tanto se “expande” un fluido a través y hacia afuera de la superficie S, si el fluido
tiene un campo de velocidades dado por la funcién F', donde:

(a) S es la esfera de radio r con centro en el origen y F(z,y,2) = (—y,z, —2)

(b) S es la porcién del parabolide 22 +y? = 2,0 < 2 <4y F(x,y,2) = (z,y,0)

Pruebe que, si F' es un campo vectorial (continuo) sobre una superficie S, parametrizada por
o:ACR? - R3 con A cerrado y acotado, entonces

/F'da < M- A(S)
S

donde M = max {||F(z)|| | z € S} y A(S) es el drea de S.
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Problemas

21.

22.

23.

24.

25.

J. Péez

Sea S C U una superficie y 0 : A C R? — R? una parametrizacién de S. Si F : U € R? - R3
es de clase C'! tal que F(2) es perpendicular a la tangente del “borde” de S inducido por
(055) en z, para todo Z € 9,S. Pruebe que fs RotF - do = 0.

Muestre que el Teorema de Green se puede obtener como un caso particular del Teorema de
Stokes.

Sean F,G:UCR3 =Ry f:U CR3—= Rdeclase C! en la regién U. Si S C U, o,y
4 = o o« son como en las hipotesis del teorema de Stokes, pruebe que:

(a)
/(fRotF)-dSZ /(fF)-d&—/(foF)-dS
S

S 055

(F xRotG)-dS= | (FxG)-dS— [ (RotF x G)-dS
/ Jree]

(Férmulas de integracion por partes usando el rotacional. Sugerencia: para el inciso (a) use
la identidad del inciso 2 de la proposicién 3.43, y para el inciso (b) la indentidad del problema
36 del capitulo 3).

Sea F : U C R3 — R? de clase C'. Pruebe que fs RotF' - do = 0 en donde:

(a) S C U es una esfera (cuyo centro no necesariamente debe estar en U) y o : A C R? — R3
una parametrizacién simple de S.

(b) S=0R = Fr(U)C U, con R = [a,b] x [c,d] x [e, f] € R? un rectangulo no degenerado,
y en donde las parametrizaciones simples de las “caras” de S inducen vectores normales
que apuntan (todos) hacia “afuera” de R é que apuntan (todos) hacia “dentro” de R.

(¢) S C U esunsector de un cilindro recto (cuyo eje es paralelo a uno de los ejes coordenados)
incluyendo las “tapas” de sus extremos, y en donde las parametrizaciones de las “caras”
de S (que las recorren una vez) inducen vectores normales que apuntan (todos) hacia
“afuera” de S 6 que apuntan (todos) hacia “dentro” de S.

Sea S el elipsoide

$2 y2 Z2

2t ta=!
y sea D(x,y, z) la distancia del origen al plano tangente a S en (z,y, 2).

(a) muestre que, si

xr Yy =z
F(‘Tayaz) = (ﬁ?b_gac_z)

entonces F' -7 = D!, donde 7 es el vector normal unitario exterior a S en (x,y, 2)

47w (bc  ca ab

D Ydo|= = (=4 —+—

[l =5 (55 +2)
S

250

(b) pruebe que



Capitulo 4. Integrando sobre superficies

26. Sean uw,v : U C R? — R de clase C? en U, y Q C U un conjunto Jordan-medible tal que
S =08 = Fr(Q2) C U es una superficie. Pruebe las siguientes identidades:

(a)
/(vVu) ~do = /(Vu Vo + oV2u)dzdydz
S Q

/(UVU —uVv) -do = /(vv2u — uV?v)dedydz
S Q
(¢) ¢Cuadles son las identidades que debieran cumplirse en el caso de que 992 = SUS U- - -USk

sea una superficie por pedazos?

27. Sean u, Q y S como en el problema anterior, y suponga ademéas que: u es una funcién
arménica en € (es decir, V2u(2) = 0 para toda & € Q), y que int(Q2) es conexo. Pruebe que:

(a)
/Vu-da:O

S

/(uVu) ~do = / | Vu|? dedydz

S Q

(c) siu(z) =0 para toda & € S entonces u(z) = 0 para toda & € int(£2).

(d) si @ es arménica en Q) tal que @(Z) = u(z) para toda & € S entonces 4(z) = u(z) para

toda 2 € int(2).

28. Sean u, Q y S como en el problema anterior. Dado Zg = (xg,y0,20) € int(2), definimos
v:R3\{Zg} — R como

1
’U(‘Taya Z) - ((w _ $0)2 + (y — y0)2 + (Z — 20)2)1/2
Pruebe que
1
u(do) = / (WVu —uVv) - do

S

29. Sean F : U CR> 5 R*y f:U C R> - R de clase C' en la regiéon U. Si Q C U es un
conjunto Jordan-medible tal que S = 9 = Fr(Q) es una superficie por pedazos y QUS C U,

pruebe que
Q/fdwF: / (fF)-dJ—Q/Vf-F

S=00

en donde o es una parametrizacién simple de S que induce vectores normales que apuntan
hacia “afuera” de Q. (Férmula de integracion por partes usando la divergencia. Sugerencia:
use la identidad del inciso 2 de la proposicién 4.27).
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30. Sea f:U C R3 — R de clase C! en la regién U. Si Q = {# € U | f(2) # 0} es un conjunto
Jordan-medible tal que S = 02 = Fr(2) es una superficie por pedazos y QU S C U, pruebe
que

of _ o5 _ [05_,
or ) oy ) 0z
Q Q Q
(sugerencia: aplique el problema 29, usando un campo F' “adecuado” en cada caso).

31. Pruebe la proposicién 4.33.

32. Sea 2 C R? una regién Jordan-medible cuya frontera (o “borde”) es una superficie S por
pedazos. Deduzca una féormula para calcular el volumen de €2 por medio de una integral
sobre la superficie S de un cierto campo F.

33. Sea Q C R? una regién Jordan-medible tal que 0 € int()) y cuya frontera (o “borde”) es una
superficie S suave por pedazos. Si

x Yy z
F(z,y,z) = , ,
<(:c2 1242222 (a2 42+ 22)P (a2 g2 22)3/2>

pruebe que

/ F.-do=4r

S
donde o es una parametrizacion simple de S que induce vectores normales que apuntan hacia
“afuera” de €.

34. Sea ' = (P,Q,R) : U C R?® — R3 de clase C! en U, una regién estrellada con respecto a
0 € U. Pruebe que, si div F(#) = 0 para toda & € U, entonces

d(F(tz
Rot (F(t7) x (t7)) = 2tF(t) + tz%
para cada & € U y cada t € [0,1].

35. Pruebe el caso general del teorema 4.35 (sugerencia: use el problema 38 del capitulo tres).

36. Determine si el campo F' definido en el ejemplo 4.29 es un campo solenoide en su dominio.
Pruebe su respuesta (la funcién In(z? + y?) puede ser 1itil).

37. Tomando el conjunto U C R?, y los campos F y G del ejemplo 4.36, compruebe que
RotG(2) = F (&) para toda & € U.

38. Sea F = (P,Q,R) : R? = R3 de clase C, tal que div F(#) = 0 para toda & € R3. Definimos
G = (G1,G2,G3) : R? — R3 del siguiente modo:

z Y
Gi(z,y,2) = /Q(az,y,t)dt—/R(m,t, 0)dt
0 0
z
GZ('Z'?y?Z) = —/P(.Z',y7t)dt
0
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39.

40.

41.

42.

Gg(ﬂf,y, Z) =0

para toda & = (z,y, 2) € R3.
Pruebe que RotG(#) = F(&) para toda 2 € R3, y que esta G es tinica, salvo por campos

conservativos. Es decir, si G : R? — R? es tal que RotG(#) = F(&) para toda & € R?
entonces GG — G es un campo conservativo en R3.

Sea F' = (P,Q,R) : Q C R® — R3 de clase C', tal que div F(2) = 0 para toda & € 2. Muestre
que, para cada & € Q existen r > 0y G : B.(&9) C R® — R3 tales que RotG(z) = F(&) para
toda & € B,(&). Calcule explicitamente G (sugerencia: imite la construccién del ejercicio
anterior).

Sean, F = (Fy, [, F3),G = (G1,G2,G3) : U CR3 - R3¥ declase Cl en U, 20 € U y E, la
esfera de radio 7 > 0 con centro en Zy.

(a) Sifiz es un vector normal a E,. en el punto & € E,., pruebe que
(FxG)-ng=(0,G1F3, -G F») - g + (—G2F3,0,G2Fy) - g + (GaFa, —G3F1,0) - g

(sugerencia: use la identidad a - (5 X é) =c- (& X Z)) y la identidad 4.16).

(b) Use la proposicién 4.32 y el teorema de la divergencia para probar que
div (F x G) (Z) = G(2) - RotF(z) — F(&) - RotG(&)

para toda z € U.

(c) Pruebe que, si F'y G son campos conservativos en U y V C U es una regién estrellada,
entonces F' x G es un campo solenoide en V.

Sean F,G : U C R?® — R3 de clase C! en U, una regién estrellada, tales que RotF (%) =
RotG(z) y div F(2) = div G(2) para toda & € U. Si Q C U es tal que S = Fr(Q) C U es una
superficie suave por pedazos y F(&)-nz = G(Z) - s para toda & € S, en donde ng; representa
un campo continuo de vectores unitarios normales a la superficie S, pruebe que F(2) = G(Z)
para toda & € 2.

Deduzca una expresion para la divergencia de un campo F = (F,, Fy, F,,) que esta dado en
términos de coordenadas esféricas (sugerencia: use la proposicién 4.32).
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Capitulo 5

Formas: el concepto que unifica

Cuando en los capitulos tres y cuatro insistimos en definir a el rotacional y a la divergencia (tanto
en el plano como en el espacio) a través de un limite, fue con la idea de que éstos se entendieran
como un cierto tipo de derivada. Esta manera de ver a estos conceptos, junto con la introduccién
de las integrales de linea y de superficie, es lo que a su vez nos permitio interpretar a los teoremas
de Green, Stokes y Gauss como una especie de generalizacion del Segundo Teorema Fundamental
del Célculo.

En este capitulo vamos a mostrar que, en efecto, el rotacional y la divergencia (jy el gradiente!)
se pueden ver como un caso particular de una especie de derivada, que llamaremos la diferencial, de
un cierto tipo de funcién que se conoce con el nombre de p-forma. Asi mismo, mostraremos que las
integrales de linea y de superficie también son un caso particular de la integral definida para estos
mismos objetos, y lo que es mejor de todo, veremos que los teoremas de Green, Stokes y Gauss son
un caso particular de un tnico teorema que involucra a todos estos conceptos.

En este capitulo definiremos y describiremos de la manera mas concisa posible (jy sélo eso!), todo
lo necesario para entender qué es una forma y los conceptos asociados de derivacién e integracién de
estos objetos. Para concluir, formularemos el teorema que generaliza a los multicitados teoremas de
los capitulos 3 y 4, mostrando simplemente por qué éstos ultimos son un caso particular de aquel.

Finalmente, es importante mencionar que, aun cuando el concepto de forma se puede trabajar
en un contexto mas amplio, aqui nos limitaremos al ambito del espacio R".

5.1 Formas basicas

Lo primero que hay que decir es que definiremos a las formas bdsicas a través del concepto de
funcioén, y que los distintos tipos de formas bésicas con los que trabajaremos se distinguiran por
el dominio sobre el cual estardn definidas dichas funciones. Para cada p € N se tendrd un ntmero
finito de formas bésicas en R™; por ejemplo, para p = 1 definiremos (en R™) n distintas formas
basicas (que denotaremos por dxi,...,dz, y a las que por razones obvias llamaremos 1—formas
bdsicas), como las funciones de R™ en R definidas como:

dzi(ay,...,an) = a; (5.1)

para cada (a1,...,a,) =a € R" (i =1,...,n) y que geométricamente se puede(n) identificar como
la(s) “proyeccién(es)” del punto a sobre el i — ésimo eje coordenado (ver figura 5.1).

Para p = 2 definiremos (en R™) n? formas bdsicas (que denotaremos por dz; A dx; (con i,j =
1,...,n) y a las que por razones también obvias llamaremos 2—formas bdsicas), como las funciones
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X3

u___a?, = dx3 (d)

& = (a1, as, as)

e X2
ag = d:Eg (&)

al = da:l (d)
X1

Figura 5.1: El valor de la 1—forma basica dx; sobre el vector G es igual a la i—ésima coordenada
de éste o, geométricamente, es la proyeccidén de a sobre el eje X;

de R™ x R™ en R definidas como:

(dai A day) (a1, -, an), (bis ..., b)) = det [ o } (5.2)
aj
para cada ((ay,...,an),(b1,...,by)) € R® x R™ (con 4,5 = 1,...,n) y que geométricamente se
puede(n) identificar como la(s) funcién(es) que asignan (+ o —) el drea del paralelogramo que se
forma al “proyectar” en el plano X;X; a los vectores (ai,...,an)y (b1,...,b,) (ver figura 5.2).

Con base en estos dos ejemplos ya se pueden vislumbrar algunas cuestiones importantes rela-
cionadas con las formas basicas en R™. Por ejemplo, nétese que en la definicién de las 2—formas
basicas dada en 5.2 se pueden usar las 1—formas bdsicas de la siguiente manera: si a = (ay,...,a,)
y b= (b1,...,by) entonces

(da; A daj) ((ar,- - an), (b, ... bn)) = (da; A dzj)(a,b)

i b
B du;(a)  du;(b)
e [ dwj(a) dw;(b) }

También vale la pena destacar, con base en la identidad 5.2 (o en algunas propiedades elemen-
tales de los determinantes), que la 2—forma bésica dz; A dz; resulta ser la funcién constante cero,
es decir

dr; Ndx; =0

paracadai=1,...,n,y que
dfl'i VAN da;j = —(dfl'j VAN da;,)

paracada i,j =1,...,n.
En general, dado p € N, las p—formas basicas en R” se definen de la siguiente manera:

Definicién 5.1 Seap € N. Dado (I1,...,1,) € {1,...,n}x---x{1,...,n} ={1,...,n}P, definimos
la p—forma bdsica en R™ asociada a este vector de indices, y que denotamos por dxy, A--- A dxy,,
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X3

(0,dx2(a),dxs(a))

P

g';(ovdrz (b),dz3(b))

Xo

Figura 5.2: Geométricamente, la 2—forma bdsica dx; A dx; se puede interpretar como la funcién
que asigna (+ o —) el drea del paralelogramo que se forma al “proyectar” en el plano X;X; a
los vectores (ai,...,an)y (bi,...,by). En la figura (en R3) se tiene que (daa A das)(a,b) =
—drea(P)

como la funcion
dryy N---Adxg, : R"x - xR" =(R")? >R
N——_— ——

p veces

dada por
(da:ll VANRIERIVAY dxlp) (dl, ... ,dp) = det (da:li (d]))

donde i,5 =1,...,p.

Como ya mencionamos en el caso de las 2—formas bésicas, y por razones que resultan evidentes,
en general las propiedades de los determinantes son fundamentales para deducir las propiedades
de las p—formas bésicas. Por ejemplo, del hecho de que el determinante de una matriz vale cero si
ésta contiene dos columnas (o dos renglones) que son iguales, se deducen las siguientes propiedades
de las p—formas basicas.

Proposicién 5.2 Seanp e N y (I;,...,1,) € {1,...,n}P.

1. sil; =l; para alguna @ y una j entonces dx; A --- Ndxy, =0

2. sip>mn entonces dry A--- Ndry, =0

Del segundo inciso de esta proposicion concluimos que las tinicas p—formas bésicas (en R"™) que
vale la pena considerar son aquellas en las que p € {1,...,n}. En cuanto al primer inciso, este nos
permite concluir que si p € {1,...,n}, entonces el nimero de p—formas bésicas no triviales (de
las n? que definimos) estd dado por (;‘) (el nimero de subconjuntos del conjunto {1,...,n} con
exactamente p elementos).

Por otra parte, usando la propiedad de los determinantes que establece que el determinante
de una matriz cambia de signo si se intercambian dos columnas (o dos renglones) adyacentes,
obtenemos que todas las p—formas béasicas que comparten el mismo conjunto de indices son iguales
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o difieren en el signo. Por ejemplo, de todas las 3—formas que se pueden construir con los indices
1,2 y 3 (en cualquier R™), se tiene que

dzy A dxg N\ drs = —(dxg A dxy A dxs)
= dxo Ndxs N\ dxq
= —(dx3 N dxg N dxy)
=dx3 Ndx1 N\ dzs
= —(dz1 Ndxs A dxs)

De estas propiedades podemos concluir que un conjunto (méximo) de p—formas bésicas que
sean no triviales e independientes entre si, se puede obtener considerando aquellas que se escriben
como

dxll VANEIRIVAN da:lp (53)

en donde 1 <y < --- < I, < n. Por ejemplo, en R? un conjunto (miximo) de 2—formas bdsicas
que son no triviales e independientes entre si estd dado por

{dl‘Q ANdzxs,drs N dxy,dzy A d:l?g}

Para el caso de las 1—formas bésicas (y en cualquier R"™), dado que todas las que definimos son no
triviales e independientes entre si, el inico conjunto (méximo) de 1—formas bésicas que tiene estas
caracteristicas estd dado por

{dzq,dzsy, ... ,dx,}

Como las p—formas basicas son funciones de valores reales, éstas se pueden multiplicar y sumar
por numeros reales de la manera que todos conocemos. Con base en estas operaciones considera-
remos combinaciones de la forma

k
Zaidx @ N - ANdx
i b
i=1

conao; ERy (l(i), - ,ll(,i)) € {1,...,n}? (parai =1,...,k) y seguiremos llamdndolas p—formas
basicas.

Observe que estas operaciones entre p—formas bésicas hacen que el conjunto de todas ellas
tengan una estructura de espacio vectorial sobre el campo de los niimeros reales (de dimensién (Z))

Denotaremos por Q®) al espacio de todas las posibles combinaciones de p—formas bésicas en R" y
en particular denotaremos por 0%) al cero de este espacio, y que corresponde a la funcién constante
cero definida en (R™)”. De esta forma, por ejemplo, el conjunto QW de todas las combinaciones de
1—formas bésicas en R™ estara dado por

00 = {apdxy + aodzy + - - + apday, | aq, ..., € R}
y el de todas las 2—formas bésicas en R? estara dado por
Q(z) = {a273(dx2 A\ dxg) + ag,l(dxg A dxl) + 04172(dx1 A dxg) ‘ Q12,031,023 € R}

Finalmente, terminamos esta seccién definiendo las 0—formas bésicas en R™. La O0—forma
bésica méas elemental es sélo una, que denotaremos por 1), y estd dada por la funcién constante
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uno definida en el conjunto {0} € R” (!). Si a esta funcién la multiplicamos por diferentes escalares
(reales) ar,..., oy y las sumamos, obtenemos la funcién constante (ay + - - - 4 a4, )1) definida en
el conjunto {@} C R™. Como se podré observar, al conjunto Q) de todas las 0—formas bésicas (en
cualquier R™) se le puede identificar simplemente con el conjunto de los nimeros reales (R).

5.2 Formas diferenciables

Una vez que hemos descrito a las p—formas bésicas en R", introduciremos el concepto de forma y el
de forma diferenciable. Asf como a una p—forma bésica dx;, A--- Adz;, la podemos multiplicar por
un nimero real « (y después sumarla con otras similares), ahora podemos tomar una regién U C R",
una funcién f : U C R" — Ry para cada & € U, considerar la p—forma bésica f(2)dxy, A---Adxy,.
Esta es la idea que estd detras del concepto de p—forma, el cual precisamos en la siguiente

Definicién 5.3 Sean, U C R" una region, p € {0,1,...,n} y dxy A --- A dxy, una p—forma
basica (en R™). Dada una funcién f : U C R™ — R, la p—forma asociada a la p—forma bdsica
dry A+ Ndxy, y ala funcion f, que denotamos por fdxy A--- Ndxy,, es la funcion

fdzy A+ Aday, U CR™ — Q)

definida como
(fdzyy Ao A dﬂ?lp)(fj) = f(Z)dxy, N+ A dﬂjlp

En general, dadas las p—formas bdsicas
dmlgl) ARERW)N dmlél), . ,da:lgk) ARERWAN dwl,ﬁk) e QP
y las funciones f1,...,fir :U CR® >R, 1 <k < (Z), diremos que la suma
w? = fudayay A Adaya) o frdryo Aeee Adg
es una p—forma definida en U C R™.
A continuacién, damos algunos ejemplos que ilustran esta definicién.
Ejemplo 5.4 Sean

1. la 1—forma definida en U = R?\{(0,0)} C R? dada por

—Z2 —Z1

dxr1 + ———=dxo
2} + a3 x} + a3
en donde (como queda implicito)
—T2 —T1
1(z1,22) = 5—3 2(21,%2) = 55—
fi(z1,22) :E%—F:E% Yy fo(w1,72) 33%—1—3}%

FEsta misma 1—forma, en términos de las variables x y vy, se escribe como

5 2+ s
Tt +y 4 +y
La eleccién de este dominio (que tratdndose de funciones constantes, no es tan importante) obedece a la idea de

que, si para el resto de las p—formas bésicas su dominio es (R™)?, para las 0—formas debiera de ser el conjunto (]R")O
el cual podemos identificar con el conjunto {0}.

dy
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2. la 2—forma definida en U = R3\{(0,0,0)} c R? dada por

T T2 T3
dro N\ dxs + drs Ndx1 + dx1 A dxs
3/2 3/2 3/2
(03 + 23 + 22)” (a3 + a2 +a3) (23 + a3 + 22)”
en donde (como nuevamente queda claro)
1 2
fl(x17$27$3): 3/27 f2($1,$2,$3): 3/2
(a3 + 23 +22)Y (2 + 23 +23)"
Y -
fa(z1,22,23) = =75
(3 + 23 +23)”
Esta misma 2—forma, en términos de las variables x,y y z, se escribe como
i dy A dz + 4 dz A do + - dz A dy

(22 + 2 + 22)*? (22 + 2 + 22)*? (22 + 2 + 22)*?

Como es de esperarse, la diferenciabilidad de la p—forma fdxy A --- A dz;, dependerd de la
diferenciabilidad de la fucién f, y lo que si resultara novedoso es la manera en como definiremos a
la diferencial de la p—forma fdx;, A--- A dxy,. Para ello, empezaremos por definir lo que significa

la diferencial de una 0—forma f1(9, de la siguiente manera:

Definicién 5.5 Sea f: U C R"® — R una funcion de clase C' en U. Definimos la diferencial de
la 0—forma f1O©), que denotamos por d(f1(9)), como la 1—forma (definida en U C R™) dada por

of of

o)y — 2 e 2
d(f1\%") o, dri+---+ &Tnd:EH
es decir of of
(OMNZA oo 2 s
AF1ON@) = 5= @)das +--- + (@),

para cada T € U.

Una vez hecho lo anterior, definimos en general lo que significa que una p—forma sea diferenciable
(v que por razones obvias llamaremos p—forma diferenciable) de la siguiente manera:

Definicién 5.6 Sean, U C R™ una region, f : U C R® — R una funcidn de clase C* en U,
pe{0,1,...,n} ydwy A--- ANdxy, una p—forma bdsica. Definimos a la diferencial de la p—forma
fdxy, A--- Ndwy,, que denotamos por d(fdxy, A --- Adzxy,), como a la (p+ 1)—forma (definida en
U Cc R") dada por

d(fday, A~ Aday) = d(f1O) Aday, Ao Aday,

= <ﬁdﬂj1+"'+ﬁd$n> /\dﬂjll/\"'/\dzltlp

ox1 Oxy,
_of of
= 8—$1d:171 A dzy, N A dﬂ?lp + + 8—$nd:ﬂn A dzy, N N dﬂjlp

En general, dadas las p—formas bdsicas

dﬂ?lu) JANRRIIVAN dﬂjlu), N ,d:l?l(k) VANRERIVAN d:l?l(k) c QW
1 P 1 P
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y las funciones f1,...,fir :U CR® >R, 1 <k < (g), definimos la diferencial de la p—forma

p) — f1d$l(1) A A dil?l(l) 4+ fkdﬂjl(k) A A d:l?l(k)
1 P 1 P

como
d (w(p)) = d(fldxlu) VAR dwlu)) + -+ d(fkdxl(k) /AR d.Z'l(k))
i » 1 )

Sin duda un buen ntmero de ejemplos ayudaréd a entender mejor este concepto.
Ejemplo 5.7 Calcule la diferencial:

1. de la 1—forma en R? dada por
w) = Pdz + Qdy

Solucion. De la definicion de diferencial, se tiene que
d(wM) = d (Pdx + Qdy)
—d (P1<0>) Adz + d(Q1©) A dy

= <6—Pd +8—Pd ) Adx + <8—Qdaz+a—Qdy> A dy

0 oy ox oy

0P opP oQ oQ
= 8$dx/\dx+ ayaly/\da:—k 8$dx/\dy+ 8ydy/\dy
:O—a—de/\dy—Fa—de/\dy—O

oy ox
_[(0Q oP
_<8x 8y>d:17/\dy
= (Rot F') dz A dy

en donde F = (P,Q) : U C R? = R2.
2. de la 1—forma en R3 dada por
wV) = Pdz + Qdy + Rdz
Solucion. Como en el inciso anterior

( ) = (de + Qdy + Rdz)
= d(P1O) Adz + d(Q1) A dy + d(R1O) A dz

<—dm —d +8—d>/\daz+<an —i—a—Qd +—Qd>/\dy

0 0 Jy 0
+<8_d +%—Rd +Z—Rdz>Adz
g];d /\dx—l—g—de/\d +Z—sz/\d +2—Qdaz/\dy+g—QdyAdy
+({;—de/\dy—kg—];dx/\dz—Fg—Rdy/\dZ-Fg—]:dZ/\dZ
:%—de/\dx—i-g—sz/\d +Z—de/\dy+g—de/\dy
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OR OR

+ —drNdz+ —dy Ndz

ox oy

_(OR 0Q oP OR 0Q 0P
_<8y 82>dy/\d2+<82 8x>d2/\dx+<8a: ay>dan/\dy

3. en general, de la 1—forma en R™ dada por
= fidzy + fodzo + -+ + fndxy
Solucion. Una vez mds, sabemos que

dw® = d(f11O) A daxy + d(fo10) Aday + -+ d(f,10) A day,

Z 0fi dﬂfj) Adxy + (Z gij dx]) ANdzo + -+ (Z gf;dazj) A dx,,

j=1 j=1

( (9fldx1/\d ) <8f2dx1/\dxgzg£2d1’2/\dﬂfj)

j=3 7

8f f2 fn
+<8$1dx1/\dx —i—a—dxg/\dxg Za]de/\dxﬂ) +(- &Ed /\dxn)

j=4

_(9f2 9k ofs Of Ofn  Of
= <8:L"1 8:132) o A dia <83:1 83:3) a1 A\ Gy e <83:1 axn> @21 A\ Gn
0fs  0fa Ofs 0fa Ofn  0f2
+<8J}2 ax3>dx2Ad$3+<ax2 8x4>dx2/\dx4+" +<ax2 axn>d o Ndzy,
afn afn—l
+ <333n—1 . > dxp—1 Ndzy,
= Z (gf] — gfl> dx; N dZEj
1<icj<n \OT Zj

4. de la 2—forma en R3 dada por
w? = Pdy A dz + Qdz A dz + Rda: A dy

Solucidon. En este caso se tiene que

d(w®) = d(P1O) A (dy/\dz)+d(Q1(0))/\(dz/\da:)+d(R1(O)) A (dz A dy)
_ (0P, oP Q,  0Q Q
_<ax 8—dz>/\(dy/\d2)+<8 dx +8_yd +8—dz>/\(dzAd:L")
+ Z—R +8—Rd +ngz>/\(dx/\dy)
—g—P /\dy/\dz+Z—Qdy/\dz/\dx—kaa—Rdz/\dx/\dy
<8P @+a—f>d:n/\dy/\dz
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= (div F)dz Ndy N dz
en donde F = (P,Q,R) : U C R® — R3.
. la 2—forma en R* dada por
w® = Pdy A dz + Qdz A dw + Rdw A dz + Wdz A dy

Solucion. Ahora tenemos que

d(w ())

(P1<0>) A (dy A dz) + d(Q1O) A (dz A dw) + d(RIOY A (dw A da) + d(W1O) A (da A dy)
—da: + a—Pd/ g—Pd + Z—Pdw> A (dy A dz)

—dx + —d + aa—Qd + a—de> A (dz A dw)

(o
( 8R OR
(@

+

+ | m—dx +—d + ——dz —i-g—Rdw)/\(dw/\da:)

0z

8W ow ow
pe dx + ay dy + 9 dz + S dw> A (dz A dy)

P P
:a—da:/\dy/\dz—l—a—dw/\dy/\dz+@dx/\dz/\dw—F@dy/\dz/\dw

Ox ow Ox oy

—l—a—Rdy/\dw/\da:—i-a—Rdz/\dw/\da:—i-a—Wdz/\dx/\dy—Fa—de/\dx/\dy
oy 0z 0z ow

8P+8W dx Ndy N dz + 8—P+8—Q dy Ndz N dw + 8_R+8_W dx N\ dy N dw
ox 0z ow Oy oy Ow

OR  90Q
+ <§+%> dzx ANdz N dw

. de la 3—forma en R* dada por
w® = Pdz Ady Adz + Qdy A dz A dw + Rdx A dy A dw + Wdz A dz A dw
Solucion. Se tiene que

d(w®) = d(P10© ) (dz A dy A dz) + d(Q1 D) A (dy A dz A dw) + d(R1D) A (dz A dy A dw)

+d(w1©® (dx/\dz A dw)

— <66P g—der g—idw> A (dx A dy A dz)

+ <g—§d +—d +86—Qd +g—de> A (dy A dz A dw)

+<g—f +—d +2Rd —l—g—Rdw)/\(dw/\dy/\dw)

+ <882/ dy + aazfdz—l—%IjU/dw) A (dz A dz A dw)
0

:8—Pdw/\d:ﬂ/\dy/\dz—|-g—Qdaz/\dy/\dz/\dw—l—g—Rdz/\daz/\dy/\dw
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+8—Wdy/\d:n/\dz/\dw
dy
_(0Q oP OR OW

Como seguramente el lector habra observado, algunos de estos ejemplos ilustran la estrecha
relacién que existe entre el concepto de diferencial de una p—forma, y algunos de los conceptos
que definimos en los capitulos tres y cuatro (relacién que, por cierto, viene a justificar por qué
afirmédbamos que los conceptos de rotacional y divergencia se podian ver “como una derivada”).

Ademads de lo anterior, también vale la pena observar lo siguiente. Si en los incisos 1 y 2 del
ejemplo anterior se supusiera que existen ¢ : U C R?> - Ry 1 : U C R? — R de clase C? (en U)
tales que

dp 0
P.Q) = Vo= (3£.5)

oY oy 0
.o =vu= (G150 5)

en cuyo caso se tendria que

) )
Pdz + Qdy = a—idw + 8—‘5@ — d(p1®)

Pdz + Qdy + Rdz = gwd + gl/’ 8% = d(y1®)

entonces
ONPTAL 9y
d (d(cpl )) d < xdw—k ydy)
= d (Pdx + Qdy)

_[(0Q OP
_<8x ay>a€3:/\a€y

0% 0%
N <8y8$ B 8:E8y> de A dy
= (0)dz A dy

—0®

) O o
d(d(m(m)) :d<a—d R AR >
= d (Pdx + Qdy + Rdz)
<8—R—8—g>dy/\d2+<86—P—8—R>dz/\da:+<a—Q—a—P>dx/\dy

z Oz or Oy
B 0% 0% 0?1 02 0% 0%
= ( 990 828y> dy N dz + (82(% — 83682) dz N\ dx + <8y8x — 8w8y> dx N dy
=0
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lo cual coincide con el hecho de que Rot(Vy) = 0 y Rot(V) = (0,0,0) (en R? y en R3, respecti-
vamente), como se prob6 en el capitulo tres.
Algo andlogo sucede si combinamos los incisos 2 y 4. Observe que, si

wV) = Pdz + Qdy + Rdz

entonces

OR 9Q dy A dz + or _oR dz A dx + oQ _op dx N dy
z 0z  Ox or Oy

i
B 0 (OR 0Q 0 (OP OR 0 (0Q OP
—((a—x(a—y‘%»*@(a‘a—x>+%<a—x‘a—y>>dmy“z

’R  0°Q o’P  9’R 0*’Q 0P
axﬁy_8:n8z>+< >—|—< ))d:ﬂ/\dy/\dz

oydz  Oydzx 020 020y

lo que también coincide con el hecho de que div (Rot(P,Q, R)) = 0, como se probé en el capitulo
cuatro.

Lo maés interesante de esta propiedad (que dos diferenciales consecutivas de una p—forma nos
lleva a la (p + 2)—forma constante cero), es que ésta se sigue verificando aun cuando estas diferen-
ciales no estén relacionadas con conceptos que hayamos visto previamente. Tal es el caso del inciso
3 del mismo ejemplo. Observe que, si existe ¢ : U C R" — R de clase C? (en U) tal que

dyp
fi= oz,
para cada ¢ = 1,...,n, entonces
dp dp
1013} = ik e = dx,
1(a(91)) = (Ghdor 4+ e

=d(fidxi + fodxo + -+ + fndxy)
_ of;  0fi . '
= Z <83:i — &Ej) dx; N\ dx;

1<i<j<n

_ 0 (0 _ 90 (99 .
a Z <8xl (895]) 833j (83:,)) deAdx]

0% 0%
N Z <8xzaa:j B 8@8@) dwi 4 dxj

1<i<j<n
—=0®

Y observamos la misma propiedad si combinamos los incisos 5 y 6. En efecto, si tomamos la
2—forma en R*
w® = Pdy A dz + Qdz A dw + Rdw A dz + Wdz A dy

entonces

i(a(:)

=d 8—P—|—8—W dr Ndy A dz + 8_P+@ dy Ndz N dw
Oz 0z ow  Jy
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+<8—R+8—W>da:/\dy/\dw+(g—R—F@)dx/\dz/\dw)

dy  Ow Oz
_(2(9P _0Q\_ 9 (0P OW\ 0 (0R oW
~\ 9z \ow oy ow \ Or 0z 0z \ 0y Ow
0 (OR 0Q
—a—y<8z+8$>>d$/\dy/\dz/\dw

[ &P n 0%Q B 0’P B 0*W n 0’R n o*w B 0’R B 0%Q
Oxdw  OJxdy Owdxr Owdz 0z0y 0z0w Oydz Oydx
— 0¥

>da:/\dy/\dz/\dw

Sin duda a estas alturas el lector ya debe estar convencido de que estos ejemplos no son més que
un caso particular de un resultado bastante méas general, y por supuesto que esta en lo correcto. Este
resultado generaliza las identidades Rot(Vy) = 0, Rot(Vy) = (0,0,0) y div (Rot(P,Q,R)) =0
como mencionamos anteriormente, y su prueba es un poco mas elaborada que la de éstas. Dada la
importancia de este resultado, es que le otorgamos el grado de

Teorema 5.8 Sean
dﬂjlu) VANERIWAY dﬂjlu), R ,d:El(k) VANEIVAN d:El(k) S 0w
1 P 1 P

p—formas bdsicas, y fi1,..., fr : U CR®™ = R funciones de clase C?> enU, 1 <k < (Z) Si

p) — fldznlu) ARERWA d:El(1) + -+ fkdﬂjl(k) ARERWA d:El(k)
1 P 1 P

d (d (w(p)>> — oP+2)

Dem. Dado que, de acuerdo con la definicién 5.6, se tiene que

a k
d (d (ZZ:; fidxlgi) A A dwl;ﬁ)) = ZZ:;d (d (fldajlgz) A A dxlé“))

bastard probar que, si dzy, A--- Adwy, € QP y f:U CcR" — R es de clase C% en U, entonces

entonces

d(d(fdxy, A+ Adzy,)) = 0P

Por esta misma definicién sabemos que

k
d(fdwzl A-'-/\dwlp) = <Z gjm,) Adxy, A~ A dag,

_of of
8ZE1 ~—dry Ndzy A Ndxg, + -+ 8—$nda:n Ndzy N+ Ndxy,

de modo que

d(al(fdanl1 /\---/\dxlp)) = <§fldw1/\dwll -/\dxlp+"'+§7fdwn/\dwll /\---/\dxlp>
of

:d<({)fdznl/\dzzzl1 -/\da:lp>—|—---+d<a—
1

3 ndxn/\dznll/\---/\dxlp>
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= <; mdﬂl‘l) AN dfl?l VAN dfll'll VANEERIWAN dlElp

+ <Z aifdxz) Ndzg Ndxy A -+ Ndzy,

n an
4+t (ZZ:; 8a:,-axndxi> Ndzy Ndxy A~ Adxg,

_ oy
i— a$i8$1
2

8331(9%2
— ; 02,0, drg Ndz; Ndxy N--- ANdxg,

dry Adz; Ndxg A -+ Ndxg,

dry ANdxa Ndxy N -+ Ndzxy,

n—1 agf
+---+;mdm/\d:pn/\dajh/\---/\d:nlp

82f 82f
- Z (C%in?xi B 33:,-895]-) dz; A dzj Ady, A Adxy,

1<i<j<n
— o@+2)

5.3 Diferenciales exactas (primera parte)

Como siempre sucede con los teoremas importantes, ahora es inevitable hacerse la siguiente pre-
gunta: si una p—forma diferenciable

w? = fldlﬂl(l) VANRERIVAN d:El(1) +- 4+ fkdﬂjl(k) JANRIEEIVAN d:El(k)
1 P 1 P
definida en una regién U C R" es tal que d (w(f”)) = 0P+ ;existe una (p — 1)—forma
(-1 _ £ e+ f
T = fld:Engn A A d$";121 + -+ fmdﬂjngm) AERWAN d:En;T)l
definida y diferenciable en U C R" tal que

WP — g (T(p—l)) ?

Lo més interesante de esta cuestion es que esta es una pregunta que ya nos planteamos (jy que
ya resolvimos!) para algunos casos particulares.

En efecto, como se recordard, en el capitulo tres nos planteamos el problema de determinar
cuando un campo era conservativo (o gradiente) y como solucién probamos el teorema 3.51 el cual
nos aseguraba que, si

F=(F,...,F,):UCR"—R"
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era una funcién de clase C! en U, una regién estrellada, tal que

oF; 0F; , .
%j(iﬂ) = Oz, (7)
para toda z € U y para toda i,j € {1,...,n} (i # j) entonces F era un campo gradiente en U, lo
que significaba que existia ¢ : U C R” — R tal que
dp

S () = (@)

para cada i € {1,...,n}.
Como el lector habra notado, este resultado resuelve la pregunta que nos hicimos al inicio de
esta seccion para el caso de las 1—formas diferenciables puesto que, si la 1—forma

w = fidey + - + fudz,

es tal que

_ of; 9fi ‘ ‘
— Z <(9xi axj>dx2/\dx]

1<i<j<n
(de acuerdo con el inciso 3 del ejemplo 5.7), esto significa que

Ofi .\ .

para toda & € U y para toda i,j € {1,...,n}, de tal forma que, si ¢ : U C R" — R es tal que

dyp
axi - fl
entonces la 0—forma
+0) — 901(0)

satisface que

a(r) =d(p1?)

L

8%1 8a;n
= fidx1 + - + fudx,
— M

Como seguramente el lector ya se imagina, el otro caso particular que ya resolvimos es el de las
2—formas diferenciables en R3, v que estd relacionado con el problema de determinar cudndo un
campo F' (en R3) es un campo solenoide.

Como también se recordard, el teorema 4.35 del capitulo cuatro nos aseguraba que, si F' =
(P,Q,R) : U C R? — R3 era una funcién de clase C' en U, con U una regién estrellada tal que

div F(&) = 0
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para toda & € U, entonces F' era un campo solenoide en U, lo que significaba que existia G =
(P,Q,R): U C R?® — R3 tal que

RotG = <5_8_y’%_§’%_8_y> =(P,Q,R)=F

Obsérvese que, apoyados en este teorema, tenemos que, si
w® = fidy Adz + fodz Adx + fsdx A dy

es una 2—forma diferenciable definida sobre una regién estrellada U C R3 (jque es asi como se
pueden escribir todas las 2—formas en R3!) tal que d (w(2)) =00, entonces

0B — ¢ <w<2>)

(05 o 0%
_<8az + By + az>d:ﬂ/\dy/\dz

= diV(fl, fg, fg)dx ANdy Adz

lo que significa que ~div~( f1, f2, f3) = 0, de modo que, por el teorema antes mencionado, sabemos
que existe G' = (f1, f2, f3) : U C R3 — R3 tal que

_(0fs 0f Ofi Ofs Ofs Ofi\ _
RotG = <8—y_575_%7%_8—y> —(fl7f27f3)

Por tanto, si tomamos la 1—forma () = flda; + fgdy + fgdz, ésta tiene la propiedad de que
d <T<1>) —d ( Frdz + fady + fgdz)

_(ofs Of ofi  0fs ofs  Of
_<8y 8z>dy/\dz+<8z 8x>dZ/\d$+<8x ay)afw/\dy

= fidy Ndz + faodz Ndx + fadx A dy

)
Cuando para una p—forma

w? = fldxl(l) Ao A dwlu) +--+ fkdxl(k) /AR da:l(k)
1 P 1 P

definida en una regién U C R", existe una (p — 1)—forma definida en U C R"

(=1 :fld:E @ N ANdx -I-"'—i—fmdﬂj m) N+ A AT (m)
n np_1 n np_1

tal que w® = d (T(p_l)), decimos que w® es una diferencial ezacta en la region U C R" y la
pregunta que nos hicimos al inicio de esta seccion se puede reformular de la siguiente manera: jsi
w®) es una p—forma definida en una region U C R" es tal que d (w(p)) = 0®*D) entonces w® es
una diferencial exacta en U?

De acuerdo con lo que acabamos de ver, ahora podemos responder que este no siempre es el caso
(al menos para las 1—formas en R™ o para las 2—formas en R3) y que en gran medida la respuesta a
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esta pregunta depende de la “geometria” de la region U C R sobre la cual esta definida la p—forma
w®).

Como sucedié en el capitulo tres (para el caso de los campos conservativos) y en el capitulo
cuatro (para el caso de los campos solenoides), para responder esta pregunta (en el caso general)
serd indispensable definir nuevos conceptos (y teoremas relacionados con éstos) a fin de contar con
las herramientas necesarias.

Si en los capitulos tres y cuatro hubo necesidad de introducir los conceptos de curva e integral de
linea, y los de superficie e integral de superficie (respectivamente), ahora serd necesario introducir
los conceptos de p—variedad parametrizada en R™ y el de integral de una p—forma sobre una
p—variedad, asi como algunos teoremas relacionados con estos conceptos. Esto es justo lo que
haremos en las siguientes secciones.

5.4 p—variedades parametrizadas

Asi como una curva o una superficie no es mas que la imagen bajo una funcién o (de clase C') de
un intervalo [a,b] C R, o de una regién A C R? (tipo I o tipo II), respectivamente, un conjunto
M C R™ serd una p—wvariedad parametrizada (con p € {1,...,n},) si M se puede ver como la
imagen bajo una funcién o (de clase C') de alguna regién A C RP, en donde A serd el tipo de
regién en RP que generaliza a las regiones tipo I y tipo II de R? (y tipo III, de R3).

Empezaremos por definir de manera maés precisa a este tipo de regiones, y lo haremos de forma
inductiva a partir de las regiones tipo I y tipo II que ya conocemos en R?, de la siguiente manera:

Definicién 5.9 Decimos que B C R? es una region bdsica (en R?), si es una region tipo I o tipo
11, como se definieron en el capitulo dos. En general, diremos que A C R™ es una regién basica en
R™ (conn > 3) si existe B C R"™!, una region bdsica en R, y existen a, 3 : B C R* ™1 = R (de
clase C) tales que

A={(z1,...,2n) €ER" | & = (x1,...,2i—1,T141,...,%n) € B,a(z) <z; < B(2)}
para alguna i € {1,...,n}.

Dado que las tinicas regiones basicas que podemos dibujar se encuentran en R? o en R?, y en
el capitulo dos ya dimos algunos ejemplos de ellas, continuamos con la definicién del concepto de
p—variedad parametrizada. Simplemente observe que los rectangulos de la forma

R = [al,bl] X oo X [an,bn]

son ejemplos de regiones bésicas en R™ (con respecto a cualquier i € {1,...,n}) y que el nimero
de regiones bésicas diferentes que se pueden construir en R™ es n!.

La descripcién que hicimos de una p—variedad parametrizada en R™ al inicio de esta seccién es
muy precisa, por lo que simplemente la formalizamos en la siguiente

Definicion 5.10 Decimos que un conjunto M C R"™ es una p—variedad parametrizada, con p €
{1,...,n}, siexiste 0 : A C R? — R™ una funcién de clase C* (lo que significa que o es de clase C*
en un abierto (en RP) que contiene a A) tal que M = o(A), donde A es una region bdsica (o A es
un intervalo de la forma [a,b] si p=1). En este caso diremos que o es una parametrizacion de M.
Si o es inyectiva en el interior de A (int(A)) diremos que o es una parametrizacion simple de M.
Finalmente, al conjunto o(Fr(A)) lo llamaremos el borde de M inducido por la parametrizacion o,
y lo denotaremos por O, M, es decir, O, M = o(Fr(A)).
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Nuevamente, algunos ejemplos seran muy ttiles para ilustrar este concepto.
Ejemplo 5.11 Considere:

1. f+ ACR" = R de clase C* en la region bdsica A, y M = {(&, f(2)) e R"" | &€ A} C
R En este caso M es una n—variedad en R™ y una parametrizacion de M estd dada
por o : A C R* — R*" definida como

o(&) = (2, f(2))
Como se podrd observar, en este caso M es la grdfica de f.

2. M =a(A) CR?Y, en donde A =[0,27] x [0,7] x [0,7] CR3 y

a(8,p,1) = (rsen(y)) sen(p) cos(h), r sen(y)) sen(p) sen(), r sen()) cos(p), r cos()))

con r > 0. Observe que

lo(8, . 0)[I* = [|(r sen(4) sen(y) cos(B), r sen(4h) sen() sen(8),  sen(y) cos(ip), r cos(4)) |

:’]”2

por lo que a esta 3—variedad M bien se le puede bautizar como la 3—esfera (en R*) de radio
r > 0 con centro en el origen.

3. M =o(A) CR?*, en donde A =[0,27] x [0,27] C R? y

(( s(¢) + 2) cos(0) + sen(¢) sen () sen(0/2), (cos(p) + 2) sen(f) — sen(yp) cos(6) sen(6/2),
en(yp) cos(0/2), sen(6/2))

Observe que en este caso M es una 2—variedad (o una superficie) en R* que tiene las siguien-
tes caracteristicas geométricas. La primera de ellas es que la imagen bajo o de las lineas
verticales de A, es decir, la imagen de los puntos de la forma o(8y, @), con 0y € [0,27] fijo,
es tal que

= (cos(¢p) cos(fp) + sen (i) sen(fp) sen(Ay/2))* + (cos(ip) sen(fy) — sen(yp) cos(fg) sen(6p/2))*
+ (sen(¢p) cos (0 /2))*
= (cos(p) cos(Ap))? + (sen(y) sen(fy) sen(6y/2))? + (cos(p) sen(by))?

(¢p) cos(

lo que significa que la imagen del conjunto {0y} x [0,27] es una circunferencia de radio 1 con
centro en el punto

(2cos(fg),2sen(fy),0,sen(6y/2))

Esto quiere decir que la funcion o “pega” las lineas horizontales [0,27] x {0} y [0, 27] x {27}
(que forman parte de la Fr(A)) con lo que forma un “cilindro” (en R*). Si ahora observamos
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que en particular las dos lineas verticales {0} x [0,27] y {27} x [0,27] (que forman el resto
de la Fr(A)) son tales que

0(0,¢) = (cos(p) + 2,cos(p) + 2,sen(p),0)

o(2m, ) = (cos(p) + 2, cos(p) + 2, —sen(p), 0)

concluimos que su imagen bajo o es la misma circunferencia, solo que recorridas en direcciones
opuestas (si ambas lineas verticales se recorren de abajo hacia arriba). Por esta razdn, si la
linea {0} x [0,27] es recorrida de arriba hacia abajo (que es como queda recorrida cuando
la Fr(A) se recorre en el sentido contrario al de las manecillas del reloj), concluimos que o
“pega” a las circunferencias que forman los extremos del “cilindro” inicial, pero de tal forma
que éstas queden recorridas en la misma direccion (a diferencia de lo que sucede cuando
“pegamos” los extremos de un cilindro para formar un toro (o una dona). Para lograr esta
forma de “pegado” en R? es necesario “cruzar” la “pared” del cilindro, y al hacerlo obtenemos
la ya conocida botella de Kline (figura 4.8). La parametrizacion o de este ejemplo hace lo
mismo (por lo que la 2—variedad M de este inciso es la botella de Kline) pero sin necesidad
de “cruzar” la “pared” del cilindro. De hecho, o es una parametrizacion simple de la botella
de Kline, la que, por supuesto, sélo es posible obtener en R* (o en R™, con n > 4).

La definiciéon de p—variedad se puede generalizar al de p—variedad por pedazos, justo de la
misma forma en que lo hicimos para el caso de las superficies. Dado que nuestra intencién no es
extendernos en este concepto, simplemente lo formalizamos en la siguiente definicién.

Definicién 5.12 Decimos que un conjunto M C R™ es una p—variedad parametrizada por pedazos,
st existen My, ..., M, C R"™ p—variedades parametrizadas tales que

M=»MU---UM;

Sio;: A CRP — R"™ es una parametrizacion de M; (parai=1,...,k), escribimos o = o1+ -+ 0}
y decimos que o es “una parametrizacion” de M.

Solo una observacién es necesario hacer con respecto a este concepto. Si se revisa con cuidado la
definicién 5.9 se podra notar que, si A C RP (con p > 2) es una regioén bésica, entonces la frontera de
A (Fr(A) 6 0A) es una (p—1)—variedad parametrizada por pedazos (en RP). En efecto, nétese que
en este caso la F'r(A) estd formada por la gréifica de dos funciones definidas sobre una regién basica
B C RP~! y algunos otros “pedazos cilindricos” (que se “levantan” sobre la F'r(B)) (ver figura 5.3
que ilustra el caso p = 3). De hecho, esta caracteristica de la frontera de una regién béasica A nos
permitiria definir lo que significaria que una parametrizacién de esta (p — 1)—variedad “indujera”
vectores normales que apuntan hacia “afuera” de A, justo a través de los vectores normales a las
graficas de las funciones que la determinan. Hacer esto con méds formalidad nos llevaria algunas
paginas mas, razon por la cual s6lo nos quedamos con esta idea intuitiva.

Una consecuencia de lo anterior es que, si M C R" es una p—variedad parametrizada por o
(sobre A), el conjunto 0,M = o(Fr(A)) también serd una (p — 1)—variedad parametrizada por
pedazos (en R™).

De las p—variedades parametrizadas habria muchas cosas interesantes que decir, pero por ahora
con estas ideas elementales nos es suficiente para lograr nuestro objetivo. Con este fin, lo que sigue
es definir la integral de una p—forma w® sobre una p—variedad parametrizada M, cuestién que
abordaremos en la siguiente seccion.
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X

Figura 5.3: Si A C R? es una regién basica, la F'r(A) = A = S; U Sy U S5 estd formada por la
grafica de dos funciones definidas sobre una regién basica B C R? (en la figura las superficies
S1y S3), y algunos “pedazos cilindricos” que se “levantan” sobre la F'r(B) (en la figura la
superficie S)

5.5 Integrando formas

Como se recordard, en el capitulo tres definimos la integral de un campo F' = (Fy,...,F,) : U C
R™ — R™ sobre una curva I' C U parametrizada por una funcién v = (y1,...,7v,) : [a,b] CR — R"
(que denotamos por fF F - dvy y bautizamos con el nombre de integral de linea), como

b
[Fav= [ row) -y
I a

b

:/(Fl(y(t))yj(t)+---+Fn(7(t))7£(t))dt

a

Lo interesante de esta definicién, y de acuerdo con los conceptos que hemos definido en este
capitulo, es que el integrando que aparece en la segunda identidad de arriba se puede obtener como
el resultado de evaluar una cierta 1—forma.

En efecto, considere la 1—forma definida en U ¢ R™ dada por w®) = Fydxq+- - -+ F,dx,,. Dado
que w) es una funcién definida en U y que toma valores en el conjunto de las 1—formas bésicas
QM (definidas en R™), observe que para cada t € [a, b] se tiene que

W (v(t)) = Fu(y(t))dwy + - - + Fu(y(t))day,
la que a su vez es una 1—forma bésica que se aplica en vectores de R" y para la cual, en particular
aplicada a /(t), se tiene que
(D) (V) = (B QE)der + -+ + Faly(®)dwa) (7/(1))

= Fi(y(t))dazy (7' () + - - + Fu(y(t))dan (Y (1))
DM

( 0l
= FL(y())Y, () + - 4+ Fu(y (), (8)
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De hecho, con base en esta tdltima identidad es que definimos el concepto de integral de una
1—forma Fydzq+- - -+ F,dx, sobre la 1—variedad I parametrizada por la funcién v = (y1,...,7,) :
[a,b] C R — R", la cual denotamos por

/(Fldznl + -+ Fodxy,) dy

como

0, si simplemente escribimos wV = Fidey +- -+ F,dx,, como

b

[etar= [ (W) (o) a

r a

Para deducir la manera en que se define la integral de una 2—forma sobre una 2—variedad (o
si se prefiere decir una superficie), como es de suponerse, recurriremos a la definicién que dimos en
el capitulo cuatro del concepto de integral de superficie de un campo vectorial definido en alguna
region de R3.

Como se recordard, si F = (Fy, Fy, F3) : U C R? — R? es continua y S C U es una superficie
parametrizada por una funcién o = (01, 09,03) : A C R? = R3 de clase C' tal que A es una regién
tipo I o tipo Il y 0(A) = S, se definié la integral de F' sobre la superficie S como

/F'do*:/F(J(u,v)) . %(u,v) X %(u,v)
S A

en donde 5 5 5 5
% o) = (9w o). 992 ) 20
%(uﬂ}) - ( ou (U,U), ou (’LL,’U), ou (’LL,’U))
' 0 0 0 0
iy (9710 oy 002, Do
%(U,'U) - < v (U,U), v (U,’U), v (U,U))
Del mismo modo que sucede en el caso de la integral de linea, observe que el integrando
oo oo
F(O-(u7v)) : %(uvv) X %(uvv)
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se puede obtener a partir de una cierta 2—forma definida en U C R3.
Considere la 2—forma w® dada por

w® = Fidy A dz + Fodz A dz + Faydx A dy
Si esta 2—forma la evaluamos en o(u,v) € U, para cada (u,v) € A, tenemos que
w® (o (u,v)) = Fi(o(u,v))dy A dz + Fy(o(u,v))dz A dz + Fy(o(u,v))dz A dy

que a su vez es una 2—forma bésica, que como se recordard, se evalia en elementos de R? x R? =
2 . . . [
(Rg) ; si en particular a ésta 2—forma bésica la evaluamos en

0o 0o (e 3 3
<%(u,v), %(u,v)> = <a, b) eR’xR
obtenemos, de acuerdo con 5.2, que

(«® (o)) (.)
= (Fi(o(u,v))dy A dz) <d’ i’) "

(
B dy(a) dy(b) dz(a) dz(b)
—Fl(“(”’”))det[dz() dz(@)}Jer(J(u’v))det{dx(d) da(b ]
dz(a) da(b)
+ F3(o(u,v))det [ dy(@a) dy(lA)) }

- 80'2 80’3 80'3 80’2 80'3 80'1 80'1 80’3

= Fl(U(va)) <%W - %W) (Uy?f) + Fy(o(u,v)) (%E - %W) (u,v)
Oo1 0o Oog 0o

+ F3(o(u,v)) (6—;8—@2 - 6—u28—v1> (u, )

:@wmwmgwmm%g@wm»%%

(u,v) X U, v)

%(
do Jo

= F(o(u,v)) - %(u,v) X %(u,v)

Como en el caso de las 1—formas, todo indica que lo mas razonable es entonces definir la integral

de la 2—forma (en R3)
w® = Fidy A dz + Fodz A dz + Faydx A dy

sobre la 2—variedad S C R? parametrizada por o, que denotaremos por

/ (Fidy N dz + Fadz A dx + Fydx A dy) do

S
/ v do

o

o simplemente

Ccomo:

/(Fldy/\dz—i-ngz/\dx—i—ngx A dy)do = /F(a(u,v)) . g—Z(u,v) X Z—Z(u,v) = /F-da
S A S
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5/f,u(z)aicr :!<w(2)(a(u,v))> (g—i(u,v), %(u,v))

2)

De hecho, seguramente al lector ya le resultara natural concluir que, si ahora w? representa
una 2—forma en R™ dada por
w® = fidaey, Adag, + -+ frday, AdTg,
(con l;;m; € {1,...,n} parai =1,...,k) y S C R es una 2—variedad parametrizada por una
funcién ¢ = (o1,...,0,) : A C R? — R, entonces la integral de w® sobre S = o(A), que

denotaremos por

/(fldsvl1 NdTpm, + -+ + frdzy, Adrpy,)do

S
/w(z)da

o simplemente

deberd estar definida como

k
/(fldgnl1 Ndxpy, + -+ frdx, Ndzy,)do = /Z (filo(u,v))dzy, A dzp,) <%(u,v), Z—Z(u,v)>
A

S

0 doy,
; Fu-(w0) 5 (u,)
— [ 3 ot ) der
y — 6 m. 6 m.
A =1 gul( 7U) gyl( 7?})

en donde ahora

0o (0o doy,
%(u,v) = <E(u,v), R W(u,v))

Una vez que hemos revisado y discutido todo lo anterior, sin duda estamos en condiciones de dar
una definicién general del concepto de integral de una p—forma w®) en R™ sobre una p—variedad
parametrizada M C R", para p € {1,...,n — 1}, de la siguiente manera.

Definicién 5.13 Sean, p € {1,...,n}, w®) una p—forma en R dada por
k
w® = Z fidmlgi) ARV dxl](:‘)
i=1

donde f; : U C R" = R es una funcion continua sobre la region U (para cada i =1,... k= (Z)), Y
M C R™ una p—wvariedad parametrizada por la funcion o = (o1,...,0,) : A CRP — R"™. Definimos
la integral de wP) sobre M, que denotamos por

k
/ (fldxl(l) AR dwlu) +--+ fkdxl(k) A A dml(k)> do = / <Z fidml(i) ARERWAY dml(i)) do
1 » 1 » 1 »
M

M i=1
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o simplemente

como

M A 1 p 4) ()

m,j=1

en donde 4 = (uy,...,u

para j =1,...,p.

Todas la integrales de linea y de superficie de campos vectoriales que hicimos en los capitulos tres
y cuatro, son ejemplos de integrales de 1—formas y 2—formas sobre 1—variedades y 2—variedades
parametrizadas (respectivamente). Para ilustrar ain mejor este concepto de la integral de formas,
daremos un ejemplo de cémo se integra una 3—forma sobre una 3—variedad parametrizada, ambas
en R%.

Ejemplo 5.14 Considere, la 3—forma en R* dada por

w® = Pdz Ady Adz + Qdy A dz A dw + Rdx A dy A dw + Wdz A dz A dw

en donde
—Ww
P(z,y,z,w) =
@, 2%) (22 + 92 + 2% + w?)?
X
Q‘T7 7Z7w =
@, 2%) (22 + 92 + 2% + w?)?
z
R(x,y,z,w) =
@, 2%) (22 + 92 + 2% + w?)?
)
W,y zw) = .

(22 +y2 + 22 + w?)’

con (z,y, z,w) € U =RN{(0,0,0,0)}; y la 3—variedad parametrizada M C R* dada por la funcion
del ejemplo 5.11
o:A=10,27] x [0,7] x [0,7] CR® — R*
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que estd definida como

(0, p,1) = (rsen(y) sen(p) cos(f), rsen(y) sen(p) sen(f), r sen()) cos(p), r cos())

/ O do

M

Calcule

Solucion. Sabemos que

g—g(@, v, ) = (—rsen(y) sen(p) sen(0), rsen(1)) sen(y) cos(6),0,0)
g—;(@ o, 1) = (rsen(v) cos(p) cos(f), rsen()) cos(p) sen(8), —rsen(1)) sen(p), 0)

Oo
oY

de modo que

— (0, p,1) = (rcos(v) sen(p) cos(0), r cos(v)) sen(p) sen(), r cos(y)) cos(p), —r sen(1)))

0o Oo Oo
dm/\dy/\dz<89 8 a¢>

[ —sen(y) sen(p) sen(f) sen(w)) cos(p) cos(f) cos(1))sen(yp) cos(d)

=r’det | sen(¢)sen(p)cos(f) sen(y)cos(p)sen(d) cos(¢)sen(p)sen(d)
0 —sen(1) sen(p) cos(1)) cos(p)

= —r®sen(t)) sen(y) sen () [sen (1) cos?(y) sen(8) cos(v))

+ sen (1)) sen®(¢p) cos(¥) sen(6)]

— r? sen(1)) sen (i) cos () [sen (1)) cos® () cos(6) cos(1))

+ sen (1)) sen?(¢) cos (1)) cos(0)]

= —r?sen® (1)) sen(y) sen?(6) cos(v))

— r3sen? (1)) sen(y) cos?(#) cos(v))

= —r3sen?(1)) cos(v)) sen(y)
Andlogamente

Jdo OJo Oo

sen(1) sen(¢) cos(f) sen()) cos(p)sen(f) cos(y))sen(p)sen(h)
=r°det 0 —sen(v)) sen(yp) cos () cos(p)
0 0 —sen(v)

= 3 sen®(1p) sen?(p) cos(h)

Y
0o 0o 0o
dm/\dy/\dw(ae 8 81/1)
—sen(y) sen(p) sen(f) sen(w)) cos(p) cos(f) cos(1))sen(yp) cos(d)
=r’det | sen(y)sen(p)cos(f) sen(y)cos(p)sen(d) cos(v) sen(zpq/)})sen(ﬁ)
0 0 —sen
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= —r?sen(1)) [ sen(v)) sen(p) sen(#) sen (1)) cos(p) sen(8)
—sen(1)) sen(y) cos(0) sen(1)) cos(p) cos(6)]
= r3sen®(1) sen(p) cos(p)

y por ultimo

0o 0o Oo
dxr Ndz N dw <%, %, %>
—sen(v) sen(p) sen(f) sen(v)) cos(p)cos(f) cos(y))sen(p) cos(d)
= 73 det 0 —sen(v)) sen(yp) cos (1) cos(ip)
0 0 —sen()

= —r3sen(1)r sen(v)) sen(y) sen(8)r sen (1)) sen(p)

= —r3sen3 (1)) sen?(p) sen(h)

Por lo tanto

/w(g)da

M

_ Z CRITOrRT)) (Z—;S—; S—D

do 0o Oo do 0o Jo
A

R(0(6,0,9))dx Ady A duw (3“ o a") + W (o6, 0,0))dw A dz A dw (30 0o 30))

00" 0¢" 00 90" 95’ 90
= / <_7" C;)f(¢) (_,r,3 Sen2(1/)) COS(T,Z)) Sen((p)) + r Sen(T/)) Siﬁ(‘ﬁ) COS(H) (7"3 SeH3(¢) Sen2((’p) COS(Q))
A
P (st s o)+ L () s () sen ()

(Sen2(¢) cos? (1)) sen () 4 sen () sen(yp) (Senz(gp) cos?(6) + cos®(p) + sen’(p) sen?(9)))

o D>\ D:»\ D>\

sen? (1)) sen () (0082(1/1) + sen? (1)) sen’(ip) + sen? (1)) cos2(cp))

= [ sen®(y) sen(p)
2 T T
= do sen(p)d sen?(¢)dvp
Jo) (o) (=)
= (2m) (—cos(¢)5) (5
= 272

Un caso particular en el que la integral de una p—forma (en R™) tiene un cierto interés, es justo
cuando p = n, es decir, la integral de una n—forma sobre una n—variedad parametrizada, ambas
en R™.
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Como se recordard de la seccién 5.2, las n—formas definidas sobre una regién U C R", se
corresponden con las funciones (de valores reales) definidas sobre U en virtud de que todas ellas se
escriben como

fdxi N+ Ndxy,

en donde f: U C R" — R.

Por otra parte, si A C U es una regién bdsica, entonces dicha regién también se puede ver como
una n—variedad parametrizada en la medida de que A = o7(A), tomando a o7 como la funcién
identidad (de R™ en R™), es decir

or(&) =2
Noétese que en este caso se tiene que
091 13y = ¢
- 1
al‘i
para toda & = (z1,...,x,) € R", en donde ¢; es el i—ésimo vector bédsico de R™. De esta manera,

tenemos que

1 .- 0
dor , . doy . _
dml /\ . e /\d[]jn <8—‘Tl(x)7. ey —8:1;” (w)) — det

0 --- 1
=1

Con base en lo anterior, tenemos entonces que

dor

/(fdxl/\---/\da:n)daj :/f(aj(i*))dazl/\---/\dxn <a—xl(§?),,g—zi((if)>
A A
- [ 1@
A

:A/f

lo que significa que la integral de la n—forma fdzi A - - - A dx,, sobre la n—variedad parametrizada
A C R™ (con A una regién bésica parametrizada por la funcién identidad), coincide con la integral
(de Riemann) de la funcién f sobre la regién A.

Lo mejor de esta identidad es que (como siempre), también la podemos leer al revés; esto es, la
integral (de Riemann) de la funcién f sobre la regién bésica A C R™ se puede ver como la integral
de la n—forma fdzq A --- A dx, sobre la n—variedad parametrizada (por la funcién identidad) A.

Una consecuencia importante de lo anterior, es que las identidades que se obtienen en los
teoremas de Green, Stokes y Gauss, se pueden reformular ahora en términos de integrales de
p—formas.

Por ejemplo, como se recordard el teorema de Green establece que, si F' = (P, Q) : U C R? — R?
es de clase C' y Q C U es una regién bésica (una 2—variedad en R?) tal que I' = 9Q = Fr(Q) es
una curva suave por pedazos (una 1—variedad por pedazos en R?) entonces

F/F-d’Y:!RotF:!@_g_g_J;)
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(en donde 7y es una paramatrizaciéon de I' que la recorre en el sentido contrario al de las manecillas
del reloj). Pues bien, si como vimos al principio de esta seccién, se tiene que

/F-dyz/(Pda:—I—Qdy)dv

T r

y como acabamos de ver, también se tiene que

9Q 9P\ 9Q oP
/(%‘a—ﬂ—/((%‘a—y)d“dy)d(”
Q Q

(o7 representa a la funcién identidad definida sobre la regién bésica 2), entonces tenemos que la
identidad de la cual nos habla el teorema de Green se puede escribir como

(Pdx + Qdy) dy = / <<g—§ - (?9_];> dx N\ dy> doy
Q

I=00=0,,9

Lo mejor de todo esto es que, si ahora recordamos que

0Q P ~
(% _ a_y> dz A dy = d (Pde + Qdy)

entonces el teorema de Green asegura que
(Pdx + Qdy) dy = /d (Pdx + Qdy) dot
I=0Q=0,,9 Q

(en donde 7 = 7 o o7, que en este caso 7 = v dado que o7 es la funcién identidad de R? en R?)
igualdad que, por cierto, justifica el porqué afirmdbamos que dicho teorema era una especie de
generalizacién del Teorema Fundamental del Célculo.

Procediendo de manera analoga, del teorema de Stokes obtenemos que

/ (Pdzx + Qdy + Rdz) dy

05 S
— / F.d¥
I'=0,S
:/RotF-da
S
B OR 0Q oP OR 0Q 0P
_/<<8y az>dy/\dz+<8z ax>dz/\d$—|—<ax ay)daz/\dy)da
S
:/d(de—l—Qdy—i-Rdz)da
S

en donde 0 : A C R? — R3 es una parametrizacién de la superficie (o 2—variedad) S C R?, y
4 = oo, en donde 7 es una parametrizacién (en el sentido contrario al de las manecillas del reloj)
de la frontera de la regién basica A (F'r(A)).
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Si ahora o representa a la funcién identidad de R? en R?, del teorema de Gauss concluimos
que

(Pdy N dz + Qdz A dx + Rdz A dy) do = / F-do
S=090=0,,9 S=00=0,,9
= / div F'
Q
= /d(de/\dz + Qdz AN dx + Rdx N dy) doy
Q

en donde, Q2 C R3 es una regién bésica cuyo borde S = 9Q = 9,,9 es una superficie (o 2—variedad)
por pedazos parametrizada por una funcién o : A C R? — R? que induce vectores normales (a S)
que apuntan hacia “afuera” de S, y & = 0 o o7 (que en este caso resulta igual a o dado que o7 es
la funcién identidad).

Para completar el cuadro, el propio Segundo Teorema Fundamental del Calculo que todos
conocemos (o su equivalente expresado en la identidad 3.11 del capitulo tres) se puede formular
en términos de integrales de formas. Para ello, sélo hace falta definir los conceptos de 0—variedad
parametrizada y el de integral sobre este tipo de variedades, lo cual se puede hacer de la siguiente
manera: diremos que M C R" es una 0—variedad parametrizada si existe o : {0,1} — R" tal
que M = 0({0,1}) (lo que significa que una 0—variedad en R™ es simplemente cualquier conjunto
formado por uno o dos puntos).

Por otra parte, si f1(9 es una 0—forma definida en una regién U € R™ y M C U es una
O—variedad parametrizada por o : {0,1} — R", definimos la integral de f 1 gobre M, que
denotamos por f ut 19do, como

[ 194z = fo(1) - £ (0)
M
Finalmente, si I' C U es una curva (o una l1—variedad) suave parametrizada por ~ : [a,b] C
R — R", definimos el borde de I" inducido por su parametrizacién v, que denotamos por 0,I', como

la 0—variedad (en R™) formada por los puntos vy(Fr([a,b])) = v({a,b}) = {~(a),v(b)}.
Ahora, si ¢ : U C R® — R es de clase C' en U, parrafos arriba vimos que

/ch-dfy:/ %dazl—k---—i-a—(’pdxn dry
axl 8:cn
r r

- /d <<,01<0>) dy

r

Por otra parte, si a la 0—variedad (en R) formada por los puntos {a,b} (que no es mas que el
borde de la 1—variedad (en R) dada por el intervalo [a,b], el que a su vez se puede ver como una
regién bésica en R) la parametrizamos por la funcién o : {0,1} — R dada por 0(0) = a y o(1) = b,
entonces

/ P10ds = Tp(4(b)) — Ve(1(a))
a,T

en donde ¢ = y 0 o es una parametrizaciéon de la 0—variedad 0,I" = {y(a),v(b)}.
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Por lo tanto, con base en estas dos ultimas identidades, la identidad 3.11 del capitulo tres se

puede escribir como

T r

5.6 El Gran Teorema Fundamental del Calculo

La reformulacion de los teoremas de Green, Stokes, Gauss y Fundamental del Céalculo que acabamos
de hacer en la seccién anterior, nos hacen pensar que éstos deben de ser casos particulares de un
teorema mas general, y sin duda estamos en lo correcto. Lo siguiente que haremos sera formular
dicho teorema el cual, ademas del valor que tiene por si mismo, tendrd un papel relevante en
la solucién del problema que planteamos en la seccién anterior acerca de las diferenciales exactas.
Este teorema es conocido tradicionalmente como el Teorema de Stokes (sobre formas diferenciables)
pero aqui preferimos llamarlo el Gran Teorema Fundamental del Cdlculo (nombre que, sin duda,
refleja mejor su contenido). Por otra parte, y como seguramente el lector ya lo sospechara, entre
los objetivos de este texto no estd el de dar la prueba de este teorema.

Teorema 5.15 (Fundamental del Calculo (Gran)) Sean, p € {1,...,n}, w® Y wuna (p —
1)—forma diferenciable definida en la region U C R", y M C U una p—wvariedad, parametrizada

por o : A CRP — R". FEntonces
/ 4 (D) do = / WP Vs

M B0 M
en donde & = o o ji y ju es una parametrizacion de la (p — 1)—wvariedad (por pedazos) Fr(A)?.

Este es sin duda el teorema mas importante de todo este texto, aun y cuando no hayamos
incluido su prueba. En él se encuentran sintetizados los conceptos y teoremas maés relevantes que
hemos desarrollado a lo largo de todos estos capitulos.

Para concluir esta breve seccién, aplicaremos este teorema en algunos ejemplos que posterior-
mente nos seran utiles, cuando en la siguiente seccién regresemos al problema de las diferenciales
exactas.

Ejemplo 5.16 Considere:

1. la 1—wariedad (o curva) M C R™ parametrizada por la funcion o : [0,27] C R — R"™ definida
como
o(t) = (rcos(t),rsen(t),0,...,0)

/d («®)dy=0

M

Muestre que

para cualquier 0—forma diferenciable w® definida en una region U C R™ tal que M C U.
Soluciéon. Por el Gran Teorema Fundamental del Cdlculo, tenemos que

/d (w(0)> dy = / w®ds

M 0o M

2Aqui habria que agregar que la parametrizacién p “induce” vectores normales a la Fr(A) que apuntan hacia
“afuera” de A, de acuerdo con la idea descrita en la observacién que sigue a la definicién 5.12.
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/ wdg =0

O M

por lo que basta probar que

Ahora, si al borde (o frontera) del intervalo [0,27] que estd formado por el conjunto {0,27}
lo parametrizamos por la funcion p : {0,1} — R dada por u(0) =0 y p(1l) = 27, entonces

/ w®d5 = w®(5(1)) — w@(5(0))
O M

ya que o(2m) = 0(0).

2. la 2—wvariedad (o superficie) M C R™ (n > 3) parametrizada por la funcion o : A = [0, 27| X
[0,7] € R? — R"™ definida como

o(u,v) = (rsen(v) cos(u), rsen(v) sen(u), r cos(v),0,...,0)
Muestre que
/d (w(l)) do =0
M

para cualquier 1—forma diferenciable wV) definida en una region U C R™ tal que M C U.
Soluciéon. Por el Gran Teorema Fundamental del Cdlculo, tenemos que

/d <w(1)) do = / wMds

M 0o M

/ wWds =0

0o M

por lo que basta probar que

Asi, si parametrizamos a la Fr(A) en el sentido contrario al movimiento de las manecillas
del reloj, se tiene que

/ wVdg = 7<w(1)(a(t,0))> <%(i,0)> dt + ] (w(l)(U(QW,t))> (%(%,t)) dt
O M 0 0
. 7<w(1)(a(t,ﬂ))> <%(t,ﬂ)> dt — ] (w(l)(a(O,t))> (%Z(o,@) dt
0 0
27
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Ahora, dado que
do do

2(£,0) = (0,0,0,0,...,0) = Z2(t7)
para toda t € [0,27], y por otra parte
do do
o(2m,t) =0(0,t) y %(27T,t) = %(O,t)
para toda t € [0, 7], concluimos que
/ wMds =0

. la 3—variedad M C R™ (n > 4) parametrizada por la funcion o : A =[0,2x] x [0, 7] x [0, 7] C
R3 — R"™ definida como

o(u,v,w) = (rsen(w) sen(v) cos(u), r sen(w) sen(v) sen(u), r sen(w) cos(v), r cos(w),0,...,0)

/d <w(2)) do =0

M

Muestre que

para cualquier 2— forma diferenciable w® definida en una region U C R™ tal que M C U.
Solucion. Nuevamente, por el Gran Teorema Fundamental del Cdlculo, tenemos que

/ 4 (w?) do = / w®dz

M 0o M

/ wPds =0

O M

por lo que basta probar que

Ahora, si parametrizamos a cada una de las caras que forman parte de la Fr(A) C R? de tal
manera que cada una de estas parametrizaciones induzcan vectores normales que apunten ha-
cia “afuera” de A, y agrupamos las correspondientes integrales sobre caras opuestas, tenemos

que
/ w®ds = / [(w(2)(0(27r,t, s))) <Z—Z(27T,t, s), 2—5(277,15, s))

0o M [0,7] % [0,7]

- (w(2)(a(0,t, s))) <%(O,t, s), S—Z(O,t, s)ﬂ
n / [<W(2)(0(7§,073))) <g—z(t,0, s),g—Z(t,O, s)>

[0,27] % [0,7]

- (w(Z)(a(t,ﬂ,s))) <%(t,w, s), S—Z(t,w,s)ﬂ
4 / [<w<2>(a(t,s,0))) <g—2(t,s,0),g—Z(t870)>

[0,27] % [0,7]
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_ (w(2)(a(t,s,7r))) <%(t,s,ﬂ), %(t,s,w))]

En la primera integral, se tiene que

0 omt,9) = 220.48) y (o t5) = 92 (0,1,5)

o(2m,t,s) = a(0,t,s), By ow dw

para toda t,s € [0,7] de tal manera que el integrando es cero y por tanto, dicha integral es
igual a cero.
En cuanto a la seqgunda integral, se cumple que

80’ ao_
5, (£:0,5) = (0,0,0,0,0,...,0) = ——(

t,m,s)

lo que es suficiente para concluir que

<w(2)(a(t,0,s))) (g—Z(t,O, s),g—;(t,o,s)> ~0

— <w(2)(0’(t,7r, 8))) (g—i(t,ﬂ,s), g—z)(t,w, s)>

para toda (t,s) € [0,27] x [0, 7], y por tanto, que la sequnda integral también es igual a cero.
Finalmente, en la tercera integral se tiene que

80’ ao_
5, (£:5,0) = (0,0,0,0,0,...,0) = —~(

t,s,m)

lo que también es suficiente para concluir que

(«®(o(t,5,0)) <%(t,8,0), %(t,s,O)) =0

= (w<2><a<t,s,0)>) <%(tjsm>, Z—Zwm))

para toda (t,s) € [0,27] x [0, 7], y por tanto, que la tercera integral también es igual a cero.

Por lo tanto
/ w®@ds =0

0o M

5.7 Diferenciales exactas (segunda parte)

Para concluir este capitulo (jy este trabajo!), en esta seccién regresaremos al problema de las
diferenciales exactas que planteamos en la seccién 5.3. Como se recordard, ahi nos hicimos la
siguiente pregunta: si w®) es una p—forma diferenciable (con p € {1,...,n — 1}) definida en una
region U C R" tal que d (w(f”)) = 0P+ ;existe 7P~V una (p — 1)—forma diferenciable definida
en U, tal que d (T(p_l)) = w®)?

El Gran Teorema Fundamental del Céalculo y los ejemplos que dimos en la seccién anterior, nos
seran de gran ayuda para contestar esta pregunta. De hecho, asi como esta planteada, su respuesta
es negativa.
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En efecto, ahora podemos mostrar, por ejemplo, que en cualquier R" existe una regién U y
una 1—forma w® definida ahi, tal que d (w(l)) =0@), y que sin embargo no puede existir una 7(©)
definida en U tal que d (T(O)) = w®,

Témese, en cualquier R™ (con n > 2), la 1—forma wW dada por

—x x
w® = 5 22d:171—|— 5 ! 2d:1:2
i+ x5 i+ x5
que estd definida en U = R™\ {(z1,...,2,) € R" | 21 = 29 = 0}. Un cdlculo sencillo mostrara que

d (w(l)) =0®.
Por otra parte, si tomamos la 1—variedad (o curva) I' C R"™ parametrizada por la funcién
v :[0,27] C R — R"™ definida como

~(t) = (rcos(t), rsen(t),0,...,0)

se tiene que I' C U y otro céalculo sencillo mostrara que

/w(l)d’y =2r#0
r

de tal manera que, por el primer inciso del ejemplo 5.16, podemos concluir que no existe una
0—forma 7 definida en U tal que d (T(O)) = w®,

;Cudl es el problema en este ejemplo? Como seguramente el lector intuird, el problema se
encuentra en la regién U C R”™ més que en la 1—forma w® que elegimos. En particular, nétese
que la curva (cerrada) I' C U no se puede “contraer” o “llevar” a un punto sin salirnos de la regién
U, es decir, U no es una region simplemente conexa.

Otro ejemplo que resultard bastante ilustrativo, es el siguiente. Sea, en cualquier R™ (con
n > 3), la 2—forma w® dada por

T2 T3

2 1 d

w\ = ro A drs + dxs A dx1 + dx1 A dxs
(0 + 2 +45)"" (03 + a3+ 23)"7 (o 03 403) "

que estd definida en U = R™\ {(z1,...,2,) € R" | 1 = 29 = 23 = 0}. Ya sea por un calculo directo,

o con base en los ejemplos 5.7 (cuarto inciso) y 4.26 (del capitulo cuatro), sabemos que d (w(z)) =
08,

Ahora, si tomamos la 2—variedad (o superficie) M C R™ (n > 3) parametrizada por la funcién
o: A=[0,27] x [0,7] C R? — R" definida como

o(u,v) = (rsen(v) cos(u), r sen(v) sen(u), r cos(v),0,...,0)

se tiene que M C U y con base en el ejemplo 4.13 del capitulo cuatro (o calculandola directamente)
podemos concluir que

/w(z)d’y =—4r #0

M
de tal manera que, ahora por el segundo inciso del ejemplo 5.16, podemos concluir que no existe
una 1—forma 7! definida en U tal que d (T(l)) = w®,

Como en el ejemplo anterior, al parecer el problema no estd en la 2—forma w(® sino en la regién

U sobre la cual estd definida. En particular, nétese ahora que la superficie (cerrada) M C U no
se puede “contraer” o “llevar” a un punto sin salirnos de la regién U, es decir, U no es una regién
doblemente conexa (de acuerdo con el término que usamos en la seccién 7 del capitulo cuatro).
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Para terminar con esta ilustrativa serie de contraejemplos, considérese el siguiente. Sea en R*
la 3—forma w® dada por

w® = Pdzy Adag A dzs + Qdas A das A deg + Rday A dzs A dag + Wdzy A das A daa

en donde
Py, g, 3,14) = ———————
(23 + 23 4 23 + 23)
1
Q($1,$2,$3,$4) = 5 5 5 o 2
(23 + 23 + 23 + 2%)
xs3
R($1,$2,$3,$4) = 9 9 9 2\ 2
(23 + 23 + 23 + 23)
y

(22 + 23 + 22 + 22)°

W(Ilfl, €r2,x3, IIJ‘4) =

que estd definida en U = R™\ {(0,0,0,0)}.
De acuerdo con el ultimo inciso del ejemplo 5.7, se tiene que

1) = (Z?Q 9P _OR W

8—;1;1 8—1‘4 8—3}3_6—3}2> dx1 A dxog A dxs A dxy

de donde, haciendo los respectivos célculos (jlos cuales se dejan al lector!), obtenemos que
d(w(g)) — 0¥
Por otra parte, si ahora tomamos la 3—variedad M C R* parametrizada por la funcién
o:A=[0,27] x [0,7] x [0,7] C R® — R?
dada por
o(u,v,w) = (rsen(w)sen(v) cos(u), r sen(w) sen(v) sen(u), r sen(w) cos(v), r cos(w))

se tiene que M C U y con base en el ejemplo 5.14 tenemos que

/w(g)da =212 #£0

M

de tal manera que ahora, por el tercer inciso del ejemplo 5.16, podemos concluir que no existe una
2—forma 7(?) definida en U tal que d (7(2)) =w®,

Como seguramente el lector ya intuye, por supuesto que el problema no est4 en la 3—forma w®)
sino en la regiéon U C R* sobre la cual estd definida. Como seguramente también el lector ya habra
notado, ahora lo que se puede observar es que la 3—variedad M C U (la cual es “cerrada”, dado
que es una “esfera” en R*) no se puede “contraer” o “llevar” a un punto sin salirse de la regién U
(;como llamaria el lector a las regiones U C R™ en las que este tipo de 3—variedades (“cerradas”)
se puedan “contraer” o “llevar” a un punto sin salirse de U?).

Después de esta serie de contraejemplos (y las observaciones que hemos hecho sobre ellos) se
vislumbra lo que sera el resultado més importante con relacién a las diferenciales exactas. Antes
de formularlo, describiremos de manera intuitiva algunos conceptos que serdn necesarios.
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El primero de ellos se refiere a las p—variedades parametrizadas que llamaremos “cerradas”.
Si una p—variedad M C R™ esta parametrizada por una funcién o : A C RP — R", diremos
que M es “cerrada” si o “pega” a los puntos de la frontera de A (Fr(A)), es decir, si para cada
& € Fr(A) existe y € Fr(A), § # &, tal que o(z) = o(y). Observe que este concepto abarca a
mas p—variedades que las que “geométricamente” parecen ser cerradas. Por ejemplo, un simple
segmento puede ser una 1—variedad cerrada (o curva cerrada) si lo recorremos de tal manera que
empecemos y terminemos en el mismo punto.

Otro concepto, sin duda muy relevante, se refiere a la caracterizacion de ciertas regiones
U C R". Dadap € {1,...,n — 1}, diremos que U es una regién p—conexa si las p—variedades
parametrizadas “cerradas” contenidas en U que sean tipo “esferas” de dimensién p (es decir,
p—variedades parametrizadas que estdn formadas por puntos cuya distancia a un punto fijo, es
constante), se pueden “contraer” o “llevar” a un punto sin salirse de U. De esta manera, las re-
giones 1—conexas seran aquellas a las que en el capitulo tres llamamos simplemente conexas, y las
2—conexas seran aquellas a las que en el capitulo cuatro llamamos doblemente conexas.

Con base en estos conceptos, ahora estamos en condiciones se establecer un teorema que nos da
condiciones suficientes para garantizar cuando una forma diferenciable es una diferencial exacta.

Teorema 5.17 Sean, p € {1,...,n— 1}, U C R™ una region k—conexa para toda k € {1,...,p},
y w® una p—forma diferenciable definida sobre U. Si d(w(p)) = 0Pt entonces existe TPV una
(p — 1)—forma diferenciable definida sobre U tal que d(7®=D) = ().

Como hicimos notar en los capitulos tres y cuatro, las regiones estrelladas son regiones simple-
mente conexas y doblemente conexas, y no es dificil convencerse de que también son p—conexas,
para cualquier p € {1,...,n — 1}. De este hecho, y del teorema anterior se desprende el siguiente
corolario, que sera el iltimo resultado de este texto.

Corolario 5.18 (Lema de Poincaré) 3 Sean, p € {1,...,n— 1}, U C R" una regién estrellada,
y w® una p—forma diferenciable definida sobre U. Si d(w(p)) = 0Pt entonces existe TPV una
(p — 1)—forma diferenciable definida sobre U tal que d(7®=D) = ().

3Jules Henri Poincaré (Nancy, Francia, 29 de abril de 1854 — Paris, 17 de julio de 1912), generalmente conocido
como Henri Poincaré, fue un prestigioso polimata: matematico, fisico, cientifico tedrico y filésofo de la ciencia, primo
del presidente de Francia Raymond Poincaré. Poincaré es descrito a menudo como el tltimo “universalista” (después
de Gauss) capaz de entender y contribuir en todos los dmbitos de la disciplina matemadtica. (fuente: Wikipedia).
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Apéndice A
El Teorema de Lebesgue

Como se menciono en el capitulo 1, el objetivo de este apéndice es probar el teorema de Lebesgue.
Para ello, antes serd necesario demostrar un par de resultados relacionados con los conjuntos de
medida de Lebesgue cero. Con este fin, daremos de nuevo la definiciéon de este tipo de conjuntos.

Definiciéon A.1 Sea A C R™ un conjunto acotado. A tiene medida de Lebesgue cero si para cada
€ > 0 existe una cantidad numerable de rectangulos {Rj};il en R" tales que:

1. AC U;il Rj
2. 32 m(Ry) <e

Es importante hacer notar la similitud que tiene esta definicién con la condicién que se vio
en el capitulo 1 y que resulto ser equivalente a que un conjunto fuera de medida de Jordan cero
(teorema 1.25). De hecho, a partir de este teorema es que podemos concluir ficilmente que todo
conjunto de medida de Jordan cero es, necesariamente, un conjunto de medida de Lebesgue cero
(y més adelante contaremos con la herramienta suficiente para mostrar que lo reciproco es falso).

Para continuar, el primer resultado que probaremos establece una condicién equivalente para
que un conjunto tenga medida de Lebesgue cero, y dice lo siguiente.

Proposiciéon A.2 Sea A C R" acotado. A tiene medida de Lebesque cero si y sdlo si para cada
o

e > 0 existe una cantidad numerable de rectingulos {R;} . tales que:
‘7:

1. AC U, int(R)), y
2. 32 m(R) <e

Dem. Supongamos que A C R" tiene medida de Lebesgue cero. Sean ¢ > 0y {Rj}(;il una
coleccién numerable de rectdngulos tal que A C (J52, R; y 372, m(R;) < ¢/2. Por el problema 2
del capitulo 1, sabemos que para cada rectangulo I; existe otro rectdngulo R;- tal que R; C int(R;)

. [o¢]
y m(R;) < m(R;) + £/27F! de tal forma que la coleccién de rectangulos {R;}
AUz, By € U int(R)), y

satisface que
7j=1
Zm(R;) < Z (m(Rj) + #)

j=1 j=1
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En cuanto a la suficiencia, su prueba es inmediata. |

Lo tdltimo que formularemos, previo a la prueba del Teorema de Lebesgue, es una serie de
condiciones bajo las cuales siempre obtenemos conjuntos de medida de Lebesgue cero.

Proposicion A.3

1. Si A C R" tiene medida de Lebesgue cero y B C A entonces B tiene medida de Lebesgue cero

2. Si {Ag}p2, es una coleccion de conjuntos de medida de Lebesque cero entonces A =|Jpeq Ak
tiene medida de Lebesque cero

3. Si A CR"™ es un conjunto a lo mds numerable entonces A tiene medida de Lebesque cero

Dem. La prueba del inciso 1 es inmedita de la definicién, razén por la cual empezaremos por la

prueba del inciso 2. Sea ¢ > 0y {Ay}r—; una coleccién de conjuntos de medida de Lebesgue cero;
o

sabemos entonces que, para cada k € N existe una coleccién numerable {ng)} de rectangulos
Jj=1

tales que Ay C U2, Rg-k) y

Zm (R;k)> < ;—k

J=1

Ahora, dado que la coleccién de rectangulos {ng) | 4,k € N} también es numerable! y que se
satisface que

A:DAk
k=1
COO GRY“)
k=1 \j=1
y
>\ (m) ) <X

concluimos que A es un conjunto de medida de Lebesgue cero.

En cuanto al inciso 3, sea A = {ay, | k € N}; si hacemos Ay = {a} para cada k € N, es claro que
cada conjunto Ay, tiene medida de Lebesgue cero y que A = [Ji2; A, de tal forma que por el inciso
anterior A tiene medida de Lebesgue cero. |

!Una manera de probar esta afirmacién es considerar la funcién f (k,j) = (25 — 1) 287, la cual es una biyeccién
de NxNen N
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Con base en el inciso 3 de esta ultima proposicién, es que podemos dar un ejemplo de un
conjunto que tiene medida de Lebesgue cero el cual ni siquiera es Jordan-medible. Un ejemplo es

el siguiente conjunto:
A= {(z,y) €[0,1] x [0,1] CR?|z,y €Q}

Que A es un conjunto de medida de Lebesgue cero se desprende del hecho de que A es un
conjunto numerable, y que A ni siquiera es Jordan-medible es una consecuencia del hecho de que
Fr(A)=[0,1] x [0,1] y la equivalencia entre los incisos 1 y 3 del teorema 1.24.

Una vez probados estos resultados, estamos en condiciones de probar el Teorema de Lebesgue
y sblo recordaremos que, si f : R C R" — R, Dy r denota al conjunto de puntos de R en los que f
no es continua, es decir

D¢r={% € R| f no es continua en &}

Teorema A.4 (de Lebesgue) Sea f: R C R" — R acotada. f es integrable sobre R si y solo si
Dy g tiene medida de Lebesque cero.

Dem. Sean M =sup{f (%) |z € R} y m =inf{f (2) | £ € R}; obsérvese que, si M = m entonces
f es una funcién constante y tanto la necesidad como la suficiencia de este teorema son inmedi-
atas. Supondremos entonces M — m > 0 y empezaremos por probar la suficiencia para lo cual,
recurriremos al teorema 1.11.

(<) Sea £ > 0; por la proposicién A.2 sabemos que existe una coleccién {Rj};.’il de rectdngulos
tales que Dy p C (32, int(R;) y

> 9
;m(RJ) < 2(M—m)

Hacemos C = R\Dy g; como C es el conjunto de puntos de R en que f es continua, para cada
& € C existe §; > 0 con la propiedad de que si g € Bs, (Z) N R entonces

€

(A1)

Consideremos ahora la familia de conjuntos
U ={int(R;) | j e N} U {Bgi/Q(ﬂAﬂ‘) |&eC}

la cual, se prueba facilmente, es una cubierta abierta de R; entonces, dado que R es compacto,
sabemos que existen ji,...,jr € Ny &1,...,2; € C tales que

R C [int(Rj,) U+ Uint(R;, )| U | By, /a(#1) U+ U By, jo(n)| (A.2)

Una vez que se obtuvo este nimero finito de rectdngulos de la coleccién original {R; };’il, estamos
en condiciones de dar la particién de R que se requiere en el teorema 1.11. Para empezar, para cada
i € {1,...,r} hacemos R, = RN Rj,; a continuacién, y procediendo como en la parte final de la
prueba del teorema 1.24, “extendemos” los “lados” de estos subrectangulos de R para obtener una
particion P’ de R (vedse nuevamente la figura 1.15 que ilustra este procedimiento en R?) y tomemos
Q € Pr un refinamiento de P’ tal que, si Q1,...,Qs son los subrectdngulos de R inducidos por
@, entonces la diagonal de cada uno de ellos es menor que §/2 (es decir, d(Q;) < §/2 para cada
ie{l,...,s}), en donde 6 = min{dz,,...,dz} > 0.

Mostraremos que () es una particién como la que estamos buscando. Para lograr esto, lo
primero que se debe notar es que si algin subrectangulo @; es tal que int(R}) N Q; # () para
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alguna k € {1,...,r}, entonces Q; C Rj,; en efecto, basta observar que esta misma propiedad
la satisfacen los subrectdngulos inducidos por P’ (que no escribimos para no perdernos con la
notacién) y recordar que todo subrectangulo inducido por @ esté contenido en algiin subrectangulo
inducido por P’ (serfa 1til leer nuevamente la discusién posterior a la definicién 1.3).

Con base en lo anterior, definimos

L ={ie{l,...,s} | Q; C Rj, paraalguna k € {1,...,7}}
e Iy ={1,...,s}\I1; obsérvese que, si i € I entonces int(Rj,) N Q; = ) para toda k € {1,...,r}.
Por otra parte, como 1 NIy =0 e I; Uly = {1,...,s}, se tiene que

s

5(£,Q)=5(f,Q) =D _(M; —mi)m(Q;)
=1
= > (M; = mi)m(Q) + Y (M; — ms)m(Q;)

i€l i€l

en donde M; =sup{f(2) |z € Q;} y m; =inf{f(2) | & € Q;} para cada i € {1,...,s}.
Lo siguiente que haremos serd mostrar que cada una de las sumas anteriores es menor que £/2.
Para la primera, tenemos que

D (M —mam(Qi) < (M —m)m(Q,)

1€lq 1€lq
< (M —m))_ m(R;,)
k=1
< (M =)
) (M —m)
_ =
S 2
Para la segunda, sabemos que para cada i € {1,...,s} existen Z,y € Q; tales que
L<f(§;) f(A)<m_|_L
" 8m(R) Y D)
de modo que
€
M’l - ) ) — 1 A.

Si ademés i € I, también sabemos que int(R;, ) N Q; = 0 para toda k € {1,...,r}, de tal forma
que, por la contencién dada en A.2, existe g € {1,...,l} tal que & € B(;jq/2(§;q) N R, de donde por

A.1, se tiene que
€

£ (2) = f(3g)] < s (R)

Por otra parte, como #,7 € @Q; entonces ||Z — g < d(Q;) < 6/2 < 63,/2 de modo que

(A.4)

19 = 2Zqll < 19— 2] + [|& — &4l
< (5@(1

es decir, también se tiene que §j € B(siq (Z4)N R de tal forma que por la misma desigualdad, sabemos

que
€

|f(9) — f(Zg)] < S (B)

(A.5)
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De las desigualdades A.4 y A.5 tenemos que

1f (@) = F@ <1 (&) = F(@)] + [f(Zg) — (D)
9
<

4m (R)

y por lo tanto, de A.3 obtenemos que

M; —m; < f(2)— f(9)+ 47716(3)
€
< om (R)

para toda i € I.
Con base en lo anterior, tenemos entonces que

> (M = mi)m(Qs) < 2mE(R) Zm(Qi)

i€l

de modo que

<€+€
2 2

=&

concluyendo con esto la prueba de que f es integrable sobre R.
(=) Supongamos ahora que f es integrable sobre R. Para cada k € N, definimos

1
Ey, = {ﬁ: € R | para toda 6 > 0 existe § € Bs(Z) N R tal que |f(2) — f(9)| > E}
De la definicién de este conjunto, se tiene que Ej C Dy g para toda k € N de modo que | J,~ By C
D¢ r. Reciprocamente, si & € Dy g, esto significa que existe ¢ > 0 tal que para toda 6 > 0 existe
7 € Bs(Z) N R tal que |f(Z) — f(g)| > €, de tal forma que si k € N es tal que € > 1/k entonces
& € Ej, de donde concluimos que Dy g C |Jp—; Ex y por lo tanto que

00
DﬁR = U Ey
k=1

Por tanto, por el inciso 2 de la proposicién A.3, para probar que Dy r es un conjunto de medida
de Lebesgue cero, sélo hara falta probar que para cada k € N, el conjunto Fj tiene medida de
Lebesgue cero.

Sean entonces k € Ny e > 0. Como f es integrable sobre R, sabemos que existe P € Pp tal
que

S(f.P)=S(f.P) < o
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Si Ry,...,Rs son los subrectdngulos de R inducidos por la particion P, definimos I; = {i €
{1,...,s} | int(R) NER # 0} e Iy ={1,...,s}\[1. Dadoque [ NI, =0 e UL, ={1,...,s}

tenemos entonces que

> (M —mi)m(Ri) + > (M; —mi)m(Ri) = > (M; — mi)m(R;)
1€l i€l =1
< £
2k
(en donde, como siempre, M; = sup{f (%) |z € R;} y m; = inf{f(2) | # € R;} para cada i €
{1,...,s}), y como cada una de las dos primeras sumas son nimeros no negativos, se tiene que

E (M; —m;)m(R;) < £
. 2k
i€l

Ahora, si i € I, sabemos que int(R;) N Ey # () y por lo tanto, si & € int(R;) N Ej, por el hecho
de que int(R;) es un abierto, existe 6 > 0 tal que Bs(Z) C R, y por la definicién de Ey, existe
9 € Bs(Z) N R tal que

R . 1
5@ - FG) > 5
Asi, dado que Z,y € R; entonces
1 . N
= <170 - £3)
< Mz —my
y por lo tanto
1
. > m(Ry) < (M; — mi)m(Ry)
1€lh 1€l
<&
2k
de donde -
1€lq

De esta ultima desigualdad, concluimos que la coleccién de rectangulos {R; | i € I;} es tal que la
suma de sus medidas es menor que £/2, s6lo que éstos no cubren necesariamente a todo el conjunto
Ey; los puntos de Ej que hace falta cubrir son aquellos que pertenecen a la frontera de algin R;,
con i € I, es decir, nos hace falta cubrir al conjunto

U (Brn Fr(Ry)) (A.6)
i€la

La buena noticia es que ExNFr(R;) C Fr(R;) y que la Fr(R;) es un conjunto de medida de Jordan
cero? y por lo tanto es de medida de Lebesgue cero. De esta forma, por el inciso 1 de la proposicién
A3, el conjunto Ey N Fr(R;) también es de medida de Lebesgue cero (para cada i € I). Asi, por

2Este hecho es una consecuecia del problema 19 y la equivalencia entre los incisos 1 y 3 del teorema 1.24, ambos
del capitulo 1
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el inciso 2 de la misma proposicién, el conjunto dado en A.6 también es de medida de Lebesgue
cero.

Por todo lo anterior, sabemos entonces que existe una coleccién {R;}]O’;l de rectangulos tales
que:

L Uien, (BN Fr(R;) c U2, R,y
2. % m(R)) < &

o0

de modo que la coleccién de rectangulos {R; | i € I1} U{R}32, es tal que:

L B € (Uier, B) U (Uien, (B 0 Fr(R)) € (Uier, R U (U R)) v
2. Y e, M) + 52 m(R) <5+ 5=¢

lo que demuestra que Ej. es un conjunto de medida de Lebesgue cero, y con lo cual termina la
prueba del teorema. |
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