Introduccion

Este texto trata sobre algunos de los distintos conceptos de integracién que existen para funciones
de varias variables, tema que constituye el niicleo central del curso de Célculo Diferencial e Integral
IV que se imparte en la Facultad de Ciencias de la Universidad Nacional Auténoma de México.

Dado que el curso de Célculo Diferencial e Integral IV es un curso de matematicas que forma
parte del tronco comun de materias de cuatro de las cinco licenciaturas que se ofrecen en la Fac-
ultad, el objetivo principal de este texto es el de exponer los conceptos y resultados matemaéticos
relacionados con el tema de la integral de funciones de varias variables.

En general, casi todos los conceptos que aqui se exponen se tratan de motivar a partir de
problemas especificos, la mayoria de ellos tomados de la fisica o de la geometria. De esta forma,
las definiciones de rotacional o de divergencia, se obtienen como resultado del intento de medir “la
rotacién producida” por un campo de fuerzas o “la expansién (o contraccién)” de un fluido. Una
vez hecho lo anterior, se camina hacia la obtencién de los resultados que reflejen las estructuras
matematicas subyacentes a estos conceptos.

Es importante mencionar que, aun cuando el objetivo es mantener un nivel de rigor y formalismo
matematico adecuado a lo largo de todo el texto, hay conceptos y resultados que se discuten en
términos puramente “intuitivos” en virtud del espacio y tiempo que habria que dedicarles a su
formalizacién. En este sentido, su definicién rigurosa y la prueba de algunos teoremas no se incluyen
en este texto y sélo se mencionan con la intencién de que el estudiante los conozca y tenga una
visién mas global del tema en cuestion.

Este texto estd dirigido a aquellos estudiantes que ya han pasado por los primeros tres cursos
de Caélculo de la Facultad, lo que significa que se parte del supuesto de que conocen y manejan
el Célculo diferencial e integral de funciones de una variable y el Célculo diferencial de funciones
de varias variables, ademds de los cursos bésicos de Geometria Analitica, Algebra Superior y un
primer curso de Algebra Lineal.

El texto estd organizado en cinco capitulos y a continuacién se da una somera y rapida des-
cripcién del contenido de cada uno de ellos.

En el primero se aborda el tema de la integral de Riemann para funciones de varias variables
y valores reales. Se hace la construccion formal de este concepto y después se usa para introducir
el de medida de Jordan de subconjuntos de R™. Una vez hecho lo anterior, se extiende el concepto
de integral de Riemann justo a los conjuntos Jordan-medibles.

El segundo capitulo se dedica al desarrollo de las herramientas que permiten el calculo de
integrales. Los resultados més importantes de este capitulo son el teorema de Fubini y el teorema
de Cambio de Variable, y es justo en el caso de este ultimo teorema, la primera vez que no se incluye
la prueba de un resultado. A cambio de ella, se hace un andlisis detallado de cémo se aplica este
teorema y su relacién con los diferentes sistemas coordenados que suelen usarse con mas frecuencia,
tanto en R? (polares) como en R? (cilindricas y esféricas). El capitulo concluye con una seccién
en la que se muestra cémo usar toda esta herramienta para obtener la masa de un objeto, y como
definir y calcular su centro de masa.



Introduccion

En el tercer capitulo se aborda el estudio de lo que tradicionalmente se concoce como Célculo
Vectorial. Comienza con el tema de la Integral de Linea, iniciando con una revisién del concepto
de curva y algunos temas relacionados con éstas, como el de longitud de curva. A continuacién, se
define la integral de linea de una funcién de valores reales (o campos escalares) a partir del problema
del calculo de la masa total de un alambre no homogéneo, y ademas de sus propiedades estrictamente
matematicas, se ve como este tipo de integrales también se pueden usar para el cdlculo de areas. En
la siguiente seccién, se introduce la integral de linea de una funcién de valores vectoriales (o campos
vectoriares) a partir del concepto de trabajo. Con base en este mismo concepto y el problema de
saber si éste depende de la curva (o trayectoria) que se siga, se aborda la cuestién de los campos
conservativos (o campos gradiente, su equivalente en términos matemadticos). Para abordar este
problema, en la siguiente seccién se desarrolla el concepto de rotacional y divergencia en el plano y
se deduce uno de los tres teoremas mas importantes del Céalculo Vectorial, el teorema de Green. En
la siguiente seccién se extiende el concepto de rotacional para campos en el espacio y se concluye
el capitulo con una seccién en la que se dan un par de teoremas que responden al problema de los
campos conservativos.

En el capitulo cuatro se aborda el tema de la Integral de Superficie, y se organiza de forma
similar al capitulo de la integral de linea. Comienza con la definicién de lo que se entenderd por
una superficie y se analizan algunas de sus principales caracteristicas. A continuacién, se define la
integral de superficie de una funcién de valores reales (o campos escalares) a partir del problema del
calculo de la masa total de una lamina no homogénea, y se dan algunas de las propiedades bésicas
de este concepto. En la siguiente seccion, se introduce la integral de superficie de una funcién de
valores vectoriales (o campos vectoriares) a partir del problema de encontrar una forma de medir
qué tanto se expande un fluido a través de una superficie. Dado que desde el capitulo tres ya
se cuenta con el concepto de rotacional en el espacio, y una vez que ya se definié la integral de
superficie de campos vectoriales, se tienen todos los elementos necesarios para abordar otro de los
teoremas mas importantes del Célculo Vectorial: el teorema de Stokes. Con base en este teorema,
se plantea el problema de determinar cudndo un campo vectorial es un campo solenoide, es decir,
cuando un campo vectorial coincide con ser el rotacional de otro campo. Con el fin de resolverlo,
en la siguiente seccién se introduce el concepto de divergencia de un campo vectorial y se presenta
el tercer teorema mas importante del Caculo Vectorial: el teorema de Gauss. Una vez hecho lo
anterior, en la 1ultima seccion de este capitulo se regresa al problema de los campos solenoides, y se
dan un par de teoremas que lo resuelven.

Finalmente, en el quinto capitulo se desarrolla de una manera mas descriptiva y menos formal,
el tema de las formas diferenciables. El objetivo principal de este capitulo es mostrar cémo el con-
cepto de forma diferenciable unifica los conceptos y resultados que se desarrollaron en los capitulos
anteriores. Comienza con la descripcion y definicién de las p—formas bésicas para después dar paso
a la de p—forma y lo que significa la derivada de esta clase de objetos, dando lugar al concepto
de forma diferenciable. Una vez hecho lo anterior, se muestra que el rotacional y la divergencia se
pueden ver como un caso particular de derivacion de ciertas p—formas y se ve que el problema de los
campos conservativos y los campos solenoides, son un caso particular de un problema maés general:
el problema de las diferenciales exactas. Con el fin de abordar este problema, en las siguientes
secciones se introduce el concepto de p—variedad parametrizada (como una generalizacién de los
de curva y superficie) y se define la integral de una p—forma sobre una p—variedad parametrizada,
mostrando que las integrales de linea y de superficie de campos vectoriales, se pueden ver como un
caso particular de este tipo de integral. Una vez que se cuenta con todo este material, se tiene todo
lo necesario para formular el que bien podria ser calificado como el teorema mas importante de
todo este texto, y que aqui se prefiere bautizar con el nombre de: “el Gran Teorema Fundamental
del Célculo” (y que en la literatura tradicional se le conoce con el nombre de teorema de Stokes).
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Después de mostrar que los teoremas de Green, Stokes y Gauss son casos particulares de este gran
teorema, en la ultima seccién se formulan un par de resultados que dan respuesta al problema de
las diferenciales exactas. Es importante mencionar que en este capitulo no se incluyé una lista
de problemas, en virtud de que su objetivo sdlo es el de proporcionar un panorama general de la
estructura matematica que subyace a todos estos temas.
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