Capitulo 1

Categorias asociadas a clases de
funciones

La meta de este capitulo es encontrar la relacién que guardan entre si los conceptos de correflexién y de fibracion.
Para ello se ha hallado conveniente considerar ciertas clases de funciones, llamadas 1-clases, y asociarles ciertas
subcategorias de Top que resultardan ser bicorreflexivas. En particular la clase de las F-fibraciones suprayectivas
resultard ser 1-clase y al considerar la subcategoria asociada correspondiente se tendrd asf la relacién buscada. La
maquinaria necesaria para lograr el propdésito de este capitulo consta de los conceptos de: producto fibrado, 0-clase,
1-clase y la descripcién de la subcategoria asociada a una 0-clase; asi como también se requiere el concepto de
E-fibracién.

1.1. Producto fibrado en Top

Ademads de los productos cartesianos y topolégicos para familias cualesquiera de conjuntos y de espacios topologi-
cos, se conoce otro extrano producto que ha sido llamado coproducto y que se vié en el capitulo primero.
Atn més raro es el llamado producto fibrado que en Top se define a través de la siguiente propiedad:

Definicién 1.1 Sea
fj ZAJ' —>A, j S {0,1}

una pareja de funciones continuas. Se dice una pareja de funciones continuas
ngWHAj,jE {071}

tiene la propiedad universal del producto fibrado con respecto a la pareja (f;) (0,1} st, conmutando el
diagrama:
diagrama

se tiene que para cualesquiera dos funciones continuas
a;: X — Aj, j€{0,1}

tales que
Joao = fran

existe una unica funcidn continua
f: X—=W

que haga conmutar los tridngulos indicados en el diagrama:
diagrama

En tal caso se hablard del diagrama (x) como de un cuadrado cartesiano (en Top) y de la pareja (g : W — Aj)je{o 1
como de un producto fibrado de la pareja (fj)je{o 1} (en Top).
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Observacién 1.1 Si (g;)jeqo,13 s un producto fibrado de una pareja (fj);jcq01y de funciones continuas, entonces
la pareja
(95 : W — Aj)je{og}
es una monofuente.!
Demostracién 1 En efecto, si h,k : X — W son funciones continuas tales que g;h = g;k, para toda j € {0,1},

entonces haciendo aj = g;h, para toda j € {0,1}, se tiene por la propiedad universal del producto fibrado que existe
una tinica funcion continua f : X — W tal que g; f = a;, para toda j € {0,1}, es decir, tal que conmuta el diagrama

diagrama

En consecuencia, h = k ya que ambas funciones satisfacen lo que esta funcion f que es tinica.4

Descripcién del producto fibrado en Top.

Proposicién 1.1 En Top cualesquiera dos funciones de codominio comin tienen un producto fibrado.

Demostracién 2 En efecto, si (f; : A; — A)je{o 1} €8 una pareja de funciones continuas y se restringen las proyec-
ciones (pj)je{o 1) del producto topoldgico
H Aj = AO X Al
je2
al conjunto
W= {((10,(11) € [[4;: folao) = f1 ((11)}2
je2
entonces conmuta el diagrama
diagrama

ysioj: X — Aj, j € {0,1} son dos funciones continuas tales que foog = fiou, por la propiedad universal del
producto topoldgico se tiene que existe una dnica funcion continua

X =114

je2
tal que para toda j € {0,1} conmuta el tridngulo
diagrama

Sea x € X; entonces f(z) es un elemento del producto [[A; cuyas componentes son pof (z) y p1f (x). Se puede
je2
escribir

? (z) = (p07 () 7171? (x))

Obsérvese, ahora, que este par ordenado es tal que

fo (p07 (x)) = foao (z) = froq (z) = f1 (plf (x))

Por lo tanto
para toda x € X, es decir,

Por lo tanto, se puede definir
fo X - W
x — f(=

)

1Véase definicién ?7.
2Si W = @ la proposicin tambin es cierta porque el cuadrado conmutativo en Top

[141141; 300°300] [ W* Ao A1 A; 0°D° fo* f1]

resulta ser cartesiano.
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y asequrar que f es una funcion continua tal que

(pj|W) f= 27
para toda j € {0,1} y es la unica con esta propiedad, ya que si
g: X—-W
es tal que
(pj|W) g=0qj
para toda j € {0,1}, entonces
g: X — J[4,
je2
z — g(2)
es tal que
Pig = qj
para toda j € {0,1}. Y por lo tanto _
g=1f. ¢
Por abuso del lenguaje, se dice que W es el producto fibrado de la pareja (fj){0 1)

Observacion 1.2 FEl producto fibrado también puede ser definido en Get mediante una propiedad universal y también
se puede probar (en forma exactamente andloga a la anterior) que todo par de funciones de codominio comin tiene
un producto fibrado en Get.

Observacién 1.3 Cuando en general (en Get, en Top, etcétera)

(gj W — Aj)je{og}
es un producto fibrado de la pareja
(fi+ A5 — A)je{o,l}
entonces se suele hablar del diagrama
diagrama

como de un cuadrado cartesiano (en Get, en Top, etcétera).

Observacion 1.4 Quizd el conjunto

W= {(ao,m) € [14;: folao) = f (al)}
JE2

empleado en la demostracion anterior, explica el nombre de producto fibrado de la pareja (fj){o,l}f obsérvese que W

es el producto de las fibras de las funciones fy y f1. Esto sugiere que el abuso de lenguaje mencionado arriba consiste
en llamar producto fibrado a lo que realmente es el producto de fibras de la pareja (fj){o 1}

Hasta aqui se ha hablado (en Top) de un producto fibrado para todo par de funciones continuas (f;) (0.1} de
codominio comiin. Enseguida se verd que un producto fibrado de (f;) (0.1} € esencialmente unico.

Proposicién 1.2 El producto fibrado W de (f; : A; — A)j c{0,1} €S dnico salvo homeomorfismos.

Demostraciéon 3 Se sabe que si
W= {(CLO;al) € [14;: folao) = f1 (al)}
jeJ

entonces el diagrama
diagrama



CAPITULO 1. CATEGORIAS ASOCIADAS A CLASES DE FUNCIONES 4

es un cuadrado cartesiano. Si W' e Top y g; : W — A; también dan lugar a un cuadrado cartesiano:
diagrama

entonces, aplicando en cada caso la propiedad universal del producto fibrado, se tiene que existen dos tunicas funciones
continuas

W —-Wyh:W—-W
tales que para toda j € {0,1}

9ih = pilw ¥ pilwh' = g;
En consecuencia se tiene que h'h es una funcion continua tal que para toda j € {0,1}

(pilw) (W'h) = [(pjlw) W' h = g;h = pjly

De acuerdo con la propiedad universal del producto fibrado existe una tunica funcion continua de W en W tal que

diagrama

Puesto que 1y y h'h son funciones con esta propiedad, sélo queda reconocer que

Wh =1y
Andlogamente,

hh' = 1y
Por lo tanto .

wew
Reciprocamente, supdngase que

diagrama

h
es una cuadrado cartesiano y que W' = W. Se probard que
diagrama

también es cartesiano. Sean
a; : X — A;, j€{0,1}

dos funciones continuas tales que

Joao = fion
Por la propiedad universal del producto fibrado se tiene que existe una unica funcion continua
f:X—-W
tal que
9;f = q;
para toda j € {0,1}. Considérese la composicion
xLws w

Entonces h=1f es continua y para toda j € {0,1} se tiene

(90) (W= f) = g5 (hh ™) f = g;f = o
De manera que se tiene el diagrama
diagrama

Ysig: X — W' es una funcion continua tal que para toda j € {0,1}

(gih) g = oy
entonces hg : X — W es una funcion continua tal que para toda j € {0,1}
gj (hg) = a;
Por la unicidad de f, es
f=nhg
de donde
g=h7'f

Por lo tanto, h™' f es la unica funcion con esta propiedad, como se queria probar.¢
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1.2. Definicién de 0-clase y de 1-clase
Definicién 1.2 Una 0-clase es cualquier clase de funciones continuas y suprayectivas.

Como ejemplos de 0-clases se pueden mencionar: a la clase de todas las retracciones, la de los cocientes, la de
los homeomorfismos, la clase de todas las funciones continuas y suprayectivas, a la que por cierto, se le llamaré la
0-clase maxima y se denotard por M, 4.

Cuando M sea una O-clase y f € M, se hablard de f como de una M-flecha.

Definicién 1.3 Una 0-clase M se llama 1-clase si para todo cuadrado cartesiano (producto fibrado) en Top,
diagrama
el hecho de tener f en M implica que g también pertenece a M.
Ejemplos de 1-clases.
Ejemplo 1.1 M4, es una 1-clase.
Demostracién 4 En efecto, si se tiene un cuadrado cartesiano en Top
diagrama
en el que [ es suprayectiva, entonces, sea x2 € Xo un punto arbitrario y apliquesele f’; entonces f'(x2) €Y, y puesto
que [ es suprayectiva, existe x1 € X1 tal que f(z1) = f' (z2) . Ahora, considérese un espacio singular {w} y definanse
las funciones:

a: {w} — X g: {w} — Xo
wo =Ty Y wo = T2

Entonces o y B son funciones continuas tales que
fa=fp
Como el cuadrado es cartesiano, existe una unica funcion continua
h:{w}— X

tal que ¢’'h = a y gh = B. En consecuencia, el punto h(w) es preimagen de xo bajo g. FEsto demuestra que g es
suprayectiva. Por lo tanto, ademds de ser M4, la mds grande 0-clase, también es la mds grande 1-clase y se llama
1-clase maxima.

Ejemplo 1.2 Como un sequndo ejemplo de 1-clase se tiene a la clase de las fibraciones suprayectivas de Hurewic?®.
Observacién 1.5 Fs obvio que la unién de 0-clases es una 0-clase.

Lema 1.1 La interseccion de 1-clases también es una 1-clase.

Demostracién 5 Sea (M;); una familia arbitraria de 1-clases y sea M = ﬂ M;; es claro que M es una 0-clase.
Considérese cualquier cuadrado cartesiano en Sop <

diagrama

tal que f € M. Entonces, f € M; para toda j € J; puesto que para toda j € J, M; es 1-clase, tenemos que g € Mj,
para toda j € J, por lo que g € M. Por lo tanto M es una 1-clase.4

Ya se vi6 que toda 0-clase estd contenida en la més grande 1-clase, M4, asi como también se ha probado que
la interseccién de 1-clases es I-clase. Esto permite la referencia a la I-clase minima M que contiene a una 0-clase
M arbitraria.

3Veéanse en el apéndice sobre fibraciones de Hurewicz la definicién ?? y la proposicién 4.
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1.3. 1-clase generada por una 0-clase M

Definicién 1.4 M denotard a la interseccion de todas las 1-clases que contienen a una 0-clase arbitraria M; se
hablard de M como de la 1-clase generada por la 0-clase M.

Enseguida se probard un lema que describe de manera precisa a los miembros de M.

Lema 1.2 Los elementos de M son precisamente aquellas funciones continuas f : X — Y para las cuales existen
cuadrados cartesianos en Top
diagrama

en los que f es un elemento de M.

Demostracién 6 Sea M’ la clase de funciones continuas y suprayectivas f' para las que existe un cuadrado carte-
siano en Top
diagrama

tal que f € M; entonces basta probar tres cosas:

(1) M C M

(i1) M’ es 1-clase

(#91) Si M" es 1-clase y M C M" entonces M’ C M".

Prueba de (7). Sea f € M; entonces f es continua y suprayectiva, y es cartesiano el cuadrado

1

X X
—

fl Lf
—

X X
1

Prueba de (i7). Considérese un cuadrado cartesiano en Top

diagrama

tal que f' € M'. Se requiere probar que g € M’, para lo cual a su vez hay que probar que existe un cuadrado
cartesiano en Top
diagrama

tal que g € M. Como f' € M’', existe un cuadrado cartesiano en Top
diagrama

tal que f € M. Juntando este ultimo cuadrado con el antepeniltimo, se tiene el diagrama conmutativo
diagrama

Se probard lo que se quiere demostrando que el cuadrado
diagrama

es cartesiano. Sean
a:W—-=X y pB:W-=W

funciones continuas tales que
fa=k(K'B)

que equivale al diagrama conmutativo
diagrama

. / . .
Haciendo ' = k'3, podemos ver el diagrama anterior como:
diagrama

Puesto que el cuadrado es cartesiano, existe una tinica funcion continua v : W — X' tal que ' =a y f'v = 3.
En particular, f'v =K' B, por lo que se tiene el diagrama conmutativo

diagrama
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y, por ser cartesiano, existe una unica vy : W — V' tal que W'y =~" y ¢'v = B; diagramaticalmente:
diagrama

Por lo tanto h(h'y) = hy' = a, es decir,
diagrama

Esto prueba que M’ es 1-clase.
Prueba de (iii). Sea M" una 1-clase tal que M C M" y sea f' un elemento de M'; entonces existe un cuadrado
cartesiano en Fop

diagrama

en el que f € M; entonces f € M" que es 1-clase y, por lo tanto también f' € M". Por lo tanto M’ C M". Esto
prueba que M’ es la 1-clase generada por M.4

1.4. Subcategoria asociada a una 0-clase

Se dijo que por subcategoria de Top se estd pensando en cualquier familia de espacios topdlégicos que sea cerrada
bajo homeomorfismos; haber adoptado esta concepcién ha permitido desarrollar este trabajo hasta esta parte. Ahora
se hace necesario comentar que concebir asf la idea de subcategoria de Top no cuadra con el concepto que suele hallarse
en la literatura con este nombre. Para comprender a plenitud el concepto de subcategoria de Top seria necesario
entender qué significa ser subcategoria de una categoria, lo cual requiere, obviamente, conocer el concepto formal de
una categoria. Sin embargo para comprender las ideas y los razonamientos que siguen puede prescindirse totalmente
de esta definicion; basta decir que una categoria es una coleccién de objetos y morfismos sujetos a satisfacer tres
propiedades axiomdticas que son las que definen una categoria. Top es una categoria porque la coleccién de objetos
(los espacios topolégicos) y de morfismos (las funciones continuas) que la forman satisfacen los tres axiomas de la
definicién de categorfa. Una subcategoria A de cierta categoria K es, primero que otra cosa, una categoria; para ser
subcategoria, esta categoria debe satisfacer dos condiciones:

(1) Todo A-objeto es un K-objeto; es decir, al denotar por |A| a la clase de los objetos miembros de A, y por |[K| a
la de los de K, debe tenerse
4] C K|

(#4) Todo A-morfismo debe ser un K-morfismo; es decir, al denotar mediante A (A, As) al conjunto de A-morfismos
de dominio A; € |A| y de codominio A € |A|, y por K (A;, A3) al correspondiente conjunto de K-morfismos, debe
tenerse

A(Ay,Ay) C K (A, Ay)

cualesquiera que sean los A-objetos Ay y As.

Desde este punto de vista, una subcategoria A de Top es una categoria cuyos objetos son espacios topoldgicos
y cuyos morfismos son funciones continuas. Como se ve, no aparece aqui la condicidn de que A tenga que ser
cerrada bajo homeomorfismos; en realidad ésta es una propiedad que al satisfacerla una subcategoria de Top, da a
decir de ella que es una subcategoria repleta. También se ve que no hizo falta saber nada de esto para haber
comprendido todo lo anterior; sin embargo; si es importante para entender lo que sigue. También hay que saber que
la condicién de membresia de una funcién continua f para considerarla un A-morfismo de cierta subcategoria A de
Top, puede ajustarse a cierta propiedad adicional (por ejemplo, el ser una aplicacién cociente); se entiende que al
haber tal propiedad en la definicién de los morfismos de A, no toda funcién continua entre los espacios miembros de
A es necesariamente un morfismo de A, sino solamente aquellas que satisfacen tal propiedad. Cuando tal propiedad
caracteristica se reduce a ser la simple continuidad de los morfismos, es decir, cuando toda funcion continua entre
A-espacios es un morfismo de A, se dice que A es una subcategoria plena de Top.

En lo que respecta a 0-clases, se puede probar que siendo M una 0-clase arbitraria, entonces la clase A(M) que
consta de:

() todos aquellos espacios topoldgicos A que al figurar como codominios de elementos de M, tales elementos resultan
cocientes; y

(79) todas las posibles funciones continuas entre tales espacios,

es una subcategoria de Top.

Segun se lee en (ii), A(M) es una subcategoria plena por definicién; en vista de ello, para describirla en cualquier
caso especifico (a partir de alguna 0-clase particular), bastard contar con una caracterizacién de sus espacios miem-
bros, porque entonces los A(M)-morfismos son todas las funciones continuas entre los espacios caracterizados. Por
lo tanto, en términos generales

AM)={AecZop:(f: X - A) €M = f es cociente}
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donde X es cualquier espacio topolégico.? En adelante se hablard de A(M) como de la subcategoria asociada a
la 0-clase M.

Observacién 1.6 Siguiendo este método no siempre queda asociada a toda 0-clase M una subcategoria repleta de

Top.

Demostracion 7 Un ejemplo que lo prueba es el siguiente. Sean ¢ : X — A una aplicacion cociente y sea B un
espacio topoldgico homeomorfo a A; sea f:Y — B continua y suprayectiva pero no un cociente y definase la 0-clase
M como M = {c, f}; entonces

AcAM) 'y BZAM)

¢

Proposicién 1.3 Si M es una 1-clase, entonces A(M) es una subcategoria repleta de Top.

Demostracién 8 Sean, A € A(M) y B € Top tal que A é B; sig:Y — B es una M-flecha, se tiene que g y h
son funciones continuas de codominio comin por lo que puede considerarse su producto fibrado® (h,q) de la pareja
(h, g); entonces el diagrama conmutativo en Top

diagrama

es un cuadrado cartesiano. Como M es una 1-clase y g € M entonces g € M, y al tener A € A(M), g debe ser
necesariamente un cociente. Por lo tanto si f : B — Z es una funcion tal que la composicion fg es continua, entonces
también

fgh = fhg
es continua, como hg es un cociente, (pues es composicion de cocientes), resulta que f es continua. Por lo tanto g
es un cociente. Por lo tanto B € A(M). Por lo tanto A(M) es subcategoria repleta de Top.4

Ejemplos de subcategorias asociadas a 0-clases.

Ejemplo 1.3 Si M es la clase de todos los homeomorfismos, entonces dado cualquier A € Top y dado cualquier
homeomorfismo f : X — A se tiene que f es un cociente. Por lo tanto A(M) = Top.

Ejemplo 1.4 Si M es la clase de todas las retracciones, entonces M es una 0-clase y para cualquier A € Top,
cualquier retraccion r : X — A es un cocientes. Es decir, A(M) = Top.

Ejemplo 1.5 Sea A una subcategoria bicorreflexiva de Top y sea M la clase de todas las A-correflexiones; entonces
A(M) = A

Demostracion 9 En efecto, M es una 0-clase pues segin se vié en el teorema 77, teniendo A elementos no vacios,
todas las A-correflexiones son biyecciones continuas. Ademds A C A(M) ya que si A € A, entonces el homeomorfismo
14 es una A-correflexion, y sic: X — A es otra A-correflexion de A (obviamente ¢ € M y tiene codominio A) existe
un homeomorfismo h : A — X tal que ch = 14; es decir, ¢ también es un homeomorfismo y, por consiguiente, es un
cociente. Esto prueba que A € A(M). Reciprocamente, si A € A(M), entonces toda A-correflexion de A, ¢c: X — A,
es un cociente. Como X € A y A es cerrada bajo la formacion de cocientes, se tiene que A € A. Esto aunado a lo
anterior prueba que A(M) = A.¢

Ejemplo 1.6 Si M = () entonces para toda A € Top es verdadera la implicacion:
(f: X = A)e M= f es cociente
Por lo que M es una 0-clase tal que A(M) = Top.

Observacién 1.7 Obsérvese que si M y M’ son 0-clases tales que M C M’ entonces A(M') C A(M).

4Noétese que
{B € %op:Vfe M,cod(f)# B}
siempre es una subclase de A (M).
5Veéase la proposicién 1.1
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En efecto, si A € A(M') y f : X — A es un elemento de M, entonces f € M’ y, consecuentemente, f es un
cociente. Por lo tanto A € A(M).4

Nétese que A(M) nunca es ni vacia ni aquella cuyo tnico miembro es el vacio, porque si M es cualquier 0-clase
entonces M C M4, y por la observacién anterior A (M,4.) € A(M), pero A (M4.) # 0. (De hecho D C A (Mn44)

)

La observacién 1.7 permite afirmar que al ser (1/;) ; una familia de 0-clases, entonces, como
.N@~§ LJA45,V7 eJ,
jeJ
se tiene que

A ( U Mj> C A (M;), para toda j € J.
jeJ

y por consiguiente
A(UMJ> < N A (M)
jeJ jed

Reciprocamente, si
Ae NAM)
jeJ

y f:X — Aes un elemento de |J Mj, entonces existe jo € J tal que f € Mj,; y como para toda j € J A € A (M;),

jeJ
en particular se tiene que
Afzfi(ﬂﬁb)
por lo que f es un cociente. En consecuencia, A € A ( UM j> . Ha quedado probada una afirmacién que sélo resta
jeJ
enunciar:
Lema 1.3

A(U%‘)Z NAMD;) ¢

jeJ jeJ
La propiedad de ser 1-clase tiene una relacién muy estrecha con la correflexividad; para saber cudl es el tipo de

relacién que guardan, primero se veran los dos resultados siguientes.

Lema 1.4 Si (B;); es una particion de un conjunto Y y f: X — Y es una funcion suprayectiva, entonces siendo
Aj = f7HBj), j € J, se tendrd que (A;); es una particion de X.

Demostracién 10 Se tiene que

Uas=Ur's)={Us | =" =x

j€J j€J jeJ

Debido a la suprayectividad de f tenemos que para cualquier j € J y cualquier b € B;, existe v € X tal que f(x) = b.
Por lo tanto, A; # &, para toda j € J. Finalmente, si para j,k € J con j # k se tiene que v € A; N Ay, entonces
z e [f7H(B;)N f1(Bxr)] = f~1(B; N By). Por lo tanto f (z) € B; N ByV. Esto prueba que (A;); es una particion
de X .4

Proposicién 1.4 Si (4;); es una familia ajena de espacios topoldgicos no vacios y

f(Xr) = 14
jeJ
es una funcion continua y suprayectiva, entonces, siendo X; = f1(A;) y 75 = Tlx,. se tiene que (X,7) =

H(XJ'?Tj)-

JjeJ
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Demostracién 11 Por el lema anterior se tiene que (X;); es una particion de X ; por lo tanto el sumidero (carte-
siano) de inclusiones (1; : X; — X) ; es un coproducto cartesiano de la familia (X;) ;. Por otro lado, debido a la
continuidad de f y al hecho de que Aj es abierto en [[ A;, para toda j € J, resulta que X; € 7, Vj € J; final-
=
mente puesto que T; = 7'|XJ_, Vi € J, estin dadas lasjcondiciones que permiten aplicar el resultado establecido en
la proposicion 7?7 y asegurar que: T es la topologia final para X correspondiente a (7;); y a (t;);, y por lo tanto el
sumidero
(0 (X,75) = (X,7)),

es un coproducto topoldgico, es decir, (X,7) = [[ (X;,7;) .4
jeJ

Ahora si, ya se puede ver qué relacién guardan las 1-clases con la subcategorias correflexivas.

1.5. 1-clases y Correflexividad
Teorema 1.1 Si M es una 1-clase, entonces A(M) es una subcategoria bicorreflexiva de Top.

Demostracién 12 Se probardn las siguientes afirmaciones:

(1) A(M) estd cerrada bajo la formacion de coproductos;

(1) A(M) estd cerrada bajo la formacidn de cocientes.

(i) Sea (Aj); una familia arbitraria de A(M)-espacios no vacios y supdngase que

feX = 14

je€J

es una M-flecha. Para cada j € J sea

Debido a la proposicion anterior se tiene que
X=11X;
jeJ
y si para cada j € J, hacemos f; = f|§§ y ademds v; : Xj — X yn;: Aj — [T A; son las respectivas inclusiones
jeJ
entonces para toda j € J el diagrama conmutativo

diagrama

es un cuadrado cartesiano en Top, ya que si oy W — X y B, W — Aj, son funciones continuas tales que
Jaj; = 77_]'6 j
o diagramaticalmente
diagrama

entonces se tiene que fo;(W) C Aj porque n;3;(W) C Aj; en consecuencia
o (W) € F7H(4)) = X;

por lo que es posible considerar la restriccion oj|™’y hacer 7, tgual a tal restriccion’, lo cual da lugar al diagrama
conmutativo:
diagrama

Ysid;: W — X; fuera otra funcidn continua que también hiciera conmutar ol diagrama, se tendria en particular
para toda w € W que
0j(w) = 16 (w) = a;(w) ,

0 sea que coincidiria con aj|Xj . Por lo tanto el cuadrado es cartesiano. Como f € M y M es una 1-clase resulta
que (f; : X; — A;) € M, para toda j € J. Y a consecuencia de que los A; son A(M)-espacios no vacios, todas las

TRecuérdese que si f : A — B es cualquier funcién y A’ C A, B’ C By f(A’) C B, entonces se puede definir la restricciéon f\f,l como
B/
flar (@) = f(a), Ya € A"
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fj son cocientes; esto implica que f también es un cociente (lema 2.3). En efecto, si se supone que g : [[Aj — Z
jeJ

es una funcion tal que gf es continua, entonces para toda j € J se tiene la continuidad de gfi; = gnjfjj, de lo cual

se sigue que también gn; es continua para toda j € J (pues f; es cociente); y puesto que es final el sumidero (nj)J,

resulta la continuidad de g, que es a lo que se queria llegar. Por lo tanto, [[ A; € A(M) y queda probado que A (M)

estd cerrada bajo la formacion de coproductos.

(i) Sean A € A(M) yp: A— X un cociente arbitrario. Se quiere probar que X también estd en A(M). Supéngase

que f:Y — X es una M-flecha. Considérese el producto fibrado (P, f) de p y f, es decir supdngase que el diagrama
diagrama

es un cuadrado cartesiano. Como M es una 1-clase y f € M, entonces también f € M y por consiguiente es un
cociente. En consecuencia, si g : X — Z es una funcién tal que la composicion gf es continua también resulta
continua la composicion gfp = gpf. Pero pf es un cociente; luego, g es continua y por lo tanto, f también es un
cociente. Por lo tanto, X € A(M). Esto demuestra que A(M) es una subcategoria bicorreflexiva de Top.4

También es vdlido el reciproco del teorema anterior, es decir: toda subcategoria bicorreflexiva de Top es de la
forma A (M), donde M es una I-clase. En el ejemplo 1.5 anterior se mostré que si A es una subcategoria bicorreflexiva
de Top y M es la 0-clase de las A-correflexiones, entonces A = A(M). Pues bien, esto lleva a la siguiente:

Proposicién 1.5 Si A es bicorreflexiva en Top y M es la 1-clase generada por la clase de las A-correflexiones,
entonces A = A(M).

Demostracién 13 Sea M la clase de las A-correflexiones y sea M la 1-clase generada por M. Puesto que McM,
se tiene por la observacion 1.7, que A(M) C A(M) = A. Ahora sea A€ A y sea f: X — A un elemento de M. Mas
arriba, en el lema 1.2, quedaron descritos los elementos de la 1-clase generada por una 0-clase arbitraria; de ahi que
para f exista un cuadrado cartesiano

diagrama

donde ' es una A-correflexion de A’ es decir, f' € M. Puesto que A € A, existe una tnica g : A — X' continua y
tal que f'g = v. Entonces conmuta el diagrama
diagrama

Puesto que el cuadrado es cartesiano, existe una tnica h : A — X continua tal que uh = g y fh = 14, entonces
h es seccion de f y por lo tanto f es una cociente. Esto prueba que A C A(M), con lo que la proposicion queda
demostrada. 4

Como corolario del teorema anterior se tiene el siguiente resultado.

Corolario 1.1 Para una 1-clase M arbitraria, si A = A(M) y si M’ es la clase de las A-correflexiones, entonces
A=AM UM).

Demostracién 14 En efecto, por el lema 1.3
AM UM)=AMYNAM)=ANA=A ¢
En la seccién que sigue, se verd que hay un tipo muy especial de I-clases que surge a raiz de los siguientes
conceptos.
1.6. 1-clases de E-fibraciones suprayectivas

Definiciéon de E-fibracién.

Definicién 1.5 Se dice que una funcién continua
f: X—>Y

tiene la propiedad de levantamiento de homotopias respecto a un espacio topoldgico Z si dado un
diagrama conmutativo de funciones continuas:
diagrama
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en el que para toda z € Z ho(z) = (2,0), eziste una funcién continua
H:ZxI—X
que hace conmutar los tridngulos que determina en el diagrama
diagrama

En este caso se dice que H es un levantamiento de H que empieza con g. Ademds, si E es una clase no vacia de
espacios topoldgicos, f se llama una E-fibracion si f tiene la propiedad de levantamiento de homotopias respecto
a todo espacio miembro de la clase E, es decir, si dados cualesquiera Z € E, una funcién continua g : Z — X y una
homotopia

H:ZxI-—>Y

que empieza con fg, existe una elevacion H:ZxI—X que empieza en g, es decir tal que fﬁ =Hy ﬁ(z,()) =
9(2),¥z € Z.

La clase de las E-fibraciones suprayectivas es 1-clase.

Proposicién 1.6 Sea E cualquier clase no vacia de espacios topoldgicos y sea Mg la clase de las E-fibraciones
suprayectivas. Entonces Mg es una 1-clase.

Demostraciéon 15 La prueba de que Mg es 0-clase resulta obvia, pues sus elementos son funciones continuas y
suprayectivas. Se quiere probar que Mg es 1-clase, es decir, hay que ver que si el cuadrado conmutativo

diagrama

es cartesiano, entonces f € Mg implica que f' € Mg (esto es, que f' es una E-fibracion suprayectiva). Primero se
verd que f' es E-fibracion; para ello témese un X € E arbitrario, y supdngase que conmuta el siguiente diagrama

diagrama
Al suponer que estos dos cuadrados son conmutativos, también conmuta el diagrama
diagrama

Como por hipdtesis f es E-fibracion, existe H:X xI—Y continua tal que conmuta el diagramas:

diagrama
En particular se tiene del tridngulo inferior que _

fH=hH
0 equivalentemente, es conmutativo el diagrama

diagrama

y como el cuadrado es cartesiano, existe una Unica funcidn continua
f[ X xI—Z
que hace conmutar a los tridngulos que determina en el diagrama
diagrama
Ahora obsérvese que las funciones continuas
E[h()ZX—>Z y 9g:X—=Z

son tales que N N
f'Hho=Hho=f'g y W Hho=Hhy="Hg
Esto implica que B
ﬁho =g
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ya que, de acueqio con la observacion 1.1, la pareja (f',h') es una monofuente. Por lo tanto H puede levantarse a

una homotopia H que empieza en g, es decir, tal que
ffH=H y Hhy=yg

o sea que se tiene el diagrama
diagrama

Por lo tanto [’ tiene la propiedad de levantamiento de homotopia con respecto a todo espacio topoldgico X € E. Por
lo tanto f' es una E-fibracion. Solo falta ver que f’ es suprayectiva, pero la demostracion es completamente andloga
a la prueba del ejemplo 1.1. 4

Definicién 1.6 La funcién f/ anterior se llama E-fibracion inducida por [ a través de h.

Como consecuencia de la proposicién anterior y del teorema 1.1 se tiene que la subcategoria de Top asociada a
cualquier clase Mg de E-fibraciones suprayectivas es bicorreflexiva; para no cargar la notacién se escribird Ap en
lugar de A (Mpg) al denotarla.

Se ha cumplido pues con el propésito de este capitulo. Como casos particulares de Ag estdn los siguientes:

Subcategorias correflexivas que resultan de subcategorias asociadas a clases de F-fibraciones suprayec-
tivas.

(1) Cuando F es la clase de todos los espacios topoldgicos, las E-fibraciones reciben el nombre de fibraciones de
Hurewicz; debido a esto, la subcategoria asociada a la clase de las fibraciones suprayectivas de Hurewicz
se denotard como A4, ; sus elementos son aquellos espacios B que siempre que figuran como codominios de fibraciones
suprayectivas de Hurewicz es que tales fibraciones son cocientes.

(2) Ag, donde S es la clase de los espacios homeomorfos a los cubos I™,n € N. En este caso las S-fibraciones se llaman
fibraciones de Serre, por lo que Ag (la subcategoria de Top asociada a las S-fibraciones suprayectivas)
es la categoria de los espacios B que siempre que figuran como codominios de fibraciones suprayectivas de Serre es
que tales fibraciones resultan cocientes.

(3) Recuérdese que un espacio X es contréctil si la funcién 1x es homotépica a una constante.® Se denotara por C’ a
la clase de los espacios contréctiles; las C’'-fibraciones no reciben ningin nombre especifico. También serd objeto de
este estudio la subcategoria correflexiva A, asociada a la clase de las C’-fibraciones suprayectivas.

Lo que sigue es un analisis de estas categorias y de alginas relaciones que hay entre ellas.

8Los matemdticos de habla castellana que comenzaron a verter a esta lengua el tema de la homotopia cometieron el error de tra-
ducir barbaramente contractible como contrible (palabra inexistente en espatniol hasta entonces). Una lamentable consecuencia es que el
matemadtico hispanoparlante contemporaneo se halle ante la disyuntiva de tener que recurrir este barbarismo que, por torpeza e ignoran-
cia, entronizaron sus colegas antecesores, o bien, rectificar la diccién empleando la palabra contdctil (existente desde antano en nuestro
léxico), a despecho de que parezca que se presenta un concepto nuevo. En este trabajo se ha preferido optar por esta dltima via.



