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Abstract

A partir de trabajos publicados en las dos primeras décadas de la segunda mitad del siglo XX (como
las Concrete categories de A.G. Kurosh o las Catégories et Structures de Ch. Ehresmann) surgié una
exposiciéon no tradicional de la Teoria de las Categorias fincada en la idea de concrecién relativa a
una categorfa base X, la cual viene dada por un funtor fiel U : K — X, siendo K una categoria
arbitraria. Entonces se habla de la pareja (K,U) como de una categorfa concreta de X-objetos; cuando
X = Set, (K,U) es una categorfa concreta de conjuntos estructurados. Ejemplos de éstas son: Grd, Sgr,
Mon, Grp, Rng, Fld, por mencionar algunas de las algebrdicas. En la década del 70 distintos trabajos
destacaron la importancia de las categorfas concretas topoldgicas de conjuntos estructurados (cctee), (v.
gr. Topological structures de H. Herrlich) dos de cuyos ejemplos son Gra y Top. Los objetivos que se
alcanzan en el presente articulo conciernen tanto a las cctce propiamente fibradas (definidas en K.21),
como al estudio de las subcategorias epirreflexivas de las cctce.

Sea K una categoria concreta, es decir, existe un funtor fiel
U: K — Get

Entonces, cada K-objeto es una pareja (X, &), donde X = U (X,¢) se llama conjunto subyacente del
K-objeto (X&) y € es una K-estructura de X que se llama K-estructura subyacente del K-objeto
(X, €). Para dos K-objetos (X,€) v (Y,n) se tiene que U define una aplicacién inyectiva

K((X,§),(Y,n) — Get (X,Y)

Si identificamos al conjunto de K-morfismos K ((X,¢),(Y,n)) con su imagen segin U, podemos decir
que K ((X,€),(Y,n)) es un conjunto de funciones de X en Y que satisface las condiciones:

(M;) Para cada K-objeto (X, §) la funcién 1x : (X,&) — (X, &) es un K-morfismo y coincide con 1(x ).

(Mz) Si

f(X—=mn) vy g:(Yn)— (20
son K-morfismos, entonces gf : (X, &) — (Z,() es un K-morfismo.

K.1 Definicion. Sean, K una categorfa concreta, X un conjunto, (Y;,7;); una familia de K-objetos
donde I es una clase que no necesariamente es un conjunto, (f; : X — Y;); una familia de funciones. Una
K-estructura ¢ de X es inicial respecto a (X, (f;);, (Yi,n;);) si se satisfacen las dos condiciones siguientes:

(1) Paratoda i€ I, f; : (X,§) — (Yi,n;) es un K-morfismo.

(2) Si (W,w) es un K-objeto y g : W — X es una funcién tal que para toda ¢ € I la composicién
fig : W,w) — (Y;,n;) es un K-morfismo, entonces g : (W, w) — (X,&) es un K-morfismo.

K.1.1 Lema. Sea K una categoria concreta. Si £ es una K-estructura de X que es inicial respecto a
(X, (f));, Yiym;) ;) v € es otra K-estructura de X tal que

1XI(X,€)—>(X,£I) y 1X3(X,£I)—>(X,£)



son K-morfismos, entonces también & es inicial respecto a (X, (fi);, (Y, m:);)-
Demostracion. Obsérvese que

1 fi fi
de donde, para toda i € I,
(X&) & (Vimy)
es un K-morfismo y se cumple K.1.(1). Si (W,w) es un K-objeto y g : W — X es una funcién tales que,

para toda ¢ € I, fg: (W,w) — (Yi,n,;) es un K-morfismo, entonces, por K.1.(2), g : (W,w) — (X,£) es un
K-morfismo, de modo que
(Ww) & (X,€) = (Ww) & (X, = (X,¢)

es un K-morfismo y se cumple K.1.(2).

K .2 Definiciones. Sea K una categoria concreta.

(1) Si son, Y un conjunto, (Xj;,&;); una familia de K-objetos, (f; : X; — Y); una familia de funciones,
entonces una K-estructura n de Y es final respecto a ((X;,§;);,(fi);,Y) si se satisfacen las dos condiciones
siguientes:

(a) Para toda i € I, f; : (X;,€;) — (Y,n) es un K-morfismo.
(b) Si (Z,¢) es un K-objetoy g: Y — Z es una funcion tal que para toda i € I la composicién

gfi (Xi,§;) — (Z,0)

es un K-morfismo, entonces g : (Y,n) — (Z,¢) es un K-morfismo.

(2) Un K-morfismo f : (X,£) — (Y,n) es una inmersion si f es inyectiva y £ es inicial respecto a
(X, f,(Y.n)).

(3) Un K-morfismo f : (X,&) — (Y,n) es un cociente si f es suprayectiva y 7 es final respecto a

(X,8), f,Y).
K.2.1 Lema. Casi dual de K.1.1. -

K .3 Definicion. Una categoria concreta K es topolégica si para cualquier conjunto X, cualquier familia
(Yi,n;); de K-objetos y cualquier familia de funciones (f; : X — Y;);, existe una K-estructura £ en X que
es inicial respecto a (X, (fi);, (Y, m:))-

K./ Teorema. Cualquier categoria concreta topoldgica K es cotopoldgica; es decir: Si Y es un conjunto,
(X;,&;); es una familia de K-objetos y (f; : X; — Y'); es una familia de funciones, entonces existe una K-
estructura 7 en Y que es final respecto a ((X4,&;),, (fi);,Y).

Demostracion. Sea (nj)J la familia de K-estructuras en Y tales que, para todo i € I, f; : (X;,&;) —

(Y, nj) es un K-morfismo. Consideremos la familia de funciones (1y);; puesto que K es topolégica, existe

una K-estructura n en Y que es inicial respecto a (Y, (1y),, (Y, nj)J> y por K.1(1), para toda j € J,

ly : (Y,n) — (K 77j)

es un K-morfismo. Por definicién de la familia (nj) para toda i € I la funcién f; : X; — Y es tal que,

para toda j € J, la composicién

J?

ly o fi : (X4,&) — (Y7 77]')

es un K-morfismo, de donde, por K.1(2), para toda i € I, f; : (X;,&;) — (Y,n) es un K-morfismo, y se
cumple K.2(1)(a). Sean, (Z,¢) un K-objetoy g:Y — Z una funcién, tales que para toda i € I

gfi (Xi,§;) — (Z,0)



es un K-morfismo. Denotemos por 7, a la K-estructura en Y que es inicial respecto a (Y, g,(Z,()); entonces,
para toda i € I, la funcién f; : X; — Y es tal que

9fi  (Xi,&) — (Z,¢)
es un K-morfismo. Por K.1(2), para toda i € I,

es un K-morfismo; en consecuencia, 7, € (nj) 7 Vs por lo tanto,

1Y : (Y7 77) - (K ng)
es un K-morfismo. Pero, por K.1(1),

g:(Y,n,) = (Z,0)
es un K-morfismo; entonces, por (M), también la composicién

g=goly:(Y,n) — (Z)

es un K-morfismo, y se satisface K.2(b). En consecuencia, n es una K-estructura final respecto a
((X’Hé-z)lv(fl)jvy) 0

K .5 Teorema. Sean, K una categoria concreta topoldgica, U : K — Get el funtor que olviday D : I — K
un funtor con I pequenia. Si para toda i € I es D (i) = (X;,&,) y

(0;: X — X;);  es limUD (en Get)

entonces
0; 1 (X,6) — (X4,&,)); =lim D

donde & es una K-estructura en X inicial respecto a (X, (6;);,(X;,&;);). En particular, K es completa.
Demostracion. Sea (X,0) =limUD en la categoria Get. Entonces

0:X—-UD

es una transformacién natural del funtor constante de valor X de I en Get. Para cualquier transformacién
natural ¢ : Y — UD existe una tnica funcién f : Y — X tal que 0f = 1. Sea £ una K-estructura en X
inicial respecto a (X, (0;);,(X;,&;);). Por K.1(1), para toda i € I,

0i: (X,6) = (X3, )
es un K-morfismo. Si m : i — j es un I-morfismo, se tiene
UDmb; = 0,
como funciones de X en Xj; entonces, la igualdad es vélida como K-morfismos (porque U es fiel); es decir,
0:(X,§)—D

es una transformacién natural. Sea
¢Y:(Y,n)— D

otra transformacién natural; entonces ¢ : Y — UD es natural porque existe una funcién tnica f:Y — X
tal que f = . En particular, para toda i € I, resulta

Oif =v;: (Y,n) — (Xi,&;)



un K-morfismo. Por K.1(2), f:(Y,n) — (X,§) es un K-morfismo y la igualdad 6f = 1 es vélida en K por
ser vélida en Get (porque U es fiel). Finalmente, sea f' : (Y,n) — (X, &) otro K-morfismo tal que 0 f' = 1;
entonces esta igualdad es vélida en Get, por lo que f' = f, lo cual prueba que (6;: (X,§) — (X;,&;)); =

lim D. -

K.6 Ejemplo. Si K es topoldgica y (X;,&;); es una familia de K-objetos, entonces (IIX;, ), con proyec-
ciones

Di: (HX’Lag) - (Xlagz)

es un producto de la familia (X;, ;) ;, donde { es una K-estructura en I1X;, inicial respecto a (ILX;, (p;); , (X3, &) 1)s
siendo p; : [1X; — X; la i-proyeccion.

K.7 Teorema. Sean, K una categoria concreta topoldgica, U : K — Get el funtor que olviday D : I — K
un funtor con I pequena. Si para todai € I es D (i) = (X;,&;) v

(0; - X; — X);  escolimUD (en Get)

entonces
(91 : (X’ng) - (X7 5))] = COhmD

donde & es una K-estructura en X final respecto a ((X;,&;);,(6i);,X). En particular, K es cocompleta.
Demostracion. Si

(0i = (Xi,&) = (Yom))y

es un K-sumidero natural para D, entonces
(191' : Xl — Y)I

es un Get-sumidero natural para UD. Por consiguiente, existe una tnica funcién h : X — Y tal que, para
toda i € I,
ho; =1,

Por la finalidad de €&,
h:(X,8) — (Y,n)
es un K-morfismo. Por lo tanto, (0; : (X;,§;) — (X,§)); = colimD.
K .8 Definicion. Sea K una categoria concreta topoldgica. Si X es un conjunto arbitrario, sea (&;); la
familia de K-estructuras en X. Una K-estructura discreta {y en X es una K-estructura inicial en X
respecto a (X, (1x);,(X,§;);). Una K-estructura indiscreta ¢% en X es una K-estructura final en X
respecto a ((X,&;);,(1x);,X).
K .9 Teorema. Sean, K una categoria concreta topoldgica y X un conjunto, arbitrarios. Entonces:
(a) Una K-estructura £ en X es discreta si, y sélo si, para cualquier K-objeto (Y,7) y cualquier funcién
f: X—=Y,
f(X,) = (Vi)

es un K-morfismo. Una K-estructura discreta en X es unica salvo por un K-isomorfismo.
(b) Una K-estructura £ en X es indiscreta si, y s6lo si, para cualquier K-objeto (Y,n) y cualquier funcién
f:Y—-X,
f(YVn) = (X,9)

es un K-morfismo. Una K-estructura indiscreta en X es unica salvo por un K-isomorfismo.
Demostracion de (a): Consideremos una K-estructura discreta £y en X y sean (Y,n) un K-objeto y
f X — Y una funcién, cualesquiera. Sea {; una K-estructura inicial en X respecto a (X, f, (Y,n)). Por
K.1(1) es
f : (X7§f) - (Y777)



un K-morfismo. Puesto que {; € (§;);, (la familia de K-estructuras en X), por K.8 es

Ix (X, 6x) = (X&)

un K-morfismo y, por (M), es
f : (X7§X) - (Y777)

un K-morfismo.
Reciprocamente, supongamos que la K-estructura £ en X es tal que, para cualquier K-objeto (Y,n) y
cualquier funcién f: X — Y,

f(X,6) = (Yin)

es un K -morfismo; entonces, ¢ es inicial respecto a (X, (1x);, (X,&;);) porque:

(1) Paratodai € I, 1x : (X,§) — (X,§;) es un K-morfismo, y se cumple K.1(1).

(2) Sean, (W,w) un K-objeto y g : W — X una funcién, tales que para toda i € I la composicién
1xg: (W,w) — (X,¢;) es un K-morfismo; en particular, cuando §; = £ se tiene que g : (W,w) — (X,§) es
un K-morfismo, y se cumple K.1(2).

Esto prueba la discrecién de £. Finalmente, sean & y & dos K-estructuras discretas en X; entonces

Iy (X,6) — (X,€) v 1x: (X&) = (X,¢)

son K-morfismos, y sus composiciones son

lxe v lxen

respectivamente; en consecuencia, son K-morfismos.

Demostracion de (b): Casi dual de la de (a).

K .10 Teorema. Si K es una categorfa concreta topoldgica y f : (X,£) — (Y,n) es un K-morfismo,
entonces:
(a) f es monomorfismo si, y sélo si, f: X — Y es inyectiva.
b) f es epimorfismo si, y sélo si, f: X — Y es suprayectiva.
) f es bimorfismo si, y sélo si, f: X — Y es biyectiva.
d) f es isomorfismo si, y sélo si, f: X — Y es inmersién y cociente.
) f es monomorfismo extremado si, y sélo si, f: X — Y es una inmersién.
) f es epimorfismo extremado si, y sélo si, f: X — Y es un cociente.
g) f es monomorfismo regular si, y sélo si, f: X — Y es una inmersién.
h) f es epimorfismo regular si, y sélo si, f: X — Y es un cociente.
Demostracion de (a)
(=) Sean x1, x5 € X tales que fx1 = fxo. Si W # &, por K.9(a) tenemos los K-morfismos

g1: W, &w) — (X, §) g2 W, &w) — (X, §)
tales que
W =x; g2W = xo
Entonces
for: (W, &w) — (Y,n) fg2: (W, &) — (Yon)
son K-morfismos tales que
for=fg2

Por consiguiente g1 = g2, de donde x1 = z2 y f : X — Y es inyectiva.
(<) Puesto que el funtor que olvida es fiel, refleja monomorfismos.
Demostracion de (b)



(=) Sean, Z =Y/fX, p: Y — Z la proyeccién canénica, zo = pfX, g : Y — Z la funcién constante de
valor zg. Por K.9(b) tenemos los K-morfismos

pi(Yo) = (287)  g:(Vim) —(2.8)

Es claro que
pf (X0 = (2€7)  gf:(x.9—(2¢)

son K-morfismos iguales, de donde p=gy fX =Y.

(<) Puesto que el funtor que olvida es fiel, refleja epimorfismos.

Demostracion de (c) Por (a) y (b).

Demostracion de (d)

(=) f es inmersién porque £ es inicial respecto a (X, f, (Y, n)), ya que si (W,w) es cualquier K-objeto y
g: W — X es una funcién tal que

fg: (Ww) — (Vi)
es un K-morfismo, entonces
P (fg) : (Wyw) — (X,€)
es un A-morfismo; pero
F(fg) =g (Wow) — (X,6)

Casi dualmente resulta f ser un cociente.
(<) Puesto que f es inmersién y cociente, es biyectiva y podemos considerar f~':Y — X. Por K.2(2)
¢ es inicial respecto a (X, f, (Y,n)), y puesto que por (M)

FI7H(Yon) — (Yon)

es un K-morfismo, por K.1(2) se tiene que
() = (X,9)

es un K-morfismo. Por (Ms),
/oy

son K-morfismos, y son respectivamente iguales a

lxe v low

Por consiguiente, f es un isomorfismo.
Demostracion de (e) y (g)
(o) En general se tiene la implicacién:

f es monomorfismo regular = f es monomorfismo extremado

(8) Veamos que:
f es monomorfismo extremado = f es inmersién

En efecto, sea ¢’ una K-estructura en X que sea inicial respecto a (X, f, (Y,7)). Entonces 1x : X — X es
una funcién tal que

folx:(X,6) = (Yin)

es un K-morfismo; entonces, por K.1(2)

1X : (X7£) - (ng/)



es un K-morfismo y por K.10(b) es un K-epimorfismo. Puesto que f es monomorfismo extremado, resulta
Ix : (X,6) — (X,¢)

un isomorfismo, y es claro que su inverso es
Iy : (X,¢) = (X,9)

Ahora, para cualquier K-objeto (W, w) y cualquier funcién g : W — X tal que

fg: (Ww) — (Y,n)
es un K-morfismo, se debe tener, por la inicialidad de &', que
g: (Ww) — (X,¢)
es un K -morfismo; entonces
g=1xog: (Ww) — (X,

es un K-morfismo, lo que prueba que £ es inicial respecto a (X, f,(Y,n)). En consecuencia, f es una
inmersion.
(7) Finalmente, se vera que

f es una inmersién = f es monomorfismo regular
En efecto, por la definicién de K-inmersién, se sabe que es valida la implicacién

f es una K-inmersién = f es K-monomorfismo
Por (a),

f es K-monomorfismo = f : X — Y es inyectiva

y esto dltimo implica que f es el igualador de g1,g2: Y — Z en Get. Por K.9(b)

91,92 : (Y777) - (Z7£Z)
son K-morfismos. En consecuencia, g1 f = gof en K. Sea
frao(xhe) — (Yin)

un K-morfismo tal que g1f" = gof’ en K; entonces, ¢1f = ¢gof en Get, por lo que existe una funcién
h: X" — X tal que fh = f' en Get, pero £ es inicial respecto a (X, f, (Y,n)). Por lo tanto,

he (X',€) — (X,€)

es un K-morfismo tal que fh = f’ en K; y h es tinica porque f es un K-monomorfismo. Por consiguiente,
f es el igualador de g1,g2 : Y — Z en K.
En consecuencia son equivalentes las tres condiciones para f: (X,£) — (Y,n), lo que prueba (e) y (g).

Demostracion de (f) y (h). Casi dual de las de (e) y (g).

K.11 Teorema. Si K es una categorfa concreta topoldgica, entonces es una (epi, mono extremada)-
categoria y una (epi extremada, mono)-categoria.

Demostracion. Para probar que K es una (epi extremada, mono)-categoria, por K.10 (f) y (h), basta
probar que es una (epi regular, mono)-categorfa, y por la proposicién 33.4 de (H-S)!, basta probar que K es
(epi regular, mono)-factorizable.

1H. Herlich, G. Strecker; “Category Theory”, Allyn and Bacon, 1973.



Ahora, sea f: (X,£) — (Y, n) cualquier K-morfismo y

X i Y
e\, /'m
M

la (epi, mono)-factorizacién de f en Get. Sea p una K-estructura en M que sea final respecto a ((X, ), e, M);
entonces, e : (X,£) — (M, pu) es un K-morfismo. Por K.10(b), y por ser p una K-estructura final, resulta
ser e un K-cociente; por K.10(h), e es un epimorfismo regular. Por su parte, la funcién m : M — Y es tal
que

me = f : (X7€) - (Y777)

es un K-morfismo; entonces, por K.2.1(b), es m : (M, u) — (Y,n) un K-morfismo que, por K.10(a), es un
monomorfismo, y f = me en K, lo cual prueba que K es (epi regular, mono)-factorizable. La demostracién

de que K es una (epi, mono extremada)-categoria es casi dual de la anterior. -

K .12 Teorema. Si K es una categoria concreta topoldgica, entonces:

(a) Un K-objeto (X, &) es proyectivo si, y sélo si,  es una estructura discreta en X.

(b) Un K-objeto (X, £) es inyectivo si, y sélo si, X # & y £ es una estructura indiscreta en X.
(¢) Si X # @ entonces (X, &) es un separador de K.

(d) Si cardX > 2, entonces (X X > es un coseparador de K.
Demostracion de (a)
(=) Por K.8
1X : (ngX) - (X7£)
es un K-monomorfismo; por K.10(b), es K-epimorfismo; entonces existe un K-morfismo f : (X,§) — (X, {x)
tal que 1x o f = 1(x ¢); en consecuencia, f = 1x y

Ix: (ngX) - (X7£)

es un isomorfismo. Por K.1.1 £ es inicial respecto a (X, (1x);,(X,&;);), por lo que es discreta.

(<) Sean, g : (Z,¢) — (Y,n) un K-epimorfismo y f : (X,£) — (Y,n) un K-morfismo, arbitrarios. Por
K.10(b), g: Z — 'Y es suprayectiva, por lo que existe una funcién h : X — Z tal que gh = f en Get. Puesto
que ¢ es discreta, por K.9(b), h: (X,€) — (Z,() es un K-morfismo. Por (Ms), gh = f en K, lo que prueba
que (X, &) es proyectivo.

Demostracion de (b)

(=) Sea (Y,n) un K-objeto con Y # (). Por K.10(a), el K-morfismo

0,0x) — (Y;n)

es un monomorfismo. Consideremos el K-morfismo
0,0x) — (X,

Por ser (X, &) inyectivo, debe existir un K-morfismo f : (Y,n) — (X, §) tal que conmuta el diagrama

0,0x)
e - N
(X,6) I (Y,n)

En consecuencia, X # (). El resto de la demostracién de la implicacién es casi dual de la demostracién de la
primera parte de (a).
(<) Casi dual de la demostracién de la segunda parte de (a).



Demostracion de (c)

Sean g,h : (Y,n) — (Z,() dos K-morfismos distintos; entonces, g # h en Get. Puesto que X # 0,
entonces X es un separador en Get, por lo que existe una funcién f: X — Y tal que gf # hf en Get. Por
K.9(a), f: (X, €x) — (Y,n) es un K-morfismo y es claro que gf # hf en K.

Demostracion de (d)

Sean g,h : (Z,() — (Y,n) dos K-morfismos distintos; entonces, g # h en Set. Puesto que cardX > 2,
entonces es X un coseparador en Get, por lo que existe una funcién f: Y — X tal que fg # fh en Get. Por

K.9(b), f:(Y,n) — (X,EX) es un J-morfismo y es claro que fg # fhen K.

K .13 Teorema. Si K es una categoria concreta topolégicay U : K — Get es el funtor que olvida, entonces
U posee un adjunto izquierdo V' y un adjunto derecho W.
Demostracion.
Definicion de V : Get — K.
Para todo conjunto X,
VX = (X,&y)

donde £y es una K-estructura discreta en X. Si f: X — Y es una funcién, por K.9(a), es
f : (ngX) - (Y7§Y)

un K-morfismo, y definimos

Asi, si

son funciones, entonces

Vigf) = (X.&x) % (7,6

= (Vg (Vf)

Y para cualquier conjunto X, se tiene que

Por lo tanto, V' es un funtor.
V' es adjunto izquierdo de U.
Sea
a: K[VX,(Y,n)] — Get[X,Y]

la funcién definida para todo K-morfismo f: (X,&yx) — (Y, n) por
af = f

Entonces:
a es inyectiva:

of =af = f=f

« es suprayectiva: Por K.9(a), dada cualquier funcién f: X — Y, se tiene el K-morfismo

f : (X7£X) - (Y777)



« es natural: Sean
g:(Y,n) = (Z,0) [:VX—=(Y,n) h:X =X

entonces
VX' D VX L (Vin) = K(Vh1) f

(1,9) K (Vh,1) f

gf (Vh) =
= (Vh,g) f: VX' — (Z,C)

K
K
a(gf (Vh))=gfh
Set (h,Ug) af = (Ug) (af)h =g (af) h=gfh
Por lo tanto,
a(gf (Vh)) = (Ug)(af)h

Definicion de W : Get — K.
Para todo conjunto X,
WX = (X, gX)

donde ¢¥ es una K-estructura indiscreta en X. Si f : X — Y es una funcién, por K.9(b), es
i (x6) = ()

un K-morfismo, y definimos

Wf=Ff
Asi, si
xLysz
son funciones, entonces
W) = (X&)% (z¢)
_ (X,gX EN Y,gY)i(Z,gz)
= (Wg) (W)

Y para cualquier conjunto X, se tiene que

Por lo tanto, W es un funtor.
W es adjunto derecho de U.
Sea
o 1 Get[U(X,€),Y] - K[(X,¢),WY]

la regla definida para toda funcién f: X — Y por
of = f1 (X6~ (v.€")
que es un K-morfismo por X.9(b). Entonces:

o' es inyectiva:

alf:alfljf:fl
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o es suprayectiva: Dado el K-morfismo f : (X,¢) — (Y, §Y) entonces la funcién f: X — Y es tal que

o'f =f

o' es natural: Sean
g:Y—>27Z f:X->Y h:(X',f/)H(X,f)

entonces
K (h,Wg) (af) = (Wg) (&' f)h=gfh

o (gf (Uh)) =gf (Uh) = gfh

Por lo tanto,
o (gf (UR) = (Wg) (' f)h

K.1/ Teorema. Sea K una categoria concreta topoldgica, entonces:

(a) Un K-morfismo f : (X,€&) — (Y,n) es constante en K si, y s6lo si, f: X — Y es constante en Get.
(b) Si fg es K-constante y g es K-epimorfismo, entonces f es K-constante.

(c) Si para toda j € J, f; : (Xj,gj) — (Y,n) es K-constante y

] (X5.¢5) = (Yim)

es el morfismo definido por la familia (f;) ;, entonces f es K-constante.
(d) Un K-morfismo f : (X,£) — (Y,n) es coconstante en K si, y sélo si, X = (.
Demostracion de (a)
(=) Por K.13 el funtor U posee un adjunto izquierdo; por consiguiente conserva constantes.
(<) Por su fidelidad, U refleja constantes.
Demostracion de (b)
Sean

g:(Ww)—=(X,8) v [f:(X,&—(Y,n)

dos K-morfismos tales que fg es K-constante, siendo g un K-epimorfismo. Por (a), fg : W — Y es
constante y, por K.10(b), g : W — X es suprayectiva; en consecuencia, f : X — Y es constante y, por (a),
f:(X,6) — (Y,n) es K-constante.

Demostracion de (c)

Por K.13 el funtor U posee un adjunto derecho; por consiguiente conserva coproductos. Entonces,

f:HXj—>Y

es la funcién definida por la familia (f; : X; — Y') ;. Por (a), esta familia es de constantes; en consecuencia,
la funcién f es constante y, por (a), el morfismo f es K-constante.

Demostracion de (d)

(=) U conserva coconstantes porque posee un adjunto derecho. Consecuentemente, f : X — Y es
coconstante en Get; por lo tanto, X = 0.

(<) Si X =0, entonces f: X — Y es coconstante, de donde el K-morfismo f es K-coconstante, ya que

U refleja coconstantes por ser fiel.

K .15 Teorema. Sea K una categoria concreta topoldgica. Si
fr(Ww) = (X,8) v g:(X8—(Y.n)
son dos K-morfismos, entonces gf es:

(a) un K-cociente, si lo son fy g.
(b) una K-inmersién, si loson fy g.
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Demostracion de (a). Puesto que f y g son suprayectivas, lo es gf. Sean, (Z,¢) un K-objetoy h: Y — Z
una funcidn, tales que

h(gf): (W,w) — (Z,0)
es un K-morfismo. Entonces, hg : X — Z es una funcién tal que

(hg) [ : (W,w) — (Z,()

es un K-morfismo. Por ser f un K-cociente, resulta

hg : (X,€) — (%,¢)

un K-morfismo. Por ser g un K-cociente, es

h: (Y,n) — (Z,¢)
un K-morfismo. Esto prueba que ¢ es final respecto a ((X, &), f, Z). Por K.2(3), gf es un K-cociente.
Demostracion de (b). Casi dual de la de (a).

K .16 Teorema. Sea K una categoria concreta topoldgica, entonces:
(a) Si en K conmuta el diagrama

g
xo 7w
o\ /h
@\
y f es un cociente, entonces también lo es h.
(b) Si en K conmuta el diagrama
g
xo 7
'\ /' h
(@,

y f es una inmersién, entonces también lo es h.
Demostracion de (a). h es suprayectiva porque lo es f. Sean, (R, ) un K-objeto y k : @ — R una
funcidn, tales que
kh: (Y,n) — (R, 0)

es un K-morfismo. Entonces
kf =khg:(X,§) — (R, 0)

es un K-morfismo y, por ser f un cociente, también lo es k : (Q,\) — (R, o). Entonces, A es final con
respecto a ((Y,7n),h,Q); por K.2(3), h es un K-cociente.

Demostracion de (b). Casi dual de la de (a).

K.17 Teorema. Sean, K una categoria concreta topoldgica, P = (X, ;) un K-objeto, (P, K) la categoria
coma de P sobre K y 7: (P,K) — K el funtor proyeccién. Entonces:

(a) m conserva constantes y es monofuntor.

(b) Todo morfismo (P, K)-constante es (P, K)-coconstante.

(¢) Todo morfismo (P, K)-coconstante es (P, K)-constante si, y sélo si, card Xy = 1.

(d) P es K-semifinal si, y sélo si, card Xy = 1.

(e) P es K-final si, y sélo si, cardXy = 1y , es una estructura indiscreta en X.

Demostracion de (a). Por K.7 se sabe que K tiene coproductos; en consecuencia, 7 posee adjunto
izquierdo, de donde resulta que 7 conserva constantes y monomorfismos.

Demostracion de (b). Sean,

(f,a,0) : (a, (X, €)) — (b, (Y, n))
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un morfismo (P, K)-constante y

(9,6,¢), (h,b,¢) = (b, (Y, n)) — (¢, (Z,())

dos (P, K)-morfismos arbitrarios. Por (a), f : (X,€) — (Y,n) es K-constante, de donde f: X — Y es una
funcién constante y también b = fa : Xy — Y. Puesto que

gb=c=nhb

resulta que las funciones ¢g,h : Y — Z coinciden e imb = imf. Por lo tanto, gf = hf en Get y por
consiguiente, gf = hf en K; entonces

(9,0,¢) (f,0,0) = (9f,a,¢) = (hf,a,¢) = (h,b, ) (f,a,b)

lo cual prueba que f es (P, K)-coconstante.
Demostracion de (c). (=) Por ser (1p, P) inicial en (P, K) se tiene que 11, p) es (P, K)-coconstante.
Por (a), 1p es constante; en consecuencia, cardXy = 1.
(<) Sea
(f,a,b) : (a,(X,£)) — (b, (Y,n))
un morfismo (P, K)-coconstante. A continuacién se probard que
m(f: X—->Y)=im@®: Xg—Y)

es un conjunto singular porque card Xy = 1. En efecto, sea y € im (f : X — Y) y definamos

Z =imbU {y}

g,h:(Y,n)—>(Z,£Z) y c:P—>(Z,§Z)

tales que
gV =imb , h(Y —{y}) Cimb , h(y)=y , cXo=imb

Entonces, g, h y ¢ son K-morfismos porque £Z es una estructura indiscreta en Z, y se tiene
gb=c=nhb
En consecuencia, (g,b,¢) y (h,b,c) son dos (P, K)-morfismos de (b, (Y,7)) en <c, (Z, §Z>>, de donde

(g7b7c) (f’a/7b) = (h7b7c) (f7a7b)
Por consiguiente, gf = hf, lo cual implica que
hy = imb
0 sea que
y € imb
es decir
m(f: X—-Y)=im(@®: Xg—Y)
Por lo tanto, f : X — Y es constante y, consecuentemente, (f,a,b) es (P, K)-constante, porque U es fiel.
Demostracion de (d).
P es K-semifinal < 1p es K-constante
& 1lx, es constante
< cardXg =1
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Demostracion de (e). (=) Por (d), cardXy = 1; entonces, (XO,EXO) es K-final. En consecuencia,

1X0 : (X()?gXO) — P
es un isomorfismo. Por K.2.1, £, es una estructura indiscreta en Xj.
(«) Obvio.

K .18 Teorema. Sean, K una categoria concreta topolégica, P = (Xp, &,) un K-objeto, donde card Xy = 1
y &y es una estructura indiscreta en Xy, (P, K) la categoria coma de P sobre K y 7 : (P, K) — K el funtor
proyeccién. Entonces, (1p, P) = 0 y para cualquier (P, K)-morfismo

(f,a,0) : (a, (X,£)) — (b, (Y, n))

se tiene que
uw:F—(a,(X,8)) vy w:(b(Y,n)—-GC

son, respectivamente, un nicleo y un conticleo de (f,a,b), donde

F=(a,(fy,¢)) u=C(ia,a) ,G=0,/fX1n) ,w=(pbl)

siendo
zo=aXo , Yo = bXg

a: Xo— flyo

la funcién tal que
a/X() = X0

vif Ty = X
la inclusién, & una estructura inicial en f~'yo respecto a (f_lyo, Ly (X, f)),
b :Xo—Y/fX
la funcién tal que
VXg=fX
p:Y =Y/fX

la aplicacién candnica, y 7' una estructura final en Y/ fX respecto a ((Y,n),p,Y/fX).
Demostracion. Por K.17(e), P es un K-objeto final, de donde (1p, P) = 0. A continuacién se probara
que
u = ker f

Sea
(9,¢,a) : (¢,(Z,¢)) — (a,(X,€))
tal que
(f,a,b) (g,¢c,a) =0

Si zg = ¢Xp, entonces gzg = xg y, por K.17(a), la funcién fg es constante. Ya que

fgz0 = fro =10

resulta
9Z C [ yo
de donde existe
J:Z— o
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tal que
=g

Puesto que £’ una estructura inicial en f~'yo respecto a (f~'yo, ¢, (X,§)), se deduce que

5:(2,Q) = (f 'm0, ¢)

es un K-morfismo y jc = a’, por lo que

(j7 c, a/) : (C, (Zv C)) - (a’/7 (fily()?g/))

es un (P, K)-morfismo, y se tiene
u(j7c7a//) = (g7c7a)
Ademés, por K.17(a), u es un (P, K)-monomorfismo; en consecuencia, (j,c,a’) es unico, lo cual prueba que
u = ker f

La prueba de que w es el conticleo de f es casi dual de la anterior. -

K .19 Corolario. Sean, K una categoria concreta topoldgica, P = (X, &) un K-objeto, donde &, es una
estructura discreta en Xy, (P, K) la categoria coma de P sobre K y 7 : (P, K) — K el funtor proyeccién.
Entonces, para cualquier K-morfismo f : (X,£) — (Y, n) se tiene que:

a) ((X’,E/) ,¢)es una m-fibra de f si, y s6lo si, X’ es una fibrade f: X — Y, 1 : X' < X es la inclusién
y & es una estructura inicial en X’ respecto a (X', ¢, (X, €)).

b) (p,(Y',n')) es una m-cofibra de f si, y s6lo si, Y’ es una cofibrade f : X - Y, p:Y < Y es la
aplicaciéon candnica y i’ es una estructura final en Y’ respecto a ((Y,n),p,Y”).

Demostracion de (a). Por K.18

(X", &) =nF = (fy0,€)

de donde
X'= "y

Demostracion de (b). Casi dual de la anterior.

K .19.1 Definicion. Sean, K una categorfa concreta topolégica, K la categoria punteada y 7' : Ky — K
un funtor (covariante). Diremos que T es muy fiel si, dados un K-morfismo f : (X,£) — (Y,n) y un
K y-objeto (Xo, zo, &) tal que

T (X07 Zo, 50) = (X7 5)
existe un K -morfismo tunico fy de dominio (Xo,xo,&,) tal que T'fy = f. Se dird que fo es un T-
levantamiento de f y que (Xo,zo,&;) es un T-levantamiento de (X, ¢).
K.19.2 Definicion. Sean, K una categoria concreta topolégica, K, la categorfa punteada, T : K, — K
un funtor (covariante) y

(X8 —=n) v g:(X,8—(Zp)

dos K-morfismos. Diremos que g T-domina a f si para cada T-levantamiento

9o : (Xo,0,&y) — (Zo, 20, Po)

de g existe un T-levantamiento
fo : (Xo,0,&0) — (Yo, Y0,70)

de f. En el caso dual se dird que g T-codomina a f. En tanto no dé lugar a confusién diremos simplemente
que g domina o codomina a f.

K .19.8 Definiciones. Sean, K una categoria concreta topolégica, A una subcategoria de Ky f y k dos
K-morfismos. Diremos que k es compatible con f si existe un K-morfismo g tal que k = gf. A la clase
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de K-morfismos compatibles con f la denotaremos por €y (f). Diremos que K tiene una estructura ¢
de compatibilidad si se ha asociado a todo K-morfismo f una clase € (f) de K-morfismos, con el mismo
dominio de f, tal que

& (f) S €(f)

Un A-epimorfismo f es un €-cociente en A si para todo elemento k de € (f)NMor (A) existe un A-morfismo
g (necesariamente tnico) tal que k = gf; en particular, f es un €-cociente en K si es un K-epimorfismo y
& (f) = €(f).

Los conceptos duales respectivos son: k es cocompatible con f, K tiene una estructura ¢ de
cocompatibilidad, f es una €-inmersién en A.

K.19.4 Definiciones. Sean, K una categorfa concreta topoldgica, K, la categorfa punteada, T : K, — K
un funtor (covariante). Una T-fibra de un K-morfismo f es una pareja (T'F,Tu), donde

u: F— Xy

es niicleo de un K -morfismo fy tal que T'fo = f. El concepto dual es el de T-cofibra. En tanto no haya
lugar a equivocos, hablaremos simplemente de la fibra o de la cofibra de un morfismo.

K.19.5 Definiciones. Sean, K una categorfa concreta topoldgica, K la categoria punteada, T : K; — K
un funtor (covariante) y

f(X8) = Xm)  g:(X,8) = (Zp) h:(Ww)—(Y,n)

tres K-morfismos. Diremos que g es T-compatible con f si g satisface cualesquiera de las dos condiciones
siguientes:

(a) g es compatible con f.

(b) g domina a fy g (Tu) es K-constante para toda fibra (T'F,Tu) de f tal que f (T'u) sea K-constante.

Se dird que h es T-cocompatible con f si h satisface cualesquiera de las dos condiciones siguientes:

(a) g es cocompatible con f.

(b) g codomina a f y (Tu)h es K-constante para toda cofibra (Tu,TF) de f tal que (Tu) f sea K-
constante.

Obsérvese que la segunda definicién es casi dual de la primera.

K.19.6 Definicion. Sean, K una categorfa concreta topolégica, K, la categorfa punteada, 7' : K — K
un funtor (covariante) y A una subcategoria de K. Diremos que un K-morfismo m : @ — X es una
T-inmersién en A si se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) m es un A-monomorfismo.

(b) Para todo A-morfismo f:Y — X que sea T-cocompatible con m, existe un A-morfismo h:Y — X
tal que mh = f.

K .20 Corolario. Sean, K una categoria concreta topoldgica, P = (X, &) un K-objeto, donde £, es una
estructura discreta en X, (P, K) la categoria coma de P sobre K y 7 : (P, K) — K el funtor proyeccion.
Entonces, para cualquier K-morfismo f : (X,£) — (Y, n) se tiene que:

(a) f es una w-inmersion si, y sélo si, f es una inmersién segun K .2(2).

(b) f es un w-cociente si, y sélo si, f es un cociente segin K.2(3).

Demostracion de (a). (=) Si f es una m-inmersién, entonces f es un K-monomorfismo y, por K.10(a),
f es inyectiva. Sean, (W,w) un K-objeto y g : W — X una funcién, tales que

fg:(W,w) — (Y,n)

es un K -morfismo; entonces, para todo m-levantamiento

(jg,c, b) : (C7 (I/V,w)) - (b7 (K 77))

se tiene el m-levantamiento

(f;a,b) = (a, (X, €)) — (b, (Y, m))
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de f, donde a: P — (X,¢&) es tal que
aX() = CXQ

lo cual prueba que fg m-codomina (def. K.19.2)? a f. Si (p, (Y',n')) es una m-cofibra de f, se tiene que pfg
es constante en Get y, por K.14(a), es K-constante; luego, fg es m-cocompatible (def. K.19.5)% con fy,
por consiguiente, existe un K-morfismo

g (Ww) = (X,¢)

tal que
fg' =ty
de donde
fg'=1rfg en Get;

por lo tanto
g =g en Get

lo cual prueba que g : (W,w) — (X, &)es un K-morfismo; consecuentemente, ¢ es inicial con respecto a
(X, f,(Y,n)) y f es una inmersion segin K.2(2).
(<) f es inyectiva y, por K.10(a), f es un monomorfismo. Sea

h:(W,w) — (Y,n)
un K-morfismo m-cocompatible con f. Entonces, hr-codomina a f, lo cual implica que en Get
imh Cimf

En consecuencia, existe una funcién tal que fg = h. Por ser ¢ inicial respecto a (X, f, (Y, n)), es g : (W,w) —
(X,€) es un K-morfismo y se tiene fg = h en K, es decir, f es una 7-inmersién (def. K.19.6)*.
Demostracion de (b). Casi dual de la de (a).

K .21 Definiciones. Sea K una categoria concreta.

(1) La K-fibra de un conjunto X es la clase K [X] de todas las K-estructuras en X.
(2) K estd propiamente fibrada si, y sélo si, satisface las siguientes condiciones:
(a) Para todo conjunto X, K [X] es un conjunto.

(b) Para todo conjunto unitario {z}, K [{x}] tiene sélo un elemento.

(c) Si ¢, ¢ € K[X] son tales que

Ix 1 (X,8) = (X,¢) vy 1x: (X&) — (X9

son K-morfismos, entonces & = ¢’.
K .22 Teorema. En toda categoria concreta topoldgica propiamente fibrada estdn univocamente determi-
nadas por sus propiedades definidoras las estructuras siguientes:

(@) iniciales
(b) finales
(c) discretas

(d) indiscretas
Demostracion de (a). Sean, X un conjunto y & & € K [X] iniciales respecto a (X, (fi);,(Yi,n:););
entonces, 1y : X — X es una funcién tal que, para toda i € I,(())

fzolX(X7£)_>(}/lanz) y fiolX: (X7£I) _)(}/’an)

2@. Salicrup y R. Viazquez; “T-cocientes”, Anales del Instituto de Matematicas U.N.A.M. 13 (1973) 53-159.
3@G. Salicrup y R. Vazquez; “T-cocientes”, Anales del Instituto de Mateméaticas U.N.A.M. 13 (1973) 53-159.
4G. Salicrup y R. Vézquez; “T-cocientes”, Anales del Instituto de Mateméticas U.N.A.M. 13 (1973) 53-159.
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son K-morfismos. Por K.1(2) se tiene que
Ix: (X, )= (X¢) v 1Ix:(X€) = (X9

son K-morfismos. Por K.21(2) (c) resulta & = ¢’.

Demostracion de (b). Casi dual de la de (a).

Demostracion de (c). Por K.8 y (a).

Demostracion de (d). Por K.8y (b).

K .23 Teorema. En toda categoria concreta topoldgica propiamente fibrada K, las estructuras son trans-
portables; es decir: Si (X, &) es un K-objetoy f: X — Y es una funcién biyectiva, entonces existe una
dnica n € K [Y] tal que f: (X, &) — (Y,n) es un K-isomorfismo.

Demostracion. Sea n € K [Y] final respecto a ((X,€), f,Y) y consideremos la funcién f=1: YV — X; se
tiene que

7 =1x 1 (X,6) = (X,€)
es un K-morfismo. Por K.2(1)(b), f~1: (Y,n) — (X,€) es un K-morfismo. Por K.2(1)(a) resulta que

U =lxe v ffl=1lyy

Es decir, que f: (X,£) — (Y,n) es un K-isomorfismo. Finalmente, si ' € K [Y] es tal que

f(X,8) = (V1)
es un K-isomorfismo, entonces
) = (X,€)

es su inverso y se tienen los K-morfismos

S XoL ) vy )= xo L

Por K.21(2)(c) resulta ' = 1.
K .24 Teorema. En toda categoria concreta topoldgica propiamente fibrada K, para todo conjunto X,
K [X] esta completamente reticulada por la relacién

< & 1x: (X, — (X,€) es un K-morfismo

Demostracion.

i) < es un orden parcial en K [X].

En efecto, por (My), £ < & por (Mz), (€ < €'y ¢ < ¢”) implica & < €"; por K.21(2)(c), (£ <€y & <§)
implica £ = ¢'.

i1) (K [X], <) es una reticula completa.

En efecto, sea ¥ € K [X] final respecto al sumidero de identidades

(X Oeexrn» 1x)eexin  X)

Entonces, para toda & € K [X] se tiene que
§<

Supongamos que ¢’ € K [X] es tal que, para toda ¢ € K [X],
¢<¢
Entonces, para toda £ € K [X] se tiene el K-morfismo

1X : (X7€) - (X7£I)
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que es igual a la composicién

Por K.2(1)(b),
1x : (X,9) — (X,f/)

es un K-morfismo, de donde 9 < £’; en consecuencia
¥ = VK [X]

Casi dualmente se prueba que AK [X] existe y es la estructura inicial de X respecto a la fuente de identidades

<X,(1X)5€£[X] 7(X75)555[X]> O

K .25 Teorema. Si K es una categoria concreta topolégica propiamente fibrada, entonces K es local y
colocalmente pequena.

Demostracion.

K es localmente pequena. En efecto, sea (X, £) un K-objeto arbitrario y para cada subconjunto A de X
sean, 4 : A — X la inclusion e I4 el conjunto de las K-estructuras a en A tales que

ta: (4,0) — (X,§)
es un K-morfismo. Por K.10(a) es ((A,«),ta) un subobjeto de (X, &) y es claro que
Ix ={((A,a),1a) : AC X,a € I4}

es un conjunto. Sea f : (W,w) — (X,£) un K-monomorfismo. Por K.10(a), f : W — X es inyectiva. Si
A = fX, existe una funcién biyectiva g : W — A tal que f = 14g. Por K.23 existe o € K [4] tal que

9: (Ww) = (4,0

es un isomorfismo; entonces
fot (A @) = (X,€)

es un K-morfismo y coincide con t4. Por consiguiente, « € 4 y f = tag en K, lo cual prueba que Jx es un
conjunto representativo de la clase de subobjetos de (X, €); en consecuencia, K es localmente pequena.
K es colocalmente pequena. Sea (X, &) un K-objeto arbitrario y sea

(fi : (X,€) = (Yi,m));

la fuente de todos los K-morfismo suprayectivos de dominio (X, &). Por K.10(b),

(szHYz)j

es una fuente en Get tal que, para toda i € I, f; es suprayectiva. Por ser Get colocalmente pequena, existe
un conjunto J y una particién (I;); de I tal que, para toda i € I}, existe una biyeccién

ki Y; — Z;
con la propiedad de que, para cualesquiera i,i" € I,

kjifi = kjifur
Sea j € J y para cada ¢ € I sea 0;; € K [Z;] final respecto a
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Entonces, existe un conjunto C; y una particién (ch)cecj de I; tal que para toda¢ € I, es un K-isomorfismo
1z, : (Z;,6i5) — (Z;,0.)

Por lo tanto, {I.: ¢ € C},j € J} es una particién de I tal que, para toda ¢ € I}, existe un K-isomorfismo
z;kji = (Yi,mi) — (Z5,0c)

tal que, sii,i" € L,
Lz;kjifi = 1z;kjifir

En consecuencia, K es colocalmente pequena.
K .26 Teorema. Si K es una categoria concreta topolégica propiamente fibrada, entonces:
(a) Si f: X —Y es constante y X # () entonces, para cualesquiera £ € K [X], n € K[Y],

f(X,6) = (Yin)

es un K-morfismo.
(b) Cualquier K-objeto (X, &), con X # (), es un separador en K.
Demostracion. Sea P = (Xo,&,) un K-objeto, donde cardXy = 1 y £, es una estructura indiscreta en
Xo; por K.17(e), P es K-final. Sea
g:(X,§) =P

el K-morfismo. Por K.21(2)(b), £, es discreta. Puesto que X # ), existe la funcién h : Xg — Y tal que
imh = imf

Por K.9(a), Vo)
h:P— (Y,n

es un K-morfismo; ademds, f = hg en Set, de donde, por (My),

f(X,6) = (Yin)

es un K-morfismo, lo que prueba (a). Ya que X # (), por K.10(b), g es un K-morfismo; por K.12(c), P es
un separador en K. En consecuencia, (X, §) es un separador en K, y (b) estd probado.

K .27 Teorema. Si K es una categoria concreta topoldgica propiamente fibrada y A es una subcategoria
plena y repleta de K, entonces son equivalentes las condiciones:

(a) A es epirreflexiva en K.

(b) A estd cerrada bajo la formacién de productos y subobjetos extremados en K.

Demostracion. Por K.11, K es una (E, M)-categoria, donde F es la clase de epimorfismos y M la de
monomorfismos extremados. Por K .25 K es colocalmente pequena, y por K.5 tiene productos; entonces,
por el teorema 37.1 de (H-S)?, (a) y (b) son equivalentes.

K .28 Teorema. Si K es una categoria concreta topoldgica propiamente fibrada y A es una subcategoria
plena y repleta de K, entonces son equivalentes las condiciones:

(a) A es monocorreflexiva en K.

(b) A estd cerrada bajo la formacién de coproductos y objetos cociente extremados en K.

Demostracion. Casi dual de K.27.

K .29 Teorema. Si K es una categoria concreta topoldgica propiamente fibrada y A es una subcategoria
plena y repleta de K, entonces son equivalentes las condiciones:

(a) A es birreflexiva en K.

(b) A es epirreflexiva en K y contiene a todos los objetos indiscretos.

(c) A es reflexiva en K y contiene a todos los objetos indiscretos.

5H. Herlich, G. Strecker; “Category Theory”, Allyn and Bacon, 1973.
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Demostracion. (a) = (b) Sean, (X,€) un K-objeto indiscreto y
(X, = (X))
una A-reflexién, cualesquiera. Por (a), r es biyectiva y, por la indiscrecién de &, es
T (XNE) - (X9

un K-morfismo. En consecuencia, r es un K-isomorfismo, por lo que (X, ¢) € |4].

(b) = (¢) Obvio.

(¢) = (a) Por K.5, K es completa; por K.25 K es local y colocalmente pequena; por K.12(d), A
contiene un coseparador de K. Entonces, por el dual del teorema 37.3 de H-S®, A es birreflexiva en K. O

K .30 Teorema. Si K es una categoria concreta topoldgica propiamente fibrada y A es una subcategoria
plena y repleta de K que contiene a un K-objeto cuyo conjunto subyacente es distinto del vacio, entonces
son equivalentes las condiciones:

(a) A es correflexiva en K.

(b) A es bicorreflexiva en K.

(c) A esta cerrada bajo la formacién de coproductos y objetos cociente extremados en K.

(d) A es correflexiva en K y contiene a todos los objetos discretos.

Demostracion. (a) < (b) Por K.7, K es cocompleta; por K.25 K es local y colocalmente pequena; por
K.12(c), A contiene un separador de K. Entonces, por el teorema 37.3 de H-S7, son equivalentes (a) y (b).

(b) = (¢) Por K.28.

(¢c) = (d) Por K.28, A es correflexiva en K. Sean, (X, &) un K-objeto discreto y

c: (X',¢) = (X,

una A-correflexion, cualesquiera. Por la equivalencia de (a) y (b), la funcién ¢ es biyectiva y, por la discrecién
de &, es

(X6 - (XLE)
un K-morfismo. En consecuencia, ¢ es un K-isomorfismo, por lo que (X, &) € |A4].
(d) = (a) Obvio.
K .31 Teorema. Si K es una categoria concreta topolégica (propiamente fibrada), entonces cualquier
subcategoria birreflexiva A, plena y repleta, es una categorfa concreta topolégica (propiamente fibrada).
Demostracion. Sea A una subcategoria birreflexiva cualquiera de una categoria concreta topoldgica
(propiamente fibrada) K y consideremos al funtor inclusién

t:A— K
y al funtor que olvida
U: K — Get
Entonces, el funtor compuesto
Ur: A— Get

es fiel, de donde A es una categoria concreta.
Por K.3, cualesquiera que sean, un conjunto X, una familia (Y;,7;); de A-objetos y una familia de
funciones (f; : X —Y;),, existe una K-estructura £ en X, inicial respecto a

(X7 (fi)17(}/i?77i)1)
Sea
r (X6 — (X,¢)

SH. Herlich, G. Strecker; “Category Theory”, Allyn and Bacon, 1973.
"H. Herlich, G. Strecker; “Category Theory”, Allyn and Bacon, 1973.
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una A-reflexion. Entonces, para toda i € I existe un K-morfismo

fi+ (X',¢€) = (Yim,)

tal que
fir=fi
Puesto que r es biyectiva, podemos considerar la funcién
rlo X =X
y se tiene, para toda i € I, que
firt=fi

es un K-morfismo. Por K.1(2),
rh (X E) = (X9

es un K-morfismo. En consecuencia, r es un isomorfismo y (X, ) € |A4|, lo que prueba que se satisface £.3,
es decir, A es topoldgica.

Finalmente, es claro que si K estd propiamente fibrada, entonces A también lo esté.

K .32 Teorema. Si K es una categoria concreta topolégica (propiamente fibrada), entonces cualquier
subcategoria bicorreflexiva A, plena y repleta, es una categoria concreta topoldgica (propiamente fibrada).

Demostracion. A es concreta por serlo K. Por K./, K es cotopoldgica. Entonces, por el casi dual de
K .31, A es cotopoldgica y, por el casi dual de K.4, A es topolégica. Finalmente, si K estd propiamente
fibrada es claro que A también lo esté.

K .33 Nota. Sean, K una categoria concreta topolégica propiamente fibrada, B una subcategoria bir-
reflexiva de K y C una subcategoria bicorreflexiva de K , ambas plenas y repletas. Entonces, para cualquier
K-objeto (X, §), existe una tnica B-reflexién de la forma

Ix 1 (X,8) — (X,&p)

y una unica C-correflexién de la forma

Ix : (X, &) — (X,9)

En efecto, sea
r(X,6) = (X,€)

una B-reflexion de (X, £); entonces r es biyectiva y, por K.23, existe una tnica {5 € K [X] tal que

rhs (X €) = (X0 8p)
es un K-isomorfismo. En consecuencia, (X € Q) € |B|, porque B estd repleta, y

Ix : (X,§) — (X, ¢p)

es una B-reflexién de (X, ¢). Si f/g fuese otra K-estructura en X tal que

Ly (X,6) = (X,¢5)
fuese una B-reflexion, se tendria que

i (X,6p) = (X,65) v lx:(X.€5) = (X.&p)

serfan K-morfismos y, por K.21(2)(c), £ = £p. Para C, la demostracion es casi dual.
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En los siguientes siete teoremas se supondrd que K, B y C son como en K.33;

R:K—B
denotard a un B-reflector y

Rc:C— B
denotard a su restriccién a C.

C:K—-C
denotard a un C-correflector y

Cg:B—-C

denotard a su restriccion a B. Para cualquier K-objeto (X,£) se tendrdn, por K .33, la B-reflexién 1x :
(X,€) — (X,€p) vy la C-correflexion 1x : (X,£.) — (X, €). Entonces tendremos que

R(X.6) = (X,&p) vy C(X.6)=(X£)

K .3/ Teorema. Ry C son funtores fieles y, por consiguiente, R¢ y Cp también lo son.
Demostracion. Como B es birreflexiva, todo B-reflector es fiel. Dualmente, todo C-correflector es fiel.

K .35 Teorema. Rc es adjunto izquierdo de Cp.

Demostracion. Sean
(X,6), (X, ¢)elBl , Yin),Y',7)elC|

g:(X,€) — (X',¢) un B-morfismo
h:(Y' ') — (Y,n) un C-morfismo

Definimos N
B((Ying),(X,€) ?Q((Ym) (X, ¢¢))
como sigue:
Sif: (Y, n E) — (X, &) es un B-morfismo, entonces consideremos el diagrama
@
v (xe)
ly | I 1x

(Y, n5) ;’ (X,6)

Ya que 1x es C-correflexién de (X,€) y (Y,n) € |C|, existe un tinico C-morfismo «f que hace conmutativo

el diagrama; es claro que af = f en Get.
Sif':(Y,n) — (X , §Q) es un C-morfismo, entonces consideremos el diagrama

1y | . I 1x

Ya que 1y es B-reflexion de (Y,7n) y (X, €) € |B|, existe un tinico B-morfismo S f’ que hace conmutativo el

diagrama; es claro que 8f' = f’ en Get.
Por lo anterior es inmediato que 8 = a~!. Unicamente resta probar que o es natural.

Se tiene el diagrama

h =C ,
vy P Y xe) P29 (xg)
vl 0 Wl Okl O Dol
(Vo) g ) X0 (X
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De la definicién de « se deduce que

a(gf (Rh)) = (Cg) (af)h

K .36 Teorema. Para cualquier objeto (X, ) en C las siguientes condiciones son equivalentes:
) (X, &) es B-estructurable, es decir, existe (X,v) en B con ¢ = §.

(a

(b) €= (&)

Demostracion.

(a) = (b) Por (a) 1x : (X,€) — (X,) es una C-correflexién de (X,v). Se tiene que 1x : (X,§) —
(X & B) es una B-reflexién y, por pertenecer (X, 1) a B, existe un tinico B-morfismo, que debe ser 1x, que
hace conmutativo al diagrama

wo T xg
f l 1)&)/0 l 1X

Ahora sea f : (W,w) — (X,£p) cualquier K-morfismo con (W,w) € |C|. Ya que 1x : (X,£) — (X,v)
es una C-correflexion, existe un unico C-morfismo, que debe ser f, que hace conmutativo al cuadrado.
En consecuencia, hace conmutativo al nuevo tridngulo, lo cual prueba que 1x : (X,&) — (X N3 2) es una

C-correflexion. Por lo tanto, £ = ({5) ,

(b) = (a) Definimos ¢ = {; entonces, (X,v) € |B| y por (b) resulta o =§.

K .37 Teorema. Para cualquier objeto (X,¢) en B las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) (X,§) es C-estructurable, es decir, existe (X,1) en C con ¢p = &.

(b) 5 = (fg) B

Demostracion. Casi dual de la de K.36.

K.38 Teorema. La subcategorfa plena Cp de C cuyos objetos son los B-estructurables en C (def.
K.56(a)) es birreflexiva en C, siendo su reflector C — C 5 tal que su composicién con la inclusién Cp — C
es el funtor

CpRc :C —C
y para cualquier objeto (X, &) en C es
X (X7§) - (Xagﬂ)

una C p-reflexion.
Demostracion. Para cualquier objeto (X, &) en C se tiene

Por su parte,

Lx : (X,8) — (X, ¢p)
es una B-reflexién y, por lo tanto, (X, §§) € |B|. En tanto,
Lx : (X,¢pc) = (X.¢p)

es una C-correflexién; entonces, (X € BC) es B-estructurable y existe un C-morfismo tnico, que debe ser
1x, tal que

1

(X, 7 (X.p0)

1)(\ O /1X
(X.€p)
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Sélo resta probar que el morfismo punteado anterior es una Cp-reflexién. Sea f : (X,¢) — (X' ,f/) un

C-morfismo con (X',¢') € )QE). Entonces, existe una estructura ¢ en X’ tal que (X’,v') € |B| y

Iy : (XI7§/) N (lewl)

es una C-correflexion. Ya que 1y : (X,§) — (X,£p) es una B-reflexion y (X',¢’) € |B|, existe un B-
morfismo inico, que debe ser f, tal que

xo o)
Ix | _g 1 1x
(X&p) (X

Por ser
Ix: (X, 6pe) = (X.6p) v 1x: (X,€) = (X0)

C-correflexiones, existe un C-morfismo tnico, que debe ser f, tal que

(e 1)
1x 7T _9) T 1x
(X7£B_C) f (Xlaé./)
Por otro lado, es claro que conmuta el tridngulo
(e) (g
N\ S 1x
(X.€)

y que la f punteada es la unica funcién que lo hace conmutativo; en consecuencia, 1x : (X,§) — (X N3 @)

es una C p-reflexién. -

K.39 Teorema. La subcategoria plena B~ de B cuyos objetos son los C-estructurables en B (def.
K.837(a)) es bicorreflexiva en B, siendo su correflector B — B tal que su composicién con la inclusién
Bo — B es el funtor o

RQCQ : B — B
y para cualquier objeto (X, ) en B es

1X : (X,fﬂ) — (X,f)

una B-correflexién.

Demostracion. Casi dual de la de K.38 .
K .40 Teorema. El funtor R¢ : €' — B induce un isomorfismo de categorfas C B— ﬁg cuyo inverso esta
inducido por el funtor Cp : B — C.

Demostracion. Sea (X,§) € ‘Qﬁ

; entonces, por K.36(a), existe (X,v) € |B| tal que ¢ = £. Luego

Rc (X,€) = (X.€p) = (X,v¢p)

que estd en By por .39,y
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por K.36. Si f: (X,&) — (Y,n) es un morfismo en C, entonces

Re(f)=f:(X.€p) — (Yinp)

CpRe (f) = f:(X,§) — (Y,n)

En consecuencia, la composicién
Cp— By — QB

es 1o, . Casi dualmente resulta la composicién

EQHQQHEQ

igual a 1p .

K./1 %eorema. Sean, K una categoria concreta topoldgica propiamente fibrada, C' una subcategoria
bicorreflexiva de K, plena y repleta, B una subcategorfa epirreflexiva (birreflexiva) de C, plena y repleta.
Entonces la subcategoria plena D de K que consta de los K-objetos que tienen C-correflexién en B es
epirreflexiva (birreflexiva) en K.

Demostracion.

(i) D estd cerrada bajo bajo la formacién de productos en K. En efecto, sean, (X;,¢;); una familia de
objetos en D,

Ly, ¢ (X (€)c) = (X0 €)

una C-correflexién para cada ¢ € I, ([ X;,€) un producto en K de la familia (X;,¢;);. Entonces, por la
definicién de D, resulta que, para toda i € I,

(X €e) €18

Si C: K — C es un C-correflector, entonces se tiene una C-correflexion

(I - (I

Pero C conserva productos por tener adjunto izquierdo; en consecuencia C (]| X;, €) es un producto en C de la
familia (X;,&;); v, como B estd cerrada bajo bajo la formacién de productos en C', resulta C' (][ X;,&) € |B].
Por lo tanto, ([ X;,&) € | D).

(i) D estd cerrada bajo la formacién de objetos extremados en K. En efecto, sea ((X,¢), f) un subob-
jeto extremado de (Y,n) € |D|. Por K.10(e), es f : (X,€&) — (Y,n) una inmersién en K. Por otro lado, se
tiene el diagrama

(x&) T (o)
1x | 9 I 1y
(X,€) s (Y,n)

donde 1x y 1y son C-correflexiones, por lo que (Y,7¢) € |B|. Si (W,w) es un C-objetoy g : W — X una
funcién tales que

Ww) 7

fg:(Ww)— (Y,n0)
es un C-morfismo, entonces
lyfg=fg: Ww) — (Y,n)

es un K-morfismo. Por K.2(2), es g : (W,w) — (X, ¢) un K-morfismo, de modo que existe un K-morfismo
7: (Ww) — (X, §Q) tal que 1xg = g, por lo que g = g; es decir, g : (W,w) — (X, §Q) es un C-morfismo.
Como C es una categorfa concreta, se tiene que f : (X,£5) — (Y1) es una inmersién en C. Por K.32,
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C es topoldgica y, por K.10(e), es ((X, fg) ,f) un subobjeto extremado en C' de (Y, ng). Por K.11, C es
una (epi, mono extremada)-categoria; por la proposicién 36.11 de H-S resulta B cerrada bajo la formacién
de objetos extremados. En consecuencia, (X, fQ) € |B| v, por lo tanto, (X, &) € |D|.

(iii) D es epirreflexiva en K. En efecto, por (i), (#) y K.27 resulta que D es epirreflexiva en K.

(iv) Si B es birreflexiva en C entonces D es birreflexiva en K. En efecto, sean, (X , EX ) cualquier K-

e () - (xe7)

una C-correflexién. Por K .32, C es una categoria concreta topoldgica propiamente fibrada; por K .33, es

objeto indiscreto y

e () - (v

una B-reflexion. Puesto que
1x: (X,688) = (x,6Y)

es un K-morfismo, existe un dinico C-morfismo, que debe ser 1x, que hace conmutativo al diagrama

ma) B (e
1x o) S x
(rcs

Entonces, 1x : (X, 55) — (X,E&) es un isomorfismo, de donde (X, 55) €|Bly (X, §X) € |D|. De (i)

vy K.29 se deduce que D es birreflexiva en K.

K .42 Teorema. Sean, K una categoria concreta topolégica propiamente fibrada, B una subcategoria
birreflexiva de K, plena y repleta, C una subcategoria bicorreflexiva de B, plena y repleta, conteniendo un
objeto de conjunto subyacente no vacio. Entonces la subcategoria plena D de K que consta de los K-objetos
que tienen B-reflexién en C es bicorreflexiva en K.

Demostracion. Casi dual de la de K.41.
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