Capitulo 5

Formas: el concepto que unifica

Cuando en los capitulos tres y cuatro insistimos en definir a el rotacional y a la divergencia (tanto
en el plano como en el espacio) a través de un limite, fue con la idea de que éstos se entendieran
como un cierto tipo de derivada. Esta manera de ver a estos conceptos, junto con la introduccién de
las integrales de linea y de superficie, es lo que a su vez nos permitié interpretar a los teoremas de
Green, Stokes y Gauss como una especie de generalizacion del Teorema Fundamental del Calculo.

En este capitulo vamos a mostrar que, en efecto, el rotacional y la divergencia (jy el gradiente!)
se pueden ver como un caso particular de una especie de derivada, que llamaremos la diferencial, de
un cierto tipo de funcién que se conoce con el nombre de p-forma. Asi mismo, mostraremos que las
integrales de linea y de superficie también son un caso particular de la integral definida para estos
mismos objetos, y lo que es mejor de todo, veremos que los teoremas de Green, Stokes y Gauss son
un caso particular de un tnico teorema que involucra a todos estos conceptos.

En este capitulo definiremos y describiremos de la manera mas concisa posible (jy sélo eso!), todo
lo necesario para entender qué es una forma y los conceptos asociados de derivacion e integracién de
estos objetos. Para concluir, formularemos el teorema que generaliza a los multicitados teoremas de
los capitulos 3 y 4, mostrando simplemente por qué éstos ultimos son un caso particular de aquel.

Finalmente, es importante mencionar que, aun y cuando el concepto de forma se puede trabajar
en un contexto mas amplio, aqui nos limitaremos al d&mbito del espacio R™.

5.1 Formas basicas

Lo primero que hay que decir es que definiremos a las formas bésicas a través del concepto de
funcién, y que los distintos tipos de formas basicas con los que trabajaremos se distinguirdn por
el dominio sobre el cual estardn definidas dichas funciones. Para cada p € N se tendra un ntmero
finito de formas bésicas en R"; por ejemplo, para p = 1 definiremos (en R™) n distintas formas
bésicas (que denotaremos por dxi,...,dz, y a las que por razones obvias llamaremos 1—formas
bdsicas), como las funciones de R™ en R definidas como:

dzi(ai,...,an) = a; (5.1)

para cada (a1,...,a,) =a € R" (i =1,...,n) y que geométricamente se puede(n) identificar como
la(s) “proyeccién(es)” del punto a sobre el i — ésimo eje coordenado (ver figura 5.1).

Para p = 2 definiremos (en R™) n? formas bésicas (que denotaremos por dz; A dz; (con i,j =
1,...,n) y a las que por razones también obvias llamaremos 2— formas bdsicas), como las funciones
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Capttulo 5. Formas: el concepto que unifica 5.1. Formas bdsicas

X3

q._..a3 = dilf3 (&)

e X2
ay = dxg (d)

él = d:l?l(&)
X1

Figura 5.1: El valor de la 1—forma bdsica dx; sobre el vector a es igual a la i—ésima coordenada
de éste o, geométricamente, es la proyeccién de a sobre el eje X;

de R™ x R™ en R definidas como:

(dai A dj) (a1, .. an), (b1, ... by)) = det [ a b } (5.2)
aj b
para cada ((a1,...,ay),(b1,...,by)) € R®" x R™ (con i,j = 1,...,n) y que geométricamente se
puede(n) identificar como la(s) funcién(es) que asignan (+ o —) el drea del paralelogramo que se
forma al “proyectar” en el plano X;X; a los vectores (a1,...,an)y (b1,...,b,) (ver figura 5.2).

Con base en estos dos ejemplos ya se pueden vislumbrar algunas cuestiones importantes rela-
cionadas con las formas bésicas en R™. Por ejemplo, nétese que en la definicién de las 2—formas
bésicas dada en 5.2 se pueden usar las 1—formas bésicas de la siguiente manera: si a = (aq,...,a,)
y b= (b,...,by) entonces

(dxi A dzj) ((an,- - an), (b, ... bn)) = (do; A dzj)(a,b)

También vale la pena destacar, con base en la identidad 5.2 (o en algunas propiedades elemen-
tales de los determinantes), que la 2—forma bésica dz; A dz; resulta ser la funcién constante cero,
es decir

dr; Ndz; =0

paracadai=1,...,n,y que
dx; N d:l?j = —(dl‘j VAN d:l?z)

para cada i,j =1,...,n.
En general, dado p € N, las p—formas basicas en R” se definen de la siguiente manera:

Definicién 5.1 Seap € N. Dado (I1,...,1,) € {1,....,n}x---x{1,...,n} ={1,...,n}?, definimos
la p—forma bdsica en R™ asociada a este vector de indices, y que denotamos por dxy, A --- Ndxy,,
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X3

(0,dz2(a),dzs(a))

P

4 (0,dz2(B) ds ()

A

Xo

X1

Figura 5.2: Geométricamente, la 2—forma bdsica dx; A dx; se puede interpretar como la funcién
que asigna (+ o —) el drea del paralelogramo que se forma al “proyectar” en el plano X;X; a
los vectores (a1,...,a,) y (b1,...,by). En la figura (en R3) se tiene que (dzy A das)(a,b) =
—area(P)

como la funcion
dry, A---Adxg, : R" x---xR" =(R")’ =R
—_——

p veces

dada por
(day, A+ Nday,) (an, ..., ap) = det (dxy, (a;))

donde i,5 =1,...,p.

Como ya mencionamos en el caso de las 2—formas bésicas, y por razones que resultan evidentes,
en general las propiedades de los determinantes son fundamentales para deducir las propiedades
de las p—formas bésicas. Por ejemplo, del hecho de que el determinante de una matriz vale cero si
ésta contiene dos columnas (o dos renglones) que son iguales, se deducen las siguientes propiedades
de las p—formas bésicas.

Proposicién 5.2 Sean pe Ny (I1,...,1l,) € {1,...,n}P.
1. sil; =1; para alguna @ y una j entonces dxy A --- Ndxy, =0
2. sip>mn entonces dry A--- Ndry, =0

Del segundo inciso de esta proposicion concluimos que las inicas p—formas bésicas (en R™) que
vale la pena considerar son aquellas en las que p € {1,...,n}. En cuanto al primer inciso, este nos
permite concluir que si p € {1,...,n}, entonces el nimero de p—formas bésicas no triviales (de
las nP que definimos) estd dado por (Z) (el nimero de subconjuntos del conjunto {1,...,n} con
exactamente p elementos).

Por otra parte, usando la propiedad de los determinantes que establece que el determinante
de una matriz cambia de signo si se intercambian dos columnas (o dos renglones) adyacentes,
obtenemos que todas las p—formas bésicas que comparten el mismo conjunto de indices son iguales
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Capttulo 5. Formas: el concepto que unifica 5.1. Formas bdsicas

o difieren en el signo. Por ejemplo, de todas las 3—formas que se pueden construir con los indices
1,2 y 3 (en cualquier R™), se tiene que

dzy A dxg N drs = —(dxg A dxy A dxs)
= dxo N dxs N dxy
= —(dx3 A\ dxg A dxy)
= dx3 N dx1 A dxo
= —(dxz1 Ndxs A dxs)

De estas propiedades podemos concluir que un conjunto (maximo) de p—formas bésicas que
sean no triviales e independientes entre si, se puede obtener considerando aquellas que se escriben
como

dry, N+ A d:l?lp (5.3)

en donde 1 <l < --- < I, < n. Por ejemplo, en R? un conjunto (miximo) de 2—formas bésicas
que son no triviales e independientes entre si estd dado por

{dxg Adxg,dxs N\ dri,dry A dxg}

Para el caso de las 1—formas bésicas (y en cualquier R™), dado que todas las que definimos son no
triviales e independientes entre si, el iinico conjunto (méximo) de 1—formas bésicas que tiene estas
caracteristicas esta dado por

{d:l?l, dl‘Q, e ,dﬂjn}

Como las p—formas bésicas son funciones de valores reales, éstas se pueden multiplicar y sumar
por numeros reales de la manera que todos conocemos. Con base en estas operaciones considera-
remos combinaciones de la forma

k
Z Oéid:El(i) VANRRIVAN dl‘l(i)
1 P
i=1

conao; ERy ( gi), .. ,ll(,i)) € {l,...,n}? (parai = 1,...,k) y seguiremos llamandolas p—formas

bésicas.
Observe que estas operaciones entre p—formas basicas hacen que el conjunto de todas ellas
tengan una estructura de espacio vectorial sobre el campo de los nimeros reales (de dimensién (Z))

Denotaremos por Q®) al espacio de todas las posibles combinaciones de p—formas bésicas en R” y
en particular denotaremos por 0 al cero de este espacio, y que corresponde a la funcién constante
cero definida en (R™)”. De esta forma, por ejemplo, el conjunto QM de todas las combinaciones de
1—formas bésicas en R™ estard dado por

Q0 = {a1dzy + agdxo + -+ - + apdzy, | g, ..., € R}
y el de todas las 2—formas bésicas en R? estara dado por
0@ = {ag3(dza Adzs) + ez (des Adey) + a1 o(dar Adas) | ara,a31, 003 € R}

Finalmente, terminamos esta seccién definiendo las 0—formas bdsicas en R™. La O0—forma
bésica més elemental es sélo una, que denotaremos por 19, y estd dada por la funcién constante

J. Péez 256



5.2. Formas diferenciables Capitulo 5. Formas: el concepto que unifica

uno definida en el conjunto {0} € R™ (!). Si a esta funcién la multiplicamos por diferentes escalares
(reales) ai,...,q y las sumamos, obtenemos la funcién constante (o + - - - 4+ )19 definida en
el conjunto {0} C R”™. Como se podra observar, al conjunto Q%) de todas las 0—formas bésicas (en
cualquier R™) se le puede identificar simplemente con el conjunto de los niimeros reales (R).

5.2 Formas diferenciables

Una vez que hemos descrito a las p—formas béasicas en R", introduciremos el concepto de forma y el
de forma diferenciable. Asi como a una p—forma bésica dx;, A---Adz;, la podemos multiplicar por
un nimero real « (y después sumarla con otras similares), ahora podemos tomar una regién U C R",
una funcién f : U C R" — Ry para cada & € U, considerar la p—forma bésica f(2)dxy, A---Adxy,.
Esta es la idea que estd detras del concepto de p—forma, el cual precisamos en la siguiente

Definicién 5.3 Sean, U C R"™ una region, p € {0,1,...,n} y dx;, A--- A dxy, una p—forma
bdsica (en R™). Dada una funcion f : U C R™ — R, la p—forma asociada a la p—forma bdsica
dxy N+~ Ndxy, y ala funcion f, que denotamos por fdxy, A --- Adxy,, es la funcion

fdry, A+ Nday, : U CR" — QW)

definida como
(fdxyy Ao A dﬂ?lp)(fj) = f(Z)dxy, A+ A dﬂjlp

En general, dadas las p—formas bdsicas
dmlgl) AERRWA dmlél), e ,da:lgk) AREEWA dwl;k) e Q)
y las funciones fi,..., fr :UCR" >R, 1<k < (Z), diremos que la suma
w? = fudazyay A Adaya) o frdwyo Aeee Adgo
es una p—forma definida en U C R™.
A continuacién, damos algunos ejemplos que ilustran esta definicién.
Ejemplo 5.4 Sean

1. la 1—forma definida en U = R?\{(0,0)} C R? dada por

-z -z
55 22d:171—|-72 12d:172
] + x5 ] + x5
en donde (como queda implicito)
— X9 —X1
1(Z1,22) = 5—3 2(21,%2) = 55—
fi(z1,22) :E%—F:E% Yy fo(wr,72) 33%—1—3}%

Esta misma 1—forma, en términos de las variables x y vy, se escribe como

d
2+ 2 $+x2+y2

dy

'La eleccién de este dominio (que tratandose de funciones constantes, no es tan importante) obedece a la idea de
que, si para el resto de las p—formas basicas su dominio es (R™)P, para las 0—formas debiera de ser el conjunto (R™)°
el cual podemos identificar con el conjunto {0}.
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Capttulo 5. Formas: el concepto que unifica 5.2. Formas diferenciables

2. la 2—forma definida en U = R3\{(0,0,0)} C R3 dada por

X1 x2 €3

dxo N dxg + drs A\ dxry + dx1 A dxs
(2] + 23 + x3)3/2 (23 + 23 + 333)3/2 (27 + 23 + x3)3/2
en donde (como nuevamente queda claro)
z1 T2
fi(zr, 20, 23) = 372" fo(z1, 22, 23) = 372

(21 + 23 + 23) (2 + 23 + a3)

y v
f3($17$27$3) = 3/2
(23 + 23 + 23)
Esta misma 2— forma, en términos de las variables x,y y z, se escribe como
€z Y
dy Ndz + dz N\ dx + dx A\ dy

(22 + y2 + 22)*/? (22 + y2 + 22)*/* (22 + y2 + 22)%/*

Como es de esperarse, la diferenciabilidad de la p—forma fdx;, A --- A dx;, dependera de la
diferenciabilidad de la fucién f, y lo que si resultard novedoso es la manera en como definiremos a
la diferencial de la p—forma fdx;, A---Adz;,. Para ello, empezaremos por definir lo que significa

la diferencial de una 0—forma f1(?), de la siguiente manera:

Definicién 5.5 Sea f : U C R® — R una funcion de clase C' en U. Definimos la diferencial de
la 0—forma f1©), que denotamos por d(f19)), como la 1—forma (definida en U C R") dada por

of of
0y - “J “
d(f1\%") By dei+---+ B dz,
es decir of of
O o5 .
d(f1%)(z) o, (Z)dxy + -+ Dz, (2)dxy,

para cada & € U.

Una vez hecho lo anterior, definimos en general lo que significa que una p—forma sea diferenciable
(y que por razones obvias llamaremos p—forma diferenciable) de la siguiente manera:

Definicién 5.6 Sean, U C R" una region, f : U C R® — R una funcion de clase C* en U,
p€{0,1,...,n} ydx;, A--- ANdxy, una p—forma bdsica. Definimos a la diferencial de la p—forma
fdxy, A --- Ndxy,, que denotamos por d(fdxy, A--- Adxy,), como a la (p+ 1)—forma (definida en
U C R") dada por

d(fdxy N--- A dﬂjlp) (fl ) ANdzy, A A d:l?lp

of of
<ax1d x|+ - +(‘)—xndx"> AdxllA"'Adxlp
of of
81da:1/\da:ll -/\dxlp—i-'”—ka—xnda:n/\da;ll/\---/\dxlp
En general, dadas las p—formas bdsicas
dxlu) A A dxlu), . ,dwl(k) ACERIWAN dwl(k) e QW)
1 P 1 P
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y las funciones fi,...,fr :UCR" >R, 1 <k < (Z), definimos la diferencial de la p—forma

p) — fldxl(l) VANRERIAN dwlu) + -+ fkdxl(k) VAR dwl(k)
1 P 1 P

como
d (w(p)) = d(fldwlu) Ao A dwlu)) + -+ d(fkdxl(k) /AR d.Z'l(k))
1 P 1 P

Sin duda un buen nimero de ejemplos ayudard a entender mejor este concepto.

Ejemplo 5.7 Calcule la diferencial:

1. de la 1—forma en R? dada por
Pdx + Qdy

Solucion. De la definicion de diferencial, se tiene que
d(Pdx + Qdy) = d (P1<0>) Adz + d(Q1O) A dy

_ (0P, 0P 0Q,, , 99
—< d—i—ad>/\ala:+<a da:—i—ady)/\dy

ox
opP oP 0Q oQ
aazd /\da:+8—dy/\da:+a—da:/\dy+8—dy/\dy
:0—8—dw/\dy+8—de/\dy—O
oy Oz
0Q 0P
=|———|dzAd
(83: 8y> T
= (Rot F') dx A dy
en donde F = (P,Q) : U C R? — R2.
2. de la 1—forma en R3 dada por
Pdz + Qdy + Rdz

Solucion. Como en el inciso anterior
d (Pdz + Qdy + Rdz) = d(P1O)Y A dz 4+ d(Q1O) A dy + d(R1V) A dz
= <8—Pd +6—Pd +aa—d ) Adx + <6Qd +8—Qd +8_de> A dy

0 dy oy
+<2—Rd +g—];d +2—Rdz>Adz
:g—Pd /\dw—k({;—de/\d +Z—sz/\d +Z—de/\dy+g—Qdy/\dy
—i—((;—Qd /\dy—l—g—Rd /\dz—i-g—Rdy/\dz—i-g—Rdz/\dz
:g—de/\da:—Fg—]:dz/\dx—kg—gdx/\dy—i-%—gdz/\dy
+Z—Rd /\dz+g—Rdy/\dz
:(%-%—f)dzj/\der(aa—f—g—R)d A dx 4—(8822 g—IyD)d:E/\dy
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Capttulo 5. Formas: el concepto que unifica 5.2. Formas diferenciables

3. en general, de la 1—forma en R™ dada por
= fidxy + fodxo + -+ + fndx,
Solucion. Una vez mds, sabemos que

dw™ = d(f11OY A day + d(f21O) Adag + -+ d(f, 1) A day,

)
— f1 f: ~ Ofn
z::ax]d )/\daz1+<zaz )/\da:2+..._|_(j§:18$jdxj)/\dxn
d

(H
|

— N Ofs
_;a—x] l’l/\d:Ej) (8 1dl’1/\dl’2—za deQ/\dZEJ)

7j=3

Oy Oz 0z Ox

J=4 J=1

n—1
+ <8fdx1 A dxg + %d(ﬂg Adxg — -~ 0f: d(L’g A dx]) e+ ( 8fndx] A dxn)

dfs  0Ofi dfs  0fi ofn  Of1

— ———)dx1 Nd —— — —— |dz; ANd — — —— | dx; Ndz,
8331 8332) o x2+<8x1 8953) i T3+ +<8x1 8xn> i v

+<%—%>d$2/\d$3+<%—%>dl’2/\dl’4+"'+ Ofn 0f2

—— — —— | dxy Ndzx,
8332 8953 axg 83:4 8952 8xn> 2 o

afn B afn—l
833n_1 8xn

) dr,—1 N dzx,,

B af;  0f; ‘ '
— Z (&ri_&ﬁj)d%/\d%

4. de la 2—forma en R3 dada por
w® = Pdy A dz + Qdz A dz + Rdx A dy
Solucion. En este caso se tiene que

d(w®) = d(P1O) A (dy Adz) + d(Q1O) A (dz A da) + d(R1O) A (da: A dy)

a—Pd + —d + 8—sz A (dy Ndz) + —Qd + @d + —de A (dz A dzx)
oz 0z Oz
< OR

oy 0z
8_a:d x + —d + 8—dz> A (dx A dy)

_|_

_8_d /\dy/\dz—l—g—Qdy/\dz/\daz—l—g—Rdz/\daz/\dy

oP 0Q OR
<%+8—y+§>d$/\dy/\dz

= (div F)dz Ndy N dz
en donde F = (P,Q,R) : U C R® — R3.
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5. la 2—forma en R* dada por

w? = Pdy A dz + Qdz A dw + Rdw A dz + Wdz A dy

Solucion. Ahora tenemos que

d(w<2>)

+

6. dela3

= d(P1<°>) A (dy A dz) + d(Q1O) A (dz A dw) + d(R1O) A (dw A dx)
w1y A (d:n A dy)
= <—d + —d + g—Pd + g—dw> A (dy A dz)

—dx +—d —i—%—Qd —i-g—de)/\(dz/\dw)

OR OR
0z 0
OW OW ow

(5

—|—<—d —I-—d + —dz +—dw>/\(dw/\d:n)
(5
oP

O ow Ox dy

= d:n/\dy/\dz+a—dw/\dy/\dz—l—8—Qdaz/\dz/\dw+8—Qdy/\dz/\dw

+8—Rdy/\dw/\daz+a—Rdz/\dw/\d:E+a—Wdz/\daz/\dy—l—a—de/\dx/\dy

oy 0z 0z ow

_(OoP OW P 0Q oR 0
<8x+ 9% )da:/\dy/\dz—i—(a +8y>dy/\d2/\dw+<8y+8w

oR  0Q
—|—<8—+a—>d$/\dz/\dw

—forma en R* dada por

)da:/\dy/\dw

w® = Pdz Ady Adz + Qdy A dz A dw + Rdx A dy A dw + Wdz A dz A dw

Solucidn. Se tiene que

(™) =

d(Pl( >) A (dx Ady A dz) + d(Q1O) A (dy A dz A dw) + d(R1D) A (da
+ d( (dx Adz A dw)

P P
—da: + —d + 8—dz + a—d/w> A (dz A dy A dz)
dx

0z 0

ow

+ | m—dx +—d +8—Rd —l—a—Rdw)/\(da:/\dy/\dw)

+< +—d +86—Qd 1994 )A(dyAdzAdw)
< 9z " D

E?W ow ow
+<8:nd + 3y dy + 5% dz + awaﬂw)/\(aia:/\dz/\alw)

:Z_Pdw/\d:nAdyAderg—deAdyAdz/\defZ—Rd“dm/\dw\dw

—I-%—Wdy/\dzn/\dz/\dw
<8Q oP OR OW

or ow e 9z Oy

>d ANdy ANdz N dw
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Como seguramente el lector habré observado, algunos de estos ejemplos ilustran la estrecha
relacion que existe entre el concepto de diferencial de una p—forma, y algunos de los conceptos
que definimos en los capitulos tres y cuatro (relacién que, por cierto, viene a justificar por qué
afirmédbamos que los conceptos de rotacional y divergencia se podian ver “como una derivada”).

Ademas de lo anterior, también vale la pena observar lo siguiente. Si en los incisos 1 y 2 del
ejemplo anterior se supusiera que existen ¢ : U C R?> - Ry 1 : U C R? — R de clase C? (en U)
tales que

(P,Q) =V
_ (9% 9¢
a <5w’8y>
y
(P,Q,R) =V
B <a¢ O aw)
~\ oz’ 9y’ 0z

en cuyo caso se tendria que

Pdz + Qdy = 8—(’Dalaz + a—(’Daly

ox oy
y
oY oY o
Pd:v—FQaly—FRalz—a dx +8_d +8_ z
= d(y1)
entonces
0y dy
(0)
d(d(gol )) d<a do+ 50 d)
= d (Pdx + Qdy)
_ <8Q 8P>d A dy
- <8y8x 8a:8y> dz N dy
= (0) da:/\dy
=0
y
o o o
Oy = 4 ZZ ol .
d(d(m )) d(a do oy + d>

= d (Pdzx + Qdy + Rdz)

8—R—8—Q dy N dz + 8_P_8_R dz Ndx + a—Q—a—P dx A dy
0z 0z Ox or Oy
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0% 0% 0?1 0?1 0% 0%
N <8y8z B 8z8y> dy A dz+ <8z83: B 8:E8z> dz N d + <8y8$ B 8:E8y> dz A dy

—0®

lo cual coincide con el hecho de que Rot(Vy) = 0 y Rot(Ve) = (0,0,0) (en R? y en R3, respecti-
vamente), como se prob6 en el capitulo tres.
Algo andlogo sucede si combinamos los incisos 2 y 4. Observe que, si

wV) = Pdz + Qdy + Rdz

entonces

OR 0Q oP OR 0Q 0P
<8y 82>dy/\d2+<82 8x>d2/\dx+<8a: ay)dm/\dy)

i
B 0 (OR 0Q 0 (OP OR 0 (0Q OP
—((a(a—y—a»*@(Wa?)*%(a—x‘a—y»d“d“dz

O’R  0°Q 0’P  9’R 0*’Q 0P
axﬁy_8:n8z>+< >+< >>da:/\dy/\dz

oyoz B Oyox 0201 020y

lo que también coincide con el hecho de que div (Rot(P, @, R)) = 0, como se probé en el capitulo
cuatro.

Lo maés interesante de esta propiedad (que dos diferenciales consecutivas de una p—forma nos
lleva a la (p + 2)—forma constante cero), es que ésta se sigue verificando aun y cuando estas
diferenciales no estén relacionadas con conceptos que hayamos visto previamente. Tal es el caso
del inciso 3 del mismo ejemplo. Observe que, si existe ¢ : U C R — R de clase C? (en U) tal que

_ 9

fi= oz,

para cada ¢ = 1,...,n, entonces

0y Op

0))Y) — b R

d (d (cpl )) —d <ax1da:1 +oet axndxn>
=d(fidry + fodwa + - + fodzy)

B of;  0fi , '
— Z <(9xi 8xj>d:nl/\d:nj

1<i<j<n

_ 0 (00 _ 90 (99 .
a Z <8xl (Z?x]) 833j <8J}Z>> deAdx]

1<i<j<n

2 2
= Z <8(,0 — acp)dl’,/\dx]
1<i<j<n axlc‘)a:j axjaxl
= 0@

Y observamos la misma propiedad si combinamos los incisos 5 y 6. En efecto, si tomamos la
2—forma en R*

w® = Pdy A dz 4+ Qdz A dw + Rdw A dz + Wdz A dy
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entonces
d(d —d aP aW do ndy Adz+ (22 199N 4y nde  dw
ow Oy
8_ OW dx Ndy A dw + 8—R+8—Q dx Ndz N\ dw
8y ow 0z  Ox
(2 (22 0@y o (op oWy 0 (0R oW
ox oy ow \ Oz 0z 0z \ 0y Ow
OR 0Q

8y<8z+8x>>d$/\dy/\d'2/\dw

B 0’P n 0%Q B 0*P B Pw n 0’R n 0*W B 0’R B 0%Q
 \OzOw  Oxdy Owdxr Owdz 020y 020w Oydz Oydx
— 0¥

>dw/\dy/\dz/\dw

Sin duda a estas alturas el lector ya debe estar convencido de que estos ejemplos no son més que
un caso particular de un resultado bastante méas general, y por supuesto que esta en lo correcto. Este
resultado generaliza las identidades Rot(Vy) = 0, Rot(Vy) = (0,0,0) y div (Rot(P,Q,R)) =0
como mencionamos anteriormente, y su prueba es un poco mas elaborada que la de éstas. Dada la
importancia de este resultado, es que le otorgamos el grado de

Teorema 5.8 Sean
dﬂjlu) VANV dﬂjlu), - ,d:El(k) VANEIVAN d:El(k) S Q(p)
1 P 1 P

p—formas bdsicas, y f1,..., fr : U CR®™ = R funciones de clase C?> enU, 1 <k < (;L) Si

w? = fldxl(l) A A da:lu) +---+ fkdxl(k) /AR da:l(k)
1 p 1 p

d <d (w(p)>> — oP+2)

Dem. Dado que, de acuerdo con la definicién 5.6, se tiene que

a k
d (d (; fidﬂflgi) VANERRWAN d:Ell(,i))) = ; d (d (fld:nlgl) Ao A dxzé“))

bastard probar que, si dzy, A--- Ady, € QP y f:U CcR" — R es de clase C% en U, entonces

entonces

d(d(fdaxy A+ Adzy,)) = 0P

Por esta misma definicién sabemos que

k
al(fd:m1 /\.../\d:mp) = <Z gfdzni) Adxy, A~ Ady,

=1 O
_of of
(%j ~—dry Ndxyy A Ndag, + -+ 8—%61:13” Ndzy N+ Ndxy,

de modo que, denotando w® = fdxy A+ Ndxy,, se tiene que

1 (0 () = d(@ (i, - nd,))
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of of
:d<8:13 dry Adxy N Ndzy, + -+ + a—%dazn/\dznh /\---/\da:lp>

d(afdxl/\dwll '/\dl'lp> +“’+d<aa—fdxn/\dwll/\---/\dxlp>

n

n o2
= ( 3}263}1 ) ANdzi A dl'll AN dl'lp + <ZZ:; mdl’l> A dxo N dg;ll Ao A d$lp

>’f
+ - <; 02,0z, d:nl> Ndzy Ndxy A--- ANdg,

——Zn: 82f dri Ndx; ANdxp, A ANdx; + 82f dzy N\ dxo A dxp, N A dx
= D202, 1 i I I 921025 1 2 I Iy

82
—Zaxlamdazg/\dm/\dmll o Ndxy, + -+

0?
; mdlﬂz /\dflfn /\dlEll AR /\dfll'lp

2 2
= Z <8f — o7 )dxi/\da:j/\dxll/\-u/\da:lp

1<i<j<n 8:@8:& 8:&8:@

— oP+2)

5.3 Diferenciales exactas (primera parte)

Como siempre sucede con los teoremas importantes, ahora es inevitable hacerse la siguiente pre-
gunta: si una p—forma diferenciable

P) = fldlﬂl(l) VANEIVAN d:El(1) +--+ fkdﬂjl(k) VANV d:El(k)
1 P 1 P
(definida en una regién U C R™) es tal que
d <w(p)) — olp+1)
jexiste una (p — 1)—forma diferenciable (definida en U C R™)

=1 = fldlﬂngn VAN dZEn(Ul + -+ fmdl’ngm) VANRRRIVAN d:En(m)l
p— p—

WP — g (T(:n—l)) ?

Lo maés interesante de esta cuestion es que esta es una pregunta que ya nos planteamos (jy que
ya resolvimos!) para algunos casos particulares.

En efecto, como se recordard, en el capitulo tres nos planteamos el problema de determinar
cuéando un campo era conservativo (o gradiente) y como solucién probamos el teorema 3.51 el cual
nos aseguraba que, si

tal que

F=(F,...,F,):UCR" > R"
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era una funcién de clase C' en U, una regién estrellada, tal que

OF, . OF;

para toda & € U y para toda i,j € {1,...,n} (i # j) entonces F' era un campo gradiente en U, lo
que significaba que existia ¢ : U C R™ — R tal que
dyp
8:Ei

(&) = F(2)
para cada i € {1,...,n}.

Como el lector habra notado, este resultado resuelve la pregunta que nos hicimos al inicio de
esta seccion para el caso de las 1—formas diferenciables puesto que, si la 1—forma

w = fidzy 4 - + fpda,

es tal que

B ofi  9fi ' '
- Z <8mi &Tj) dz; N\ dx;

1<i<j<n
(de acuerdo con el inciso 3 del ejemplo 5.7), esto significa que

ofi . .
oz, (&) = 02, (2)

para toda & € U y para toda i,j € {1,...,n}, de tal forma que, si ¢ : U C R" — R es tal que

Dy
axi - f’l
entonces la 0—forma
+0) — 901(0)

satisface que

d (T<0>> —d (<p1<0>)

:8—(’0dx1+~'+88—(’0da:n

0x1 T
= f1d$1 + -+ fndxn
—w®

Como seguramente el lector ya se imagina, el otro caso particular que ya resolvimos es el de las
2—formas diferenciables en R3, v que estd relacionado con el problema de determinar cudndo un
campo F' (en R?) es un campo solenoide.

Como también se recordard, el teorema 4.35 del capitulo cuatro nos aseguraba que, si F' =
(P,Q,R) : U C R? — R3 era una funcién de clase C' en U, con U una regién estrellada tal que

divF(z) =0
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para toda & € U, entonces F' era un campo solenoide en U, lo que significaba que existia G =
(P,Q,R): U C R?® — R3 tal que

= (P,Q,R)
Obsérvese que, apoyados en este teorema, tenemos que, si
w® = fidy Adz + fodz Adx + fadx A dy

es una 2—forma diferenciable definida sobre una regién estrellada U C R? (jque es asi como se
pueden escribir todas las 2—formas en R3!) tal que d (w(2)) =00, entonces

0® — ¢ <w<2>)
_(0h | 0f2, Ofs
—<8x+8y+az>daz/\dy/\dz

= div(f1, fo, f3)dz A dy N dz

lo que significa que ~div~( f1, f2, f3) = 0, de modo que, por el teorema antes mencionado, sabemos
que existe G' = (f1, f2, f3) : U C R3 — R3 tal que

= (f1, f2, f3)
Por tanto, si tomamos la 1—forma
) = fldﬂf + fgdy + ,}E3dZ

ésta tiene la propiedad de que
d (T“)) —d ( Frdz + fody + fgdz)

_ (% _ 0k Oh _ 0l Of» _0h
_<8y az>dyAdZ+<8z ax>dzAdx+<ax ay)dm/\dy

= fidy Ndz + fodz N dx + fsdx N dy
— w®

Cuando para una p—forma
w? = fldfl?l(l) VANRERIVAN d:ltlu) +- fkdﬂjl(k) JANRIEEIVAN d:l?l(k)
1 P 1 P
(definida en una regién U C R") existe una (p — 1)—forma (definida en U C R™)

-1 s s
Fp=1) — fldxngl) Ao A dwnél,)l 4+ fmdxngm) A A dxn(m)

p—1
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tal que
w® =g (T(p—1)>

decimos que w® es una diferencial exacta (en la regiéon U C R™) y la pregunta que nos hicimos
al inicio de esta seccion se puede reformular de la siguiente manera: jsi d (w(p)) = 0*1) entonces
w() es una diferencial exacta?

De acuerdo con lo que acabamos de ver, ahora podemos responder que este no siempre es el caso
(al menos para las 1—formas en R™ o para las 2—formas en R3) y que en gran medida la respuesta a
esta pregunta depende de la “geometria” de la regién U C R" sobre la cual esta definida la p—forma
w®

Como sucedié en el capitulo tres (para el caso de los campos conservativos) y en el capitulo
cuatro (para el caso de los campos solenoides), para responder esta pregunta (en el caso general)
serd indispensable definir nuevos conceptos (y teoremas relacionados con éstos) a fin de contar con
las herramientas necesarias.

Si en los capitulos tres y cuatro hubo necesidad de introducir los conceptos de curva e integral de
linea, y los de superficie e integral de superficie (respectivamente), ahora serd necesario introducir
los conceptos de p—variedad parametrizada en R™ y el de integral de una p—forma sobre una
p—variedad, asi como algunos teoremas relacionados con estos conceptos. Esto es justo lo que
haremos en las siguientes secciones.

5.4 p—variedades parametrizadas

Asf como una curva o una superficie no es mas que la imagen bajo una funcién o (de clase C') de
un intervalo [a,b] C R, o de una regién A C R? (tipo I o tipo II), respectivamente, un conjunto
M C R"™ serd una p—wvariedad parametrizada (con p € {1,...,n},) si M se puede ver como la
imagen bajo una funcién o (de clase C') de alguna regiéon A C RP, en donde A serd el tipo de
regién en RP que generaliza a las regiones tipo I y tipo II de R? (y tipo III, de R3).

Empezaremos por definir de manera més precisa a este tipo de regiones, y lo haremos de forma
inductiva a partir de las regiones tipo I y tipo II que ya conocemos en R?, de la siguiente manera:

Definicién 5.9 Decimos que B C R? es una region bdsica (en R?), si es una region tipo I o tipo
11, como se definieron en el capitulo dos. En general, diremos que A C R™ es una regién béasica en
R™ (conn > 3) si existe B C R"™!, una region bdsica en R, y existen a, 3 : B C R"™1 = R (de
clase C1) tales que

A={(z1,...,2p) ER" | & = (21,...,Ti—1,T141,- .-, Tpn) € B,a(z) < x; < B(2)}
para alguna i € {1,...,n}.

Dado que las tinicas regiones basicas que podemos dibujar se encuentran en R? o en R?, y en
el capitulo dos ya dimos algunos ejemplos de ellas, continuamos con la definicién del concepto de
p—variedad parametrizada. Simplemente observe que los rectangulos de la forma

R = [al,bl] X oo X [an,bn]

son ejemplos de regiones bésicas en R™ (con respecto a cualquier i € {1,...,n}) y que el nimero
de regiones bésicas diferentes que se pueden construir en R™ es n!.

La descripcién que hicimos de una p—variedad parametrizada en R™ al inicio de esta seccién es
muy precisa, por lo que simplemente la formalizamos en la siguiente
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Definicion 5.10 Decimos que un conjunto M C R"™ es una p—variedad parametrizada, con p €
{1,...,n}, si existe 0 : A C R? — R™ una funcién de clase C* (lo que significa que o es de clase C*
en un abierto (en RP) que contiene a A) tal que M = o(A), donde A es una region bdsica (o A es
un intervalo de la forma [a,b] si p=1). En este caso diremos que o es una parametrizacion de M.
Si o es inyectiva en el interior de A (int(A)) diremos que o es una parametrizacion simple de M.
Finalmente, al conjunto o(Fr(A)) lo llamaremos el borde de M inducido por la parametrizacion o,
y lo denotaremos por O,M, es decir, O, M = o(Fr(A)).

Nuevamente, algunos ejemplos serdan muy tutiles para ilustrar este concepto.
Ejemplo 5.11 Considere:

1. f+ ACR" = R de clase C* en la regidn bdsica A, y M = {(&, f()) e R"" | &€ A} C
R En este caso M es una n—variedad en R™ y una parametrizacion de M estd dada
por o : A C R* — R*"1 definida como

o(z) = (%, f(2))
Como se podrd observar, en este caso M es la gridfica de f.

2. M =a(A) CR?Y, en donde A =[0,27] x [0,7] x [0,7] CR3 y

o(0,,1) = (rsen(y) sen(p) cos(0), rsen()) sen(p) sen(6), r sen (1)) cos(p), r cos(v)))

con r > 0. Observe que

lo(8, . 9)[I* = [|(r sen(4) sen() cos(6), r sen(4h) sen() sen(8),  sen(y) cos(ip), r cos(4)) |

:7"2

por lo que a esta 3—variedad M bien se le puede bautizar como la 3—esfera (en R*) de radio
r > 0 con centro en el origen.

3. M =o(A) CR?*, en donde A =[0,27] x [0,27] C R? y

a(8,p) = ((cos(p) + 2) cos(f) + sen(p) sen(6) sen(0/2), (cos(p) + 2) sen(6) — sen(p) cos(f) sen(6/2)
,sen(p)cos(6/2),sen(0/2))

Observe que en este caso M es una 2—variedad (o una superficie) en R* que tiene las siguien-
tes caracteristicas geométricas. La primera de ellas es que la imagen bajo o de las lineas
verticales de A, es decir, la imagen de los puntos de la forma o(0y, ), con 6y € [0,27] fijo,
es tal que

(8o, ©) — (2cos(6), 2sen(bp), 0, sen(6p/2))]?
() cos(8) + sen (i) sen () sen(fy /2))? + (cos(p) sen(fy) — sen(yp) cos(fg) sen(6y/2))*

() cos(00/2))?

= (cos(ip) cos(fp))? + (sen(e) sen(6p) sen(fy/2))* + (cos(p) sen(6p))* + (sen(y) cos(fg) sen(fy/2))>
sen?(y) cos?(6p/2)

=1

= (cos(y) cos

_l’_

(sen

+
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lo que significa que la imagen del conjunto {6y} x [0,27] es una circunferencia de radio 1 con
centro en el punto
(2cos(6y),2sen(bp),0,sen(6y/2))

Esto quiere decir que la funcion o “pega” las lineas horizontales [0,27] x {0} y [0, 27] x {27}
(que forman parte de la Fr(A)) con lo que forma un “cilindro” (en R*). Si ahora observamos
que en particular las dos lineas verticales {0} x [0,27] y {27} x [0,27] (que forman el resto
de la Fr(A)) son tales que

0(0,¢) = (cos(p) + 2,cos(p) + 2,sen(p),0)

o(2m, ) = (cos(p) + 2, cos(p) + 2, —sen(p), 0)

concluimos que su imagen bajo o es la misma circunferencia, solo que recorridas en direcciones
opuestas (si ambas lineas verticales se recorren de abajo hacia arriba). Por esta razdn, si la
linea {0} x [0,27] es recorrida de arriba hacia abajo (que es como queda recorrida cuando
la Fr(A) se recorre en el sentido contrario al de las manecillas del reloj), concluimos que o
“pega” a las circunferencias que forman los extremos del “cilindro” inicial, pero de tal forma
que éstas queden recorridas en la misma direccion (a diferencia de lo que sucede cuando
“pegamos” los extremos de un cilindro para formar un toro (o una dona). Para lograr esta
forma de “pegado” en R? es necesario “cruzar” la “pared” del cilindro, y al hacerlo obtenemos
la ya conocida botella de Kline (figura 4.8). La parametrizacion o de este ejemplo hace lo
mismo (por lo que la 2—variedad M de este inciso es la botella de Kline) pero sin necesidad
de “cruzar” la “pared” del cilindro. De hecho, o es una parametrizacion simple de la botella
de Kline, la que, por supuesto, sélo es posible obtener en R* (o en R™, con n > 4).

La definiciéon de p—variedad se puede generalizar al de p—variedad por pedazos, justo de la
misma forma en que lo hicimos para el caso de las superficies. Dado que nuestra intenciéon no es
extendernos en este concepto, simplemente lo formalizamos en la siguiente definicién.

Definicion 5.12 Decimos que un conjunto M C R™ es una p—variedad parametrizada por pedazos,
st existen My, ..., M, C R"™ p—variedades parametrizadas tales que

M=DMU---UDM,

Sio;: A CRP — R"™ es una parametrizacion de M; (parai=1,...,k), escribimos o = o1+ -+ 0}
y decimos que o es “una parametrizacion” de M.

Solo una observacién es necesario hacer con respecto a este concepto. Si se revisa con cuidado la
definicién 5.9 se podra notar que, si A C RP (con p > 2) es una regioén bésica, entonces la frontera de
A (Fr(A) 6 0A) es una (p—1)—variedad parametrizada por pedazos (en RP). En efecto, nétese que
en este caso la F'r(A) estd formada por la gréifica de dos funciones definidas sobre una regién béasica
B C RP~L y algunos otros “pedazos cilindricos” (que se “levantan” sobre la Fr(B)) (ver figura 5.3
que ilustra el caso p = 3). De hecho, esta caracteristica de la frontera de una regién béasica A nos
permitiria definir lo que significaria que una parametrizacién de esta (p — 1)—variedad “indujera”
vectores normales que apuntan hacia “afuera” de A, justo a través de los vectores normales a las
graficas de las funciones que la determinan. Hacer esto con maéas formalidad nos llevaria algunas
paginas mas, razon por la cual s6lo nos quedamos con esta idea intuitiva.
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Sa

X

Figura 5.3: Si A C R? es una regién basica, la F'r(A) = A = S; US> U S5 estd formada por la
grafica de dos funciones definidas sobre una regién basica B C R? (en la figura las superficies
S1y S3), y algunos “pedazos cilindricos” que se “levantan” sobre la Fr(B) (en la figura la
superficie S)

Una consecuencia de lo anterior es que, si M C R" es una p—variedad parametrizada por o
(sobre A), el conjunto 9,M = o(Fr(A)) también serd una (p — 1)—variedad parametrizada por
pedazos (en R™).

De las p—variedades parametrizadas habria muchas cosas interesantes que decir, pero por ahora
con estas ideas elementales nos es suficiente para lograr nuestro objetivo. Con este fin, lo que sigue
es definir la integral de una p—forma w®) sobre una p—variedad parametrizada M, cuestién que
abordaremos en la siguiente seccion.

5.5 Integrando formas

Como se recordard, en el capitulo tres definimos la integral de un campo F' = (Fy,...,F,) : U C
R™ — R™ sobre una curva I' C U parametrizada por una funcién v = (y1,...,7,) : [a,b] CR — R"
(que denotamos por fr F - dvy y bautizamos con el nombre de integral de linea), como

b

[ Far= [ o)
I a
b

= [ (FOOR© + -+ BG@R )

a

Lo interesante de esta definicién, y de acuerdo con los conceptos que hemos definido en este
capitulo, es que el integrando que aparece en la segunda identidad de arriba se puede obtener como
el resultado de evaluar una cierta 1—forma.

En efecto, considere la 1—forma (en R™) definida en U C R™ dada por

w = Fyday + - + Foday,
Dado que w® es una funcién definida en U y que toma valores en el conjunto de las 1—formas
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bésicas QW) (definidas en R™), observe que para cada t € [a,b] se tiene que
W (v(t)) = Fu(y(t))dy + -+ + Fu(y(t))day,

la que a su vez es una 1—forma baésica que se aplica en vectores de R" y para la cual, en particular
aplicada a +/(t), se tiene que

(«V0) (V) = (B ) dwr + -+ + Faly(®)dwn) (7/(1))
= Fi(y(t))dzr (Y (1) + -+ Fa(y(t))dwn (7 (1))
= F(y(0))n () + - + Fp(v(0) 7 (t)
De hecho, con base en esta dltima identidad es que definimos el concepto de integral de una

1—forma Fydzq+- - -+ F,dx, sobre la 1—variedad I parametrizada por la funcién v = (y1,...,7,) :
[a,b] C R — R", la cual denotamos por

ol
ol

/(Fldznl + -+ Fhdxy,) dy
r
como

/ (Fidar + -+ Foden)dy = [ (Fudey + - + Fodun) (1(8))) (+/(0)) dt

T

(F1(y(t))dzr (7' (1) + -+ + Fu(v(t))dzn (+'(1))) dt

(FL(y V() + -+ Fa(y(t)) 7 (1)) dt

T S S S

F-dy

o, si simplemente escribimos w® = Fydxq + - - - + F,dz,, como

b

[ear= [ (W) (o) a

r a

Para deducir la manera en que se define la integral de una 2—forma sobre una 2—variedad (o
si se prefiere decir una superficie), como es de suponerse, recurriremos a la definicién que dimos en
el capitulo cuatro del concepto de integral de superficie de un campo vectorial definido en alguna
regién de R3.

Como se recordard, si F = (Fy, Fy, F3) : U C R? — R? es continua y S C U es una superficie
parametrizada por una funcién o = (01, 09,03) : A C R? = R3 de clase C' tal que A es una regién
tipo I o tipo Il y 0(A) = S, se definié la integral de F' sobre la superficie S como

/F'do*:/F(J(u,v)) . %(u,v) X %(u,v)
S A
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en donde 5 5 5 5
% o) = (2 w0, 992 ). 202
%(U,U) - < ou (U,'U), ou (U,U), ou (U,U))
y
90 oy = (991 (0 ). 992y o) 03
%(U,U) - < v (U,U), v (U,’U), v (U,U))

Del mismo modo que sucede en el caso de la integral de linea, observe que el integrando

F(o(u,v)) - %(u,v) X %(u,v)

se puede obtener a partir de una cierta 2—forma definida en U C R3.
Considere la 2—forma w® dada por

w® = Fidy A dz + Fadz A dz + Faydx A dy
Si esta 2—forma la evaluamos en o(u,v) € U, para cada (u,v) € A, tenemos que
w® (o (u,v)) = Fi(o(u,v))dy A dz + Fy(o(u,v))dz A dz + Fy(o(u,v))dz A dy

que a su vez es una 2—forma bésica, que como se recordard, se evalia en elementos de R? x R3 =
2 . . . (.
R3)”: si en particular a ésta 2—forma bésica la evaluamos en
)

0o 0o (s 3 3
<%(u,v),%(u,v)> = (a,b) eR’° xR

obtenemos, de acuerdo con 5.2, que

B y(@) dy(b) 2(a) dz(b)

—HWWWN“[@Q @@}+Ewmmw%[x@ m@]
dz(a)  dx(b)

—|—F3(0(’LL,’U)) det [ dy(d) dy(lA)) :|

= Fi(o(u,v)) (%W - %W) (u,v) + Fy(o(u,v)) (%% - %%) (u,v)

0oy do doo Oo
# o) (G G~ G ) )

= (Fl(a(u,v)),Fg(U(u,v)), F3(U(u7v))) o

= F(o(u,v)) - g—Z(u,v) X Z—Z(u,v)

Como en el caso de las 1—formas, todo indica que lo més razonable es entonces definir la integral
de la 2—forma (en R3)
w? = Fidy A dz + Fodz A dx + Faydx A dy

sobre la 2—variedad S C R? parametrizada por o, que denotaremos por

/ (Fidy N dz + Fadz A dx + Fydx A\ dy) do
S

273 J. Péez



Capttulo 5. Formas: el concepto que unifica 5.5. Integrando formas

o simplemente

como:

Oo Oo

/ (Fidy A dz + Fadz A dx + Fsdx A dy)do = | F(o(u,v)) - %(u, v) X %(u, v)
S

De hecho, seguramente al lector ya le resultard natural concluir que, si ahora w® representa
una 2—forma en R™ dada por

w® = frdzy, ANdxy, + -+ frdxg, A dx,

(con l;;m; € {1,...,n} parai =1,...,k) y S C R es una 2—variedad parametrizada por una
funcién ¢ = (o1,...,0,) : A C R? — R, entonces la integral de w® sobre S = o(A), que
denotaremos por

/(fldsvl1 NdTpm, + -+ + frdzy, Adrp,)do

S
/ @ do

S

o simplemente

debera estar definida como

k
/(fldxll NdTp, + -+ frdzy, Adzy,)do = /Z (fi(o(u,v))dz;, A dxy,) <%(u,v), g—i(u,v)>
S A

Doy 0oy,
i (u,v) et (u, )

i=1 Oom,

B (u,v) aau (u,v)

en donde ahora

Una vez que hemos revisado y discutido todo lo anterior, sin duda estamos en condiciones de dar
una definicién general del concepto de integral de una p—forma w®) en R™ sobre una p—variedad
parametrizada M C R", para p € {1,...,n — 1}, de la siguiente manera.
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Definicién 5.13 Sean, p € {1,...,n}, w® wuna p—forma en R™ dada por
k
wP) = Z fidxlgi) JARERIAN dwl,(f)
i=1

donde f; : U C R" = R es una funcién continua sobre la region U (para cada i =1,... k= (Z)), Yy
M C R™ una p—variedad parametrizada por la funcion o = (o1,...,0,) : A C RP — R™. Definimos
la integral de w®) sobre M, que denotamos por

k
/ (fldxl(l) AR da:l(1) +--+ fkdﬂfl(k) A A dxl(k)> do = / <Z fidxl(i) AR dxl(i)) do
1 » 1 » 1 »
M

M =1
/ w®do
M

(Filo@)dey A+ Nday ) <§—;(a), o if’(@)))

o simplemente

como

k
/ ( E f,-dxl(i) AN /\dl‘l(z‘)) do = /
1 P
i=1 A

M

en donde 4 = (u1,...,up) y

para 5 =1,...,p.

Todas la integrales de linea y de superficie de campos vectoriales que hicimos en los capitulos tres
y cuatro, son ejemplos de integrales de 1—formas y 2—formas sobre 1—variedades y 2—variedades
parametrizadas (respectivamente). Para ilustrar ain mejor este concepto de la integral de formas,
daremos un ejemplo de como se integra una 3—forma sobre una 3—variedad parametrizada, ambas
en R4

Ejemplo 5.14 Considere, la 3—forma en R* dada por
w® = Pdx Ady Adz + Qdy Adz Adw + Rdz A dy A dw + Wdz A dz A dw

en donde
—w
(22 + 2 + 22 + w?)?

P(z,y,z,w) =
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T
Q‘T7 727w =
(&3 %) (22 + 92 + 22 + w?)’
z
R(x,y,z,w) =
(&3 %) (22 + 92 + 2% + w?)?
y
W(z,y, 2z w) = .

(22 +y2 + 22 + w?)’

con (z,y, z,w) € U =RN{(0,0,0,0)}; y la 3—variedad parametrizada M C R* dada por la funcion
del ejemplo 5.11
o:A=[0,27] x [0,7] x [0,7] C R® — R?

que estd definida como

(0, ¢,1) = (rsen(y) sen(p) cos(f), r sen(v)) sen(p) sen (), r sen (1)) cos(p), r cos()))

Calcule
/w(?’)da
M
Solucion. Sabemos que
gg( ,0,0) = (—rsen(vy) sen(p) sen (), r sen(y)) sen(p) cos(d),0,0)
g;( ,0,0) = (rsen(v) cos(p) cos(f), r sen (1)) cos(p) sen(d), —r sen (1)) sen(p), 0)
g; (0, 0,1) = (rcos(y) sen(yp) cos(@), r cos(¢) sen(p) sen(d), r cos(v) cos(p), —r sen(1)))
de modo que
do 0o Oo
dx Ndy N dz <%, %, %>
—sen(1)) sen(yp)sen(f) sen(v)) cos(p)cos(f) cos(y)sen(p) cos(d)
=r’det | sen(y)sen(p)cos(f) sen(v)cos(p)sen(d) cos(¢¥)sen(p)sen(d)
0 —sen(v)) sen(yp) cos (1) cos(ip)
= —r*sen(y) sen(ip) sen(f) [sen(¢)) cos? () sen(6) cos(1))

+ sen (1)) sen?(¢) cos (1)) sen(0)]

— r3sen (1)) sen(y) cos(8) [sen (1) cos? () cos(h) cos (1))
+ sen (1) sen”(¢p) cos(¢) cos(0)]

= —r3sen?(1)) sen(p) sen?(A) cos(v))

— r3sen? (1)) sen(y) cos?(#) cos(v))

= —r?sen’® (1) cos (1)) sen(yp)

Andlogamente

dy N\ dz N\ dw <80 do 80’)

80 g’ D
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0 —sen(¢) sen(p) cos (1) cos ()
0 0 —sen(v)

= 3 sen®(1p) sen?(p) cos(h)

| |: sen(1) sen(¢) cos(f) sen()) cos(p)sen(d) cos())sen(p)sen(h) }
=r-det

Y
do 0o Oo
dx N dy N dw <%, %, %>
—sen(y) sen(p) sen(f) sen(w)) cos(p) cos(f) cos())sen(yp) cos(d)
=r’det | sen(¢)sen(p)cos(f) sen(y))cos(p)sen(d) cos(¢)sen(p)sen(h)
0 0 —sen(y)
= —r3sen(y)) [ sen(y)) sen(p) sen () sen(v)) cos () sen(h)
—sen (1)) sen () cos(f) sen(v)) cos(p) cos ()]
= r3sen®(1) sen(p) cos(p)
y por ultimo
do Oo Oo
d:n/\dz/\dw(ae 9o 81/1)
—sen(v) sen(p) sen(f) sen(v)) cos(p)cos(f) cos(v)sen(p) cos(d)
= r3det 0 —sen(v)) sen(yp) cos (1) cos(yp)
0 0 —sen(y)
= —r3sen(1p)r sen(vp) sen(p) sen(8)r sen (1)) sen(yp)
= —r?sen®(1p) sen?(¢) sen()
Por lo tanto
/w(g)da
M
0o 0o Oc
2/( a0, ¢, 1/1))> <%7%=@>
A
-/ <P(0(0 6))de A dy A dz <g‘; = §;> Qo (6, 9, 0))dy A dz A duw <g‘; = g;)
A
Rlo(0.p)de Ady (57, 57,5 ) + W (a0, 0))ds A ds ndu (57,27, 291 )
= / <_T C;S(w) (—r3 sen? (1)) cos (1)) sen(cp)) + rsen(y) Sill((p) cos(6) (7‘3 sen> (1)) sen?(p) cos(@))
A
P IEEE Se“ﬁ”“” (r sen () s o)) + 2L (s (1) sen () sen(0)

(sen®(v) cos? (1) sen(ip) + sen* (1) sen(ip) (sen?(¢) cos®(6) + cos? () + sen’(p) sen?(6)))

sen? (1) sen( (cos 2(1h) + sen?(1p) sen? () + sen® (1) cos2(<p))
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— [ sent(w)sene)

A
2 7 m
= do sen(p)d sen?(¢))dvp
[)\[=)\]
= (2m) (—cos(2)F) ()
= 272

Un caso particular en el que la integral de una p—forma (en R™) tiene un cierto interés, es justo
cuando p = n, es decir, la integral de una n—forma sobre una n—variedad parametrizada, ambas
en R”.

Como se recordard de la seccién 5.2, las n—formas definidas sobre una regiéon U C R"”, se
corresponden con las funciones (de valores reales) definidas sobre U en virtud de que todas ellas se
escriben como

fdxy N+ Ndzxy,

en donde f: U C R" — R.
Por otra parte, si A C U es una regién bésica, entonces dicha regién también se puede ver como

una n—variedad parametrizada en la medida de que A = o;(A), tomando a o7 como la funcién
identidad (de R™ en R"™), es decir

or() =1
Noétese que en este caso se tiene que
091 13y = ¢
al‘i ‘
para toda & = (x1,...,x,) € R", en donde é; es el i—ésimo vector basico de R™. De esta manera,

tenemos que

1 - 0
dor , .. dor , .
dzy A Aday, <8—$i(x),...,8—$i(a;)>:det S
0 --- 1
=1
Con base en lo anterior, tenemos entonces que

dor

/(fdml/\---/\da;n)daj:/f(aj(ﬁ:))da;l/\---/\dxn <a—xl(:%),,g—zi(:%)>
A A
- [ 1@
A

:A/f

lo que significa que la integral de la n—forma fdxzi A --- A dzx, sobre la n—variedad parametrizada
A C R" (con A una region bésica parametrizada por la funcién identidad), coincide con la integral
(de Riemann) de la funcién f sobre la regién A.

J. Péez 278



5.5. Integrando formas Capitulo 5. Formas: el concepto que unifica

Lo mejor de esta identidad es que (como siempre), también la podemos leer al revés; esto es, la
integral (de Riemann) de la funcién f sobre la regién bésica A C R™ se puede ver como la integral
de la n—forma fdzq A --- A dx, sobre la n—variedad parametrizada (por la funcién identidad) A.

Una consecuencia importante de lo anterior, es que las identidades que se obtienen en los
teoremas de Green, Stokes y Gauss, se pueden reformular ahora en términos de integrales de
p—formas.

Por ejemplo, como se recordard el teorema de Green establece que, si F' = (P, Q) : U C R? — R?
es de clase C' y Q C U es una regién bésica (una 2—variedad en R?) tal que I' = 9Q = Fr(Q) es
una curva suave por pedazos (una 1—variedad por pedazos en R?) entonces

F/F-d’y:!RotF
()

(en donde 7y es una paramatrizacién de I' que la recorre en el sentido contrario al de las manecillas
del reloj). Pues bien, si como vimos al principio de esta seccién, se tiene que

/Fdwi/@®+Q@M7

T r

y como acabamos de ver, también se tiene que

0Q 9P\ 0Q oPr
/(%‘@)‘/((%W)d“dy>df”
Q Q

(o7 representa a la funcién identidad definida sobre la regién bésica 2), entonces tenemos que la
identidad de la cual nos habla el teorema de Green se puede escribir como

/ (Pdx + Qdy) dy = / <<88_i2 - 88—1;) dx N\ dy> doy
Q

I=00=08,,9

Lo mejor de todo esto es que, si ahora recordamos que

0Q OP B
<% — 8_y> dx AN dy = d (Pdx + Qdy)

entonces el teorema de Green asegura que
(Pdz + Qdy) dy = /d (Pdx + Qdy) doy
P=00=0,,9 0

(en donde 7 = 7 0 o7, que en este caso 7 = v dado que o7 es la funcién identidad de R? en R?)
igualdad que, por cierto, justifica el porqué afirmdbamos que dicho teorema era una especie de
generalizacién del Teorema Fundamental del Célculo.

Procediendo de manera analoga, del teorema de Stokes obtenemos que

/ (Pdz + Qdy + Rdz) dy = / F-dy
958 r=9,5
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:/RotF-dJ
S

_ orR _0Q or _or 9@ _ob

_/<<8y 8z>dy/\dz+<8z 8x>d2/\dx+<8x ay)dm/\dy)da
S

= /d (Pdx + Qdy + Rdz) do
S

en donde 0 : A C R? — R3 es una parametrizaciéon de la superficie (o 2—variedad) S C R3, y
4 = yoo, en donde 7 es una parametrizacién (en el sentido contrario al de las manecillas del reloj)
de la frontera de la regién basica A (F'r(A)).

Finalmente, si ahora o representa a la funcién identidad de R3 en R3, del teorema de Gauss
concluimos que

(Pdy Ndz + Qdz N dx + Rdx A dy) do = F.do
S=00=05,Q S=00=05,Q

Q
:/d(de/\dz—l—de/\dm+Rdx/\dy)d0’1
Q

en donde,  C R? es una regién bésica cuyo borde S = 90 = 0o, §2 es una superficie (o 2—variedad)
por pedazos parametrizada por una funcién o : A C R? — R? que induce vectores normales (a )
que apuntan hacia “afuera” de S, y & = 0 o o7 (que en este caso resulta igual a o dado que o7 es
la funcién identidad).

Finalmente, y para completar el cuadro, el propio Teorema Fundamental del Calculo que todos
conocemos (0 su equivalente expresado en la identidad 3.11 del capitulo tres) se puede formular
en términos de integrales de formas. Para ello, sélo hace falta definir los conceptos de 0—variedad
parametrizada y el de integral sobre este tipo de variedades, lo cual se puede hacer de la siguiente
manera: diremos que M C R" es una 0—variedad parametrizada si existe o : {0,1} — R" tal
que M = 0({0,1}) (lo que significa que una O—variedad en R™ es simplemente cualquier conjunto
formado por uno o dos puntos).

Por otra parte, si f1(0 es una 0—forma definida en una regién U C R® y M C U es una
O—variedad parametrizada por o : {0,1} — R", definimos la integral de f 10 sobre M, que
denotamos por | uf 19do, como

/ F1Odo = f(o(1)) - £((0))

M

Finalmente, si I' C U es una curva (o una l1—variedad) suave parametrizada por v : [a,b] C
R — R", definimos el borde de I" inducido por su parametrizacién v, que denotamos por d,I', como
la 0—variedad (en R™) formada por los puntos v(Fr([a,b])) = v({a,b}) = {y(a), (D)}

Ahora, si o : U C R” — R es de clase C! en U, parrafos arriba vimos que

/Vgo-dvz/ a—@d$1+---+a—(’0dxn dry
ox1 Oz,
r r
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- /d <<,01<0>) dy

r

Por otra parte, si a la 0—variedad (en R) formada por los puntos {a,b} (que no es mas que el
borde de la 1—variedad (en R) dada por el intervalo [a,b], el que a su vez se puede ver como una
regién bésica en R) la parametrizamos por la funcién o : {0,1} — R dada por 0(0) = a y o(1) = b,
entonces

/ P10d5 = V(v (b)) — Vep((a))
a,r

en donde & = y 0 0 es una parametrizaciéon de la 0—variedad 0,I" = {y(a),v(b)}.
Por lo tanto, con base en estas dos ultimas identidades, la identidad 3.11 del capitulo tres se

puede escribir como
/ ng(O)d& — /d <g01(0)> dry

o, r

5.6 El Gran Teorema Fundamental del Calculo

La reformulacién de los teoremas de Green, Stokes, Gauss y Fundamental del Célculo que acabamos
de hacer en la seccién anterior, nos hacen pensar que éstos deben de ser casos particulares de un
teorema mas general, y sin duda estamos en lo correcto. Lo siguiente que haremos sera formular
dicho teorema el cual, ademas del valor que tiene por si mismo, tendra un papel relevante en
la solucién del problema que planteamos en la seccién anterior acerca de las diferenciales exactas.
Este teorema es conocido tradicionalmente como el Teorema de Stokes (sobre formas diferenciables)
pero aqui preferimos llamarlo el Gran Teorema Fundamental del Cdlculo (nombre que, sin duda,
refleja mejor su contenido). Por otra parte, y como seguramente el lector ya lo sospechard, entre
los objetivos de este texto no estd el de dar la prueba de este teorema.

Teorema 5.15 (Fundamental del Célculo (Gran)) Sean, p € {1,...,n}, w® Y una (p —
1)—forma diferenciable definida en la region U C R"™, y M C U una p—wvariedad, parametrizada
por o : A CRP— R". Entonces

en donde & = o oy y ju es una parametrizacion de la (p — 1)—wvariedad (por pedazos) Fr(A).?

Este es sin duda el teorema mas importante de todo este texto, aun y cuando no hayamos
incluido su prueba. En él se encuentran sintetizados los conceptos y teoremas maés relevantes que
hemos desarrollado a lo largo de todos estos capitulos.

Para concluir esta breve seccién, aplicaremos este teorema en algunos ejemplos que posterior-
mente nos serdn utiles, cuando en la siguiente seccién regresemos al problema de las diferenciales
exactas.

Ejemplo 5.16 Considere:

2Aqui habria que agregar que la parametrizacién p “induce” vectores normales a la Fr(A) que apuntan hacia
“afuera” de A, de acuerdo con la idea descrita en la observacién que sigue a la definicién 5.12.
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la 1—variedad (o curva) M C R™ parametrizada por la funcion o : [0,27] C R — R"™ definida

o(t) = (rcos(t),rsen(t),0,...,0)

/d («®)dy=0

M

Muestre que

para cualquier 0—forma diferenciable w©) definida en una region U C R™ tal que M C U.
Solucion. Por el Gran Teorema Fundamental del Cdlculo, tenemos que

/ d () dy = / w4z

M 0o M

/ w95 =0

0o M

por lo que basta probar que

Ahora, si al borde (o frontera) del intervalo [0,27] que estd formado por el conjunto {0, 2w}
lo parametrizamos por la funcion p:{0,1} — R dada por (0) =0 y u(l) = 2w, entonces

/ 045 = w®(G(1)) — wO (&(0)
O M

ya que o(2m) = 0(0).

. la 2—variedad (o superficie) M C R™ (n > 3) parametrizada por la funcion o : A = [0,27] x

[0,7] € R? = R"™ definida como

o(u,v) = (rsen(v) cos(u), rsen(v) sen(u), r cos(v),0, ... ,0)
Muestre que
/d (w®)do =0
M

para cualquier 1—forma diferenciable wY) definida en una regién U C R™ tal que M C U.
Solucion. Por el Gran Teorema Fundamental del Cdlculo, tenemos que

/ d (") do = / WM dz

M 0o M

/ wWds =0
- M
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Asi, si parametrizamos a la Fr(A) en el sentido contrario al movimiento de las manecillas
del reloj, se tiene que

/ wWds = 7<w(1)(0(7§,0))> <%(t,0)> dt + ] <w(1)(a(27r,t))> (%Z(%,t)) dt
O M 0 0
- Z(w(l)(a(t,w))> < ot w)> dt — Z (w(l)(a(o,t))> ( (0 t)> dt
2

Ahora, dado que

do do
811/ (t7 0) (07 07 07 07 70) 8’[1/( 77T)
para toda t € [0,27], y por otra parte
do do
0-(2777 t) - 0(07 t) Y %(271-7 t) - %(07 t)

para toda t € [0, 7], concluimos que

/ wMds =0
o M

3. la 3—wvariedad M C R™ (n > 4) parametrizada por la funcion o : A = [0,27] x [0, 7] x [0, 7] C
R3 — R definida como

0,

o(u,v,w) = (rsen(w)sen(v) cos(u), r sen(w) sen(v) sen(u), r sen(w) cos(v), r cos(w),0,...,0)

/d (w@)) do =0

M

Muestre que

para cualquier 2— forma diferenciable w® definida en una region U C R™ tal que M C U.
Solucion. Nuevamente, por el Gran Teorema Fundamental del Cdlculo, tenemos que

/ 4 (w?) do = / W@ dz

M 0o M

/ w®ds =0

0o M

por lo que basta probar que
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Ahora, si parametrizamos a cada una de las caras que forman parte de la Fr(A) C R? de tal
manera que cada una de estas parametrizaciones induzcan vectores normales que apunten ha-
cia “afuera” de A, y agrupamos las correspondientes integrales sobre caras opuestas, tenemos

que
/ W@z = / [(w@)(a(Zw,t,s))) (g—Z(Zw,t,s),g—Z(Zw,t,s)>

- (o 00.0.5)) (G209, 520..9))
N / [<w<2>(a(t,o,s))) <g—2(t,0,8) 80(15,0,8))

T ow
[0,27] % [0,7]

- (w<2>(a(t,7r,s))) <%(t,w, s), g—;’)(t,w,s)ﬂ

4 / [(w@)(a(t,s,o») <g—2(t,s,0),g—(;(t,s,0)>

[0,27] % [0,7]

_ (w(z)(a(t,s,ﬂ))) <%(t,s,7r), %(t,s,w))]

En la primera integral, se tiene que

do oo Oo do

—(2m,t,s) = —(0,t —(2m,t,s) = —(0,¢

8’1)(71—7 78) av( ) 78) y 8’1,[)( 7T7 78) 8’1,[)( ) 78)

para toda t,s € [0,7] de tal manera que el integrando es cero y por tanto, dicha integral es
igual a cero.

En cuanto a la sequnda integral, se cumple que

80' ao_
5. (£:0,5) = (0,0,0,0,0,.....,0) = —(

lo que es suficiente para concluir que

o(2m,t,s) = 0(0,t,s),

t,m,s)

(«@(o(2,0,5)) (g—Z(t,O, 8),2—2}(7&,0,3)) =0

_ (w@)(a(tﬂﬂ s))> <g—2(t,7r,8), g_z)(t,ﬂ', s)>

para toda (t,s) € [0,27] x [0, 7], y por tanto, que la sequnda integral también es igual a cero.
Finalmente, en la tercera integral se tiene que

Jo do
5o (6:5,0) = (0,0,0,0,0,...,0) = 22 (t,5,7)

lo que también es suficiente para concluir que
Oo Odo
2 - - =
(w®(o(t,5,0) ( (5,0, 5 (t,s,o>) 0
Oo do
— (w®
(«® (o (t,5,0)) ( 7 (15,7, o <t,s,w>)
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para toda (t,s) € [0,27] x [0, 7], y por tanto, que la tercera integral también es igual a cero.

Por lo tanto
/ w®ds =0

O M

5.7 Diferenciales exactas (segunda parte)

Para concluir este capitulo (jy este trabajo!), en esta seccién regresaremos al problema de las
diferenciales exactas que planteamos en la seccién 5.3. Como se recordard, ahi nos hicimos la
siguiente pregunta: si w®) es una p—forma diferenciable (con p € {1,...,n — 1}) definida en una
region U C R" tal que d (w(p)) = 0P+ ;existe 7P~V una (p — 1)—forma diferenciable definida
en U, tal que d (7'(”_1)) = wP)?

El Gran Teorema Fundamental del Célculo y los ejemplos que dimos en la seccién anterior, nos
seran de gran ayuda para contestar esta pregunta. De hecho, asi como esta planteada, su respuesta
es negativa.

En efecto, ahora podemos mostrar, por ejemplo, que en cualquier R" existe una regién U y
una 1—forma w® definida ahi, tal que d (w(l)) =0@), y que sin embargo no puede existir una 7(©)
definida en U tal que d (T(O)) = w,

Témese, en cualquier R™ (con n > 2), la 1—forma wW dada por

—x x
wl) = 5 22d:171—|— 5 ! 2d:1:2
i+ x5 i+ x5
que estd definida en U = R™\ {(z1,...,2,) € R" | 21 = 29 = 0}. Un cdlculo sencillo mostrara que

d (w(l)) = 0@,
Por otra parte, si tomamos la 1—variedad (o curva) I' C R"™ parametrizada por la funcién
v :[0,27] C R — R"™ definida como

~(t) = (r cos(t), rsen(t),0,...,0)

se tiene que I' C U y otro céalculo sencillo mostrara que

/ w(l)d’y =27
r
#0
de tal manera que, por el primer inciso del ejemplo 5.16, podemos concluir que no existe una
0—forma 7(9) definida en U tal que d (T(O)) = w,

;,Cudl es el problema en este ejemplo? Como seguramente el lector intuird, el problema se
encuentra en la region U C R™ més que en la 1—forma w® que elegimos. En particular, nétese
que la curva (cerrada) I' C U no se puede “contraer” o “llevar” a un punto sin salirnos de la regién
U, es decir, U no es una region simplemente conexa.

Otro ejemplo que resultard bastante ilustrativo, es el siguiente. Sea, en cualquier R™ (con
n > 3), la 2—forma w® dada por

T2

(m% + 23 +:17§

T3

(:17% + x3 +x§

w® = o dws A das +

(3 + 23 +a3)"

dry N dxo

drs Ndx1 +

)3/2 )3/2
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que estd definida en U = R™\ {(z1,...,2,) € R" | 1 = 29 = x3 = 0}. Ya sea por un calculo directo,
o con base en los ejemplos 5.7 (cuarto inciso) y 4.26 (del capitulo cuatro), sabemos que d (w(z)) =
0.

Ahora, si tomamos la 2—variedad (o superficie) M C R™ (n > 3) parametrizada por la funcién
o: A=[0,27] x [0,7] C R? — R" definida como

o(u,v) = (rsen(v) cos(u), r sen(v) sen(u), r cos(v),0,...,0)

se tiene que M C U y con base en el ejemplo 4.13 del capitulo cuatro (o calculandola directamente)

podemos concluir que
/ w(2)d’y = —4r
M

£0

de tal manera que, ahora por el segundo inciso del ejemplo 5.16, podemos concluir que no existe
una 1—forma 71 definida en U tal que d (T(l)) = w®,

Como en el ejemplo anterior, al parecer el problema no esta en la 2—forma w®@ sino en la region
U sobre la cual estd definida. En particular, nétese ahora que la superficie (cerrada) M C U no
se puede “contraer” o “llevar” a un punto sin salirnos de la regién U, es decir, U no es una regién
doblemente conexa (de acuerdo con el término que usamos en la seccién 7 del capitulo cuatro).

Para terminar con esta ilustrativa serie de contraejemplos, considérese el siguiente. Sea en R*
la 3—forma w® dada por

w® = Pdzy A deg A des + Qdas A dos A dzg + Rdzy A dag A dzg + Wdzy A dos A day

en donde
P($1,$2,$3,IE4) = 2 2 2 212
(23 + 23 + 23 + 29)
€1
Q($1,$2,$3,$4) = 5 9 9 o 2
(23 + 23 4 23 + 23)
Z2
R(w1, w9, 3, 84) = ———————
(23 4 23 + 23 + 23)
y

(€3 + 23 + 23 + 23)?

W(x1,x2,x3,24) =

que estd definida en U = R™\ {(0,0,0,0)}.
De acuerdo con el iltimo inciso del ejemplo 5.7, se tiene que

2 = (6@ _oP _OR W

8—;1;1 8—1‘4 8—3}3_6—3}2> dx1 A dxg A dxs A dxy

de donde, haciendo los respectivos célculos (jlos cuales se dejan al lector!), obtenemos que
d(w(g)) — 0¥
Por otra parte, si ahora tomamos la 3—variedad M C R* parametrizada por la funcién

o:A=[0,27] x [0,7] x [0,7] C R® — R?
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dada por
o(u,v,w) = (rsen(w)sen(v) cos(u), r sen(w) sen(v) sen(u), r sen(w) cos(v), r cos(w))

se tiene que M C U y con base en el ejemplo 5.14 tenemos que

/w(3)da =272
M

£0

de tal manera que ahora, por el tercer inciso del ejemplo 5.16, podemos concluir que no existe una
2—forma 7(?) definida en U tal que d (7(2)) =w®,

Como seguramente el lector ya intuye, por supuesto que el problema no est4 en la 3—forma w®)
sino en la region U C R* sobre la cual estd definida. Como seguramente también el lector ya habra
notado, ahora lo que se puede observar es que la 3—variedad M C U (la cual es “cerrada”, dado
que es una “esfera” en R*) no se puede “contraer” o “llevar” a un punto sin salirse de la regiéon U
(;cémo llamaria el lector a las regiones U C R™ en las que este tipo de 3—variedades (“cerradas”)
se puedan “contraer” o “llevar” a un punto sin salirse de U?).

Después de esta serie de contraejemplos (y las observaciones que hemos hecho sobre ellos) se
vislumbra lo que serd el resultado méas importante con relacién a las diferenciales exactas. Antes
de formularlo, describiremos de manera intuitiva algunos conceptos que seran necesarios.

El primero de ellos se refiere a las p—variedades parametrizadas que llamaremos “cerradas”.
Si una p—variedad M C R™ esta parametrizada por una funcién o : A C RP — R", diremos
que M es “cerrada” si o “pega” a los puntos de la frontera de A (Fr(A)), es decir, si para cada
& € Fr(A) existe y € Fr(A), g # &, tal que o(z) = o(y). Observe que este concepto abarca a
mas p—variedades que las que “geométricamente” parecen ser cerradas. Por ejemplo, un simple
segmento puede ser una 1—variedad cerrada (o curva cerrada) si lo recorremos de tal manera que
empecemos y terminemos en el mismo punto.

Otro concepto, sin duda muy relevante, se refiere a la caracterizacion de ciertas regiones
U C R". Dadap € {1,...,n — 1}, diremos que U es una regién p—conexa si las p—variedades
parametrizadas “cerradas” contenidas en U que sean tipo “esferas” de dimensién p (es decir,
p—variedades parametrizadas que estan formadas por puntos cuya distancia a un punto fijo, es
constante), se pueden “contraer” o “llevar” a un punto sin salirse de U. De esta manera, las re-
giones 1—conexas seran aquellas a las que en el capitulo tres llamamos simplemente conexas, y las
2—conexas seran aquellas a las que en el capitulo cuatro llamamos doblemente conexas.

Con base en estos conceptos, ahora estamos en condiciones se establecer un teorema que nos da
condiciones suficientes para garantizar cuando una forma diferenciable es una diferencial exacta.

Teorema 5.17 Sean, p € {1,...,n—1}, U C R™ una region p—coneza, y w®) una p—forma difer-
enciable definida sobre U. Si d(w®)) = 0P*D) entonces existe TP~V una (p—1)—forma diferenciable
definida sobre U tal que d(7(P~D) = w(P),

Como hicimos notar en los capitulos tres y cuatro, las regiones estrelladas son regiones simple-
mente conexas y doblemente conexas, y no es dificil convencerse de que también son p—conexas,
para cualquier p € {1,...,n — 1}. De este hecho, y del teorema anterior se desprende el siguiente
corolario, que serd el ultimo resultado de este texto.

Corolario 5.18 Sean, p € {1,...,n — 1}, U C R" una region estrellada, y w® una p—forma
diferenciable definida sobre U. Si d(w®) = 0@+t entonces existe 7@~V una (p — 1)—forma dife-
renciable definida sobre U tal que d(tP~1)) = w(P).

287 J. Péez



